Peatukk 1

Sissejuhatus

1.1 Mitteparameetrilise statistika moistest

Mitteparameetrilise statistika moiste on lai ja kaks mitteparameetrilisele sta-
tistikale pithendatud raamatut voivad kisitleda (esmapilgul) téiesti erinevaid
valdkondi. Sestap alustuseks paari sonaga sellest, mida moeldakse mittepa-
rameetrilise statistika ja mitteparameetriliste meetodite all.

Klassikalises statistikas noutakse sageli, et me teaksime uuritava tunnuse
kohta eelinformatsiooni — néiteks seda, millisesse jaotuste perre ta kuu-
lub (kas tegemist on normaaljaotusega, eksponentjaotusega, gammajaotuse-
ga voi hoopis ...-jaotusega). Teades jaotuste peret (néiteks normaaljaotus)
piisab vaid paari parameetri (keskvdirtuse, dispersiooni) hindamisest uuri-
tava tunnuse jaotuse iiheseks méaidramiseks. Teades neid paari parameetrit,
saame vastata mistahes kiisimusele uuritava tunnuse jaotuse kohta. Sestap
poorabki klassikaline parameetriline statistika suurt tdhelepanu jaotuspara-
meetrite hindamisele ja nende kohta hiipoteeside kontrollimisele.

Paraku praktikas osutub kitsa parameetrilise jaotuste pere tdpne méaara-
mine sageli vigagi raskeks. Seega praktiliste iilesannete lahendamisel puutu-
takse sageli kokku nn mitteparameetriliste jaotuste peredega.

Definitsioon 1.1 Jaotuste peret kutsutakse mitteparameetriliseks jao-
tuste pereks, kui vastavasse perre kuuluvat jaotust ei saa theselt identi-
fitseerida kasutades vaid vihest arvu parameetreid (iiheks selliseks jaotuste
pereks on nditeks koigi pidevate jaotuste pere).

Statistilist meetodit, mis on rakendatav tunnus(t)e uurimiseks, mille jao-
tus kuulub mitteparameetriliste jaotuste perre, nimetatakse mitteparameet-
riliseks meetodiks. Juhul, kui tahetakse rohutada, et iiks voi teine meetod
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2 1.2. Tihedusfunktsiooni hindamine

ei eelda monda lihtsat jaotust (nagu normaaljaotust voi beetajaotust) siis
radgitakse ka jaotusvabadest (distribution-free) meetoditest.

Vaatame iihte teist ndidet. Tunneme huvi, milline on tunnuse Y tinglik
jaotus juhul, kui teame tunnust X, fy|x. Oletame, et Y-tunnuse tinglikuks
jaotuseks on normaaljaotus. Tavaparane, parameetriline ldhenemine néuab,
et teaksime tunnuste Y ja X vahelist seost piisavalt tapselt, et koigest pea-
le mone tdiendava parameetri hindamist saame teada seose tunnuste vahel.
Niiteks eeldame, et Y|X ~ N(cg + ¢1X,02). Niipea kui saame teada pa-
rameetrite ¢y ja ¢; vadrtused (voi hindame need), teame ka seost tunnuste
vahel.

Vahel pole aga seost tunnuste vahel voimalik piisavalt tdpselt eelnevalt
kirja panna. Mdnikord saame kdigest delda, et Y| X ~ N(f(X),0?), kus f()
on nditeks mingi suvaline pidev funktsioon. Sellisel juhul pole voimalik mé&a-
ratleda uuritava tunnuse (tinglikku) jaotust vaid paari tundmatu parameetri
hindamise abil. Sestap kutsutakse ka toodud néites kahe tunnuse vahelise
seose leidmist mitteparameetriliseks regressiooniks. Kui soovitakse rohuta-
da, et moned eeldused siiski on tehtud (normaaljaotus), aga midagi pole
suudetud/osatud /tahetud parametriseerida (funktsiooni f()), siis raégitakse
ka semiparameetrilisest (semiparametric) voi poolparameetrilisest meetodist.

Jargnevalt vaatame moningaid naiteid, kuidas erinevatele kiisimustele
saab leida vastuseid mitteparameetrilisi meetodeid kasutades.

1.2 Tihedusfunktsiooni hindamine

Tihedusfunktsiooni hindamisest radgime pikemalt hiljem. Siin toome liht-
salt iihe néite, rohutamaks parameetrilise ja mitteparameetrilise statistika
erinevust. Parameetrilise statistika puhul eeldatakse, et vaatlused on min-
gist jaotuste perest (néiteks eeldatakse, et tegemist on normaaljaotusega),
hinnatakse parameetrid — keskvaartust hinnatakse naiteks valimi keskmi-
sega ja populatsiooni dispersiooni saab hinnata valimi dispersiooniga ning
ongi meil leitud hinnang uuritava tunnuse tihedusfunktsioonile. Mittepara-
meetrilise meetodi néitena voib aga tuua histogrammi. Vaata néiteks joonist
1.1.
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Joonis 1.1: Hinnang tihedusfunktsioonile
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1.3 Margitest

Paljud testid (¢-test ja regressioon- ning dispersioonanaliitisis kasutatav F'-
test, toepéarasuhtel baseeruvad testid jne) eeldavad, et me teaksime uuritava
tunnuse jaotust. Vaatame, kuidas on voimalik hiipoteese kontrollida eelda-
mata uuritava tunnuse jaotuse kohta midagi peale pidevuse.

Mérgitest voimaldab kontrollida hiipoteese uuritava tunnuse mediaani
kohta,

Hy : med(X) =0
Hy : med(X) # 0.

Kuidas konstrueerida sobivat teststatistikut? Mediaan on vaartus, mille-
st viiksemaid ja suuremaid véértuseid peaks olema iihepalju. Seega, kui Qg
on tegelikult mediaan, peaks juhuslikest suurustest X; — Oq,..., X, — Og
ligikaudu pooled olema suuremad nullist (vaatlus oli suurem mediaanist) ja
ligikaudu pooled véiksemad nullist (vaatlus oli vdiksem mediaanist). Tapse-
malt Geldes:

P(X; —0¢>0)=P(X;—0y<0)=1/2,
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kui ©g on ka tegelikult mediaan. Meie teststatistik voiks loendada, kui mit-
mel korral ndgime valimis ©g-st suuremat véartust,

B(X,00) ZIX ~60>0-

Juhul kui ©g on tegelik mediaan (nullhiipoteesi kehtides) siis peaks test-

statistiku jaotus olema binoomjaotus, B(X, Oo) 2 B(n;0,5). Alternatiivina
voime kasutada teststatistikuna suurust

S(X,00) ngn (Xi — o).
Ka viimase jaotuse saame leida binoomjaotust kasutades, kui paneme tahele,
et S(X,0¢) =2B(X,0p) — n.

Naiide 1.1 Vaatame valimit suurusega n = 10. Statistiku S(X,0q) jao-
tus nullhiipoteesi med(X) = ©g kehtides on leitav kasutades binoomjaotust

n 2+5
% ~ B(n;0,5) ehk P(S(X,0¢) = s) = (S/ 1; >0,55+s/20755—s/2_
Vaata statistiku jaotust tabelist 1.1.

Tabel 1.1: Margitesti statistiku jaotus nullhiipoteesi kehtides, n = 10

s P(B(X.0) =b) = P(S(X,0) = s)

b

0 -10 0,001
1 -8 0,010
2 -6 0,044
3 4 0,117
4 -2 0,205
5 0 0,246
6 2 0,205
74 0,117
8 6 0,044
9 8 0,010
10 10 0,001

Ndeme, et toendosusega 0,89 peaks statistiku vddrtused jidma vahemikku —4
kuni 4, toendosusega 0,978 aga vahemikku —6 kuni 6. Kui statistiku S(X,0q)
vadrtus peaks olema —6 vdiksem voi suurem 6-st, saame olulisuse nivool 0,05
vdita, et nullhiipotees ei pea paika.
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Naide 1.2 Soovime kontrollida jargmiseid hiipoteese:

Hy : med(X)=4
Hy : med(X)#4.

Olgu vaatlusandmed jargmased: 3,38; 3,95; 4,15; 4,46, 4,62, 5,19, 5,44; 5,81;
5,82; 6,56. Neist kaks on vaiksemad kui 4, ‘lejdanud on suuremad, seega

S(X4)=—-1—-14+14+1+1+1+14+14+1+1=6.

Testi olulisustéendosuse leidmiseks arvutame, kui téendoliselt véoiks nullhii-
poteesi kehtides niha sedavord ekstreemset (voi veel ekstremaalsemat) test-
statistiku vddrtust (kasutame ndites 1.1 toodud tabelit 1.1):

0,001 0,010 0,044
p—wvalue = P(S=10)+ P(S=8)+ P(S=6)+
0,044 0,010 0,001

P(S'=—6)+ P(S = —8) + P(S = —10)= 0,11

Seega olulisuse nivool 0,05 peaksime jidama nullhiipoteesi juurde (mediaan
voib kill olla 4).

Paneme téhele, et iisna analoogsel viisil saab kontrollida hiipoteese mis-
tahes teise populatsiooni kvantiili kohta. Naiteks soovides testida (kasutades
statistikut B(X,0¢)), kas alumine kvartiil (0,25-kvantiil) voiks olla 4, peame
vaid olulisustoenéosuse arvutamisel kasutama binoomjaotust B(n;0,75) (sest
0,25-kvantiilist suurema véértuse saamise toendosus on 0,75).

1.4 Usaldusintervall mediaanile

Jargneval vaatame, kuidas saab leida mitteparameetrilist usaldusintervalli
mediaanile. Usaldusintervalli konstrueerimiseks saab kasutada margitesti —
1 — a-usaldusvahemikku moodustavad koik need ©¢ vaartused, mille puhul
maérgitest olulisuse nivool a otsustab nullhiipoteesi kasuks (kui ©9 = © ehk
kui nullhiipotees kehtib, siis ei tohi testi olulisustoenédosus olla viiksem a-st
suurema toendosusega kui «, seega jadb tegelik mediaan © usaldusintervalli
vahemalt toendosusega 1 — ).

Naiide 1.3 Vaatame ndites 1.2 toodud vaatluseid. Tabelis 1.1 on toodud sta-
tistiku S(X, ©g) jaotus (eeldusel, et nullhipotees kehtib). Nieme, et olulisu-
se nivool 0,022 jadaksime nullhiipoteesi juurde siis, kui —6 < S(X,0q) < 6.
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Leiame, milliste ©¢ vddrtuste korral me saame mdrgitesti statistiku vddrtu-
seid piirides [-6..6]. See pole eriti keeruline tlesanne, sest mdrgitesti statis-
tiku vadrtus voib muutuda vaid valimi vaatluste poolt mddratud punktides,
vt ka tabelit 1.2. Selliste ©¢ vddrtuste vahemik, (3,95..5,82) olekski 0,978-
usaldusintervall mediaanile. Kuna P(—4 < S(X,0q) < 4) = 0,89, siis
0,89-usaldusintervalliks on vahemik (4,15..5,81). Markame, et tdpselt 0,9-
vot 0,95-usaldusintervalli lerda pole vormalik.

Tabel 1.2: Usaldusintervall mediaanile, mérgitesti abil

O S(X,00)
—0..3,38 10
3,38..3,95 8
3,95..4,15 6
4,15..4,46 4
4,46..4,62 2
4,62..5,19 0
5,19..5,44 2
5,44..5,81 4
5,81..5,82 6
5,82..6,56 8
6,56..00 10

1.5 Mediaani mitteparameetriline hindamine

Mediaani oskame muidugi juba ammu valimi pohjal hinnata. Siin tutvustame
lihtsalt loogikat, mida saab hiljem tildistada ka teiste situatsioonide jaoks.
Meil on statistik, antud juhul S(X,0¢), mille abil saame testida hii-
poteese mediaani kohta. Millise statistiku S(X,0¢) vairtuse puhul jaédme
koige kindlamini nullhiipoteesi juurde? Selliseks statistiku véértuseks oleks
S(X,00) = 0, mille puhul hiipoteesi Hy : © = O olulisustoenéosuseks tu-
leks 1. Seega koige paremini sobivaks hinnanguks © véirtusele on arv ©,
mille puhul S(X,0) = 0. Teine argument, millega joutakse sama tulemu-
seni, kolab jargmiselt. Kui © on tegelik mediaan, siis ES(X,0) = 0 (sest
binoomjaotus on siimmeetriline) ja momentide meetodit kasutades voiksi-
me valida mediaani hinnanguks © sellise véirtuse, mille puhul S (X ,(:)) =0
ehk © € (4,62...5,19). Millist konkreetset védrtust antud vahemikust valida
punkthinnanguks, on juba kokkuleppe kiisimus. Uheks enam-viihem loogili-
seks valikuvoimaluseks oleks valida 16igu keskpunkt (4,62 + 5,19)/2 = 4,905,
milline olekski {iks voimalik mitteparameetriline hinnang mediaanile.

Maért Molsi loengukonspekt aines 'Mitteparameetriline statistika’



Peatiukk 2

Wilcoxoni astakmargitest

2.1 Motivatsioon ja teststatistik

Wilcoxoni astakmérgitesti ( Wilcozon Signed-Rank Test) kasutatakse kahe
soltuva valimi vordlemiseks. Oletame néiteks, et soovime vorrelda, millise
vaetise abil saame parema saagi. Iga katsepold jagatakse kaheks pooleks,
millest iihte poolt vietatakse iihe vietisega, teist poolt aga teise vietisega.
Stigisel vaadatakse kuidas saagiga lood on. Néiteks vois vaatluse all olla kolm
poldu ja olgu saadud saagid jargmised:

I pool II pool erinevus

1.pold 76 78 2
2.pold 82 91 9
3.pold 80 86 6

Kahel pollul oli parem uue véetisega véetatud pool, iihel pollul andis
parema tulemuse vana vietis. Kas see on iikskoik, millisel pollul oli vana
véetis parem? Vaatame kahte hiipoteetilist olukorda. Uhel juhul on uus vie-
tis paaril pollul méekorguselt parem vanast (6 ja 9 tihikut) ja iihel pollul
oli vana véetisega véetatud pool napilt parem (2 iihikut). Teisel juhul annab
uue véetisega vietatud pool kahel pollul napilt paremat saaki (2 ja 6 ithikut),
iiks vana vietisega vietatud pollupool on aga méarkimisvadrselt parem kui
uue vietisega vietatud pollupool (9 iihikut). Kas moélemal kirjeldatud juhul
on andmed uue vietise kasulikkusest sama tugevad? Voi arvame, et esime-
sena kirjeldatud juhul usume meelsamini uue véetise paremusse kui teisena
kirjeldatud juhu puhul?

Loomulikult v6ime taoliste andmete puhul kasutada méargitesti. Leiame
iga pollu jaoks saagikuste erinevuse (uue véetisega poole saak - vana véeti-

Maért Molsi loengukonspekt aines 'Mitteparameetriline statistika’



8 2.2. Statistiku W jaotus nullhiipoteesi kehtides

sega poole saak), tdhistame saadud saagikuste erinevuse . pollul siimboliga
X;. Voime kontrollida mérgitesti abil, kasutades teststatistikut S(X,0) =
Yo sgn(X;), kas erinevuste mediaan voiks olla null.

Aga voime ka jalgida oma sisetunnet ja otsida midagi méargitestist pa-
remat. Sellist, mis arvestaks mingil moel ka saagikuste erinevuse suurust.
Wilcoxoni astakmargitesti statistik votabki arvesse lisaks erinevuse margile
ka erinevuse (absoluutvéirtuse) suurust (astakut):

W =" sgn(X;)rank(|X;|).
=1

2.2 Statistiku W jaotus nullhiipoteesi kehtides

Kui uus ja vana véetis on vordvéaarselt head, siis tulenevad erinevused saaki-
des lihtsalt pollupoolte erinevusest. Kumba pollupoolt vietatakse uue vieti-
sega, on heas katses valitud juhuslikult (otsustatakse miindiviske abil vms).
Kui vaatame saagikuste erinevusi — saak uue véetisega miinus saak vana
vietisega — siis nullhiipoteesi kehtides peaksid mérgid erinevuste ees ole-
ma téiesti juhuslikud. Antud niites on vaadeldud kolme poldu, seega on
voimalikke mérgikombinatsioone erinevuste ees 23 = 8, ning jargnevad kat-
setulemused (valimid) peaksid koik esinema vordse toendosusega:

erinevused (x;) | sgn(z;)rank(|x;|) | W (z;) P(W =W(xy))
-2 -6 -9|-1 =2 -3 | W=-6 1/8
42 6 -9 |+1 -2 -3 |W=-4 1/8
2 46 9| -1 +2 -3 |W=-2 1/8
+2 46 -9 |+1 +2 -3 |W=0 1/8
2 6 49| -1 -2 43| W=0 1/8
Y2 6 49|41 -2 43| W=142 1/8
2 46 49| -1 +2  +3| W=+ 1/8
42 46 49|41 42 43| W =46 1/8

Ulaltoodud tabelit kasutades voime vilja kirjutada Wilcoxoni astakmér-
gitesti statistiku W jaotuse juhul, kui n = 3, vaata tabelit 2.1.

Oletame niiiid, et meie katses tulid erinevused 6 ja 9 uue vietise kasuks
ning erinevus 2 vana véetise kasuks. Seega W = 4. Leiame olulisustdenéosuse
(p-value) — milline on téendosus néha sedavord ekstremaalset voi veel ekst-
remaalsemat statistiku véirtust nullhiipoteesi kehtides? Uhepoolse hiipoteesi
korral, kui uus véetis saab olla vaid kas samahea voi parem kui vana véetis,
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Tabel 2.1: Statistiku W jaotus nullhiipoteesi kehtides, n = 3

w |6 4 2 0 2 4 6
P(W=w) | 1/8 1/8 1/8 2/8 1/8 1/8 1/8

oleksid sama ekstreemse (W = 4) voi veel ekstreemsema (W = 6) statistiku
vadrtuse saamise toendosus nullhiipoteesi kehtides 1/8 + 1/8 = 0,25, seega
olulisustoendosus on ithepoolse hiipoteesi korral 0,25. Kahepoolse hiipoteesi
korral (kui uus véetis voib pohimétteliselt olla ka kehvem kui vana) on sama
ekstreemse voi veel ekstreemsemate statistiku véédrtuste hulk {—6; —4;4;6}
suurem ja testi olulisustoenédosuseks tuleb 0,25 * 2 = 0,5. Seega antud juhul
ei suuda me alternatiivset hiipoteesi toestatuks lugeda mistahes moistlikku
olulisuse nivood kasutades.

Voime ka tahele panna, et kolme vaatluse korral poleks iihegi katsetule-
muse korral voimalik toestada uue vietise paremust vanast olulisuse nivool
0,05!

Seega iildjuhul on voimalik Wilcoxoni astakmérgitesti olulisustoendosust
leida naiteks nii: vaatame 1dbi 2" erinevat maéargikombinatsiooni astakute
ees, leiame iga kombinatsiooni jaoks statistiku W vadrtuse ning kirjutame
valja W jaotuse juhul, kui nullhiipotees kehtib. Saadud jaotust kasutades on
juba lihtne leida testi olulisustoenéosust. Tasub meeles pidada, et iga valimi
suuruse n korral tuleb statistiku W jaotus erinev!

Samas pole olulisustoendosuse leidmiseks tarvis tervet jaotust vélja kir-
jutada. Piisab, kui loeme kokku ainult ndhtud W véidrtuse ja temast veel
ekstreemsemate vaartuste saamise toendosused nullhiipoteesi kehtides.

Vaatame jargmist naidet

Naiide 2.1 Ravimifirma soovis wurida, kas tema poolt vdlja téotatud spet-
siaalset haavaplaastrit kasutades paranevad haavad kitremini kui traditsioo-
nilist ravimeetodit (haavade kokkuomblemist) kasutades. Uuringusse vdrvati
10 katsealust (rotti) ja igale rotile tehti kaks samapikka sisseloiget. Uks haa-
vadest ommeldi kokku (kasutati traditsioonilist raviviisi) ja teine plaasterdati
kinni. Lasti siis haavadel paar pieva paraneda. Haava paranemise headust
maoddeti paari pdeva pdrast jargmiselt: vaadati, kui tugevat joudu ldheb va-
ja haava uuesti lahti rebimiseks (seega suuremad numbrid nditavad paremini
paranenud haavu). Katsetulemused on toodud tabelis 2.2.

Leiame kogutud andmete pohjal Wilcoxont astakmdrgitest: statistiku vaar-
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Tabel 2.2: Kliiniline katse parima haavaravi leidmiseks

rott | plaaster omblus | plaaster-omblus | sgn(x;)rank(|x;|)

1 659 452 207 6
2 | 984 587 397 9
3 1397 460 -63 -1
4 | 574 787 -213 -7
5 | 447 351 96 4
6 | 479 277 202 )
7 | 676 234 442 10
8 761 516 245 8
9 |647 577 70 3

10 | 577 513 64 2

tuse:

W=6+9—-1—-T+4+5+10+8+3+2(=39).

Antud juhul on erinevaid véimalusi astakute ette mdirke panna 2'°9 = 1024,
koikt neid ldbi vaadata on raske. Aga vaatame, mitu mdrgikombinatsioonsi
on sellised, mille puhul tuleks teststatistiku vddrtus 39 voi suurem. Astakud,
mille ette miinusmdrgi pannes saame sama ekstreemse voi veel ekstreemsema
statistiku vadrtuse, on dra toodud alljirgnevas tabelis:

munusmarkide arv astakud juhte kokku

0 0 1
1 1,2,3,4,5,6,7,8
) (132), (1;3),(L;4),(15),(56),(1:7), |,

(2:3),(2:4),(2:5),(2:6),(3; 4),(3: 5)
3 (1;2:3), (1;2;4), (1;2;5), (1; 3;4) 4

Kokku on seega neist 1024-st juhust selliseid, mille puhul W vddrtus tu-
leks sama ekstreemne vor veelgi ekstreemsem kui vaadeldud statistiku vddr-
tus 1 + 8 + 12 + 4 = 25. Kui me teaksime ette (juba enne andmete kogu-
mist/nagemist), et plaaster saab omblusest vaid parem olla (mitte halvem),
voiksime kontrollida tiihepoolset hiipoteesi. Sellisel juhul oleks sedavord ekst-
reemse voi veel ekstreemsema statistiku vadrtuse nagemise toendosus nullhii-
poteesi kehtides (p-value) 25/1024 = 0,0244 . ... Kui me ei saa kindlalt del-
da, et "plaastriga haavad ei saa paraneda kehvemini kui omblust kasutades”,
peaksime kasutama kahepoolset hiipoteesi. Sel juhul saaksime olulisustoendo-
suseks 0,0244 « 2 = 0,0488. Antud ndite korral saame seega téestatuks lugeda
(olulisuse nivool 0,05), et plaaster parandab haavu paremini.
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Juhul kui vaatluste arv 1dheb suureks, voib tépse olulisustoenéosuse leid-
mine isegi arvuti abil muutuda keeruliseks (néiteks téiesti moistliku valimi
suuruse n = 100 korral peaksime libi vaatama = 103" erinevat mérgikombi-
natsiooni...). Isegi siis, kui peaksime olulisustoendosuse leidmiseks 1abi vaa-
tama vaid umbes 5% neist, oleks seda tdnapéeva arvutite jaoks liiga palju.
Seetottu kasutatakse vdhegi suuremate valimimahtude korral ligikaudseid
meetodeid olulisustéendosuse leidmiseks. Uheks voimaluseks oleks Monte-
Carlo kursusest tuttavate meetodite kasutamine. Teiseks voimaluseks oleks
statistiku W astimptootilise jaotuse kasutamine.

2.2.1 Monte-Carlo meetod olulisustoeniosuse arvutamiseks

Meetodi idee on lihtne. Iga vaadeldud pollu puhul viskame juhuslikult kulli
ja kirja ning otsustame takkajérgi, kumb pollupool peaks kandma silti “uus
vaetis”. Saagikuste andmed jatame samaks — seega otsustab miindivise iga
erinevuse ees koigest tema mérgi. Saagikuse ja véetise tiiiibi vahel seost olla
ei tohi — oleme ju véetise tiilipi naitavad “sildid” juhuslikul segamini ajanud.
Arvutame Wilcoxoni astakmérgitesti statistiku véédrtuse sellise segaminiae-
tud andmestiku pealt. Kordame seda protseduuri palju kordi, naiteks miljon
korda. Saame miljon statistiku W véaartust olukorras, kus nullhiipotees ga-
ranteeritult kehtib (tdnu sellele, et vahetasime pollupooltel silte juhuslikult).
Vaatame, kui sageli tuli meie poolt genereeritud andmestikes statistiku véar-
tus sama erakordne voi veelgi erakordsem kui meie valimis. Saadud suhteline
sagedus (sama veidrate voi veelgi veidramate statistikute arv/ genereeritud
valimite arv) olekski olulisustdenéosuse hinnanguks. Olulisustoenédosuse tap-
semaks hindamiseks peaksime lihtsalt genereerima rohkem valimeid.

2.3 Asiimptootiline jaotus

Astakmérgitesti statistik on kirja pandav kui juhuslike suuruste summa,
W =3"", Z;, kus Z; := sgn(X;)rank(|X;|). Juhul kui igal uuritaval objektil
on valitud juhuslikult millises jérjekorras me t66tluseid rakendame (juhus-
likult valime kumba haavadest saab plaastri; valime juhuslikult pollupoole
kuhu kiilvame sorti A jne) saame liidetavaid lugeda soltumatuteks ning sol-
tumatute juhuslike suuruste summa on iildjuhul asiimptootiliselt normaal-
jaotusega.

Leiame esmalt statistiku W keskvédrtuse ja dispersiooni Hy kehtides.
Eeldame, et nullhiipotees kehtib. Sellisel juhul tuleneb statistiku juhuslikkus
puhtalt t66tluste randomiseerimisest, seega suurused rank(|X;|) on késitle-
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12 2.3. Astimptootiline jaotus

tavad kui fikseeritud konstandid ja juhuslikud on ainult suurused sgn(X;):

P(sgn(X;)=-1) = 05
P(sgn(X;)=1) = 05

Seega (nullhiipoteesi kehtides):

EW = EZZ,-

=1

= ) rank(|X;|)E(sgn(X;))
=1

= ZrankﬂXz\) 0=0
=1

ja

DW = DZZZ-
=1
n

= Z rank? (| X;|)D(sgn(X;))
=1

= > rank?(|X;))

i=1
= 12422432 4+...02
= n(n+1)(2n+1)/6

Vorduse Y 1, i = n(n+1)(2n+1)/6 kehtivuses veendumiseks voib kasutada
néiteks induktsiooni. Veendu, et antud valem kehtib, kui n = 1. Siis néita,
et kui valem kehtib n korral, siis kehtib ta ka n + 1 korral:

n+1 n

Yot = ) i (nt1)?

=1 =1
= nn+1)2n+1)/6 + (n+1)2
= (n+1)(2n*+n)/6+ (n+1)?
= (n+

2n* 4+ Tn + 6) /6

1)(

1)(2n% +n +6n+6)/6
1)(
Dn+2)(2(n+1)+1)/6.

(
(
(n+
(n+
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Statistiku W liidetavad on kiill s6ltumatud, kuid pole sama jaotusega.
Siiski saab tsentraalse piirteoreemi iildistuse(Lindeberg-Felleri teoreem) poh-
jal vaita, et standardiseeritud statistiku

W — EW
vDW

jaotus laheneb nullhiipoteesi kehtides standardsele normaaljaotusele:

P L<a —®(a), kui n— oo
n(n+1)(2n+1)
6

Naide 2.2 Proovitakse, kas pdikesekreem ikka kaitseb nahka pdikese eest.
Katsealustel mddritakse lapike nahka kreemiga kokku. Saadetakse nad siis
randa. Hiljem moodetakse naha punetust nii kreemitatud kohast kui ka sel-
le korvalt. Naha punetuse erinevused (kaitsmata koht-kreemitatud koht) on
Jjargmised:

—1; —3;4; —6; 7; 8; —9; —10; 12; 14; 15; —17; 20; 25; 29; 30; —32; 40; 78; 102.

Wilcoxoni astakmdrgitesti statistiku vddrtuseks saame:

W = -1-2+43-4+5+6-7-8+9+10+
+11-124+134+14+15+16 - 174+ 18 + 19+ 20 = 108

Nullhiipoteesi kehtides ootaksime antud valimi suuruse juures statistiku kesk-
vadartuseks ja dispersiooniks EW = 0 ja DW = n(n + 1)(2n + 1)/6 =
20 x 21 * 41/6 = 2870. Seega peaks nullhiipoteesi kehtides juhuslik suurus
(W — EW)/vDW = W/53,57 olema ligikaudu standardse normaaljaotu-
sega juhuslik suurus (nullhiipoteesi kehtides peaks vastav suurus ootuspira-
selt jaama vahemikku -1,96...1,96). Antud valimi korral aga W/53,57 =
108/53,57 = 2,016, seega midagi tundub olevat viltu... nullhipoteesi eeldu-
sega. Olulisustoendosuse saame, kui letame, kui téendoliselt oleksime ndinud
sedavord ekstreemset voi veel ekstreemsemat statistiku vddrtust nullhipotee-
st kehtides. Toendosus ndha veel suuremat statistiku vddrtust Ho kehtides
oleks 1 — ®(2,016) = 0,0219 (olulisustoendosus thepoolse hipoteesi korral).
Kahepoolse hiipoteesi korral peaksime muidugi siia juurde listma ka erakord-
selt vitkese W saamise toendosuse (nullhiipoteesi kehtides). Normaaljaotuse
stimmmetriat arvestades saame tulemuseks (1—®(2,016)) 2 = 0,0438. Seega
on olulisustéendosus vdike ja me véime nullhipoteesi (olulisuse nivool 0,05)
kummutatuks lugeda. Vordlusena: tdpne olulisustoendosus oleks 0,044054.
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2.3.1 Pidevuse parandus

Statistikas tuleb sageli ette olukordi, kus me ldhendame diskreetset jaotust
pideva jaotusega. Néiteks voime ldahendada binoomjaotust normaaljaotusega
voi Wilcoxoni astakmaérgitesti statistiku jaotust normaaljaotusega. Kui meie
valimid on véga suured, siis voime sellist ldhendamist teha tisna sirgjooneli-
selt ja probleemideta. Keskmise suurusega valimite korral saame aga sageli
veidi tdpsemaid tulemusi, kui enne arvutuste alustamist veidi motleme.

Vaatame néiteks juhuslikku suurust X ~ B(10;0,4). Antud binoomjao-
tust saab lihendada normaaljaotusega juhusliku suurusega Y ~ N(4;02 =
2,4). Kuidas leida normaaljaotuse ldhendit kasutades tdendosust, et X = 1,
P(X =1) =0,04037 On selge, et antud toendosus pole ligilihedaseltki vord-
ne toendosusega P(Y = 1) = 0. Parem variant antud toenédosuse leidmiseks
oleks vaadata toendosust P(0,5 <Y < 1,5) = 0,0414.

Kuidas aga oleks moistlik leida normaaljaotuse lahendit kasutades suu-
rust P(X < 1) ~ 0,046367 Me voime moelda ka nii: P(X < 1) = P(X =
1) + P(X = 0). Viimast toendosust aga lahendab toendosus P(Y < 1,5) =
0,0533 palju tdpsemalt kui toendosus P(Y < 1) = 0,026. Seega soovitatakse
kasutada diskreetsete juhuslike suuruste lihendamisel pidevuse korrektsiooni
(continuity correction): P(X < ¢)~ P(Y <¢+0,5) voi P(X > ¢) ~ P(Y >
c—0,5).

Vaatame pidevuse parandust eelnenud néite varal. Leidmaks toendosust
P(W > 108) oleks meil seega soovitav vaadata normaaljaotuse jaotusfunkt-
siooni kohal (W —1)/53,57 (kuna W muutub meil sammuga 2), mis annaks
kahepoolse hiipoteesi puhul olulisustoendosuseks (1—®(1,9974))*2 = 0,0458.
Antud néites ei andnud pidevuse paranduse kasutamine tdpsemat tulemust
— kui ilma pidevuse paranduseta alahindasime olulisustoendosust, siis pide-
vuse parandust kasutades saime liiga suure hinnangu olulisustoenédosusele.
Lahend on koigest 1dhend ja vahel voib pidevuse paranduse kasutamine ka
halvemaid tulemusi anda. Enamasti saadakse siiski pidevuse parandust ka-
sutades tdpsemaid tulemusi (ja ka antud néite puhul on arvatavasti konser-
vatiivsem hinnang olulisustdenédosusele eelistatum).
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2.4 Vordsed astakud

Pideva tunnuse korral on kahe tépselt vordse vaatluse saamise toenéosus 0.
Paraku ei taha aga praktika sugugi kuulata teooria sona. Mootmiste ebatap-
susest, vahetulemuste immardamisest vms tingitult esineb ikka samasuuri
vadrtuseid.

Kui molema t66tluse korral saadakse samasuur uuritava tunnuse vaartus
(el oska 6elda, kumb t66tlus andis parema tulemuse), ehk tootluste erine-
vus on 0, siis taolised vaatlused visatakse tiilipiliselt lihtsalt testimise ajaks
valimist vélja (vdhendatakse valimi suurust).

Kui meil on kahel uuritaval indiviidil toimunud (m&o6tmistapsuse piires)
samasuur muutus (muutuse absoluutvéértust arvestades) ei oska me iihele
muutusele teisest korgemat kohta (astakut) omistada. Lahendus on muidugi
isna lihtne — anname koigile samasuurtele muutustele iihe ja sama astaku
vadrtuse, milleks oleks nende astakute keskmine. Néaiteks kui me ei suuda
otsustada, kumb vaatlustest pretendeerib 4. ja kumb 5. kohale, siis anname
molemale vaatlusele astakuks (4 4+ 5)/2 = 4,5. Sellisel juhul on statistik
defineeritud valemiga W* = Y | sgn(X;)midrank(|X;]).

Muutes taolisel viisil astakuid muutuvad muidugi ka vaartused, milliseid
statistik omandada voib. Seega muutub ka Wilcoxoni statistiku jaotus null-
hiipoteesi kehtides. Kui vaatame ise paberil 1dbi statistiku koik voimalikud
vadartused, siis arvatavasti ei teki sellest suuremat probleemi — statistiku jao-
tustabel tuleb lihtsalt veidi teistsugune kui siis, kui vordseid vahesid poleks
esinenud.

Soovides kasutada statistiku W* astimptootilist jaotust, peame samu-
ti arvestama vordsete vaatlustega — need muudavad monevorra statistiku
asiimptootilist jaotust.

On lihtne ndha, et keskvdartus ei muutu — nullhiipoteesi kehtides jatku-
valt EW™* = 0. Kiill aga muutub Wilcoxoni astakmargitesti statistiku disper-
sioon (erinevate véértuste arv kahaneb — jarelikult kahaneb ka varieeruvus).
Dispersioon DW* avaldub:

DW* = Dzn:Zj
=1

= ) midrank®(|X;|)D(sgn(X;))
=1

= Z midrank? (| X;|)
i=1
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16 2.4. Vordsed astakud

Liites ja lahutades eelmisele avaldisele n6 tavalise Wilcoxoni astakméargi-
testi statistiku dispersiooni DW = Y7  rank?(|X;|) saame dispersiooni
DW™* esitada jargmisel kujul:

n n n
DW* = ZmidrankzﬂXiD —|—Zrank2 | X5 ) z:rank2 | X )
i=1 i=1 i=1

= Zrank (1X:]) — (Z rank?(| X;|) Zmidrank2(|Xi\)>

i=1
n
= Z rank?(| X;|) — muutus
=1
= DW — muutus.

Edasi leiame, kui suur on tegur 'muutus’, mis naitab astakute ruutude sum-
mas toimunud muutust. Oletame esmalt, et meil esineb vordse suurusega
vaatluseid vaid iithes kohas — vaatlused (s + 1) kuni (s + ¢) olgu koik sama-
suured. Nende vaatluste keskmiseks astakuks oleks s + (¢ 4+ 1)/2 ja taoliste
astakute ruutude summa on

( +t+21> t<52+s(t+1)+(t+1)2>.

4

Juhul, kui vordse suurusega vaatluseid poleks, oleks nendesamade astakute
ruutude summaks olnud

D (s+i)? =ts®+2st(t +1)/2+ t(t + 1)(2t + 1)/6.

Leiame, kui palju muutus astakute ruutude summa:

muutus = ts? + 2st(t+1)/2 4+t +1)(2t +1)/6 —

t(32+s(t+1) - (tzl)Q)

= tt+1)(2t+1)/6 —t(t+1)*/4
= tt+D[(2t+1) %2 — (t+1)*3]/12
= tt+1)(t—1)/12

( )

= t(t* —1)/12.

See on astakute ruutude summa erinevus kui korduvaid vaartuseid on va-
riatsioonreas iihes kohas t tiikki. Olgu meil valimis N’ erinevat vaartust,
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kusjuures j. unikaalset véértust esinegu t; korda. Astakute ruutude summa
muutus on sel korral
Zt] —1)/12.

Ja Wilcoxoni astakmérgistatlstlku W* dispersioon (nullhiipoteesi kehtides)
on leitav jargmise valemi abil:

)(2
DW*:n(+ ntl Zt 2 _1)/12.

Kui vordseid vaatluseid on palju, voib dispersioon markimisvéarselt vihene-
da. NB! Mitte koik programmid ei pruugi vordse suurusega vaatluseid ko-
hates koige moistlikumalt kdituda. Kui vordseid astakuid on palju, siis voib
Wilcoxoni astakmaérgitesti statistiku jaotus koonduda normaaljaotuseks aeg-
laselt (vajame toesti suurt valimit, enne kui voime kasutada lahendit!)

2.5 FErinevuse kirjeldamine

Mis saab siis, kui me nullhiipoteesi iimber liikkame? On ju tore, kui saame
Oelda: “uus ravi on parem vanast” voi “uus vaetis on parem kui vana”, aga alati
tekib kiisimus: Kui palju parem? Kui tdnu uuele véetisele saame hektarilt
taiendavalt 1 grammi jagu rohkem saaki, siis ei tasu uue véetise eest kallimat
hinda maksta. Aga kui tdnu uuele ja kallimale véetisele saaksime tonni jagu
rohkem saaki, tasuks muutus meile dra. Molema kirjeldatud juhu puhul voib
Wilcoxoni astakmérgitest votta vastu alternatiivse hiipoteesi (piisavalt suure
valimi korral).

Uks voimalus tootlustevahelise erinevuse suuruse kirjeldamiseks oleks
jargmine. Me voime arutleda, kui palju me peaksime iihe to6tlusega saadud
tulemustest maha lahutama, et saada teise to6tlusega vordvadrseid (sarna-
seid) tulemusi.

Téapsemalt, otsitakse sellist A vaartust, et Wilcoxoni teststatistik kinni-
taks peale A juurdeliitmist uuele t66tlusele voimalikult h&sti nullhiipoteesi
ehk

WY —X+A)=0.

Antud vorrandil on sageli rohkem kui tiks lahend, millisel juhul on sobilik
raporteerida lahenditeks sobivate vaértuste loigu keskpunkti.

Naide 2.3 Vaatlustulemused (téotluste erinevused) on jargmised: —2; 3; 6;
10; 20. Wilcoxoni teststatistiku vddrtuseks on W = —=14+2+3+4+5 =
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13. Selleks, et saaksime tulemuseks W = 0, peaksime koigist erinevustest
lahutama 6,5. Sellisel juhul oleksid meie vaatlusteks —8,5; —3,5; —0,5; 3,5;
13,5 ja statistiku vddrtus W = —4 —25 -1+ 2,5+ 5= 0. Seega A = 6,5.

Markus: Otsitav vaartus, A, ei ole vahede (t66tluste erinevuste) mediaan!

Tehniline mérkus: Kuidas leida sobivat A vidrtust? Uks véimalus oleks
jargmine: leia koikvoimalikud vahede keskmised (neid suurusi nimetatakse
ka Walshi keskmisteks):

(=2)+(-2) (-2)+3 (=2)4+20 3+3 3420 20 + 20
. e T T

ning leia siis nende 5 - (5 + 1)/2 keskmise mediaan. Viimane ongi otsitavaks
A vadrtuseks! Kas oskad pohjendada, miks?

Saadud A vaartuse interpreteerimine véib ja ei pruugi raskuseid valmis-
tada. Kui tootlused erineksid selle poolest, et iiks tootlus lisaks uuritava
tunnuse vaartusele alati A tihikut juurde (nihutaks uuritava tunnuse vaértu-
seid: Y; = X; + A) siis on meie saadud A véartus hinnanguks sellele nihkele.
Enamasti pole muidugi t66tluse moju koigile ithesugune (vietamine aitab
monda poldu enam kui teist; tdnu ravile paraneb moni inimene kibekiiresti
ja teine (haigusest rohkem kurnatud) jaab veel mitmeks péevaks voodisse
jne. Seega on igal inimesel /pollul oma isiklik t66tluse moju A;. Juhul, kui
juhuslike suuruste A; jaotus oleks siimmeetriline, voiksime enda poolt lei-
tud A véadrtust kisitleda kui hinnangut juhuslike suuruste A;’de mediaanile.
Aga kas tootluste erinevuste jaotus on ikka stimmeetriline? Méarkusena ol-
gu mainitud: kui t66tlused on eristamatud, siis on erinevuste jaotus X — Y
siimmeetriline.

Heal lapsel on ikka mitu nime. Meie poolt vaadeldud A’t voib kirjan-
duses leida nii pseudomediaani (pseudomedian) kui ka Hodges-Lehmann’i
hinnangu nime all.

Kui margitesti statistikut kasutades saime leida usaldusintervalli me-
diaanile, nii saab Wilcoxoni astakmérgitesti kasutades leida usaldusintervalli
pseudomediaanile. Tuleb lihtsalt leida nihete voimalike vadrtuste hulk, mille
puhul Wilcoxoni astakmérgitest jadb (antud olulisuse nivool) veel nullhiipo-
teesi juurde.
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Peatiikk 3

Wilcoxoni astaksummatest

3.1 Teststatistik

Wilcoxoni astaksummatest ( Wilcozon Rank-Sum Test) on soltumatuid vali-
meid kasutav mitteparameetriline test kahe populatsiooni vordlemiseks.

Alustuseks vaatame jargmist ndidet. Peame ravima viit gripihaiget. Soo-
vime teada saada, kas erilise hiina tee abil saaksid haiged kiiremini terveks.
Jagame viis haiget juhuslikult kahte rithma — ravi saavaks ja kontrollriih-
maks (nemad saavad tavalist teed). Ravi saavasse rithma valime juhuslikult
3 patsienti, kontrollriithma jaab 2 patsienti. Jélgime patsiente ja margime
iiles, kuna nad terveks saavad. Esimesena terveks saanud patsiendi tahista-
me numbriga 1, teisena terveks saanud haige tdhistame numbriga 2 jne.

Haigetele omistatud tervenemisaja astakud voivad jaguneda kahte gruppi
10-1 erineval viisil (C3 = C2 = 10):

Ravi 1,2,3 1,2,4 1,2,5 1,3,4 1,3,5
Kontroll 4,5 3,5 3, 4 2,5 2,4
Ravi 1,45 2,3,4 2,3,5 2,4,5 3,4,5
Kontroll 2,3 1,5 1,4 1,3 1,2

Juhul, kui ravil puuduks igasugune moju, oleks koigi voimalike jérjes-
tuste esinemistoendosus lihesugune — koik vaadeldud astakute jagunemised
gruppidesse leiavad aset toendosusega 1/10. Kui aga ravi aitaks patsiente,
siis kipuksid ravigrupis astakud olema véiksemad kui kontrollgrupis (ravi-
grupis saavad inimesed varem terveks). Siit tuleneb ka idee teststatistiku
valikuks: liidame koigi ravigruppi sattunud inimeste tervenemisaegade as-
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takud. Kui saadav summa tuleb viga vaike, siis vihjab see voimalusele, et
ravist on kasu.

Formaalselt kirja pandult: olgu ravigrupis uuritava tunnuse vaértuste as-
takud s, s2,..., s, (ravi saanute rithmas oli kokku n inimest). Siis teststa-
tistikuna kasutame suurust

Ws=514+5894+ ... + sp.

Milline on statistiku W, jaotus meie néite korral nullhiipoteesi kehti-
des? Leiame koigi 10 variandi jaoks statistiku Wy vadrtused ja saamegi kirja
panna tema jaotuse nullhiipoteesi kehtides (vottes arvesse, et iga voimaliku
kombinatsiooni esinemistoenédosus on 1/10):

w 6 7 & 9 10 11 12
PW,=w) 01 01 02 02 02 01 0,1

Enne uuringuandmete kogumist oleks tarvis mééarata ka kasutatav olu-
lisuse nivoo. Kuna tiiiipilise olulisuse nivoo 0,05 korral me nullhiipoteesi
kummutada ei saakski (nii vdikse valimi korral), siis valigem olulisuse ni-
voo @ = 0,1 (ja kasutame patuga pooleks iithepoolset hiipoteesi). Seega kui
saaksime teststatistiku vaartuseks Wy = 6, siis me kummutaks nullhiipoteesi
ja ttleksime, et ravi aitab. Muul juhul jadksime nullhiipoteesi juurde.

Niiiid oleme teinud koik otsused, mida on tarvis teha enne katsega alus-
tamist ja voime asuda oma eksperimenti ldbi viima ja andmeid koguma.
Oletame, et esimese, teise ja neljandana terveks saanud inimesed kuulusid
ravitavate gruppi. Sellisel juhul W, = 1+2+4 = 7, {ihepoolse testi p-viartus
ehk olulisustoenéosus tuleb P(Wy < 7|Hp) = 0,14 0,1 = 0,2 ja seega peame
jaama nullhiipoteesi juurde.

Antud néites vaatlesime ravi saanud inimesterithma astakute summat.
Sama hésti oleksime muidugi voinud vaadelda kontrollrithma kuuluvate pat-
sientide tervenemisaegade astakute summat W,. Paneme téhele, et statis-
tikute Wy ja W, vadrtused on seotud lihtsa valemiga. Olgu kontrollrithmas
tehtud m vaatlust ja raviriihmas n vaatlust, kokku molemas rithmas tehtud
N vaatlust. Siis

Ws=05N(N+1)—W,,

sest koigi vaatluste astakute summa on 1+ 2+ ...+ N = 0,5N(N + 1).
Ténu sellisele iiks-iihesele vastavusele on iikskoik, kumba riihma me loeme
kontrollgrupiks. Tasub siiski tdheldada, et statistikute Wy ja W, jaotused
nullhiipoteesi kehtides voivad olla erinevad. Statistiku W, minimaalne voi-
malik vadrtus on 0,5n(n + 1), seevastu statistiku W, minimaalne voimalik
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vadartus on 0,5m(m-+1). See tekitab raskuseid tabelite koostamisel, ja sestap
on kasutusele voetud ka transformeeritud statistik W, mille puhul maini-
tud erinevus kaob. Statistiku W, leidmiseks tuleb Wilcoxoni teststatistikust
maha lahutada tema minimaalne véimalik vaartus:

Wy =W, —0.5n(n + 1).

Seega tilaltoodud néite korral, kus Wy = 7, oleks Wy, =7 —0.5% 3% (3 +
1)=1.

Teststatistikut W, tuntakse ka Mann-Whitney teststatistiku nime all ja
temal baseeruvat testi kutsutase Mann-Whitney testiks. Pole raske néha, et
Mann-Whitney testi otsused langevad kokku Wilcoxoni (astaksumma) testi
omadega. Mann-Whitney teststatistikul on ka oma interpretatsioon. Nimelt
voime vaadelda koiki voimalikke paare (X,Y'), kus X on périt {ihest popu-
latsioonist voetud valimist (ravigrupist) ja Y on périt teisest populatsioonist
voetud valimist (kontrollgrupist). Mann-Whitney teststatistik néitab siis, kui
paljudes vaadeldud paarides oli ravigruppi kuulunud patsiendi tulemus suu-
rem (tervenemiseks laks kauem aega) kui kontrollgruppi kuulunud patsiendil,

Way = #:{Xs > Y}

Kasutatavas néites oleksid koikvoimalikud paarid jargmised:

Ravigrupi  kontrollgrupi ravigrupi liige
Astakud (X) astakud (Y) paarid tervenes aeglasemalt
1 3 13 -
2 ) 15 -
4 23 -
25 -
43 +
45 -

Paaride arv mille puhul ravigruppi kuulunud patsiendil ldks tervene-
miseks kauem aega oli 1 = W,,.

Teoreem 3.1 W, = #;;{X; > Y}}.

Toestus.

Vaatleme raviriithma astakuid: raviriihma viikseima vaatluse astak Sy néi-
tab, mitu kontrollrithma patsienti on temast vaiksemad -+ 1, st kui ravi-
rithma véikseim astak oleks 3, siis oleks kontrollriihmas 2 vaatlust, mis on
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temast viiksemad. Seega antud vaatluse abil moodustatud paaridest oleksid
2 sellised, kus kontrollrithma tulemus oleks olnud viiksem. Uldjuhul on siis
pisemast ravirithma vaatlusest viiksemaid kontrollrithma vaatluseid S(;) —1
tiikki.

Suuruselt jargmise raviriihma vaatluse astak on S(y), sellest vaatlusest
viiksemaid kontrollriihma vaatluseid on aga S(9) — 2 tiikki (ses ravirithma
tiks vaatlustest oli ka sellest vaatlusest viiksem) jne. Seega:

(S(l) — 1) + (5(2) - 2) + ...+ (S(n) — n) = #i;j{Xi > Y]}
Wy — 0,5n(n + 1) = #z,j{Xz > Y}}
Way = #i{Xi >Yj}.

q.e.d.

Markus: Lisaks W;,-le voib kasutada ka statistikut W,-i:

I/Vy:C =W, — 0,5m(m + 1) = #’L,j{}/:b > Xj}.

3.2 Keskvaartus ja dispersioon H, kehtides

Alustuseks vaatame, milline on iihe vaatluse astakute jaotus ja kahe vaatluse
astakute tihisjaotus Hy kehtides.

Lemma 3.1 Kui Hy kehtib — populatsioonid on eristamatud — siis

1. i. vaatluse astaku S; jaotus on

P(S;=k)=1/N,k=1,2,...,N.

2. 4. ja 3. (i, = 1,2,..., N) vaatluse ihisjaotuseks on

VIN(N=1)] i#j

m&zh@:nz{ 0 il

Toestus.
Hj kehtides on koik N! vaatluste jirjestust vordvoimalikud. Neist (N — 1)!
on sellised, kus S; = k. Seega P(S; = k) = (N — 1)!/N! = 1/N. Selliseid
jarjestusi, kus S; = k,S; =l on aga (N — 2)! tiikki, seega
P(S;=k,S;=1) = (N-2)I/N!
= 1/[N(N —-1)].

Q.e.d.
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Lemma 3.2 Kui Hy kehtib, siis:
1. ES;=(N+1)/2

2. DS; = (N?

—1)/12

3. Cou(Si, S;) = —(N +1)/12, kuii# j

Toestus.

DS;

COV(Si, Sj) ==

Q.e.d.

ES; = 1/N1+2+..4N)
= 1/N+N(N+1)/2
= (N+1)/2

= 1/N(1*+2%+ ...+ N?) — (ES;)?

= 1/N+N(N+1)(2N +1)/6 — (N +1)*/4

= (4N? 46N +2)/12 — (3N? +6N +3)/12
(N%2 —1)/12.

ES;S; — ES;ES;
1
N(N —1)

—(12 4224 ...+ N?) = (N+1)*/4

! <N(N+ 1)(1 +24..4+N)— NN +1)2N + 1)/6> — (N +1)%/4

l-1+1-24+..41-N+2-1+...42-N+...+ N-N—

N(N -1) 2

N(Nl_l)(N(N+ DN(N +1)/4— N(N +1)(2N +1)/6) — (N + 1)2/4
mv(lN_l)N(NH)BN(NH)—2(2N+1)]_(N+1)2/4
121\7(1N—1)N(N”r DN +2)(N 1) = (N +1)*/4

(N +1)(3N +2)/12 — (N + 1)?/4
(N+1)(3N +2—3N —3)/12
—(N +1)/12.
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Lemma 3.3 Kui Hy kehtib, stis
1. EWs=n(N+1)/2;

2. DWg =nm(N +1)/12.

Toestus
EWs = E(S1+ S+ ...+ Sn)
= n(N+1)/2
DWs = D(S1+Sa+...4+5)
= nD(S;) + (n? —n) - Cov(S;, S;)
= n(N?-1)/12—n(n—1)(N +1)/12
= n(N+1)[N-1—-(n—-1)]/12
= nm(N+1)/12.
Q.e.d.

Markus. Mann-Whitney teststatistiku keskvadrtus ja dispersioon on Hy
kehtides jargmised:

(EWy, =) EW,y = mn/2
nm(N +1)/12.

G
S
8
|
o
5
[
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3.3 Asiimptootiline jaotus

Suure katse puhul, kus n ja m on moélemad suured, voib téendosuse P(Wy >
w) arvutamine koigi voimaluste kokkulugemise teel osutuda véga tooma-
hukaks. Sestap oleks hea, kui teaksime, millisele piirjaotusele laheneb meid
huvitava statistiku W jaotus (nullhiipoteesi kehtides) suure valimi korral.
Selgub, et selleks jaotuseks on normaaljaotus. Antud véite tdestus pole péris
triviaalne, sest astakud pole soltumatud ja seega on Wy soltuvate juhuslike
suuruste summa (toestus pole ka lootusetult keeruline aga jaéb siiski praegu
valja). Teisisonu oeldes, asiimptootiliselt:

Ws - EWs D7HO N
DW;,
Ehk, asendades keskvéartuse ja dispersiooni iilaltoodud valemisse, saame:
Ws—n(N +1)/2
mn(N +1)/12

(0,1).

DI, Ar(0,1).

Kontrollides iihepoolset hiipoteesi (teame eelnevalt, et t66tlus ei moju
voi kui mojub, siis ainult uuritava tunnuse vairtuseid kahandavalt), saame
Wilcoxoni testi olulisustoendosuse leida suure valimi korral jargmise valemi

abil:

. W
P(Ws<clHy) = @ <C + pidevuse I;;a;jndus %% )

— & c+0,5—-0,5n(N+1)
B mn(N +1)/12

kus ®(x) on standardse normaaljaotuse jaotusfunktsioon kohal x.
Kahepoolne hiipotees.

Oletame esmalt, et vaadeldavas valimis on astaksummatesti teststatistiku

vadartus ¢ vaiksem kui nullhiipoteesi puhul oodatav teststatistiku vaartus,

¢ < Ep,Ws ehk ¢ < 0,5n(N +1).

Toenaosus naha sedavord vaikest voi veel vaiksemat teststatistiku vaar-

tust on
ot 0,5—0,5n(N +1)
mn(N +1)/12 .

Kahepoolse hiipoteesi puhul pakuvad aga huvi ka sedavord oodatavast
suuremad voi veel suuremad statistiku vaartused. Kui praegu on valimis
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néhtud teststatistiku vadrtus Eg,Ws — ¢ = 0,5n(N + 1) — ¢ iihikut véik-
sem Hy puhul oodatavast, siis kui toenéoline on ndha samavorra Hy puhul
oodatavast vadrtusest suuremat (voi veel suuremat) teststatistiku vaartust?
Vastav toendosus on leitav valemiga

P(Ws > Eg,Ws + (Eg,Ws — ¢) [Ho) =
=P (Ws>n(N +1) —c |Hy)
=1—P(Ws<n(N+1)—c |H)

—1_ <n(N + 1) — ¢ — pidevuse korrektsioon — EHOWS>
VD1, Ws

:1_(I)<0,5n(N+1)—c—0,5>7

/D, Ws

kust saame (kuna 1 — ®(z) = &(—x)):

0.5 — 0.5n(N + 1
P (W, > Ep, W, + (Ep,Ws — ¢) |H0):<I’<C+ 5 — 0.5n(N + )>

mn(N +1)/12
Liites molemad toendosused (sedavord véikese voi veel viiksema teststa-

tistiku saamise toendosuse ja samavorra oodatavast suurema voi veel suure-
ma teststatistiku saamise toendosuse) saame olulisustoendosuseks

(3.1)

— N +1
p-vadrtus = 2 - ® (C +05 —0.5n(N + )>

vmn(N +1)/12

Kui aga nahtud teststatistik peaks olema suurem kui nullhiipoteesi puhul
oodatav vartus Eg,Ws, siis jouame sarnase arutelu tulemusel jargmise p-
vaartuseni:

(3.2)

— Yo — N+1
p-vadrtus = 2 - ¢ <_C 0,5 —0,5n(N + ))

mn(N +1)/12

Valemite 3.1 ja 3.2 pealt voime kokku kirjutada igas situatsioonis kasu-
tamiskolbliku valemi kahepoolse testi p-vadrtuse leidmiseks:

p-vaartus =2-® | — lc—0,5n(N +1)] - 0,5 .
mn(N + 1)/12
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3.4 Populatsiooni mudelist

Wilcoxoni astaksumma testi rakendamiseks pole meil tarvis endale ette kuju-
tada kahte populatsiooni vims. Piisab sellest, et me jagame uuritavad juhusli-
kult kahte gruppi. Wilcoxoni testi puhul saame péarida, kas antud uuritavate
indiviidide puhul {iks t66tlus on parem kui teine t66tlus.

Enamasti aga soovime me teha jareldusi mitte meie valimisse kuuluvate
indiviidide kohta, vaid mingi laiema populatsiooni kohta. Né&iteks voime me
votta valimi patsientidest, ravida osasid tihel ja teisi teisel viisil ning 16puks
soovime Gelda, milline ravi on parem antud haiguse patsientidele (koigile pat-
sientidele, mitte ainult meie valimisse sattunud inimeste jaoks). Voi votame
kaks valimit kahest populatsioonist, X ~ F(z) ja Y ~ G(y) ning soovime
teada, kas molemas populatsioonis on uuritava tunnuse jaotus samasugune,
kas F' = G?

Votame valimi suurusega N = n + m. Kui nullhiipotees kehtib, F' = G,
siis on vaatluste X1, ..., X, Y1,..., Y}, mistahes jarjestus vordvoimalik. See-
ga on toendosus niha esimeses valimis (X-id) astakuid s1, ..., s, on vordne
voimaluste arvuga valida N vaatluse seast vélja n vaatlust,

P(s1,...,8n) =1/C}.

Seega jadb nullhiipoteesi kehtides Wilcoxoni astaksummatesti statisti-
ku jaotus samasuguseks, likskoik kas meil on tegemist juhuslike valimitega
populatsioonidest voi me koigest jagame juhuslikult gruppidesse kogu meid
huvitavat populatsiooni.

Monevorra segadust voib tekkida siis, kui uuritava tunnuse jaotus pole
(périselt) pidev. Sellisel juhul on igas valimis erinev arv vordseid vaatluseid ja
Wilcoxoni astaksummatesti teststatistiku jaotus jaab soltuma uuritavast jao-
tusest (sellest, millise toendosusega voime niaha kokkulangevaid vaatluseid).
Kuna aga uuritava tunnuse tegelik jaotus pole ju teada (milleks muidu me
kasutame mitteparameetrilist testi), siis pole esmapilgul voimalik p-vaartust
arvutada ja reaalselt statistilist testi teha. Lahenduseks on nn tingliku testi
kasutamine — eeldame, et vordsete astakute konfiguratsioon on antud, ja
muretseme siis, et sellise konkreetse vordsete astakute konfiguratsiooni pu-
hul I-liiki viga ei tehtaks lubatust suurema toendosusega. Olulisustoendosuse
arvutamine toimub sellisel juhul tdpselt samal viisil, kui tegime seda rando-
miseeritud katse korral. Kuna mistahes vordsete astakute konfiguratsiooni
puhul me ei tee lubatust sagedamini esimest liiki viga, siis voime olla kind-
lad, et selline testprotseduur garanteerib, et I-liiki vea tegemise tOenédosus
poleks suurem kui uurija poolt valitud olulisuse nivoo «.
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3.5 Testi voimsus

Kas me suudame oma kasinate voimete ja voimaluste juures toestada alterna-
tiivse hiipoteesi (kui alternatiivne hiipotees ikka on 6ige)? Kui suurt valimit
laheb tarvis, et suudaksime néidata erinevust populatsioonide vahel?

Uldjuhul kisitleb alternatiivne hiipotees (F' # G) sedavord paljusid eri-
nevaid situatsioone, et midagi tildist koigi nende olukordade kohta Gelda on
raske. Kui uurijal on silma ees mingi konkreetne ettekujutus sellest, kuidas
kahe populatsiooni jaotused voiksid teineteisest erineda, siis on sageli koige
lihtsam tee arvutisimulatsiooni abil hinnata testi voimsust (genereerida k
sellist valimit, kus n vaatlust on voetud jaotusest F' ja m vaatlust jaotusest
G ja vaadata siis, kui paljudes genereeritud valimites suutis astaksummatest
vastu votta alternatiivse hiipoteesi).

Mida suuremaks muutuvad valimi suurused, seda raskemaks ldheb ka
nende genereerimine. Sestap vaatame alljargnevalt monda voimalust leida
astaksummatesti astimptootilist voimsust. Jargnevates arvutustes on veidi
mugavam kasutada teststatistiku W, asemel nn Mann-Whitney teststatisti-
kut Wa,.

Alustame sellest, et leiame teststatistiku keskvéértuse ja dispersiooni al-
ternatiivse hiipoteesi kehtides.

3.5.1 Keskvaartus ja dispersioon H; kehtides

Olgu antud n soltumatut sama jaotusega juhuslikku suurust jaotusest F' —
X1, X9,...,Xpn ~ F jams.s.j.j.s. jaotusest G — Y1,Yo, ..., Y, ~ G.
Defineerime uued juhuslikud suurused Uj;;:

U. — 1 ,kuin'>Y3'
“ 0 muidu
Juhusliku suuruse U;; keskvéértuseks on
EUZ‘j = P(Xl > Y}) =:p1.

Mann-Whitney teststatistik aga on esitatav juhuslike suuruste U;; kaudu:
W= S0,
tog

Seega EWyy = 37, >, EU;; = mnps. Siit saame iihe tdiendava voimaluse
interpreteerida teststatistiku vadrtust — nimelt on suurus W, /(mn) nihketa
hinnanguks toenédosusele p; = P(X >Y).
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Mis juhtub teststatistiku dispersiooniga juhul, kui kehtib alternatiivne
hiipotees? Kui erinevus jaotuste F' ja G vahel on véike, siis muutub ka Mann-
Whitney teststatistiku dispersioon (voi standardviga) vaid veidi. Enamasti
markimisvadrselt vihem kui teststatistiku keskvaértus. Kui néiteks vorrel-
davad populatsioonid oleksid normaaljaotusega, keskviartuste erinevusega
A, siis muutust Mann-Whitney teststatistiku keskvaartuses ja dispersioonis
kirjeldab joonis 3.1. N&eme, et viikeste A védrtuste puhul on muutus test-

Joonis 3.1: Teststatistiku Wy, keskvddrtuse ja standardvea protsentuaalne
muutus, kui keskvéértuste erinevus on A ja uuritava tunnuse jaotuseks on
normaaljaotus.

5
|

standardvea™ "= -~--

'DW muutus

Muutus (%)
=20 -15 -10
|

-25
|

-30
|

0.0 0.1 02 0.3 04 0.5

statistiku dispersioonis viga viike, ignoreeritav. Paljud autorid iitlevadki, et
kui F' ja G' on ldhedased, siis DW,, ~ Dy, W,,. Ka antud konspektis on
hiljem kasutatud seda ligikaudset vordust. Siinkohal paneme aga kirja ka
valemi teststatistiku dispersiooni tdpseks arvutamiseks.

Dme = Z ZDUZ']' + Z Z Z Z COV(Uij,Ukl),
;i i k1

(2
kus kovariatsioonide summeerimine toimub iile nende 1%, j, k ja [ vairtuste,
mille puhul kas ¢ # k ja/voi j # [ (variandi i = k ja j = [ puhul on tegemist
Ui; dispersiooniga).
Antud summas on kolme erinevat tiilipi kovariatsioone. Kui i # k ja j # [,
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siis leitakse U;; ja Uy, taiesti erinevaid X ja Y tunnuse vaartuseid kasutades
ja on soltumatud (kuna on soltumatute juhuslike suuruste funktsioonid).
Seega on vastavad kovariatsioonid koik nullid.

Juhtumeid, kus ¢ = k aga j # [ on nm(m — 1) tikki (X-e on n tiikki, j
valikuks m voimalust Y-te seast ja [ valikuks jaab jargi m — 1 voimalust).
Liidetavaid, kus ¢ # k aga j = [ on aga nm(n — 1) tiikki. Seega

DW,y = mnDUj; +nm(m—1)Cov(Ui;, Uy) +nm(n—1)Cov(U;j,Ug;). (3.3)

Leiame valemis kirjas olevad dispersioonid ja kovariatsioonid. Kuna U;;
on binaarne, siis

DU;j = p1(1 — p1).
Kuna E(UZ]UM) = P(UZ] =U; = 1) = P(XPZ > Y;,XZ‘ > YZ) =: po siis

Cov(Ui;,Uy) = E(Ui;Uy) — EU;; - EUy
= p2—pi.
Tahistades p3 := P(X; > Yj, X}, > Y;) saame analoogselt, et
Cov(Uyj,Ugj) = ps — p%.
Asendades saadud tulemused valemisse 3.3 saame
DWay = mnpi (1 — p1) +mn(m —1)(p2 — pi) + nm(n — 1)(ps — pf).

Juhul kui Hy kehtib, siis p; := P(X >Y) = 1/2 japy = p3 = 1/3
(juhuslikult valitud vaatluse toendosus olla viikseim kolmest sama jaotusega
vaatlusest). Sellisel juhul aga Eg, Wy, = mnp; = mn/2 ja

D, Way = mn/4+nm(m—1)(1/3 —1/4) +nm(n —1)(1/3 —1/4)
mn(3+m-—1+n-—1)/12

mn(n+m+1)/12

= mn(N +1)/12.

Saadud tulemused langevad kokku varemnéahtud tulemustega.

3.5.2 Asiimptootiline voimsus

Kontrollime nullhiipoteesi Hy : G = F kehtivust. Oletame, et nullhiipotees
liikatakse iimber, kui teststatistik osutub suuremaks kriitilisest vaartusest
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Chrits Way > Crrit (vaatame tihepoolset hiipoteesi). Siis alternatiivse hiipo-
teesi (F' < G) kehtides on testi voimsus II(F,G) leitav valemist:

I(F,G) = PWyy > crrit|H1)

- p (ny — mnpi > Ckrit — NP1 {Hl)

\/ Dlexy o \/ Dlexy

1 — @ [ CGeri — NP1 7 (3.4)
V DH1 ny

Q

sest
Waey —mnp1 p

— N(0,1).
vV Dlexy

Teades p1, p2 ja ps vadrtuseid, saame leida testi voimsuse. Nimetatud toe-

néosuste leidmine on vahel voimalik, aga sageli on just ps ja ps jaoks millegi

moistliku viljapakkumine praktikas keerukas. Sestap proovime leida lisaeel-

dusi ja tdiendavaid lihtsustusi tehes praktikas lihtsamini kasutatava valemi.
Esmalt leiame, milline on kriitiline vadrtus cg.;:

o = P(Wa:y > Ckrit’HO)

a = P (ny 7nm/2 > Clrit _nm/2|H0>

vV DHOW:):y N vV DHOny

a ~ 1—-® Ckrit_nm/2
vV DHOW:Ey

s . Ckrit —TM/2
l—a R ——
VD HyWay

Kus z1_, on standardse normaaljaotuse (1 — a)-kvantiil. Paari lihtsa
teisendusega (ja arvestades, et Dy, Wy, = mn(N + 1)/12) jouame soovitud

tulemuseni:
Ckrit = 21—« mn(N + 1)/12 + nm/2

Asendades saadud tulemuse voimsuse valemisse 3.4 saame:

o Zi—ay/mn(N +1)/12 + nm/2 — mnp,
MFG) = 1-® ( T )
13 (nm(0.5 —p1) — Zay/mn(N + 1)/12) ' (3.5)

vV DH1 Wzy
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Saadud valemit on voimalik moénikord tdepoolest kasutada. Néiteks eel-
dades, et uuritava tunnuse jaotus molemas populatsioonis on normaaljaotus,
sama hajuvusega (standardhélbega o) ning eeldades, et keskvédértuste erine-
vus populatsioonide vahel on A, saame tdendosused p1, pa, p3 ja iihepoolse
testi voimsuse leida néiteks jargmise R programmi abil:

# Valimite suurused
n=30; m=10

# Uuritava tunnuse hajuvus (mdlemas populatsioonis)
sigma=1

# Keskvaartuste erinevus
delta=0.5

# Kasutatav olulisuse nivoo
alpha=0.05

# Leiame tdendosused pl, p2, p3 (juhul, kui on normaaljaotus)
library(mvtnorm)
pl=pnorm(0, -delta, sd=sqrt(2xsigma**2))
p2=pmvnorm( lower=c(-Inf,-Inf), upper=c(0,0),
mean=c(-delta, -delta),
sigma=cbind (c(2*sigma**2,sigma**2), c(sigma**2,2*sigma**2)))

# Teststatistiku dispersioon ja keskvddrtus H1 kehtides:
DW=m*n*pl*(1-pl)+m*n*(n-1)*(p2-pl**2)+ nxm*(m-1)*(p3-pl**2)
EW=m*n*p1l

# Leiame ihepoolse testi vdimsuse
1-pnorm((n*m* (0.5-pl) -gqnorm(alpha) *sqrt (m*n* (m+n+1) /12)) /sqrt (DW) )

Toodud valemit otse kasutada on enamasti siiski raske. Paremal juhul
voib eeldada, et DW,, ~ DpoWpy, millisel juhul ldheb voimsusarvutuse
jaoks tarvis vaid suurust p; := P(X > Y). Ka selle iihe toendosuse leidmi-
ne ei pruugi praktikas olla kuigi lihtne tilesanne. Milline voiks néiteks olla
toendosus, et hommikuti putru s66nud laps on pikem putru mittes66nud
lapsest? Palju lihtsam on aga saada vanaemalt kitte eksperthinnang: tdnu
pudrule kasvab laps 5cm pikemaks. Vaatamegi alljargnevalt, kuidas kasuta-
da valemit 3.5 juhul, kui teame testitava tootluse kohta, palju ta uuritava
tunnuse vaartust muudab.
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Erinegu kaks populatsiooni teineteisest vaid nihke poolest, st Y = X — A
ehk Fx(z) = Gy(x — A). Sellisel juhul p; = P(X =Y > 0) = P(X —
(Y +A) < —A). Kuna nii X kui ka Y + A on sama jaotusega, siis p; =
1— F*(—=A) = F*(A), kus F* on kahe F jaotusega juhusliku suuruse vahe
jaotus.

Funktsiooni f(x) Taylori rida kohal a on kujul

© t(n)(y
o) =3 L@ oy,

n!
n=0

Tahistades F* tihedusfunktsiooni f*-ga saame kirja panna funktsiooni
F* Taylori rittaarenduse kohal 0:

F*(A) = F*(O)+f*(0)A+m2/(mA2+...
~ F0)+ f7(0)A

Kuna F*(0) = 0.5 — sest kahe sama jaotusega juhusliku suuruse vahe
mediaan (ja keskvédrtus) on 0 — siis saame, et

p1— 0.5 = Af*(0).

Asendame saadud tulemuse valemisse 3.5 ja saame:

—mnA f*(0) — za\/ ymn(N + 1)
AV DH1WJJy
mnAf*(0) + 2o/ mn(N + 1)

vV Dlexy ’

sest 1 — ®(z) = ®(—z). Kui A on viike, siis Dy, Wy = Smn(N + 1) ja

I(FG) = 1-@

= ¢

12mn
N +1

(F,G) =& ( AF(0) + za> .

Naiide 3.1 Kiisitlusfirmas tddtab 20 ankeedisisestajat kahes té66ruumis. Meid
huvitab, kas taustamuusika mdngimine tooruumis voiks tosta nende t66 efek-
titvsust. Teame varasemast, et iihe tootaja poolt pieva jooksul sisestatud lehe-
kiilgede arvu dispersioon on 32. Kui suure toendosusega suudaksime toestada
olulisuse nivool 0,05 taustamuusikast tingitud muutuse (eeldame hetkel, et
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meid huvitab vaid tihepoolne hiipotees)? Oletame, et kui muutus eksisteerib,
sits tostab taustamuusika sisestatud lehekiilgede arvu 5 vorra. Soovime kasu-
tada Wilcozoni testi (sest me ei tea kindlalt pieva jooksul sisestatud lehekiil-
gede arvu jaotust), aga voimsusarvutust tehes eeldagem, et vaadeldud tunnus
on normaaljaotusega.
Lahendus.

Kui X, X" ~ N(u,0? = 32) siis X — X' ~ N(0,2 - 0?) ja seega F* =
N(0,2 - 0?) ning

RO S S Gt O
fa) = 27(2 % 02) P ( 24/(2 02)>
1

20/

Seega oleks Wilcoxoni astaksummatesti voimsus A =5 korral

12mn A
MFG) = &/ =4z,
(F.G) ( N+1%¢w+z>

12-10-10 5

= 3 — 1,64

( 20+1 2327 )
= $(0,24)
— 0,5948.

Testi voimsus 0,59 on madalapoolne, aga riskialtima eksperimentaato-
ri jaoks ehk siiski piisav katsega alustamiseks. Kur leiaksime astimptootilise
voimsuse abil testi tapse voimsuse, siis see oleks 0,55 (valimimaht 10+ 10 po-
le veel tdiesti piisav astimptootika probleemivabaks tooks, aga viga viltu nitid
ka ei ldinud...).

Vahel soovitakse testi voimsuse asemel leida hoopis valimi suurust, mi-
da oleks vaja teatud voimsuse saavutamiseks. Valimi mahu leidmiseks, mis
tagaks testi voimsuse [, peaksime leidma m ja n vAdrtused jargmisest vor-

randist:
12mn . .,
ﬁ=¢< Af(0)+za).

N+1

Saamaks iihest lahendit tehakse mingi eeldus m ja n soovitava suhte kohta
(voib fikseerida ka iihe neist ja kiisida, kui suure valimi peaksime votma
teisest populatsioonist...). Néiteks voime otsustada, et m = n. Sellisel juhul
(ja arvestades, et 1/(N 4 1) ~ 1/N suure valimi korral):
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N +1
12
25 = N:’f’iAf*(o)ﬂa
2
B0 = || S AS0)
ZB_ZO‘ N
ap@ -~ Vo
(25—za)2 _
A f)E "
Lo (28 — 2a)?
= 6A2(77(0))?

Naide 3.2 Pddordume tagasi eelmise, ankeedisisestajate ndite juurde. Vaata-
me, kui suurt valimit liheks meil vaja, et saavutada 90% véimsust:

_ (25 — Zoz)Q
n = 72 1
6A 4021

2
= (25— za)z%%r/?)
32

= (1,28...—(—1,64...))2-?-2-3,14.../3
= 2295.

Molemasse katseriihma vajame seega 23 ankeedisisestajat.

3.5.3 Wilcoxoni ja t-testi vordlus

Paljudel tekib kindlasti kiisimus — kui palju me voidaksime testi voimsuses,
kui kasutaksime Wilcoxoni testi asemel t-testi? Erinevate testide vordlemisel
kasutatakse sageli nn Pitman efficiency’t ehk Pitmani efektiivsust (vahel
kutsutakse ka relatiivseks efektiivsuseks ehk relative efficiency. Nimetatud
néitaja leidmiseks tuleb vilja selgitada, kui suurt valimit ldheb vaja iihe testi
korral ja kui suurt valimit teise testi korral et saavutada etteantud voimsus.
Kahe valimi suuruse suhe ongi Pitmani efektiivsus. Naiteks Wilcoxoni ja
t-testi puhul oleks Pitmani efektiivsus e; 1 leitav suhtena
A2

LW = )
NWilcoxon
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kus n; oleks valimi suurus, mida t-test vajab vGimsuse § saavutamiseks ja
NWilcozon ON Wilcoxoni testi poolt vajatav valimi suurus sama testi voimsuse
korral. Arvutame t-testi suhtelise efektiivsuse Wilcoxoni testi suhtes suurte
valimite jaoks (kus voime kasutada teststatistikute astimptootilisi jaotusi).
Astimptootilise Relatiivse Efektiivsuse tdhistamiseks kasutatakse sageli li-
hendit ARE.

Sarnast tuletuskiiku (kui Wilcoxoni testi puhul) kasutades, voime jouda
t-testi puhul vajamineva valimi mahu suuruse arvutamisel tulemuseni

2

o
ne = 2(z3 — ZQ)QE.

Juhul, kui vaatlused oleksid normaaljaotusega, siis oleks t-testi ARE
Wilcoxoni astaksumma testi suhtes seega:

2(z5 — 20)% - 0% ) A?
(28 — 2a)? - 02/ A2 2%
3
T

GLw =

0,955

Q

Seega justnagu "kaotaksime” Wilcoxoni testi kasutades umbes 5% oma
valimi mahust. Samas voime teha sarnaseid arvutusi ka teiste jaotuste korral.
Kui valim on suur, voib ju t-testi kasutada ka siis, kui vaatlused pole nor-
maaljaotusega. Alljargnevalt méned ARE-numbrid erinevate jaotuste puhul,

nihkemudel:
normaaljaotus ‘ logistiline ‘ eksponentjaotus ‘ double exponent

0,955 | 1,097 3 1,5

Enamike mittenormaalsete jaotuste puhul on Wilcoxoni test tundlikum ja
voib vahel vajada isegi 3-4 korda véiksemat valimit kui t-test. Eksisteerib ka
alampiir — t-testi ja Wilcoxoni testi relatiivne efektiivsus ei saa (nihkemudeli
korral suvalise pideva jaotuse F' puhul) olla vaiksem kui 0,864 (e; w > 0,864).
Vaata ka joonist 3.2. Vastavat tilempiiri ei eksisteeri — Wilcoxoni test voib
olla kuidas palju tundlikum t-testist. Seega voimalik voit Wilcoxoni astak-
summatesti kasutades voib olla viga suur, aga kaotus (kui vaatlused néiteks

toepoolest on normaaljaotusega) iisnagi pisike.
Markus: samasugune alampiir kehtib ka Wilcoxoni astakmérgitesti korral
(vorreldes soltuvate valimite jaoks moeldud t-testiga).
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3.6 Wilcoxoni astaksummatesti tulemuse tolgenda-
misest

Kui saame Wilcoxoni astaksummatesti abil lugeda toestatuks alternatiiv-
se hiipoteesi, siis mida see ikkagi tdhendab? Kirjanduses eksisteerib viga
palju eksitavaid véiteid selle kohta, mida Wilcoxoni astaksummatest siis ik-
kagi kontrollib. Nii nagu leidub eksitavaid véiteid ka selle kohta, millised
on Wilcoxoni astaksummatesti eeldused. Naiteks kohtab viiteid, mis véida-
vad, et Wilcoxoni astaksummatest kontrollib keskvaartuste voi mediaanide
erinevust.

See viide ei pea paika.

Saab tuua néite olukorrast, kus molemas kontrollitavas populatsioonis on
nii uuritava tunnuse keskvéaartused kui ka mediaanid vordsed, kuid Wilcoxoni
astaksummatest votab kindlalt vastu alternatiivse hiipoteesi (vihegi moist-
likuma valimisuuruse juures). Vaata néiteks joonist 3.3.

Asjakohasem oleks ikkagi delda: kui votame iihest populatsioonist iihe
juhuslikult valitud esindaja X ja teisest populatsioonist iihe juhuslikult va-
litud esindaja Y, siis Wilcoxoni astaksummatest kummutab nullhiipoteesi
siis, kui p; := P(X >Y) # 0,5. Ulaltoodud néite korral on p; =~ 0,56, seega

Joonis 3.2: Jaotus, mille korral e,y = 0,864 (maksimaalselt t-testi soosiv
jaotus).

x) = %(5 )
x 0 (-45,45)

f(x)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
|
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Joonis 3.3: Kaks jaotust, mille vordlemisel Wilcoxoni astaksummatest votab
vastu alternatiivse hiipoteesi, kuigi molema jaotuse mediaan ja keskviartus
on samad.

o _—~
o 4 X~F(x)
1)
S —
©
Q o
£ <]
o I ]
© T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 0 1 2
N
—
o @ | Y"G)
.g o
2 _|
= <t
o I ]
o T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 0 1 2

on ka alternatiivse hiipoteesi vastuvotmine Wilcoxoni testi poolt oigustatud.
Vahel mainitaksegi, et hiipotees mida Wilcoxoni astaksummatest kontrollib,
on viide Hp: P(X >Y) =0,5.

Samuti voib segadustekitavalt mojuda monede allikate viide, et Wilcoxo-
ni testi tohib kasutada vaid siis, kui F'(x) = G(x+A) ehk nn nihkealternatiivi
korral. Kui tegemist on jaotuse nihkega, siis saab Wilcoxoni astaksummatesti
toepoolest interpreteerida kui testi mediaanide (voi keskvaartuste, kui kesk-
vaartus eksisteerib) vordlemiseks. Paraku on véga raske kindlaks teha, kas
vastav tingimus on tdidetud. Samuti on ta suuresti mittevajalik — kui an-
tud tingimus pole tdidetud, ei juhtu Wilcoxoni testiga midagi muud, kui vaid
see, et me ei tohi enam antud testi interpreteerida kui testi mediaanide (voi
keskvédrtuste) vordlemiseks.

Kui Wilcoxoni astaksummatest votab vastu alternatiivse hiipoteesi, siis
efekti suurust saab iseloomustada kasutades hinnangut suurusele P(X >Y),
sobivaks hinnanguks oli W, /(m - n).
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3.7 Vordsed vaatlused

Kui leidub vaatluseid, mida pole voimalik jarjestada, kasutatakse taas kesk-
miseid astakuid ehk midrank’e. Loomulikult muutub seetottu ka Wilcoxo-
ni astaksummatesti teststatistiku jaotus (néiteks voib tekkida voimalus né-
ha mittetdisarvulist teststatistiku véédrtust). Kui leiame teststatistiku jao-
tust koigi voimaluste labivaatamise teel, pole sellest suuremat hidda (tuleb
vaid meeles pidada, et naiteks keskmiste astakute 3,5 ja 3,5 puhul on tege-
mist kahe erineva numbriga, seega astakute kombinatsioonid {1;3,51;7} ja
{1;3,52; 7} on kaks erinevat kombinatsiooni.

Kui soovime kasutada teststatistiku astimptootilist jaotust, siis tuleb
meeles pidada, et teststatistiku dispersioon muutub ténu keskmiste astakute
kasutamisele:

mn(N + 1) mn Zze(dzg) — dz)

Dy, W, =Dy, Wi = -
Hotray = ZHo Vs 12 12N(N—-1) '

kus e on erinevate vaadrtuste arv tihendatud valimis ja d; on 4. unikaalse
vaartuse korduste arv (mitu korda seda viartust esines kahe vorreldava valimi
peale kokku).

Mirkus: statistiku W (voi Wy, ) jaotus ei pruugi olla normaaljaotusele
lahedane isegi suure valimi korral, kui max; d;/N ~ 1 ehk kui moni konk-
reetne uuritava tunnuse véartus domineerib molemas valimis.

Mérkus 2: pidevuse paranduse kasutamine on keeruline, kui valimites esi-
neb samasuuri uuritava tunnuse vaartuseid — teststatistiku voimalike vaar-
tuste vahelised kaugused hakkavad sellises olukorras varieeruma. Seega +0,5
ja —0.5 asemel voib tarvis minna ka +0,25 voi —0,25 voi ... . Uhesonaga,
vordse suurusega vaatluseid sisaldava andmestiku korral pidevuse parandust
enamasti (praktilistel pohjustel) ei kasutata.

3.8 Siegel-Tukey ja Ansari-Bradley testid

Wilcoxoni testi puhul on alternatiivne hiipotees F' # G véga iildine. Osade
konkreetsete alternatiivide korral on Wilcoxoni testi voimsus madal. Naiteks
kuigi F' # G, aga kui P(X >Y) = 0,5, siis Wilcoxoni testi voime alterna-
tiivse hiipoteesi kehtivust toestada on viga madal. Selline situatsioon voib
néiteks tekkida siis, kui kaks vorreldavat populatsiooni erinevad eelkoige sel-
le poolest, et {ihes populatsioonis on uuritava tunnuse hajuvus suurem kui
teises (suur geneetiline varieeruvus metsikus populatsioonis vs loomaaialoo-
made voi aretatud taimesortide tihetaolisus; rikkis kontrollaparatuur ei suuda
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tagada toodangu tihetaolisust jne). Parandamaks testi voimet eristada just
nimelt erinevust varieeruvuses, voime muuta astakute paneku jarjekorda.
Vaikseim vadrtus saab astaku 1, suurim vaértustest saab astaku 2, suuru-
selt teine vaatlus saab astaku 3 jne, vaata ka joonist 3.4. Teststatistikuks on
sarnaselt Wilcoxoni astaksummatestile iihe valimi vaatluste astakute sum-
ma. Saadud statistiku jaotus nullhiipoteesi kehtides on sama mis Wilcoxoni
testil.

Joonis 3.4: Astakute jaotamine Siegel-Tukey testi korral

astak 1 4 5 8 9 10 7 6 3 2

Siegel-Tukey testile heidetakse ette, et testi statistiku vadrtus (ja testi tu-
lemus) voib soltuda sellest, kummast otsast (suurimast voi viikseimast vadr-
tusest) astakute jagamist alustatakse. Variatsioonrea molemaid otsi kohtleb
poliitilisemalt korrektsemalt (vordsemalt) Ansari-Bradley test. Nimetatud
testi puhul antakse nii suurimale kui ka véaiksemale vaartusele astak 1, va-
riatsioonrea 2. ja eelviimasele vaatlusele astak 2 jne. Taolisel viisil saadud
astakute summa iihe grupi jaoks annabki Ansari-Bradley teststatistiku véar-
tuse. Kahjuks pole aga Ansari-Bradley teststatistiku jaotus nullhiipoteesi
kehtides aga sama kui Wilcoxoni testil.

Markus: Siegel-Tukey ja Ansari-Bradley testide voime tuvastada hajuvu-
se erinevust kahaneb, kui lisaks erinevatele hajuvustele on iihes populatsioo-
nis uuritava tunnuse vairtused suuremad kui teises. Uks praktikas kasutatav
lahendus nimetatud probleemile oleks jargmine: hinnatakse Wilcoxoni test-
statistikut kasutades voimalikku nihet A, mille vorra tuleks populatsioone
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nihutada, et P(X > Y) = 0.5. Tehaksegi soovitud nihe, Y,,s = Y —A. pérast
tehakse siis kas Siegel-Tukey voi Ansari-Bradley test nihutatud vadrtuseid
kasutades. Nimetatud testprotseduur pole péris korrektne, aga suure valimi
puhul on voimalikud probleemid on tiihised ja ignoreeritavad.

Naide 3.3 Kahtlustatakse, et teatud ainega X kokkupuutel kaob inimorga-
nismi voime kontrollida B-glikoosi taset veres. Aga -gliikoosi taseme jarsud
muutused vorwad kahjustada maksa ja pohjustada ajapikku tosiserd probleeme.
Otsustatakse testida, kas ainega X kokkupuutunud inimestel on B-glikoosi
kontsentratsioon varieeruvam kui kontrollgrupi inimestel.

Eksponeeritud 67, 80, 120
Kontrollgrupp 78, 82, 84, 86, 90, 92, 95

Siegel-Tukey teststatistik on Wgr = 14+ 2+ 5 = 8. Veel viiksema teststa-
tistiku vadrtuse saamise voimalusi on 4: {1,2,3}; {1,2,4} ; {1,2,5} ; {1,5,4}.
Kokku on voimalusi ndpsata 3-e astakut 10 seast C’f’o = 120. Uhepoolse testi
olulisustoendosus on seega 4/120 = 0,0333... ja kahepoolse testi olulisustoe-
naosus on 0,0666....

Ansari-Bradley testi korral oleks teststatistiku vddrtuseks Wap = 1 +
1+ 3 = b5, astakute komplekte, mis annaksid samasuure voi vdtksema sta-
tistiku vadrtuse, oleks 6 (kuna igat astakut esineb kaks korda, siis eristame
neid alaindeksitega v ja p): {14,152 }; {10,1p,2p} 5 {10,1p,30} 5 {10,1p,3p};
{15,20,2p}; {1,20,2,}. Uhepoolse testi olulisustoendosus tuleks seega 6/120 =
0,05 ja kahepoolse testi korral 0,1.
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Ulesanded

1. Koige raskemate, viimases staadiumis vahihaigete peal katsetati eks-
perimentaalset ravimeetodit. Osad patsientidest randomiseeriti ekspe-
rimentaalset ravi saavasse patsientide gruppi, osad tavapéarast ravi saa-
vasse kontrollgruppi. Patsientide elulemused (kuudes) molemas grupis
olid jargmised:

Eksperimentaalne grupp:
28.6 11.4 7.9 10.7 6.1 5.6 10.8 44.6 16.7 15.0 19.4 5.4 8.2 18.2 7.0 15.2
8.012.312.57.415.8 153179 17.5 10.5

Kontrollgrupp:
7.611.8 151444289 1235496 1.5 139 7.6 124 44.2 10.5 10.4
18.8 6.5 3.4 5.9

Leia Wilcoxoni astaksummatesti abil, kas elukestvuse jaotus on erinev
nendes kahes patsientide grupis. Kui néed erinevust, siis milline see
erinevus on (kumb ravimeetod t66tas paremini?). Vordle ravimeeto-
deid ka t-testi abil, kommenteeri saadud tulemust (mida saad t-testi
tulemuseks ja miks).

2. Milline on Ansari-Bradley teststatistiku jaotus Hy kehtides, kui m = 3
jan =47
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Peatikk 4

Friedmani test

Vahel on tarvis vorrelda rohkem kui kahte t66tlust voi populatsiooni. Olgu
tootluse moju katsetatud samadel objektidel. Néiteks kasvatatakse k erinevat
viljasorti samal pollul asuvatel erinevatel katselappidel, kokku olgu selliseid
katselappideks jagatud polde n tiikki. Voi lastakse n hindajal igaiihel anda
hinnang k-le tootele. Kontrollimaks, kas erinevad t66tlused annavad erine-
vaid tulemusi voi mitte, saab kasutada Friedmani testi. Vahel on Friedmani
testi kutsutud ka kahefaktorilise dispersioonanaliiiisi mitteparameetriliseks
alternatiiviks.

Vaatame jérgmist nédidet. Kolme sorti vilja kasvatati 4-1 pollul. Saadud
saagid on toodud alljargnevas tabelis:

pold | sort 1 sort 2 sort 3
1 989 670 780
2 860 123 870
3 600 345 450
4 520 480 490

Kuidas konstrueerida sobivat mitteparameetrilist testi? Koigepealt voime
igal pollul saadud saagid asendada astakutega — mitmes paremuselt antud
sort antud pollul oli:

pold ‘ sort 1 sort 2 sort 3

A |1 3 2
B 2 3 1
C 1 3 2
D 1 3 2

Edaspidistes aruteludes kasutame j. sordi astakut ¢. pollul tahega R;;.
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Leiame iga sordi jaoks keskmise astaku — j. sordi keskmise astaku tdhistame

stimboliga R;:
_ 1<
Rj = E Z Rij
i=1

Juhul, kui koik sordid oleksid samahead, peaks astakute jaotuseks olema
iihtlane jaotus ning FR; = % Sestap peaksid vahed E - % olema
nullhiipoteesi (ithegi t66tluse moju ei erine teiste tootluste mojust) kehti-
des nullilahedased. Siis aga peaks nullhiipoteesi kehtides olema suhteliselt

vaike ka suurus
k

—  k+1)?
7=1
Friedmani teststatistik, (), saadakse nimetatud avaldise labikorrutamisel so-
bivaid omadusi tagava konstandiga (miks selline konstant on valitud, uurime
veidi hiljem):
k 2
12n — k+1
=— Ri——— ] .

s (B )
Toodud niite puhul oleksid Ry = 5/4 = 1,25, Ry = 3 ja R3 = 7/4 = 1,75
ning

12-4

Q= 5 ((1,25 —2)* + (3 —2)* + (1,75 — 2)?)
= 4-1,625 (=6,5).

4.1 Friedmani teststatistiku jaotus H, kehtides

Palju on erinevaid voimalusi astakuid timber paigutada? Igas grupis (pol-
lul) on k! voimalikku astakute jérjestust, kusjuures nullhiipoteesi kehtides
(sortidel pole mingit vahet) on koik nimetatud jérjestused vordtdendolised.
Kuna gruppe (polde) on n tiikki, siis on kokku (k!)™ erinevat voimalust
paigutada astakuid ringi. Koik need voimalused on nullhiipoteesi kehtides
vordtoendolised, st. esinevad toendosusega 1/(k!)™. Meie néites eksisteerib
seega 6% = 1296 erinevat astakute jirjestust. Arvuti abil on suhteliselt liht-
ne kontrollida, et neist selliseid, mille puhul @ vaartus tuleb samasuur kui
tilaltoodud néites (Q = 6,5) vdi veel suurem on 54 (6-juhtu, kus koik sor-
did saavad koigil poldudel sama astaku; siis olukord, kus muidu koik sordid
saavad sama astaku, aga iihel pollul on astakud 1 ja 2 vahetusse lainud —
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4 poldu - 6 voimalust jarjestada astakuid iihel pollul; siis juhtum kus iihel
pollul on vahetusse ldinud astakud 3 ja 2 — 4 -6 = 24 voimalust; kokku
6 + 24 + 24 = 54 astakute jarjestust). Seega toodud néite puhul on Fried-
mani teststatistiku olulisus 54/1296 = 0,042 ning meil on voimalik (olulisuse
nivool 0,05) kummutada nullhiipotees — koik sordid pole samahead.

4.2 Asiimptootiline jaotus nullhiipoteesi kehtides

Friedmani teststatistiku astimptootiline jaotus nullhiipoteesi kehtides on hii-
ruut jaotus,

D 2
Q = Xgf=k—1-

Uritame seda niidata. Koigepealt mainime (ilma toestuseta) peamisi tule-
musi, mida toesamiseks kasutame.

A. Tsentraalne piirteoreem (valimikeskmise jaotus on normaaljaotus).
Olgu X;, i =1,...,n soltumatud juhuslikud vektorid dimensiooniga k. Kui
EX, =pjaDX,; =3 siis

Vil(X — ) 2 Ni(0, 5).
B. Kui X, 2 X ja f(X) ~ F, kus f(z) on pidev funktsioon, siis
f(X) B F

C. Lisaks vajame tulemust, mis iitleb: Kui X on juhuslik vektor dimen-
siooniga k, nii et X ~ N¢(0,3) ja 3 on idempotentne, st 33 = 3 siis (ja
. .. T o2
ainult siis) X X Xgi—rank(s)’

Téahistame . katseiiksuse (pold voi degustaator) j. tootlusele (vietamine
voi veinisort) antud astaku R;;. Meenutame koigepealt, milline on astakute
keskvéértus, dispersioon ja kahe erineva (samal pollul moddetud) astaku
omavahelist kovariatsiooni nullhiipoteesi kehtides (vaata tulemusi Wilcoxoni
astaksummatesti késitlevast osast):

k+1

ERij = 7;—

k2 —1

Phij = 5
kE+1
COV(Rij,Ri]-/) —T
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Tsentraalsest piirteoreemist jareldub, et

k41 — k+1\*
Un:\/ﬁ<R1_;77Rk_;) gNk(()?Z)u
kus
k21 _ k41
12 12
S=| i
_k+1 k-1
2z 12

Paraku pole saadud kovariatsioonimaatriks idempotentne (mida on lihtne
kontrollida). Proovime olukorda parandada — korrutades koik astakud la-

bi konstandiga , /k(lii—?-ly saame teisendatud vektori %U n , mille dis-
persioonimaatriksiks on ¥* := D, / k(klzil)U” = k(lﬁl)DU” vaartustega

k—1

k

RS

¥ =

N

k=1
k

k‘}_‘...

On lihtne ndha, et mainitud maatriks on idempotentne (korruta ta iseendaga
1abi!). Jarelikult

12n  [— k+1 — k+1\' p
Xyi=y | (R =2 Ry — 2o N(0, =%).
k(k+1)< L kT ) — Ni(0,%7)

Aga tehnilistest abitulemustest B ja C jareldub seega, et X ZX n o, Xl%ank (=)

3* astakut on aga lihtne leida — idempotentse maatriksi puhul maariksi as-

tak langeb kokku maatriksi jéiljega. Seega rank(X*) = Zle % =k—-1

Olemegi ndidanud, et Hy kehtides @ o, X%_l.
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4.3 Friedmani test korduvate vaartuste olemasolu
korral

Vahel pole vaatlused iiheselt jarjestatavad, naiteks siis, kui samal pollul an-
navad kaks voi enam erinevat sorti annavad tapselt sama saagi (ties). Sellisel
juhul on kombeks kirjutada kokkulangevate vaatluste astakuks nn keskmi-
ne astak (midrank). Seega kui eri sorti viljade saagid iihel pollul oleksid
290, 310, 310, 325, 325, 325, siis vastavad astakud oleksid 1;2,5;2,5; 5; 5; 5. Pa-
raku muutub keskmiste astakute kasutamisel astakute summa dispersioon
(vaheneb). Selleks, et Friedmani teststatistiku jaotust saaks hii-ruut jaotu-
sega jatkuvalt lahendada, peame kasutama veidi modifitseeritud Friedmani
statistikut Q*:

Q" = Q/konst

k 2 n e 3

12n — k+1 a2 — diy
e (-5 (-2 )
kus e; néitab, mitu erinevat vdartust on moodetud ¢. pollul ning suurused

dj, naitavad ¢. pollul moodetud u. unikaalse vaartuse kohta, mitmel korral
sellist vaartust tuli ette 7. pollul. Téhisus M; néitab j. tootluse keskastakute

aritmeetilist keskmist: .
— 1
=

kus M;; on ¢. ploki j. tootluse keskastak.
Selgitamaks suuruseid e; ja d;,, teeme 1dbi {ihe lihtsa naite. Olgu meie
andmestik jargmine:

pold ‘ sort 1 sort 2 sort 3 sort4 sortH
1 120 670 670 680 720
2 860 860 870 870 870
3 600 345 450 432 123

Siis €1 = 4;eg = 2;5e3 = 5 ja di1 = l;dio = 25di3 = 1;d1g = 1;doy =
2;doo = 3;dy3 = 1;.... Tasub tdhele panna, et kui korduseid andmestikus
pole, d;; = 1, siis Q" = Q.

Maért Molsi loengukonspekt aines 'Mitteparameetriline statistika’



48 4.4. Sobitatud juht-kontrolluuring — McNemar’i test

4.4 Sobitatud juht-kontrolluuring — McNemar’i test

Vaatame ladhemalt iihte praktikas sageli ettetulevat erijuhtu-uuringutiiiipi.
Haruldaste haiguste pohjuste otsimisel kiisitletakse esmalt haigeid, mida
nad on s66nud/teinud (kas nad suitsetavad, kas nad tootavad uraanikae-
vanduses jne). Siis otsitakse iga haigega sarnane (sama vana, samast soost,
sama rikas jne) terve inimene ja kiisitakse temalt samu kiisimusi. Hiljem
soovitakse siis kontrollida, kas riskifaktor (néiteks suitsetamine) voiks olla
seotud (pohjustada) haigestumisega. Taolist uuringutiiiipi kutsutakse sobi-
tatud juht-kontrolluuringuks (matched case-control study). Vaatame jargmist
naidet — oletame, et A juhtum-kontroll paari olid sellised, et nii juhtum kui
kontroll suitsetasid, B paari olid sellised, et kontroll (terve) ei suitsetanud,
aga juhtum (haige) suitsetas jne, vaata ka alljargnevat tabelit:

kontroll
suitsetas (1) el suitsetanud (0)
juhtum suitsetas (1) A B
ei suitsetanud (0) C D

Milline néeks antud olukorras vilja Friedmani teststatistik?
Kuna k = 2 siis

Q* =2n ((Ejuhtum - 3/2)2 + (Ekommu — 3/2)2) /konst.

Jatkamiseks kirjutame vélja, millised voimalused on astakute jagunemiseks
igas juhtum-kontroll paaris:

vaatlused astakud selliste paaride
juhtum kontroll | juhtum kontroll arv
suitsetab  suitsetab 1,5 1,5 A
suitsetab  ei suitseta 2 1 B
ei suitseta  suitsetab 1 2 C
el suitseta el suitseta 1,5 1,5 D

Niiiid ndeme, et Rjuntum = (1,5A + 2B + 1C + 1,5D)/n ja Riontron =
(1,5A+ 1B +2C + 1,5D)/n ning

Rjuntum — 1,5 = (1,5A+2B+1C+1,5D)/n—1,5
= (1,5A+2B+1C+15D —15A—15B —1,5C — 1,5D)/n
= (0,5B —0,5C)/n,
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sest n = A+ B + C' 4+ D. Analoogselt saame, et
Ryontroil — 1,5 = (0,5C — 0,5B) /n.
Seega oleme leidnud, et
* 1

= %(B - C)Q/konst

(B -0) ) Jkonst

Niiiid on tarvis veel vaid leida konstandi konst vaartust. Selleks paneme
tahele, et meil iga soltuvate vaatluste paari korral on suurustel d;, kaks
voimalikku vadrtust. Kas d;; = 2 (A + D juhtu) voi d;j; = 1 ja djp = 1
(B + C juhtu). Seega

konst = (1—271:2 - nk(k )))

= 1—(14;+D)(8—2)/(n~2-(4—1))—(B+C)(1—1)/(6n)
= 1-(A+D)/n
(B+C)/n.

Lopptulemuseks seega:

Q" = (B-CP/(B+C)/n)
= (B-0)?/(B+0C).

Leitud teststatistik peaks siis nullhiipoteesi kehtides olema (suure n korral)
ligikaudu hii-ruut jaotusega,

(B—=C)?/(B+C) ~ X1

Friedmani testi erijuhtu, kus on tegemist kahe grupi vordlusega (juhud/kontrollid)
ning kirjeldavalt tunnusel on vaid kaks erinevat voimalikku vAdrtust (suitse-
tas/ei suitsetanud) tuntakse McNemari testi nime all.

Naide
Arsti nimekirjas on 85 Hodgkini tove (liimfisiisteemi vihkkasvaja) all kanna-
tavat patsienti. Teame, kellel neist on mandlid ara loigatud ja kellel mitte.
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Neil on 85 enam-vihem samavana 6ve (6de voi vend). Ka nende kohta teame,
kas neil on mandlid opereeritud voi mitte. Andmetabel ndeb vélja jargmine:

terve ode voi vend
Mandlitega Mandliteta
Mandlitega 37 7

Haige Mandliteta 15 26

Kust saame statistiku viidrtuse Q = (15 — 7)2/(15 + 7) = 2,909... ja testi
p-vaartuseks tuleb 0,088.

4.5 Post-hoc testid

Juhul, kui Friedmani testi abil onnestub toestada alternatiivne hiipotees, siis
tekib kiisimus — millised sordid siis ikkagi on teistest paremad? Vordlemaks
sorte omavahel (peale alternatiivse hiipoteesi vastuvotmist) on vilja pakutud
paar erinevat meetodit. Koigepealt voime paarikaupa vilja valida t66tluseid
(sorte) ja teha ldbi k - (k — 1) vordlust kasutades Friedmani testi — kuna
meetodite paarikaupa vordlemine Friedmani testi abil on sama mis mérgi-
test, siis voime kasutada ka méargitesti. Iga testi puhul peaksime siis muidugi

kasutama olulisuse nivood %7 ehk kasutama Bonferroni korrektsiooni.

Suure valimi korral (n on suur) voime kasutada ka jargmist meetodit, vt
Daniel (1990). Loe to6tluste (sortide) ¢ ja j vaheline erinevus statistiliselt
oluliseks, kui

- Kkt 1)
|Ri — Rj| > 2, “n

kus z, on standardse normaaljaotuse v =1 — ﬁ-kvantiil.

Friedmani testi illustreerivas néites peaksime siis uurima, kas keskmiste
astakute erinevus tuleb suurem kui 21_070083\/221L = 1,693.... Kuna toodud
nédites on maksimaalne keskmiste astakute erinevus esimese ja teise sordi
vahel |1,25 — 3| = 1,75, need sordid voime erinevaks lugeda. Teised kaks
vordlust jadks nullhiipoteesi juurde, kuna erinevused |1,27 — 1,75 = 0,5 ja
|3 —1,75| = 1,25 on alla kriitilist piiri 1,693.
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4.6 Ajalooline vahepala

Friedman’i testi autor on toepoolest kuulsa statistiku Harold Hotelling’i (Ho-
tellingi T?) &pilane, Milton Friedman. Esimest korda kasutas Friedmani oma-
nimelist testi uurides, kas vaesamad pered kulutavad alati, koigis valdkon-
dades iihtlaselt vihem kui rikkamad inimesed (voi dkki esineb kuluallikaid,
mille peale vaesed kulutavad rikastest rohkem), vaata ka alltoodud andme-
tabelit tema artiklist:

TABLE 1
STANDARD DEVIATIONS AT DIFFERENT INCOME LEVELS* OF EXPENDITURES ON
THE MAJOR CATEGORIES DURING 1935-36 OF 246 MINNEAPOLIS AND
ST. PAUL FAMILIES OF WAGE-EARNERS AND LOWER
SALARIED CLERICAL WORKERSt

Annual family income

Category of expenditure| g750 | g1,000- | $1,250- | 81,500~ | $1,750- | $2,000- | $2,250
1,000 | 1,250 | 1,500 | 1,750 | 2,000 | 2,250 | 2,500

Housing $103.3 $68.42 $89.53 $77.94 [$100.0 $108.2 $184.9
Household operation 42.19 44,31 60,91 73.90 43.87 61.74 102.3
Food 71.27 81.88 100.71 86.52 100.3 90.75 100.6
Clothing 37.59 60.05 56.97 60.79 71.82 83.04 117.1
Furnishings and equip-

ment 58.31 52.73 96.04 60.42 104.33 89.78 85.77
Transportation 46.27 82.18 129.8 181.0 172.33 164.8 246.8
Recreation 19.00 23.07 38.70 45.81 59.03 50.69 55.18
Personal care 8.31 8.43 9.16 14.28 10.63 15.84 12.50
Medical care 20.15 33.48 60.08 69.35 114.34 45.28 101.6
Education 3.16 4.12 12.73 18.95 8.89 41.52 66.33
Community welfare 4.12 18.87 8.54 12.92 25.30 19.85 16.76
Voeation 7.68 11.18 10.44 10.95 10.54 13.96 ‘14.39
Gifts 5.29 10.91 11.22 25.26 42,25 48.80 69.38
Other 6.00 5.57 22.23 2.45 6.24 1.00 4.00

The sampling distribution of the mean ranks (where 7; is the mean
rank of the j-th column) will have a mean value (p) of $(p+1) and a
variance ¢* of (p*—1)/(12 n), where n is the number of rows, i.e., the
number of ranks averaged.’

Since the true mean and true standard deviation of the chance
universe are known, the hypothesis that the means come from a single
homogeneous normal universe can be tested by computing

o PTIglm e :
Xr po? .E(?‘; p) ﬁ(jﬂ-}-l)E{f %(p”!‘l)l .
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TABLE II

RANKING OF INCOME LEVELS BY SIZE OF STANDARD DEVIATION FOR EACH
CATEGORY OF EXPENDITURE#*

Annual family income
Category of expenditure | g750_ | §1,000- | $1,250- | $1,500- | 81,750~ | $2,000- | $2,250-
1,000 1,250 1,500 1,750 2,000 2,250 2,500

Housing 5 1 3 2 4 6 7
Household operation 1 3 4 6 2 5 7
Food 1 2 7 3 5 4 6
Clothing 1 3 2 4 5 6 7
Furnishings and equip-

ment 2 1 6 3 7 5 4
Transportation 1 2 3 6 5 4 7
Recreation 1 2 3 4 7 5 6
Personal care 1 2 3 6 4 7 5
Medical care 1 2 4 5 7 3 6
Education 1 2 4 5 3 6 z
Community welfare 1 5 2 3 7 6 4
Vocation 1 5 2 4 3 6 e
Gifts 1 2 3 4 5 6 7
Other 5 4 7 2 6 1 3
a. Total 23 36 53 57 70 70 83
b. Mean rank 1.643 2.571 3.786 4.071 5.000 5.000 5.929
c. Deviation —2.357 | —1.429 —.214 .071 1.000 1.000 1.929

Sum of squared deviations =13.36902
X2 =40,108

The number of degrees of freedom on which this estimate is based
is p—1=6. For six degrees of freedom the value of x* which would be
exceeded by chance once in 20 times is 12.592, and once in a hundred
times, 16.812.° The probability of a value greater than 40 is .000001.1°
There ean thus be little question that the observed mean ranks differ
significantly, i.e., that the standard deviation is related to the income
level. From the mean ranks it is seen that with but one minor exception
the standard deviations consistently increase with income.
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Peatikk 5

Kruskal-Wallise test

Kruskal-Wallise test on Wilcoxoni astaksummatesti iildistus enam kui kahe
valimi jaoks.

Oletame, et meil on k soltumatut valimit, igaiihes neist on tehtud n;
mootmist, kokku N vaatlust. Naiteks vordleme omavahel kolme erinevat tee-
sorti ja huvi pakub millise sordi eelistajad koige kiiremini kéhast lahti saavad.
Katsesse kaasatakse 8 inimest: 3 musta tee joojat, 2 rohelise tee eelistajat
ning 3 spets kohatee tarbijat. Terveks saamiseni kulunud aeg tundides on
katses osalejatel dra toodud jargmises tabelis:

tee
must 39 45 60
roheline | 47 53

kohatee | 36 50 61

Gruppide vordlemiseks paigutame vaatlused taas iihisesse variatsioonritta
(nagu Wilcoxoni astaksumma testi korral) ja nonda saab i. valimist parit j.
vaatlus endale jarjekorranumbri ehk astaku R;;:

var. rida | 36 39 45 47 50 53 60 61
grupp K M M R K R M K
tahis R31 Ryt Ri2 Ror R3z Ro Riz Rss
astak 1 2 3 4 5 6 7 8

Iga valimi jaoks leiame tema vaatluste astakute keskmise

1
Ri=—Y Ry
n; 1

j=
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Kui paigutame leitud astakud gruppide kaupa tabelisse nii, et grupid maa-
ravad tabeli read, on vaja leida astakute keskmised tabeli ridades:

tee Ei

must 2 3 7|12/3
roheline | 4 6 10/2
kohatee | 1 5 8| 14/3

Uhe suvaliselt valitud vaatluse keskmine astak on 1/N Zfi (1= (N+1)/2
ja nullhiipoteesi kehtides (koik tootlused on vordsed) on 4. grupi oodata-
vaks keskmiseks astakuks (N + 1)/2. Teststatistiku leidmiseks liidame iga
vaatluse korral tema grupi astakute aritmeetilise keskmise ja oodatava kesk-
mise (IV +1)/2 erinevuste ruudud ja korrutame saadud summa konstandiga
12/(N(N + 1)). Kruskal-Wallise teststatistikuks on seega

k
K = Zm(R_M)
=1

Meie naite korral
12 12 2 10 2 14 2
K = = g 2( = —4 —~ 4
8'9<3<3 ,5) + (2 ,5> +3<3 ,5>

Statistiku K eeltoodud valemit teisendades saab leida ka alternatiivse ar-
vutusvalemi, mis on veidi mugavam kasutada kuna ei pea leidma erinevusi
oodatatavast kesmisest:

k

12 R?
K=—" ) %
N(N +1) z; n;

)

—3(N +1),

kus
n;

R; =) R

Jj=1

5.1 Kruskal-Wallise statistiku jaotus H; kehtides

Nullhiipoteesi kehtides peaks K > 0 véértus olema viike, nullildhedane. Al-
ternatiivse hiipoteesi kehtides (kui moénest populatsioonist périt vaatlused
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kipuvad olema teistest suuremad) aga peaks K véértus tulema suur (sest eri-
nevus tegeliku keskmise astaku ja Hp puhul oodatava puhul ldheb suureks).

Kuidas leida Kruskal-Wallise testi olulisustéendosust? Esmalt peaksime
leidma, mitu erinevat voimalust on N astakut jagada gruppidesse suurusega
ni,na, ..., Nk Selleks on muidugi

() (Vo) (V)

erinevat voimalust. Koik need voimalused astakute jagunemiseks k grupi va-
hel on Hj kehtides vordtoendosed. Seejarel tuleks kokku lugeda, kui paljud
neist voimalustest on sellised, mille puhul statistiku K vaértus tuleb suurem
(voi samasuur) kui meie valimis ndhtud K vaartus. Jagades sobivate voima-
luste arvu koigi voimaluste arvuga saamegi teada, millise toendosusega Hy
kehtides voiks ndha sama ekstreemset voi veelgi ekstreemsemat statistiku
vaartust ehk oleme leidnud testi olulisustoenéosuse.

Teesortide vordlemise katse korral on koiki voimalusi astakute paiguta-
miseks

C3-C2%.C3 = 560.

Nullhiipoteesi kehtides on koik need vordvoimalikud. Teststatistiku jaotusta-
beli algus néeks antud néites vélja jargmine:

1 1 2 1 7
K | % 9 9 i 3
sagedus 18 12 28 18 32
tendosus | 18/560 12/560 28/560 18/560 32/560

Testi olulisuse toendosusus on toenédosus, et nullhiipoteesi kehtimise korral
saame statistiku vadrtuse vahemalt sama ekstreemse kui antud juhul:

2 2 30 53
P(K>2)=1-P(K<Z)=1-—=22x0,946.
( —9) ( <9) 560 56 40

Seega erinevatest teesortidest saadud abi kdha vastu pole oluliselt erinev.

5.2 Statistiku asiimptootiline jaotus H; kehtides

Teoorias on koik ilus, aga praktikas ldheb erinevate astakute konfigurat-
sioonide arv ruttu astronoomiliseks. Kui néiteks meie valimi suurused on
n1 = 10,ny = 11, n3 = 8, siis voimalikke viise astakuid jagada neisse kolme
gruppi oleks

29 19 . ~ 12
< 9 > . < o ) -1 = 20030010 - 75582 ~ 1,5 - 10'2.
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Sedavord paljusid voimalusi 1dbi vaadata on isegi arvutilgi raske. Mis siis
veel saab, kui valimimahud hakkavad muutuma "moistlikult” suureks?
Lahenduseks on muidugi asiimptootilise jaotuse kasutamine. Selgub, et
astimptootiliselt (ja nullhiipoteesi kehtides) on K jaotuseks X?lf:k—l'
Proovime seda tulemust ka pool-tunnetuslikult toestada. Tahistame X-
ga jargmise vektori:

12n, 12n
<1/ N+1 ~ (N +1)/2),...,4] le N+1)/2))

ja paneme tihele, et K = X7 X. Kui juhusliku vektori X jaotuseks oleks
normaaljaotus, X ~ N (0, X), siis vektori XT X jaotuseks on y2-jaotus (siis
ja ainult) siis, kui 3 on idempotentne, ¥X = X. Uritame aru saada, milline
on meie poolt defineeritud X-i jaotus. Kuna /n(X; — ;) jaotus on tsent-
raalse piirteoreemi tottu normaaljaotus, siis voime oletada, et meie poolt
defineeritud vektori koigi elementide astimptootiliseks jaotuseks on normaal-
jaotus. Saab néidata, et kogu vektor on mitmemodotmelise normaaljaotusega
(jitame toestuse hetkel vahele). See, et X keskvddrtus on (nullhiipoteesi
kehtides) 0, on lihtne ndha. Aga milline on 3 ja kas ta on ka idempotent-
ne? Koigepealt vaatame millised ndevad vélja 3 diagonaali elemendid ehk
milline on DXj.

127LZ' —_—
DX, = D( W(R¢—(N+1)/2)>

12n; 1 &
N(N +1) n; K

12n,
- NN+1 ZD i +J§;COURU,RZ])

12 N? -1 N+1
_ ) (ni—1) [ =
NN + Dn; {" g =) ( 12 ) }

12 (N +1)n;
N(N + 1)n; { T A 1))}
N—ni
N

ja véljaspool maatriksi peadiagonaali asuv element 3;; = Cov(X;, X;) néeb
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valja selline:

COV(XZ', Xj) =\ /nanmCOV(E,E)
12 1
= J/nn Cov(R;x,Rj)
IN(N + 1) nin; i 1“%:_1 " /

N—nq _ Vnming
N N
5 = ;
IERVALL LS N—ny
N N

Siit on juba niha, et ¥ on idempotentne — X2 diagonaali i element on

k
o= )y

=1

(DX

i)z + Z COV(Xi, Xj)2
J#i
(N — ni)2 nmj

N2 N2
J#i
(N — ni)2 + n,(N — nz)
N2
(N — nl)(N —n; + nz)
N2

N—ni
N
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ja valjaspool diagonaali paiknev element E?j néeb vilja ju selline:

k
%= D RSy
=1

= (DX;)Cov(X;, X;) + (DX;)Cov(X;, X;) + Y Cov(X;, X;)Cov(X), X;)

I#4,5
_ N-—ny [ Jnin n N —mn; [ /niny n Z Vi y/Tuny
N N N N N ~ N N
1#4,]
(N—nZ-—I—N—nj)‘/nmj ,/nmj(N—ni—nj)
= = N2 + N2

\/W(N—ni—nj—(N—ni—i—N—nj))

N2
A /TLZ"I’L]'
N .

Seega on X idempotentne ja X7 X on y2-jaotusega vabadusastmete arvuga

df =rank(X) =k — 1.

5.3 Veel moningaid tulemusi

Vaordsete vaatluste olemasolu korral voib kasutada keskmiseid astakuid (mid-
rank), kuid lisaks tuleb jagada statistiku vdartus hajuvuse vihenemist kir-
jeldava kordajaga:

K* = K/const,

kus
e

const =1 — Z(di —d,)/(N® = N).
u=1
Toodud valemis voetakse summa iile koigi unikaalsete vadrtuste, mida on
kokku e, ja d, naitab, mitu korda esines u. unikaalne vaatlus valimis.

Post-hoc testid. Kui Kruskal-Wallise testi pohjal on vastu voetud sisukas
hiipoteesi, siis otsustamaks millised grupid omavahel erinevad peaks labi vaa-
tama koikvoimalikud vordlusgruppide paarid. Sel juhul on tegu kahe grupi
vordlemistega, kindlasti peaks iga liksiku testi juures kasutama korrigeeritud
olulisuse nivood. Suure valimi korral voib kasutada ka jargmist meetodit: loe
kaks to6tlust /populatsiooni teineteisest erinevaks, kui

_ NN+1) (1 1
C_ > o S L I
|7 = T > Zl_k(k—l)\/ 12 <nz * m)‘
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Peatiikk 6

Tihedusfunktsiooni ja
jaotusfunktsiooni hindamine

6.1 Jaotusfunktsiooni hindamine

Jaotusfunktsiooni saab hinnata kasutades empiirilist jaotusfunktsiooni,

~

F(z) = #{Xi<a}/n
= 1/n-Y I(X; <),
=1

kus I tdhistab indikaatorfunktsiooni.

Valimi 1, 4, 6, 9 jaoks leitud parameetriline (leitud normaaljaotuse eel-
dust kasutades) ja mitteparameetriline jaotusfunktsiooni hinnang on toodud
joonisel 6.1.

Empiiriline jaotusfunktsioon on suurepéraste omadustega. Tegemist on
nihketa hinnanguga (sest suhteline sagedus on nihketa hinnang téenéosuse-

le):
EF(z) = E(l/n-zn:I(Xin))
=1
= 1/n-) E(I(X; <))
=1

= 1/nZF(a:)

= F(x)
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ja empiiriline jaotusfunktsioon osutub ka mojusaks hinnanguks (soltumatute
vaatluste korral):

DF(z) = D(l/n~zn:I(Xi§x)>
=1
= 1/n2-§n:D(I(XZ-§:L‘))
=1

= 1/n- ) F()(1 - F(x))
i=1

F(o)(1 - F(z))

Saadud avaldis koondub aga {isna ilmselt nulliks kui n — oo. Jarelikult koon-
dub empiiriline jaotusfunktsioon valimi kasvades tegelikuks jaotusfunktsioo-
niks (tegemist on mojusa hinnanguga).

Joonis 6.1: Jaotusfunktsiooni hinnang

parameetriline mitteparameetriline
o o
— -1
@ © |
o o
© © |
—~ S 7 —~ °
) X —
< <L
< <
S IS
o~ N ]
o o
o |
© T T T T T T T e T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
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6.2 Tihedusfunktsiooni hindamine

Tihedusfunktsiooni mitteparameetrilise hindamisega on mingil kujul arva-
tavasti iga andmeanaliiiisiga tegelenud inimene kokku puutunud — néiteks
uurides histogrammi. T0si, sageli joonistatakse histogramm kiill selliselt, et
graafiku y-teljel on mingisse vahemikku sattunud vaatluste arv. Tihedus-
funktsiooni hinnangu saamiseks peaksime aga muutma y-telge selliselt, et
histogrammi alune pindala oleks {iks. Kui koik histogrammi tulbad on sama
laiad, laiusega A, ja i. vahemikus on Y; vaatlust, siis tavalise, sagedusi ka-
sutava histogrammi alune pindala on ), A-Y; = A -7 Y; = A-n, kus n
on vaatluste koguarv. Histogrammist tihedusfunktsiooni hinnangu saamiseks
tuleks lihtsalt vaadeldud sagedusi jagada vaatluste arvu ja vahemiku pikkuse
korrutisega, vaata ka joonist 6.2.

Joonis 6.2: Histogramm - lihtne voimalus hinnata tihedusfunktsiooni

Histogramm - sagedused Histogramm - tihedus

0.08
|

10
|
n
0.06
|

Sagedus
Tihedus, f(x)
0.04
1

0.00

- ’_UJJ_IUHHI‘\H 111 | 111 \IUIIJI’_MMWHH}\ 111 \}\ - ’_UJJ_IUHHI‘\H 111 | 111 \IUIIJI’_IIUWMHH}\ 111 \}\

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Histogrammi joonistamisel tekivad aga paar rasket kiisimust. Kuhu tom-
mata tulpade vahelised piirid (vahemike asukohad)? Kui palju vahemikke
kasutada (millise laiusega tulpe kasutada)? Vastustest nendele kiisimustele
voib graafik (ja tema interpretatsioon) soltuda mérkimisvaarselt! Vaata ka
jooniseid 6.3 ja 6.4.

Lisaks neile kahele kiisimusele (vahemike alguspunkti ja laiuse valik) voi-
me muret tunda ka selle iile, kas ehk ei eksisteeri veel moni teine — loode-
tavasti tdpsem — voimalus hinnata tihedusfunktsiooni. Vaatamegi, kas os-
kame vélja pakkuda monda alternatiivset voimalust tihedusfunktsiooni hin-
damiseks.
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Joonis 6.3: Samad andmed — erinev vahemiku alguspunkt
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Joonis 6.4: Samad andmed — erinev tulba laius
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6.2.1 Tihedusfunktsiooni hindamine empiirilise jaotusfunkt-
siooni abil

Jaotusfunktsioonile on olemas heade omadustega (nihketa, méjus) hinnang
— empiiriline jaotusfunktsioon. Kuna jaotusfunktsiooni teades saab leida ti-
hedusfunktsiooni, F'(z) = f(z), siis akki on voimalik kasutada empiirilist
jaotusfunktsiooni tihedusfunktsiooni hindamiseks? Empiirilise jaotusfunkt-
siooni tuletis meile midagi viga moistlikku ei anna (milline on treppfunkt-
siooni tuletis?). Tuletame aga meelde, kuidas numbrilisi meetodeid kasutades
saab hinnata/lahendada funktsiooni tuletist — funktsiooni muutumise kii-
rust — punktis z:

vy v Flx+h)—F(z—h)
F(x)_hlg%) 2h '

Siit voiks tulla mottele kasutada tihedusfunktsiooni hindamiseks kohas x
avaldist:

fy = Pl h)th(x —h).

Saadud valemi paremaks maistmiseks paneme téhele, et F'(z+h) — F(z —h)
on vahemikku (z — h ...z + h] sattunud vaatluste arv jagatud valimi suuru-
sega (ehk antud vahemikku sattunud vaatluste osakaal koigist vaatlustest).
Tihedusfunktsiooni hinnanguks mingis kohas oleks seega seda kohta timbrit-
sevasse vahemikku sattunud vaatluste arv jagatud valimi suuruse ja vahemi-
ku laiuse korrutisega. Saadud arvutuseeskiri on viga sarnane sellele, milleni
joudsime histogrammi abil tihedusfunktsiooni hinnates. Kui vordleksime em-
piirilist jaotusfunktsiooni kasutavat hinnangut (kasutades vahemikku laiuse-
ga 2h) ja histogrammi abil saadud hinnangut (histogrammi tulbad laiusega
A = 2h), siis selgub, et histogrammi tulpade keskpunktides langevad saa-
dud hinnangud alati kokku. Voluv on see, et kokkulangemine toimub alati,
iikskoik millise alguspunkti me histogrammi vahemikele ka ei valiks. Seega
oleme leidnud meetodi, mille puhul ei kerki enam iiles kiisimust vahemike
alguspunktide paigutamise kohta. Uks lihtne andmestik ja selle andmestiku
pohjal empiirilist jaotusfunktsiooni kasutades saadud hinnang tihedusfunkt-
sioonile on toodud pildil 6.5.
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Joonis 6.5: Empiriilist jaotusfunktsiooni kasutav tihedusfunktsiooni hinnang

Tihedusfunktsiooni hinnang

©
o
o
S
= <
o
o
= u
S " = Em am [ ] —
o I I T I
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X

Saadud tihedusfunktsiooni hinnangu v6ime soovi korral kirjutada veidi
teisele kujule:

5 F(z+h) — F(z —h)

fo) = -
i IXi—h <z < Xi4+h)/n
N 2h
B Z —h<x<X +h)

Aga
I(X;—h<z<X;+h)
2h

on iihtlase jaotuse U(X; —h, X;+h) tihedusfunktsioon, seega on saadud tihe-
dusfunktsiooni hinnang vaadeldav kui n erinevas kohas paikneva iihtlase jao-
tuse tihedusfunktsiooni keskmine. Tulemuseks on loomulikult tihedusfunkt-
sioon, sest koik funktsioonid, mille keskmist me leiame, on mittenegatiivsed
ja nende alune pindala on 1, seega on ka samade omadustega saadud “kesk-
mine”. Samas voiks ju kasutada iihtlase jaotuse tihedusfunktsioonide asemel
monda teist tihedusfunktsiooni, néaiteks voiksime leida tihedusfunktsiooni
kui tiheduste N(x1,h), N(x2,h) jne keskmise. Juhul, kui kasutame iihtlase
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jaotuse asemel vaatluste X; timber tsentreeritud normaaljaotuseid, saaksime
varem kasutatud andmete (pilt 6.5) pohjal uue hinnangu tihedusfunktsiooni-
le, vaata pilti 6.6. Sellist ldhenemist — tihedusfunktsiooni hindamist paljude
tihedusfunktsioonide keskmise abil — uurime jargnevas alampeatiikis veidi
pohjalikumalt.

Joonis 6.6: Tihedusfunktsiooni hinnang kui paljude normaaljaotuste keskmi-
ne

Tihedusfunktsiooni hinnang

f(x)
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
|

I I % I
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X

6.2.2 Tuumameetod tihedusfunktsiooni hindamiseks

Olgu K(z) mingi keskvéirtusega 0 ja lopliku dispersiooniga juhusliku suu-
ruse tihedusfunktsioon. Vahel noutakse tédiendavalt, et tegemist oleks siim-
meetrilise jaotusega, K(z) = K(—x).

Siis funktsiooni

=035 (55
i=1

kutsutakse tuumameetodi abil leitud tihedusfunktsiooni hinnanguks (Kernel
density estimator, KDFE). Tihedusfunktsiooni hindamisel kasutatud tihedus-
funktsiooni K (z) nimetatakse tuumafunktsiooniks (Kernel function).

Maért Molsi loengukonspekt aines 'Mitteparameetriline statistika’



66 6.2. Tihedusfunktsiooni hindamine

Valemi selgituseks: Olgu antud juhuslik suurus X tihedusega K (x), kesk-
vaartusega 0 ja mingi standardhélbega (néiteks o = 1). Siis YV := hX + p
oleks keskvéartusega p ja standardhélbega h (voi ho, kui o # 1) juhuslik
suurus. Aga juhusliku suuruse Y tihedusfunktsioon fy (y) avaldub kujul

=3 (1), (6.1

Selles veendumiseks void meelde tuletada, et juhusliku suuruse X funktsiooni
Y = ¢g(X) tihedusfunktsioon avaldub kujul

1
997 (v))

Praegusel juhul aga g(x) = hx + p, ¢'(x) = h ja g~ (y) = (y — p)/h. Seega
saamegi tulemuseks valemi 6.1.
Kui on antud keskviartusega 0 ja dispersiooniga ¢ juhuslik suurus X

fr(y) =

’ fx(g7 W)

tihedusega K (x), siis fy(z) = %K (m—h&) on keskvaartusega X; (ja stan-
dardhélbega ho) juhusliku suuruse tihedusfunktsioon.

Tuumahinnangu saamiseks tihedusfunktsioonile votame seega mingi ette-
antud hajuvusega ho tihedusfunktsioone, tostame nad olemasolevate vaat-
luste kohale (nii et 7. tiheduse keskvéértus oleks X;), lelame saadud tihe-
dusfunktsioonide summa ja jagame vaatluste arvuga (et tulemuseks saadud
funktsiooni graafiku alune pindala ikka 1 tuleks, nagu tihedusfunktsioonile
kohane).

Millise tulemuse saame, jadb muidugi mingil mééaral soltuma nii valitud
tuumafunktsioonist kui ka kasutatud h vadrtusest. Joonisel 6.7 on niha paa-
ri enamkasutatavat tuumafunktsiooni, joonisel 6.8 voib aga naha, milliste
tihedusfunktsiooni hinnanguteni (sama andmestikku kasutades) jouame eri-
nevate tuumafunktsioonide korral. Sagedamini kasutamist leidvad tuuma-
funktsioonid on

e Uhtlane jaotus U(—1,1):
K(z)=05I(jz| <1)
e Triangular:
K(z) = (1 - |2])*I(j2] < 1)

e Normaaljaotus N(0,1):

1
V2T

K(z) = exp(—2”/2)
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e Epanechnikov’i jaotus:
3 2
K(z) = 51— 2)1(Js] < 1)

o Triweight:
K(z) = 21— 2?P1(2| < 1)

e Tricube:
70

= (= 21kl < 1),

Joonis 6.7: Sagedamini kasutatavaid tuumafunktsioone
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Normaaljaotuse tihedusfunktsioon ei muutu kunagi péris nulliks — see-
ga saadakse normaaljaotust tuumafunktsioonina kasutades selline tihedus-
funktsiooni hinnang, kus ka vigaviiga suurte ja viga-viaga viikeste vadrtuste
saamine on pohimotteliselt voimalik (kuigi ebatdenéoline). Seevastu Epa-
nechnikovi, triweight, tricube ja iihtlase jaotuse puhul ei mojuta kaugemal
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kui h tihikut paiknevad vaatlused tihedusfunktsiooni hinnangut antud punk-
tis (muul moel kui valimi suuruse kaudu).

Paraku jaab hetkel veel lahtiseks kiisimus, kui suure hajuvusega jaotust
— voi kui suurt “akna” laiust h — peaksime kasutama (olgu ta siis iihtlane,
normaaljaotus voi midagi muud). Tulemused voivad tulla tisnagi erinevad,
soltuvalt tehtud valikust. Vaata ka pilti 6.9. Siludes liiga palju — valides

Joonis 6.8: Erinevaid tuumafunktsioone kasutavad tihedusfunktsiooni hin-
nangud
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suure h-i (histogrammi puhul A) vddrtuse — saame kiill viikese dispersioo-
niga hinnangu (paljude binaarsete — X; kuulub antud vahemikku voi ei —
vaatluse keskmine annab iisna tdpse hinnangu antud vahemikku sattumise
toendosusele) aga see-eest voib mérkamatuks jadda tegeliku tihedusfunkt-
siooni moni tipp voi lohk. Liiga viikese h puhul on meil pohimotteliselt
voimalik saada kiill kiiremini muutuvat tihedusfunktsiooni hinnangut, mis
voiks ju sobituda paremini tegeliku tihedusfunktsiooniga, aga paraku laheb
suureks ka valimi juhuslikkusest tingitud hinnanguviga.

Joonis 6.9: Tihedusfunktsiooni hinnang kui paljude normaaljaotuste keskmi-
ne
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Sobivat akna laiust h voiksime otsida selliselt, et teda kasutades saadud
hinnang f(z) oleks voimalikult tépne, ehk ruutviga (f(z) — f(z))? oleks
voimalikult véike. Paraku on hinnangu viga iga « vaartuse korral erinev, meie
sooviksime aga kogu erinevust iseloomustada iihe numbri abil — siis saaksime
seda tekkivat “iildist” viga ka minimiseerida. Selleks {iheks iildiseks néitajaks
voiks sobida néiteks integreeritud ruutviga (ISE - Integrated Squared Error):

ISE = / (F(2) - f(2))%de

voi keskmine integreeritud ruutviga (MISE), mille puhul minimiseeritakse
keskmist ISE’t iile koikmoeldavate valimite:

MISE = E / (F(z) — f(2))2da.

Mainitud statistikute (ISE ja MISE) arvutamisega jaame praktikas muidugi
hétta, sest nende leidmiseks peaksime teadma tegelikku tihedusfunktsiooni
f(z). Kiill aga saab neid néitajaid kasutada teoreetiliste tulemuste leidmiseks
(Naiteks: kui suurendame valimi mahtu n, siis MISE véheneb koige kiiremi-
ni, kui valime akna laiuse — ehk tuumafunktsiooni hajuvuse — jérgmise
eeskirja jargi: h = en™ /5, kus ¢ on mingi hinnatavast tihedusfunktsioonist
ja tuumafunktsioonist soltuv konstant...).

Onneks selgub siiski, et mélemad niitajad on (suhteliselt) lihtsasti hin-
natavad — konstandi tapsuseni kiill. Nimelt:

fSE:/f() f(2))?da

_ /f Vdx — 2 /f )da:+/f(x)2dx
_ /f 2dx — 9B f (x /f
~ /f 2dz — 2f(z) /f

Kui kaalume, millist aknalaiust h kasutada voi millist tuumafunktsiooni
K(x) eelistada, siis viimane liidetavatest ei muutu — viimane liidetavatest
ei soltu ju iildse hinnangust f (). Seega voime ta minimiseerimisiilesandest
eemaldada. Ulejdsnud on aga kdik arvutatav — muidugi kui asendame kesk-

viidrtuse valimi keskmisega, Ef(z) ~ f(z).

Tosi kiill, nihketa hinnangu saamiseks E f (x)-le tuleks valimi keskmine
seekord leida veidi ebatavalisel teel. Nimelt tahistame f_i—ga tihedusfunkt-
siooni hinnangu, mille saame i.-ndat vaatlust kasutamata (eemaldame va-

limist 4. vaatluse ja leiame siis tihedusfunktsiooni hinnangu). Siis f(z) =
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IS, f—i(X;) on nihketa hinnanguks Ef(z)-le. Saadud meetodit — vali h
vastavalt eeskirjale

. 2 I .
h = i do — = —i(Xi
argmin [ f(o)?ds PPIESIED
tuntakse nihketa ristvalideerimise nime all (unbiased cross-validation).

6.2.3 Hinnangu teoreetilised omadused

Jargnevalt toome &ra moned teoreetilised tulemused, mis aitavad véilja tuua
tuumameetodi eeliseid.

Oletame, et soovime minimiseerida keskmist integreeritud ruutviga (MISE).
Siis saab teatud matemaatilistel eeldustel (tihedusfunktsiooni tuletis on pi-
dev jt) néaidata, et histogrammi tulba optimaalne laius (tulba laius mille
puhul keskmine integreeritud ruutviga iile voimalike valimite tuleb koige
viiksem) on kujul Ay = n~1/3 . ¢;. Kui histogrammi tegemisel kasutada
optimaalset tulba laiust, siis MISFE ~ CQn*Q/?’. Kordajad c; ja co on teata-
vad konstandid, mis s6ltuvad hinnatavast tihedusfunktsioonist endast.

Kui aga kasutada tuumameetodit tihedusfunktsiooni hindamiseks, siis
hopt = n~1/5.¢5 ja optimaalset “venitajat” kasutatades saavutatakse MISE ~
ean™/5 kus ¢3 ja ¢4 on tuumafunktsioonist ja tegelikust tihedusfunktsioo-
nist soltuvad konstandid (taas on kasutatud teatud matemaatilisi eelduseid,
néiteks peab tegeliku tihedusfunktsiooni teine tuletis olema pidev jne).

Miks mainitud teoreetilised tulemused on tihtsad? Kuna n~*° koon-
dub nulliks kiiremini kui n=2/3, siis vihemalt mingist valimi suurusest alates
on tuumafunktsioonil baseeruv hinnang tdpsem kui histogrammil baseeruv
tihedusfunktsiooni hinnang.

Stone’i teoreem véidab, et astimptootiliselt on ristvalideerimise abil saa-
dud aknalaius sama hea (viib sama tépsete hinnanguteni ISE-méttes) kui
optimaalne aknalaius:

Teoreem 6.1 (Stone) Olgu f tokestatud. Olgu fn aknalaiust h kasutades
saadud hinnang tihedusfunktsioonile. Tdhistame ristvalideerimise abil saadud
optimaalset aknalaiust hy-ga. Siis

J(F@) ~ ) dr

L 1.
inf, f(f(ac)— fh) dz

a.s.
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Lisaks saab toestada tulemuse, et kui informatsiooni tegeliku tihedus-
funktsiooni kohta tGepoolest napib, siis pole voimalik leida hinnangut ti-
hedusfunktsioonile, mille MISE (keskmine integreeritud ruutviga) koonduks
nulliks kiiremini kui n=%/° (see ei tihenda otseselt, et tuumameetodil saadud
hinnang oleks tapseim voimalik, aga see tdhendab, et iihelgi hinnangul —
kui me just ei tea lisainformatsiooni tegeliku tihedusfunktsiooni kohta — ei
onnestu hinnangu viga vihendada kiiremini kui tuumahinnangul). Tési, kui
noustume, et tihedusfunktsiooni hinnang ise ei pruugi olla tihedusfunktsioon
(lubame tal omandada ka negatiivseid vaartuseid), on voimalik leida veelgi
kiiremini koonduvaid hinnanguid.

Pohimotteliselt saab leida ka parima tuumafunktsiooni, mille puhul MISE
(viithemalt asiimptootiliselt) koige viiksem oleks. Uheks optimaalseks tuuma-
funktsiooniks on Epanechnikovi tuumafunktsioon. Keskmine voit tépsuses
vorreldes teiste tuumafunktsiooni valikutega on aga tiihine, tuumafunkt-
siooni valikut ei peeta tildiselt eriti kriitiliseks probleemiks. Pigem valitakse
tuumafunktsioon antud rakenduse jaoks vajalike omaduste jargi (néiteks:
kui kasutame normaaljaotust tuumafunktsioonina, siis ei muutu saadud ti-
hedusfunktsiooni hinnang kuskil matemaatilises mottes nulliks — erinevalt
néiteks Epanechnikovi voi iihtlasest jaotusest tuleneva tuumafunktsiooni abil
saadud hinnangutest. Soltuvalt iilesandest voib see olla soovitud voi ebasoo-
vitav tulemus).

6.2.4 Lisainformatsiooni kasutamisest

Arvuti teab vaid seda informatsiooni, mis tema késutusse on antud. Va-
hel arvatakse ekslikult, et piisab statistikapaketile vaid kogutud andmete
edastamisest. Enamasti on sellise ldhenemise puhul tulemuseks kehvapool-
sed tulemused. Kui uurija viitsib moista, millist tunnust ta uurib, siis avastab
ta sageli, et teab tunnuse kiditumise kohta méarkimisvadrselt palju taustain-
formatsiooni. Néaiteks kui uuritavaks tunnuseks on kas kaal voi vanus, siis
peavad uuritava tunnuse véiartused olema positiivsed, X > 0. Kui me arvu-
tiga seda taustainformatsiooni aga ei jaga, hinnatakse andmete pealt sageli
tihedusfunktsioon, mis justnagu lubaks ka negatiivsete vaatluste tekkimist,
vaata néiteks joonist 6.10.

Uuritava tunnuse kohta olevat taustainformatsiooni tuleks parimate tu-
lemuste saamiseks ka kasutada. Kuidas aga tihedusfunktsiooni hindamisel
kasutada teadmist, et uuritava tunnuse vaédrtused ei saa olla negatiivsed?

Toome siinkohal dra kaks erinevat voimalust lisainformatsiooni X > 0
kasutamiseks.
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Joonis 6.10: Tihedusfunktsiooni hinnang ilma lisainformatsiooni kasutamata

n
= 7 [ tegelik jaotus
hinnang
o
S
<X
]
o
o
o T
T T T T T T
-1 0 1 2 3 4 5 6

Tunnuse transformeerimine

Kui X € (0...00), siis In(X) € (—o0...00) ehk juhuslik suurus In(X) voib
paikneda juba reaaltelje mistahes piirkonnas (tema paiknemise kohta meil
enam piiranguid pole). Sageli hinnataksegi juhusliku suuruse Y := In(X)
tihedusfunktsioon ja leitakse seejéarel juba matemaatiliste teisenduste abil,
milline on juhusliku suuruse X = exp(Y') tihedusfunktsioon.

Meeldetuletuseks: Kui soovime leida juhusliku suuruse Y funktsiooni
X = g(Y) tihedusfunktsiooni, siis saame vajaliku arvutuse teha jargmise
valemi abil (eeldame, et g on funktsiooni médramispiirkonnas I pidev ja
monotoonne):

o @) (7)) (@), wel
P {0 ‘ ‘ x g1

Kui kasutasime transformatsiooni X = exp(Y), siis g(x) = exp(z), g~ ! (x) =
In(z) ja (g7 (z) = 1/x. Seega fx (x) = fin(x) (In(z)) /z. Saadud valem voi-
maldab minna tunnuse logaritmitud védrtustele leitud tihedusfunktsioonilt
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iile mittetransformeeritud juhuslike suuruste tihedusele. Antud meetodi ra-
kendamisel saadud tulemust iseloomustab joonis 6.11.

Joonis 6.11: Tihedusfunktsiooni hinnang (X > 0) kasutades logaritmilist
transformatsiooni

[Te}
- ] [ tegelik jaotus
hinnang
e ]
— \
\
\
Te}
9
= I i
o T
T T 1 T T T T
-1 0 1 2 3 4 5 6

Vaatluste peegeldamine

Teine meetod mida kasutatakse kui X > 0 kasutab vaatluste peegeldamist
nullpunkti suhtes (ja peegeldatud vaatluste lisamises esialgsele valimile). Kui
moodetud uuritava tunnuse vaartused on naiteks 12, 15, 16, ... siis lisatakse
taiendavalt valimile veel vaatlused -12, -15, -16, ... . Saadud uue valimi (mis
on esialgsest valimist 2 korda suurem) pohjal leitakse esialgne hinnang tihe-
dusfunktsioonile fl. Saadud proto-tihedusfunktsioonist tépselt pool paikneb
niitid negatiivsete vidrtuste poolel (juhul, kui kasutame stiimmeetrilist tuu-
mafunktsiooni). Tegelikult muidugi ei saa meid huvitav juhuslik suurus X
omandada negatiivseid vadrtuseid. Seega peab fx(z) = 0, kui < 0. Kui vo-
tame ette peegeldatud viartuseid kasutades saadud proto-tihedusfunktsiooni
hinnangu fl ja muudame ta nullist vidiksemate z vdartuste korral vordseks
nulliga, siis peame iilejadnud, nullist suuremat poolt tostma 2 korda (et tu-
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lemuseks saadud funktsioon ikkagi tihedusfunktsioon oleks):

A 0, z<0
fX(«T) _{ 2f1, x>0

Vaatluste peegeldamise ehk valimi kahekordistamise meetodil saadud hin-
nang tihedusfunktsioonile on toodud joonisel 6.12.

Joonis 6.12: Tihedusfunktsiooni hinnang (X > 0) kasutades valimi kahekor-
distamise ehk vaatluste peegeldamise meetodit

e}
= 7 [] tegelik jaotus
hinnang
o
-
<X

n

9

Q

o T
T T T T T T T
-1 0 1 2 3 4 5 6

Kumb kahest viljapakutud meetodist paremini to6tab, soltub konkreet-
sest andmestikust. Logaritmilist transformatsiooni kasutava meetodi puhul
on tihedusfunktsiooni hinnangu parempoolne piirvaértus nullpunktis alati 0
(limg—04 fx () = 0) ehk saadud tihedusfunktsiooni hinnang on pidev punk-
ti x = 0 tumbruses. Seevastu vaértuste peegeldamise meetodi puhul sellist
nouet pole, tihedusfunktsiooni hinnangul esineb sageli katkevuspunkt kohas
xz=0.
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6.2.5 Rakendusnaide

Uheks sageli statistikule ettetulevaks iilesandeks on klassifitseerimisiilesan-
ne: vaadeldud tunnuse voi tunnuste pohjal tuleb uuritavad objektid jagada
kahte voi enamasse teadaolevasse klassi (pank soovib kliente jagada laenu
tagasimaksvateks ja makseraskustesse sattuvateks klientideks; geneetik soo-
vib mone véilise tunnuse jargi aru saada, kas uuritav on AA, AB voi BB
genotiilibiga; botaanik soovib heinakorre laiuse voi mone muu tunnuse poh-
jal médrata mis liiki taimega on tegemist jne). Tavaliselt on sellise iilesande
lahendamiseks kasutada valim, kus eksperdi poolt voi kalleid analiiiise kasu-
tades on maaratud objektide klassikuuluvus. Statistiku iilesandeks on valimi
eeskujul lahterdada ka uued objektid etteantud klassidesse.

Jagagem uuritavaid objekte k-sse erinevasse klassi. Oletame, et on tea-
da iga klassi esinemistoendosus uuritavas populatsioonis (p1, p2,...,px) ja
teame ka klassifitseerimiseks kasutatava tunnuse (voi tunnuste) jaotust iga
klassi jaoks eraldi — teame, milline on tunnuse X jaotus liiki A kuuluvate tai-
mede korral, milline on tunnuse X jaotus liiki B kuuluvate taimede jaoks jne
ehk eeldame, et antud on tihedused f1 := fx|kiass=1, f2 = [X|klass=2s - - -+ [k
Kui peaksime niilid klassifitseerima uue objekti, mille puhul X = z, siis
voiksime esmalt leida tinglikud toendosused P(objekt kuulub klassi 1|X =
x),...,P(objekt kuulub klassi k| X = z) kasutades tingliku toenédosuse vale-
mit:

P(objekt kuulub klassi i| X = z) = M,
fx(x)

kus fx on tunnuse X jaotus uuritavas populatsioonis (iile koigi klasside):

Ix(x) = fip1 + fop2 + ... + frok-

Kasutades leitud tinglikke t6endosuseid on aga voimalik uut uuritavat klas-
sifitseerida — naiteks maérates ta koige toenéolisemasse klassi.

Loomulikult pole reaalse iilesande korral voimalik kasutada tilesande la-
hendamiseks toendosuseid pq,...,pr ega ka tihedusfunktsioone fi,..., fx,
kiill aga on voimalik molemaid suuruseid hinnata uurija kisutuses oleva va-
limi pohjal. Saadud hinnanguid kasutades on voimalik leida ka hinnanguid
tinglikele toendosustele.

Vaata ka joonist 6.13.
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Joonis 6.13: Klassifitseerimisiilesande lahendamine tihedusfunktsiooni hin-
nanguid kasutades
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6.3 Mitmemootmeline tihedus

Ka mitmemootmelist tihedusfunktsiooni saab hinnata tuumameetodi abil.
Kasutada tuleb lihtsalt mitmemootmelist tuumafunktsiooni, mida on néi-
teks voimalik konstrueerida iithemootmeliste tuumafunktsioonide korruta-
mise teel:

K(z,y) = K(z) - K(y).

Kasutades ilaltoodud kahemootmelist tuumafunktsiooni saame leida kahe
tunnuse iihise tihedusfunktsiooni hinnangu:

. 1 <&
fX,Y(x’y) = E Z Khxhy (:an)
i=1

3 1 ¢ z—X; y—Y;
= K K
fxy(z.y) ol ; ( e ) ( Iy )

Vaata ka joonist 6.14.

Joonis 6.14: Kahem66tmeline tuumafunktsioon ja tema abil saadud hinnang
kahe tunnuse iihisele tihedusfunktsioonile

Tudengite pikkuse ja kaalu thise
tihedusfunktsiooni hinnang tuumameetodil

Kahedimensionaalne tuumafunktsioon

kaal (kg)
80 100 120

60

40

150 160 170 180 190 200

pikkus (cm)

Tuumameetodit kasutatakse harva rohkem kui 2-mootmelise tiheduse
hindamiseks. Kui uurime 3- v6i enamamo6tmelisi tihedusfunktsioone tuleb
peaaegu alati teha moistliku tédpsuse saavutamiseks mingeid eelduseid tun-
nuste omavahelise soltuvusstruktuuri kohta. Ilma selliste lisaeeldusteta jaab
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tihedusfunktsiooni hinnang tiiiipiliste valimi suuruste juures viga ebatidpseks
(talutava tépsuse saavutamiseks voime vajada viaga suurt valimit). Selliseid
sobivaid lisaeelduseid on aga sageli mugavam sisse tuua mone teise tihedus-
funktsiooni hindamiseks moéeldud meetodi korral.
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