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Hiiperbooli vorrand

Fikseerime tasandil E5 kaks erinevat punkti F7, F5. Olgu ¢ = %|F1F2|.
Fikseerime reaalarvu a > 0 nii, et ta rahuldab tingimust a < c.

Definitsioon

Tasandilist joont nimetatakse hiiperbooliks, kui selle joone iga punkt X
rahuldab tingimust

MEXM%BXW=2m

Punktid Fy, F5 on hiiperbooli fookused ja r; = |F1 X|,ro = |F2X]|,
r1(X), r2(X) on hiiperbooli punkti X fokaalraadiused.

Hiiperbooli vdrrandi véime kirjutada kujul
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Hiiperbooli vorrand koordinaatides

Olgu {O; e}, &} tasandi ristreeper, kus
@ O on I8igu Fy F5 keskpunkt,

-
o & M FiFy, ler| =1, é; L éy,lea] =1 ja{e1, €2} on parema kae
baas.

Ristreeperit {O; €7, €2} nimetatakse hiiperbooli kanooniliseks reeperiks ja
vastavat koordinaadisiisteemi nimetatakse hiiperbooli kanooniliseks
koordinaadisiisteemiks.

Teoreem

Hiiperbooli vérrand kanoonilistes koordinaatides on

kus b> = ¢ —a?,b > 0. Teise astme vérrandit (1) nimetatakse
huperbooli kanooniliseks vérrandiks.

X. loeng. Hiiperbool ja parabool Analiiiitiline geomeetria



Foranboaa oiiesed.

UaduSed —
=|/€K* g% AR ,},(1, c)i <

e, wlbocly hagdmus / ’r/ ZL Voime.

wrgz{#«cfa /ezyv ¢ = ZI.ZL Teshome  wenTe

Z
é“‘; *4ﬂ_t +4’¢/

t}-
‘9 ’f; .z 2t bat, . )
AWWélne
'( ‘l 4¢—/ch+ﬁ/gf{jxe /;a,
= 4z - [,L r
Secqa vademd' () ML o4 .
v //:rd 4'1 I4¢.6’L/a:a~¢=i Mf&
Tos 7
5!747%-17::-&{;0?141* L#-“— l’l[liﬁxc#ca 1_7/

v Yy L2 ) fO
;rlc"i-«,z L[-P@(' @1%4@ ﬂ\c,z

Tahidame l! g—& 4570 fL
61’% aLé "”>'a1 7‘

X. loeng. Hiiperbool ja parabool Analiiiitiline geomeetria



Joonis, hiiperbool
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Hiiperbooli siimmeetriad

Uurime hiiperbooli siimmeetriaid kasutades kanoonilist vérrandit.
Miirame tasandi teisendust ¢ : E? — E? valemiga ¢(z,y) = (z, —y).
See on tasandi peegeldus abstsisstelje suhtes. Kehtib

P?(x,y) = P(z,—y) = (z,y), seega P? = idp= peegeldus on
idempotentne teisendus. Olgu P(z,y) hiiperbooli punkt, st koordinaadid
x,y rahuldavad hiiperbooli vrrandit

22 2
PR
Niitame, et punkt ¢(P) on ka hiiperbooli punkt. T&epoolest
¢(P) - (l‘, 73/) Jja
N X

x
a? b2 a? b2

Jarelikult hiiperbool on siimmeetriline abstsisstelje suhtes. Analoogiliselt
nditame, et hiiperbool on siimmeetriline ordinaattelje suhtes ja
alguspunkti suhtes. Sellest jareldub, et koordinaatteljed on hiiperbooli
simmeetriateljed ja alguspunkt on hiiperbooli keskpunkt,
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Ekstsentrilisus

x-telg 18ikab hiiperbooli punktides A(—a,0), B(a,0), jarelikult
definitsiooni kohaselt need punktid on hiiperbooli tipud. y-telg ei I15ika
hiiperbooli ja selle parast C(0,b), D(0,—b) nimetatakse hiiperbooli
ebatippudeks. Tippudega A, B miiratud I8iku ja tema pikkust (2a)
nimetatakse hiiperbooli reaalteljeks, ebatippudega C, D maaratud I8iku
ja tema pikkust (2b) nimetatakse hiiperbooli ebateljeks, a,b nimetatakse
hiiperbooli pooltelgedeks.

Definitsioon

. I . oy 2
Arvu € = £ nimetatakse hiiperbooli ekstsentrilisuseks. Arvu p = s

a
nimetatakse hiiperbooli fokaalparameetriks.

Hiiperbooli ekstsentrilisus rahuldab vorratust € > 1. Kehtib

Teoreem

Hiiperbooli fokaalparameeter on vérdne hiiperbooli kérgusega fookuse
kohal.
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Fokaalraadiused

Olgu X (z,y) hiiperbooli suvaline punkt ja r1,rs punkti X
fokaalraadiused.

Teoreem
Kehtivad valemid

ri=€ex+a, ro =€ex—a, (X on hiiperbooli parempoolse haru punkt),

ry = —ex—a, r9 = —ex+a, (X on hiiperbooli vasakpoolse haru punkt),

Kui hiiperbooli poolteljed on a,b (a on reaalpooltelg ja b on ebapooltelg)
ja koordinaadisiisteem on kanooniline, siis hiiperbooli parempoolse haru
parameetriline v&rrand on

vp(t) = (a cosht,b sinht), —oco <t < 400,
ja vasakpoolse haru parameetriline vdrrand on

Yo (t) = (—a cosht, b sinht), —oo <t < +o0.
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Toestus
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Aslimptoodid

Sirgeid

b b
y=—-r Yy=-—-—-0x,
a a

nimetatakse hiiperbooli asiimptootideks.

| \

Teoreem

Hiiperbooli punkti kaugenemisel I6pmatusse piki hiiperbooli haru, selle
punkti kaugus vastava asiimptoodini ldheneb nullile.

Tdestus. Oletame, et X (z,y) on hiiperbooli punkt ja z > 0,y > 0.
Kasutame parameetrilist vérrandit * = a cosht,y = b sinht. Vastava
asiimptoodi vérrandi vdime kirjutada kujul bz — ay = 0. Arvutame
punkti kauguse asiimptoodini. Punkti X kaugus d asiimptoodini on
vordne

d = |bpr — aps| .

ab
T VEIR Jair

| cosh ¢ — sinh¢|.
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Aslimptoodid

Kehtib
t —t t_ o —t

cosht = i, sinht = ¢
2
Seega cosht — sinht = e~ ja

b
lim d=——— lim le”| = 0.

X —oco Va2 + b2 t—oo

Definitsioon

Sirgeid
a a
r=—-—— Yy=-
€ €

)

nimetatakse hiiperbooli juhtsirgeteks.
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Juhtsirged

Teoreem

Olgu X hiiperbooli suvaline punkt, r punkti X fokaalraadius, d punkti X
kaugus fokaalraadiusega samapoolse juhtsirgeni. Punkt X on hiiperbooli
punkt parajasti siis, kui ta rahuldab tingimust

= €.

r
d
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Olgu ! tasandi sirge ja F' temal mitteasuv punkt, st F' ¢ [. Olgu p punkti
F kaugus sirgeni [.

Definitsioon

Parabooliks nimetatakse tasandilist joon, mille iga punkt X asub vordsel
kaugusel fikseeritud sirgest [ ja fikseeritud punktist F'. Punkti F'
nimetatakse parabooli fookuseks, sirget [ parabooli juhtsirgeks ja arvu p
parabooli fokaalparameetriks.

Olgu X tasandi punkt ja d selle punkti kaugus juhtsirgeni [, siis X on
parabooli punkt, kui ta rahuldab tingimust d = |F X]|. Olgu !’ tasandi
sirge selline, et ta I3bib punkti F' ja on risti sirgega [, olgu A sirgete [, [’
IGikepunkt. Parabooli kanoonilise koordinaadisiisteemi konstrueerime
jargmiselt:

@ alguspunkt O on I8igu AF keskpunkt;

e ™ A_F, €y L &1, |e1] = |@| = 1, parema ke baas.
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Parabooli vorrand

Kanoonilises koordinaadisiisteemis fookuse koordinaadid on F'(£,0) ja

; ; 5 —_P
juhtsirge vorrand on x = —£.

Teoreem

Parabooli vérrand kanoonilises koordinaadisiisteemis on y> = 2p .

J,‘ &
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Toestus
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V&rrand polaarkoordinaatides

Olgu tasandil antud ellips. Leiame ellipsi vdrrandi polaarkoordinaatides.
Polaarkoordinaadisiisteemi miirame jargmiselt: a) poolus asub ellipsi
vasakpoolses fookuses; b) polaartelg on sirge, mis labib fookuseid Fi, Fb,
kusjuures positiivne suund on maaratud vektoriga FiF.

Joonis: Ellips
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Ellips

Olgu P ellipsi mingi punkt ja r, 0 tema polaarkoordinaadid. Punkti P
polaarraadius 7 on vdrdne (vasakpoolse) fokaalraadiusega |F} P|. Olgu d
punkti P kaugus juhtsirgeni [. Kehtib

J=¢ (2)

Olgu P’ punkti P ristprojektsioon polaarteljele. Olgu M juhtsirge [ ja
polaartelje 18ikepunkt. On ilmne, et |[M P’| = d. Teiselt poolt
|MP'| = [MFy| 4 |F1P’|. Kehtib |F1P'| =7 cosf ja |[MFi| = 2 —c.
Seega d = ¢ — c+r cosf. Asendades vérrandisse (2) saame

r . D
—_— = € r= -
2 —c+rcosh 1—€cosf’

2 . . ..
kus p = & on fokaalparameeter. Antud v&rrandit nimetatakse ellipsi

a

(hiiperbooli, parabooli) vérrandiks polaarkoordinaatides.

X. loeng. Hiiperbool ja parabool Analiiiitiline geomeetria



Koonuseldiked

Ellips, hiiperbool ja parabool on koonuseliked. Tdepoolest, oletame, et
on antud kahekatteline koonus ja hakkame I8ikama koonust tasandiga.
Séltuvalt sellest, milline on I8iketasandi asend koonuse suhtes, meil
tekivad erinevad IGikejooned.

@ Kui IGiketasand ei labi koonuse tippu ja on risti koonuse
simmeetriateljega, siis Idikejoon on ringjoon.

@ Kui niiiid veidi porame |diketasandit, siis 1dikejoon on ellips.

@ Poodrame ISiketasandit niikaua, et ta on paralleelne koonuse
moodustajaga. Ldikejoon on parabool.

@ Niilid podrame ISiketasandit edasi ja kui tasand on paralleelne
koonuse siimmeetriateljega, siis 1ikejoon on hiiperbool.
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Eksami klisimused

(]

Hiiperbooli definitsioon. Hiiperbooli kanooniline reeper. Teoreem
hiiperbooli kanoonilisest vrrandist.

Hiiperbooli siimmeetriad. Hiiperbooli tipud, poolteljed ja
ekstsentrilisus. Teoreem hiiperbooli kdrgusest fookuse kohal.

Teoreem hiiperbooli fokaalraadiustest.

Hiiperbooli parameetriline vdrrand, hiiperbooli asiimptoodid.
Teoreem hiiperbooli punkti kaugusest hiiperbooli asiimptoodist.

Hiiperbooli juhtsirged. Teoreem hiiperbooli punkti fokaalraadiusest
ja kaugusest juhtsirgeni.

Parabooli definitsioon, kanooniline reeper ja teoreem parabooli
kanoonilisest v&rrandist.

Ellipsi v&rrand polaarkoordinaatides.
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