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Vektori mdiste

Loengukonspekt

Loengukonspektid

@ Aivo Parring, Algebra ja geomeetria, (IV. peatiikk,
Vektoralgebra, V. peatiikk, Sirged ja tasandid, VI. peatiikk,
Ellips, hiiperbool ja parabool), math.ut.ee (Matemaatika ja
statistika instituudi koduleht) — Oppetoé — Kursuste
materjalid — Algebra ja geomeetria

@ Aine MTMM.00.327 " Analiiiitiline geomeetria” koduleht OIS,
Oppematerjalid, slaidid.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Analiiitilise geomeetria rajaja on prantsuse matemaatik René Descartes
(1596 — 1650).
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Analiiitilise geomeetria rajaja on prantsuse matemaatik René Descartes
(1596 — 1650). Analiiiitilise geomeetria meetod tugineb
koordinaadisiisteemi mdistele. Analiiutilises geomeetrias eeldatakse, et
ruumis on antud koordinaadististeem. Mida meie peame silmas, kui
utleme, et ruumis on antud koordinaadisiisteem?
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Analiiitilise geomeetria rajaja on prantsuse matemaatik René Descartes
(1596 — 1650). Analiiiitilise geomeetria meetod tugineb
koordinaadisiisteemi mdistele. Analiiutilises geomeetrias eeldatakse, et
ruumis on antud koordinaadististeem. Mida meie peame silmas, kui
utleme, et ruumis on antud koordinaadisiisteem? Uldiselt,
koordinaadisiisteem maarab kujutust

geomeetrilise ruumi punktide hulk — arvukolmikute hulk.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Analiiitilise geomeetria rajaja on prantsuse matemaatik René Descartes
(1596 — 1650). Analiiiitilise geomeetria meetod tugineb
koordinaadisiisteemi moistele. Analitilises geomeetrias eeldatakse, et
ruumis on antud koordinaadististeem. Mida meie peame silmas, kui
utleme, et ruumis on antud koordinaadisiisteem? Uldiselt,
koordinaadististeem maarab kujutust

geomeetrilise ruumi punktide hulk — arvukolmikute hulk.

Tahtis on see, et kujutus peab olema liks-iihene. Sellisel juhul ruumi igat
punkti vbime samastada arvukolmikuga ja uurida ruumi geomeetriat
algebra meetodite abil. Selles seisneb analiilitilise geomeetria meetodi
voimsus.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Antud loengukursuse geomeetriliseks ruumiks on eukleidiline ruum, so
geomeetriline ruum, kus kehtib eukleidiline geomeetria.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Antud loengukursuse geomeetriliseks ruumiks on eukleidiline ruum, so
geomeetriline ruum, kus kehtib eukleidiline geomeetria. Eukleidilise
geomeetria algmdisted on punkt, sirge ja tasand, seega on nad meie jaoks
defineerimata moisted. Eukleidilises ruumis kehtivad eukleidilise
geomeetria aksiomid.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Antud loengukursuse geomeetriliseks ruumiks on eukleidiline ruum, so
geomeetriline ruum, kus kehtib eukleidiline geomeetria. Eukleidilise
geomeetria algmdisted on punkt, sirge ja tasand, seega on nad meie jaoks
defineerimata moisted. Eukleidilises ruumis kehtivad eukleidilise
geomeetria aksiomid. Kaasaegses geomeetrias on erinevaid eukleidilise
geomeetria aksiomaatikaid (aksioomide siisteem). Kdige tuntum on D.
Hilbert'i eukleidilise geomeetria aksiomaatika. Selle aksiomaatika
lihikirjeldus:
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Antud loengukursuse geomeetriliseks ruumiks on eukleidiline ruum, so
geomeetriline ruum, kus kehtib eukleidiline geomeetria. Eukleidilise
geomeetria algmdisted on punkt, sirge ja tasand, seega on nad meie jaoks
defineerimata moisted. Eukleidilises ruumis kehtivad eukleidilise
geomeetria aksiomid. Kaasaegses geomeetrias on erinevaid eukleidilise
geomeetria aksiomaatikaid (aksioomide siisteem). Kdige tuntum on D.
Hilbert'i eukleidilise geomeetria aksiomaatika. Selle aksiomaatika
lihikirjeldus:

@ algmdisted on punkt, sirge ja tasand;
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Antud loengukursuse geomeetriliseks ruumiks on eukleidiline ruum, so
geomeetriline ruum, kus kehtib eukleidiline geomeetria. Eukleidilise
geomeetria algmdisted on punkt, sirge ja tasand, seega on nad meie jaoks
defineerimata moisted. Eukleidilises ruumis kehtivad eukleidilise
geomeetria aksiomid. Kaasaegses geomeetrias on erinevaid eukleidilise
geomeetria aksiomaatikaid (aksioomide siisteem). Kdige tuntum on D.
Hilbert'i eukleidilise geomeetria aksiomaatika. Selle aksiomaatika
lihikirjeldus:

@ algmdisted on punkt, sirge ja tasand;

@ nende vahelised seosed on vahelsus (punktid sirgel), sisalduvus
(punkt ja sirge, punkt ja tasand, sirge ja tasand), kongruentsus,
geomeetriline vdrdsus (nt vdrdsed I8igud, vdrdsed nurgad, vérdsed
kolmnurgad).

D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Kasutades algmdisteid ja nende vaheliseid seoseid, tuuakse sisse uusi
moisteid.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Kasutades algmdisteid ja nende vaheliseid seoseid, tuuakse sisse uusi
mdisteid. Naiteks, olgu antud sirge ja kaks punkti A, B, mis asuvad
antud sirgel. Kahe punkti A ja B siisteemi nimetatakse 15iguks ja
tahistatakse AB v&i BA. Punktid, mis asuvad sirgel punktide A ja B
vahel, on I18igu AB sisepunktid.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Kasutades algmdisteid ja nende vaheliseid seoseid, tuuakse sisse uusi
mdisteid. Naiteks, olgu antud sirge ja kaks punkti A, B, mis asuvad
antud sirgel. Kahe punkti A ja B siisteemi nimetatakse 15iguks ja
tahistatakse AB v&i BA. Punktid, mis asuvad sirgel punktide A ja B
vahel, on 18igu AB sisepunktid. Eukleidilises geomeetrias eeldame, et
suvalise I3igu AB korral on maaratud tema pikkus (reaalarv) ja vastavat
arvu (pikkust) tahistame |AB].
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Kasutades algmdisteid ja nende vaheliseid seoseid, tuuakse sisse uusi
mdisteid. Naiteks, olgu antud sirge ja kaks punkti A, B, mis asuvad
antud sirgel. Kahe punkti A ja B siisteemi nimetatakse 15iguks ja
tahistatakse AB v&i BA. Punktid, mis asuvad sirgel punktide A ja B
vahel, on 18igu AB sisepunktid. Eukleidilises geomeetrias eeldame, et
suvalise I3igu AB korral on maaratud tema pikkus (reaalarv) ja vastavat
arvu (pikkust) tahistame |AB].

Oletame, et on antud punkt O ja kaks kiirt, mis Idhtuvad punktist O.
Stisteemi, mis koosneb kahest kiirest, nimetatakse nurgaks. lgale nurgale
vastab reaalarv, so nurga suurus.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Kasutades algmdisteid ja nende vaheliseid seoseid, tuuakse sisse uusi
mdisteid. Naiteks, olgu antud sirge ja kaks punkti A, B, mis asuvad
antud sirgel. Kahe punkti A ja B siisteemi nimetatakse 15iguks ja
tahistatakse AB v&i BA. Punktid, mis asuvad sirgel punktide A ja B
vahel, on 18igu AB sisepunktid. Eukleidilises geomeetrias eeldame, et
suvalise I3igu AB korral on maaratud tema pikkus (reaalarv) ja vastavat
arvu (pikkust) tahistame |AB].

Oletame, et on antud punkt O ja kaks kiirt, mis Idhtuvad punktist O.
Stisteemi, mis koosneb kahest kiirest, nimetatakse nurgaks. lgale nurgale
vastab reaalarv, so nurga suurus. Lihtsustades, voib oelda, et eukleidiline
geomeetria on pikkused ja nurgad.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Eukleidilist ruumi tahistame E. Kui eukleidilise ruumi dimensioon on
oluline, siis seda naitame ulaindeksiga. Naiteks, kui eukleidiliseks ruumiks
on kolmem&&tmeline ruum, siis kirjtame E3. Kui tasand
(kahem&dtmeline ruum), siis kirjutame EZ.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Eukleidilist ruumi tahistame E. Kui eukleidilise ruumi dimensioon on
oluline, siis seda naitame ulaindeksiga. Naiteks, kui eukleidiliseks ruumiks
on kolmem&&tmeline ruum, siis kirjtame E3. Kui tasand
(kahem&dtmeline ruum), siis kirjutame EZ.

Olgu X, Y eukleidilise ruumi E punktid. Sellega on maaratud 16ik XY'.
Punktid X, Y ei ole jarjestatud ja selleks on kaks vGimalust: XY véi

Y X. Kui niiiid seda tiilipi tahistuses esimesel kohal olevat tahte
interpreteerime I5igu alguspunktina ja teisel kohal olevat tahte 15igu
IGpp-punktina, siis [0igul on maaratud suund, st meie 16ik muutub
suunatud I5iguks.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Eukleidilist ruumi tahistame E. Kui eukleidilise ruumi dimensioon on
oluline, siis seda naitame ulaindeksiga. Naiteks, kui eukleidiliseks ruumiks
on kolmem&&tmeline ruum, siis kirjtame E3. Kui tasand
(kahem&dtmeline ruum), siis kirjutame EZ.

Olgu X, Y eukleidilise ruumi E punktid. Sellega on maaratud 16ik XY'.
Punktid X, Y ei ole jarjestatud ja selleks on kaks vGimalust: XY véi

Y X. Kui niiiid seda tiilipi tahistuses esimesel kohal olevat tahte
interpreteerime I5igu alguspunktina ja teisel kohal olevat tahte 15igu
IGpp-punktina, siis [0igul on maaratud suund, st meie 16ik muutub
suunatud I5iguks.

Definitsioon

Loiku, millel on fikseeritud alguspunkt, so suund, nimetatakse suunatud
Idiguks ehk seotud vektoriks. Seotud vektorit alguspunktiga X ja
I5pp-punktiga Y tihistame edaspidi XY abil. Kdigi seotud vektorite
hulka tihistame E abil.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Seotud vektorit, mille algus- ja I6pp-punkt langevad kokku, nimetatakse
seotud nullvektoriks.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Seotud vektorit, mille algus- ja I6pp-punkt langevad kokku, nimetatakse
seotud nullvektoriks. Eukleidilise geomeetria tahtsaimad mdisted, st
pikkus ja nurk, saab iile kanda seotud vektoritele.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Seotud vektorit, mille algus- ja I6pp-punkt langevad kokku, nimetatakse
seotud nullvektoriks. Eukleidilise geomeetria tahtsaimad mdisted, st
pikkus ja nurk, saab iile kanda seotud vektoritele. Seotud vektori XY
pikkuseks, tahistame | XY|, nimetame teda mairava I3igu pikkust, st
XY= |XY|

Seega pikkusega null on ainult seotud nullvektorid ja ainult need.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Seotud vektorit, mille algus- ja I6pp-punkt langevad kokku, nimetatakse
seotud nullvektoriks. Eukleidilise geomeetria tahtsaimad mdisted, st
pikkus ja nurk, saab iile kanda seotud vektoritele. Seotud vektori XY
pikkuseks, tahistame | XY|, nimetame teda mairava I3igu pikkust, st
XY= |XY|

Seega pikkusega null on ainult seotud nullvektorid ja ainult need.

Olgu AB, AC kaks seotud vektorit alguspunktiga punktis A (nad on
nullvektorist erinevad vektorid). Iga seotud vektor maarab kiirt, mis
ldhtub punktist A. Seega meil on siisteem, mis koosneb kahest kiirest, ja
see on nurk. Vastavat nurka nimetatakse seotud vektorite AB, AC
vaheliseks nurgaks ja tihistatakse /(AB, AC). Antud definitsioonist
jareldub, et

0< Z(AB,AC) <.

| loeng. Vektori mdiste, tehted vektoritega Analiiiitiline geomeetria



Vektori mdiste

Vastandvektor

Seotud vektor on iiheselt maaratud kolme karakteristikuga:
© alguspunkt,
@ pikkus,
© suund.
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Vektori mdiste

Vastandvektor

Seotud vektor on iiheselt maaratud kolme karakteristikuga:
© alguspunkt,
@ pikkus,
© suund.

Paneme tahele, et kahe punkti X,Y korral (X # Y') meil on kaks
jarjestust, seega meil on kaks seotud vektorit XY ja Y X.
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Vektori mdiste

Vastandvektor

Seotud vektor on iiheselt maaratud kolme karakteristikuga:
© alguspunkt,
@ pikkus,
© suund.

Paneme tahele, et kahe punkti X,Y korral (X # Y') meil on kaks
jarjestust, seega meil on kaks seotud vektorit XY ja Y X. Seotud
vektorit Y X nimetame seotud vektori XY vastandvektoriks ja
vastandvektorit tihistame —XY, seega Y X = —XY . Kehtivad seosed

(-XV) =XV, -XX-XX, |-XV|=[x7]
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Definitsioon

Seotud vektorit AB nimetame kollineaarseks seotud vektoriga C'D, kui
I6ik AB on paralleelne 16iguga C'D v&i nad asuvad iihisel sirgel ja
tahistame AB||CD. Kolm seotud vektorit AB,CD, EF nimetatakse
komplanaarseteks (komplanaarsed seotud vektorid), kui vastavad 13igud
on parallelsed iihe ja sama tasandiga.
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Vektori mdiste

Seotud vektorid

Definitsioon

Seotud vektorit AB nimetame kollineaarseks seotud vektoriga C'D, kui
I6ik AB on paralleelne 16iguga C'D v&i nad asuvad iihisel sirgel ja
tahistame AB||CD. Kolm seotud vektorit AB,CD, EF nimetatakse
komplanaarseteks (komplanaarsed seotud vektorid), kui vastavad 13igud
on parallelsed iihe ja sama tasandiga.

? D

|

l&mwa&sﬂm% f TASAND
A8 || ¢D f /dzn,/sﬂmaauw/ vewtod.

| loeng. Vektori mdiste, tehted vektoritega Analiiiitiline geomeetria



Markused:

(1) Ulalpool antud kollineaarsete vektorite definitsiooni ei saa rakendada
seotud nullvektorile 0. T&epoolest seotud nullvektor koosneb ainult
Uhest punktist ja tema siht ei ole maaratud. Nild arvestame, et
eukleidilises geomeetrias kehtib Eukleidese V aksioom: kui on antud
punkt A (nt see on meie seotud nullvektor) ja sirge I (millel asub
teine vektor), siis alati leidub sirge, mis |3bib punkti A ja on
paralleelne sirgega [. Seega vektorite teoorias lihtsalt
postuleeritakse, et seotud nullvektor on kollinearne mistahes seotud
vektoriga.

@ Komplanaarsete vektorite definitsioonis eeldame, et seotud vektorid
on ruumi vektorid, st @, @,ﬁ IS FS. See tihendab, et
komplanaarsete vektorite definitsiooni ei saa rakendada sirge
vektoritele &' ja tasandi vektoritele o Mainime, et kehtib: kui

kolmikus AB,CD, EF vahemalt kaks vektorit on kollineaarsed, siis
kogu kolmik on komplanaarsed vektorid.
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Markused:

@ Vektorite kollineaarsuse ja komplanaarsuse moisted on tihedalt
seotud vektorruumi teooria moistega " vektorite lineaarne soltuvus
(sBltumatus)”. Vektorite lineaarse séltuvuse mdistet defineeritakse
algebralise tingimuse abil, kus kasutatakse tehteid vektoritega
(liitmine ja korrutamine arvudega). Vektorite kollineaarsuse ja
komplanaarsuse mdiste on geomeetriline Iahenemine vektorite
lineaarse sltuvuse (v3i sbltumatuse) mdistele. Vektorite teoorias
tOestatakse, et kolm vektorit (ruumi vektorid) on lineaarselt
soltumatud parajasti siis, kui nad on mittekomplanaarsed
vektorid. Seega komplanaarsuse mdiste annab geomeetrilise
kriteeriumi selleks, et kontrollida kas antud kolm vektorit on
lineaarselt soltuvad voi sGltumatud. Teoorias tdestatakse, et
kolmemd&&tmelises ruumis (dimensioon on 3!) neli suvalist vektorit
on linearselt soltuvad. Seega komplanaarsuse mdiste laiendamisel
neljale (v3i rohkem) vektorile ei ole motet.
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Vektori mdiste

Samasuunaline vektor

Seotud vektorit AB nimetame samasuunaliseks (vastassuunaliseks)
seotud vektoriga C'D, kui

@ AB||CD, seotud vektor AB on kollineaarne seotud vektoriga C'D,

@ seotud vektorite AB ja CD suunad on iihesugused (suunad on
vastupidised). Oeldut tihistame AB 11 C'D (AB 1] CD) abil.
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Vektori mdiste

Samasuunaline vektor

Definitsioon

Seotud vektorit AB nimetame samasuunaliseks (vastassuunaliseks)
seotud vektoriga C'D, kui

@ AB||CD, seotud vektor AB on kollineaarne seotud vektoriga C'D,

@ seotud vektorite AB ja CD suunad on iihesugused (suunad on
vastupidised). Oeldut tihistame AB 11 C'D (AB 1] CD) abil.

8 5 &
//
A &/

ABT1CD EF 14 GH
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Vektori mdiste

Vordsed seotud vektorid ja vabavektori moiste

Seotud vektorit AB nimetame vdrdseks seotud vektoriga C'D ja
tihistame AB = CD abil, kui

[AB| = [CD|, AB 11 CD.
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Vektori mdiste

Vordsed seotud vektorid ja vabavektori moiste

Seotud vektorit AB nimetame vdrdseks seotud vektoriga C'D ja
tihistame AB = CD abil, kui

[AB| = [CD|, AB 11 CD.

Definitsioon

Olgu AB seotud vektor. Moodustame seotud vektorite klassi, kuhu
kuuluvad kéik seotud vektoriga AB vdrdsed seotud vektorid. Vastavat
klassi nimetatakse seotud vektori AB poolt tekitatud vabavektoriks.
Vabavektorit tahistame AB abil. Seotud nullvektori poolt tekitatud
vabavektorit nimetatakse nullvektoriks ja tihistatakse 0 abil.
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Vektori mdiste

Vabavektori moiste

Kasutades hulga teooria valemeid, vGime kirjutada
AB={CDeE:CD=1A4B},0={A4: Ac E}.

Vabavektoreid tahistame noolega varustatud ladina tahestiku vaikeste
tahtedega @, b, ¢. Selline tahistus réhutab seda, et vabavektoril ei ole
alguspunkti ja I8pp-punkti. Seega AB = d.
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Vektori mdiste

Vabavektori moiste

Kasutades hulga teooria valemeid, vGime kirjutada
AB={CDeE:CD=1A4B},0={A4: Ac E}.

Vabavektoreid tahistame noolega varustatud ladina tahestiku vaikeste
tahtedega @, b, ¢. Selline tahistus réhutab seda, et vabavektoril ei ole
alguspunkti ja I8pp-punkti. Seega AB = d.

Olgu antud ruumi punkt A ja vabavektor d@. On ilmne, et leidub (ks ja

ainult tiks ruumi punkt B selline, et seotud vektor AB tekitab
vabavektorit d@. Sellisel juhul itleme, et seotud vektor AB on vabavektor
a rakendatud punktist A. Teiste sGnadega vGime rakendada vabavektorit
suvalisest punktist ja saame tulemuseks seotud vektori. Sellega seoses
seotud vektorit hakkame nimetama rakendatud vektoriks ja alguspunkti
rakenduspunktiks.
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Vektori mdiste

Pikkus ja nurk

Vabavektori mdiste on defineeritud eukleidilise geomeetria raames, seega
eukleidilise geomeetria tahstaimad mdisted, so pikkus ja nurk, saab
laiendada vabavektoritele. Olgu @ vabavektor, fikseerime punkti A ja

rakendame vektorit @ punktist A, saame seotud vektori AB. Vektori d
pikkust maadrame valemiga

@ = [4B.
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Vektori mdiste

Pikkus ja nurk

Vabavektori mdiste on defineeritud eukleidilise geomeetria raames, seega
eukleidilise geomeetria tahstaimad mdisted, so pikkus ja nurk, saab
laiendada vabavektoritele. Olgu @ vabavektor, fikseerime punkti A ja
rakendame vektorit @ punktist A, saame seotud vektori AB. Vektori @
pikkust maadrame valemiga

@ = [4B.

Olgu @,b kaks vektorit ja A ruumi punkt. Rakendame vektoreid @,b
punktist A, tekivad seotud vektorid AB, AC'. Vektorite @, b vaheliseks
nurgaks nimetame seotud vektorite AB, AC' vahelist nurka, st

-, _

/(@,b) = Z(AB, AC).
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Uhikvektor

Vabavektor on liheselt maaratud kahe parameetriga:
Q pikkus,
@ suund.

Jarelikult kaks vektorit on vordsed, kui nende pikkused on vordsed ja
nad on samasuunalised.
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Vektori mdiste

Uhikvektor

Vabavektor on liheselt maaratud kahe parameetriga:

Q pikkus,
@ suund.

Jarelikult kaks vektorit on vordsed, kui nende pikkused on vordsed ja
nad on samasuunalised.

Vabavektorite hulka tahistame E. Kui dimensioon on oluline, siis
kirjutame E3 kolmem&&tmelise ruumi korral, E? tasandi korral ja E!
sirge korral.

Definitsioon
Uhikvektoriks nimetatakse vektorit pikkusega 1, st @ on iihikvektor, kui

@) = 1.

Vabavektorid on kollineaarsed (komplanaarsed), kui nende poolt tekitatud
seotud (rakendatud) vektorid on kollineaarsed (komplanaarsed).
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Vektorite liitmine

Vektorite liitmine:
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Vektorite liitmine

Vektorite liitmine:

Olgu antud kaks vektorit @,b. Fikseerime punkti A € E ja rakendame
esimest vektorit @ punktist A, tekib seotud vektor AB. Niiiid rakendame
teist vektorit b punktist B, saame seotud vektori BC. Vektorit AC
nimetatakse vektorite @,b summaks ja tahistatakse @ + b vdi AB + BC.
Kui tihistada AC = ¢, siis véime kirjutada kas 6+5: C VoI

AB + BC = AC. Nii defineeritud liitmist nimetatakse kolmnurga
reegliks.
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Vektori mdiste

Vektorite liitmine

Vektorite liitmine:

Olgu antud kaks vektorit @,b. Fikseerime punkti A € E ja rakendame
esimest vektorit @ punktist A, tekib seotud vektor AB. Niiiid rakendame
teist vektorit b punktist B, saame seotud vektori BC. Vektorit AC
nimetatakse vektorite @,b summaks ja tahistatakse @ + b vdi AB + BC.
Kui tihistada AC = ¢, siis véime kirjutada kas 6+5: C VoI

AB + BC = AC. Nii defineeritud liitmist nimetatakse kolmnurga
reegliks.

Naitame, et ilalpool antud vektorite summa definitsioon on korrektne, st
ei s6ltu punkti A valikust. Fikseerime teise punkti A" £ A ja kordame
tilalpool kirjeldatud protsessi. Tekib teine kolmnurk AA’B’C’. Kehtib

AB|A'B',|AB| = |A'B|, BC||B'C",|BC| = |B'C"|.

Seega AABC = AA'B'C’. Jarelikult |AC| = |A'C'|, AC||A'C" ja
joonisel nieme, et seotud vektorid on samasuunalised AC 11 A’C".
Seega seotud vektorid on vérdsed AC' = A’C’. Vérdsed seotud vektorid
tekitavad iihte ja sama vabavektorit, st AC = AC! = ¢,
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Liitmise omadused

Olgu @ mingi vektor. Rakendame vektorit @ vabalt fikseeritud punktist A,
saame seotud vektori AB. Seotud vektori AB vastandvektor on —AB.
Vastandvektori poolt tekitatud vabavektorit tahistame —a ja edaspidi
nimetame vabavektori @ vastandvektoriks. Vektorite liitmise omadused:
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Liitmise omadused

Olgu @ mingi vektor. Rakendame vektorit @ vabalt fikseeritud punktist A,
saame seotud vektori AB. Seotud vektori AB vastandvektor on —AB.
Vastandvektori poolt tekitatud vabavektorit tahistame —a ja edaspidi
nimetame vabavektori @ vastandvektoriks. Vektorite liitmise omadused:

Q ad+ b= b+ a, vektorite liitmine on kommutatiivne;
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Liitmise omadused

Olgu @ mingi vektor. Rakendame vektorit @ vabalt fikseeritud punktist A,
saame seotud vektori AB. Seotud vektori AB vastandvektor on —AB.
Vastandvektori poolt tekitatud vabavektorit tahistame —a ja edaspidi
nimetame vabavektori @ vastandvektoriks. Vektorite liitmise omadused:

-,

Q (a+b)

—

Q ad+ b= b+ a, vektorite liitmine on kommutatiivne;
+c

a—+ (5+ €), vektorite liitmine on assotsiatiivne;
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Liitmise omadused

Olgu @ mingi vektor. Rakendame vektorit @ vabalt fikseeritud punktist A,

saame seotud vektori AB. Seotud vektori AB vastandvektor on —AB.

Vastandvektori poolt tekitatud vabavektorit tahistame —a ja edaspidi

nimetame vabavektori @ vastandvektoriks. Vektorite liitmise omadused:
Q ad+ b= + d, vektorite liitmine on kommutatiivne;

b
Q (@+b)+&=d+ (b+ @), vektorite liitmine on assotsiatiivne;

Q@ di+0=a
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Liitmise omadused

Olgu @ mingi vektor. Rakendame vektorit @ vabalt fikseeritud punktist A,

saame seotud vektori AB. Seotud vektori AB vastandvektor on —AB.

Vastandvektori poolt tekitatud vabavektorit tahistame —a ja edaspidi

nimetame vabavektori @ vastandvektoriks. Vektorite liitmise omadused:
Q ad+ b= + d, vektorite liitmine on kommutatiivne;

b
Q (@+b)+&=d+ (b+ @), vektorite liitmine on assotsiatiivne;

Q@ di+0=a
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Liitmise omadused

Olgu @ mingi vektor. Rakendame vektorit @ vabalt fikseeritud punktist A,
saame seotud vektori AB. Seotud vektori AB vastandvektor on —AB.
Vastandvektori poolt tekitatud vabavektorit tahistame —a ja edaspidi
nimetame vabavektori @ vastandvektoriks. Vektorite liitmise omadused:

Q ad+ b= 5+ a, vektorite liitmine on kommutatiivne;

-,

Q (@+b)+&=d+ (b+ @), vektorite liitmine on assotsiatiivne;

Q@ di+0=a

Qi+ (-a)=0.
Toestame omadust 4. Fikseerimﬂunkti A, rakendame vektorit @
punktist A, tekib seotud vektor AB. Nijiiﬁkendame vastandvektorit
—a punktist B, tekib teine seotud vektor BA. Kasutame kolmnurga

reeglit . . .
i+ (—d) = AB+ BA=AA=
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Summa pikkus

Kuidas vektorite summa pikkus on seotud vektorite pikkustega?
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Summa pikkus

Kuidas vektorite summa pikkus on seotud vektorite pikkustega?

Uldiselt vektorite summa pikkus ei vordu vektorite pikkuste summaga
|@+b| # |@| + |b]! Teiste sdnadega vektori pikkus ei ole lineaarfunktsioon.
Tegelikult kehtib kolmnurga vérratus |@ + b| < |d| + |b].
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Vektori mdiste

Summa pikkus

Kuidas vektorite summa pikkus on seotud vektorite pikkustega?

Uldiselt vektorite summa pikkus ei vordu vektorite pikkuste summaga
|@+b| # |@| + |b]! Teiste sdnadega vektori pikkus ei ole lineaarfunktsioon.
Tegelikult kehtib kolmnurga vérratus |@ + b| < |@| + |b]. Milliste vektorite
korral kehtib vordsus?
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Summa pikkus

Kuidas vektorite summa pikkus on seotud vektorite pikkustega?

Uldiselt vektorite summa pikkus ei vordu vektorite pikkuste summaga
|@+b| # |@| + |b]! Teiste sdnadega vektori pikkus ei ole lineaarfunktsioon.
Tegelikult kehtib kolmnurga vérratus |@ + b| < |@| + |b]. Milliste vektorite
korral kehtib v&rdsus?Vordsus kehtib ainult samasuunaliste vektorite
korral. Kui @,b on samasuunalised vektorid, siis kehtib |@ -+ b| = || + |b].
Kui @,b on vastasuunalised vektorid, siis kehtib |@ + b = | |@| — [b] .

c
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Korrutamine arvuga

Teine tehe on vektorite korrutamine reaalarvudega. Olgu @ mingi vektor
ja « reaalarv. Tuletame meelde, et vektor on taielikult maaratud, kui on
antud tema pikkus ja suund.

Definitsioon

Vektori @ ja reaalarvu « korrutiseks nimetatakse vektorit «d, mis
rahuldab kahte tingimust

Q (pikkus) |adl = |af|a],

@ (suund) ad 1 @, kui @ >0, ja ad 1) @, kui a <0, (kui @ =0,
siis esimesest tingimusest jareldub, et ae@ = 0).
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Omadused

Reaalarvudega koorutamisel on jargmised omadused:

Q a(@+b)=ad+ab,

Q (a+p)i=ad+pa,

Q (af)i=a(Ba)

Q la=a.
Tdestame esimest omadust juhul o > 0 (vt jargmise slaidi joonis).
Kehtib valem (—1)&@ = —a. T&epoolest

[(=1D)al =|-1[l|a| =al, [-al=lal,

seega |(—1)a| = | — @|. Vektor (—1) @ on vastassuunaline vektoriga @ ja
vektor —a (so vektori @ vastandvektor) on ka vastassuunaline vektoriga
a. Jarelikult (-1)@ 11 —dja (-1)d = —a.
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Lineaarkombinatsioon

Kasutades vektorite liitmist ja arvuga korrutamist, meie voime
moodustada avaldise

k
101 +aoda+ ... +apdy = E o d;, (1)
i=1
kus @1, ds, ..., d. on vektorid ja oy, o, ..., ax on arvud. Avaldist 1
nimetatakse vektorite dy, do, . .., ds lineaarkombinatsiooniks kordajaga

Qa1,Q2,...,0. |ahistame
k
b= E ai&}.
i=1

On lihtne naha, et kehtib vaide: kui vektorid d.,ds, ..., dx
kollinearsed (komplanaarsed), siis vektorid @y, ds, . ..,d,b on
kollineaarsed (komplanaarsed).
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Uhikvektor

Olgu @ nullvektorist erinev vektor. Siis vektor
€= —da,

on Ulhikvektor. Vektorit € nimetatakse vektoriga @ samasuunaliseks
tihikvektoriks.
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Eksami kusimused

@ Seotud vektori mdiste. Nullvektor, vastandvektor, kollineaarsed,
komplanaarsed ja vGrdsed seotud vektorid. Seotud vektori pikkus ja
nurk seotud vektorite vahel.

@ Vordsed seotud vektorid. Vabavektori moiste. Vordsed
vabavektorid. Vabavektori pikkus ja nurk vabavektorite vahel.
Kollineaarsed ja komplanaarsed vabavektorid.

© Vabavektorite liitmine. Omadused. Vabavektorite korrutamine
arvudega. Omadused. Vabavektorite lineaarkombinatsioon.
Uhikvektori maiste.
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