Analuutiline geomeetria

IV loeng. Vektorite vektorkorrutis.

Sligissemester 2016

IV loeng. Vektorite vektorkorrutis. Analiiiitiline geomeetria



Vektorkorrutise definitsioon

Olgu 7,7 € E® ruumi vektorid.

Vektorite Z, i/ vektorkorrutiseks (vector cross product) nimetatakse
vektorit & X i/, mis maaratakse kolme tingimusega:

o (pikkus) |Z x 7] = |Z||7] sin ¢, kus ¢ = sin Z(&,§),,
o (siht) Fx gy L& Fxyly,

—- =

@ (suund) kui vektorid Z, ¥ on mittekollinaarsed, siis {Z, ¥, & X ¢} on
parema kae kolmik (vt joonis).

Kui vahemalt iiks vektor on nullvektor (kas & v3i ), siis & x 7 = 0.

Vektori Z x 4 suuna leidmiseks v3ib kasutada parema kae reeglit.
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Parema kae reegel
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Teoreem

Vektorid T, on kollineaarsed parajasti siis, kui T x § = 0 (kollineaarsuse
tarvilik ja piisav tingimus).

Toestus.
Tdestatud teoreemist jareldub, et suvalise vektori Z korral kehtib

Ix ¥ =0.

Teoreem

Kui 2,1y on mittekollineaarsed vektorid, siis vektorkorrutise & X 1j pikkus
on vérdne vektoritele Z, 1 ehitatud roopkiiliku pindalaga

S = | x gl.

Toestus. Roopkiliku OABC pindala S on vdrdne roopkiiliku aluse
|OA| = |Z| (vt joonis) ja kdrguse h = | BH| korrutisega, st S = |Z| h
Kolmnurk OH B on téisnurkne, seega h = |OB| sin¢ = |¢| sin ¢.
Jarelikult

S = [Z]h = |Z|[g] sin¢ = [Z x 7.
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Vektorkorrutise algebralised omadused:
Q ¥ x y=—y x &, vektorkorrutis on kaldstimmeetriline,
Q (aZ+Y)xZ=aZxZ+ [y x Z, vektorkorrutis on lineaarne.

Toestame ainult esimest omadust. On ilmne, et kui vektorid &, ¢ on
kollineaarsed, siis omadus 1 kehtib (v3rduse mdlemad pooled on
nullvektor). Eeldame, et Z }t §/.

a) Pikkus. On t8estatud, et vektorkorrutise pikkus on v8rdne
vektoritele ehitatud roopkiiliku pindalaga. Jarelikult vektorite & x ¢/
ja ¥ x & pikkused on vdrdsed, kuna tegemist on iihe ja sama
roopkiiliku pindalaga.

b) Siht. Vektorid & x ¢ ja ¢ x Z on kollineaarsed vektorid. T&epoolest
definitsiooni kohaselt mdlemad vektorid on risti vektoritega Z, 7/,
seega T X §||¥ X T,

c) Suund. Parema kie reeglist jareldub (vt joonis), et vektorid & x ¢
ja ¥ X & on vastassuunalised. Seega ¥ X ¢/ = —y X Z.
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Kaldsiimeetrilisuse ja lineaarsuse omadus annab voimaluse vektorkorrutise
lihtsustamiseks.

Naide

Olgu antud kaks vektorit @,b, kus |@| = 1,[b] = 2 ja £(@,b) =

Leida |(2d@ + b) x (@ + 2b)|2.
Lihtsustame vektorkorrutist kasutades lineaarsust ja kaldsimmeetrilisust.

|

3

(2a+b) x (@+2b) = 2a@XA+4@xb+bxd+2bxb = 4d@xb—axb = 3axb.
Seega

- = 2 2 3.
|(2a+b) x (@+2b)|? = |3@xb|> = 9|a@?|b|? sin® = = 9-1-4- (‘[) =[27]
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Algebra vaatekohalt vektorkorrutamine on algebraline tehe, st
vektorkorrutamine seab igale paarile (%, ¢/) vastavusse iheselt maaratud
vektori & x . Seoses sellega kerkib loomulik kiisimus, kas on mingi seos
kahe kahekordse vektorkorrutise (Z x ) x Z ja (Z x (¥) x Z) vahel, nt
nad on vdrdsed (assotsiatiivsus)? Osutub, et vektorkorrutamise korral
assotsiatiivsus ei kehti, st

(ZTXY) x24T x(§xZ).

Méirkus. Hiljem naitame, et kahekordne vektorkorrutis rahuldab Jacobi samasust ja vastavat algebralist
struktuuri nimetatakse Lie algebraks. Marius Sophus Lie (1842-1899) oli norra matemaatik. Pindade ja
diferentsiaalvérrandite siimmeetriaid uurides, ta pani aluse pidevate (diferentseeruvate) riihmade (Lie riihmad)
teooriale. Ta nditas, et igale Lie riihmale vastab Lie algebra. Ruumi vektorite vektorkorrutamine on kdige lihtsam

Lie algebra.

Leiame, kuidas vektorkorrutise saab arvutada, kui ruumis on antud
ristkoordinaadid. Selleks oletame, et ruumis on antud ristreeper

{O; 1, €5, 5}. Kuna vektorkorrutamise korral orientatsioon on oluline,
edaspidi eeldame, et koik reeperid on parema kae ristreeperid.
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Teoreem

Olgu {O; &1, €5, 5} parema ke ristreeper ja

—

1= (1131,211721),@ = (35273/2,22)7

suvalised vektorid. Vektorkorrutise koordinaadid avalduvad jargmiselt

1 X Ta = (Y122 — Y221, T221 — T122, T1Y2 — TaY1)-
Toestus. Arvutame €] X €5, €5 X €3,€3 X €. Selleks kasutame
vektorkorrutise definitsiooni. Alustame pikkusest

— — — — . m
|€1 x €3] = |é}1]]|ea] sin 5= 1.

Definitsiooni teine punkt annab €} x €3 | €1,¢ X € L €5, seega

€1 X @||@5. Rakendame definitsiooni kolmandat punkti (parema ke
reegel) ja saame &) x € 11 €5. Arvestades, et pikkused on vdrdsed,
saame

— — —
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Analoogiliselt leiame (iseseisvalt kontrollida) é; x €3 = €1,€3 X €] = &,.
Vektorkorrutise kaldstimmeetrilisuse omadusest jareldub, et

€y X €1 = —€3,€3 X €3 = —€71,€] X €3 = —€5. Seega baasivektorite
korrutustabel on jargmine

€1 Xey = €3, €zXe3=¢€, €3Xe€ =e,
€a X e = —€3, €3Xe€x=—€], €] Xe3= €y,
é’1><€1 = 0, €2X€2:0, 0, _'3X_’3:0.

Niid leiame, kuidas vektorkorrutise koordinaadid avalduvad vektorite
koordinaatide kaudu. Selleks kasutame vektorkorrutise lineaarsust ja
kaldsiimmeetrilisust (vt arvutamine).

Jareldus. Kui vektorid 7} = (1‘1,2/1,2’1),7?2 = (mg,yg, 22) on
mittekollineaarsed, siis vektoritele 7, 75 ehitatud réopkiiliku pindala
avaldub jargmiselt

S =(y122 — y221)? + (2221 — 2122)% + (T1Y2 — T211)%.
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Teist jarku ruutmaatriksi determinant

Teist jarku ruutmaatriksiks nimetatakse arvutabelit

a a
A= 11 Q12 :
a1 Q22
kus a11, @12, as1,aze on suvalised reaalarvud. Teist jarku ruutmaatriksi
determinandiks nimetatakse arvu

|A| =det A = aj1a99 — a12a921.

a11, 012, Q21, A2 Nimetatakse teist jarku ruutmaatriksi elementideks.
Elemendid a11,a12 (a11,a21) moodustavad maatriksi A esimese rea
(esimese veeru) ja elemendid a1, ass (a12,ase) moodustavad teise rea
(teise veeru). Seega elemendi a;; esimene alaindeks ¢ nditab, millises reas
asub antud element (rea indeks) ja teine j nditab, millises veerus seisab
antud element (veeru indeks).
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Sageli teist jarku ruutmaatriksi A determinanti tahistatakse jargmiselt:

ail a2
az; a2

Al =

= 411022 — A12021.

Eespool naitasime, et kehtib valem

— —

1 X Ty = (ylzz — Y221,T221 — T1R2,T1Y2 — $2y1)'

Kasutades teist jarku ruutmaatriksi determinandi maistet, véime kirjutada

- S Y1 z1 xr1 z1 r1 Y1
K XTrg = , = s .
Yz 22 T2 22 T2 Y2
vOI
— - Y1 21 | o r1 21 | o 1 Y1 | o
71T X T9 = 1 — €9 + €3
Ya 22 T2 22 T2 Y2
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Eespool tdestatud teoreemist (vt kollineaarsuse tarvilik ja piisav tingimus)
ja eelmise slaidi valemitest jareldub, et kehtib vaide:

Teoreem

Kaks vektorit 71 = (21,y1, 21)
siis, kui

—

, T2 = (T2,Y2, 22) on kollineaarsed parajasti
o S N SN R N
To 22 T2 Y2
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Kolmandat jarku ruutmaatriksiks nimetatakse arvutabelit

ailp a2 ais
A= a1 Aag2 G23
az1 asz2 ass

Kolmandat jarku ruutmaatriksi A determinandiks nimetatakse arvu (vt
joonis)
|[A| =det A = aj1a0a33 + ai2a23a31 + a13021a32
—a13G22031 — 4120216033 — @11023032.

Kehtib valem

a21 Aa22
as; as2

az1 a3
azi ass

a22 A23

‘A| =an — a2 + ais
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Sarruse valem
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Teame, et vektorkorrutise korral kehtib valem

1 Y
T2 Y2

1 z1
To Z9

y =
Y2 22

—

B ¥ €1 — € +

1><7”2=’

Kasutades kolmandat jarku determinandi valemit, voime kirjutada

N,
€1 €9 €3
T Xrg=|r1 Y1 2
T2 Y2 22

—

Niitid uurime kahekordset vektorkorrutist (@ x b) X €.

Teoreem

Suvaliste vektorite korral kehtib valem

-,

(@xb)x E=<a@,é> b—<b,c> d. (1)

Analiiiitiline geomeetria
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Toestus.

Kui vahemalt tks vektor on nullvektor, siis valem kehtib.

Seega iildsust kitsendamata, eeldame @ # 0, b £0,8#0.

Valime ruumi parema ke ristreeperit {O; €1, €, €3} nii, et €1 71 C.

See on alati v3imalik. Seega ¢ = |c|é}.

Jarelikult €= (|€],0,0). Olgu @ = (a:l,yl,zl),l;: (z2,Ya2, 22). Kasutame
vektorkorrutise koordinaatide arvutuse valemit

L7 z T, Z T
ixb— ( ooz | A Y1 )
Y2 22 T2 Z2 T2 Y2
Rakendades veel kord sama valemit, leiame
SO L= T1 Y1 T1 Z1
(@ x )xc:\é](O; v )
T2 Y2 T2 22

Niid arvutame valemi (1) parempoolel asetseva vektori koordinaadid

—

<@,E>b-<bEe>a = |Axi(w2y2522) — |8 @2 (213515 21)

= |c] (0;21y2 — T2y1; T122 — T221).

Teoreem on téestatud.

IV loeng. Vektorite vektorkorrutis. Analiiiitiline geomeetria



Jacobi samasus

Kasutame teoreemis toestatud valemit

(@xb)XxE = <d,c>b—<bc>a,
(bx &) x <b.i>cd—<é&d>b,
@xa)xb = <&b>a—<cb>¢

Jarelikult

(@xb)x T+ (bxd) xa+ (Exa)xb=0.

Ulalpool kirjutatud samasust nimetatakse Jacobi samasuseks.

‘vektorruum E3 + vektorkorrutamine = Lie algebra

Analiiiitiline geomeetria
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Vektorkorrutise rakendused

Vektorkorrutist kasutatakse teoreetilises fiilisikas, mehaanikas ja tehnikas.
Olgu ruumis antud punkt O (tavaliselt selleks punktiks on
koordiaadisiisteemi alguspunkt). Kui A on ruumi mingi teine punkt,
¥ = Wl on punkti A kohavektor ja punktile A on rakendatud joud F (A
on jou F rakenduspunkt), siis jdumomendiks punkti O suhtes
nimetatakse vektorit . .

M=7xF.
Fiitisikas punkti A kohavektorit 7 nimetatakse jou F &laks. Jdumomendi
suurus on vektori M pikkus. Kui F L7, siis joumomendi suurus on
|M| = |7] - |F), st jsumomendi suurus arvutatakse jdu &la ja jdu suuruse
korrutisena. Niiteks, |7] = 3m, |F| = 2N ja jsumomendi suurus on
6Nm. Sama jsumomendi suurus tekib, kui |7] = 6m, |F| = 1N.
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Figure: A particle is located at position 7 relative to its axis of rotation.
When a force F is applied to the particle, only the perpendicular
component F. produces a torque. This torque 7= 7 X F has magnitude
|7| = ||| FL| = |]|F|sin6 and is directed outward from the page.
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Eksami kusimused

@ Vektorkorrutise definitsioon. Teoreem vektorite kollineaarsusest.
Teoreem roopkiiliku pindalast.

@ Vektorkorrutise omadused. Teoreem vektorkorrutise koordinaatidest.
Teist ja kolmandat jarku determinandi maiste.

© Teoreem kahekordsest vektorkorrutisest. Jacobi samasus.
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