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Matemaatiline analiitis
111 PTK READ
SISSEJUHATUS

Eelnevalt oleme tutvunud erinevate funktsioonide rittaarendustega. Taylori valem punkti x =
a imbruses on kujul

(x—a)*+ ..+

FD oy + L2 (x— )" + Ry,

fx) = —a)+ o

Maclaurini valemi saame, kui Taylori valemis votta arv a vordseks nulliga:

f™ (@)
n!

" n)
f(x) = f(0) +f( ) fz(!o)x2 + ...+fT,(0)x”+Rn(x).
Vaatame funktsiooni
f)=ag+ax+ax*+ .= ) apx”
0 1 2 ; k

Me vdime vaadelda igat muutuja x astet kui mingisugust muutuja x funktsiooni g, (x) = x*

go(x) =x"=1, g1(x) =x'=x, g.(x) = x2,
Siis funktsioon f(x) on kujul

oo

f(x) = apgo(x) + a1 g:(x) + azg,(x) + ... = Z agr (x).
k=0

Seega voime kasutada ka teistsuguselt méaaratud funktsioone g, (x) ja arendada ritta erinevalt
astmereast.

3.1. ARVREAD, REA SUMMA

Definitsioon 3.1.

Arvreaks (lithemalt reaks) nimetatakse lopmatut summat, mis avaldub kujul

[0e]
Zuk=u0+u1+...+un+... (D
k=0

Rea litkmeteks nimetatakse arve ug, u; ....,
rea iildliikmeks nimetatakse suvalise indeksiga rea liiget u,,.

Moodustame rea (1) osasummad jargmiselt:

n
So=Ugp; S1 =Uy + Uy ;S = Zuk.
k=0

Rea osasummade jadaks nimetatakse jada (S,,), kus
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n
Sn = zuk.

k=0
Definitsioon 3.2.
Rea summaks nimetatakse piirvaartust (kui see eksisteerib)
S=1lims§S,,
n—->0oo
Kirjutame
S = Z Uuy.
=0

Aritmeetilised read. Aritmeetilise jada a, = a; + d(n — 1) esimese n liikkme summa S,
avaldub kujul

n

S, = Z(a1 +(k=1d) =a, + (@ +d) + (ag + 2d) + .+ (ar + (n = 1)d).
k=1
Kirjutame rea lilkmete summad tagurpidises jéarjekorras
Sp=(@a+n-Dd)+(a;+(n—-2)d) + ...+ a,.
Liites kokku molemad avaldised, saame
2S5, =QRa;+(n—1Dd)+ 2a; +(n—1Dd)+ ..+ 2a; +(n—1)d) =
=n(2a; + (n — 1)d),

n
S, = E(Zal + (n—1)d).
Esimese n naturaalarvu summa: a; =d =1
n
Sp=14+2+3+ ...+n=z(n+1).

Geomeetrilised read. Geomeetrilise jada a,, = a;q™! esimese n lilkkme summa S,, avaldub
jargmiselt

=a; + a;x + ayx* + ..+ ax™ L

Lopliku rea litkmete saamiseks korrutame saadud summa muutujaga x:
xS, =a;x + a;x* + ...+ a;x™
Lahutame kaks eelnevat avaldist, saame

Sp—x'S,=a; —a;x" =a,;(1—x"),

a; (1 —xm)
S1-x)=a,(1-x") = 8§, =2-"%7
1—x
1—x"
a, = 1: 1_x=1+x+x2+x3+...+xn‘1.
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Harmoonilised read. Harmooniliseks reaks nimetatakse rida

Kui @ = 1, siis saame jargmise harmoonilise rea

OOE Lol L
k_ 2 3 e
k=1

S—1+1+(1+1)+(1+1+1+1>+ +1
no 2 \3 4 5 6 7 8 T

Niide 3.1. Leida osasummade jada ja summa jargmisele reale

Summa §,, avaldub

Lahutame koigepealt murru osamurdude summaks jargmiselt:
2 A N B
nn+2) n n+2

Maéirame kordajad A ja B vordusest 2 = A(n + 2) + Bn.

Kui vottan = 0, siis saame A = 1 ja kui votta n = —2, siis saame B = —1. Seega
2 1 1
nn+2) n n+2

Leiame osasummade jada S,

=Y = 2 () = (-3 G-+ -9+

Koondame liikmed ja saame

Rea summa saamiseks peame vitma piirvéddrtuse jargmiselt

S=1limS§, =1 (1+1+1 ! )—3
) N nl—I}OlO no nl—{go 2 n n+2 2
Seega saime rea summaks

5_3
=3

40
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Il 0sa MATEMAATILINE ANALUUS

3.2. ARVRIDADE KOONDUVUS JA HAJUVUS

Rida
D

k=0
koondub summaks S, kui rea summa S on 16plik (kui eksisteerib 10plik piirvaértus lim S,,),
n—-oo

ehk kui rea osasummade jada (S,,) koondub summaks S.
Rida (1) hajub, kui piirvdartust ei eksisteeri voi kui piirvddrtus on 1dpmatu ehk kui rea
osasummade jada (S,,) ei koondu. Seega kui

Zuk=oo Vﬁizuk=—oo,

siis on tegemist hajuva reaga. Kui real on 16plik summa, siis siimboliga

[0e]

Y

k=0

tahistatakse nii rida kui ka tema summat.

Tarvilik tingimus rea koonduvuseks (rea hajumise tunnus).
Lause 3.1. Kui rida Y,;—, u; koondub, siis tema iildliige 1dheneb nullile:

limu, = 0. (2)

k— oo

Toestus. Kui rida koondub, siis eksisteerib 10plik piirvddrtus lim S, = S. Samuti kehtib
n—-oo

lim S,,_; = S. Kuna kehtib vordus

n—-oo

Uy =UgF U+ FUp g F U, — Uy — Uy — - — Uy = S — Spmq,
siis vottes mdlemast vorduse poolest piirvadrtuse, saame

limu, = lim(S,, — S,_;) = limS,, — limS,,_; =S-S5 =0.
n—-oo n-oo n—-oo n-oo

Tarvilikku tingimust tuleks kdigepealt kontrollida. See tdhendab, et tarviliku tingimuse
kehtimine ei ole piisav rea koondumise iile otsustamiseks, vaid teame seda, et kui tingimus ei
ole tiidetud, voime kindlalt 6elda, et rida hajub. Seetdttu voib tarvilikku tingimust nimetada
ka rea hajumise tunnuseks.

Niide 3.2. Uurida jargmise rea koonduvust

[ee]

PG

k=1
o0

2(—1)’<=—1+1—1+1—---; S5=-1, S,=-1+1=0,

k=1
S;=—1+1-1=-1,..

Rea osasummad moodustavad jada (—1,0, —1,0, ...), mis on hajuv ja seetottu ka vastav rida
on hajuv.
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Niide 3.3. Uurida jargmise rea koonduvust

S
k=1

2:1=1+1+1+1+m; S;=1, S,=1+1=2, S;=1+1+1=3,...
k=1

Rea osasummad moodustavad jada (1,2, 3,4, ... ), mis on tdkestamata ja seetdttu on tegemist
hajuva reaga.

Kirjutame vélja arvrea (1) jargmise summana

Zuk—Zuk+ Z Uy . 3)

k=n+1
Arvrea (1) jadkliikmeks nimetatakse rida

Z Uy, (4)

k=n+1

Arvrea summa S vdime samuti kirjutada jargmisel kujul
S=8,+R,

kus R,, on rea (4) summa.
Koonduva rea (1) korral on rea jadkliige samuti koonduv rida ja tema summa R,, on 1dpmata
véike suurus piirprotsessis n — oo ehk

lim R, = 0.

n—oo

Tehted koonduvate ridadega.

1. Kui arvreas (1) juurde lisada vdi dra jétta 10plik arv litkmeid, siis see ei mojuta rea
koonduvust. Koonduv rida jaéb koonduvaks ning hajuv rida jaib hajuvaks.
2. Kui arvrida (1) koondub, siis koondub ka rida }; cuy, kus ¢ on reaalarv, kehtib vordus

o [o9]

zilcuk ::C:E:1lk.

k=0 k=0

3. Kui kaks erinevat rida ) u; ja ) v, koonduvad, siis koonduvad ka read, mis on
moodustatud nende ridade summast Y. (u; + vy)ja vahest Y. (u, — vi) ning kehtib
vordus

(o] [ee]

D= Yt

k=0 k=0 k=0

Niide 3.4. Uurida jargmise rea koonduvust

[ee]

n=0

Kontrollime koonduvuse tarvilikku tingimust (2), selleks leiame piirvédrtuse.
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] 1
rlll—l;r()]()n 5 —111_r){>101+—5—1.

n

Tarvilik tingimus koondumiseks ei ole tdidetud, seega saame 6elda, et antud rida hajub.

Lause 3.2. Geomeetriline rida
Zq"=1+q+q2+---
koondub siis ja ainult siis, kui |g| < 1. Geomeetrilise rea summa avaldub sel juhul

valemiga
S — Z qk =
=0

Toestus. Kasutame seost
A-9)A+qg+qg*+ ..+q") =1—q"",

n
=0
k=0

suvalise n € N korral. Kui |g| < 1, siis lim g™*! = 0, mistdttu
n—-oo

Saame
1'l+1

_qn+1 1 qn+1 1 1 1
S =1limS, = lim ————— = lim —— — lim = lim g™t = ——.
n—oo n-oo 1—gq nbol—q n-owl-—gq 1—q 1 —gn-ow 1—g¢q

Seega juhul |q| < 1 rida Y3, q* koondub summaks ﬁ.
Kui |g| = 1, siis ei ole tarvilik tingimus koondumiseks tdidetud, ehk lim g™*! # 0. Sellest

n-oo

jéareldub, et sel juhul geomeetriline rida hajub.
Lause 3.3. Harmooniline rida

il 1+ +3 +1+
& ko 4
hajub.

Harmoonilise rea tildliige avaldub valemiga u,, = 1/n, koondumise tarvilik tingimus (2) on

tdidetud, sest

1
lim u,, = lim — = 0.

n—oo n-on

Jéreldus. Tarvilik tingimus lim u,, = 0 ei ole piisav rea }.;_, u; koondumiseks.

n—oo

Lause 3.4. Harmooniline rida

koondub parajasti siis, kui a > 1.
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3.3. POSITIIVSED JA VAHELDUVATE MARKIDEGA
ARVREAD

Definitsioon 3.3.

Positiivseks arvreaks nimetatakse rida

o

z uy , kusu, > 0igak =0,1,2 ... korral. (5)
k=0

Lause 3.5. Positiivne rida (5) koondub siis ja ainult siis, kui tema osasummade jada on
tokestatud, ehk kui leidub arv M > 0, nii et
n

Sn= z u, < Migan=20,1,...korral. (6)
k=0
Jarelikult positiivsete ridade korral rida koondub, kui

Su<n

k=0

(o]
Suee

rida hajub, kui )
k=0

Vordluslaused.
1. Lause 3.6. Olgu Y-, Uk ja Xp=o Vi Sellised read, et
0 < u, <wvyg igak € N korral.

a. Kuirida Y3, v, koondub, siis koondub ka rida ;- uy.
b. Kuirida Y.;_, uy hajub, siis hajub ka rida Y. ;_, vg.
Jéireldus. Lause 3.6 viited a ja b kehtivad, kui mingist indeksist n alates kehtib vorratus
U, < vy iga k = n korral.
2. Lause 3.7. Kui k = o korral on u;~cv; mingi konstandi ¢ > 0 korral, siis mdlemad
positiivsed read Y- Uy ja Xix=o Vx kas koonduvad vdi hajuvad iiheaegselt.
Uy ~cvy téhistab suuruste ekvivalentsust. Suurused on ekvivalentsed, kui piirvdértus nende

suhtest on vordne suurusega 1 ehk

. Uy
lim— = 1.
Vg

Niide 3.5. Uurida jargmise rea koonduvust
i :
—1)2
] 2k —1)

1 1
< —
2k—1"k

Kuna2k —1=k+ (k—1) = k, siis

ning
1 < 1
(2k—1)%2 7 k2
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iga k € N puhul. Olgu
1 1

e

Siis harmooniline rida )}, v, koondub lause 3.4 pdhjal ja vordluslause 3.6 a kohaselt
koondub ka rida Y,y uy, jarelikult on tegemist koonduva reaga.

U

POSITIIVSETE RIDADE KOONDUVUSTUNNUSED
D’Alembert’i koonduvustunnus. Kui leidub piirvéartus

u < 1,siis rida (5) koondub,
gim ZH { > 1, siis rida (5) hajub,
n = 1, siis ei saa otsustada.

Cauchy koonduvustunnus. Kui leidub piirvaértus

lim '{/u_n

n—->oo

< 1,siis rida (5) koondub,
{ > 1, siis rida (5) hajub,
= 1, siis ei saa otsustada.

Raabe koonduvustunnus. Kui leidub piirvaartus

u > 1, siis rida (5) koondub,
Aim n (1 - ZH){ < 1, siis rida (5) hajub,
n = 1, siis ei saa otsustada.

Logaritmiline koonduvustunnus. Kui leidub piirvéartus

lim —2 { < 1, siis rida (5) hajub,

lnui { > 1, siis rida (5) koondub,
noe Inn = 1, siis ei saa otsustada.

Integraaltunnus. Olgu funktsioon f'(x) pidev monotoonselt kahanev piirkonnas [a, o) ja olgu
u, = f(n).Rida (5) koondub siis ja ainult siis, kui paratu integraal

ff(x)dx

koondub, kusjuures tema jasdkliikme jaoks kehtib hinnang

R, < foof(x) dx.

Cauchy tunnus on voimsam kui d’Alembert’i tunnus. Kui d’Alembert’i tunnus voimaldab
otsustada rea koonduvust voi hajuvust, siis vdoimaldab seda ka Cauchy tunnus, kuid mitte
vastupidi. Raabe tunnus on voimsam kui d’Alembert’i tunnus. Logaritmiline tunnus on
omakorda voimsam Cauchy ja Raabe tunnusest. Rea koonduvuse uurimist alustatakse tavaliselt
norgemate koonduvustunnuste rakendamisega, sest nad on lihtsamad. Vdimsamaid tunnuseid
kasutatakse siis, kui ndrgemad tunnused ei anna vastust.
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Niide 3.6. Uurida jargmise rea koonduvust

[ee] Zn
Z 143"
n=0
Rea iildliikme kohta kehtib hinnang

2 2 2\"
<—=(3).
1+3% 37 (3)

Saime geomeetrilise rea tldliikme kui g = 2/3. Kuna geomeetriline rida koondub, siis 1.
vordluslause (lause 3.6) pohjal voime jareldada, et ka temast vaiksem rida koondub.

Niide 3.7. Uurida jargmise rea koonduvust

o 1
Kui n — oo, siis rea iildliikme kohta kehtib jairgmine hinnang
1 B 1 B 1 1 1
2 N - "3
V3n2 +1 Jn2(3+%) n3+o(1) V3

Saime harmoonilise rea tldliikme 1/n. Kuna harmooniline rida Y.;—; 1/n hajub, siis 2.
vordluslause (lause 3.7) pdhjal hajub ka antud rida.

Niide 3.8. Uurida jargmise rea koonduvust olenevalt parameetri a > 0 vaartustest

(0]

2G5

n=0
Kasutame Cauchy tunnust, saame
an a
lim %/u, = lim = lim =a.
n—oo n n-oon+1 n—>001+1
n

Rida koondub, kui a < 1 ja hajub kui a > 1. Kui a = 1, siis koondumise tarvilikust
tingimusest saame

n
an \" n \" 1 ™!
. — . — . — . — . _ — _1
tim = i (255)" = i (3) = i | ) = (1m (143) ) =

* 0.

Seega rida hajub ka a = 1 korral. Samasuguse tulemuseni jdouame ka logaritmilise tunnuse
pohjal:
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Niide 3.9. Uurida jargmise rea koonduvust parameetri p > 0 korral

(0]

nlnp_
n=1
Kasutame Raabe tunnust, saame
( )lnp
u n+ 1)n? I-{1+5

lim n<1— n+1)= lim n(l—%)z lim n = —Inp.
n—oo U, n—oo ninp n—oo 1

n

Kui —Inp > 1 ehk kui p < 1/e, siis rida koondub, kui —Inp < 1 ehk kui p > 1/e, siis rida
hajub.
Kui —Inp = 1 ehk kui p = 1/e, siis rida hajub, sest saime harmoonilise rea, mis hajub lause

3.3 pdhjal.
ZnIHE = Z—; limn=1=0.
n n—-oo

n=1 n=1

Niide 3.10. Naidata, et jirgmine harmooniline rida koondub, kui a > 1 ja hajub kui a < 1.

[ee]

1
F.
- - - - n=1
Kui a < 0, siis rida hajub, sest
lim — = limn% = oo,
n—-oon n—oo

Vaatame juhtu, kus a > 0. Kasutame integraaltunnust, funktsiooniks f(x) = 1/x%.

400

dx ] c
a=1: — = llmlnx| = lim (Inc—In1) = lim In¢ = oo,
X c—>+0oo 1 c—>+0o0 c—>+00
Ood x x—a+l ¢
J — J = lim lim (¢t~ —1).
a aailc—>oo—a+1 1—ac—>oo
1

a>1=>1—-a<0:

[00]

d 1 1 1 1
j &2 lim(ct™% —1) = lim ( 1) =—- (-1 =a.
1 1 a

x@ — qcow — qcoo \c471 1-—
1
o] 2
d 1.84
a<l=1-a>0: f—z lim(c1™% — 1) = oo, 163
a — ( c—> 1.4
1

Seega oleme ndidanud, et integraal koondub juhul, kui a > 1,
tilejddnud juhtudel integraal hajub. Integraaltunnuse pohjal voime 0.4
jéreldada sellest, et ka harmooniline rida koondub juhul a > 1. ]
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Definitsioon 3.3. Vahelduvate mirkidega reaks nimetatakse rida kujul

(0]

Z(—l)"an,kus a, > 0. %)

n=0

Vahelduvate markidega arvrea koonduvuse uurimiseks kasutatakse Leibnizi tunnust.

Leibnizi koonduvustunnus. Kui
a.) a,=za; = ...=2a, = ..,
b) lima, =0,

siis rida (7)

2(—1)"an,kus a,>0
n=0

koondub ja tema jadkliikme

Ru= ) (-Da
k=n+1
jaoks kehtib hinnang:
|Rn| < Qpyg.

Niide 3.11. Uurida jargmise rea koonduvust
o (D"

nlnn’
n=2

Rea tildliige avaldub jargmiselt

a22a32 ...ZanZ Ja

: : 11
lima, = lim =lim—-—=0

n-oconlnn n-con Inn

Leibnizi tunnuse pohjal rida koondub ja tema jasdkliikme jaoks kehtib hinnang:

- 1
Z (_1)kklnk

k=n+1

1

IRn| = S+ Dkt

3.4. RIDADE KOONDUVUSTUNNUSED

Definitsioon 3.4.

Rida (1)

Uy

NgE

_=0
I r

C X

nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui rea liikmete absoluutviirtustest moodustatud

rida (8) on koonduv

[0}

> Il ®

n=0
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Definitsioon 3.5.

Kui rida (1) koondub aga ei koondu absoluutselt, siis sellist rida nimetatakse tingimisi
koonduvaks.

Iga absoluutselt koonduv rida on koonduv. Kui koondub rida (8), siis sellest jareldub, et
koondub ka rida (1).
Rea koondumise uurimiseks on kaks pdhilist koonduvustunnust.

D’Alembert’i koonduvustunnus.
Kui leidub piirvéartus

Upt1
Uy

lim

n—-oo

> 1, siis rida (1) hajub,

{ < 1,siis rida (1) koondub absoluutselt,
= 1, siis ei saa otsustada.

Cauchy koonduvustunnus.
Kui leidub piirvéartus
< 1,siis rida (1) koondub absoluutselt,
ll(l_)lg k |u | {> 1, siis rida (1) hajub,
= 1, siis ei saa otsustada.

Naiide 3.12. Uurida jargmise rea (ndide 3.11) koonduvust

o (—1)"

nlnn’
n=2

Integraaltunnuse pohjal rida hajub, sest

(o] C c

f 1 I f 1 I fd(lnx) lim (InIn x)|¢ = lim (In] InIn2)

- X - = — = o0,
xInx c1 ) In x Cl_)Ilool In x ClIIl ninx)j; clm nlnc —Inln
2 2 2 —00

Kuna vahelduvate mérkidega rida koondub aga ei koondu absoluutselt, siis tegemist on
tingimisi koonduva reaga.

Niide 3.13. Uurida jidrgmise rea koonduvust

- n2"
5n
n=1
Kasutame d’Alembert’i tunnust.
1
L [ (n+ D2t st 2+ D) 2@+ﬂ_2<1
n1—>n°}0 U, N n—r>1;10 5n+1 n2n| nl—r>r010 n h nl—rLlo 5 "5 )

Jarelikult rida koondub absoluutselt.
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3.5.ASTMEREAD

Definitsioon 3.6.

Astmereaks nimetatakse rida, mille liikmeteks on funktsioonid f,, (x) = a,x™ kujul
Z ax=ay+ax+ax?+ .. +ax"+ .. 9
k=0
Astmerea iildisem kuju
Z agx—a)=ay+ta(x—a)+a,(x—a)*+ ..+ a,(x—a)"+ .., (10)
k=0
kus a € R on fikseeritud arv.

Astmerea kordajateks nimetatakse arve ag, ay ...,
rea iildliikmeks nimetatakse suvalise indeksiga rea liiget a,,.

Geomeetriline rida on astmerida kujul (9), kus a;, = 1 iga k € N, korral.

Astmerea iildisemalt kujult (10) saame muutuja vahetusega x — a = t iile minna reale (9) ja
vastupidi. Iga astmerea jaoks on voimalik leida suurus R, mille korral astmerida koondub
absoluutselt, kui |[x — a| < R (|x| < R) jahajub, kui |[x| >R (]Jx —al > R),kus0 < R < oo,

Definitsioon 3.7.

Astmerea (9) koonduvusvahemikuks nimetatakse vahemikku (—R, R),
astmerea (10) koonduvusvahemikuks vastavalt vahemikku (a — R, a + R).
Suurust R nimetatakse koonduvusraadiuseks.

Kui R = 0, siis koondub astmerida vaid punktis x = 0.

Koonduvusvahemike otspunktides vaib astmerida koonduda kas tingimisi voi absoluutselt voi
hajuda.

Koonduvusraadiuse leidmiseks kasutatakse valemeid:

a
R = lim [—|, (11)
n-o [Apyq
1
R = lim - , (12)
noe Vlagl

kui a,, # 0 ja piirvaartused eksisteerivad.

Definitsioon 3.8. Astmerea koonduvuspiirkonnaks nimetatakse hulka X

X = {x € R:rida Z ax® koondub}.
k=0
Definitsioon 3.9. Astmerea absoluutse koonduvuse piirkonnaks nimetatakse hulka A

A= {x € R:rida Zlakllxl" koondub}.

k=0
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Niide 3.14. Leida koonduvusraadius R, koonduvuspiirkond ja absoluutse koonduvuse piirkond
jargmisele astmereale
© (_1)nxn
n+1

n=0

Koigepealt leiame koonduvusraadiuse R kasutades valemit (11):

2
lmflm—ﬁlgl
n +ﬁ

Saime R = 1 ja seega koonduvusvahemik on (—1,1). Selles vahemikus vaadeldav astmerida
koondub absoluutselt. Vahemiku otspunktides tuleb koonduvust eraldi uurida. Kui x = —1,
saame

an

R = lim
n-0 |y

o DD o 1
n+1 =Zn+1'

n=0 n=0

Saime harmoonilise rea, mille koondumist saame uurida integraaltunnuse abil

+00
dx ¢
a=1: f = limIn|x+1|]] = lim (Inc—In1) = limInc = oo.
x+1 c—+ 0 c—+00 >+
0
Integraaltunnuse pdhjal saame oelda, et x = —1 korral rida hajub.

Kui x = 1, saame
GO G GOl

n+1 _0n+1'

n=0 n=

Saime vahelduvate markidega rea, mille koondumist saame uurida Leibnizi tunnuse abil. Kuna
) 1
nl—rLlo n+1 -
saame Leibnizi tunnuse abil delda, et rida x = 1 korral koondub, kuid ei koondu absoluutselt.
Seega koonduvuspiirkond X = (—1, 1] ja absoluutse koonduvuse piirkond A = (—1,1).

0,

Niide 3.15. Leida koonduvusraadius R ja koonduvusvahemik jargmisele astmereale
2, x2n
2.7
n=1

Kuna argument x on astmes 2n, siis teeme kodigepealt muutuja vahetuse t = 2n. Kasutame
valemit (11):

1

t+1 t{1+7

= lim |——| = lim —( t)
t—00 t t—oo t

= 1.

R = lim
n-0 Ay 4q

Seega R = /1 = 1 ja koonduvusvahemik on (—1,1).
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Nidide 3.16. Leida koonduvuspiirkond ja absoluutse koonduvuse piirkond jargmisele

astmereale
Xk
2.
"
k=1

Koigepealt leiame koonduvusraadiuse R kasutades valemit (12):

R =

n—-oo

Saime R = 1 ja seega vaadeldav astmerida koondub absoluutselt vahemikus (—1,1). Vahemiku
otspunktides tuleb koonduvust eraldi uurida. Kui x = —1, saame arvrea

i (—1)k
k )
k=1
mis koondub, kuid ei koondu absoluutselt. Kui x = 1, siis saame arvrea
i 1
k}
k=1

mis on hajuv (harmooniline rida, ¢ = 1). Seega koonduvuspiirkond X = [—1, 1) ja absoluutse
koonduvuse piirkond A = (—1,1).

Teoreem 3.1. Cauchy-Hadamardi teoreem.
(2) Juhul R = 0 koondub astmerida Y5, a,x* vaid punktis x = 0, s.t.

A=X={0).

(b) Juhul 0 < R < oo, siis astmerida Yj>,a;x* koondub absoluutselt vahemikus
(=R, R) ja hajub hulgas (—o, —R) U (R, ), s.t.
(—=R,R) c Ac X c [-R,R].

(c) Kui R = oo, siis astmerida Y5>, a;x* koondub absoluutselt igas punktis x € R, s.t.
A=X=R

Cauchy-Hadamardi teoreem ei védida midagi astmerea koonduvuse kohta koonduvusvahemiku
(—R, R) otspunktides, kui 0 < R < oo,

Teoreem 3.2. Astmerida (9) voib igas 16igus [0, x], kus x € (—R, R), liikmeti integreerida,
kusjuures

X [}

— & n+1
ff(t)dt—Zn_l_lx .
0 n=0

Teoreem 3.3. Astmerida (9) v3ib igas punktis x € (—R, R) lilkkmeti diferentseerida, kusjuures

oo

fl(x) = Z na,x" 1.

n=1

Teoreemid 3.1-3.3 kehtivad ka astmerea (10) korral.
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Abeli lemma. Kui astmerida (9) koondub koonduvusvahemiku (—R,R) parempoolses
otspunktis R, siis selle astmerea summa f(x) on vasakult pidev punktis R ehk f(R—) = f(R):

3 n
lim anx E a,R™.
X—-R~

Kui astmerida (9) koondub punktis —R, siis selle astmerea summa f(x) on paremalt pidev
punktis —R ehk f(—R) = f(—R+).

Funktsioon f on vahemikus X arendatud astmereaks (esitatud astmereana), kui iga x € X =
(¢ — R,c + R) korral on

(0]

F6) = anx =

n=0

3.6. TAYLORI JA MACLAURINI READ
Definitsioon 3.10.

Funktsiooni f(x) Taylori reaks nimetatakse astmerida, mille kordajad (Taylori kordajad)
avalduvad kujul

a =1f(">(c) n=0,1,2
n n! ) yLyLy wee

Taylori rida avaldub jargmisel kujul

[0e]

Y ax-on =

n=0

f@ . '@
TR T

A0
= f@+ — o+t

(x—o)"+

Definitsioon 3.11.
Maclaurini reaks nimetatakse rida, mis saadakse Taylori reast, vottes ¢ = 0:

iﬂ”(n)x f(O) WO +f(")(0)
n!

= f(0) + o "t

Vahemikus X = (¢ — R,c + R) piiramata diferentseeruv funktsioon f on arendatav Taylori
reaks selles vahemikus parajasti siis, kui funktsiooni f Taylori valemi jadkliige R,, rahuldab
vahemikus X tingimust

lim a,, = 0.

n—->oo
Kui funktsioon f on arendatav astmereaks vahemikus X, siis see astmerida on funktsiooni f
Taylori rida. Paljude funktsioonide arendused astmereaks saame tuntud astmeridadest
aritmeetiliste tehete, rea litkmeti integreerimise ja liilkmeti diferentseerimise teel.
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3.6.1. TAYLORI VALEMI TULETAMINE

Oletame, et funktsioon y = f(x) omab koiki tuletisi kuni jarguni (n + 1) (kaasa arvatud)
mingis punkti x = a sisaldavas vahemikus. Leiame hulkliikme B, (x) nii, et

P.(@) = f(@); P'n(@) = f'(@); P"n(@) = (@), .., B (@) = f™(a) (13)
Hulkliiget B, (x) hakkame otsima kujul
P(x)=co+ci(x—a)+c,(x—a)> +c3(x—a)®+ ..+ c,(x —a)? (14)

Selle hulkliikme kordajad leiame tingimusest (13). Selleks leiame enne B, (x) tuletised:
P (x) =c;+2c,(x —a) +3c3(x —a)? + ..+ nc,(x —a)* 1,
P',(x) =2c,+2-3cz;(x—a)+ ..+ n(n—Dc,(x —a)" %, (15)
P, (x)=2:3c3+ ..+n(n—1)(n—-2)c,(x —a)* 3,

PMYx)=n(n-1Dn-2)(n—-3)..-2-1-c,
Asendame niitid valemitesse (14) ja (15) x = a, saame
P,(a) =cy; P’ (a) =cy; P",(a) =2cy; P'",(a) =2"3cs3; (16)
s PP@=n-Dn-2)(n—=3)...-2-1-c,.
Vordustest (13) ja (16) saame

o= F@; &= [@ &= 75" (@; e =7y [ @),y
1
T3 @

ehk
1
= Ef(k)(a); k=0,1,2,..,n,

kus f@(a) = f(a); 0!'=1;1! = 1.
Asendame niiiid need viirtused ¢,, k=0,1,2,..,n valemisse (14), saame otsitava
hulkliikme

f( ) f"(a) f(")( )

P = f(@ + - (- @)+, (=)™ (17)
Téhistame tihega Rn(x) vahe f(x) = B,(x) =R,(x) = f (x) = B,(x) + R,,(x).

(x—a)’+ ..+

Saime valemi, mida nimetatakse Taylori valemiks

£ = f@ + 12 (- gy + L2

R, (x) nimetatakse Jaaklnkmeks. Jarelikult voime nende argumendi x véartuste korral, mille
korral R,,(x) on kiillalt viike, vaadelda funktsiooni y = f(x) asemel hulkliiget (Taylori
valem).

f™(a)
(x—a)?+ .+ =

(x —a)" + Ry (x)

Jareldus 1. limselt R,,(x) = 0 siis, kui funktsioon on n- astme hulkliige, see tdhendab

f(X) = Pn(x) = a() + ax + azxz + a3x3 + .-+ aTl xn
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Sel juhul kujutab (17) endast lihtsalt antud hulkliikme teist kuju. Iga niisuguse hulkliikme voib
lahutada x — a astmete jargi.

Niide 3.17. Esitada hulkliige P,(x) = —5 + 2x + x? muutuja x — 3 astmete jirgi.

Selleks asendame

x=[3+x-3)]: P,(x)=-5+2[3+(x—-3)]+[3+(x—-3)]?
=10+ 8(x —3) + (x — 3)%

3.6.2. TUNTUIMAD ASTMEREAD

x?> x3 x™

x
x — a0 r
e —1+1!+2!+3!+...+n!+....
~ x3 x> X7 x"  nm
smx—x—§+§—ﬁ+ +—'sm7+
B x? x* X" nm
cosx—l—E+Z+--~+Hcos7+....
n—1 nmh—1)n-2)-2
(a+x)”=a"+na"‘1x+n—( )a"‘2x2+...+ ( ) ) ax™ 1 +x",
2! (n—-1)!
! =§:x"=1+x+x2+...x€(—11)
1—x )
© xH1 x2 %3
In(1 + =Z—1n =x——+—+4+ ..., x € (—1,1],
n(1+x) O( )n+1 X——+3 x € ( ]
n=
had x2n+1 x3 x5
=) (-D)n —x—— €[-11
arctan x Z)( )2n+1 X 3+5 ,x € [-1,1]
n=

Niide 3.18. Leida funktsiooni f(x) = arcsin x Maclaurini rida n = 3 korral.

f(x) = arcsinx, f(0) =0,

0 p——— F) =1
1—x2

1) = e £7(0) = 0

2 (1—x2)3’ o

2V X
O T Ay

(1—x2)3 ’

1) =

Saime Maclaurini rea

f///(o) =1.

X3

arcsinx = x+?+
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Niaide 3.19. Leida funktsiooni f(x) =1/(1—2x) Maclaurini rida, méédrata rea
koonduvusraadius R.

1

f(x)=1_2x, f(0) =1,
2

f’(x)=(1_T)2; f'(0) =2,
8

f''x) = A= 227° f"(0) =8,
48

() = a2 £"'(0) = 48.

Saime Maclaurini rea

=14+2x+4x*>+8x3+ ...

1-2x
Sama rea saamiseks vdime kasutada ka jargmise funktsiooni arendust astmeritta

=Zx"= 1+x+x%+ ..
n=0

Asendades suuruse x suurusega 2x, saame

= Z(Zx)” = » 2™Mx™" =1+ 2x+4x%+8x3 + ..
n=0 n=0

Rea koonduvusraadius on

1
1—x

1-—2x

n

1
= l' 2_1 = —,
m >

n-oo

R = lim

n—-oo

27‘L+1

3.7.0RTOGONAALREAD"

Niitena ortogonaalreast vdime kirjutada funktsiooni (9) Legendre poliinoomide lineaarse
kombinatsioonina

f(x) = coPo(x) + c1P1(x) + 2P (x) + ... = Z CrPr(x). (18)
k=0
Legendre vorrand on teist jarku lineaarne diferentsiaalvorrand kujul
(1 —x2)y" —2xy' + I(1+ 1)y = 0, kus I on reaalarv (vt I1l osa, punkt 6.4.6).

Definitsioon 3.12.

Legendre poliinoomideks nimetatakse I astme poliinoome, mis on Legendre vorrandi
erilahenditeks.

1-3-5-.-2-1)(, -1 ,, Wd-DA-2)A-3) ,,
T {x 22l-1D" TZzai-nei-3F }
Kui—1 < x <1, siis Py(x) =1, P;(x) =x,

Pi(x) =
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1 1
P,(x) = 5 (Bx%2—-1), Py(x)= > (5x3 — 3x),

1 4 2 1 5 3
P,(x) = 5(35x —30x*+3), P:(x)= 5(63x — 70x° + 15x).

Funktsioon P,(x) on k jarku muutuja x poliinoom. Iga x astet saame ndidata Legendre
poliinoomide lineaarse kombinatsioonina

1 1
xOZPO, x1:P1, x2:§(2P2+P0), x3:§(2P3+3P1),

1 1
x* = £(8P4 +20P, + 7P,), x° = 3 (8P5 + 28P; + 27P,).
Sellisel juhul funktsioon (18) avaldub kujul
a a a
f(X) =a0P0+a1P1 +?2(2P2+P0)+§(2P3+3P1)+£(8P4+20P2+7P0)+

a
+6—§(8P5 + 28P5 + 27P) + ..

_ a, au 3a; 3asg
2a, 4a,
+<T+T+"')P2 (19)

+(2a3 i )P + <8a4+ )P + <8a5 + )P +

5 9 es 3 35 es 4 63 e 5 e
Loodusteadustes kasutatakse lahendeid, mis asuvad vahemikus —1 < x < 1, sellel 15igul
kehtib

1 0, k+m

2
= — = 2
| PGB dx = = B { e (20)
2m+1
Seda kasutame vorrandis (18) olevate kordajate c, leidmiseks. Selleks korrutame vorrandit (18)
funktsiooniga B, (x) ja integreerime

-1

[0e]

dx = Z Cr f P, (x) P, (x) dx.

k=0

[ P f@dx = [ P [i KPL)

-1 -1 k=0
Kasutades vorrandit (20)

. X 2m+1 X
[ P pGdx = [ PrCOPe@ dr =5 en o= T [ a0 f
-1 -1 -1

Rakendame valemisse (9)
1

[} o) 1
2Zm+1 2m+1
tm = me(x) Z apxk dx = > Z ay me(x) x* dx.

-1

Asendades B, (x), saame avaldada konstandid c,,, konstantide a; kaudu.
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Niide 3.20. Leiame m = 0 korral kordaja c,.

PO = 1,
1 xk+1 i
Cozfzakkadx' ka = :{2k+1' k paaris
k=0 1 1 R Y 0, k paaritu
2 , Q4 Qg A2k
TGt rg Tt 2k +1

Saime sama kordaja P, jaoks, kui valemis (19).

Uldjuht.

Definitsioon 3.13.
Integreeruva ruuduga funktsioonide siisteemi {g,(x)} nimetatakse ortogonaalseks 1digul
[a, b], kui

b
f g9,x)g.,(x)dx =0, m#+n

ja ortonormeerituks 15igul [a, b] , kui

0, m+n

b
[ 8,00, @ dx =6, ={) mZE
a

Olgu {g,(®)}, n = 1,2,3,..., funktsioonide siisteem, mis on ortogonaalne 1digus [a, b]
kaalufunktsiooni w(x) suhtes
b

Jg;“n(x)gn(x) w(x)dx = 0, m # n.

a
Olgu f(x) suvaline funktsioon, mis on defineeritud 16igus [a, b], mida saab laiendada hulka

{gn ()},

) b
F = g |onewe |
k=0 a
b o0 b b
[ gn@fGwe dx = e [ guCf W) dx =cp [ gn@gn@w) dx
a k=0 a

a

Asendame m muutujaga n

a0 dx
' f:g;i(x)gn(x)w(x) dx

Nimetaja on funktsiooni {g,,(x)} normeerimisintegraal, ruut normist

58



Il 0sa MATEMAATILINE ANALUUS

b
1
T [ gor@mwe ax

b
lgnll = f GG OWE) dx, ey =

Funktsiooni normeerimiseks tuleb funktsioon jagada tema normiga, tulemuseks saame
ortonormeeritud hulga
1 b
_ _ _ 0 m#n
=——4g,(), > (x Ow(x) dx =6ppp =1, , X
G =0, | GnCOmwe) dr=on,={} TN £

= i Cn " g,(X).
k=0

b b
1
o [ G W) dx = [ G@F W) d

Ch =

Ortonormeeritud siisteem {g,(x)} on tiielik, kui iga funktsioon f(x) on avaldatav 16igus
lineaarkombinatsioonina siisteemi funktsioonidest

0 b
f(x) = Z Cn gn(X), Cn = f gL, f(0Ow(x) dx.
k=0 a

Funktsioonid f(x) voivad olla pidevad ja ka tiikiti pidevad, omavad 16pliku arvu 10plikke
katkevusi ning 10pliku arvu maksimum- ja miinimumpunkte selles 16igus. Funktsiooni saab
arendada ritta

f) = fix) = cogo(x) + 19, (x) + ... + crgx (x),

[ - fe@Pwe - 0, ko,

a

Rida fi (x) koondub 16igul [a, b] keskmiselt funktsiooniks f (x). See tdhendab, et koondumist
funktsiooniks f(x) ei pea toimuma iga muutuja x korral.

Loodusteadustes on rakendusteks jargmised néited:
1. Elektrostaatikas ja gravitatsiooniteoorias

o)

(1—2xt+t3>)"12 = Z tkpP,(x).

k=0

Rida koondub kui |x| < 1 ja |t| < 1. Elektrostaatiline potentsiaal.
2. Hajumisteoorias

el™ =% 2k + Di* - j, (t) - P (x),
kzzo k k

kus j (t) on sfadrilised Besseli funktsioonid. Rida koondub kui |x| < 1 iga t korral.
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3.8. FOURIER READ

Tuntuim ja kdige enam uuritud ortogonaalrida on trigonomeetriline siisteem {1, cos x, sin x,
cos 2x, sin 2x, ...}.Olgu f(x) 16igus [—m, m] méadratud funktsioon. Teatud tingimustel on
funktsioon f(x) esitatav summana

a
(x) = =24 (ay cos kx + by sinkx ), (21)
2
k=1

kus ay, ay, by, ay, by, ... on mingid konstandid. Eeldame, et f(x) on 1digus [—m, ] integreeruv
funktsioon ja korrutame vorduse (21) mdlemat poolt trigonomeetrilise siisteemi elementidega
ja integreerime iile 16igu [—m, ] (oletame, et see on vdimalik). Kasutades seoseid

A s s

fcoskxdx = fsinkxdxz fsinkx-coskxdx =0,
-1 -1 -1
T s s
f cos?® kx dx = j sin? kx dx = m, J dx = 2m,
-1 -1 [
T s T
fcoskx-cosmxdx= jsinkx-sinmxdx= jcoskx-sinmxdx=0, k #m,
-1 -1 -1

saame kordajate ay, ja by jaoks valemid

T
1
ak=;jf(x)-coskxdx, k=0,1,2,..;
-1

(22)

V3
1
bkzgff(x)-sinkxdx, k=12, ..
-1

Definitsioon 3.14.

Funktsiooni f(x) trigonomeetriliseks Fourier’ reaks 15igus [—, 7r] nimetatakse rida

a
f(x) =?0+Z(akcos kx + by sinkx), (23)
k=1
kus kordajad ay, ay, b, on maératud seostega

T
1
akzgff(x)-coskxdx, k=012 ..;
—T1T

(22)

T

1
bk=; Jf(x)-sinkxdx, k=12, ..

-1
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Valemi (23) voime kirjutada ka kujul

a
f(x) = ?0+ a, cosx + a, cos 2x +az cos 3x + ...+ by sinx + b, sin 2x + by sin3x + ...

Naide 3.21.
0<x<m

1,
f(x)={0' T<x<O

a
f(x) = 70+ Z(ak coskx + by sinkx ),
k=1

T s
1 1
- ff(x)'coskxdx, k=012, be=— ff(x)'sinkxdx: k=12,..
“n -7

Punktis 0 on katkevuspunkt

T 0 T
1 1 1
ao=EJf(x)-ldx=;jf(x)-ldx+;Jf(x)-1dx=1,
-1 -7 0

s TL'
_1.]’() kd—lf kd_lsinkx"_
ak_n flx cosxx—n cosxx—n r 0—,
-7 0
s s T
1 ) 11 . 1/ coskx 1
b, =— ff(x)-smkxdx=—fsmkxdx=—(— ) =— (1 — coskm),
s s s k o km
-7 0
1, k paaris 2 _
coskn—{_l, k paaritu k= k paaritu,
()—a0+b % + b sin 3x + be sin 5x + _1+2<_ +sin3x+sin5x )
fx) = > 1 Sinx + bg sin 3x s sin 5x =t sin x 3 z .
Osasummad
5_1 S—1+2' S—1+2<' +sin3x>
1750 9275 nSHIX, s=5 1o sin x 3 ;
g _1+2<_ +sin3x+sin5x>
=5t sinx 3 z
. l 051 TS 3 p 3\\_/2 ST [N 3
i1 -5 n 5 10 S;
-05 u;
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Fourier’ integraali saame, kui teisendame Fourier’ rea integraalkujule

[0e]

f&x) = f [u(y) cos xy + v(y) sinxy] dy,
0

1 [ 1 [
u(y) = - f f(x) - cosxydx, v(y) = - f f(x) - sinxydx.
Fourier’ integraali saab esitada ka eksponentkujul. Kasutades Euleri vorrandeid
1, . . 1, . .
Cosxy =75 (e +e7™), sinxy = - (e™y — etx7),
Defineerime funktsiooni

1
w(y) = 3 [u(y) —iv(y)].

Asendame Fourier’ integraali, saame Fourier’ rea eksponentkuju
r . 1 .
= [wwedy  wo) =5 [ foe
Eksponentkuju saab simmeetrilisemaks teha asendusega g(y) = v2nw(y)

1 [ , ;@ |
f<x>=ﬁ_£ 9@)e™ dy g(y)=ﬁ_£ (e dx.

Neid valemeid nimetatakse Fourier’ teisendusteks.
Fourier’ teisenduste jaoks on vajalik, et funktsioon oleks médratud vahemikus (—oo, ) ja seal
absoluutselt integreeruv, ehk leidub Q:

[1reolax =e. ) i
Niide 3.22. ]
A4, —a<x<a
f(x) - { O, mu]'al 3 2 a0 1T, 2 3 W M i
90 = 2Aa sinay 1o
Vim ay i
fx)=e%, a>0,
1 _y_z 041
9(y) = N z
f(x):e_ax, x>0,a>0, . - - 19 ’
1 sa-—iy 1
g(y) = — (ﬁ) 0s 089
V2m\a® +y
0.6
1 a 06
Re(909) = 732 (755 : ; N
0z 0.2
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IV PTK MITME MUUTUJA FUNKTSIOONID

4.1. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONI MOISTE

4+ Kui x ja y on ristkiiliku kiilgede pikkused, siis pindala S avaldub valemiga § = x - y. Igale
X ja y vairtuste paarile vastab pindala iiks vaértus, S on kahe muutuja funktsioon.

4 Kui risttahuka servade pikkused on x,y, z, siis tema ruumala avaldub kujul V = x -y - z.
Ruumala V on kolme muutuja funktsioon.

#+ Ideaalse gaasi olekuvorrandist pV = nRT saame avaldada gaasi ruumala

nRT
V= f(p,T,TL) = T

Ruumala V on 3 muutuja p, T ja n funktsioon ehk V = f(p, T, n).
+ Funktsionaalne sdltuvus R on nelja muutuja funktsioon, mis on antud jargmiselt
R = x% 4y + 22
Vi+eZ

Definitsioon 4.1.

Kahe muutuja x ja y funktsioon on z, kui igale muutuvate suuruste x ja y paarile vastab
tiks muutuva suuruse z vaartus z = f(x,y).

Votame argumendi vdértuste paari: x = xg,y = yo. Kui nendele vastav z vdértus on olemas,
siis Oeldakse, et kahe muutuja funktsioon z = f(x, y) on méaaratud punktis (xg, yo).
Kolme voi enama arvu muutujate funktsioonid defineeritakse analoogiliselt.

Definitsioon 4.2.

Kahe muutuja funktsiooni miiramispiirkonnaks nimetatakse argumentide x ja y
védrtuspaaride (x,y) hulka, mille puhul funktsioon z = f(x, y) on méératud.

Funktsiooni méadramispiirkonda saab kujutada geomeetriliselt. Kui x ja y iga vairtuspaari
kujutada xy tasapinna punktidena, siis funktsiooni maaramispiirkonda kujutab teatud punktide
hulk tasapinnal.

158
Niide 4.1. Leida médramispiirkond funktsioonile

fGy) =y1—-x%—y2

Et funktsioon oleks miiratud, peab juuritav olema mittenegatiivne:
1-x2—9y2>0 = x*+y2<1.

Mairamispiirkonnaks on punktid ringjoone sees vO1 ringjoonel.

Niide 4.2. Leida méddramispiirkond funktsioonile 45
flx,y)=In(1—-x2—-vy?) = x?+y2<1.

Maiidramispiirkonnaks on punktid ringjoone sees, ringjoon ei ole kaasa arvatud.

Niide 4.3. Leida médramispiirkond funktsioonile

f(x,y) =In(a? — x2) + In(b? — y?).
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a’—x*>*>0 —a<x<a,

b? —y2>0 —b<y<hb, —a a

kus a, b on konstandid.

Vaatleme funktsiooni z = f(x, y),mis on méaratud xy — tasapinna
mingis piirkonnas G. Piistitame piirkonna G igas punktis (x, y) ristsirge ja asetame sellele 1digu,
mis vordub funktsiooni vadrtusega f (x, y).

Nii saame punkti P koordinaatidega (x,y, z), z = f(x, y). .

Kahe muutuja funktsiooni f(x,y) graafikuks nimetatakse
punktide P hulka, mille iga punkti koordinaadid rahuldavad
vorrandit z = f(x,y).

P
Definitsioon 4.3. l
G

Jargnevalt defineerime m muutuja funktsiooni,
tema médramispiirkonna ja graafiku.

Definitsioon 4.4.

Olgu hulk D ¢ R™. Kui igale punktile P = (xq, x5, ..., x,,) hulgast D on eeskirja f abil
vastavusse seatud iiks ja ainult iiks reaalarv u, siis 6eldakse, et hulgal D on madratud m
muutuja funktsioon ja kirjutatakse

u=f(xq,x2,...,Xm), V(xq,%x2, ..., Xn) €D
vOi
u=f(P), VPED.

Hulka D nimetatakse funktsiooni f madramispiirkonnaks.
Funktsiooni f graafikuks nimetatakse hulka

Gr(f) ={Q = (x4, e, X, w): P = (x4, X3, ., X;p) € D,u = f(P)}.

Kaks m muutuja funktsiooni u = f(xq, x5, ..., xp) jau = g(xq, x5, ..., X,,) 0Sutuvad samadeks
funktsioonideks, kui neil molemal on iiks ja sama méadramispiirkond D ja samad vastavuse
eeskirjad.

4.2. KAHE MUUTUJA FUNKTSIOONI
PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Definitsioon 4.5.
Punkti My(xq,y,) iimbruseks raadiusega r nimetatakse punktide hulka, mille iga punkti

koordinaadid rahuldavad vérratust \/(x — x¢)2 + (y — yo)? < r, need punktid asetsevad ringi
sees, mille raadius on r ja keskpunkt on M, (x,, vo).

Defineerime kahe muutuja funktsiooni piirvéartuse. Olgu antud xy tasapinna mingis piirkonnas
G madratud funktsioon z = f(x,y). Vaatleme mingit punkti M,(x,,y,) selles piirkonnas.
Téhistame kahe punkti vahelist kaugust d (4, B).
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Definitsioon 4.6.

Funktsiooni f(x,y) piirvairtuseks punkti M(x,y) ldhenemisel punktile Mg(xg,yo)
nimetatakse arvu A, kui argumendi tokestamatu ldhenemine punktile (x,,v,) toob kaasa
funktsiooni f(x, y) véartuste tokestamatu lahenemise arvule A.
Kui arv A on funktsiooni f (x, y) piirvaartuseks punkti M (x, y) ldhenemisel punktile My, Siis
Kirjutatakse

Jim f(x,y) = A

y=Yo

ehk f(xry) - A: kUl (x,y) - (xOJyO)-

Kui 4 = 0, siis 6eldakse, et funktsioon f (x, y) on punkti M, (x,, y,) timbruses lopmata viike
suurus.

Kui A = oo vdi A = —oo, siis 6eldakse, et funktsioon f(x,y) on punkti M,(x,,y,) tmbruses
Iopmata suur suurus. Kahe muutuja funktsiooni piirvaértuse korral kehtivad iithe muutuja
funktsiooni piirvaartuste teooria pdhilised teoreemid.

Teoreem 4.1.
Lopliku arvu funktsioonide summa piirvaartus vordub nende piirvairtuste summaga.

x = %0, Y = Yo, f(x,y) > A g(x,y)— B siis
f(x,y) +g(x,y) > A+ B.

Analoogiliselt
fx,y)—gx,y) > A-B.

Teoreem 4.2.
Funktsioonide korrutise piirvairtus vordub piirvéirtuste korrutisega.

X = X0,y = Vo f(x,¥) = A4, g(x,y) = Bsiis
f(x,y)-g(x,y) > A-B.

Teoreem 4.3.
Kahe funktsiooni jagatise piirvaidrtus vordub nende funktsioonide piirvairtuste jagatisega
eeldusel, et nimetaja piirvairtus ei vordu nulliga.

Kui
x = x0,Y = Yo, f(x,¥) > A,9(xy) - B,
siis
f(x,y) A
- —.
gx,y) B

Definitsioon 4.7.
Kui punkti My = (x,, y) timbruses on funktsioonil f(x,y) olemas piirvéartus

lim f(x,y) = g(y)
X—>Xo
ja piirvédrtus
lim g(y) =4,
Y—=Yo

siis arvu A nimetatakse funktsiooni f(x,y) korduvaks piirvidrtuseks punktis M, ja
kirjutatakse

lim lim f(x,y) = A.

Yy—=Yo X—Xo
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Analoogiliselt
lim lim f(x,y) = B.

X=Xx0Y~>Yo

Niide 4.4. Leida jargmised piirvaartused.

5—xy
lim(2x? —y?) = -2; =5;
x>1 x-1x2 y2
y-2 y-0
. Sinxy _ xsin xy ) sin xy
i — = = li; =lmx-lm—-==q
y—-0 y y—0 xy y—-0 y—-0 xy
sin (x2 + y?) ~ sinz?
im = lim =
x—0 x2 + yZ 2250 Z2
y-0

Uleminek polaarkoordinaatidele: x = r cos ¢, y = r sin ¢. Kui (x,y) — 0, siisr — 0 iga
nurga ¢ korral ja x? + y? = r? Leiame polaarkoordinaatidele iile minnes jirgmise
piirvairtuse:

3 3

x4y r3(cos3¢ + sin3¢)
lim ——=— = lim =
x>0 x2 4+ y2  r>0 T2
y—0

Arv A on funktsiooni f(x,y) piirvaartuseks punktis M, siis ja ainult siis, kui piirprotsessi iga
lahenemisteed mooda punktile M, annab arvu A. Kui on vaja ndidata, et piirvaartust punktis M,
ei eksisteeri, tuleb leida kaks ldhenemisteed punktile M, ja ndidata, et piirvadrtused on erinevad.

Niitame, et jairgmist piirvairtust ei eksisteeri:
x2 — 2
lim =
(x,y)-(0,0) X2 + y?
Liheneme punktile (0,0) mooda sirget y = x, Siis
x2 —y? x? — x? x*(1-1) 0

im ———=Ilim =lim————==-=0.
xy)-00 x% +y2 x>0x%2+x2 x>0 2x2 2
y=x

Liheneme punktile (0,0) mooda sirget y = 2x, siis

. xz—yz_l_ x*—(2x)>  -3x* 3
() 200,0) X2 + y2 *o0 X2 + (2x)2 *50 5x2 5
y=2x
Mirkus. Kui argumendid ldhenevad punktile (x, y), kus nad ei ole vordse vdirtusega: x # y,
siis tuleks piirvédrtuse leidmisel ldheneda punktile modda sellist sirget, mis ldbib antud punkti.

Naiteks punkti (—1,1) korral v3ib ldheneda punktile modda sirget y = x + 2 vdiy = —x.
Definitsioon 4.8.

Funktsiooni z = f(x,y) nimetatakse pidevaks punktis (xq, yo), kui ta on selles punktis
médratud ning funktsiooni véartus punktis (xg, y¢) vordub tema piirvdartusega lihenemisel
sellele punktile

lim f(x,y) = f(xo, ¥o)

X—X0

y=Yo

66



Il 0sa MATEMAATILINE ANALUUS

Funktsiooni, mis on pidev mingi piirkonna igas punktis, nimetatakse pidevaks selles
piirkonnas. Pidevuse tingimuse vib kirjutada ka kujul
lim Az = 0.
Ax—0
Ay—0
Koik mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad oma maidramispiirkonnas.
Kui funktsioon f(x,y) ei ole pidev punktis (xg, y,), siis 6eldakse, et funktsioon f(x,y) on

katkev selles punktis. Sellel juhul nimetakse punkti (xq,y,) funktsiooni f(x,y)
katkevuspunktiks.

Teoreem 4.4, Koik mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad oma
médramispiirkonnas.

Niide 4.5. Néiidata, et funktsioon

2
xy

floy) =4x2+y?

0, kui x2+y2=0

, kuix?+y2#0

on pidev oma méadramispiirkonnas.

Funktsiooni f miiramispiirkond on kogu xy-tasand. Igas piirkonnas, kus x? + y2 # 0, on
funktsioon f elementaarfunktsioon ja teoreemi 4.4 pohjal pidev. Kontrollida tuleb funktsiooni
f pidevust ainult punktis (0,0). Selleks kasutame pidevuse definitsiooni ja vOotame piirvédrtuse

xy?

lim ———=0=£(0,0),
(x,y)~(0,0) X% + y? f(0.0)
siis jarelikult funktsioon f on pidev ka punktis (0,0). Seega funktsioon f on pidev oma
médramispiirkonnas. Kui piirvédrtus ei vordu funktsiooni védrtusega antud punktis, siis

funktsioon on katkev selles punktis.

Kahe muutuja funktsiooni piirvédirtuse ja pidevuse moisteid saab tldistada ka m muutuja
funktsioonide jaoks. Olgu hulk D c R™ ja funktsioon f:D — R ning olgu punkt A =
(aq,ay, ...,a,) € D hulga D kuhjumispunkt (see tdhendab, et punkti A igas timbruses leidub
viahemalt iiks temast erinev vaadeldavasse hulka kuuluv punkt).

Definitsioon 4.9.

Kui argumendi P = (xq, ...., X,,) tOkestamata lahenemine punktile A = (a4, a,, ..., a,,) toob
kaasa funktsiooni f vairtuste f(P) tokestamata ldhenemise arvule c, siis litleme, et
funktsiooni f piirvéartus protsessis P — A on arv c ja kirjutame

}11_13 f(P)=c
vOi

lim f(xq, ..., xm) = c.
X1, Xm—A1,42,...,.a,m

Definitsioon 4.10.

Funktsiooni u = f(P) nimetatakse pidevaks punktis 4, kui
lim f(P) = f(A).

Kui funktsioon ei ole pidev punktis A4, siis funktsiooni nimetatakse katkevaks punktis A.
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4.3.0SATULETISED
Olgu antud kahe muutuja funktsioon z = f(x, y). Anname muutujale x juurdekasvu Ax, jittes

y vadrtuse muutmata. Siis funktsioon z saab juurdekasvu (osamuudu)

Az, = f(x+ Ax,y) — f(x, y).
Definitsioon 4.11.

Funktsiooni z = f(x,y) esimest jirku osatuletiseks argumendi x jirgi nimetatakse
piirviirtust

2 = 1 2E g [E A Y) = (X, 5)
X A0 Ax Ax-0 Ax '

Funktsiooni z = f(x,y) esimest jiarku osatuletiseks argumendi y jirgi nimetatakse
piirvaartust
A, - fuy+Ay) - fxy)

Zy = AI;%E - Al;lr—m Ay

Osatuletist argumendi x jérgi tahistatakse

0z
ZJICI a' fxl(xr y)' Zy) fx(xr y)

Osatuletist argumendi y jérgi tahistatakse

0z
Zjl,, @, fyl(X,_'Y); Zy, fy(x'y)'

Osatuletise defineerimisel funktsiooni osamuut A,z arvutatakse muutumatu y puhul ja
funktsiooni osamuut A,z muutumatu x puhul, vdime definitsioonid formuleerida jirgnevalt.
Funktsiooni z = f(x,y) osatuletise leidmiseks x jirgi voetakse tema tuletis argumendi x
jargi, mis arvutatakse eeldusel, et y on konstantne.

Analoogiliselt: funktsiooni z = f(x,y) osatuletise leidmiseks y jéargi voetakse tema tuletis
argumendi y jéargi, mis arvutatakse eeldusel, et x on konstantne.

Siit on néha, et osatuletiste leidmiseks sobivad iithe muutuja funktsiooni tuletise leidmise
eeskirjad, tuleb meeles pidada, millise muutuja jargi osatuletist otsitakse. Tuletame veel
meelde reeglid konstandi tuletise leidmiseks: konstandi tuletis on null aga kui konstant on
funktsiooni kordajaks, mille jargi osatuletist leiame, siis jadb konstant tuletise ette kordajaks.

¢’ =0,(cf(x))" = c(f(x))".

Niide 4.6. Leida osatuletised funktsioonile z = x? + 3y? + 2xy2.

Vottes osatuletise argumendi x jérgi, argumendi y tuletist votame konstandi tuletise reegli jéargi,
ehk teises liidetavas on ainult argumendist y sdltuv funktsioon, seega

ByHx = 0.

Kolmas liidetav soltub ka argumendist x, seega tuletise votmisel jadvad konstandid tuletise ette
kordajateks:

(2xyD), = 2y%(x), = 2y2.

68



Il 0sa MATEMAATILINE ANALUUS

Vottes osatuletise argumendi y jargi, argumendi x tuletist votame konstandi tuletise reegli jargi,
siis esimeses liidetavas on ainult argumendist x sdltuv funktsioon, seega

(x?)} = 0.

Kolmas liidetav soltub ka argumendist y, seega tuletise votmisel jddvad konstandid tuletise ette
kordajateks:

(2xy?)y = 2x(y2)y’ = 2x2y = 4xy.

Osatuletised funktsioonile z on kujul

7 +2y? aZ—6 +4
ox X Ty dy Y REy.

Niide 4.7. Leida osatuletised funktsioonile z = x? sin .

62_2 ) Jz
6x_ xsmy, y—x CoS y.

Definitsioon 4.12.

Olgu hulk D ¢ R™, funktsioon f:D — R ning P = (xy, ..., X;,) méadramispiirkonna D
sisepunkt. Piirvairtust

im fr, ey X1, X + DX, X1y oo X)) — F (4, ey X))
Axi—>0 Axl

nimetatakse funktsiooni f osatuletiseks muutuja x; jargi punktis P ja tdhistatakse
[ (X1, oy X)) VOI
of

a—Xi (Xl, 000 g Xm).

OSATULETISTE GEOMEETRILINE TOLGENDUS

Osatuletis dz/dy vordub arvuliselt pinna z = f(x, y) ja tasapinna x = const 13dikejoone
puutuja tdusunurga tangensiga (joonis).

Osatuletis dz/dx vordub arvuliselt pinna 1
z = f(x,y) jatasapinna y = const ldikejoone -
puutuja tdusunurga tangensiga. 7 T

Arvutades osatuletised esimest jarku osatuletistest,
saame teist jarku osatuletised.
Neid tdhistatakse jargmiselt

0 (0z 0%z 1" "

a(a) - m’ xx(x: y), Zxx Zxxr Frx (%, 9);
d [0z 0%z 1" "
@(&) - m’ xy(xr }’); Zxy» Zxy» fxy(x' y)'
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0 (0z 0%z " "
ay <E) "0y’ fiy(y),  zyy, Zyy,  Jyy(%Y)-

Niide 4.8. Leida koik teist jirku osatuletised jirgmise funktsiooni jaoks z = x* — 5x%y? +
6xy + 7.

9z _ 4x3 — 10xy? + 6y 9z _ —10x%y + 6x
ox ’ oy ’
0%z 5 " 0%z
E% = 12x“ — 10y*, xdy = —20xy + 6,
2 _jox? 92 _ ooxy+6
dy? ’ dyox yTo.
Definitsioon 4.13.
Teist jarku segatuletisteks nimetatakse osatuletisi
0%z 0%z
oxady’ dyox

Maératud ja pideva funktsiooni z korral on funktsiooni pidevad segatuletised vordsed. Kehtib
jérgmine teoreem.

Teoreem 4.5. Kui funktsioon z = f(x, y) ning tema osatuletised

0z 0z 0%z 0%z
ax’ dy’ axdy’ dydx
on punktis M(x,y) ning selle mingis timbruses méiratud ja pidevad, siis selles punktis teist
jarku segatuletised on vordsed
%’z 0’z
dxdy - dyodx

Definitsioon 4.14.
Funktsiooni f(x, y) nimetatakse diferentseeruvaks punktis P(a, b), kui funktsioonil on selles
punktis osatuletised maédratud ja pidevad.

Kahe muutuja funktsiooni diferentseeruvus antud punktis tihendab geomeetriliselt selle
funktsiooni graafiku puutujatasandi olemasolu vastavas graafiku punktis.

Definitsioon 4.15.
Pinna z = f(x,y) puutujatasandiks punktis Qo (xg, o) nimetatakse tasandit, millel asuvad
koik pinna punkti Q¢ (xg, o) ldbivate joonte puutujad.

F4

<
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Definitsioon 4.16.
Pinna normaalsirgeks (normaaliks) punktis  Qo¢(xo,yo) nimetatakse punkti
Qo (xp, yo)ldbivat sirget, mis on risti puutujatasandiga punktis Qo (xo, ¥o)-

Teoreem 4.6. Olgu funktsioon z = f(x,y) pidev punkti P(a,b) mingis timbruses. Kui
funktsioon f(x,y) on diferentseeruv punktis P(a,b), siis tema graafikul eksisteerib
puutujatasand punktis A = (a, b, f(a, b)). Puutujatasandi vorrand on

z—f(a,b) = fx(a,b)(x —a) + fy(a,b)(y — b).

Teiselt poolt, kui funktsiooni f(x,y) graafikul eksisteerib punktis A puutujatasand, kusjuures
see puutujatasand ei ole paralleelne z-teljega, siis funktsioon f(x, y) on diferentseeruv punktis
A.

Pinna z = f(x,y) normaalsirge punktis A = (a, b, f(a, b)) on esitatav kahe vorrandiga:
1) parameetriline vorrand
x=a+tf,(ab)
y=b+tf,(ab)
z=f(a,b)—-t

2) kanooniline vorrand

x—a y—-b z-f(ab)
f;(a,b) B f_‘,y(ar b) B -1 .

4.4. TAISDIFERENTSIAAL

Eeldame, et kahe muutuja funktsioon f(x,y) on pidev. Anname argumentidele x ja
y juurdekasvud Ax, Ay. Siis funktsioon saab juurdekasvu Az = f(x + Ax,y + Ay) — f(x,y).
Eeldame lisaks, et funktsioonil on punktis (x, y) pidevad osatuletised. Avaldame Az osatuletiste
kaudu. Selleks liidame ja lahutame paremast poolest +f (x,y + Ay):

Az = [f(x + Ax,y + Ay) = f(x,y + Ay)] + [f (x,y + Ay) = f(x, y)].
Molemates nurksulgudes on iithe muutuja funktsioonid. Rakendame neile Lagrange’i
keskvédrtusteoreemi

ofxy+4y)

[f(x+Ax,y+Ay) — f(x,y + Ay)] = X, X € [x,x+ Ax],

0x
of (x,¥) _
[f(x,y +Ay) — f(x,y)] = 3y Ay, yE€ly,y+Ay]
Asendame
af(x,y + A of (x,y
p Y&V T,
dx ady

Eelduse kohaselt on osatuletised pidevad (pidevuse definitsioonist ja piirvaartuse omadusest
saame)

oOf %,y +4y) _0f(xy) . af(f,y+Ay)zﬁf(x,y)Jr

ety O0x ox ox 0x v
Ay—0
. 0f(x,y)  0f(x,y) f (x,y)  9f(x,y)
lim = = = + &y,
ﬁ;:g dy dy dy dy
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Jarelikult
of (x, af (x,
_ UGy fxy)
dx dy
Kaks viimast liidetavast on korgemat jarku lopmata viikesed suurused vOrreldes kahe

esimesega ja Az peaosa moodustab kaks esimest liiget.
Argumendi diferentsiaaliks nimetatakse argumendi muutu

Az Ay + g1Ax + g,Ay.

dx = Ax,dy = Ay.
Definitsioon 4.17.

Kahe muutuja funktsiooni juurdekasvu peaosa argumentide juurdekasvude tokestamatul
kahanemisel nimetatakse selle funktsiooni tiisdiferentsiaaliks. Tdhistatakse

_of(xy) af (x,y) _ 0z 0z

dz = z, dx + zydy.

dz

Geomeetriliselt tihendab funktsiooni z = f(x,y) tiisdiferentsiaal funktsiooni graafiku
puutujatasandi aplikaadi (z-koordinaadi) muutu tileminekul punktist P(x,y) punkti P;(x +
Ax,y + Ay).

Kahe muutuja funktsiooni tdisdiferentsiaali saab kasutada zA
funktsiooni juurdekasvu ligikaudseks arvutamiseks, sellisel juhul
loetakse

Az ~ dzehk Az = z, dx + z)dy.

Selline vordsustamine on digustatud, kui argumentide

juurdekasvud on viikesed. Samast valemist on voimalik _
leida ka funktsiooni uus viirtus f(x + Ax,y + Ay), selleks “a
avaldame funktsiooni muudu avaldisest

Az = f(x +Ax,y + Ay) — f(x, y)

funktsiooni uue véartuse tdisdiferentsiaali kaudu jargmiselt

f(x+Ax»3’+A)’) _f(x,Y) ~ ZJIC dx+23,/dy:
f(x+Ax,y +Ay) = f(x,y) + z;, dx + zydy.

Niide 4.9. Leida funktsiooni z = 3x? + cos y tiisdiferentsiaal.
0z 0z ] )

— — = — ]

3 6Xx, 3 siny dz = 6x dx —siny dy

Niide 4.10. Olgu silindri korgus 25 cm ja raadius 10 cm. Kui palju muutub silindri ruumala,
kui kdrgust suurendada 2 mm ja pohja raadiust vdhendada 1 mm vorra?

Silindri ruumalaV = nr?h = V(10,25) = w - 100 - 25 = 25007r.

ov ov
— =nr?, — =2nrh = dV =nr?dh+ 2nrhdr.
oh or

r=10; Ar =-0,1 (cm); h = 25; Ah =0,2 (cm).
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AV =~ mr? Ah + 2nrhAr = w[100-0,2 — 210+ 25+ 0,1] = —30m.
Ruumala védheneb 30w vorra. V; =V + AV = 2500 — 30t = 2470m. Uue ruumala tdpne
vaartusonV = nmr’h =V(10-0,1;25+0,2) = - 9,92 - 25,2 = 2469,85m.
Niide 4.11. Arvutada tiisdiferentsiaali abil ligikaudselt avaldise 2,973 - 3,01* viirtus.

Kasutame valemit f(x + Ax,y +Ay) = f(x,y) + zy dx + z,dy. Leiame kdigepealt
funktsiooni kuju ja osatuletised argumentide jargi, siis argumentide arvulised vidirtused ja
juurdekasvud.

flry) = x3y% ff = 3x%y*%, f) = 4x3y,
x =3,Ax =-0,03; y=3,Ay =0,01
f(3,3) = 2187,£/(3,3) = 2187, f,(3,3) = 2916.
Funktsiooni uue védrtuse ligikaudne suurus on
2,973 -3,01* ~ 2187 + 2187(—0,03) + 2916 - 0,01 = 2150,55.
Tépne viirtus esitatuna tuhandikeni on 2,973 - 3,01* = 2150,4796 ...

Téisdiferentsiaal m muutuja funktsiooni u = f (x4, ..., X,;,) jaoks punktis P, avaldub kujul
df(Po) = fx,(Po)dxy + fr,(Po)dx; + -+ f, (Po)dxp,.

4.5. KORGEMAT JARKU OSATULETISED

Olgu antud kahe muutuja funktsioon z = f(x,y). Leiame esimest jarku osatuletised.
Osatuletised on argumentide x, y funktsioonid, leiame uuesti osatuletised x ja y jargi, saame
teist jarku osatuletised.

Teist jarku osatuletised

62 2 2 2

ﬁ= xlalc(x’Y): a_yz= ylﬁ;(x'y)’ y= ylalc(er)'

Z
EP = fiy (X, ¥).

dyox

Teist jarku tuletisi voib omakorda diferentseerida x ja y jargi, saame kolmandat jirku
osatuletised

03z 03z 03z 03z 03z 03z 03z 03z

0x3’"  ady3  0x%dy’ 0yox?’ dy2dx’ 0dy?ox’ dxdydx’  dydxdy
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4.6. KAHE MUUTUJA FUNKTSIOONI
EKSTREEMUMID. OPTIMISEERIMINE

Tuletame kdigepealt meelde iihe muutuja funktsiooni jaoks ekstreemumite tarvilikke tingimusi.
Funktsioonil y = f(x) on punktis x = x, maksimum parajasti siis, kui f'(x,) =0 ja
f""(x¢) < 0.jamiinimum parajasti siis, kui f'(xy) =0 ja f"(xy) > 0.

Punkti imbruse mdistest jareldub, et punkt P(x, + h, y, + k) kuulub punkti P, r—iimbrusesse
siis ja ainult siis, kui h? + k% < r2.

Toepoolest, kui leiame punktide Py(xo, yo) ja P(xo + h, yo + k) vahelise kauguse, saame

\/(X0+h_x0)2+(y0+h_y0)2<T, Vh2+k2<1’.

Definitsioon 4.17.
Funktsioonil z = f(x, y) on lokaalne maksimum punktis Py (xg, yo), kui leidub selle punkti
kiillalt vdike timbrus, mille kdikides punktides f(x, y) < f(xo, ¥o)-

A A

A VA

E
>
3

Definitsioon 4.18.
Funktsioonil z = f(x, y) on lokaalne miinimum punktis Py (xq, ¥o), kui leidub selle punkti
kiillalt vdike timbrus, mille kdikides punktides f(x, y) = f(xo, ¥o)-

Kui funktsioonil on punktis (xq, yo) ekstreemum, siis kehtivad tingimused:
[x(x0,¥0) =0, fy(x0,¥0) = 0.

Tdepoolest, kui kahe muutuja funktsioonil on punktis (xg, o) ekstreemum, siis ka iihe muutuja
funktsioonil F (x, y,) on punktis x = x, ekstreemum ja jirelikult tema tuletis argumendi x jargi
on vordne nulliga. Samuti peab ekstreemumpunktis x = x, osatuletis argumendi y jargi olema
vordne nulliga. Saadud tingimused ei ole piisavad tingimused ekstreemumi olemasoluks.

Naiide 4.12. Leida funktsiooni z = xy statsionaarsed punktid.

Antud funktsiooni korral on tarvilikud tingimused on tdidetud aga
ekstreemumi ei ole:

ZO(0,0): ZJ,C(ZO) = 01 Z:;/'(ZO) = 0.

Definitsioon 4.19.

Statsionaarseks punktiks nimetatakse punkti, mille korral funktsiooni kodik osatuletised
selles punktis on vordsed nulliga.
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Definitsioon 4.20.

Kriitiliseks punktiks nimetatakse punkti, kui see punkt on statsionaarne punkt voi
osatuletist selles punktis ei eksisteeri voi osatuletis on 1dpmatu.

Naiteks funktsioonil f(x,y) = —y/x? + y? on kriitiliseks punktiks (0,0)
(joonis).
Funktsiooni kriitiline punkt vdib asetseda ka madramispiirkonna rajajoonel.

Funktsioonil vdib lokaalne ekstreemum esineda vaid tema Kkriitilises ‘:,__;
punktis. '
Teoreem 4.7. Va4

Kui funktsioonil z = f(x,y) on olemas punkti (xo, yo) iimbruses esimest ja teist jirku
osatuletised, siis punktis (xg, yo), kus

f;,\f(xO'yO) =0, f;;(xo,yo) =0

on lokaalne ekstreemum juhul, kui selles punktis on tiidetud tingimus

n n
xx xy
12} 12}

yx yy

s = = fax: ;y_(f;c’y)2>0'

sealjuures on punktis (x¢, ¥o)

lokaalne maksimum, kui selles punktis f3,(xq, ¥9) < O,
lokaalne miinimum, kui f,(xq, yo) > O.

Kui W(x,y) < 0, siis funktsioonil f(x,y) selles punktis lokaalset ekstreemumit ei ole. Kui
W (x,y) = 0, siis tuleb funktsiooni kditumist uurida, kas Az siilitab méarki punkti (xq,y,)
iimbruses.

W (x, y) nimetatakse funktsiooni diskriminandiks.

Niide 4.13. Leida funktsiooni z = 3x + 24y — x3 — 2y3 lokaalsed ekstreemumid.
fi=3-3x% 3x2=3 = x=+1;
fy =24—6y%, 6y?=24 = y=4+2.
Funktsiooni statsionaarsed punktid on: (1,2); (1,—2); (—1,2); (—1,—2). Saime neli punkti.
Kontrollime nendes punktides diskriminandi W viartust.
o = —6x, fy, =—12y, f,=0.
W = (—6x)(—12y) — 0% = 72xy.
(1,-2):72-1-(=2) < 0; (-1,2):72-(-1)-2<0;
(1,2): 72+1-2>0; flL. = —6x = —6 < 0.
Maksimumpunkt: z(1,2) =3+ 48 — 1 — 16 = 34,
(=1,-2): 72- (1) - (=2) > 0; fL = —6x =6 > 0.
Miinimumpunkt: z(—1,-2) = -3 —-48+ 1+ 16 = —34.
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Seega funktsiooni lokaalsed ekstreemumid on:
Zmin(—1,—2) = =34; zax(1,2) = 34.

Niide 4.14. Leida funktsiooni z = cos (y? + x2) lokaalsed ekstreemumid.
zy = —2x sin (y* + x?), z, = =2y sin (y* + x?).
{—Zx sin (y2 +x2) =0
—2ysin(y2+x%) =0
Ekstreemumpunktiks on punkt koordinaatidega (0; 0).
zyh, = —2sin(y? + x?) — 4x? cos(y? + x2),
zy, = =2 sin (y* 4+ x%) — 4y? cos(y* + x?),

zyy = —4xy cos (y* + x?).

W = (=2sin(y? + x?) — 4x? cos(y? + x2))(—2 sin (y? + x2) — 4y? cos(y? + x?2))
— (—4xy cos (y? + xz))z.

W(0,0) = 0. Kuna diskriminant on vordne nulliga, tuleb funktsiooni tdiendavalt uurida,
jooniselt on nédha, et tegemist on maksimumpunktiga.

Kui kolme muutuja funktsioonil u = f(x, y, z) on olemas punkti (x,, y,, zo) timbruses esimest
ja teist jarku osatuletised, siis punktis (xg, o, Zg), KUs

f;r(xOJyO'ZO) =0, f;l(xO'yO'ZO) =0, flz(xO'yOIZO) =0

on lokaalne ekstreemum juhul, kui selles punktis on tdidetud tingimus

n 12}
xx xy
n n

yx yy

Wixy) = = frx ;y_(f;c’y)2>0'

sealjuures on punktis (xg, yo, Zo)

1 144 1

xx xy xz
lokaalne maksimum, kui selles punktis £ (X, Y0, Zo) < 0, A= |fyx fyy fyz| <0,
= fzy fzz
x [y [z
lokaalne miinimum, kui fi,(xo, ¥0,20) >0, A= |fyx fyy [yz| > 0.
= fay [z

Definitsioon 4.21.

Globaalseks ekstreemumiks nimetatakse funktsiooni suurimat ja vihimat viirtust
antud piirkonnas.

Nende leidmiseks peame leidma kdigepealt lokaalsed ekstreemumid, seejdrel leiame
funktsiooni véirtused rajapunktides, neist suurim on globaalne maksimum ja vdhim on
globaalne miinimum.
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Definitsioon 4.22.
Kui funktsioon f on antud piirkonnas D, siis funktsioonil on punktis P, € D globaalne
maksimum, kui piirkonna D igas punktis P kehtib vorratus

fP) < f(Py)
ja globaalne miinimum, kui piirkonna D igas punktis kehtib vorratus
f(P) = f(Po).
Niide 4.15. Leida funktsiooni z = x? + y% — x globaalsed ekstreemumid
piirkonnas D = {(x,y):x%? + y? < 1}.

zZy =2x —1, zy = 2y, Zoy = 2, Zyy = 2, Zyy = Zyy = 0.
Vordsustades kaks esimest vorrandit nulliga, saame statsionaarseks
punktiks

x = E,y =0. 0
Funktsiooni vaartus selles punktis on
1 1
Z(E,O)——Z. r +y —x

Piirkonna rajajoon on ringjoon keskpunktiga koordinaatide alguspunktis, raadiusega 1.
Rajajoonel kehtib vorrand x% + y? =1 ehk y? =1 —x?, kus x € [—1,1]. Kontrollime
rajajoonel olevaid funktsiooni vaartuseid punktides (—1,0),(0,—1),(1,0) ja (0,1), kust
leiame maksimaalse ja minimaalse, seejarel vordleme neid vairtuseid leitud lokaalsete
ekstreemumitega.
Suurim véirtus rajajoonel on z(—1,0) = 2 ja viahim z(1,0) = 0. Seega funktsiooni globaalsed
ekstreemumid on
1 1
Zmin (E: 0) = _Z; Zmax(_l' 0) = 2.
Definitsioon 4.23.

Funktsiooni f(x,y) optimiseerimiseks nimetatakse funktsiooni maksimumi ja miinimumi
(ekstreemumite) leidmist.

Paljudes optimiseerimisiilesannetes on vaja rahuldada ka lisatingimused, mis kujutavad endast
tihte v8i mitut muutujate vahelist seost. Lihtsamatel juhtudel saab kasutada muutujate
elimineerimise votet, kus iiks voi mitu lisatingimust voimaldavad avaldada tundmatu teiste
kaudu ja asendada vorranditesse.

4.6.1. TINGLIKUD EKSTREEMUMID.
LAGRANGE’Ii MEETOD

Lagrange’i kordajate meetod on lisakitsendustega optimiseerimisiilesande lahendusmeetod.
Ulesande lahendamiseks tuleb moodustada Lagrange’i funktsioon (laiendatud funktsioon)

J=f+4g,

kus f on funktsioon, g lisatingimus kujul g = 0 ja 4 Lagrange’i kordaja, mille peame leidma.
Lahendamiseks leiame osatuletised funktsioonist J koigi tundmatute jargi, vordsustame
osatuletised nulliga. Saame siisteemi, kus lisaks osatuletistele on vaja rahuldada lisatingimus
g=0
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6_] =0,i=12,..,n
axi
g=0
Saadud vorrandisiisteemist leiame tinglikud statsionaarsed punktid.
Seejuures eeldame, et nende punktide iimbrustes, mis on saadud siisteemi lahenditeks, on
funktsioonide f ja J esimest jarku osatuletised pidevad.

Definitsioon 4.24.
Tinglikuks kriitiliseks punktiks nimetatakse punkti, kui see punkt on statsionaarne punkt voi
punkte, mis rahuldavad lisatingimust ja kus funktsioonide f ja J osatuletised ei ole pidevad.

Funktsioonil voib tinglik lokaalne ekstreemum esineda vaid tema tinglikus kriitilises punktis.
Kui Lagrange’i funktsioonil J on tinglikus statsionaarses punktis vastava 1 = A, korral lokaalne
voi globaalne ekstreemum, siis funktsioonil f on selles punktis P, vastav tinglik lokaalne v&i
globaalne ekstreemum.

Vaatame kahe muutuja funktsiooni f(x,y), mille jaoks on vaja leida lokaalne ekstreemum
lisakitsenduse g(x,y) = 0 Kkorral. Siis Lagrange’i funktsioon on kujul /] = f(x,y) + Ag(x,y)
ja statsionaarsed punktid leiame siisteemist

(Ofxy)  ,09(xy) _

| ™ ox ox 0,
af (x, dg(x,

Vory) 9Gey)
L dy oy
9(x,y) = 0.

Kolme muutuja funktsiooni u = f(x, y, z) ja lisakitsenduse g(x, y, z) = 0 jaoks on Lagrange’i
funktsioon kujul J = f(x,y,z) + 1g(x,y,z) ja statsionaarsete punktide leidmiseks saame
siisteemi

of (x,y,z ag(x,y,z

(v, 09@y.2) _
0x 0x

f (x,v, ag(x,y,

fxy2) 090y

3 ady dy

f (x,v, ag(x,y,

fy.2)  ,09xys _
0z 0z

\ g(x,y,2) =0.

Saame kolm vorrandit ekstreemumite leidmiseks, lisaks peab olema rahuldatud

lisakitsendus. Kokku neljast vorrandist leiame ekstreemumpunkti kdik koordinaadid (x,y, z)

ja Lagrange’i kordaja A véértuse.

)

Mirkus. Kui vitame osatuletise ka Lagrange’i kordaja A jérgi, saame vorrandi g(x,y,z) = 0,
seega voime lisatingimuse asendada osatuletisega:

9]
—=0.
oA
Niide 4.16. Leida lokaalsed tinglikud ekstreemumid funktsioonile f = x2 + y? lisakitsendusel

x+y=4.

Moodustame laiendatud funktsionaali / = f + A1g, mis sisaldab funktsiooni ja Lagrange’i
kordajaga lidbikorrutatud lisatingimust:
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J=x2+y*+A(x+y—4).

Votame osatuletised tundmatute jérgi, saame

9]

a—x—2x+/”t
aJ ’
@—Zy‘i‘l

Vordsustame saadud osatuletised nulliga, lisakitsendusega koos saame
lahendamiseks siisteemi:

2x+1=0
2y +A=0.
x+y=4

Siisteemi lahenditeks on x = 2,y = 2, A = —4. Kuna f;; = 2 > 0, siis leitud punkt voib olla
lokaalseks miinimumpunktiks. Kui uurime ekstreemumi piisavaid tingimusi, selgub, et

W=2-2-0>0,

seega tegemist on lokaalse ekstreemumiga. Leitud punktile (2, 2) vastav funktsiooni véartus on
8. Seega funktsioonil on lokaalne tinglik miinimum f,,,;, (8,2) = 8.

Uldjuht. Olgu antud n muutuja  funktsioon f(xy,x,,...,x,) ja lisatingimused

I (%1, %2, .., %) = ay, k =1,2,...,m, kus a4, a,, ..., a,, on konstandid. Tuleb konstrueerida
abifunktsioon

J=f+Ahg1+ Aot ..+ Angm =f+z}~kgk-

Osatuletised argumentide jargi

aJ _of 09 0gm 0gk
el 2,990, Z A
ox;, ox; a “+ ox, T T oy axl £,

Osatuletised vordsustame nullidega ja lisame lisakitsendused, saame lahendamiseks jargmise

susteemi
a 0gr
—_— = i =1,2,...,n,
ox; axl Z Kox, "

Ik = ak, k 1,2, v, m

Tundmatuid on kokku m + n: argumente x; on n ja Lagrange’i kordajaid A; on m.

Naiide 4.17. Ruutvormid n muutujaga:

n

f(xlfxzf " xn) - ZZ Cljx x] ) g(xli X2, - xn) = Z = 1,

i=1j= i=1
kus C;; = Cj; on konstandid. Juhul n = 3 saame

3

3
f(x1,x2,x3) = ZZ Cijxix;

i=1j=1
= C11x% 4 2C12%1%5 + 2C13x1%3 + Copx% + 2Cp3%5x3 + C33x3,
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3
g(xq1, %5, x3) = lez =xZ +x2 +x2=1.
i=1
Lagrange’i kordajate meetod
J = (Cyp — Dx? 4 2C12%1%5 + 2Cy3%x1%3 + (Cop — X5 + 2Cp3%x5%3 + (C33 — Dx3,

(C11 — Dxqy + Cipxp + C13x3 =0
Cy1%1 + (Cpp — Dxy + C3x3 =0
C31%; + C33%5 + (C33 — Dx3 =0

Saime karakteristliku vorrandististeemi.

Niide 4.18. Leida punktid ellipsil 17x% + 12xy + 8y2 = 100, mis on kdige lihemalt ja kdige
kaugemal koordinaatide alguspunktist.

Tegemist on ellipsiga (vt joonis), mille keskpunkt asub koordinaatide alguspunktis ja me peame
leidma punktide koordinaadid ellipsi lithema ja pikema poolteljele jaoks, mis annavadki lithima
ja pikima kauguse koordinaatide alguspunktist.

Peame leidma ekstreemumid funktsioonile, mis leiab kauguse
koordinaatide alguspunkti ja ellipsi suvalise punkti vahel. Téhistame
suvalise ellipsi punkti tdhega P (x, y), siis kaugus avaldub

d={E—07+ (- 02 =x +32.
Et ekstreemumi leidmine oleks lihtsam, votame funktsiooniks
kauguse ruudu d? = f(x,y) = x? + y?, lisakitsenduseks on ellipsi
vorrand 17x2? + 12xy + 8y? = 100. Seega laiendatud funktsionaal
saab kuju

48

] =x%+y%+ A(17x? + 12xy + 8y? — 100). o

Leiame osatuletised kdigi tundmatute jargi:

( (')_] = 2x + 34Ax + 122y

0x

aj

o] _ 2 2
i 17x~ + 12xy + 8y“ — 100

Saame vOrrandisiisteemi

2x + A(34x +12y) =0

2y + A(12x + 16y) =0

17x2 + 12xy + 8y? = 100
Esimesest kahest vorrandist avaldame Lagrange’i kordaja 4 ja paneme mdlemad avaldised
omavahel vorduma, saame

—2x =2y
34x + 12y  12x + 16y’

12x% + 16xy = 34xy + 12y2.

Lihtsustame ja jagame vdrrandit arvuga (—3), saame
8x2 — 12xy — 8y? = 0.

Liites saadud vorrandi juurde viimasele siisteemi vorrandile, saame
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25x% = 100, X = +2.
Edasi leiame argumendi y vdartused. Kui x = 2, siis
y*+3y—4=0,

kust saame (y —1)(y+4) =0ehky =1,y = —4.
Kui x = =2, siis
y* -3y —4=0,
kustsaame (y + 1)(y —4) =0ehky = -1,y = 4.
Kokkuvdttes oleme saanud 4 ekstreemumpunkti: (2,1), (=2, —1), (2, —4) ja (—2,4). Punktide

koordinaatide pohjal saame Oelda, et kaks esimest punkti on koordinaatide alguspunktile kdige
lahemal ja kolmas ja neljas punkt on kdige kaugemal punktist (0,0).

4.7. VAHIMRUUTUDE MEETOD

Kui ei ole olemas funktsiooni esitust analiiiitiliselt, vaid on uurimistulemused tabeli kujul
(katseandmed)

X X4 Xy Xn
y V1 V2 Yn

Tahame saada antud soltuvuse esitust valemi kujul y = f(x). Saame tuletada ligikaudse
valemi. Vihimruutude meetodi idee seisneb selles, et parimaks valemiks, mis esitab
katseliselt saadud soltuvust, peetakse seda, mille puhul katsel saadud véértuste ja valemi jargi
arvutatud véirtuste vahede ruutude summa on vihim.

Koigepealt tuleb ette anda funktsiooni y = f(x) kuju, mis sisaldab teatava arvu parameetreid.
Nende parameetrite leidmiseks kasutame vahimruutude meetodit. Milline funktsioon valida,
selleks tuleks katseandmed kanda joonisele. Paarid (xq,y;), (x2,¥5), ..., (x,,, V) esitavad
punkte xy tasandil. Kui graafikul on néha, et punktid on grupeerunud jargmisel viisil:

+ teatud sirge lihedale (joonis 1), siis vdib eeldada, et x ja y vahel on lineaarne sdltuvus, mis

on esitatav valemiga y = ax + b, kus a ja b on otsitavad parameetrid,;

+ mingi kévera iimbruses (joonis 2), siis on tegemist ruutsdltuvusega y = ax?® + bx + c,
kus otsitavad a, b ja c leiame vahimruutude meetodil;

Regressioonisirge Regressioonikdver .
YT y=0.3x+2 4
2 _
3 R2=0,9, . 5

¢ ! y y = 0,125x2 + 3E-15x + 1,875

Regressioonisirge RZ=1
T 1

(o]

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
Joonis 1. Joonis 2.

+ eksponentsiaalne sdltuvus (joonis 3) y = ab* kus otsitavad on a ja b.
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Eksponentsiaalne soltuvus

y= 1,861 20,0955
R2 =0,2921

&—

4

[0§]

N

iKY

vy

[e»)

: . lfkennmnnr (y) .
-4 2 0 2 4

Joonis 3.

Lineaarne regressioon.

Olgu antud empiiriline valem kujul y = ax + b. Leiame parameetrid a ja b tingimusest, et sirge
tuleb tdmmata nii, et empiiriliselt saadud punktide ordinaatide ja samadele abstsissidele
vastavate sirgete punktide ordinaatide vahede ruutude summa on minimaalne, ehk

u = [y; — (axy + b)1* + [y, — (axz + b)]*+... +[y, — (ax, + b)]* » min

Saadud summat vdib vaadelda kui kahe muutuja funktsiooni a ja b suhtes ((xy,yx) on
etteantud). Tuleb leida funktsiooni u = u(a, b) miinimum. Tarvilik tingimus selleks on
osatuletiste nulliga vordumine:

ou _0 ou —0
a- Y w "
Leiame vastavad osatuletised:
0
% = 2[y; — (ax; + b+ (=x1) + 2[y, — (axy + b)] - (=x;)+... +2[y, — (ax,, + b)]
' (_xn);
3_1; = 20y, — (ax, + B)] - (—1) + 2[y; — (@x, + b)] - (=1)+... +2[y, — (axy + b)]
-(=1).

Vordsustades osatuletised nulliga, saame a ja b suhtes 2 lineaarset vorrandit kahe
tundmatuga:

{2[3/1 — (ax; + b)] - (=x1) + 2[y, — (ax; + b)] - (=x)+... +2[y, — (ax, + b)] - (—x,) =0
2[y; — (ax; + b)] - (-1) + 2[y, — (ax, + b)] - (—1) +...+2[y, — (ax, + b)]- (1) =0

{(ax1+b—yl)-x1+(ax2+b—y2)-x2+...+(axn+b—yn)-xn=0

(ax; +b—-y,) +(ax+b-y,) +..+(ax,+b—-y) =0
{a(xf+x§ + o+ x2) + b+ x+ X)) =XV XYs ot XY
a(x, +x2+...+xn)+b-n =y +y, + .4+ W

n
Z +b2x, Z XiYi
=1 i=1 i

n

oS0 -3

i=1
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Saadud siisteemi nimetatakse normaalvorrandite siisteemiks. Leiame siit a ja b ning asetame
empiirilisse valemisse y = ax + b. Seda nimetatakse ka lineaarseks regressiooniks.
Kontrollime, kas on tegemist miinimumiga ja ka ekstreemumi piisavaid tingimusi.

0%u .
Wszf+2x§+...+2x%=Zinz>0:> min,
i=1
0%u
W=2+2+...+2=2n,
0%u .
3adb 2(x; +x, + +xn)—22xl,
=1
n n 2 n n 2
W—zzxf 2n—<2 xl> =4ani2—4<le) >0
i=1 i=1 i=1 i=1

Schwartz’i Bunjakowski vorratus

n n n
Z)/iz Z#zz = Z(Vi )%, i =x; w;=1).
i=1 i=1 i=1

Regressioonikover.

Olgu x ja y vaheline seos kirjeldatav ruutseosega y = ax?® + bx + c. Leiame kordajad a, b ja
¢ vahimruutude meetodi abil:

u = [y, — (ax? + bx; + ¢)]? + [y, — (ax3 + bx, + c)|*+... +[y,, — (ax2 + bx,, + ¢)]>.

n
u= Z[yl- — (ax? + bx; + )], u=u(a,b,c).
i=1

L

a_uzz _ 2 b (A2 2 _ 2 b W
EP [y1 — (axi + bx; + )] - (—x1) + 2[y, — (ax3 + bx, + )] - (—x5) + ...

+2[y, — (axi + bx, + c)| - (—x3),

ou
FT 2[y; — (axf 4+ bxy + )] - (—x1) + 2[y, — (ax3 + bx, + )] (—x;) + -

+2[y, — (ax + bx, + c)| - (—xp),

du
i 2[y; — (ax? + bx; + ©)] - (—=1) + 2[y, — (ax3 + bx, + ¢)] - (—1) + -~

+2[y, — (axj; + bx, + c)| - (-1).

(0u <
PP Z 2[y; — (ax? + bx; + ©)] - (=x?)

i=1
o ~ )
3= Z 2[y; — (axi + bx; + )] - (=x1).
i=1
n
ou )
=== > 2y = (ax} + bx; + O - (-1
| Jc

i=1
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Funktsiooni u = u(a, b, ¢) miinimumi tarvilikud tingimused on:
ou ou Jdu

a—a:(), a—b:(), EZO

2[—yix? + ax} + bx? +cx?]1 =0

2[—y; + ax? + bx; + c] =0

n
2
n
3 z 2[—yix; + ax} + bx? + cx;]1 = 0.
i=1
n

Vi
\ i=1 i=1
Piisavus
0%u .
Frvie 2xt + 2x5+... +2xpk = ZZx{" >0 = min,
a i=1
2 n 2
a—u=2x12+2x§+...+2x§=22x?, a—u=2+2+...+2=2n,
ab? £, dc2
=1
9%u X n 2 )
aaab—z(xf +x5 + +x§l)=22xl3, aaac=2(xf+x2+ vt x5)

n

0%u
2(x1 + x5 + ...+xn)=22xi.

=1

Eksponentsiaalne séltuvus.

Otsime valemit kujul y = ab”*, otsitavateks on parameetrid a ja b. Logaritmime ja kasutame
logaritmi omadusi:
log y = log (a - b¥); logy =loga+ xlogb.

Nieme, et log y soltub argumendist x lineaarselt. Leiame parameetrid kujul log a, log b

u = [logy; — (x;logh + loga)]? +
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+[logy, — (x,loghb + log a)]*+... +[logy, — (x,, loghb + loga)]?,
n
u= Z[log y; — (x;logb +loga)]?, u=u(loga,logh).
i=1
Miinimumi tarvilikud tingimused
ou ou
=0, =0,
d(log a) d(log b)

9
a(loz Q) Z 2[log y; — (x; log b +log a)] - (=1),

ou
3o b) Z 2[log y; — (x;log b + log a)] - (—x;),

n

(
inilogb+n-loga Elogyl
ka logb+z ‘loga —leogyl

(
| logbei+n-loga Elogyl
{ i=1

n n
Llogbe% +loga in = le- -log y;
i=1 i=1 i1

Siit saab leida log a ja log b, nendest avaldada otsitavad a ja b.
Piisavus

n

0%u _, 0%u _zz 5 ZZn:
d(loga)? v d(logh)?2 "4 1xi ' d(log a)a(log b) Xi
i=

i=1

2

2 n n
xi> = 4n2xi2 —4<in> > 0.

i=1
Schwartz’i-Bunjakowski vorratus

n n n
ZVE'ZM? ZZ(Vi-ui)z, (vi =x;; p=1).
i=1 i=1 i=1

Naiide 4.19. Katse tulemusel saadi jargmised x ja y vairtused:

x -3 —1 1 3
y 1 2 2 3

Leida sirge vorrand, mis viljendaks sdltuvust y = ax + b. Saadud seose pdhjal prognoosida
y(2).

Arvutuste lihtsustamiseks on moistlik paigutada lahteandmed koos tehetega tabelisse.
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=

=
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Katseandmed ja regressioonisirge

bo 1l =4

( 9,9 -

’ y=0,3x+2
DXEDYE Zw MR
4 g 2,5 /
lain+b-n =)y " 2~

{mm+0b=6 >y
Oa +4b=28

n

=

[e»]

Regressioonisirge vorrand on y = 0,3x + 2. Argumendi véértuse 2 korral prognoositav
vaartus on

y(2)=03-2+2=26.

Arvutused on lihtsalt teostatavad nditeks Microsoft Exceli tabelarvutusprogrammi kasutades,
pannes paika esimesed valemid ja kopeerides valemid koigi argumendi véirtuste jaoks.
Graafikule saab lisada regressioonisirge, kui valida Scatter tiiiipi graafik (ainult punktid) ja
parema hiireklahviga katseandmete peal valides avanevast rippmentiiist Add Trendline. Samas
on Excelis olemas funktsioonid regressioonisirge kordajate a ja b arvutamiseks, need on
vastavalt slope(x,y) ja intercept(x,y), kus argumentide x ja y asemele tuleb maérkida
piirkond vastavate argumentide arvuliste véaértuste asukohaga.

Tépselt samal kujul on olemas funktsioonid ka néiteks inseneriprogrammis Mathcad 15.0 voi
Mathcad Prime 2.0, mis lisaks MS Exceli vOimalustele lubab teha integraal- ja
diferentsiaalarvutust, siimbolarvutust, lahendada vdrrandeid, vorrandisiisteeme ja
diferentsiaalvorrandeid, lisaks teha kolmedimensionaalseid graafikuid pindadest ning koostada
animatsioone.

4.8. LIITFUNKTSIOONI TULETIS. TAISTULETIS

Olgu antud funktsioon z = F(u, v), kus u ja v on sdltumatute muutujate x ja y funktsioonid:
= @(x,y), v = w(x,y). Sellisel juhul on z argumentide x ja y liitfunktsioon. Funktsiooni z
voib avaldada ka vahetult x ja y kaudu
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z=F(pxy), w(xy)) (24)

Niide 4.20. Niide liitfunktsiooni kohta: z = u3v3 +u+ 1, u=x%2+y? v=e*Y + 1.
z=((x*+y2)3E*"Y + 13 +x2 +y2 + 1.

Eeldame, et funktsioonide z = F(u,v),u = ¢(x,y),v = w(x,y) osatuletised argumentide
jargi on pidevad. Piitiame leida osatuletised mitte kasutades vorrandit (24). Anname
argumendile x muudu Ax, jittes y vddrtuse muutumatuks. Siis funktsioonid u ja v saavad
muudu A, u, A, v ja ka funktsioon z = F(u, v) saab muudu Az.

oF

JoF
Az = %Axu + %Axv + yiAu + yAv, |: Ax

Az O0FA,u OFAw Ayu Av

Ax  du Ax +% Ax e Ax T72 Ax’
Leiame piirvaartuse, kui Ax = 0
Az 0z . Ayu du . Ay Ov . )
sS0Ax  Ox 250 Ax . ox’ AI;TOE ~ ox’ Alalcglo "= AlalcTo r2=0.

Jarelikult
0z OF 0u OF ov
ax au 9x ' 9v ox
Andes argumendile y muudu Ay ja jéttes x muutumatuks, v3ib analoogiliselt leida

dz OF 6u+6F Jdv
dy ou dy odv dy

Niide 4.21. Leida osatuletised funktsioonile z = In (u2 + v), u =e**’, v=x2+y.

xty? 62_ 1 av_ 617_1

0z 2u Ju 2 au_z
"9y ye © v wtv ax Y dy

—_— = — = Xty
ou u?+v  ox

0z _0z 0u 0z 6v_2uex+y2+ 2x 2

dx Ou ox ov dx ul+v ul+v ul+v

0z 0z (’)u_l_az 6v_2u2yex+y2+ 1

dy ou dy ov dy ul+v ul+v u

(u? + x),

1 2
2+v(4u y+1).

Niide 4.22. Leida osatuletised funktsioonile z = sin (u? + v3), u=e%*, v =Inux.
0z du B du

I 2 3 ) 2 2x =
7u cos (u® + v>) - 2u, % ex, 3y 0
0z v 1 Jdv
— = 2 3) - 3p2?, —=, — =0
5, = Cos (u* +v°)-3v o 3y
0z 1 3v?
— =cos (u? + v3) - 2u - 2e?* + cos (u? + v3) - 3v? - — = cos (u? + v?) <4u2 + —)
0x X X
dz
Ezcos(uz+v3)-2u-0+cos(u2+v3)-3v2-0=O.
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Saadud valemeid voib iildistada suurema arvu muutujate juhule. Olgu w = F(z,u, v, s),kus
z,u,v ja s on sOltumatute muutujate x ja y funktsioonid z = z(x,y),u = u(x,y),v =
v(x,y),s =s(x,y)
ow 0w 0z 0w Ou Jw dv Jw 0s
ox 9z 9x  ou ox v ox ' 9s ox
dow 0w 0z 0w Ou OJw Jdv Jw O0s
Gy 6z 9y ou dy v ay ds 9y
Olgu antud funktsioon z = F(x,y,u,v), kusy = y(x),u = u(x),v = v(x), siis z on tegelikult
tthe muutuja x funktsioon ja leiame tema tuletise x jargi
dz 0z 0x 0z dy 0z Odu 0z O0v d0x
dx  ox ox "3y ox ou ox  ov ox’ ox
Saame liitfunktsiooni tiistuletise valemi
dz az dz ay dz au dz 0Jv
dx ax ay ax u ax v ax
Erijuhul, kui funktsioon u = f(x,y,z) muutub ajas, ehk x = x(t),y = y(t), z = z(t), siis
funktsiooni téistuletis avaldub kujul
du au dx du dy au dz
dt  ox dt ay dt 9z dt

=1.

Niide 4.23. Leida osatuletised funktsioonile z = x2 + \/y, y = sinx.

0z ) Jz 1 dy

ox " dy zﬁ' ox oS %
dz 0z N 0z (')y oy + 1 2% + CoS X
—=—+—"—=2x+—=cosx = 2x .
dx 0x 0y ox 2,y 2v/sinx

4.8.1. LIITFUNKTSIOONI TAISDIFERENTSIAAL
Vaatame funktsiooni z = F(u,v), kus u = ¢(x,y), v = w(x, y). Arvutame tdisdiferentsiaali

dz =adx+@dy.

Asendame siia vastavad liitfunktsioonide osatuletised

dz OF du OF 0v dz OF oOu OF 0v
ax  ou 6x+6v ax’ ay ou ay+av ay
OF du OF 0dv J0F du OF 0dv
= (30 5 50 5) x+(a'@+%'@> »
JdF <6u du y) JoF (617 av

dzzﬁ adx-i'@d +% adx+£dy),

88



Il 0sa MATEMAATILINE ANALUUS

dz=Lau+Lay,  dz=2Lau+ 24
Z—au %U, Z—%u %v.

Mitme muutuja funktsiooni esimest jérku tdisdiferentsiaali avaldis on invariantne ehk ei olene
sellest, kas u ja v on sdltumatud muutujad voi funktsioonid.

Niide 4.24. Leida liitfunktsiooni tiisdiferentsiaal z = u?v3, u = x%siny, v = x3e”.

0z 0z

— =2uv3, —=u?3v? dz=2uvidu+ 3uvidv.

ou dv
au_2 . c')u_ ) 6v_32y L
e = 2Xsiny, ay—x cosy, - =3x%, ay—xe.

du = 2x siny dx + x*cosydy, dv = 3x%e” dx + x3e¥ dy.
dz = 2uv3(2x sin y dx + x2cos y dy) + 3u?v?(3x%e” dx + x3e¥ dy),
0z

z
dz = (4uv3x sin y + 9u?v?x2e¥)dx + Quv3x?cos y + 3uv?x3e¥)dy = adx + ady.

4. 9. ILMUTAMATA FUNKTSIOONI TULETIS

Viljendagu suuruste x ja y vahelist sdltuvust vorrand F(x,y) = 0.

Teoreem 4.8.

Kui pidev funktsioon y on antud ilmutamata kujul vorrandiga
F(x,y)=0

ja F(x,y),E/,F, on pidevad punktis (x,y) ja FE,(x,y) # 0, siis funktsiooni y tuletis
vaadeldavas punktis on
, _ Fxy)
= TFR@y)

Toestus.

Anname soltumatule muutujale x muudu Ax. Siis funktsioon y saab muudu Ay ehk argumendi
védrtusele x + Ax vastab funktsiooni vaértus y + Ay. Seetdttu F(x + Ax,y + Ay) = 0.
Jarelikult ka F(x + Ax,y + Ay) — F(x,y) = 0. See on kahe muutuja funktsiooni tdismuut

oF oF
F(x + Ax,y + Ay) — F(x,y) = an + —Ay + y,Ax + y,Ay.

dy
Kuna vorrandi vasak pool vordub nulliga, jarelikult on null ka parem pool
oF oF
an+EAy+y1Ax+y2Ay=0, |: Ax
JF OF Ay Ay
—+—— — = 0.
0x + ayAx_H/1 +y2Ax

Avaldame sellest suhte Ay/Ax
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JoF
A_y_ W"‘h

Ax 3_5 t72
Leiame piirvaartuse, kui argument Ax — 0. Siiskay; - 0,y, = 0
Ay g_z; F
Woax~ "aF T »TTER
dy
Me ei tea funktsiooni kuju y = f(x), aga oskame leida y tuletist .

Niide 4.25. Leida funktsiooni F(x,y) = x% + y? — 1 tuletis.
oF oF 2x  x

—=2x, —=2y, -
0x dy Y % 2y y

Teine vOimalus tuletise arvutamiseks on arvestada, et funktsioon y sdltub argumendist x,
tuletise leidmiseks kasutame liitfunktsiooni tuletise reeglit.

X
2x+2y-y'=0 = Yy =——
y
Naiide 4.26. Leida funktsiooni e? — e* + xy = 0 tuletis.
oF oF —e*+y e¥—-y
—_— — x —_— y ! —_ — e :
ox ey dy et Ye eY+x e¥+x
y ! x + + I 0 ’ ( y + ) _ x = r_ ex 4
e¥ -y —e*+y+xy' =0, y'-(e¥+x)=e*—y =

4.10. NIVOOJOONED, NIVOOPINNAD.
TULETIS ANTUD SUUNAS

Kahe muutuja funktsiooni graafiku joonestamisel on abiks selle 16iked tasanditega, mis on risti
iihega kolmest koordinaatteljest (paralleelne iihega koordinaattasanditest). Koordinaattasandite
vorrandid on jargmised.

yz-tasandi vOrrand on x = 0, xz-tasandi vorrand on y = 0, xy-tasandi vorrand z = 0.

Tasand x = a on x-teljega risti, yz-tasandiga paralleelne. .

Tasand y = b on y-teljega risti, xz-tasandiga paralleelne. T”

Tasand z = c on z-teljega risti, xy-tasandiga paralleelne. ¢

Definitsioon 4.24. S—

Pinna z = f(x, y) nivoojoonteks ‘

(tasandildigeteks tasanditega z = C erinevate C véirtuste

korral ) nimetatakse jooni z = f(x,y) = C.
y=>o

Y

(‘I/
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Niide 4.26. Joonestada pinna z? = x% + y? nivoojooned, mis tekivad pinna ldikamisel
tasanditega
z=0,z=1,z=—-1ljaz=2,z= -2

ning loiget tasandiga x = 0.

\
\(
)
| o
T
T
|
|
| i
| '
|
h
/
,
/
.
(3]

—
IS
<
—
(3
=

Olgu ruumi mingis piirkonnas D defineeritud funktsioon u = u(x, y, z). Sel juhul 6eldakse, et
piirkonnas D on antud skalaarne vili. Kui u = u(x, y, z) tdhendab niiteks temperatuuri punktis
M(x,y, z), siis 6eldakse, et on antud temperatuurivali.

Kui piirkond D on tdidetud vedeliku voi gaasiga ja u = u(x,y,z) tihendab rohku punktis
M(x,y, z), siis on tegemist rohuviljaga.

Vaatleme piirkonna D punkte, kus funktsioonil u = u(x, y,z) on konstantne véirtus C: u =
u(x,y,z) =C.

Need punktid moodustavad mingisuguse pinna. Kui votame konstandile C teise véirtuse, saame
teise pinna. Neid pindu nimetatakse nivoopindadeks.

Definitsioon 4.25.
Vektori suunakoosinusteks nimetatakse nende nurkade koosinusi, mis vektor moodustab
koordinaattelgede positiivsete suundadega. Téhistame cos «, cos 8, cos y.

[=(1,00), T1=1 j=(©010), =1, k=(001), |k|=1. 21
Kui leiame skalaarkorrutise vektorist a” = (x4, y;,2,) ja a
ithikvektorist T = (1,0,0), saame
E)f)=x11+y10+210=x1 ky B)
Skalaarkorrutis on avaldatav ka jargmiselt: U 07
x a
a1 =|allr] cosa, cosa= -1
la’| @
Analoogiliselt saame leida suunakoosinused
cosf = Y Ccosy = il
la’|” la’|
Tdstame kdik suunakoosinused ruutu ja liidame kokku
2 2 2 2 2 2
X V1 41 Xy tyr +2zy
cos? a4 cos? B + cos?y = —— + — —— = —
Prcosy " @p*ar  @r = far

Et|a| =Va -@ = x? + y? + z2, siis cos? a + cos? B + cos? y = 1.
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Olgu vektor e’ vektoriga a” kollineaarne iihikvektor, siis |[e’] = 1.

e = (ﬁ I i) = (cosa,cosf3,cosy)
|a’l" '] @’ ' ' '

a=(x,v1,21), ld|l= ’xf + y& + 2%,

cosa—ﬁ cos,[?—ﬁ cosy—i
lal’ |al’ )

TULETIS ANTUD SUUNAS

Vaatleme piirkonnas D funktsiooni u = u(x,y, z) ja punkti M (x, y, z). Rakendame punktis M
vektori s, mille suunakoosinused on cos a,cos B,cosy. Votame vektoril § punkti
M;(x + Ax,y + Ay, z + Az), mille kaugus vektori alguspunktist on As. Seega

As = \/(Ax)% + (Ay)? + (Az)2, MM, = (Ax, Ay, Az). z1
Eeldame, et funktsioon u ja tema osatuletised kdikide argumentide '
jérgi on piirkonnas D pidevad. Funktsiooni tdismuut esitub kujul i

_Ou ou ou IM

Au = —Ax + @Ay + a—AZ + &1Ax + £,Ay + £3Az, / _Ax

Kus €1, 6,6, = 0, kui As — 0. 0 y

Jagame vorduse koik litkmed suurusega As x
Au  dulx OJuly Oulz Ax Ay Az

As  dxAs 6yAs+azAs glA_s+€2A £3As
Ax Ay Az
A—Szcosa, A—Szcosﬁ, A—Szcosy.
Jarelikult
Au OJu Ju Ju
s acos a+ @COS g+ Ecos Yy + &.€c0s a + £,¢c08 [ + £3C0S Y.

Definitsioon 4.26.
Funktsiooni u = u(x, y, z) tuletiseks punktis (x,y, z) vektori s suunas nimetatakse suhte
Au/As piirvairtust, kui As — 0 ja tahistatakse du/ds
Ju . Au
ds  AsSbAs'
Leiame piirvdértuse
du . Au OJdu du du

s gg})A_s = acosa+@cosﬁ+acosy.

Teades osatuletisi, on lihtne leida tuletist suunas s.
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Niide 4.27. Leida funktsiooni u tuletis suunas s, kui on teada suunavektori nurgad
koordinaattelgedega

a=0,ﬁ=%,y=%.
Kuna koosinused antud nurkadest on

cos 0 =1,cos %: 0,
siis funktsiooni u tuletis suunas s avaldub

au_au 0+6u n+6u n_au
9s x0Ty 2T 5% 2 T oy

Niide 4.28. Olgu antud funktsioon u = x2 + y? + z2. Leida tuletis du/ds punktis M(1,1,1)
vektori § = 27 + J + 3k suunas.

Vektor § = (2; 1; 3). Leiame suunakoosinused, siis osatuletised ja asendame valemisse.

2 1 3
S| =v22+12+3%3=V14, cosa=-—, cOSff=—, COSYy=——.

V14 V14’ V14
Ju Ou 2 Jdu 1 du 3
95~ 0xyid  0yVid  0zvid
6_u=2x 6_u=2y a—u=22 a_u = a_u‘ = a_u = 2.
ox "0y " 0z "ooxly 7 oayl, 7 ozly
du 2 1 3 12
t2——t2—=

FERN ey N v ;v Y v e

4.11. GRADIENT

Vaatleme funktsiooni u = u(x,y,z) madramispiirkonna D igas punktis vektorit, mille
projektsioonideks koordinaattelgedel on selle funktsiooni osatuletiste du/dx,du/dy,ou/0z
védrtused selles punktis.

Definitsioon 4.27.

Gradiendiks nimetatakse vektorit

N au_,_l_ ou—
dy’ 0z

-

d _au
gra u—axl

Gradienti téhistatakse ka Vf (x,y). Utleme, et piirkonnas D on méiratud gradiendi vektorvili.

Omadused.

1. Gradient on igas punktis risti pinna nivoojoontega.

2. Gradient on vektor, mis nditab pinna kiireima tousu suunda, gradiendi vastandvektor néitab
kiireima languse suunda.

3. Gradiendiks oleva vektori pikkus nditab suurimat tousu.
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Teoreem 4.9. Kui on antud skalaarne vili u = u(x, y, z) ja selle skalaarse vilja gradientvili

d Jdu +6u +6uE
gradu =2i+ 507+ 5;

siis tuletis du/ds vektori s suunas vordub vektori grad u projektsiooniga vektoril s.

Ju _, d du = du
35— o gradu, prsgradu=_. u grad u
Piltlikult saame esitada nii: vaatame sfdari, millele grad u on diameetriks.

Rakendame vektori s punktis M P

ou

MP = |gradu|-cos¢p = MP= R

Omadused.
1. Tuletis antud punktis vektori § suunas on maksimaalne siis, kui vektor § on
gradiendisuunaline, tuletise maksimaalne vaértus on |grad u|.
2. Tuletis nivoopinna puutuja sihilise vektori suunas vordub nulliga.

4.12. KORGEMAT JARKU TAISDIFERENTSIAAL

Olgu meil funktsioon z = f(x, y). Mitme muutuja funktsiooni tdisdiferentsiaali nimetatakse ka
esimeseks tdisdiferentsiaaliks. Olgu funktsioonid fy, f, diferentseeruvad punktis M(x,y).

Jarelikult £y, fyx on pidevad ja fyy, = f;. Esimest jirku tdisdiferentsiaalil on kuju

0f(x,y)d +0f(x,y)d

dz = 0x x oy i’

kus dx ja dy vaatame kui konstantseid kordajaid. Suurus dz on kahe muutuja funktsioon.
Leiame tema tdisdiferentsiaali

d(dz) = d(f;dx +fy’dy) = (fidx +fy’dy)xdx + (fidx +fy’dy) dy =
= (fixdx + fyrdy)dx + (fiiydx + fyydy)dy = fixdx? + 2f,dxdy + fyd
Saime valemi teist jarku tidisdiferentsiaali jaoks
d(dz) = fy,dx* + 2f,dxdy + [,

Kolmandat jarku tiisdiferentsiaali valem

3 3 03 3

3 0°z . z ) 0’z
dz=@dx +3ax26ydx dy+3a x3y? dxdy +ay3dy.

4.13. TAYLORI VALEM MITME MUUTUJA
FUNKTSIOONIDE JAOKS

Taylori valem {ihe muutuja funktsiooni jaoks on kujul

f() f”()

fP@
n!

fx) = f(a) (x—a)?+ .+ (x —a)" + Ry ().
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Olgu antud funktsioon z = f(x,y), mis on médératud mingis piirkonnas S. Eeldame, et punkti
My(a, b) imbruses on funktsioonil z pidevad osatuletised kuni jérguni n + 1. Toome sisse
abifunktsiooni @(t) = f(x,y), kus x=a+tAx, y=b+tAy, 0<t<1. Kui t=
0, My(a, b). Kui t = 1, siis saame punkti M(a + Ax, b + Ay). Asendame ithe muutuja Taylori
valemisse funktsiooni ¢(t) jaoks a = 0 korral:

' " n)
p'(0) ¢ (0)t2+ e (0)

p(t) = @0) + T t+ T . n!

t" + R, (25)

Leiame tuletised

o) = f(x,y) = f(a+thx,b+thy), @' (t) = fixi + fyy: = fiibx + fyAy
=df(x,y),

¢"(0) = (fixi + fyyi) xi+ (Fixt + fivi) vi
= fix(Ax)? + f5,AxAy + f AyAx + f5, (Ay)? =
= fix(Dx)* + 25 AxAy + £y, (Ay)? = d*f (x, ).
Analoogiliselt
0" () = Pf(x,y) .. e™(®)=d"f(x),
9(0) = f(a,b), ¢'(0)=df(a,b), ¢"(0) =d*f(ab),..,p™(0) = d"f(a,b).
Asendame vorrandisse (25) t = 1 korral

df (a,b) N d?f(a,b) - d™f(a, b).
1! 2! n!

f&y) = f(a,b) +

1
fGy) = f(a,b) + fx(a,b)Ax + f,(a,b)Ay + = fix(a, b)(8x)? + fiy(a, b)AxAy

1
+ Efy’J’,(a, b)(Ay)* + ...
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V PTK. KORDSED INTEGRAALID

5.1. KAHEKORDNE INTEGRAAL

Olgu funktsioon f (x, y) méaaratud kinnises tokestatud piirkonnas D. Olgu piirkond D jaotatud n
osapiirkonnaks D; pindaladega AS; ning olgu igas osapiirkonnas D; valitud punkt (x;, y;).
Moodustame summa 4

n
I, = Z f(xi, y)AS;.
=1

Definitsioon 5.1.

Summat I,, nimetatakse funktsiooni f(x, y) integraalsummaks
piirkonnas D.

Kui piirkonna igas punktis f(x,y) = 0, siis

integraalsumma kujutab selliste koversilindrite ruumalade
summat, mille pdhjapindala on AS; ja kdrgus on funktsiooni véértus punktis (x;,y;) ehk
f(x;,yi). Osapiirkondadeks jaotamine toimub suvalisel viisil, see tdhendab, et igal
osapiirkonnal on oma diameeter. Osapiirkonna diameeter on selle piirkonna suurim
punktidevaheline kaugus. Téhistame suurima osapiirkondade diameetri tdhega

A = max(d;).

Definitsioon 5.2.

Funktsiooni f(x,y) kahekordseks integraaliks iile piirkonna D nimetatakse tema
integraalsumma piirvéirtust, kui suurim osapiirkondade diameeter 4 — 0, kui see
piirviirtus eksisteerib ja ei soltu piirkonna D osadeks jaotamise viisist ega punktide
(x;, ;) valikust

n

|| ey s =1im > ryoas.

D i=1

Kui eksisteerib 10plik piirvéartus, siis funktsiooni nimetatakse integreeruvaks piirkonnas D.
Kui funktsioon f(x,y) on pidev kinnises piirkonnas, siis piirvadrtus eksisteerib. Piirkonda D
nimetatakse integreeruvuspiirkonnaks.

Koversilinder on ruumiline kujund, mis alt on piiratud
piirkonnaga D, iilalt pinnaga z = f(x,y) ja kiilgedelt z
piistsilindrilise pinnaga.

Kahekordse integraali geomeetriline tolgendus.
Kahekordne integraal funktsioonist f(x,y) = 0 iile
piirkonna D on vordne kdverjoonelise silindri ruumalaga,
kui silinder on pealt piiratud pinnaga z = f(x, y) ja

alt pinnaga D

0

V= ﬂ f(x,y) dxdy.
D
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Integreerimispiirkonna D pindala avaldub valemiga

S = ﬂ dxdy.
D

5.2. KAHEKORDSE INTEGRAALI OMADUSED JA
ARVUTAMINE

Kahekordse integraali omadused on analoogilised maaratud integraali omadustega.
1. Kui funktsioonid f(x,y) ja g(x,y) on integreeruvad piirkonnas D, siis on integreeruv ka
nende summa ja vahe.

if[f(x,y)ig(x.y)]d5= gf(x,y) dSJ_rgg(x,y) ds.

Taoestus. Definitsiooni kohaselt kirjutame
n

[ UGy £ 9oy 1ds = tim 317 Gr ) £ 9o y1aS; =

D =1

Koigepealt kasutame summa omadust, mille pdhjal moodustame summad mdlemast liikmest ja
hiljem piirvdartuse omaduse pdhjal kirjutame piirvédrtuse summast piirvairtuste summana
lahti.

n n n n
= /15_1}(1) [Z f(xi, yi)AS; Z g(x;, y)AS; | = }Ll_r}(l)z f(x;, ¥:)AS; £ }11_1}(1)2 g(x;, yi)AS; =
i=1 i=1 i=1 i=1

Selle tulemusena saime kahekordse integraali definitsiooni pdhjal kahe integraali summa
(vahe)

=ﬂf(x,y) dSiffg(x.y) ds.
D D

2. Konstantse kordaja voib tuua integraali mérgi ette

ffc-f(x,y) dS=cfff(x,y) das.
D D

Tdestus on sarnane eelmisega.

3. Aditiivsus. Integreerimispiirkonda D voib jaotada osadeks D; ja D,, millel pole iihiseid
sisepunkte: D = D, U D,

gf(x,y)d5=lﬂf(x,y)ds+l[2ff(x,y)ds_

Toestus. Definitsiooni kohaselt ei tohi piirvairtus soltuda osapiirkondadeks jaotamise viisist,
seega voime valida tiheks jaotuseks piirkondade D; ja D, iihise rajajoone. Jaotades piirkonda D
edasi suvalisel viisil, tekivad piirkondade D; ja D, suvalised jaotused osapiirkondadeks.
Jaotame integraalsumma kaheks liidetavaks. Esimesse liidetavasse votame need korrutised, mis
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sisaldavad piirkonna D; osapiirkondi, ja teisse need korrutised, mis sisaldavad piirkonna D,
osapiirkondi, tdhistame need vastavalt

Z f(xi, y)AS; z f(xi, y)AS;.
D; D,

Kui 4 on piirkonna D kdigi osapiirkondade suurim diameeter, siis sellest, et A = 0 jareldub, et
ka piirkondade D; ja D, osapiirkondade suurimad diameetrid ldhenevad nullile. Jarelikult kui
vOtame vorduse

Zf(xilyi)ASi = Zf(xi,J’i)ASi + Zf(xi,)’i)ASi-
D D4 D3
molemalt poolt piirvéadrtuse suurima diameetri ldhenemisel nullile, saame omaduse véite

lliL%Zf(xi»yi)ASi = y_r)%Zf(xiryi)ASi + y_f}(I)Zf(xi'Yi)ASi»
D D4 D,

fff(x,y) ds=ﬂf(x,y) ds+ﬂf(x,y) ds.
Dy D,

D

4. Monotoonsus. Kui funktsioonid f(x,y) ja g(x,y) on integreeruvad piirkonnas D, ja
kehtib f(x,y) < g(x,v) iga (x,y) € D korral, siis

Jff(x.y) dSsJ g(x,y) ds.

D D

Kahekordse integraali arvutamine lihtsamatel juhtudel taandub kahe miédratud integraali
arvutamisele.
Kui integreerimispiirkond on antud vorratustega D = {a < x < b, @1(x) < y < @,(x)}, siis

bl @2(%) Y Yy = @2(x)
[[ray axay=[| | rayay|ax
D a [e1(0)
Kdigepealt leitakse sisemise integraali algfunktsioon
@2(x) I
| |
Fx) = f fx,y) dy, | |
©1(%) | y= (pl(x) :
| ,
kus integreerimisel argumendi y jérgi késitletakse 0 a b x
argumenti x konstandina.

Edasi leitakse saadud algfunktsioonist integraal argumendi x jargi
b

{f f(x,y) dxdy = fF(x)dx.

a
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KuiD ={c<y<d, ¢:(y) <x < @(y)}, siis

| rxy) axdy - fd wfy)f(x, y) dx|dy.
D c L1y

Kui integreerimispiirkond D on keerulisema kujuga, ¢

kui tilaltoodud lihtsamatel juhtudel, siis jagatakse
piirkond lihtsamateks osadeks

n
D = Z Dk'
k=1

Integraal on sel juhul summa integraalidest iile osapiirkondade

l [ rexy) axay - kZl l[ f f(x,y) dxdy.

Niide 5.1. Arvutada 5]
f (4 — x? — y?) dxdy, |
D
kus D on piiratud sirgetegax = 0,x = 1,y = 0,y = 3/2. 057
|3 I —
ff(él—xz —y3) dxdy = f”(él—xz —y?) dyidx =
D 0 lo J

0 N

Niide 5.2. Leida xy-tasandil asetseva kujundi pindala, kui 08

kujund on piiratud joontega y = x jay = x2. "

1 x 1 1

0.4

5=ffdxdy=f[f oot = izl = [lx-wlae=
D 0 |x2 0 0

R 4

07 T T T T
1 02 04 ., 06 0.8
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Niide 5.3. Vahetada integreerimisjérjekord integraalis

3 6—-y

fdyf f(x,y)dx.
y

0

Integreerimispiirkond on madratud jargmiselt: D ={(x,y):0<y <3,y <x<6—y}.
Kanname joonisele vastavad sirged. Integreerimisjérjekorra muutmiseks or ~~i-

esitada argument x piirkonnas [a, b] ja argument y funktsioonina \/
argumendist x. Jooniselt ndeme, et argument x muutub 13igus [0, 6] aga

argumendi y jaoks saame 0 < y < ¢(x), kusjuures

()_{x, 0<x<3
PX)=1l6—x3<x<6

)
]
I
]
[}
]
1
]
I
]
[}
I
1
i
|
]

6—x
Seega peame integreerimispiirkonna jagama kaheks osaks sirgega x = 3 / o ’ \ "
6—x | 3

fdyﬁf_yf(x,y)dx= fdxjxf(x,y)dy+deJ f(x,y)dy.
0 y 0 0 3 0

5.3. MUUTUJA VAHETUS KAHEKORDSES
INTEGRAALIS

Kui funktsioonid x = x(u,v) jay = y(u, v) koos oma esimest jarku osatuletistega on mingis
uv-tasandi 10plikus kinnises piirkonnas D’ pidevad ja maéravad iiksiihese vastavuse piirkonna
D' ja xy-tasandi piirkonna D punktide vahel ning kui jakobiaan

dx Ox
du av
dy dy
du dv

J(u,v) = # 0,kui (u,v) € D'

Siis muutuja vahetuse valem on

jf f(x,y) dxdy = H f(x(w,v), y(u,v))|J(u,v)| dudv.
D Dr
1

1J(x, )|

Juv)|-Jx»l =1, |Jwv)|=

Niide 5.4. Leida kahekordne integraal funktsioonist

fl,y) = Qx+y—2)%
kui integreerimispiirkond on antud valemiga

D={(xy)-1<x—-y<1-1<2x+y <2}

Arvutuste lihtsustamiseks teeme jairgmise muutuja vahetuse
u=x—-yv=2x+y, (uv)€eD.
Integreerimispiirkond D' on ristkiilik

D'={(wv):—-1<u<l-1<v<2}
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Jakobiaan on kujul

!

J(x,y) = = |§ _11| =3,

!
uy
!
Vy

ux
Uy

Jarelikult J(u,v) = 1/](x,y) =1/3.
Integreeritav funktsioon uutes muutujates on (2x + y — 2)? = (v — 2)2. Oleme saanud
kahekordse integraali

1 2 1 3
[ oot 52

-1-1

2

1
du=§f9du=6.
-1 -1

5.4. KAHEKORDNE INTEGRAAL
POLAARKOORDINAATIDES

Polaarkoordinaatide kasutamine on digustatud siis, kui integreerimispiirkonnaks on ring voi
selle osa, samuti on teatud joonte esitus polaarkoordinaatides lihtsam kui ristkoordinaatides.
Uleminekul polaarkoordinaatidele kasutame seoseid x = o cos ¢, y = o sin¢, kuso on
polaarraadius ja ¢ polaarnurk, siis muutuja vahetusele vastav jakobiaan on

ox ox
J(e, )| = 3391 3(5 = Z?SZ Z)chisn(;p = p cos? @ + osin? @ = p(cos? ¢ + sin? @)
do O¢
=p.
y| /
f f(x,y)dxdy = f f(o cos @,0 sin @)o dode. y e = e2(9)
D A /

Kui piirkond A on antud vdrratustega Y/

/ s
A={(p,0):a < ¢ < B; 01(p) < 0 < 02(¢)}, siis //;—:m//////

0
B Qz(‘P)

f f (o cos @, 0 sin @)o dodp = f f f (o cos @, 0 sinp)ode|de.

A a leoi(e)

Kui piirkond A on antud vorratustega A= {(¢,0):a < 0 < b; ¢,(0) < ¢ < @,(0)}, siis
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¢ = @z(0)

e=b
e=a ?=91(0)
0 >
b [ ¢200)
ff f (o cos ¢, 0sin p)o dodp = f f f(ocosp,0sinp)ody|de
a Lei(o)

Niéide 5.5. Arvutada kahekordne integraal {iileminekuga polaarkoordinaatidele, kui
integreerimispiirkond D on antud vorratustega 15

={xy0<y<1 —1-y?<x<1-y2}
ff Vx2 +y? dx dy.
D

Integreerimispiirkonnaks on pool ringi. Polaarkoordinaatides

X =0cos®,y=psingjax?+y?=p%cos?p + o%sin?p = g2. -08
Uueks integreerimispiirkonnaks on A= {(¢,0):0 <0 <1; 0 < @ < T} R

ﬂ«/mdxdy flf«/_ed@d =ff@§

Niide 5.6. Arvutada kahekordne integraal {ileminekuga polaarkoordinaatidele, Kkui
integreerimispiirkond D on antud vdrratustega D = {(x,): 0 < x < 1; 0 <y < V1 —x2},

f (x? + 2xy )dy dx.
D

Integreerimispiirkonnaks on veerand ringi. Polaarkoordinaatides
x% + 2xy = 0%cos?¢ + 20?sing cose.

Uueks integreerimispiirkonnaks on A= {(¢,0): 0 < o < 1; 0 < ¢ < m/2}. Saame integraali
arvutada polaarkoordinaatides jargmiselt

[z 1
U(x2 + 2xy )dy dx = fllf (02cos?¢p + 20%sing cosg) d(pldQ =
D o [o

102



Il 0sa MATEMAATILINE ANALUUS

T g
1| 2 1| 2
f f 3(cos?¢ + 2sing cosg) d(p do =f f 93 (1 + cos 2¢) + sin 2<p) dop|do =
0 0 0 O

|

T T
2 2

do =

0

1
1 1
do =§f93 (<p+§sm2<p—c052<p>
0

1
[e@e1)ae-2 (Een)| -
0

0

T+ 2
16 °

Vaatame niiiid polaarkoordinaatidele iileminekut

natuke keerukama integreerimispiirkonna jaoks. s
Kui integreerimispiirkond asub viljaspool ringi _r T
raadiusega ¢ = 1 ja seespool kardiodi o =1+ 2
cos ¢ (joonis), siis polaarraadiuse algus on

ringjoon raadiusega 1. Viélimine raadius on aga 1+cos(p)
antud seosega 1 + cos ¢, kokkuvdttes raadius 1
muutub piirkonnas

o0=1+cosg

1<p<1+cosop. i
Polaarnurga jaoks vaatame piirkonna alumist =73
punkti, kus nurk on vordne —mr /2 ja iilemist >~ m
punkti, kus nurk on vordne /2. Seega muutub a0
polaarnurk piirkonnas

NI:!

<<

NS

Integreerimisrajad kahekordses integraalis on

T
2 1+cos¢

fdfp f f(e,p)ede.
-z 1
2
Kui funktsioon f (g, ¢) = 1, siis integraal annab integreerimispiirkonna pindala.

5.9. KAHEKORDSE INTEGRAALI RAKENDUSED

Tasandilise kujundi mass.

Olgu aine mass Am piirkonna D osapiirkonnas AS. See tdhendab, et piirkond D on kaetud mingi
ainega nii, et piirkonna iga osapiirkonna pindala AS jaoks tuleb teatud hulk Am seda ainet.
Suhet Am/AS nimetatakse aine keskmiseks pindtiheduseks (mass pindalaiihiku kohta).
Osapiirkonna suuruse vihendamisel punktiks piirvddrtuse kaudu, saame defineerida aine
pindtiheduse.

Aine pindtihedus punktis P(x, y) on piirvaartus keskmisest pindtihedusest

lAm
Jim 25 = e®.y).

Olgu tasandilise kujundi pindtihedus antud pideva funktsiooniga o(x,y), kus (x,y) € D.
Tasandilise kujundi D mass avaldub siis kahekordse integraalina iile piirkonna D:
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mp =f o(x,y) dxdy.
D

Naiide 5.7. Maérata immarguse plaadi mass, kui plaadi raadius on 4 ja aine pindtihedus plaadi
igas punktis on vordne selle punkti kaugusega plaadi keskpunktist.

Pindtihedus kauguse kaudu ja integreerimispiirkond avalduvad jargmiselt

o(x,¥) =/x2+y2,D = {(x,y):x* + y* < 4%}.

Kuna tegemist on ringjoonega, siis laheme iile polaarkoordinaatidele. Polaarraadiust tdhistame
tahega r, et pindtihedusega mitte segi ajada. Integreerimispiirkond polaarkoordinaatides D =
{(r,9):0 <r <4,0 < ¢ < 2r}, pindtihedus avaldub polaarkoordinaatides jargmiselt

o(x,y) =\/r2 cos?@ +r?sin2¢p =r, J(r, @) =r.

Seega plaadi mass on
64 _ 2 _128
j? o= SLoi -2
0

m = ﬂg(x y) dxdy = jnfr 2drde = j

Tasandilise kujundi inertsmoment. Masspunkti M inertsimoment punkti 0 suhtes I, = mr?2,
kus m on mass ja r punktide 0 ja M vaheline kaugus.

3

Inertsimoment koordinaattelgede ja koordinaatide alguspunkti suhtes homogeense piirkonna
jaoks, kus pindtihedus on koikjal 1, avaldub jargmiste valemitega:

1x=ffy2dxdy; Iy:ffxdedy; Io=1x+1y=f(x2+y2)dxdy.
D D B
Mittehomogeense materjali korral tuleb korrutada vastav avaldis pindtihedusega
L, = ff o(x,y)y? dxdy; L, = ff o(x,y)x? dxdy, I, = ff 0(x,y)(x? + y?) dxdy.
D D s

Niide 5.8. Arvutada joontega y?=1-—x,x =0,y =0 piiratud tasandilise kujundi
inertsmoment y telje suhtes, kui pindtihedus igas punktis vordub selle punkti ordinaadiga y.

1V ! Vi=x
I—ﬂ de—j J 24 d—szyz d—1J2(1 Yx = —
y = || yx* dxdy = yxidy |dx = 5 x=5|x x)dx = =
D 0 \ 0 0 0 0

Tasandilise kujundi massikese. Kui tasandilise kujundi D pindtihedus on o(x,y), siis
tasandilise kujundi massikeskme (x,, y.) koordinaadid saab arvutada valemitest

1
X, = m—D ffx o(x,y) dxdy
D

1
kyc = ﬂyQ(x,y) dxdy
D
Avaldisi
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M, = ff xo(x,y)dxdy, M, = ff y o(x,y) dxdy
D D

nimetatakse tasandilise kujundi staatilisteks momentideks vastavalt y ja x telje suhtes.

5.6. KOLMEKORDNE INTEGRAAL

Olgu ruumis antud mingi piirkond V, mis on piiratud kinnise pinnaga S. Oletame, et selles
piirkonnas V ja pinnal S on defineeritud mingi pidev funktsioon f(x,y, z). Olgu piirkond V
jaotatud n osapiirkonnaks V; ruumaladega AV;. Valime igas osapiirkonnas mingi punkti P; ja
tahistame f (P;) funktsiooni f véartust selles punktis. Moodustame integraalsumma

zn: f(P) AV;.
i=1

Suurendame osapiirkondade arvu nii, et nende suurim 14bimdot ldheneks nullile. Téhistame
suurima osapiirkondade 1abimdddu

A = max(d;).
Definitsioon 5.3.

Piirvédrtust, mis ei soltu piirkonna V jaotusviisist ja punktide P; valikust nimetatakse
kolmekordseks integraaliks

fvf f f(x,y,2) dxdydz = fvf f f(P)AV = IE%Z (P AV,

2 1 z =Y,(x,y)
///’—_\\K\
\/\Z =P1(x,y)

Kui integreerimispiirkond V' on alt piiratud pinnaga z = ¥,(x,y) ja ilalt pinnagaz =
P, (x,y), kusjuures nendel pindadel on z-teljega paralleelsete sirgetega ainult {iks iihine punkt,
ja  kui piirkonna V  projektsioon xy-tasandil rahuldab kahekordse integraali
integreerimispiirkonna kdiki tingimusi, kusjuures
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a<x<bh, P1(x) <y < @y(x),

siis on kolmekordne integraal avaldatav kujul

b[ @200 1 P2(xy)

fvf f(x,y,2) dxdydz=f f j f(x,y,z)dz|dy|dx.

a |lo1(x) |lY1(xy)

Kolmekordse integraali arvutamiseks vaadeldakse algul muutujaid x ja y konstantidena ja

avaldatakse médratud integraal integreerimismuutuja z jargi, siis arvutatakse kahekordne
integraal.

P2 (x,y) <Pz (x)

f f(x,y,z)dz = F(x;y)' J|: F(x,y) dy dx.

Tl)1(er) (pl(x)

Kui kahekordse integraali korral on vdimalik kasutada kaht erinevat integreerimisjarjekorda
siis kolmekordse integraali korral on erinevaid integreerimisjarjekordi 6

Niide 5.9. Arvutada jargmine kolmekordne integraal
2 \/— [
i

I
0 0

Arvutamist alustame koige sisemisest integraalist, saadud tulemuse viime keskmise integraali
alla ja 10puks keskmise integraali védrtuse integreerime esimese integraali sees argumendi x

2
f y cos(z + x)dzldyldx
0

jargi.

19

=X
—x

y cos(z + x)dz = y sin (z + x)

o N

= y(1 —sinx).

0
Vx Vx

2
f y-(1—-sinx)dy = (1—sinx)f ydy = (1—sinx)y—
0

0

Vx
= E(l — sin x).

0
3 ™ /n \
2 2 2
X 1 1
J5(1—sinx)dx=zj(x—xsinx)dx=§kfxdx— xsinxdx) =
0 0

0
1 (x? _
=3 7—(—xcosx+smx)

O\Nm

ositi
T
2

1 2 .
“2\8 '
0
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Niide 5.10. Leida integraal

fff 3 xdyd
1—x—y X ay ez,
174

kui piirkond V on piiratud pindadega
x=0y=0z=0x+y+z=1, x,y,z

Leiame vajalikud rajad antud pindade vorranditest.

z=0,z=1—-—x"

1-x—y
f 3x iy = 3x 1_x_y_3
1—x—y Z_l—x—yzo =%
0
1-x 1-x 1 1
3x? 1
f3xdy=3xy =3x(1 —x) = 3(x — x?), fS(x—xZ) dx = T—x3 =
0 0 0 0

Kolmekordse integraali omadused on analoogilised kahekordse integraali omadustega.
1. Kui funktsioonid f(x,y, z) ja g(x,y,z) on integreeruvad piirkonnas V, siis on integreeruv
ka nende summa ja vahe.

fff[f(X,y,z)ig(x,y,z)]dV:ff f(x,y,2) dVi‘ﬂ g(x,y,2) V.
Vv v J

2. Konstantse kordaja voib tuua integraali mérgi ette

ji/Uc-f(x,y)dV=chf f(x,y) adv.

3. Integreerimispiirkonda V voib jaotada osadeks V; ja V,, millel pole tihiseid sisepunkte:
V == Vl U VZ

ff f(x.y.z)dvsz f(x,y,z)dV+ff f(x,y,2) dv.
v v, Vs

5.7. MUUTUJATE VAHETUS KOLMEKORDSES
INTEGRAALIS

Vaatame teisendust
x = x(u,v,w)
y=y(u,v,w), (w,v,w) € V',
z =z(u,v,w)

mis teisendab uvw-ruumis asetseva kinnise piirkonna V' xyz-ruumis asetsevaks piirkonnaks V.
Kui teisendus on iiksiihene ja kui funktsioonidel x, y ja z on olemas esimest jarku osatuletised
piirkonnas V' ning kui teisenduse jakobiaan
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Xy Xy Xy
Juwv,w)=|yy Yo Yw|#0kui (w,v,w)eVv'.

! ! !

Zy Zy Zy

Siis muutujate vahetuse valem on kujul
fff f(x,y,z)dxdy dz = fff fx(uw,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))|J(u,v,w)| du dv dw.
|4 v

Kuna jakobiaani ja poordteisenduse jakobiaani korrutis on 1, saame leida teisenduse jakobiaani
poordteisenduse jakobiaani kaudu
u, uy, u

! ! ! 1
= |V v v -——
Jern=\m = v wy
Wi owy, wy
(v, W) = ——
uv,w)|=———
|J(x,y,2z)|

Tiitipilised asendused praktikas on {ileminek silinderkoordinaatidele, elliptilistele
silinderkoordinaatidele,  sfddrkoordinaatidele, ellipsoidkoordinaatidele ja  iildistele
ellipsoidkoordinaatidele. Tutvume neist kahe tdhtsamaga.

Niide 5.11. Leida ellipsoidi ruumala.

Ellipsoidi valem on
2 2 2
X y° z
2Tpta=t

Ruumala arvutamiseks teeme jargmise muutujate vahetuse

X
x = au, u=-, u € [-1,1],
a
y = bv, v=%, veE[-1,1],
Z
Z=cw, W=E, wE [-1,1].
Muutujate vahetuse jakobiaan on
Xy Xp Xw| |a 0 0
Jwv,w) = (v ¥ ww|=[0 b 0|=abc.
Zy,  Zy  Zyy 0 0 c

Ellipsoidi vorrand uutes muutujates on u? + v + w? = 1 ja ruumala arvutamise valem
1 1 1 1

1 1 1
fdu fdv fabc dw = fdu fabc(w)lldv = fdu fZabcdv
-1 -1 -1 ) -1 -1 -1 -1

= f2abc(v)|lldu = 8abc.

-1
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Silindrilised koordinaadid. Tegemist on muutuja vahetusega kujul

X = QCOSQ
{y=gsin<p
Z:h 7 A

Teisenduse jakobiaan on
Xo Xp Xp
Jo,0,h) =Yy Yp Yn|=
Zy Zy  Zp

cosg —psing 0
sing opcosp O
0 0 1

= pcos? @ + psin? ¢ = o.

ff f(x,y,z)dxdydz:ff f(ocosg,osing,h)o do do dh. \(’_)/\\\\Q
% A
x

Sfairilised koordinaadid. Sfdarilisi koordinaate kasutatakse, kui integreerimispiirkond on
sfadr voi selle osa. Lisaks votame uue nurga z-telje suhtes, mille tdhistame kreeka tdhega 6.
Muutuja vahetus on jargmisel kujul

X = pcos ¢ sinf

{y = psin ¢ sind,

z = pcos@f. ,

Muutuja vahetuse jakobiaan S

Xg Xg Xg \\\\7 p
](9;9;(.0) = yQ, Yo y(,lo = 0 ///

Zy Zy Zg et

cos@sinf pcos@cosf —psingsind 0 //
= |sing@sind psing@cosf pcos¢sind oL~
cosf —p sinf 0 <p\\ —_r 7y

/| = @*siné. >~

ff f(x,y,2)dxdydz = j-f f(ocos@sin@,psingsin®,pcos) p?sinf do do db.
4 A

Uus nurk muutub vahemikus 0 < 6 < m.

Niide 5.12. Leida integraal sféériliste koordinaatide kaudu

fffxzdxdydz,xz +y24+42z2=1,x=0,y=0,z=0.
%4

Integreeritav funktsioon sfairilistes koordinaatides on

xz = p?cos@sinfcosf, J(o,9,0) = p?siné.
Kuna :

x% +y? + 2% =02,

siis integreerimispiirkonnaks vorrandiks saame o2 = 1.
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Integreerimispiirkond sfaérilistes koordinaatides on seega
m
0<¢<—,0S9SE,OSQS1.

Arvutame kolmekordse integraali uues piirkonnas

s s

2 1 2

1
J.cosq)d(pfg‘*dgfsinz@cosede = =1
0 0 0

5.8. KOLMEKORDSE INTEGRAALI RAKENDUSED

1. Aine mass.

Kui eeldada, et piirkonnas V on f(x,y,z) = 0, siis vdime seda funktsiooni tdlgendada aine
tihedusena o punktis (x,y, z) € V. Siis iihe punkti P; fikseerimine osapiirkonnas V; ruumalaga
AV; tdhendab seda, et kogu osapiirkonnas on aine tihedus loetud konstantseks ehk vordseks aine
tihedusega selles viljavalitud punktis. Sellisel juhul korrutis f(P;)AV; on tihedus korda
osapiirkonna ruumala ehk ligikaudu osapiirkonna mass. Ligikaudu sellepérast, et osapiirkonnas
muutuv tihedus on loetud konstantseks. Integraalsumma tdhendab sellisel juhul ligikaudu kogu
piirkonna V' massi. Piirprotsess A — 0 tdhendab seda, et kdikide osapiirkondade diameetrid
kahanevad. Jarelikult hakkab aine tihedus iihes suvaliselt vdljavalitud punktis iiha tdpsemalt
iseloomustama tihedust kogu osapiirkonnas. Tolgendades integreeritavat funktsiooni f(x,y, z)
aine tihedusena, tdhendab kolmekordne integraal piirkonna V massi. Olgu jdiga keha E ruumala
V' ja aine tihedus kehas muutuv ehk o = o(x,y, z), kus (x,y, z). Lopmata viikse ruumala dV
korral loeme tiheduse konstantseks ja mass dm = o(x, y, z)dV ja jarelikult

n
mg = 91%2 o(x;, yi,2) AV = j j ] o(x,y,z) dxdydz.
i=1 14

2. Piirkonna V ruumala.
Kui piirkond V' on tdidetud ainega, mille tihedus igas punktis o(x,y, z) = 1, siis piirkonna V
mass ja ruumala on arvuliselt vordsed, seega piirkonna V ruumala on arvutatav jargmise

kolmekordse integraali abil
V = ff dxdydz.
4

3. Massikeskme koordinaadid ja inertsimoment.
Materiaalse keha E massikeskme C = (x., y,, z.) koordinaadid avalduvad jargmiselt

1 1

Xc = ]jJXQ(X;y,Z)dxdydz, yC=—JijQ(x’y'Z)dxdde’
mpg mg

v 1%

1
Z, = —fff zo(x,y,z)dxdydz,
mg
4

kus mg on keha mass.
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Niide 5.13. Leida massikese kehale, mis on homogeensest materjalist tihedusega ¢ = const.
Keha on alt piiratud ringjoonega x2 + y? < 4 ja iilevalt piirab keha paraboloid z = 4 — x% —
2.

Rajad: 0 < z<4—x2—y? siis—2<x<2ja

y = +V4 — x?2. Et tegemist on siimmeetrilise kujundiga
x telje suhtes, on massikeskme koordinaadid

=Y. =0.
4_x2_y2

mEzgff dxdydz=@f dxdy f dz =
E E 0

= Qf (4 —x? —y?)dxdy =
E

Edasi on moistlik iile minna polaarkoordinaatidele, sest
integreerimispiirkond on ring. Ringjoone puhul 0 < ¢ < 2x
ja0<r<2.
Siis4—x2—y?=4—-(x?+y?)=4—-1%ja

Jr,p)=r.
27 21 2 2T 2T
5 4v? r 16
_QJ- d(pf(ll—r)rdr— ] T—Z dq):gj (8—T)d(p=gj4d(p=4g(p
0 0 0 0 0

= 8orr.
Niilid arvutame massikeskme koordinaadi z, iileminekuga polaarkoordinaatidele.
4-x2-y?z

1 1
_ _ =— 2 _ 2)2
ZC—mD Uf zo dxdydz 8o Qj dxdy j zdz ﬂ(4 x? — y?)2dxdy
D E

0

2T 2 21
! df(4 2)Zal—lfal
16 Y 0~)"eag 61 ¢
0 0

1 j‘ 1602 89 +Q
16w 2 4
0

2T
1 (32 1 64 _4
“Ten) 3 T 1en3 T 3"
0

Saime keha massikeskme koordinaatidega

C—<004)
- )13-

Materiaalse piirkonna inertsimoment koordinaattelgede ja koordinaatide alguspunkti suhtes
avalduvad

160 — 803 + 0°dp =

f
=

64
32-32+ >d(p
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Ix = ff (yZ +Zz) Q(X;y,Z) dxdde, Iy = ff (xz + ZZ) Q(x,y,Z) dXdde,
v %4

IZ = .[.[ (xz + yZ) Q(x;y,Z) dXdde; IO = .[:[ (xz _l_ yZ + ZZ) Q(x,y’ Z) dxdde.
v 14

Niide 5.14. Avaldada materiaalse piirkonna R inertsi-
moment z-telje suhtes, kui piirkonda V téitev aine on
tihedusega & ja piirkond R asub sfaari i“

x% 4+ y% + z? = 4a? —
sees ning viljaspool silindrit x? + y? = a? (vt joonis
Inertsimoment z-telje suhtes piirkonnas V on A

1= ff (x? +y2)5dV.
R

X
Teeme muutujate vahetuse, minnes iile silindrilistele

koordinaatidele
X = 0COSQ C:
{y =psing,  J(o,¢) = 0.
z=nh

Sfédri ja silindri vorrandid silindrilistes koordinaatides on
h? = 4a% — ¢?%,0? = a®.

Integreerimipiirkonnaks saame

v={eha<e<2s, 0<¢<2r 0<h<4a?-¢?},

seetdttu saame inertsimomenti avaldise kujul

2m 2a  V4a?-g?
I = ff (x? + y®)§ dxdydz = 26[ d(pf do f o%odh.
R 0 a 0

Integreerime kodigepealt muutuja h jargi, saame

2 2a 21 2a
I = 26.f d(pf ((Q3h)|0“4a2_92>dg = 26f d(pf <Q3 4q? —QZ) do =
0 a 0 a

Muutuja g jargi integreerimiseks teeme muutuja vahetuse
du
u = 4a? — 0%, 0% =4a® —u,du = —2pdp, -5 = odo.

Uued rajad on ¢ = a,u = 3a?; ¢ = 2a,u = 0.

2 0 2n
1 23 15
=25f do f——(4a2—u)\/ﬂdu=26f —2a’-u? +-u2 do =
2 3 5 a?
0 0

3a2
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T4 1 11 22 44
3 5
= 26J. (a2§(3a2)7 — §(3a2)7) do = 26a5\/§f ?dcp = ?\/§6a52n = ?\/56a57t.
0 0

5.9. ESIMEST LIIKI JOONINTEGRAAL*™*

Olgu antud funktsioon u = f(x,y,z), mis on méiiratud kaarel AB. Jaotame kaare AB n
elementaarkaareks A;_;4;, i = 1,...,n; A, = A, A, = B.Olgu As; kaare Aj_;A; pikkus.
Valime igal kaaretiikil vabalt punkti M;(x;, y;, z;). Funktsiooni integraalsummaks piki joont
AB nimetatakse summat

A

n
X;, Vi, Z;)As;.
Zf(lyl l l M_u:f(x;yyz)
=1 L
. . A s AO Pid
Olgu suurim elementaarkaarte pikkustest A = max As;. /
Leiame piirvaartuse maksimaalse elementaarkaare 1dhenemisel "~
nullile.
Definitsioon 5.4.
Kui piirvéartus eksisteerib ja ei sdltu joone AB osadeks jaotamise 0

viisist ja punktide M; valikust, siis nimetatakse seda
esimest liiki joonintegraaliks tile kaare AB funktsioonist u

n
ff(x! Y, Z) ds = lll_l)l(}z f(xi' Yis Zi)ASi'
AB i=1

Kui on tegemist pideva funktsiooniga f(x, y, z), siis piirvédrtus eksisteerib. Integreerimisteed
AB mirgitakse ka tihe tdhega L. Joon AB voib olla ka kinnine, siis A = B.

Joonintegraali omadused:
1. Joonintegraal ei sdltu integreerimissuunast:

ff(x,y,Z)dS = ff(X,y,Z)ds.
AB BA

2. Kui funktsioonid f(x, y, z) ja g(x, y, z) on integreeruvad joonel AB, siis on integreeruv ka
nende summa ja vahe

[r@yntgwyaas= [ fwyadss [gayads

AB AB AB
3. Konstantse kordaja voib tuua integraali mérgi ette

fcf(x,y,z)dszc ff(x,y,z)ds.
AB

AB

4. Kui AB koosneb kaartest AC ja CB ja funktsioon f(x, y, z) on integreeruv joonel AB, siis

jf(xfy;Z)dS= ff(x,y,z)ds+ Jf(x,y,z)ds.
AB AC CB
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Joonintegraali arvutamine.

Kui joon on esitatud parameetriliste vorranditega, Siis kaare pikkuse diferentsiaal avaldub

is= (&) +(2) + (&)
5= J\ae dt dt '

Joonintegraali saame kirjutada médratud integraalina iile parameetri t.

a) Olgu ruumiline kover AB esitatud parameetriliste vorranditega

X=X(t), yzy(t)) Z=Z(t); A=(X»y,Z)|t=ou B=(X,y,Z)|t=ﬁ, C(Stgﬁ,

ﬁ 2 2 2
A£ F(xy,2)ds = 0[ F(x(0), y(0), 2(D) \/(%) +(%) +(%) dt.

b) Tasandiline kdver. Kui joon AB asub xy tasandil, siis funktsioon f (x, y) on avaldatav
parameetrilise vorranditega

x=x(t), y:3’(t), z=0, A= (xiy)|t=a" B = (xﬂy)|t=ﬁ' aStSﬂ'

ﬁ 2 2
Al F(x,y,2) ds = ! F(x(0),y(®) J(%) +(%) dt.

Niide 5.15. Leida joonintegraal jargmistel tingimustel:

fxzyds, AB: x* +y%? =4,y > 0.
AB

Tegemist on ringjoone iilemise osaga, raadiusega 2, mille parameetrilised vorrandid on:

x(t) = 2cost, y(t) = 2sint, te[0,m] x'(t) =-2sint, y'(t) = 2 cos t,

B ) 5 T
ff(x(t),y(t))\/(%) + (%) dt = f 4cos?t - 2sin ty/ (=2 sin t)2 + (2 cos t)2dt =

0

A

s
= f 8cos?t sin t\/4 (sin? t + cos2t) dt = f 16cos?t sin tdt =
0

1 0
1
= f—16u2dt——16u—31 ==
B B 3] 3°
-1 -1

c) Tasandiline kover. Kui tasandiline kover AB esitatud vorrandiga
b 2
dy
y=y@, asxsb  [feyds=[riyw) [1+(Z) ax
AB a
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Niide 5.16. Leida joonintegraal

fxy2 ds, AB:y =2x,A = (0,0),B =(2,4), y(x) = 2x, y'(x) =2,x €[0,2].
AB
2 2 2

4
ff(x,y) ds = fx(Zx)2 1+ 22dx = 4\/§Jx3dx = 4\/5% = 16V/5.
AB 0 0

0

d) Tasandiline kéver. Kui tasandiline kover AB esitatud vorrandiga

d
d 2
x=x(y), c<y<d, ff@yﬁw=ff@@Lw @9-+My
AB c

e) Tasandiline kover polaarkoordinaatides. Kui tasandiline kdver AB esitatud vorrandiga
B
r =r(@), a<@p<p, ff(x,y)dszff(rcosgo,rsimp)\/rz+r’2dcp.
AB a

Joonintegraali rakendused:

1. Kovera mass ja massikeskme koordinaadid. On antud ruumiline kdver AB, millel aine
tihedus on jaotunud funktsiooni p = p(x, y, z) jargi. Siis materiaalse kaare mass avaldub

m=fpm%@w.
AB

Massikeskme C = (x,, V., z.) koordinaadid avalduvad massi kaudu jargmiselt:

1
X = — jxp(x,y,z) ds,
AB
1
Ye =E jyp(xl%z)dsn
AB

1
ZC = E sz(x;ynz) dS.
AB

2. Muutuva jou to6. Kui punkt P liigub piki ruumilist joont punktist A punkti B. Punktile P
rakendatud joud, mis punkti P litkumisel muutub nii suuruse kui sihi poolest

F =P,y 2)I+Q(xy 2)]+R(xy 2k

T66, mida teeb joud punkti P litkumisel piki joont avaldub jargmiselt
W= f(P(x,y, z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz).
AB

3. Joone kaare pikkus. Kui ruumis on antud sile joon AB, siis tema pikkus avaldub
valemiga
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lAB == fds

AB

4. Silinderpinna pindala. Olgu funktsioon f(x,y) = 0 pidev xy tasandil asetseval siledal
joonel AB. Vaatame vertikaalset silinderpinda ABCD, mille alumine serv on joon AB ja
tilemine serv on funktsiooni f graafik z = f(x,y). Pinna ABCD pindala S,z¢p avaldub
valemiga

Sapcp = ff(x,y)ds.
AB

Saadud valem annab esimest liiki joonintegraali geomeetrilise tihenduse.

5.10. TEIST LIIKI JOONINTEGRAAL*

Olgu antud funktsioon u = f(x,y,z), mis on miératud kaarel AB. Jaotame kaare AB n
elementaarkaareks A;_14;, i = 1,...,n; Ay = A,A, = B. Olgu As; kaare A, _; A pikkus.
Valime igal kaaretiikil vabalt punkti M;(x;, y;, z;). Tahistame osakaare A;_;A; projektsioonid

koordinaattelgedele: s
. Z
Ax; =% =X, Ay; = yi — Vi1 Jaldz; = z; — 24 4.
Moodustame integraalsummad u=fxyz) .
A=A

- 0 //I.Vll \/

Z f(xi, yi'Zi)Axi; \

i=1

0 Yi-1 Vi y ]

n
Z f(xi, i, z) Ay,
=1

n
Z f(xi,vi,21) Az,
=1

Definitsioon 5.5.
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Kui integraalsumma piirvaartus eksisteerib ja ei soltu joone AB o0sadeks jaotamise viisist ja
punktide M; wvalikust, siis nimetatakse seda piirvaartust funktsiooni f teist liiki
joonintegraaliks iile kaare AB projektsioonide jargi x teljele

n
ff(x, y,z)dx = lim OEf(xi, Yi, Z;)Ax;.
AB i=1

max Ax;

Samal viisil saab defineerida teist liiki joonintegraalid projektsioonide jirgi y ja z teljele:

max Ay;—

n
jf(x'yiz)dyz lim OEf(xi'yi!Zi)Ayi;
AB i=1

max Az;—

n
ff(x, y,z)dz = lim oz f(xi,yi2)Az;.
AB i=1

Definitsioon 5.6.
Olgu joonel AB defineeritud kolm funktsiooni: p = P(x,v,z),q = Q(x,y,z) jar = R(x,y, z),
siis funktsiooni f teist liiki joonintegraaliks iile kaare AB nimetatakse integraali

fP(x,y,z) dx + jo(x,y,z) dy + jR(x,y,z) dz =
AB AB AB

= f P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz.
AB

Teist liiki joonintegraali omadused:

1. Teist liiki joonintegraal séltub integreerimissuunast:

dex+Qdy+Rdz=— dex+Qdy+Rdz.

AB BA

2. Kui funktsioonid P; (x,y, z) ja P,(x,y, z) on integreeruvad joonel AB, siis on integreeruv
ka nende summa ja vahe

[y Py dldx = [PGyadct [Peydr
AB AB AB
3. Konstantse kordaja voib tuua integraali mérgi ette

fc-P(x,y,z)dxzc- fP(x,y,z)dx.
AB AB

4. Kui AB koosneb kaartest AC ja CB, siis teist liiki joonintegraal avaldub

Jde+Qdy+Rdz= dex+Qdy+Rdz+ Jde+Qdy+Rdz.

AB AC CB
Teist liiki joonintegraali arvutamine.
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a) Olgu ruumiline kover AB esitatud parameetriliste vorranditega

x=x(t), YZY(t), Z:Z(t)’ A:(x)yﬂz)|t=a' B:(x:y,z)h:ﬁ’ aStSﬁ,

B
[rayaax= [ @y 20x @
AB a

B
[rayaay = [ re@yo. 0 @
AB a

B
[ ryadz= [ fx@.y©.20)7 @ dr

AB

j P(x,y,2) dx + Q(x,y,2)dy + R(x,y, 2)dz =

AB

B
= f {P(x(6),y(6),2(6))x"(©) + Q(x(£), y (1), 2(8))y'(©) + R(x (1), y(©), z(1) ) (t) }dt.

b) Tasandiline kdver. Kui joon AB asub xy tasandil, siis funktsioon f (x, y) on avaldatav
parameetrilise vOrranditega

x=x<t), y=J’(t); Z=0; A=(XJJ’)|t=a: B=(x'y)|t=ﬁ' aStSﬁ;

B
j fF(x,y)dx = f F(x(©),y(©)x' () dt,
AB a

B
[ranay = rcoy@py@ad
AB a
c) Tasandiline kdver. Kui tasandiline kdver AB esitatud vorrandiga
b
y =y(x), a<x<bh, ff(x, y)dx = ff(x,y(x))dx.
AB a
d) Tasandiline kover. Kui tasandiline kover AB esitatud vorrandiga

d
x=x0)  csysd [ fendc= [ Faondy

e) Tasandiline kover polaarkoordinaatides. Kui tasandiline kdver AB esitatud vorrandiga

r=r(p), ase@sp,
B

ff(x,y)dxzff(rcosq),rsin(p)(r’cosq)—rsin(p)d(p,
AB a
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f f,y)dy = f f(rcose,rsin@)(r' cos ¢ + rsin @)de.
[24
Kui kinnine joon AB asub xy-tasandil, on tegu integraaliga

f P(x,y)dx + Q(x,y)dy,
AB

siis loetakse integreerimistee positiivseks suunaks sellist suunda, et z-telje poolt vaadatuna
jaab joone poolt piiratud ala vasakule (joon lédbitakse vastupdeva, kellaosuti litkumise
vastassuunas).

Teist liiki joonintegraali rakendused:

1. Tasandilise kujundi pindala arvutamine. Olgu xy-tasandil asetseva kujundi D rajajoon I"
tukiti sile. Siis kujundi D pindala S, avaldub valemitega

Sp =fxdy,

L

SD=—jydx,

L

1
SDzifxdy—ydx.

L
2. Muutuva jou t66 arvutamine. Liikugu materiaalne punkt massiga m mooda joont AB
punktist 4 punkti B jou F = (P, Q,R) toimel, kus P(x,v,z),Q(x,y,z) ja R(x,y,z) on
pidevad funktsioonid joonel AB. Siis jou F t58 W on arvutatav valemiga

W=m f P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz.

Greeni valem. Eksisteerigu pidevatel kahe muutuja funktsioonidel p = P(x,y) jaq = Q(x,y)
pidevad osatuletised
0P 0Q

day’ox

tokestatud kinnises piirkonnas D, mille rajajoon I' on tiikiti sile. Siis

U O_Q_G_P dxdy dex+Qdy.

r

5.11. PINDINTEGRAAL

Olgu funktsioon F(x,y, z) pidev sileda pinna z = z(x,y) mingi tikki D punktides. Jaotame
pinnatiiki n osapiirkonnaks D; diameetriga d; ja pindalaga AS; ning valime igas osapiirkonnas
punkti (Xl', Yi, Zi)'

Téhistame suurima diameetri osapiirkondadel A = max d;.
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Definitsioon 5.7.
Pindintegraal pindala jargi iile pinnatiiki D defineeritakse jargmiselt

n
ﬂ F(x,y,z)dS = ain(}z F(x;,yi, 2z;,)AS,;.
D i=1

Pindintegraali saab teisendada kahekordseks integraaliks, asendades z = z(x, y) ning vottes

Integreerimispinnaks tuleb pinna D projektsioon xy tasapinnale D,,,. Saame

ﬂ F(x,y,z)dS = ﬂ F(x,,2z(x,y)) \/1 + (Z—i)z + (Z—}Z])Z dxdy.

Dy
Pindintegraal projektsiooni jargi on defineeritud 14dbi osapiirkonna D; projektsiooni xy
tasapinnale, mille pindala on AS;

n
ff F(x, vy, Z) dXdy = %11'% Z F(xi,yi,Zi)ASi.
D i=1

Pindintegraali projektsiooni jirgi saab teisendada kahekordseks integraaliks {ile pinna D
projektsiooni D,,,

ff F(x,y,z) dxdy = ff F(x,v,2z(x,y)) dxdy.

Dyy

Analoogiliselt defineeritakse pindintegraalid projektsiooni jargi xz ja yz tasanditele.

jf F(x,y,z)dxdy = ﬂ F(x,y(x,z),z)dxdz, ﬂ F(x,y,z)dxdy

DJCZ

_ j f F(x(y,2),y,7) dydz.

Dy,
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