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Praktikum 1

Vektorruum ja lineaarne soltumatus

1.1 Vektorruum

,{Deﬁn’itsioon 1.1}
Mittetiithja hulka V' nimetatakse vektorruumiks ile reaalarvude R, kui on defineeritud kujutused
VxV =V, (ab)—a+b,jaRxV =V, (ka)— ka, nii et

VR1. (a+b)+c=a+ (b+c¢) igaa,b,c €V korral;

~N

VR2. leidub element 6 € V nii, et iga a € V korrala+60 =a =0+ a;

VR3. iga elemendi a € V korral leidub element —a € V nii, et a+ (—a) =0 = (—a) + a;
VR4. a+b=0b+a iga a,b eV korral;

VR5. k(a+b) =ka+kbigaa, b€V jak €R korral;

VR6. (k+1la=ka+laigaa €V jak,l €R korral;

VRT. (kl)a = k(la) iga a € V ja k,l € R korral;

VRS8. la=a igaa €V korral

Ulesanne 1.1. Olgu a vektorruumi element ja k£ € R skalaar. Toestage, et ka = 0
parajasti siis, kui k£ =0 voi a = 0.

Ulesanne 1.2. Olgu a,b vektorruumi elemendid ja k,I € R skalaarid. Toestage, et
ka + lb = la + kb parajasti siis, kui £ =1 voi a = b.

Ulesanne 1.3. Millised jargmistest arvuhulkadest on vektorruumid arvude liitmise
ja korrutamise suhtes?

(a) N () Q (e) C

() z (@ ® © B

Ulesanne 1.4. Defineerime hulgal RT = {r € R: r > 0} liitmise ja skalaariga korruta-
mise vordustega

r®s = rs, r,scRT
kor = r*,  keR,reRT.
Toestage, et selliste tehete suhtes on hulk R™ vektorruum.

Ulesanne 1.5. Defineerime hulgal R" = {(a1,...,an) | a1,...,a, € R} liitmise ja ska-
laariga korrutamise vordustega

(al,...,an)—l—(bl,...,bn) = (al—{—bl,...,an—i—bn),
k(ai,...,an) = (kai,... kay), k €R.

Toestage, et selliste (n.6. komponenthaaval defineeritud) tehete suhtes on hulk R"
vektorruum.
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Ulesanne 1.6. Defineerime hulgal V = R2 = {(a1,as) | a1, as € R} liitmise ja skalaariga
korrutamise vordustega

(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 +b1,a2 + b2),
k(ai,a2) = (kai,az),

ai,a9,b1,b9,k € R. Kas V on vektorruum?

Ulesanne 1.7. Tehke kindlaks, kas jirgmised maatriksite hulgad on vektorruumid
maatriksite liitmise ja skalaariga korrutamise suhtes.

(a) koigi reaalarvuliste elementidega (f) Mats(C);
maatriksite hulk;

0 a
(b) koigi m-ndat jarku regulaarsete ruut- (8) b oo |a,b,c € R p;
maatriksite hulk;

ruutmaatriksite hulk; b
(d) Mata(R);
(i) @0 ) aber
(e) Mat,1(R); -b a ’ '

Ulesanne 1.8. Reaalarvuliste funktsioonide summa ja korrutis reaalarvuga on de-
fineeritud punktiviisiliselt. Tehke kindlaks, kas jargmised funktsioonide hulgad on

(c) koigi kolmandat jiarku singulaarsete (h) {( L a ) la,b,ce R};
c

vektorruumid:

(a) hulk R®={f|f: R — R};
(b) koigi iilimalt n. astme poliinoomfunktsioonide hulk R,,[z];
(c) koigi n-astme poliinoomfunktsioonide hulk;

(d) Ioigul [a,b] pidevate funktsioonide hulk Cfg y;

(e) loigul [a,b] k korda pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulk C[(fgj], kus k=0,1,...;
(f) loigul [a,b] integreeruvate funktsioonide hulk.

1.2 Lineaarne soltumatus

{Deﬁnitsioon 1.2} N
Vektorruumi V' vektorite stisteemi aq,as, ... ,as nimetatakse lineaarselt soltumatuks, kui mis ta-

hes ki,ko, ..., ks € R korral vordusest
kiai + keas + - - - + ksas =0

jareldub, et
ki=kyo=---=ks=0.

Vektorite stisteemi nimetatakse lineaarselt soltuvaks, kui ta ei ole lineaarselt séltumatu.
4 J

Ulesanne 1.9. Olgu a, b, c vektorruumi V vektorid. Kui vektorruumi elemendid a, b, c
on lineaarselt soltumatud, kas siis ka vektorruumi elemendid a +b, b+ ¢ ja ¢+ a on
lineaarselt soltumatud?



1.2. Lineaarne soltumatus
Ulesanne 1.10. Millist tingimust peab rahuldama arv k € R, et vektorruumi R3
vektorid a; = (k,1,0), as = (1,k,1) ja ag = (0,1, k) oleksid lineaarselt soltuvad?

Ulesanne 1.11. Millist tingimust peavad rahuldama arvud k,l, m € R, et vektorruumi
R? vektorid a; = (1,k,k?), as = (1,1,1?) ja ag = (1,m,m?) oleksid lineaarselt soltuvad?

Ulesanne 1.12. Naidake, et vektorruumi V vektorite siisteem on lineaarselt soltuv,
leides nende vektorite mingi mittetriviaalse lineaarkombinatsiooni, mis vordub null-
vektoriga:

(a) V=R3 a;=(1,2,5), az = (5,3,1), a3 = (—15,—-2,21);

(b) V =Rs[z], fi(z) = 2%+ 5, fo(x) = 2% — 42 + 3, f3(z) = 2% + 162 + 13;

(c) V=C,z1=2+5i,20=1—1, z3 =6+ 294,

(d) V=R fi(z) =sin’z, fo(z) = cos®z, fs(z) = 1.
Ulesanne 1.13. Toestage, et jargmised vektorite silisteemid vektorruumis V' on li-
neaarselt soltumatud:

(a) V=R3 a;=(53,1), a2 =(1,1,1), a3 = (1,4,2);

(b) V:R?’,aq:(x,y,3),a2:(2,x—y,1),x,y6R,x#G,y#%;
1 0 0 1 0 0 0 0
V = Mats(R), Eq1 = , Fho = , Bop = , Fog = .
(c) ate(R), E1 <00> 12 (00) 21 (10> 22 <01>

Ulesanne 1.14. Uurige, kas jargmised vektorite siisteemid funktsioonide vektor-
ruumis R® on lineaarselt s6ltuvad ning jaatava vastuse korral leidke mingi mitte-
triviaalne lineaarkombinatsioon, mis on vordne nullvektoriga:

(a) z+2, -2 (e) 2% +2z,32% -1, 2+4;
(b) 6x+9, 8z +12; (f) sinz, cosz;

(c) 1, (z—1)% x—1; (g) sinz, cosz, sin2x;

(d) 4—=z,2x+3,6x+8; (h) 22, z|z|.

Ulesanne 1.15. < * > Leidke hulgast {(0,0)} erinevad périsalamhulgad S, So ja S5
vektorruumis R? nii, et

(a) S1+S1 €S (pole vordne!),

(b) S2 €S2+ S2 (pole vordnel),

(C) S3 + S3 = S5.



Praktikum 2

Vektorruumi alamruum ja vektorite koordinaadid

2.1 Alamruum

Definitsioon 2. 1}

Vektorruumi V- mittetihja alamhulka U nimetatakse vektorruumi V alamruumaks, kui
AR1. igaa,be U korrala+b e U (s.t. U on kinnine vektorruumi V' listmise suhtes);

AR2. igaa €U jak € R korral ka € U (s.t. U on kinnine vektorruumi V' skalaariga korrutamise
suhtes);

Definitsioon 22}

Vektorruumi V' elementide ay,ao,...,as lineaarseks katteks nimetatakse hulka

L(al,a27...,as) :{k1a1+--~+k5as ‘ ki,..., ks ER}

Ulesanne 2.1. Tehke kindlaks, millised jargmistest hulkadest on vektorruumi R*

alamruumid:

(a) {(0,a,b,0) | a,beR};

(b) {(1,a,b,¢)|a,b,ceR};

(C) {(CL, b7 _b7 CL) ’ a7b € R}7

(d) {(a,b,¢,d)]|a,b,c,deR,a+b=d}.
Ulesanne 2.2. Tehke kindlaks, millised jargmistest hulkadest on vektorruumi V
alamruumid.

(a) V = Es, fikseeritud tasandiga ortogonaalsete vabavektorite hulk;

(b) V =Es, fikseeritud tasandiga paralleelsete vabavektorite hulk;

(c) V = Es, fikseeritud sirgega ortogonaalsete vabavektorite hulk;

(d) V = Es, fikseeritud sirgega paralleelsete vabavektorite hulk;

(e) V:Matg(]R),{<_Z 2) |a,b€R};
(£) V:Matg(R)7{<i Z) |a,b,c€R};

(g) V=R5 {(a,b,a,b,a)|a,becR};

(h) V =R> {(a,b,a,b,a)|a,bcR,a+b=2};



2.2. Baas ja vektori koordinaadid
(i) V=R {(a,b,c,d,e)|a,b,c,decRa+e=0b+d}.
Ulesanne 2.3. Leidke vektorruumi R* vektorite ai,...,as lineaarne kate, kui

(a) a; =(1,0,0,—1), az = (2,1,1,0), ag = (1,1,1,1), as = (1,2,3,4), a5 = (0,1,2, 3);
(b) a1 =(1,2,1,2), az = (2,1,2,1), ag = (0,3,0,3), as = (1,1,1,1);

(C) ay = (17 L, 172)7 az = (2707 L, 1)7 az = (4a2a3a5)> aq = (0a27 173)

Ulesanne 2.4. Olgu V vektorruum. Kas vektorruumil V on mittetriviaalseid loplikke
alamruume?

2.2 Baas ja vektori koordinaadid

,{Deﬁnitsioon 23} ~\
Vektorruumsi V' vektorite siisteemi M nimetatakse moodustajate siisteemiks, kui vektorruumi V
iga vektor avaldub stisteemi M kuuluvate vektorite lineaarkombinatsioonina.

. J
{Deﬁnitsioon 2.4} N
Vektorruumi baasiks nimetatakse selle vektorruumi lineaarselt soltumatut moodustajate stisteemi.

. J
{Deﬁnitsioon 2.5} N\
Olgu V vektorruum, e = {e1,ea,...,en} tema baas ja a € V. Kui a = kiey + kaea + -+ - + kney, siis

skalaare ki, ko, ..., k, € R nimetatakse vektori a koordinaatideks baasi e suhtes.

\ J

Ulesanne 2.5. Leidke vektorruumi C vektori —5 + 4i koordinaadid baasi ¢ = {-1+
2i,2 + i} suhtes.

Ulesanne 2.6. Tooge niide vektorruumi R*

(a) baasist;

(b) lineaarselt soltumatust vektorite siisteemist, mis ei ole baas;

(c) moodustajate siisteemist, mis ei ole baas;

(d) vektorite siisteemist, mis ei ole lineaarselt soltumatu ega moodustajate siisteem.

a b

Ulesanne 2.7. Leidke vektorruumi V = {( §
—-b ¢

( 54 > jaB= ( 2 ; > koordinaadid baasi

)\a,b,ceR} vektorite A =
—5
P 10 , 0 1 7 0 0
0 1 -1 0 0 1

Ulesanne 2.8. Tehke kindlaks, kas jirgmised vektorite siisteemid on vektorruumi R?
baasid ning leidke vektori a = (3,7,13) koordinaadid iga baasi suhtes:

suhtes.
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(a) e1 =(1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0, 1);

(b) a1 =(1,0,0), a2 = (1,1,0), a3 = (1,1,1);

(c) a1 =(1,1,1), a2 = (1,2,3), a3 = (1,4,9).
Ulesanne 2.9. On antud vektorruumi R3 vektorid e; = (2,1,-3), e2 =(3,2,-5) ja
es = (1,—1,1). Naidake, et vektorsiisteem {e, e3,e3} on selle vektorruumi baas. Leidke

suvalise vektori = = (x1,72,73) ja konkreetse vektori a = (6,2,—7) koordinaadid

sellel baasil.

Ulesanne 2.10. Leidke iileminekumaatriks vektorruumi V baasilt {e1,...,e,} baasile
{€},...,e),} ja leidke vektori a koordinaadid nende baaside suhtes, kui
(a) V=R3e = (1,2,1), ea = (2,3,3), e3 = (3,7,1) el = (3,1,4), e = (5,2,1), e =
(]" ]-a 76)7 a = (9747 *]-))

(b) V=C,e1=1—i,ea=1+1, €} =2, €, =2i,a=2+2i;

10 0 1 0 0 00
V = Mats(R — — — —
(c) ata(R), e; <00>,62 <00>,€3 (10)’64 <01>7
o 2.3\ ,_ 0 1) ,_ 12 ,_[(o01
=V 30)72 \ 1 1)\ 21 )4 \21)

2 4
5 =3

Ulesanne 2.11. Olgu {ej, e2,e3} 3-mootmelise vektorruumi V' baas. Toestage, et ka
vektorite siisteem e} = e —ey—2es, €, = 2e1+3eg, €5 = —2e1+e2+e3 on selle vektorruumi
baas ning leidke vektori a = e; + 4es — e3 koordinaadid selle baasi suhtes.

Ulesanne 2.12. < x > Olgu V n-mootmeline vektorruum. Olgu antud r-mootmeline
alamruum W C V, kusjuures r < n. Toestage, et W =Y, kus

Y:ﬂ{U: U on V alamruum, dimU =n—1, W C U}.

Nipundide: Sisalduvuse W D Y toestamisel ndidake, et elemendi v € Y \ W olemasolu viib

vastuoluni.

Ulesanne 2.13. < > Vektorruumi R¥ vektorid f; ja f» on sellised, et iga (c1, c2) € R?
korral funktsioon c; f1 + co fo sdilitab maérki, st.

Ve, e € R (Vo € R ey fi(x) +eafo(x) >0 V Ve eR ¢ fi(x) + cafa(z) <0).

Toestage, et vektorite siisteem f1, fo on lineaarselt soltuv.



Praktikum 3

Vektorid. Vektorite skalaarkorrutis

3.1 Vektorite skalaarkorrutis

{Deﬁnitsioon 3.1 }

~\
Olgu T = (x1,y1,21),7 = (22,2, 22) ja p = Z(Z, ) vektorite & ja § vaheline nurk.
Vektorite X,y € E skalaarkorrutiseks nimetatakse arvu
Z-§=|Z||y] cosp = x122 + Y1y2 + 2122.
4 J
r y
Vektori & pikkus:
|2 = /2T + 97 + 1.
G J

Ulesanne 3.1. Arvutage vektorite ad ja b skalaarkorrutis.

(a) |@| =8,|b| = 6,p = 21/3 (d) |@=1,]b] =1, £(@,b) = 135°
(b) |a] =2,[b| =3,]d+0b =4 (e) |l =3,b=1,a1b
(c) |al =4,[b| =12,]@—b| =10 (f) lal=3,1p =1,a@t1b

Ulesanne 3.2. Arvutage vektorite a ja b skalaarkorrutis.

(a) @=(2-3),b=(4;2) (c) @=(7;—4;2),b=(3;1)

(b) @=(2-31),b=(42-5) (d) @=(0;0;0),b=(—2;6)

Ulesanne 3.3. Arvutage skalaarkorrutis a - b.

(a) C_i:(a—l,ﬁ—l,’y—l),g:(B+1,’Y+1aa+1)7aa677€R

(b) a= 34— 2k, b=1i— 45 — 5k, kus 7, 7, k on paarikaupa ristuvad iihikvektorid

Ulesanne 3.4. Vektorid a, b ja ¢ moodustavad paarikaupa nurgad 60°. Leidke vektori
7=a+ b+ ¢ pikkus, kui |@| = 4, |b| = 2 ja |7 = 6.

Ulesanne 3.5. Joud P ja Q, mis mojuvad 120° nurga all, on rakendatud iihte punkti.
Leidke resultantjou R arvviirtus |E|, kui |P| =7 ja |@] = 4.

Ulesanne 3.6. Leidke koordinaattelgedel punktid, mis asetsevad punktidest A(1;1)
ja B(3;7) vordsel kaugusel.

Ulesanne 3.7. Millist tingimust peavad rahuldama punkti M (z;y) koordinaadid, et
see punkt asetseks vordsetel kaugustel punktidest A(7;—3) ja B(—2;1)?



PEATUKK 3. VEKTORID. VEKTORITE SKALAARKORRUTIS

Ulesanne 3.8. Niidake, et vektorid @ = 2i + j + k ja b = v/2(i — j — k) sobivad mingi
ruudu kiilgedeks, kui Z, ; ja k on paarikaupa ristuvad iihikvektorid.

3.2 Vektorite vaheline nurk

r )
Vektorite vahelise nurga koosinus avaldub skalaarkorrutise valemi kaudu:

—

8

y _ T1T2 + Y1Y2 + 2122
Y2 Iy s N e T

cosp =

|Z]

\ J

Ulesanne 3.9. Kasutades skalaarkorrutise valemit, leidke vektorite C'A ja CB vahe-
line nurk.

(a) A(5:3),B(4;8),C(2;4) (c) A(2;-1;4), B(1;-6;8),C(0; —2;6)

(b) A0, BloAi59), C185:0:2) (d) A 4-3), B(2:5:3).C(5: 1 1)

Ulesanne 3.10. Kasutades skalaarkorrutise valemit, leidke, millised kahest antud
vektorist on risti, kollineaarsed, moodustavad teravnurga voi niirinurga.

(a) d=(2-7);b=(52) (c) d=(21;-8);b=(7;2:2)

(b) @= (4;16;—12); b= (—6; —24;18) (d) @=(5;-3; 2).5: (1;3;4)

Ulesanne 3.11. Milline on iihikvektorite 17 ja 77 vaheline nurk, kui vektorid d = m+27
ja b = 51 — 4ii on risti?

Ulesanne 3.12. Kolmnurga ABC tippudeks on A(—1;—-2;4), B(—4;-2;0) ja C(3;-2;1).
Leidke tipu B juures olev sisenurk.

Ulesanne 3.13. < * > Toestage, et suvalise kahe vektori 7,y € F3 jaoks kehtib sama-
sus

(E+9) - @+ + (@~ 7)- (@ -9 =202 + 7).

Mis on selle samasuse geomeetriline tdhendus?



Praktikum 4

Vektorite vektorkorrutis ja segakorrutis

4.1 Vektorite vektorkorrutis

{Deﬁnitsz'oon 4.1 }

N\
Vektorite &,y € E3 vektorkorrutiseks nimetatakse vektorit ¥ x ¢ € E3, mis on mdadratud tingi-
mustega:

1) [ x g = |Z||y] sin Z(Z, ),
2)(@xy) LT (Fxy) Ly,
3) kolmik {Z,y,Z x §} on parema kéie kolmik.

\ J

e N
Vektorkorrutise arvutamise valem

fxﬁ:(‘yl <1 ’ 21 T1 1 Y1 )7
Y2 22 Z2 X2 T2 Y2

kus T = (21515 21), ¥ = (725 y2; 22)-

Vektoritele & ja ¢ ehitatud rodpkiiliku pindala Sz 7 = |Z x ¢
\ J
Ulesanne 4.1. Arvutage | x b|.

(a) |a@| =3, |b] =4, £(@,b) = 60° (c) |dl =3, |b=6,b=—2a

b) |@ =7, |b|=5d-b=—21 .

(b) la|="7, 15 =5 @ 715

-

Ulesanne 4.2. Olgu @ = (2;—3;1),b = (5;1;-2),¢ = (0;0). Leidke vektorid @ x b,

=, -,

(3@ — 2b) x (@ + 5b), & x

Ulesanne 4.3. Millisel arvu o vi#rtusel on vektorid 5 = ad + 5b ja ¢ = 3@ — b kolli-
neaarsed, kui @ ja b ei ole kollineaarsed?

e ™
Kolmnurga ABC pindala on vordne poolega kiiljevektorite vektorkorrutise pikkusest

2 2 2

22 — 21 Z2 —Z1 X2 —T1 T2 —T1 Y2 — Y1

T3 —T1 Y3 — U1

Ys — Y1 23— 21 23 —Z1 X3 —T1

1o o 1 -
SABC_2|AB><AC’|_2\I'y2 e

kus A(‘Tlayh Zl)a B(x27y27 22), 0(133’%, 23)'
\ J

Ulesanne 4.4. Leidke vektorkorrutise abil kolmnurga ABC pindala.
(a) A(41;,-4),B(6;3;7),C(2;3;1) (c) A(2;3;1),B(4;5;1),C(3;4; 1)

(b) A(O» 93 _1)7 B(l; 2; 1)7 C(_3; 4; _5) (d) < x> A(—l; 2)’ B(Q; —1; )7 C(—3; 1)



PEATUKK 4. VEKTORITE VEKTORKORRUTIS JA SEGAKORRUTIS

Ulesanne 4.5. Leidke vektoreile @ = 17— 27 ja b = 3+ 27 ehitatud kolmnurga pindala,
kui |m| = |7i| = 6 ja Z(m,7) = 45°.
Ulesanne 4.6. Niidake, et vektorid @ =i + 2] ja b= 2i — j sobivad mingi kuubi ser-

vadeks ning leidke selle kuubi kolmandat serva maiarav vektor, kui i ja j on ristuvad
ihikvektorid.

Ulesanne 4.7. Vektor ¥ on risti vektoritega @ = (2;3; —1) ja b = (1;—1;3) ning moo-
dustab esimese baasivektoriga fniirinurga. Leidke vektori ¥ koordinaadid teades, et

7] = V/I38.

Ulesanne 4.8. On antud vektorid @ = (11;10;2) ja b= (4;0;3). Leidke iihikvektor ¢,
mis on risti vektoritega a ja gning on suunatud nii, et kolmik {a, 5, ¢} on parema kie
kolmik.

4.2 Kolme vektori segakorrutis

{Deﬁnitsioon 4.2}

N
Vektorite Z, 4y, Z € E3 segakorrutiseks TyZ nimetatakse arvu TyzZ = (£ X §) - Z.
\ y,
s "
Vektorite & = (z1;x2;23), ¥ = (Y1; Y25 Y3), Z = (21; 22; 23) segakorrutise arvutamise valem
1 Y1 A
TYZ=| 23 Yo 22
T3 Ys =3
Vektoritele Z, ¥, 2’ ehitatud r66ptahuka ja tetraeedri ruumalad avalduvad vastavalt valemitega
. 1.
Vag,z = |ZVZ], Viewr(zg,9 = 6|CE 7
\ J

Ulesanne 4.9. Vektorite kolmik {@,b,&} on vasaku kiie kolmik. Arvutage @- b - é.
(a) @@= (-34;-7),b=(1;2;5),¢= (1;—4;5)

(c) |@ =2, |b| =4, |d = 3 ning vektorid @, b, ¢ on paarikaupa risti
Ulesanne 4.10. Tetraeedri tipud on A(2;—1;1), B(5;5;4), C(3;2;—1) ja D(4;1;3). Leidke
selle tetraeedri ruumala ja tipust D tommatud korgus.

Ulesanne 4.11. Tetraeedri ruumala V = 5 ja kolm tippu on A(2;1;—-1), B(3;0;1) ja
C(2;—1;3). Leidke y-teljel asuva neljanda tipu D koordinaadid.

Ulesanne 4.12. Toestage, et punktid A(1;2;-1), B(0;1;5), C(—1;2;1) ja D(2;1;3) aset-
sevad samal tasandil.

Ulesanne 4.13. < x > Toestage, et suvalise kolme vektori 7,7, Z € E3 korral

(@ x§)-Z=7(fx 2).
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Praktikum 5

Sirge ja tasand ruumis

5.1 Tasandi vorrand

{Deﬁnitsioon 5.1 ]

Tasandi 7 ildvorrandiks nimetatakse tasandi vorrandit kujul

Az+By+Cz+D =0 (A, B,C,D €R),

kui i = (A; B; C) on selle tasandi normaalvektor.
\ J

e \
X (z;y; 2) € ™ & koordinaadid x, y, z rahuldavad tasandi vorrandit.
7 =4 X U, kui @ ja ¥ on tasandiga 7 paralleelsed mittekollineaarsed vektorid.
Tasandite m; ja 7y vaheline nurk

St
3L

2|’

1-

cos £(m1, M) =

St

1]

St

kus 711, 7io on vastavalt tasandite m; ja mo normaalvektorid.
Punkti P(p1;p2;ps) kaugus tasandist m

_ |Ap1 + Bpa + Cps + D)

d(P,m) BT O

Ulesanne 5.1. Koostage tasandi © vorrand.

(a) tasand 7 on paralleelne z-teljega ning labib punkte A(3;—1;1) ja B(4; —6;—1)
(b) tasand 7 on paralleelne y-teljega ning lédbib punkte C(3;4;0) ja D(7;5; —3)

(c) tasand 7 on paralleelne z-teljega ning labib punkte E(—1;—2; —3) ja F(1;3;4)
Ulesanne 5.2. Koostage punkte A, B, ja C ldbiva tasandi vorrand.

(a) A(0;0;0), B(1;4;0), C(3; =2;1)
(b) A(=3;6;-7), B(—=1;7;-6), C(=T7;3; —8)

(c) A(3;—1;2), B(4;—1;-1), C(2;0;2)
Ulesanne 5.3. Koostage tasandi © vorrand.

(a) tasand 7 on risti vektoriga 7 = (2;3; —5) ning tema aplikaatloik on 6
(b) tasand 7 on risti vektoriga @ = (—1;4;7) ning tema ordinaatloik on 3

(c) tasand 7 on risti vektoriga 7 = (4; —1; —3) ning tema abstsissloik on —5



PEATUKK 5. SIRGE JA TASAND RUUMIS
Ulesanne 5.4. Kontrollige, kas tasanditel 5z —z+3 =0, 20 —y—42+5=0, 3y+22—1=0
ja 3x 4+ 4y 4+ 5z — 3 = 0 on iihiseid punkte.

Ulesanne 5.5. Arvutage jirgmiste tasandite vahelised nurgad.

(a) m: —2r+4y—z+5=0jam: Tx+3y—224+1=0

(b) zz-tasand jam: 3y —3z+5=0

(c) m:62—3y+122—23=0jam: 100 —5y+20z—1=0
Ulesanne 5.6. Leidke tasandi Az + By+ Cz+ D =0 ja koordinaattasandite vahelised
nurgad.

Ulesanne 5.7. Leidke tasand, mis libib tasandite 3z — 2y+z2z—3=0jaxz—22=0
loikesirget ning on risti tasandiga x — 2y +2+5=0.

Ulesanne 5.8. Leidke tasand, mis libib tasandite z + 5y + 2
loikesirget ning moodustab tasandiga z — 4y — 82 + 12 = 0 nurga

=0jaz—2+4=0
™
Z-

Ulesanne 5.9. Arvutage punkti P kaugus tasandist .

(a) P(L;2;1)jam:az+2y+22—10=0

(b) P on koordinaatide alguspunkt ja 7: 15z — 10y + 6z — 190 = 0

Ulesanne 5.10. On antud punktid A(2;—1;1), B(5;5;4), C(3;2;—1) ja D(4;1;3). Leidke
vektoritele AB, AC ja AD ehitatud rooptahuka tipust D tommatud korgus.

5.2 Sirge vorrandid ruumis

{Deﬁnitsioon 5.2}

N
Sirge kanoonilisteks vorranditeks nimetatakse sirge s vorrandeid kujul
Tr — ap o Yy — as o Z — as
s1 sy sy
kus sirge s labib punkti A(ay,as2,a3) ja sirge sihivektor on §= (s1, S2, S3).
. J
r )y
X(x;y;2) € s & x,y, z rahuldavad sirge vorrandeid.
Sirge s ja tasandi 7 vaheline nurk:
§-n
sin Z(s,m) = Q,
|51]7]
kus § ja 7i on vastavalt sirge s sihivektor ja tasandi = normaalvektor.
Kahe mitteparalleelse tasandi m; ja 7o iihisosaks on sirge
m: Az +Biy+Ciz+D1 =0
T A2$+B2y+CQZ+D2 =0
\ J

Ulesanne 5.11. Kolmnurga ABC tippudeks on A(2;1;3), B(2;4; —5),C(0;4; —5). Koos-
tage selle kolmnurga kiilgede poolt mairatud sirgete vorrandid.

12



5.2. Sirge vorrandid ruumis

Ulesanne 5.12. Koostage punkti P(—3;4; —7) ldbiva sirge s kanoonilised vorrandid.

(a) sirge s on paralleelne z-teljega (c) sirge s on paralleelne sirgega
‘- rT+d5 y—2 =z
42 8

(b) sirge s sihivektor on 5= (3; ~2;4) (d) sirge s on paralleelne z-teljega
Ulesanne 5.13. Koostage sirge s kanoonilised vorrandid, kui sirge s ldbib punkti
3r+Ty—224+4=0

P(2;3;4) j lleel i )
( ) ja on paralleelne sirgega 2% — 6y +72—13 =0

Ulesanne 5.14. Leidke tasandi 2z — 3y+4z—5 =0 ja zz-tasandi loikesirgel koik need
punktid, mis asuvad tasandist 2z + y — 2 + 3 = 0 kaugusel V/6 tihikut.

Ulesanne 5.15. Leidke sirge ja tasandi vaheline nurk. Juhul, kui sirge ja tasand
loikuvad, leidke ka nende loikepunkt.

x—12 y—-9 z-1

(a) 1 5 =1 , 3z +o5y—2—-2=0
(b) xglz%:g, 37— 3y +22—5=0
@ {3 i
x—lzy—i—l z2—2 ., y—1

Ulesanne 5.16. < * > Koostage sirgeid s:
z4+3

1 —2 3

labiva tasandi vorrand.

13



Praktikum 6

Arvread
6.1 Arvread
,{Deﬁnitsioon 6’.1] N
o0 n
Arvrida Zuk nimetatakse koonduvaks, kui tema osasummade jada S, = Zuk koondub, s.t. kui
k=0 k=0
eksisteerib loplik piirvddrtus
i = i 3=
k=0
oo
Arvu S nimetatakse rea Zuk summaks. Arvrida, mis ei koondu, nimetatakse hajuvaks.
k=0
\ y,

ALause 6.1 N\

Koondumise tarvilik tingimus (arvrea hajumise tunnus). Kui

nh_)rlgc |un| # 0, (6.1)

o0

sits rida g Uy, hajub.
n=0

\ J

Ulesanne 6.1. Leidke jargmiste ridade osasummade jadad (S,) ja summad S.

(2) nzl n(n+1) (d) 7;) (2n+1)(2n+3) (&) ; "

n2 —

. 241 n—+
(b) Z 3n+1) (e) ;n?(nil)? () Z:: \/TH
© 2y O 2 R

Ulesanne 6.2. Leidke read, mille osasummad on jirgmised.

2n1

(a) S, =In(n+2) (c) S, = (e) S

n+1 n2+2’

= nt3 _ 2
Ulesanne 6.3. Niidake hajuvuse tunnuse abil, et jirgmised arvread hajuvad.
oo . o0 3 " o0 1
(&) > (-2) (c) > (3n)7Y ) > 7
n=0 n=1 n=1
4 —7nb — (n+1\"
f
()Zn6+3 ();(n)

1
(n+ 1)(n+2)

Ulesanne 6.4. < + > Leidke rea Z

n= 1

osasummade jadad (5,,) ja summa.




0.2. Geomeetriline rida

6.2 Geomeetriline rida

r )
Geomeetriline rida,
— 1
Zq”:1+q+q2+q3+~~=i, lq| < 1.
n=0 q
Koondub, kui |¢| < 1 ja hajub muul juhul.
\ J

Ulesanne 6.5. Tehke kindlaks, kas jargmised geomeetrilised read koonduvad voi
hajuvad. Koondumise korral leidke rea summa S.

a OOE C OOCOSTLTF e N i ﬂ
@ S5 © 3 costo) <)§0(2n+ 2 )

00 0 op43 o n
() > (1) @ Y o CIIE==
n=1 n=0

n=0

Ulesanne 6.6. Pall kukub 2 meetri korguselt ja porkab igal porgatusel % korgusele
tagasi (vorreldes oma viimase korgusega).

Leidke palli poolt ldbitud vertikaalne vahemaa.

Ulesanne 6.7. Esitage 16pmatu perioodiline kiimnendmurd 7.(36) hariliku murruna
(kahe tdisarvu jagatisena).

Ulesanne 6.8. (IT) Kahendsiisteemi arv teisendatakse kiimnendsiisteemi arvuks
jargmise valemi abil:
by | b3

b1
+ gy e

bo, b1babs ... |2 = by + 5}

Esitage kahendarv 1,101010... |2 ithe kiimnendsiisteemi murruna (ratsionaalarvuna).

Ulesanne 6.9. (F) 2008. aasta alguse seisuga olid maailma naftavarud hinnanguliselt
1950 miljardit barrelit.

2008. aasta jooksul tarvitati dra u. 29.3 miljardit barrelit. Arvestades, et iga aastaga on nafta-
toodang tousnud 1 %, siis nende andmete pohjal, mitu aastat naftat jatkub?

Ulesanne 6.10. (M) Koch’i lumehelbeke saadakse vordkiilgsest kolmnurgast (kiilje-
ga a) nii, et igal sammul jagatakse iga kiilg kolmeks vordseks osaks ja "kleebitak-
se"keskmisele osale uus vordkiilgne kolmnurk.

A %W

Naidake, et helbekese imbermoot on tokestamata, kuid pindala on tokestatud. Leidke see pindala.

Ulesanne 6.11. < * > Tudeng alustab iihikast teekonda loengusse. Kui ta on ldbinud
% teekonnast, otsustab ta timber moelda, keerab otsa ringi ja alustab teekonda tagasi
ithika suunas.

Labinud % tagasiteest, keerab ta ringi ja liigub niitid loengusse. Siis jéille keerab otsa ringi ja
liigub tihika poole. Kui selline liikumine jatkub (keerates alati % labitud teel otsa ringi ja liikudes
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PEATUKK 6. ARVREAD

vastassuunas), siis millisesse kahte punkti tuleks rajada 6oklubi, et tudengi tegevus muutuks
mingilgi moel m()ttekaks? Kui iihikas on punktis A ja loeng punktis B ning vahepealne muutuv
punkt P € (A, B), siis 2 tuleb vétta alati kas 16igust [4, P] voi [P, B].

6.3 Harmooniline rida ja integraaltunnus

A Lause 6.2 N

Uldine harmooniline rida
— 1
< + Pyvin Ty —|— -+ (6.2)
—n 3
koondub, kui o > 1 ja hajub, kui o < 1.
. y,
,{Deﬁm’tsioon 6.2] ~\
oo
Positiivseks arvreaks nimetatakse rida Z Uy, kus up, >0 igan=0,1,2,... korral.
n=0
\ y,

A Lause 6.3 N

Rea koonduvuse integraaltunnus. Kui positiivse rea Zun korral u, = f(n) ja f on pidev mo-

notoonselt kahanev funktsioon piirkonnas [a, ), siis vaadeldav rida ja piratu integraal / f(x)dx

koonduvad (hajuvad) samaaegselt.
\ J

Ulesanne 6.12. Millised jargmistest ridadest koonduvad ja millised hajuvad?
@ 2 (©) i (e) i - ® >
n=0 3" n=0 n=1 \/ﬁ n=1 =0
— 2 3nt
(b) Z n+1 (d) Z n+1 (f) Z 22n+1 (h) E
n=1

Ulesanne 6.13. Uurige jargmiste ridade koonduvust integraaltunnuse abil.

=1 > 1 = n—1
(a) nz::l% (C) nz:;nln(n) (e) ,;)(”2“‘1)

“n

b d £ n

DR @ 3 s R
Ulesanne 6.14. Naidake, et kehtib vorratuste ahel

1 1
1 <l+-—4+-=-+---+-—-<1 1.
n(n) < tgtgtot < n(n) +
Kasutades toodud ahelat, hinnake harmoonilise rea osasummade suurust n = 1000, n = 1000000
ja n = 1000000000 korral. Mitu rea liiget on vaja, et harmoonilise rea osasumma S, > 1007

Ulesanne 6.15. < « > Tudeng sai kontrolltéés 1 punkti 10-st (10%). Iga jarelt6o
maksimaalset punktide arvu suurendatakse 10 vorra.

Tudengi eelmise t66 saadud punktid kantakse iile protsentides tehtava t66 maksimaalsest voima-
likust. Kui tudeng saab igas t66s 1 punkti juurde, siis mitu jarelt6od laheb vaja, et tudeng saaks
lopuks kokku 50% jareltoo punktidest? Kas on voimalik kogusummana saada ka taispunktid?
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6.4. Positiivsete arvridade vordluslause

Selgituseks: IT t66s on tudengil ees 2 punkti 20-st (10%), ta saab iihe juurde ja kokku 2+1 = 3.
III t66s on tudengil ees 23—0 -30 = % p. 30-st (15%), ta saab iihe juurde ja kokku % +1= % jne.

Ulesanne 6.16. Paigutame n kaarti jargmiselt: {ilalt teine kaart toe-
tab ilemist poole pealt, iilalt kolmas kaart eelmist 3/4 pealt,

i =

neljas kaart eelmist 5/6 pealt (iildiselt (2n — 1)/(2n) R,
-

pealt) jne. Teoreetiliselt jaéab selline kaardipakk tasakaa- N

lu. Kui kaugele lauast on voimalik n kaartist koosneva =~ E—

paki iilemist dadrt viia? Proovige kodus jargi! Lihtsam — -

on paigutada kergeid ohukesi plaate, kui néiteks raskeid
raamatuid (joonis: http://mathworld.wolfram.com/).

6.4 Positiivsete arvridade vordluslause

4 Lause 6.4 N\

Vérdluslause 1. Kui positiivsete arvridade Y u, ja > v, korral mingist indeksist k alates kehtib
vorratus

Uy < Uy, iga indeksi n > k korral ,

siis rea y | vy, koonduvusest jareldub Y w, koonduvus ja rea y  u, hajuvusest jareldub > v, hajuvus.
4 J

{Deﬁnitsioon 6.3] N

U

Suurusi u jo v nimetatakse ekvivalentseteks mingis protsessis, kui leidub 16plik piirvddrtus lim — = 1
Un

samas protsessis. Viimast mdrgitakse kujul u, ~ v,.

. J

A Lause 6.5 N

Vordluslause 2. Kui u, ~ cv, mingi konstandi ¢ > 0 korral protsessis n — oo, siis molemad read

S up ja . v, koonduvad voi hajuvad tiheaegselt.
\ J

Ulesanne 6.17. Millised jérgmistest ridadest koonduvad ja millised hajuvad?

— 9 > 1 NN (T
@ X5 © > @) > sin(7)

> 1 > 1 > sin (l)
b —_— f - . -
(b) Zo (n+3)4n () ZICOS <n> &) Z n2
n= n= n=1
= n+2 > n+3 o 9\ 3
© 2 & D> \5 l+n?
i n?—n o Vne+3 (k) Zo 1+ n3
- 1 . cos?(n)
(d) - (h) : —~on . (T
;n2+n—1 nz::l n4/3 (1) 22 sm<5—n)
n=0
Ulesanne 6.18. (M) Olgu u, >0 ja li_>rn n’u, = 0. Niidake, et siis rida 3 u, koondub.
.. . >, In?(n) . .
Ulesanne 6.19. (M) Naiidake, et rida ZT koondub iga —0o < g¢g< o jap>1
n
n=2

korral.
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Praktikum 7

Arvridade koondumine

7.1 Absoluutne koonduvus

,{Deﬁnitsioon 7. 1}

Rida Z un, nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui rida Z |t | koondub. }
\
A Omadus 7.1} N\ 4 Omadus 7.2 N\
D’Alembert’i tunnus: Cauchy tunnus:
T Un41 RT n
a8 | €=y, Vil
rida koondub absoluutselt, kui D < 1. Rida ha- rida koondub absoluutselt, kui C' < 1. Rida ha-
jub, kui D > 1. Kui D = 1, siis tunnus ei tééta. Jub, kui C > 1. Kui C'= 1, suis tunnus ei tddta.
\_ J \\ J
Ulesanne 7.1. Uurige d’Alembert’i tunnuse abil jargmiste ridade koonduvust.
0o 9 o . (1) 00 Hn42
n sin (5 . 3
(@) > (8 > =4 ORDBpere
n=1 n=1 n=3
0 an 00 e n2 (k) o g
(b) il il (h) n”(n+ 3)!
2 @ % e >
)
2" + 5 N o= (20)! (
(c) Z n (f) Z (1) Z il i n3"
n=0 “—~ (2n+1)In(n)

Ulesanne 7.2. Uurige Cauchy tunnuse abil jirgmiste ridade koonduvust.

(a) Z 2n+5 (o) ZCOSM @ T§<1in>n

(b) i(iﬁ;i)n ) S5 (”Zl)n2 M >

n=1 n=1 n=2 "<n>
(c) 21 o (8) on (k) Z sin™ (>
n= n=1 — n
00 . o 0o on ,
(d) 1.5"sin ( — (h) — > 1\"
nz::l (n) ;nZ m > <1_n
n=1
U420 +... +n!
Ulesanne 7.3. (M) < * > Uurige rea Z koonduvust.

(Zn).

n=1

Ulesanne 7.4. (M) < % > Milliste b véidrtuste korral on rida koonduv,

> k! )
b+1)(b+2)---(b+ k)

i



7.2. Tingimisi koondumine

7.2 Tingimisi koondumine

,{Deﬁnitsioon 7.2] ~\
Rida, mis koondub, kuid ei koondu absoluutselt, nimetatakse tingimisi koonduvaks.

\ J

ALause 7.1 N
Leibniz’t tunnus Kuin =0,1,2,3,... jaoks on tdidetud tingimused

1. Uy > Upy1 > 0 (dldliikmete jada on monotoonselt kahanev);
2. lim u, =0,
n—oo

sits vahelduvate mdrkidega rida koondub,

o
Z(—l)”-unzuo—u1+u2—u3—|—-~-—|—(—1)”~un—|—.... (7.1)

n=0
. J

Ulesanne 7.5. Uurige jargmiste ridade koonduvust.

(a) Zn+5 (c) Z n2+3 (e) Z n+1< )n

n=1

0o vl (e%¢] n
OIS (@ > (-099)" (0 Z b
n=2 n=1

Ulesanne 7.6. Millised jargmistest ridadest on absoluutselt koonduvad, millised on
tingimisi koonduvad ja millised on hajuvad?

n+1

< (_1)n-1 00
(a) Z © 3 i3y 0 >

0 n+1 o0 (_1)71 oo
o) 3 OB M DI
n=1 n= n=1
s 1)ntt cos N 0
(c) z::m (2) n; Jn (k) Z(—n”{;ﬁ
n=1
o0 n 1 > . 1 0o
(d) E:l 2n—1 (h) gsm <7m+n> ) Za”arcsin%
n=1

Ulesanne 7.7. (M) < % > Leibnizi tunnus viidab, et kui vahelduvate mérkidega rea
Z(—l)kuk iildliige u; hddbub monotoonselt, siis rida koondub.
k

Tooge niide hajuvast vahelduvate markidega reast Z(—l)kuk, mille tildliige u; haabub.
k

Ulesanne 7.8. (M) < > Leidke koik a véidrtused, mille korral rida koondub ning
koik need a viaartused, mille korral rida koondub absoluutselt:

Z(—l)” sin%.
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Praktikum 8

Astmeread ja Fourier’ read

8.1 Astmeread, koonduvusraadius

,{Deﬁm’tsioon 8. 1}

~\
Astmereaks nimetatakse rida, mille liskmeteks on funktsioonid f,, kus f,(x) = a, z™, s.t. rida
Zanac":a0+a1x+a2x2+a3x3+... (8.1)
n=0
v01 Uldisemalt rida
Zan(m—c)”=a0—|—a1(x—c)+a2(x—c)2—|—.... (8.2)
n=0
4 J
{Deﬁnitsioon 8.2} N
Astmerea (8.1) koonduvuspiirkond X ja absoluutse koonduvuse piirkond A defineeritakse jargnevalt:
oo
X = {xo : arvrida Zan xg koondub } (8.3)
n=0
ja
A= {xo : arvrida Zan x( koondub absoluutselt } . (8.4)
n=0
4 J
A Teoreem 8.1 N
Cauchy-Hadamard’i teoreem. Kui R > 0, siis astmerida Y, apx™ koondub absoluutselt vahemikus
(=R, R) ja hajub hulkade ihendis (—oo, —R) U (R, 00). Juhul R = 0 koondub ta vaid punktis x = 0.
4 J

,{Deﬁm’tsioon 8.3}

N
Arvu R nimetatakse astmerea koonduvusraadiuseks, vahemikku (—R, R) astmerea (8.1) koonduvus-
vahemikuks.

\ J

A Lause 8.1 ~

a
Kui eksisteerivad piirvddrtused lim ‘nﬂ voi lim {/|a,| siis koonduvusraadiust R saab leida
n—oo a n—oo

vastavalt jargmiste valemite abil:

1 a 1 1

R=— = lim = 1 R=—5=——. (8.5)
D n—=00 | 41 C lim < an|
n— oo
§ J

Ulesanne 8.1. Leidke jargmiste astmeridade koonduvusraadius R, koonduvuspiir-
kond X ja absoluutse koondumise piirkond A.



8.2. Astmeritta arendamine

@ Y- (@ YDt +)() Y (e
n=0 n=0 n=0

b)) S 5 1) 0 S na’ NN (@t
nz:;] nz:;) 3 3) nz_:l n!
> n-+ 2 n > (2 5)" e

(C) ;n—lx (g) ; \/ﬁ( T+ ) (k) Znn($—3)n

n=1
(d) o (@ —4)" (h) —a" X n yz\n

8.2 Astmeritta arendamine

™ on pidev funktsioon punktis x, kusjuures

Kui x € (=R, R), siis astmerea summa S(x) = > anx
astmerida voib liskmeti diferentseerida punktis x ja iga osaldigu [a,b] C (=R, R) korral voib astmerida

litkmeti integreerida.

Ulesanne 8.2. Arendage jirgmised funktsioonid astmeritta.

_ ! (¢) flz)=1In(1+x)
x
(b) f(z)= 1-3 (d) F(x) = [arctan(z?)dx
. 1
Ulesanne 8.3. Avaldise m ritta arendamiseks diferentseerige rida
=l4z+22+23+....
11—z

Rakendades to0stuses statistilist kvaliteedikontrolli, valitakse tooteid liinilt juhuslikult. Jagame
iga toote “terveks” ja “praagiks”’. Kui toode on “terve” toenédosusega p ja “praak” tOendosusega
q = 1 — p, siis tdendosus, et “praak” toode esineb esmalt alles n. valiku korral, on p™~lq. Selliselt

o0
valitud toodete arvu (kuni esimese “praagini”’) keskmine on E np™lq. Arvutage see summa,

eeldades et 0 < p < 1. Sama teooria kehtib néiteks kahe téringﬁ korraga viskamisel. Siis summa
7 toendosus on p = 1/6. Arvutage keskmine vajaminev visete arv, et 7 tuleks esimest korda.

0 9
Ulesanne 8.4. Kuidas leida rea Z Z—n summat?

n=1

Selleks avaldage ﬁ geomeetrilise rea kaudu, seejdrel diferentseerige vorrandi molemat poolt,

korrutage vorrandi pooled ldbi muutujaga x. Seejérel diferentseerige veelkord ning korrutage

1

molemad pooled muutujaga x. Kui omistada x = 3, siis millise tulemuse saate?

Ulesanne 8.5. Arendades tundmatu lahendi y = y(z) astmeritta, leidke Cauchy iiles-
ande 3’ = 2y, y(0) = 1, lahend.

Ulesanne 8.6. Arendades tundmatu lahendi y = y(z) astmeritta, leidke Cauchy iiles-
ande y' —y =z, y(0) = 1, lahend.
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PEATUKK 8. ASTMEREAD JA FOURIER’ READ

8.3 Taylor’i read

{Deﬁnitsioon 8.4}

N
Kuiiga v € X = (¢ — R,c+ R) korral
o0
fl@) =) an(@—o)", (8.6)
n=0
s.t. funktsioon f on vaadeldava astmerea summa, siis oeldakse, et funktsioon f on vahemikus X
arendatud astmereaks. Sel juhul astmerea kordajad a, avalduvad valemitega
L )
anzﬁf (¢), n=0,1,2,..., (8.7)
kusjuures 0! = 1 ja (O (c) = f(c).
§ J

Definitsioon 8. 5}

Rida (8.6), mille kordajad a,, on antud valemitega (8.7), nimetatakse funktsiooni f Taylor’i reaks,

erijuhul ¢ = 0 korral Maclaurin’t reaks.

Ulesanne 8.7. Arendage jargmised funktsioonid Taylor’i ritta punktis ¢ = 0.

a) ze* 1 . 1 22
( ) (C) m (e) e’ + T+ (g) cos ﬁ
®) 5 - 3¢ (d) In(1+2?) (f) cosw=sinz (h) em/2

Ulesanne 8.8. Arendage integraalimirgi all olev avaldis Taylor’i ritta (astmeritta)
ning integreerides liikmeti, arvutage nende integraalide viirtused tiipsusega 1078,

0.2 0.1 05 arctan(z)
(a) [ sin(z?)dx (c) 0f\/1+x4 dx (e) ({ dx

X

0.5 3
e (d) ()fe s (£) }xsin(aﬁ) dz
0

Ulesanne 8.9. Arendades siinuse Taylor’i ritta, leidke koik a ja b vAartused, mille

korral
lim <Sm(3x) 42 b) = 0.

z—0 3 x2

Ulesanne 8.10. Niidake, et funktsiooni f(z) = arctan(z) Taylor’i rida hajub iga |z| > 1
korral.

Ulesanne 8.11. (M) < > Funktsiooni f Maclaurin’i rida avaldub seosega

4 6 e 2n
9 X x B x
L+a?+ 5+ og 4 =1+)
n=1

Leidke f(*)(0) koigi k € N jaoks.

22



8.4 Fourier’ read

8.4. Fourier’ read

,
2m-perioodiline funktsioon f, 2L-perioodiline funktsioon f, w = 2%7 T =
N 2L,
S(x) = a?o + Z [an cos(nx) + by sin(nz) |, oo
- = ?0 Z [ cos(nwz) + by, sin(nwz) |,
1
== /f(x) dz, Z
0 1
7771'.r aO:Z/f(x)d‘r7
1 =1L
== /f(gc) cos(nz) dz, 7
T
1
n =7 / f(x) cos(nwz) dz,
1 . -k
:;/f(gg)sm(nx)d:c, n=12.... 1 s
= bnzz/f(x)sin(nwx)dx, n=12....
\ < —L
L S

A Teoreem 8.2 N\

Dirichlet’ teoreem. Kui funktsioon f on tikiti sile vahemikus (—m, ), siis selle funktsiooni Fourier’

rida koondub summaks S = S(z), kusjuures
1. S(x) = f(x) funktsiooni f pidevuspunktides;

2. S(z) = 5[f(z—
3. S(—m) = 3lf(—7+) + f(7=)];
4. S(m) = §[f(=m+) + f(7—)].

)+ f(z+)] funktsiooni f katkevuspunktides;

\. J

Ulesanne 8.12. Leidke 2m-perioodilise ruutlaine f Fourier’ rida ja uurige selle koon-

duvust, kui

Ulesanne 8.13. Astmeridades voisime tuletise votta liikmeti.
Osutub, et Fourier’ ridade korral see enam alati 1dbi ei 1dhe. Veenduge, et
2z = 4sin(x) — gsin(Qx) + %sin(&’n) - %sin(éla:) +..., z€[-mm].
Votke molemast poolest tuletis z-jargi ja veenduge, et punktis = 0 saadud vordus ei kehti.

Ulesanne 8.14. Leike 2r-perioodilise kolmnurkse laine f(z) = |z| Fourier’ rida

ja uurige selle koonduvust, = € [, 7].
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PEATUKK 8. ASTMEREAD JA FOURIER’ READ

Ulesanne 8.15. Leidke 2-perioodilise laine f Fourier’ rida ja uurige selle koonduvust,

kui
f<m):{—2 ,—1<x§0}. — —

2 ,0<z <1

— — —

Ulesanne 8.16. Leidke 4-perioodilise laine f Fourier’ rida ja uurige selle koonduvust,
kui

Ulesanne 8.17. < x > Leidke 2-perioodilise laine f(z) = 2? Fourier’ rida ja uurige
selle koonduvust, = € [-1,1].
Kasutades argumendi vadartust x = 1, ndidake, et
$1w
nz 6

n=1

Ulesanne 8.18. (F') Dirac’i deltafunktsioon defineeritakse selliselt, et see on nullist
erinev ainult nullpunktis ning taidetud on tingimus

b
/f(x)5(x)d1::f(0), a<0<b,

iga pideva “heade omadustega’ funktsiooni f korral. Veenduge, et d(x) jaoks kehtivad 1oigus
[—7, ] seosed a,, = 1/7 ja b, = 0. NB! Tegelikult §(z) ei ole matemaatilises méottes funktsioon,
vaid selle iildistus: distributsioon. Fiiilisikas kasutatakse seda ideaalse punktmassi, punktlaengu
jne modelleerimiseks. Sisuliselt on tegemist 16pmatult kitsa ja I6pmatult pika “piigiga”.

Ulesanne 8.19. < x > Joonisel on toodud teatud signaal ilihe perioodi jaoks.

y

N\
Kasutades integraalide ligikaudseks leidmiseks
trapetsmeetodit, arvutage selle signaali Fou- I T\
rier’ kordajad ag, a1, az ja by, be. Kirjutage val- / . \

ja Fourier’ osasumma Sy (z) ning koostage selle Va /

joonis. / \ / 0.25 *

(/

o .
Ulesanne 8.20. (M) < * > Niidake, et trigonomeetriline rida S(z) = Z sin(nz) on

koonduv 16igus [0, 27], kuid see ei osutu Fourier’ reaks.
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Praktikum 9

Kontrolltoo nr. 1

s N
1. Vektorruumid. Vektorite lineaarne soltumatus

1.1. Vektorruum

1.2. Vektorruumi alamruum

1.3. Lineaarne soltumatus

1.4. Vektorruumi baas ja vektori koordinaadid

2. Vektorid

2.1. Vektori moodustamine kahest punktist, vektori pikkus

2.2. Vektorite skalaarkorrutis, vektorite vaheline nurk

2.3. Vektorite vektorkorrutis, roopkiiliku ja kolmnurga pindala

2.4. Vektorite segakorrutis, kolmele vektorile ehitatud ré6ptahuka ja nelitahuka ruumala

3. Sirge ja tasand ruumis

3.1. Tasandi vorrand, tasandite vaheline nurk, punkti kaugus tasandist
3.2. Sirge vorrand, sirge ja tasandi vaheline nurk

4. Arvread

4.1. Arvrea osasummad

4.2. Arvrea koondumine (hajumine)

4.3. Geomeetrilise rea koondumise tingimus

4.4. Harmoonilise rea koondumise tingimus

4.3. Positiivsed arvread, vordluslaused

4.5. D’Alembert’i, Cauchy ja Leibniz’i koonduvustunnused.




Praktikum 10

Mitme muutuja funktsioonid

10.1 Kahe ja kolme muutuja funktsiooni maaramispiirkond

,{Deﬁnitsioon 10.1}
Olgu D C R™. Kui igale punktile P = (21, ...,xm) hulgast D on eeskirja [ abil vastavusse seatud

~\

tiks ja ainult ks reaalarv u, siis deldakse, et hulgal D on mddiratud m muutuja funktsioon ja
kirjutatakse
u=f(x1,..,Tm) Y(x1,...,Tm) €D
V01
u= f(P) VPeD.

Hulka D nimetatakse funktsiooni f mddramispiirkonnaks. Funktsiooni f graafikuks nimetatakse
hulka

Gr(f) ={Q = (z1, .., xm,u): P = (1,...,2m) € D,u= f(P)}.

. J

e )
Kaks m muutuja funktsiooni v = f(x1,...,Zm) ja u = g(x1, ..., T, ) osutuvad samadeks funktsioo-
nideks, kui neil molemal on iiks ja sama méadramispiirkond D ja samad vastavuse eeskirjad.

\ J

Ulesanne 10.1. Leidke jargmiste funktsioonide mairamispiirkonnad D ja joonistage

need.
(@) f(z.y) =2+ /5 D) fla,y) = mirg;
(b) floy)=vad—a? =y (m) f(2,9) = ppriag + V3 2% — %
(¢ z,y) = In(4 — 22 — y?);
(¢) flz,y) =In(4 y?) (1) F(09) = pmony + VI~ F
(d) flz,y) =In(z +y); .
(&) fla.y) =Mn(e+y) + i (0) Jru) = Vs
T = cos(x? 2 - 3);
©) fle.p) =3+ V=G0 (P) Jloay) = eostet =)
(g) f(z,y) =x+ e+ arccosy; (@) f(z,y) = /Incos(a® + y?);
(h) flz,y) = VI—a2+/1-y% (r) flz,y) = /sin(@? + y?);
(1) flz,y) =/1—-(@2+y)? (s) f(x,y) = arcsin Z;
() f(z,y) = In(a” + y) + sinz; (t) f(z,y) = Sinmzsinmy +

() fov) =77 VI=la =1+ 16 (y = 12



10.1. Kahe ja kolme muutuja funktsiooni mddramispiirkond

Ulesanne 10.2. Millistes jargmistes paarides on samad funktsioonid ja millistes eri-

nevad?
(a) f(z,y) = |yl (e) fl(x,y) =n(2?y)),
9(z,y) = zysgnwsgny; 9(z,y) = 2In|zyl;
(b) f(z,y) =z +Iny, g(z,y) = In(zy); (£) f(z,y) = In(z2y),
© ) = VT oley) = v ole.9) = 2 n(lalyD);
(d) f(xvy) = %7 g(:c,y) = ziy; (g) f($;y) = ‘$y|a g(wvy) = eln\xy|.

Ulesanne 10.3. Miirake maéadramispiirkonnad D nii, et jirgmistes paarides oleksid
samad funktsioonid.

(a) f(z,y) =Ina?+Iny, (b) flz,y) =Va/y, g(x,y) = /zy;
g(z,y) =2Inx + Iny;
(c) flz,y) =zye®e¥, g(z,y)=zye™.

Ulesanne 10.4. Arvutage jargmiste funktsioonide vaartused antud punktides A, B
ja C.

(a) flr,y) =T, A=(2,1); (b) fla,y) = 2danlezy) - g — (2,1);

2y arctan(y—zx)’
(c) f(z,y) =In(sinzcosy), C = (%,0).
Ulesanne 10.5. Joonistage jargmiste funktsioonide graafikud.
(a) flz,y)=1l-z-y kus0<y<az<I; (€) f(z,y)=2a%—y? kus 2] <1, [y[ < 1;

(b) f@y) =a" 4y dous floy) < 4 @) f.) =1 o] = Iyl ks F(z.y) > 0

2

Ulesanne 10.6. Leidke f(y, ), f(—z,—y), f (i, %) ja %, kui f(x,y) = %

Ulesanne 10.7. Leidke f (1,%) ja f (%,%), kui f(z,y) =+ 1.

Ulesanne 10.8. Leidke jargmiste kolme muutuja funktsioonide miiramispiirkonnad
E.

(a) flz,y,2)=1+Vo—/y—z (d) f(z,y,2) = arcsinz — arccos(yz);
(b) flx,y,2) = Va(Z+1) — Vye7; (€) flw,y,2)=Vi-a’—y* 2%
(C) f(.??, Y, Z) = ln(xy) + lnz; (f) f($7 Y, Z) = 3+cos7ra:+c<l)s TYy+cosmwz”

Ulesanne 10.9. Arvutage jargmiste funktsioonide vaiartused antud punktides A, B
ja C.

(@) f(o,y,z) = Loanlztyts) A:(HT@Q 1—¢§>;

arctan(z—y—z)’ 2
(b) flz,y) =u" +w"™ u(z,y) =z +y, v(z,y) =2 -y, wx,y) =2y, B=(-1,2);

(c¢) f(x,y,2) = sin(uv) + cos(vw), u(x) = arcsinz, v(y) = lny, w(z) = arccosz, C =
(1,e,—1).
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PEATUKK 10. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONID

Ulesanne 10.10. Inimese kehapindala (m?) arvutamiseks kasutatakse sageli Du Bois’
valemit
A(w, h) = 0.007184w%425 0725

kus w on isiku kaal kilogrammides ja h on pikkus sentimeetrites.

Leidke 180 c¢cm pikkuse ja 85 kg kaaluva inimese (ligikaudne) kehapindala.

Ulesanne 10.11. Loomade populatsiooni suuruse hindamiseks mérgistatakse moned
kinni piilitud isendid enne uuesti vabastamist.

Pérast mérgistatud loomade segunemist populatsiooniga, piilitakse kinni jargmine grupp loomi,
milles loendatakse mérgistatud isendite hulk. Kui 7" on margistatud loomade arv ja S on teise
grupi suurus, milles on ¢ mérgistatud looma, siis populatsiooni suurus hinnatakse seosest

P(T,S,t) = TTS

Hinnake metskitse populatsiooni suurust, kui mérgistati 45 metskitse ja teises grupis oli 3 maér-
gistatud isendit 100st.

Ulesanne 10.12. Hiisti soo justatud mitte-higistava imetaja hapnikutarve hinnatakse
valemist
F(ty, tayw) = 2.5(ty — ta)w™ "

kus t;, ja t, on vastavalt looma kehatemperatuur ja ¢, chutemperatuur (molema iihik
on °C) ja w on looma kaal kilogrammides.

Leidke 40 kg kaaluva looma hapnikutarve, kui tema kehatemperatuur on 35 °C ja chutemperatuur
on 5 kraadi.

Ulesanne 10.13. Riigi rahvaarv ja joukus mojutavad tema edukust Oliimpiamingu-
del.

Kui p on riigi rahvaarv ja d on sisemajanduse kogutoodang elaniku kohta, siis seos
f(p,d) = 0.0062 Inp + 0.0064 Ind — 0.0652

on osutunud iisna tapseks voidetavate medalite osakaalu ennustamiseks. Ennustage Eesti voide-
tavate medalite osakaal, kui rahvaarv on 1311870 ja SKT elaniku kohta on 26355 $.

Ulesanne 10.14. Veenduge, et jirgmised funktsioonid on elementaarfunktsioonid ja
leidke nende graafikud.

(@) w==z+ 73 (€) w=
= J?Z 2
(b) w =¥ +1n(z +1); (d) w=pgrr

Ulesanne 10.15. Leidke funktsioon f(z,y, z), kui

(@) fl(z,yz,2) =lnzx+y—z;

(b) flz+y,2—y2)=ay+y’+2°
Ulesanne 10.16. Leidke funktsioonid f ja g, kui

(a) g(flf,y,Z):f(l—F\/E,y)—i-\/ﬂ ja g(x7y71):$_y;
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10.2. Mitme muutuja funktsiooni piirvidrtus ja pidevus

(b) g(z,y,2) = f(Vz,e¥) + ¥z ja g(z,y,0) =22 +y.

10.2 Mitme muutuja funktsiooni piirvaartus ja pidevus

,
Olgu D C R™, f: D — R ning olgu A = (ay, ..., a,) hulga D kuhjumispunkt (igas timbruses leidub
vihemalt iiks temast erinev vaadeldavasse hulka kuuluv punkt).

\

,{Deﬁm’tsioon 10. 2}

Kui argumendi P = (21, ..., T, tokestamatu lihenemine punktile A toob kaasa funktsiooni f vadrtus-
te f(P) tokestamatu lihenemise arvule ¢, siis titleme, et funktsiooni f piirvidrtus protsessis P — A

on arv ¢ ja mdrgime seda

i, FP) =

V0%
lim flz1,.yzm) = c

T1yeeey T —2A15-+,Am

\.

~N

;
Kui funktsioonil v = f(P) on punktile A mé6da kahte erinevat lahenemisteed erinevad

piirviartused, siis piirvaartust IlimA f(P) ei leidu.
4>

\

-
Koik {ihe muutuja funktsiooni piirvddrtuse omadused — piirvdartuse monotoonsus, iihesus, arit-
meetika, lause tokestatud ja h&dbuva suuruse korrutisest ning keskmise muutuja omadus — on
pohimotteliste muutusteta timber kirjutatavad mitme muutuja juhule.

- J
{Deﬁnitsz'oon 10.3} N\
Funktsiooni w = f(P) nimetatakse pidevaks punktis A, kui
Tim f(P) = f(4).
Vastasel korral nimetatakse funktsiooni katkevaks punktis A.
4 J

Ulesanne 10.17. Leidke jirgmised piirviisirtused.

(a) lim 22y | . \/m
(z,y)—(=2,1) (8) (.1'7y)11>1}0,0) 22 | 2
(B) iy 2% T 30); L
e . x4 —y
h lim ——2%—;
(c) lim Tt sinmr, () (2,9)—(0,0) 2 + 22 + y?
(z,y)—(2,2) Y ’ o \[
. . y
i (i) lim —>%;
(@ lim T 0 o+ Inw
(z,y)—(0,0)
. . In(ay)
. | |
@ ey O oy
z,y)—(0, Yy I
() lim ——t ) Tty

(z9)(00:00) T2 + Y2

(;t,y)gI%O,O) 1+ Y — 1;

29



PEATUKK 10. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONID

2,2 22 1q?
1) lim u§ (q) lim o "
(@4)=(00) T4y (2.9)—(00,00) \ 2% + 32 ’
332 + y2 z2y?
(m) lim A4 li 1 1 :
()= (Coc T2y O e T 2)
3
i 2 2\ i . Y
@), Jim, (0 )sin @ (1+2)'
Yy—o0
(o) lim Y ; 1
(z,9)—(2,0) tan Ty (t) lim (14 x2y2)m;
sin 5z (z,y)—(0,0)
lim ;
() (zy)—(0,10)  TY (u) lim (2?4 4%)"Y.
(z,y)—(0,0)

Ulesanne 10.18. Naiidake, et jargmised piirviirtused ei eksisteeri.

(c)

r+y
m —-=;

(a) lim ;
(z,5)—(0,0) T + Yy

.732 4 y2 :1:2
b li B B d li
(b) (e0)o(00) 2% — y? + 2y (d) B

(@y)—=(0,0) y — 22

Ulesanne 10.19. Niidake, et lihenedes punktile (0,0) mé6da sirget y = kx voime
ax+by

votta k valiku puhul funktsiooni z = Tdy

piirvairtuseks punktis (0,0) saada mistahes
etteantud arvu.

Ulesanne 10.20. Missugust sirget m66d tuleks ldheneda punktile (0,0), et funktsiooni
Sr—y
2z+-3y

piirvairtus punktis (0,0) vorduks arvuga 17

Ulesanne 10.21. Millist tingimust peavad rahuldama positiivsed arvud m, n ja p, et

xmyn
eksisteeriks piirvaiartus lim

——~——7 Pohjendage oma vastust.
(zy)—(0,0) (22 + p?)P ! 5

Ulesanne 10.22. Leidke korduvad piirvisrtused lim lim f(z, y) =: Ajalim lim f(z,y) =:
T—a y—b y—bzr—a

B jargmistest funktsioonidest méargitud punktis Py = (a,b).

(a) fla,y) =252, By = (0,0); (b) fla,y) = "= gy (0,0)
(c) f(z,y) =sin %ﬂ, Py = (00, 00).

Ulesanne 10.23. Niidake, et jargmistel funktsioonidel leidub punktis (0,0) piirvéiir-
tus, kuid korduvaid piirvaartusi lim lim f(z,y) ja lim lim f(z,y) ei eksisteeri.
z—0 y—0 y—0 x—0

(a) flz,y) = (x—l—y)sin%sin%; (b) flx,y)=(z—vy) cos%sin%.
Ulesanne 10.24. Naiidake, et jirgmised funktsioonid on pidevad oma mé&aramispiir-
konnas.

T 2292 .
(@) flx,y) = sin:)i/key; (c) f(z,y) = ﬁiffy?, kui 22 + ¢ # 0,
’ 0, kui 22 + y2 =0;
. 1 .
(b) flz,y,z) = T d _ J xysin (1), kuiz #0,
(d) f.y) 0, kui z = 0.
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10.2. Mitme muutuja funktsiooni piirvidrtus ja pidevus

Ulesanne 10.25. Millised jargmistest funktsioonidest on punktis A = (0,0) pidevad,
pidevad muutuja x voi muutuja y jargi.

£y, kuilz] + |y £0,

= J_ 1’2—y2 .
(a) f(lv,y) — { $2+y27 kul |$| + |y| ?é 07

(c) f(:vvy)Z{ Py

0, kuix =y =0; L, kui [z] + [y[ = 0;
(d) flar,y) =2y — a2 —y%
o kui 2?4+ y% £ 0
b y) =< Ty ’ 1 i
(b) flz.y) { 0, kui 22 4+ y2 = 0; (e) f(z,y) =< el kui 2y # 0,
0, kui zy = 0.

Ulesanne 10.26. Leidke jargmiste funktsioonide katkevuspunktid.

(a) f(z,y) = { Wiy% ku? |z| + [y| # 0, (c) f(z,y) = %;
0, kui z =y = 0; |

(d) f(%y) :Slné;

(b) F(r,y) = { wry KTty #0 (&) flw.9.2) =

-1, kuixz+4+y=0;
(f) f(xay) = 1n|1—i¢2—y2|'

Ulesanne 10.27. Korvaldage jargmistel funktsioonidel katkevus méirgitud hulgas D,
s.t. lisage funktsioonile f katkevuspunktides sellised vaartused, et f oleks pidev kogu
hulgas D.

(a) f(xay) = Sinxxy’ D = RQ; (C) f(mvy) = 3-&-(3%_(1;—34)’ D = RQ;
b z,y) = sinwﬂ) T
(b) f(z,y) = Tnsy] (@) flz,y) = 50,

Dz{(x,y):|x+y|<1}; D:{(;L"y)—7§:l:—|—2y§12}

2

Ulesanne 10.28. Uurige arvuti ja graafikapaketi abil funktsiooni f(z,y) = xiﬁ_;/g graa-
fikut piirkonnas —1 <z <1, -1 <y <1, (x,y) # (0,0).

Kuidas te kirjeldaksite funktsiooni kditumist punkti (0,0) timbruses?

Ulesanne 10.29. < « > Toestage, et funktsioon f(z,y) on pidev lahtisel hulgal D,
kui

1° g(x) = f(x,y) on pidev muutuja x funktsioon iga y korral,
2° h(y) = f(z,y) rahuldab Lipschitzi tingimust, s.o. leidub konstant L > 0, et

h(y) — h(y)| < Lly — /|
suvaliste punktide (z,y) € D ja (z,y’) € D korral.

.. z + ysin 1
Ulesanne 10.30. < * > Niidake, et piirvéifirtust lim ——— ei eksisteeri.
(zy)—(0,0) T +Y
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Praktikum 11

Esimest ja teist jirku osatuletised

11.1 Esimest jarku osatuletised

,{Deﬁnitsioon 11.1 }

N
Olgu D CR™, f:D =R, ning P = (1, ..., Ty) mddramispiirkonna D sisepunkt. Piirvddrtust
I f(xl, ey i1, T + Axy, Tig1ye-ns ij) — f(.Z‘l, ey ij)
im
Az;—0 A(El
nimetatakse funktsiooni f osatuletiseks muutuja x; jdrgi punktis P ja tihistatakse fz,(T1, ..., Tm)
~. O
V0% a—gfi(xl,...,xm).

. J
e )
Funktsiooni u = f(z1, ..., Z,,) osatuletise leidmisel muutuja z; jargi kasutatakse ithe muutuja funkt-

siooni tuletise leidmise eeskirju, lugedes muutujad x, kus k # i, konstantideks.
\ J

Ulesanne 11.1. Leidke definitsiooni kasutades jargmiste funktsioonide osatuletised.

() flz,y) =2® -y + 2% () fla,y) =1y

(b) flz,y) =3z —y; (£) flz,y) =+

(c) flz,y)=yv% (8) flz,y,2) = 2y’

(d) f(z,y) =1In(z%y) (h) f(z,y,2) ==
Ulesanne 11.2. Leidke jirgmiste funktsioonide osatuletised.

(a) f(z,y) =3z —y* (k) f(z,y) = wsiny;

(b) flz,y) =2*+v* (1) f(z,y) = tan?;

(c) flz,y) = eX+3y; (m) f(z,y) = rCtanfly;

(d) flz,y) = 3y + 2z (n) f(z,y)=

(e) flz,y,2) = a’yz" +Ty; (0) flz,y) = (z+y)%;

(f) f(z,y,2) = In(zz) +In(yz); (p) flz,y) = (1 +ay)™;

(8) flz,y)=(x+2y)° (@) f(z,y)=a""v

(h) flo,y) =3 +4 (r) flz,y,2)=2"+y°,

() flz.y) = V1+a2y% (s) flz,y,21) =,

() f(z,y) = cos(4z —y); (t) flz,y,z2t) = zy?2tt,

) - (2)

Ulesanne 11.3. Olgu antud f(z,y) = arctan i—fz Arvutage

Ulesanne 11.4. Leidke jargmiste funktsioonide osatuletised.



11.1. Esimest jarku osatuletised

22n 2 2
(©) f<x,y>:{gy1<w i) A0

kus A = 22 + y?;

‘Y
xrsin?, x #0,
0, xz =0;

(@) flx,y) ={

2 y
r-arctan 2, x # 0,

b x, _ %7 ’
(b) f(z,y) {07 z=0; (d) f(w,y)Z{ o ililz:ig

Ulesanne 11.5. Leidke jargmiste funktsioonide osatuletised.

2373 sin é, kui zy # 0, 22y? sin ;le7 kui zy # 0,

0, kui xy = 0; 0, kui zy = 0.

(a) f(fv,y)Z{ (c) f(:v,y)Z{
22 arctan ¥ — y? arctan %, kui z 20 Ay #0,
0, kuiz=0Vy=0;

(b) flz,y) = {

0, kuiz=0vy=0,
1, kuiz#0Ay#0
(0,0) osatuletised on olemas, kuid ta on katkev selles punktis.

Ulesanne 11.6. Niidake, et funktsioonil f(z,y) = punktis

Seega mitmemootmelisel juhul ei jareldu koheselt osatuletiste leidumisest funktsiooni pidevus,
vastupidiselt ithemootmelisele juhule.

.o _ry k 3 2 2 0
Ulesanne 11.7. Niidake, et funktsioonil f(z,y) = ¢ =°tv*’ uf $2 + y2 70,
0, kui zc+y* =0

(0,0) osatuletised f,(0,0) ja f,(0,0) eksisteerivad, kuid ta on katkev selles punktis.

punktis

Ulesanne 11.8. (Maj) Teatava Louna-Ameerika riigi tootmisfunktsiooniks on

fw,y) = 2023y,
kus x on to66joud ja y kapital.

Leidke t66jou ja kapitali piirtootlikused (st vastavate osatuletiste vadrtused), kui kulutused t66-
joule ja kapitalile on vastavalt 256 ja 16 {ihikut. Kas riik peaks toodangu suurendamiseks antud
olukorras suurendama kulutusi t66joule voi investeerima kapitali?

Ulesanne 11.9. (K) Ideaalse gaasi olekuvérrand esitatakse lihtsamalt sageli kujul
PV = NET voi E = %NkT, kuid originaalis on see tegelikult kujul

2/3
o 3h*N (N / 25/ (3Nk)—5/3
dmm \V '

Kasutades teadmist, et T = g—g ja P = —g—g, tuletage lihtsustatud valemid esialgsest. Siin &
on Boltzmann’i konstant, h on Palnck’i konstant, m on iihe aatomi mass, E = E(S,V,N) on
siseenergia, S on entroopia, V on ruumala, P on rohk, 7" on temperatuur.

Ulesanne 11.10. < = > Niidake, et punkti (0,0) iimbruses funktsioonil

Hny) = (x+y)2sin(2? +y2) "2, kui 22 432 £ 0,
’ 0, kui 22 + 2 =0

on olemas osatuletised f; ja fy, mis katkevad punktis (0,0), kuid siiski funktsioon f on diferent-
seeruv selles punktis (0,0). Naidake, et puntki (0,0) timbruses funktsiooni

(2,y) = (2% +y?)sin(z® +¢y*) 71, kui 2 +y* #0,
I\Y) = 0, kui 22 + 4% =0
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PEATUKK 11. ESIMEST JA TEIST JARKU OSATULETISED

osatuletised g, ja g, eksisteerivad ja on tokestamata (seega punkt (0,0) on nende katkevuspunkt),
kuid siiski funktsioon g on diferentseeruv selles punktis (0,0).

11.2 Pinna puutujatasand ja normaal

,
Pinna z = f(z,y) puutujatasand punktis A = (a, b, f(a,b)) avaldub vorrandiga
t z= f(a,b) + fu(a,b)(z — a) + fy(a,b)(y — b). (11.1)
e \ 7
Pinna z = f(z,y) normaal punktis A = Pinna z = f(z,y) normaal punktis A =
(a,b, f(a,b)) avaldub parameetriliste vorrandite- (a,b, f(a,b)) avaldub kanoonilise vorrandiga
ga
2 =a+tf(a,b), voa _ y=b _z=f@b) gy
fz(a,b)  fy(a,b) =1
y=>b+tfy(a,b), (11.2)
z= f(a,b) —t. \
\ J

Ulesanne 11.11. Leidke puutujatasand ja normaal jirgmistele pindadele méargitud

punktis.
(a) z=zcosy— ye” punktis (0,0,0), (f) z=2?—y? punktis, kus x = —2jay =1,
(b) z=In(z* +y*) punktis (1,0,0), (g) z= TQL_HJZ punktis, kus z =1 jay = 2,
(€) z=e ") punktis (0,0,1), (h) z = sin(zy) punktis, kus z = 7/3 ja
(d) 2=y — = punktis (1,2,1), y=-1
(e) z=4x?+ y? punktis (1,1,5), (i) z = cos(z/y) punktis, kus z = 7 ja y = 4.

Ulesanne 11.12. Leidke jargmistel pindadel koik punktid, kus puutujatasand on
horisontaalne.

(a) z=2%—doy—2y> + 122 — 12y — 1, (c) z=a*—day +6y% -2,
_ 3.3
(b) z=3zy—x y°, (d) z=ay+ adz—t 4 b3yl

Ulesanne 11.13. Leidke punkti P(3,0,0) kaugus hiiperboolsest paraboloidist z =
x? — 2.

11.3 Korgemat jarku osatuletised

r )
Arvutades osatuletised esimest jarku osatuletistest, saame teist jirku osatuletised

0 9 (of

Juhul i # k nimetatakse seda teist jarku osatuletist segatuletiseks. Veel korgemat jarku osatule-

tised ja segatuletised defineeritakse analoogiliselt.
\ J
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11.8. Korgemat jirku osatuletised

Teoreem 11.1

Kui m muutuja funktsioont f segatuletised on pidevad mingis punktis, siis selles punktis kehtib vordus

foizw = forms, Visk €{1,...,m}.

Ulesanne 11.14. Leidke jargmiste funktsioonide teist jarku osatuletised.

(a) fla,y)=2%+y; £) fla,y) =2

(b) flz,y) = 2%y — y’a; (8) f(z,y) =In(z +y?);

(c) flr,y)=ay+2; (h) f(z,y) = arctan ;=2

(d) f(z,y) =zsin(z +y); () f(z,y,2) =zyz +In(z +y + 2);
(e) flz,y) =317 G) flz,y,z) =sin(l + zyz).

ryrls, kui 2?4 y? £ 0,
0, kui 22+ 4?2 =0
tis (0,0) segatuletised f,, ja f,. eksisteerivad, kuid f,,(0,0) # f,.(0,0).

Ulesanne 11.15. Niidake, et funktsioonil f(x,y) = punk-

Ulesanne 11.16. Leidke jargmiste funktsioonide segaosatuletised f,,.
(a) f(z,y) =2" +ysinz; (c) f(z,y) =ycosy+e"tv.
(b) flz,y) =2%cosz + 3% Inz;

Ulesanne 11.17. (F) Funktsiooni z = f(z,y) nimetatakse harmooniliseks, kui ta ra-
huldab Laplace’i soojusjuhtivuse vorrandit

0% f 0% f
@(x,y) + Tyg(xay) =0.

Analoogiliselt saab Laplace’i vorrandit vaadelda suurema arvu muutujate korral. Vorrandit kasu-
tatakse naiteks temperatuuri jaotamise modelleerimiseks ruumis, vedelike voolamise, elektri- ja
magnetviljade potentsiaali uurimisel jne. Harmoonilistel funktsioonidel on palju hdid matemaa-
tilisi omadusi. Naidake, et funktsioonid e“* cos(wy) ja €“* sin(wy) on harmoonilised funktsioonid
suvalise reaalarvu w korral.

Ulesanne 11.18. Leidke jirgmiste funktsioonide miirgitud osatuletised.
(a) f(z,y) =z +xn(zy), feay =7
(b) f(iL‘, y) = e + "7, fryz =7;
(¢) f(z,y)=y?+2®siny+y>sinz, frozyyy =7

Ulesanne 11.19. < « > Olgu

2% 4 efv
3y% + In(2 + u?)’

f(x,y,/U/’/U) =

Millise osatuletiste votmise jarjekorraga saab koige kiiremini leida fuvzyou (2, y, u, v)? Pohjendage.
Leidke fuvxyvu ($7 Y, u, U)'

35



Praktikum 12

Taisdiferentsiaal ja liitfunktsiooni osatuletised

12.1 Taisdiferentsiaal

e 2
Olgu
Af = f(P) - f(P)

funktsiooni f muut punktide P = (z1,...x) ja Py = (v1 + Axy, ..., Tm + Ay, ) vahel.
\ J

{Deﬁnitsioon 12.1} N
Funktsiooni fnimetatakse diferentseeruvaks punktis Py, kui tema muut punkti Py imbruses aval-
dub kujul

Af = le (Po)Alﬂl + ...+ fzm(PO)AIm —+ OtlAl’l + ...+ OémAl’m,

kus a1y .oyt — 0, kui Axq, ..., Az, — 0.
4 J

,{De_ﬁnitsioon 12.2} ~\
Avaldist

df(Po) = f$1 (PQ)Al’l —+ ...+ f-fm, (Po)AfEm = f-??l (P())dll?l + ...+ fﬂ?m (Po)dl‘m

nimetatakse funktsiooni [ tdisdiferentsiaaliks punktis Py. Erijuhul z = f(x,y) on tdisdiferentsiaal
kugjul

. J

ALause 12.1 N

Kui funktsioonil v = f(x1,...,xm) on pidevad osatuletised punktis P = (x1, ..., ), siis see funkt-

sioon on diferentseeruv punktis P.
\ J

Ulesanne 12.1. Leidke jargmiste funktsioonide tiisdiferentsiaalid.

(a) flz,y) =z +3y; (f) flz,y) = —cos(zy);

(b) f(z,y) = 22° — day; (8) flz.y)=y"

(c) flz,y)=ay; (h) f(z,y,2) = tan(z — 2y + 32);
() fla.y) =2 (i) f(2,y,2) = cos(z?yz);

(e) fla,y) =e!t™y; () f(z,y,2) = exp(22°yz?).

Ulesanne 12.2. Niidake, et funktsioon

f(z,y) = V/]zy|

on pidev punktis (0,0) ja omab osatuletisi f,(0,0) ja f,(0,0), kuid ei ole diferentseeruv
selles punktis.



12.2. Funktsiooni muudu ligikaudne leidmine

Ulesanne 12.3. Niidake, et funktsioon

2 .
fany) = x%y% kui 22+ y% # 0,
’ 0, kui 22 +9%2 =0

on pidev ja ta osatuletised f; ja f, on loplikud, kuid funktsioon ei ole diferentseeruv
punktis (0,0).

Ulesanne 12.4. Arvutage funktsioonide muudud ja taisdiferentsiaalid etteantud
vairtustel.

(a) u=a?-3zy+2y% kuiz=6,y=2 Az =03, Ay =0.2;

(b) u=a22—2y22 +3zyz, kuiz =2, y=1,2=3, Az =0.1, Ay =0.1, Az = —0.2.

Ulesanne 12.5. < > Olgu z = In(ax + by). Toestage vordused
(a) d3z =2d23 (b) d'z=(-1)""1(n—1)ld"

kus d"z := d(d"'z) on n-ndat jirku tiisdiferentsiaal.

12.2 Funktsiooni muudu ligikaudne leidmine

r \
Kui funktsiooni u = f(x1, ..., ) argumentide muudud Axy, ..., Az, on kiillalt vaikesed, siis

Au =~ du
ehk
flor + Azy, ey @y + Azy) — f(21, s @) = foy (@1, oo, T ) Ay + oo+ [, (@1, ooy T ) Ay
Erijuhul z = f(z,y) on funktsiooni muut kujul

Az = f(x 4 Az,y + Ay) — f(z,y) = dz

\ J

Ulesanne 12.6. Leidke jargmiste funktsioonide ligikaudsed muudud argumendi mér-
gitud muutuse korral.

(a) u = 42 — xy, punktist (1,2) punkti (d) uw = 2ze™Y, punktist (—3,—2) punkti

(1.01,2.02); (—3.02, —1.98);

(b) u = 2?/3y'/2 punktist (8,9) punkti (e) u=xe™ —y? punktist (—1,0) punkti
(7.97,9.03); (—0.97,0.03);

(c) u = 7=+ bunktist (—3,—2) punkti (f) w = In(zy)"/?, punktist (5,10) punkti
(—3.02, —1.98); (5.05,9.95).

Ulesanne 12.7. Ristkiiliku kiiljepikkusteks moodetakse 100 m ja 150 m.

Mootmisel voidi eksida ithe meetriga. Milline on voimalik viga selle ristkiiliku pindala arvuta-
misel? Milline on viga pindala arvutamisel, kui m6otmise viga on 0.5 m?

Ulesanne 12.8. Kahe linna elanike arv (tuhandetes) on vastavalt = ja y, telefoniko-
nede hulk pidevas nende vahel avaldub kujul 12zy.
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Hinnake iihes péevas tehtavate telefonikonede arvu kasvu, kui elanike arv linnades kasvab vasta-
valt 40 tuhandelt ja 60 tuhandelt 1000 inimese vorra molemas linnas.

Ulesanne 12.9. Piistsilindri korgust suurendatakse 12 sentimeetrilt 12.2 sentimeet-
rini ja pohja raadiust vihendatakse 8 sentimeetrilt 7.7 sentimeetrimi.

Hinnake selle silindri ruumala ja kogupindala muute.

Ulesanne 12.10. (Maj) Elektroonikafirma, mis toodab pievas * DVD-méingijat ja y
Blu-Ray-méngijat, kasum (eurodes) avaldub funktsioonina P(z,y).

Kui praegu toodab firma pédevas 200 DVD-méngijat ja 300 Blu-Ray-méngijat, siis hinnake kasumi
kasvu kui péevas toota viis DVD-mangijat ja neli Blu-Ray-méangijat rohkem.

(a) P(x,y) =22%— 3xy + 33> (b) P(z,y) = 32 — 4oy + 4y
Ulesanne 12.11. Risttahuka kujuline kinnine kast kaetakse varviga.

Hinnake kastil oleva véarvi kogust, kui kasti kiiljepikkused on 1.2, 0.9 ja 0.6 meetrit ning vérvikihi
paksus on 1 mm.

Ulesanne 12.12. Hinnake risttahuka ruumala arvutamisel tehtavat viga, kui iga kiilje
pikkuse mootmisel tehti viga 1%.

Ulesanne 12.13. (F) Tuulekiilm on temperatuur, mida inimene 6ues olles tunneb ja
soltub ohutemperatuurist ¢ (iihik °C) ning tuule kiirusest w (iihik km/h).

Tuulekiilma arvutamiseks kasutatakse valemit C(t,w) = 13.12 + 0.6215t — 11.37w%16 +
0.3965tw" 16, Hinnake tajutava temperatuuri muutust, kui temperatuur langeb —10 kraadilt kaks
kraadi ja tuule kiirus touseb 18 kilomeetrilt tunnis 21.6 kilomeetrini tunnis.

Ulesanne 12.14. (F') Vere kogus liitrites, mis pumbatakse l4bi kopsude minutis ar-
vutatakse valemist C' = ﬁ, kus x on kopsudes omastatud hapniku kogus (milliliitrit
minutis), y ja z on hapniku kontsentratsioon veres (ml hapniku liitri vere kohta)
vastavalt vahetult parast ja enne kopsude ldbimist.

Tiitipilised mootetulemused on x = 250, y = 160 ja z = 150. Hinnake siidame valjundi arvuta-
misel tehtavat viga, kui iga néitaja mootmisel voidi eksida viie {ihikuga.

Ulesanne 12.15. (K) Ideaalse gaasi iihe mooli rohk, ruumala ja temperatuur on
seoses PV = 8.317, kus P on rohk kilopaskalites, V on ruumala liitrites ja T on

temperatuur °K.

Hinnake rohu muutust, kui mahtu suurendatakse 12 liitrilt 12.3 liitrile ja temperatuur viheneb
310 kraadilt 305 kraadini.

Ulesanne 12.16. (M) Neli suvalist postitiivset arvu, mis on viiksemad kui 50, timar-
datakse kiimnendikeni ja korrutatakse seejirel.

Hinnake sellest iimardamisest tulenevat viga korrutises.
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12.8. Funktsiooni vidrtuse ligikaudne arvutamine

12.3 Funktsiooni vaartuse ligikaudne arvutamine

r )y
Kui Azy, ..., Az, on kiillalt véikesed, siis f(P) = f(Py) + df (Fo) ehk

flor + Azy, ey @y + Azp) = (21, 00y Tm) + fo (@1, oo, T ) Az + oo+ [, (@1, ooy T ) ATy

Erijuhul kui z = f(z,y), siis f(z + Az, y + Ay) =

f(@,y) + fo(z,9)Az + fy(z,y)Ay

(a) 1.03%05;

(b) In(0,09% +0,993);

-h_’ . — — 7
esamnne . . rvutage ligikaudsed vaartused.

(e) V5el92 +2.032
(f) VI25V1T;

(€) 2.01°-0.97% (8) (1—vI0)(1+v2d);
(d) (h) sin(8r) cos(Lim).

Ulesanne 12.18. (Maj) Cobb’i-Douglas’i tootmisfunktsioon on kujul Q(K,L) =
4K3/4 LY/ kus K on kapitalikulud ja L on t66joukulud.

1.0419 4+ 1n 1.02;

On teada, et (10000, 625) = 20000. Leidke ligikaudu @ (10010, 623) vadrtus.

Ulesanne 12.19. (F) Pariselus ei ole meil paljude asjade kohta funktsionaalseid seo-
seid, kuid ka siis saab teatud viartusi arvutada voi ldhendada.

Tehased toodavad soovitud paksusega lehtmetalli rulle valtsides neid suurte rullide vahel. Metalli
lehe paksus soltub valtside vahest, valtsirullide poorlemise kiirusest ning metallli temperatuurist.
Eeldame, et teatud metalli korral saame paksuse 4 mm temperatuuril 900° valtside vahega 4
mm ja -kiirusega 10 m/s. Katsed on ndidanud, et kiiruse suurendamine 0.2 m/s vorra suurendab
metalli lehe paksust 0.06 mm vorra ning temperatuuri tous 10° vorra vahendab paksust 0.04
mm vorra. Hinnake ligikaudu metalli lehe paksust valtsimisel kiirusega 10.1 m/s ja temperatuuril
880 °.

12.4 Liitfunktsiooni osatuletised

A Lause 12.2 N

Kui funktsioonidel w; = w;(x1,...,x,), ¢ = 1,...m, on loplikud osatuletised muutujate x1, ..., x, jirgi

punktis P ja funktsioon z = f(uy,...,uy) on diferentseeruv punktis Q@ = (ui(P), ..., um(P)), siis

littfunktsiooni

z2=F(P) = flur(z1, ey Tn)y evo, U (T1, ooy )]
loplikud osatuletised punktis P avalduvad kujul
af Ouy
=1,..,n. 12.1
3:17k ZZ Ou; Oxy, ( )

. y,
s N w = f(x,y) Dependent

variable

Erijuhul w = f(z,
tuletis kujul

y), © = z(t) ja y = y(t) avaldub

Intermediate
variables

dw  Owdx
dt Oz dt

ow dy
8y dt’

Independent
variable

t

dw _ 9w dx

dr T ox dr

w dy
6y dt
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Ulesanne 12.20. Leidke jargmiste liitfunktsioonide tuletised.

(a) z=e""%, z=sint, y = % cost; (f) z = arctan(zy), y = e%;

(b) z=In(1—-ay),z=1% y=1% (g) u=e"(y—=z2),y=sinzx, z = cosz;

(c) w=uwyz, v =sint, y = cost, z = 2t; (h) v = u(z,y,2), = = 2t, y = Int,
z=t+1;

(d) z=?+22+y% z=12, y=t
(1) z = f(xvy) - leny7 x =1 _tQa
(e) z=tan(t+2%—vy), z=1t% y=1% y = esint,

Ulesanne 12.21. Leidke jargmiste liitfunktsioonide osatuletised.

(a) z=u?v,u=zcosy, v=uaxsiny; (d) z=arccot?, u=wsiny, v = rcosy;
(b) z:ulnv,u:riy?v:ez‘*'y; (e) w=u",u=21z+22 v=yz;
(c) z=we’,u=2% v==xlny; (£) w=uzye™, u= Tiz’ v = In(zy).

Ulesanne 12.22. Leidke osatuletised % ja g—;.
(a) z=f(z)+9(y); (c) z=f(z)g(y); (e) z=flz/y).
(b) z=flz+y) (d) z=f(zy);
Ulesanne 12.23. Soopart ujub tihikringjoonel x = cos(t) ja y = sin(t), kus t on aeg.

Vee temperatuur muutub seaduse T'(z,y) = x2e¥ — xy> alusel. Leidke temperatuuri muutumise

kiirus ‘% ajahetkel ¢ kahel erineval moel: kasutades liitfunktsiooni osatuletise leidmise reeglit
ja eraldi tthe muutuja funktsiooni tuletise leidmise reeglit (asendades x ja y temperatuuri T°

avaldisse).

Ulesanne 12.24. Temperatuur punktis (z,y) on T(z,y).

Putukas asub t sekundi méddumisel punktis z = 1+ ¢, y = 3 + %t. Temperatuurifunktsioon
rahuldab tingimusi 7;,(2,4) = 4 ja T(2,4) = 3. Kui kiiresti touseb temperatuur putuka teekonnal
3 sekundi pérast?

Ulesanne 12.25. (F) T#histame kiifibusplaneet Pluuto atmosfiifiri rohu p = p(z,y, 2)
ruumipunktis (z,y, z).

Kosmoselaev liigub ajas ¢ seaduse (z(t),y(t), z(t)) alusel. Esitage valem rohu muutumise kiiruse
% leidmiseks.

Ulesanne 12.26. (F') Patarei tithjenemisel viheneb lihtsas vooluringis pinge V.

Takisti soojenemisel touseb takistus R aeglaselt. Kasutades Ohmi seadust (V' = IR), leidke
kuidas muutub voolutugevus I hetkel, kui R = 400 Q, I = 0.08 A, dV/dt = —0.01 V/s ja
dR/dt = 0.03 Q/s.

Ulesanne 12.27. (K) Uhe mooli ideaalse gaasi rohk ja temperatuur kasvavad vasta-
valt kiirusega 0.05 kPa/s ja 0.15 K/s.

Kasutades seost iilesandest 12.13, leidke kui kiiresti muutub ruumala, kui rohk on 20 kPa ja
temperatuur on 320 K.
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Praktikum 13

Osatuletiste rakendusi

13.1 Kahe muutuja funktsiooni lokaalsed ekstreemumid

,{Deﬁnitsioon 13.1 j

~N

Oeldakse, et funktsioonil f on lokaalne maksimum punktis (a,b), kui leidub selle punkti imbrus
U nii, et

f(z,y) < fa,b)  iga (z,y) €U korral.
Oeldakse, et funktsioonil f on lokaalne miinimum punktis (a,b), kui leidub selle punkti imbrus U
nit, et

flz,y) > fla,b) iga (z,y) €U korral.

. J

,{Deﬁnitsioon 13.2}

Funktsioont f mddramispiirkonna punkte, kus f, = fy, = 0 ja punkte, kus funktsiooni f mingi

~N

osatuletis ei ole loplik voi ei leidu, nimetatakse funktsiooni f kriitilisteks punktideks.
. J

A Lause 13.1 N

Olgu funktsioon z = f(x,y) kaks korda pidevalt diferentseeruv oma statsionaarses punktis (a,b).
Tihistame

D=0l =| Ty ey | = e nla) e’

(a) Kui D >0 ja frz(a,b) > 0, siis punktis (a,b) on lokaalne miinimum.
(b) Kui D >0 ja fze(a,b) <0, siis punktis (a,b) on lokaalne maksimum.

(¢) Kui D <0, siis punktis (a,b) ei ole lokaalset ekstreemumit.

(d) Kui D =0, siis ekstreemumi olemasolu jadb lahtiseks.
\ J

Ulesanne 13.1. Klassifitseerige joonistel mirgitud punktid.

()

Ulesanne 13.2. Leidke jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid.
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(@) flz,y)=1—(x+1)*—y% (£) f(z,y) =2+ y* - 3ay;

() f(z,y) = 2%+ — 3a; (8) flz,y) =VaZ+1+ 2 +1;
(h) f(z,y) =2*+y —2In(zy).

(i) f(z,y) =sinzsinysin(x + y),

(e) f(z,y)=2*—(y—1)%

(d) flz,y) =1— /a2 +y% (z,y) €{(z,y):0<z, y<m7}
(e) flz,y) =2 —ay+y®—2z+vy; (G) flz,y) =2 +y* —2? = 20y — o2

Ulesanne 13.3. < x> Funktsioon f:R? — R on defineeritud vordusega f(z,y) =

_ 12+y2

xye~ 2 . Leidke funktsiooni f koik lokaalsed ekstreemumid. Leidke (koos pohjen-

dusega!) funktsiooni f suurim ja vihim viirtus.

13.2 Kahe muutuja funktsiooni suurim ja vahim vaartus antud
piirkonnas

Ulesanne 13.4. Leidke toodud funktsioonide globaalsed ekstreemumid max f ja min f.

(@) f(z,y)=2*+y*—y, (x,y) € {(z,y) : 2® + 9> <1}
(b) fla,y) =2 —y* 42, (z,y) € {(z,y) 1 2® +y*> < 1}

(C) f(m,y):a;—Qy—l, (x,y)E{(x,y):ng, ySL 0§$+y§1}7
(d) f(z,y) =2 —ay+y? (z,y) € {(z,y): x|+ |y| <1}

() f(z,y) = (22° +3y2)e ™ ¥, (z,y) € {(z,y) : 2 + 1> < 4}.

Ulesanne 13.5. Niidake, et funktsioonil f(z,y) = 23 — 422 + 2zy — 32, (2,y) € {(z,y) :
—5 < x <5, -1 <y <1} on iiksainus lokaalne ekstreemum, mis ei ole globaalseks
ekstreemumiks.

Ulesanne 13.6. Niidake, et funktsioonil f(z,y) = (1+€Y)cosx — ye¥ on lopmata palju
lokaalseid maksimume ja mitte ilihtegi lokaalset miinimumi.

Ulesanne 13.7. Alleelid A,B ja O méiravad neli veregruppi: A (AA voi AO), B (BB
voi BO), O (OO) ja AB. Hardy—Weinbergi seaduse kohaselt on kahte alleeli kandvate
inimeste osakaal populatsioonis

P =~ 2pq + 2pr + 2rq,
kus p, ¢ ja r on vastavalt A, B ja O osakaalud populatsioonis. Kasutades fakti, et p+ ¢+ r =1,
nididake, et P vaartus on koige rohkem %

Ulesanne 13.8. < % > Olgu antud kaks korda diferentseeruv funktsioon f: R? — R.

Tihistame iga punkti u € R? korral talle vastavat funktsiooni

Py (lh,l2) = foa(u) - l% + 2 fay(u) -l - lo + fyy(u) - l%-
Olgu iga u korral ®,, positiivselt mddratud, see tahendab, iga punkti u ja iga (I1,l2) # 0 korral

Jay(w)  fyy(u)

on iilimalt iiks statsionaarne punkt (see tdhendab, punkt u, kus f,(u) = fy(u) = 0).

®,(l1,12) > 0, ehk iga u korral f,(u) > 0 ja > 0. Toestage, et funktsioonil f
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18.8. Optimiseerimine

13.3 Optimiseerimine

Ulesanne 13.9. J aotage arv 30 kolmeks positiivseks liidetavaks nii, et nende korrutis
oleks maksimaalne.

Ulesanne 13.10. Koikidest risttahukatest, millel on iihesugune ruumala, leidke see,
mille tiispindala on minimaalne.

Ulesanne 13.11. Missuguste mootmete korral on antud ruumalaga V risttahuka
kujulisel vannil vihim pindala?

Ulesanne 13.12. Leidke antud perimeetriga 2p ristkiilik, mis p66rlemisel iimber oma
ihe kiilje moodustab maksimaalse ruumalaga keha.

Ulesanne 13.13. (Maj) Elektroonikafirma toodab kahte mudelit kdlareid: Tubli Til-
luke ja Kindel Korge.

Molema kolari noudlus soltub osaliselt teise kolari hinnast. Kui iiks on kallis, siis ostetakse rohkem
teist mudelit. Olgu p1 ja p2 on vastavalt Tubli Tillukese ja Kindel Korge hind. Siis avalduvad
Tubli Tillukese ja Kindel Korge noudlused (st aastaga miitidavad hulgad) vastavalt kujul

q1(p1,p2) = 100000 — 100p; + 10p2  ja  g2(p1,p2) = 150000 + 10p; — 100p,.

Leidke nende kolarimudelite hinnad, mis annavad maksimaalse kdibe.

Ulesanne 13.14. (Maj) Autotootja miiiib iihte mudelit Ameerikas ja Euroopas erine-
va hinnaga. Ameerikas miiiidavate autode hind (tuhandetes dollarites) on p = 20—0.2z
(kus 0 < z < 100) ning Euroopas kiisitakse hinda ¢ = 16 — 0.1y (kus 0 < y < 160).

Siin x ja y on pdevas miilidavate autode arv vastavalt Ameerikas ja Euroopas. Autotootja kulu-
funktsioon on C' = 20 4 4(x + y). Leidke autotootja tulufunktsioon (st kiive miinus kulu). Mitu
autot ja millise hinnaga tuleks kummalgi turul miiiia, et teenida voimalikult suurt tulu?

Ulesanne 13.15. Laborikatsed niitasid, et x mg ravimi A ja y mg ravimi B koostoime
avaldub funktsioonina f(z,y) = zy — 222 — y? + 100z + 60y (kus 0 < x <55, 0 <y <60).

Leidke molema ravimi kogused, mis tagavad suurima toime.

Ulesanne 13.16. Psiihholoogilises eksperimendis osaleja, kes harjutab uut oskust z
tundi ja puhkab y tundi, katse tulemused avalduvad funktsioonina f(z,y) = zy — 2> —
y? 4+ 11z — 4y + 120 (kus 0 <z < 10, 0 < y < 4).

Leidke harjutamiseks ja puhkamiseks kuluv aeg, mis tagab voimalikult korge katse tulemuse.

Ulesanne 13.17. Neli linna iihendavad ressursid soovides ehitada iihise telemasti.

Leidke selline punkt A(z,y), kus masti kauguste summa linnadest oleks minimaalne, kui linnad
asuvad punktides (-5, 0), (1, 7), (9, 0) ja (0, -8).

Ulesanne 13.18. (F') Koosnegu siisteem tasandil kolmest laengukandjast: elektrilisest
dipoolist ja vabast osakesest. Asugu elektrilise dipooli osakesed punktides (2,0) ja
(—2,0) ning olgu nende laengud vastavalt ¢ ja 2q.

Tasandil vabalt liikkuva vaba laengukandja laeng olgu samuti ¢ ning selle asukoht X = (z,y).
Potentsiaalne energia on

¢ 1 2¢2 1 ¢ 1

UX)= -
( ) 471’60 Tl(X) + 47T60 TQ(X) + 47r€02
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kus 71 (X) = v/(x — 2)2 4+ y? ja ro(X) = /(z + 2)? + y? on vaba laengukandja kaugused dipooli
osakestest. Leidke potentsiaalse energia ekstremaalsed vadrtused, kui vaba osake asub piirkonnas
D ={(z,y): =2 <z <2, 2 <y <4}. Napundide. Esitage U funktsiooni V(X) = ﬁ—i—%-ﬁ-%
kaudu ja leidge funktsiooni V' ekstremaalsed vidrtused.

13.4 Ilmutamata funktsiooni tuletis

Valem 13.1

Kui vorrand F(z,y) = 0 mddrab pideva funktsiooniy = f(z), kusjuures F, F;, F,, on pidevad punktis
(xvy) ja' Fy(.lf, y) # 0, siis

(13.1)

Ulesanne 13.19. Leidke jirgmiste ilmutamata funktsioonide y = y(x) tuletised vy'.

(a) y+siny+e* =0, (e) 1+ In(2? +y?) =2arctan ¥,
(b) z+y=¢€""Y, (F) xe¥ + ye® — 222y =0,

(¢) ¥*+22y—2=0, (g) 2%+ y*3 =a*? (a = const),
(d) 2% —2zy+y* =4, (h) xcos(zy) +ycosx = 2.

Ulesanne 13.20. Leidke jargmiste ilmutamata funktsioonide y = y(z) tuletised mér-
gitud punktis P.

(a) 23 -2y*+ay=0, P=(1,1), (c) 2> +ay+y*—7=0, P=(1,2),

(d) ze¥ +sin(zy) +y—In2 =0, P =
2 _ J S — (—
(b) zy+y*—3x—-3=0, P=(-11), (0,1n2).

Ulesanne 13.21. Klaasist ldits loigatakse vilja kerast raadiusega r ruumalaga V =

%ﬂhz(?ﬂ” — h). Siin h on kera segmendi korgus. Leidke %, kui V =

13.5 Taylori valem kahe muutuja funktsiooni jaoks *

A Valem 13.2 N
Poliinoomi oh+m ) ( )
fla,b) (x —a)® (y — o)™
Pul,y) Z Z Oxkoym k! m (13.2)
k>0 m>0
ehk k+m<n

Pu(z,y) =f(A) + fo(A)(z — a) + f,(A)(y — b)+
% [foa(A) (@ — a)? + 2fuy (A)(x — a)(y — b) + fyy(A)(y —b)?] + - +

% [(’3) 62;(:" (x—a)" + (T) m(x )"y —b) et (Z) m@g&“)(y _ b)n}

nimetatakse funktsiooni f n-astme Taylori poliinoomiks P, punktis A = (a,b). Valemit

f('ra y) = P.,L(JZ, y) + Rn(x; y) (133)

nimetatakse funktsiooni f Taylori valemiks, funktsiooni R, aga Taylori valemi jidklitkmeks.
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13.5. Taylori valem kahe muutuja funktsiooni jaoks *

A Valem 13.3 N

Kui funktsioonil f on punkti (a,b) mingis imbruses pidevad osatuletised vihemalt jirguni n+ 1, siis
funktsiooni f Taylori valemi (13.3) jdadklitkmeks Lagrange’i kujul nimetatakse funktsiooni
1 [(n+1) 0" f (o, B) b, (n+1\ 0, B)
D e —_JNT P _ n = SN _ n —b
Rote) =g | (0 ) S =t (M) L D e -
n+ 1\ 0" f(a, B) ntl n n!
ning punkt («, 8) asub punkte (x,y) ja (a,b) thendaval sirgel. Erijuhul n = 2, saame
1 [83f(A) P f(A) Pf(A) Pf(A)
RQ(Iry) = g |: Ox3 (ajfa)BJrS 890281/ (‘Tfa)2(y7b)+3 85082/2 (xfa)(yfb)2+ 8y3 (yfb)g .
4 J

Ulesanne 13.22. Leidke jargmiste funktsioonide Taylori poliinoomid punktis (a,b).

(a) f(xay) = (x + y)37 n =3, (a7b) = (f) f(xvy) = ﬁv n =3, (aab) = (070)7
(070)7
, (8) flz,y) =tan(2z —y), n=2, (a,b) =
(b) f(x,y) = (x+y) , no=3, (avb) = (71’/4,7T/4),
(1,1),
x,y) = cos(z? n = a.b) =
(c¢) f(z,y) = coszcosy, n =2, (a,b) = (h) {0( (;)y) (=), 2, (a,0)
(0,0), T
(d) flxy)=zy+3+% n=2 (a,b)= G) flz,y) = V2F+zy, n = 2, (a,b) =
(1,3), ! (1,2),
(e) flz,y) = ylnzx — sin(zy), n = (G) f(B,v) = 1 —cosf + 202, n =
1, (a,b) = (1,7), 2, (a,b) = (m,0).

Ulesanne 13.23. Esitage funktsioon f(z,y) = arctan(zy) avaldiste (z — 1) ja (y — 1)
astmete lineaarse kombinatsioonina kuni ruutliikmeteni.

Saadud avadist kasutades leidke f(1.1,0.8).

Ulesanne 13.24. Esitage poliinoom P(z,y) = 2%+ 3y?> — 92 — 9y + 26 avaldiste (z —2) ja
(y — 2) astete lineaarse kombinatsioonina.

Ulesanne 13.25. Leidke funktsiooni f(z,y) = e*siny kolmandat jarku Taylori valem
punktis (a,b) = (0,0) jadkliikmega Lagrange’i kujul.

Ulesanne 13.26. Leidke funktsiooni f(x,y) = 22% — 2y +y? + 3z — 4y + 1 esimest jirku
Taylori poliinoom punktis (a,b) = (—1, 1). Hinnake absoluutset viga saadud ligikaudses
avaldises, kui [z + 1| < 0.1 ja |y — 1| < 0.1.

Ulesanne 13.27. Leidke funktsiooni f(x,y) = et teist jirku Taylori poliinoom
punktis (a,b) = (0,0). Hinnake absoluutset viga saadud ligikaudses avaldises, kui |z| <
0.1 ja |y| <0.1.

Ulesanne 13.28. < = > Niidake, et vorrandil = + 2y + z + ¢2* = 1 leidub punkti (0,0)
timbruses lahend kujul z = f(z,y), kus f(0,0) = 0.

Leidke selle lahendi Taylor’i teist jarku poliinoom (s.t. n = 2 ja f esitub z ja y astmete kaudu).
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Praktikum 14

Lagrange’i kordajate meetod. Funktsiooni tuletis antud suunas.

14.1 Lagrange’i kordajate meetod

/ Valem 14.1 N

Funktsiooni f(x,y,...) tingliku (lokaalse véi globaalse) ekstreemumi leidmiseks lisatingimusel
g(z,y,...) =0 Lagrange’i kordajate meetodil moodustame Lagrange’s funktsiooni

O(z,y,...,\) = flz,y,...) + Ag(z,y, ... ),
kus A on mingi kordaja, ja lahendame siisteemi

®,=0,0,=0,...,05=9g(z,y,...) =0.

Ulesanne 14.1. Leidke viihim kaugus nullpunktist (0,0) jooneni z2y = 16.
Ulesanne 14.2. Leidke vihim kaugus nullpunktist (0,0,0) tasandini x + 2y + 2z = 3.

Ulesanne 14.3. Leidke Lagrange’i meetodiga jargmiste funktsioonide tinglikud
lokaalsed ekstreemumid antud lisatingimustel.

(a) f(z,y)=a2+12 z+y=2; (e) f(x,y,2)=x—2y+2z, 22+y?+2%=
(b) flay)=3+y #+p=5 9;

(c) f(z,y)=6—4z+3y, 22+y>=1; (f) g}(%j,_z?y::ﬁw%rz?, T4y+2z =
@) Sy =e+y+z 3H503=1 () faya) mayias 4?4 =3

(z,y,2 > 0); b2,

Ulesanne 14.4. (F') Sojalaevalt lastakse rakett vilja horisontaalse algkiirusega V, ja
vertikaalse algkiirusega V.

Raketi laskekaugus on R(V,, V) = 2V;Vy, kus g on raskuskiirendus. Raketi kineetiline energia on
V24+V2)
2

fikseeritud: m = F. Leidke raketi maksimaalne laskekaugus.

14.2 Gradient

| Valem 14.2 N

Igas punktis (x,y), kus leiduvad funktsiooni f(x,y) esimest jirku osatuletised, saame vaadelda funkt-
siooni [ gradienti

Vf(%y) = gmd f(xvy) = fm(l'vy)l + fy(xvy)j = (fm(xvy)afy(xvy»v

kus i = (1,0) ja j = (0,1).
\ J




14.2. Gradient

4 Omadus 14.1 ~\

a) Gradient on igas punktis risti pinna ni-

v00jooNnega. & > ==
b) Gradient nditab pinna kiireima tousu %
suunda ning suurima tousu arvvddrtus on =

¢) Gradiendi vastandvektor —V f(x,y) ndi-

tab pinna kiireima languse suunda ning Joonis - http: //mathinsight. org/

suurima languse arvvidrtus on |V f(z,y)).

Ulesanne 14.5. Leidke funktsiooni gradient antud punktis.

(a) f(z,y) =32 -2z +y* -5, P(1,-2);
(b) flz,y) = cos(z +y), P(7,3);

() flz.y,2) =ay?2®, P(1,-1,-1);

(d) f(z,y,2) = (z + 2y — 2)e™¥*, P(1,-1,0);
(e) f(x,y,2) =zye?, Ple,e,—1);

(f) f($,y) = (L‘2y2 - 21‘y + 37 P(L _1)'

Ulesanne 14.6. Leidke funktsiooni suurim kasvukiirus antud punktis.
(a) flz,y) =2 —y? P(2,-1); (c) flz,y)=e™, P(2,0);
() fla.y) = EL, P(1,1); (d) f@,y) = In(a? + ), P(1,-2).

Ulesanne 14.7. Niidake gradiendi suunad kontuurkaardil mirgitud punktides. Mil-
line on kiireima tousuga trajektoor igast mérgitud punktist?

() (b)

Ulesanne 14.8. (F) Temperatuur T(z,y) (kraadi °C)) igas punktis zy-tasandil on
T(z,y) = x%e~Y. Millises suunas kasvab temperatuur punktis (2,1) kéige kiiremini?

Mis on see suurim kasvukiirus selles punktis?
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PEATUKK 14. LAGRANGE’I KORDAJATE MEETOD. FUNKTSIOONI TULETIS ANTUD
SUUNAS.

14.3 Funktsiooni tuletis antud suunas

{Deﬁnitsioon 14.1 }

Olgu u = (v, B) tihikvektor, s.t. o® + 3% = 1. Funktsiooni f(x,y) tuletiseks punktis (a,b) suunas
u nimetatakse suurust

~\

D,f(a,b) = hlif&r fla+ha,b +hhﬂ) — f(a,b)
k J

4 Valem 14.3 N

Kui f on diferentseeruv punktis (a,b) ja u = (o, §) on ihikvektor, siis kehtib valem

Duf(av b) =Uu- Vf(av b) = afm(a’ b) + 5fy(av b)'

. J

Ulesanne 14.9. Leidke funktsiooni f(z,y) = y* + 22y3 + 22y?> muutumiskiirus punktis
(0,1) ja suunas u, kui

(a) uw=(1,2); (¢) u=(3,0);

(b) u=(1,-2); (d) w=(1,1).

Ulesanne 14.10. Matkaja seisab méie nolval oja dires ja uurib oma kaarti. Maastiku
korgus (meetrites) igas punktis (z,y) on antud funktsiooniga

20000

M) = 5 ey

kus z ja y (kilomeetrites) on koordinaadid matkaja kaardil. Matkaja asub punktis
(3,2). Millises suunas voolab ojas vesi punktis (3,2)? Kui kiiresti laskub vesi allamége
matkaja asukohas?

Ulesanne 14.11. Millises suunas on punktis (2,0) funktsiooni f(z,y) = zy muutumis-
kiirus —1?7 Kas on suundi, kus muutumiskiirus on —3 voi —27

Ulesanne 14.12. (F) Temperatuur T'(z,y) (kraadi °C) igas punktis zy-tasandil on
T(z,y) = 2> —2y%. Mis suunas peab punktis (2, —1) olev sipelgas liikuma, et voimalikult
kiiresti maha jahtuda?

Ulesanne 14.13. (F) Temperatuur 7' metallkuulis on p66rdvordelises seoses kera
keskpunktist, milleks loeme punkti (0,0,0). Temperatuur punktis (1,2,2) on 120°C.
(a) Leidke temperatuuri 7" muutumiskiirus punktis (1,2, 2) suunas (2, 1, 3);

(b) Naidake, et mis tahes metallkuuli punktis suurim temperatuuri kasv leiab aset nullpunkti
(0,0,0) suunas.

Ulesanne 14.14. < « > Leidke funktsiooni f(z,y,2) = zy+2? suurim ja viihim viirtus
keral 22 + 32 + 22 < 1.

Ulesanne 14.15. < x > Olgu «, 8 ja v kolmnurga sisenurgad. Toestage, et

Lo By
sin — sin — sin — < —

2 2 2~ 8

Milliste kolmnurkade puhul on tegemist vordusega?
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14.4 Vahimruutude meetod *

| Valem 14.4 N

14.4. Vihimruutude meetod *

Olgu meil antud  komplekt andmeid
{(z1,91)s- -+, (@n,yn)}, kus n € N. Vihim-
ruutude meetodiga otsime sellist funktsiooni
f, mis minimiseeriks funktsioonsi

Naiteks, kui soovime antud andmeid ldhendada
sirgega f(x) = ax + b, siis vihimruutude meeto-
diga tuleks minimiseerida funktsioon

n

n | | ®(a,b) = Z(yz —az; — b)>.

=il

\

. J

Ulesanne 14.16. Leidke sirge f(x) = ax + b, mis vihimruutude meetodiga ldhendab
koige paremini antud punkte.

(@) (0,1),(2,3),(4,2);

(b) (1,1),(2,2),(6,0);

(c) (1,2),(2,4),(4,4),(5,2);
(d) (—4,-1),(=3,0),(-1,0),(0,1),(1,2).

Ulesanne 14.17. Leidke parabool f(z) = az? + bz + ¢, mis vihimruutude meetodiga
lahendab koige paremini antud punkte.

(a) (0,1),(2,3),(4,2);
(b) (1,1),(2,2),(6,0);

(c) (1,2),(2,4),(4,4),(5,2);

(d) (-4,-1),(-3,0),(—1,0),(0,1),(1,2).

bx

Ulesanne 14.18. Leidke eksponentsiaalne funktsioon f(x) = ae’, mis vihimruutude

meetodiga ldhendab koige paremini antud punkte.

(a) (1,16),(3,17),(5,18),(7,20), (10,22); (b) (2,13),(4,9),(6,6),(8,4),(10,3).

Ulesanne 14.19. Firma toote miiiiginumbrid (miljonites eurodes) esimese viie aasta
jooksul on antud tabelina.

Aasta 1 2 3 4 5
Miiiik | 0,9 | 1,5 1,9 | 2,4 | 3,0

(a) Leidke sirge f(z) = ax + b, mis vahimruutude meetodiga ldhendab koige paremini antud

andmeid;
(b) Ennustage leitud sirge abil firma kuuenda aasta miitiginumbrid.
Ulesanne 14.20. Viie t606stusrajooni piirkonnas viidi 1abi uurimus, kus moodeti tea-

tud heitgaasi keskmist kogust ohus ja hingamisteede haiguste keskmist arvu (100
000 inimese kohta).

4,6
52

5,2
58

8,0
76

10,7
96

Heitgaasi kogus | 3,4

48

Haiguste arv

Joonistage saadud andmed graafikule ja otsustage, mis tiitipi funktsioon voiks neid and-

(a)

meid koige paremini kirjeldada;

Prognoosige vahimruutude meetodiga keskmist haiguste arvu piirkonnas, kus keskmine

(b)

heitgaasi kogus on 7,3 iihikut.
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Praktikum 15

Kahekordse integraali arvutamine

15.1 Kahekordse integraali arvutamine

A Valem 15.1 N

yA

KuiD={(z,y):a<x<b, y1(x) <y <ys(x)}, siis

//fxy dxdy—/da:/ (15.1)

a  yi(z)

X =

y yl(X);
0 a b x

Kui D ={(z,y): c <y <d, z1(y) <z < x2(y)}, siis

[ I w](y}@,y)dx. 52)

¢ z1(y)

Ulesanne 15.1. Joonistage jargmised integreerimispiirkonnad D ning asetage integ-
reerimisrajad kahekordses integraalis valemite (15.1) ja (15.2) jargi.

(a) D on kolmnurk tippudega (0,0), (2,0), (d) D onring 2?2 +y* < 1;
(2,1);
D iiratud joont = 22
(b) D on kolmnurk tippudega (0,0), (2,1), (e) Of Ol PHIAtUc Joomtesa ¥ = &
y=1
(727 1))
(c) D on ristkiilik tippudega (0,0), (2,0), (f) D on on piiratud joontega y = 22,
(0,1), (2,1); y:a:3.

Ulesanne 15.2. Muutke integreerimisjarjekord jargmistes integraalides.

1 x 1 1—x
(a) /dw/f(w,y)dy; (e) /dw / f(z,y) dy;

0 0 -2 z2—1
(b) /dw/fxy dy:

1 0 Vy+1

1 Vig? €3] /dy / flz,y)dx +
© [dy [ flay)ds oo

! 1—y Ly

N +O/1dy / f(z,y) du;

(d) /2 dx / f(w,y) dy; v
0



15.1. Kahekordse integraali arvutamine
cos T T sinx

(8) / o [ (.0 dy ) [do [ sy
_g 0 0

0

3 3
@) / da / F(x,y) dy.
1

1+v—a24+4z-3

Ulesanne 15.3. Leidke jargmised integraalid.
(a) //m dz dy, kus D on kolmnurk tippudega (0,0), (1,1) ja (0,1);
D
(b) //y dx dy, kus D on piiratud joontega y = 0, z = 1 ja y = %

D

(c) //Sin(x + y) dz dy, kus D on piiratud joontega y = —z, y = 0 ja x = 7;
D

(d) //cos(w — y)dx dy, kus D on piiratud joontega y =0, y = = ja x = m;
D

(e) //ex_y dx dy, kus D on ristkiilik D = [0,1n 4] x [0,1n 2];

D

1
(f) / b dx dy, kus D on piiratud joontega y =1, y = x ja x = e;
xry
D

1
(g) // dx dy, kus D on piiratud joontega y =0, y = Inz ja x = e;
T
D

(h) //:17 sin(1 4 %) cos(1 + y?) dx dy, kus D on ristkiilik D = [~1,1] x [~1,0];
D

(i) //(y — 22%) dx dy, kus D on piiratud kinnise joonega |z| + |y| = 1;
D

() //a:y dx dy, kus D on piiratud joontega y =z, y = 2z ja x +y = 2.
D

Ulesanne 15.4. Méiratud integraali arvutamine kahekordse integraali abil.

Arvutage integraal

2
/(arctan 7mx — arctan x) dz,
0

esitades integraalialune funktsioon integraali kujul.

o1



PEATUKK 15. KAHEKORDSE INTEGRAALI ARVUTAMINE

15.2 Muutujate vahetus kahekordses integraalis

A Valem 15.2 p\
Kui { © =a(u,v) , kus (u,v) € A, siis
y=y(u,v)
J[ e zdy = [[ o) vtw o)) dude (15.3)
D A
. . . LTy Ty
kus J(u,v) on teisenduse jakobiaan, J(u,v) = vy
\ J

Ulesanne 15.5. Leidke jargmised integraalid.

(a) //(2a:+y—2)2da:dy, kus D ={(z,y): -1 <z—y<1,-1<2zx+y <2}
D

(b) //(m2 + y?)dz dy, kus D on ro6pkiilik, mis on piiratud sirgetega z +y = 1, =+ y =
D
2, 3z +4y =5 ja 3z + 4y = 6;

(c) //(y — ) dx dy, kus D on réopkiilik, mis on piiratud sirgetegay =z +1, y=x—3, y =
D
—3+2jay=—-5+4

(d) / / dx dy, kus D on piirkond, mis asub esimeses veerandis ja on piiratud joontega xzy = 1,

D
zy=4,y=2xjay=uzx.

Ulesanne 15.6. < > Kahekordset integraali kasutades leidke piirvaartus

a

"L 1n? | kn
I = sin beN).
aborbe kl; b (@PEN)

Ulesanne 15.7. < > Leidke integraal

//y2 da dy,

D

kus D on piiratud z-teljega ja tsiikloidi x = a(t —sint), y = a(1 — cost) kaarega, kui 0 < t < 27
jaa>0.

Ulesanne 15.8. < % > Téahistagu U kolmnurka tippudega (0,0), (1,0) ja (0,1).

=y h1l
//e”g dx dy = S—,
2
U

(hiiperboolne siinus).

Toestage, et

t —t
e J—
kus sht =
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Praktikum 16

Uleminek polaarkoordinaatidele. Kahekordse integraali

geomeetrilisi rakendusi

16.1 Uleminek polaarkoordinaatidele

A Valem 16.1 N

Uleminek polaarkoordinaatidele:
T =TCoSp y }’\\
e A={(np) ra <o <Biri(e) ST <ma(p)}, D 2
Yy =rsine e(‘g
N 2)
teisenduse jakobiaan J(r,¢) =T A %
()
B r2(p) 0 ﬁ a
//f(x,y) dx dy = / dp / f(recosp,rsinp)rdr (16.1) X
D o r1(¢)
4 J
A Valem 16.2 N
y
Ringjoone vorrand: (x—a)?+(y—b)?=R? br- e
of a x
. J
Ulesanne 16.1. Esitage jargmised piirkonnad polaarkoordinaatides.
Y y y
9 1
/ 2
X | | X 1
0 9 -1 0 1
\J (©) A
0 1 "3
(a) (e)
y Y y

(b) (d) (€

Ulesanne 16.2. Leidke jargmised integraalid, minnes iile polaarkoordinaatidele.

(a) //\/amdx dy, kus (b) //daz dy, kus
D D

D={(z,y): x* +y* <4, z,y > 0}; D={(z,y): 2 +y* <4,y > -2}



PEATUKK 16. ULEMINEK POLAARKOORDINAATIDELE. KAHEKORDSE
INTEGRAALI GEOMEETRILISI RAKENDUSI

() //(m2 + y2)2 dz dy, kus (e) //sin(m2 + y2) dz dy, kus

D D

D= {(z,y): 2> +y*> <1, y > 0}; D ={(z,y): 7 <a?+y? < 4n?};
(d) //\/ 1 — 22 — y2dx dy, kus () //arctanidw dy, kus

D D

D= {(z,y): 2* +y*> < 1}; D ={(z,y): 2 +y*> <1, z,y > 0}.

Ulesanne 16.3. Leidke jargmised integraalid.

(a) //\/xQ—i—dewdy, kus D ={(z,y): 2 + (y +2)> < 4};
D
D={(z,y): (x —1)2+y> < 1}; (e) //ydwdy, kus D = {(z,y): 4o <
D
(b) //xdxdy,kus 2?2 +y? <8z, v <y < 21}
D

D={(zy): 2’ +(y-1)° <1, 2> 0} (f) //\/x2 +y2dedy, D: 2%+ 42 =,
(c) //\/362 + y2 dz dy, kus D
D

D= {(z,y): 2*+ (y —1)* < 1};

v’ +y? = 2w,y = —z(y < —x);

(g) / / dx dy, kus D on piiratud joontega

(d) //(332 + y?) dx dy, kus D
D y=0,y=v2—a2z =y (x>y°.

16.2 Kahekordse integraali geomeetrilisi rakendusi

16.2.1 Tasandilise kujundi pindala

Valem 16.3

Ulesanne 16.4. Leidke zy-tasandil asetsevate kujundite pindalad, kui need kujundid
on piiratud jargmiste joontega.

(a) y=a3, y=1, 2 =0; (8) r=acosp, r=bcosp, (b>a>0);
(b) y=¢e*, y=e* y=ce; (h) r=a(l+ cosyp) (kardioid);
(c) y=2°, y=2"7 y=4 (i) r = 2cos4p (neljaleheline roos);
(d) zy=4, z+y=5 (4) (@*+y?)? =2zy;
(k) (z22+y%)? = 2(2? —y?) (Bernoulli lem-

e) 322 =25y, 5y? = 9z;
(e) 3 v oy v niskaat);

2, .2 _1¢a.
(F) 27 +y"=16; (1) (2% +y?)? =223
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16.2. Kahekordse integraali geomeetrilisi rakendusi

16.2.2 Keha ruumala. Ruumilise pinnatiiki pindala

| Valem 16.4 N\

T z z=f@®y)
i

Keha F ruumala: Vi = //f(ac,y) dz dy

D
Ruumilise pinnatiiki ¥ pindala: Sy = //, [1+ 22+ 22 dvdy 0
D

TEIST JARKU PINNAD

Ellipsoid I Elliptiline paraboloid I Hiiperboolne paraboloid |

Z,

=—Z= =t
= 2p
| Uhekattene hiiperboloid | | Kahekattene hiperboloid | | Elliptiline koonus
Zp Zh 4
— e il /
4 : '
: 2 .2 .2
' 4 Z 2 2 2
N R e =—=1 Xy =z
 Ca A
- :r’- =
-b : Y (@) ¥y
x x
T z X

Ulesanne 16.5. Kiilgseintega kuppeltelk on konstrueeritud joonisel ndidatud funkt-
siooni jargi.

A

surface
z =15 — 0.03x* — 0.03y*

Et projekteerida ventilatsiooni- ja kiittestlistee-
mi, on tarvis teada telgi ruumala. Leidke kup-
peltelgi ruumala, kui tema pohjaks on joonisel x=—20
margitud ristkiilik (k6ik mootmed on antud jal-
gades, 1 ft ~ 0,3 m).

Ulesanne 16.6. Konverentsikeskusel on lookas katus korgusega

f(z,y) = 40 — 0,006z% + 0,003y>.
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PEATUKK 16. ULEMINEK POLAARKOORDINAATIDELE. KAHEKORDSE
INTEGRAALI GEOMEETRILISI RAKENDUSI

Ehitise pohjaks on ristkiilik [—50,50] x Ax, y) = 40 — 0.006x" + 0.003y"

[—100,100]. Leidke maja ruumala. (Koik
suurused on antud meetrites.)

y= 1V ¥ =100

X

Ulesanne 16.7. Lennukite angaar on kumera katusega, mille kuju on méiaratud
funktsiooniga

f(z,y) =40 — 0,03z

Leidke angaari ruumala, kui tema pohjaks on ‘ S, ¥) = 40 = 0.08¢
7

ristkiilik [—-20,20] x [—100, 100]. (Koéik suurused / : / Y= —20

on antud meetrites.) | S, %0 Y

Y= —1(1{/ y =100
X

Ulesanne 16.8. Leidke keha E ruumala, kui see on tokestatud jargmiste pindadega.

(a) Z:y27xzo7x:17y:_luy:17'z:0

y
Z
(b) JI—FZ:l,y—{—Zz:Q (x7y’220)
/5:_7»- o \ . .\iy
X N
74
|
() y+z=22=4-y" (2,9,2>0) «\,y
P
X
(d) 22+9y*=1, 2=—y, 2=0 ~p—
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16.2. Kahekordse integraali geomeetrilisi rakendusi

» 2

() y=1-—=x, z=cos(nz/2), 0<z <1, y,2<0

(f) 224+9y?°=4,2=0,2+2=3 ‘ &

Ulesanne 16.9. Leidke jargmiste pindadega piiratud kehade E ruumalad Vg.

(a) Tasandid z = 0, y = 0, z = 0 ja (g) Tasandid z =1, y = 0 ja z = 0 ning
2 _ .2

r+y+z=1 hiiperboolne paraboloid z = x* — y~.
(b) Tasandid z =0, y=0, 2=0, z =4 (h) Tasandid z = 0, y = 0, 2 = 0 ja

ja y = 4 ning poéordparaboloid z = 2z + 3y = 12 ning silinder y* = 2z.

2, .2
z®+y° + 1 (i) Tasandid z = 1 ja z = 12 — 3z — 4y

(¢c) Tasandid ¢ = 0, y = 0, = = 0 ja ning elliptiline silinder 22 + 4y? = 4.

x + vy = 1 ning elliptiline paraboloid (j) Sfadr 22+y? 422 = 3 ja poordpaboloid
z=222+y? + 1. 2z = 2% + 2.

(d) Tasandid z = 0 ja x + z = 6 ning si- (k) Silindrid 22 +y% =1 ja 22 4+ 22 = 1.
lindrid y = v/ ja y = 2/x.

(1) Poordparaboloidid z = 4 — 22 — ¢? ja
(e) Tasand z = 0, péérdparaboloid z = 2z =2+2% + ¢

22 + 92 ja silinder 22 + 2 = 1.
v Y (m) Silinder 22 + y? = 3 ja kahekatteline

(f) Koordinaattasandid, silinder 2% +y? = hiiperboloid 2% = #* 4 y* + 3.

' DI — — 22 a2 2
1 japind z = /4 — 2= — y=, kus 2= + (n) z=coszcosy, z =0, [z +y| < T ja

2<1, 2>0jay>0. s
sehrsTRes vyl <5

Ulesanne 16.10. Leidke jargmiste ruumiliste pindade mérgitud osade pindalad.

(a) Tasandi 6z + 3y + 2z = 12 osa, kus (e) Silindri 22 = 4z osa, mille eralda-
x>0,y>0jaz>0. vad temast silinder y? = 42 ja tasand
=1
(b) Pinna z = xy osa, mis asub silindri

22 +y? =1 sees.
(F) Sfairi 22 +y? + 22 = a? osa, mille 16i-

(c) Sfddri 2 +y* + 2* = a* osa, mis on kab temast vilja silinder 2% +y? = ax.
silindri 2 + y* = b* (b < a) sees.

2

(d) Koonuse 2% = 22 + y? osa, mille eral- (g) Koonuse 22 = y? + 2% osa, mis asub

dab temast silidriline pind 2% = 2. silindri 22 + y? = 2 sees.

Ulesanne 16.11. < x > Leidke joonega y* = a?(y? — 22?) piiratud kujundi pindala.
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Praktikum 17

Kahekordse integraali fiiiisikalisi rakendusi. Kolmekordse
integraali arvutamine

17.1 Kahekordse integraali fiitisikalisi rakendusi

17.1.1 Tasandilise kujundi mass

A Valem 17.1 N

Olgu tasandilise kujundi pindtihedus antud pideva funktsiooniga p = p(x,y), (z,y) € D. Kujundi D

mass avaldub valemiga
mp = //p(xvy) d dy.
D

Ulesanne 17.1. Leidke ringi mass, kui ringi raadius on 10 cm.

Ringjoonel on pindtihedus 1,2 g/cm? ning see on vordeline punkti kaugusega ringi keskpunktist.

Ulesanne 17.2. Leidke ruudukujulise plaadi mass, kui plaadi kiilje pikkus on 2a cm.

Plaadi materjali tihedus on igas punktis vordeline punkti kauguse ruuduga diagonaalide loike-
punktist ning on ruudu tippudes 1 g/cm?.

Ulesanne 17.3. Funktsioon

10000eY bakter
|| 2
1+ % cm

flz,y) =

kirjeldab mingi bakteri populatsiooni tihedust xy-tasandil, kus = ja y moodetakse

sentimeetrites.

Leidke bakterite arv ristkiilikul [—5, 5] x [—2,0].

Ulesanne 17.4. Elektrilaengu pindtihedus kettal raadiusega R meetrit on p(r,p) =
kr(1 —sin ) C/m? (siin k on konstant).

Integreerige pindtiheduse funktsiooni iile ketta, et leida elektrilaeng Q.
Ulesanne 17.5. Avaldugu sipelgate populatsiooni tihedus funktsioonina

30000

Ploy) = e

kus z ja y on meetrites ja koordinaatide alguspunktis on veeallikas.

Mitu sipelgat elab veeallikast kuni 100 meetri raadiuses?



17.2. Kolmekordse integraali arvutamine

17.1.2 Tasandilise kujundi massikese

A Valem 17.2 N\

Olgu tasandilise kujundi pindtihedus antud pideva funktsiooniga p = p(x,y), (z,y) € D.

Kujundi D massikese asub punktis C = (Z,7), kus J—

: —
:7//$P(x7y)d$dy & " \/a
s ‘ S T= 7

1 D
= — //yp(x,y) dx dy
mp
D

. J

8l

<

Ulesanne 17.6. Leidke bumerangi kujulise piirkonna massikese, kui see asub xy-
tasandil paraboolide y?> = —4(x — 1) ja y> = —2(x — 2) vahel.

Ulesanne 17.7. Leidke ry-tasandil asetsevate homogeensete kujundite massikesme
C = (z,7y) koordinaadid, kui need kujundid on piiratud jirgmiste joontega

(a) Ringjoon z2+193?> =1 (y > 0) ja sirg- (d) Kardioid r = 2(1+cos ¢) ja polaartelg
joon y = 0. p=0.

(b) Sinusoid y = sinz ja sirged x = 0 (e) z-telg ja tsiikloid z = 4(t — sint),
x=m/4jay=0. y =4(1 — cost) kaar, kui 0 < ¢ < 27.

(c) Jooned y =z jaz+y=2.

Ulesanne 17.8. Leidke ringi 22 + y? < 4 massikesme koordinaadid, kui pindtihedus
ringi igas punktis on vordeline tema kaugusega punktist (2,0).

Ulesanne 17.9. Leidke poolringi 22 + y? < 1 massikesme koordinaadid, kui pindtihe-
dus poolringi igas punktis on vordeline tema kaugusega ruuduga punktist (1,0).

17.2 Kolmekordse integraali arvutamine

A Valem 17.3 A

Kui E = {(z,y,2) : 21(z,y) < 2z < 2(2,9), (z,y) € D},
S118
z2(z,y)
///f(x,y)d:z:dydz://dxdy / flz,y,2)dz.
! > E D z1(2,y)
P (17.1)
¥ x w
4 J

kus piirkond E on piiratud silindriliste pindadega

21 =4 —y?, 2 = y? + 2 ja tasanditega v = —1, z = 2.
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PEATUKK 17. KAHEKORDSE INTEGRAALI FUUSIKALISI RAKENDUSLI.
KOLMEKORDSE INTEGRAALI ARVUTAMINE

Ulesanne 17.11. Leidke jargmised integraalid.

=) ///ﬁy%dwdyd% kus B = {(z,,2): 0<2<3,0<y<2 0<2< 1}
E

) ///ydmdydz’ kus B = (2,1,2): 0<20 <3, 0<y<2 0<2<2—y;
E

(C) ///(Z+4)dfbdyd2, kuSE:{($,y,Z); —1SZES1, $2§y§17 0§Z§2}7

(d) ///Wk E = {(xyu)O§x§1,2§y§5,232§4};

(e) /E//(l — )1 —y2dedydz, kus E = [-1,1] x [-1,1] x [-1,1];

(£) ///$y223 dx dydz, kus F on piiratud hiiperboolse paraboloidiga z = zy ja tasanditega

E
r=1,y=xjaz=0;

(2) ///(Qx + 3y — z)dx dydz, kus E on piiratud tasanditega x = 0,y =0, 2 =0, 2z = 3 ja

E
r+y=2.

Ulesanne 17.12. Olgu B = {(z,y,2): 1 <x < ¢, y >z, y>+22 <4}

Koostage hulga B kohta arvuti abiga kolmemootmeline kontuurjoonis. Toestage, et

/// dedydz  8—4v2
x N 3
B

Ulesanne 17.13. < > Toestage, et iga 16igus [0, a| integreeruva funktsiooni f korral

kehtib valem . . ) .
/dm/dy/f(z)dz—;/(a—z)zf(z)dz.
0 0 0 0

Ulesanne 17.14. < « > Téestage, et iga 16igus [0, 2] integreeruva funktsiooni f korral
kehtib valem

1 1 1 2
2/dm/dy/ /2—2 dz+/2—z
0 0 0 1
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Praktikum 18

Muutuja vahetus kolmekordses integraalis. Kolmekordse
integraali rakendusi. Joonintegraalid

18.1 TUleminek silinderkoordinaatidele

Uleminek silinderkoordinaatidele:

A Valem 18.1 N

|
T =TCosp : h
y=rsing , teisenduse jakobiaan J(r,¢,h) =r 0 :

|

|

~
J— =
o /(—D/\C\
X

Ulesanne 18.1. Uleminekuga silinderkoordinaatidele leidke jargmised integraalid.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

///z dx dydz, kus E on piiratud silindriga 22 + y?> = 1 (z > 0, y > 0) ja tasanditega
E

r=0,y=0, z=0jaz=2;

dx dydz ) )
///1+(z_1)2’kuSE:{(xayuz)x +y §170§2S1}7
E

///mz dx dy dz, kus E on piiratud silindriga 22 + y? = a? (x > 0, y > 0) ja tasanditega
E
z=0,z=1, y:a:jay:a:\/g;

///y dx dy dz, kus E on piiratud silindriga 22 41y? = 2z, tasandiga z = 0 ja paraboloidiga

E
z = 2% + 9%

///z\/xz + y2dx dy dz, kus E on piiratud silindriga 22 +y? = 2z (y > 0) ja tasanditega
E

z=0,z=cjay=0;

///(a:2+y2)dxdydz, kus B = {(z,y,2): a® < 2?2+ 9% + 22 <b? 2 >0}
E



PEATUKK 18. MUUTUJA VAHETUS KOLMEKORDSES INTEGRAALIS.
KOLMEKORDSE INTEGRAALI RAKENDUSI. JOONINTEGRAALID

18.2 TUleminek sfairkoordinaatidele

A Valem 18.2 \
z
. P(r,¢,0)
Uleminek sfaiarkoordinaatidele: . /T
Ve
4 |
T = 7cos psinf 9/ |
y=rsingsind , teisenduse jakobiaan J(r,0,p) = r?sinf 0 - u
z=rcosf J£/<(V\\\\ : Y
NBl 0<O8<m
\ J

Ulesanne 18.2. Uleminekuga sfisirkoordinaatidele leidke jirgmised integraalid.

(a) ///zd:rdydz, kus E on piiratud sfisiri osaga 22 + > +22 =1 (y > 0, z > 0) ja

E
tasanditega y = 0 ja z = 0;

(&) ///\/mdxdydz, kus E = {(z,y,2): 22+ y? + 22 <1, y > 0};
o

(c) ///\/mdxdydz, kus E on kera 22 + y> 4+ 2% < z;
E

drdyd
(d) /// — Y , kus E on kera 2% 4+ y? + 22 < 1;
Va2 + 2+ (z —2)?

(©) ///(CE2 +y?) dedydz, kus E = {(z,y,2): 22 +y*> + 22 < a?, 2> 0};
j)

(f) ///(x2+y2)dajdydz, kus E = {(z,y,2): a® < 2% + 42 + 22 < b*}.
E

18.3 Kolmekordse integraali rakendusi

18.3.1 Keha ruumala leidmine

A Valem 18.3 N
Keha E ruumala Vi avaldub valemiga
Ve = // dz dy dz. (18.1)
E
§ J

Ulesanne 18.3. Leidke kehade ruumalad, kui nad on piiratud jargmiste pindadega.
(a) Silindrid z = 9 — y? ja z = 1 + %2 ning tasandid z = —1 ja z = 5;
(b) Paraboloidid z = 22 + y? ja 2z = 222 + 2y? ning silinder 2% + y? = 1;
(c) Paraboloidid z = 22 + y? ja z = 22 + 2y? ning tasandid x = 1, y = z ja y = 2x;
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18.83. Kolmekordse integraali rakendusi

(d) Silindrid y = 22 ja 3y = 4 — 22 ning tasandid z = 0 ja z = 9;
(e) Hiiperboolne paraboloid z = zy ning tasandid x =0, y =0, s +y=1jaz+y = z;
(f) Paraboloidid z = 22 + 42 ja z = 222 + 2y, silinder y = 22 ning tasand y = x;
(g) Pind (2% +y% + 232 =a®z,a > 0;
Ulesanne 18.4. Poolkerakujuline tass on tdidetud piimaga nii, et iilemise servani
jaab puudu 3 cm.
Kui palju piima (liitrides) on tassis?
Ulesanne 18.5. Ringbasseini diameeter on 15 meetrit.

Kui palju vett mahub sellesse basseini, kui pohjast 16unasse on tema siigavus on konstantne ja
ladnest itta kahaneb lineaarselt kahest meetrist seitsmeni?

Ulesanne 18.6. Kauss on funktsiooni z = 22 + 12 (0 < z < 25) graafiku kujuga.

Teie planeerite kalibreerida kaussi nii, et teha sellest sadememooturit. Milline korgus vastab 2 cm
sademete hulgale? 6 cm sademete hulgale?

18.3.2 Keha mass ja massikese.

/ Valem 18.4 N\

Olgu keha tihedus antud pideva funktsiooniga p = p(z,y,2), (z,y,2) € E.

Keha E mass vordub mg = ///p(amy,z) dx dydz.
E

1
Te = — ///xp(:c,y,z)dxdydz
meg

E
1
Keha E massikese C = (z.,yc, 2c) asub punktis { Ye = mg yp(e,y, z) de dy dz

E
1
Ze = —///zp(x,y,z)dxdydz
mp
E

. J

Ulesanne 18.7. Leidke kuubi E = [0,10]> mass, kui kuubi tihedus igas punktis on
p(xa Y, Z) = Z.

Ulesanne 18.8. Leidke risttahuka E = [0, a] x [0,b] x [0, ¢] mass, kui tihedus igas tema
punktis on p(z,y,z) =x +y + z.

Ulesanne 18.9. Leidke tasanditega * + y+ 2z = a, =0, y = 0 ja z = 0 piiratud
piiramiidi mass, kui piliramiidi tihedus igas punktis on vordne punkti aplikaadiga.

Ulesanne 18.10. Leidke kera mass, kui kera raadius on a ja kera igas punktis tiheduse
ruut p? = a? — (22 + 2% + 2?).

Ulesanne 18.11. Leidke silindri E = {(z,y,2) : 22+ y*> < a2, 0 < z < ¢} mass, kui
tihedus igas tema punktis on vordeline punkti kauguse ruuduga silindri teljest.

Ulesanne 18.12. Leidke kera kihi a? < 22 + 42 + 22 < 442 mass, kui kihi tihedus igas
punktis on péérdvordeline punkti kaugusega punktist (0,0,0).
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PEATUKK 18. MUUTUJA VAHETUS KOLMEKORDSES INTEGRAALIS.
KOLMEKORDSE INTEGRAALI RAKENDUSI. JOONINTEGRAALID

Ulesanne 18.13. On teada, et kerakujulise planeedi raadius on R ja tema mass on
m.

Planeedi tihedus on siimmeetriline kera keskupnkti suhtes ning kahaneb lineaarselt planeedi pinna
suunas. Millega vordub tihedus keskpunktis, kui planeedi pinnal on see voetud vordseks nulliga?

Ulesanne 18.14. Kerakujuline planeet raadiusega R omab atmosfiiri tihedusega
= ppe ", kus h on kérgus planeedi pinna kohal, ;i on tihedus merepinnal ja ¢ on
positiivne konstant.

Leidke selle planeedi atmosfdéri mass.

Ulesanne 18.15. Leidke homogeensete kehade massikeskme koordinaadid, kui kehad
on piiratud jargmiste pindadega.

(a) z+y+2z=4,2=0y=0, 2=0; (c) 22 +9y>+22=1, (x>0, y>0,
>0 =0,y=0, z=0.
(b) ZQny7x:17y:172:O; ‘ )7x Y 7
Ulesanne 18.16. Leidke poolkera z2+y%+2? < 4 (z > 0) massikesme koordinaadid, kui
tema tihedus igas punktis on arvuliselt vordne punkti kaugusega kera keskpunktist.

Ulesanne 18.17. < * > Paraboolse satelliiditaldriku laius on 2 m ja siigavus on 0,5 m.

Tema siimmeetriatelg on kallutatud 30 kraadi piistasen-
(a) dist. Konstrueerige (mitte arvutage!) kolmekordne integ-
raal taldrikusse mahtuva vee ruumala arvutamiseks.

(b) Mis on minimaalne taldriku kalle, mille korral vesi temasse ei kogune?

18.4 Esimest liiki joonintegraalid*

A Omadus 18.1 N

Esimest litki joonintegraal ei soltu integreerimistee AB labimise suunast.
4 J
A Valem 18.5 N
Tasandilise joonintegraali arvutamine
b
AB: y=y(z), a<x<b: /f(amy)ds:/f(:c,y(w))\/1+y’2dx (18.1)
AB a
d
AB: z=2x2(y), c<y<d: /f(amy)ds:/f(x(y)7y)\/1+x’2dy (18.2)
AB c
AB: r=r(p), a<p<g: / flz,y)ds = /f(rcoscp,rsingo) r2+r2dp  (18.3)
AB o
B
AB: z=z(t), y=yt), a<t<8: /f(ac,y)ds:/f(t)\/x’Q—&—y’th (18.4)
AB o
4 J
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18.4. Esimest liiki joonintegraalid*

Valem 18.6

Ruumilise joonintegraali arvutamine

B

AB: xz=z(t), y=yt), z2=2(), a<t<f: /f(x,y,z)ds:/f(t)\/x’Q—&—y’Q—l—z’th (18.5)
AB

[

Ulesanne 18.18. Arvutage jirgmised integraalid

(a) / s ,ABy:ZC/Z—Q,A:(0,—2),32(4,0),
T—y
AB

2 +y
Yy

(b) ds, AB:2x+y+1=0,A=(1,-3),B=(0,-1);
AB

(c) /wyds, AB :x =cost,y =sint, A = (1,0), B = (0, 1);
AB

(d) / Va2 +y2ds, AB: 2 +9? = a*(x > 0), A= (a,0),B = (0,a);
AB

(e) /(x —y)ds, L:z*+y* =2z,
L

() /acyds, kui L on ristkiiliku ABCD kontuur, kus A = (0,0), B = (4,0), C = (4,2), D =
L
(0,2);

32%ds
(g) /2+2, kus L on kruvijoone esimene keerd: 2z = acost,y = asint,z = at (0 < t < 27).
TrTy
L

Ulesanne 18.19. < x > Leidke joonintegraal /\/x2 + y2ds, kus joon L antud vorran-
L

diga (2? + y2)1/2: a? (2 —y?), (a > 0).

18.4.1 Esimest liiki joonintegraali rakendusi

A Valem 18.7 \
Joone kaare pikkus: lap = / ds
AB
\ J
A Valem 18.8 N

z=f(xy)

Silinderpinna pindala: L ee-e--2

Sapcp = /f(a:,y)ds,
AB

kus f(z,y) > 0 joonel AB / MB y
X A

. J

Ulesanne 18.20. Leidke jirgmiste joonte pikkused
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PEATUKK 18. MUUTUJA VAHETUS KOLMEKORDSES INTEGRAALIS.
KOLMEKORDSE INTEGRAALI RAKENDUSI. JOONINTEGRAALID

(a) 7= e, pelo2r]; (b) o« =3t y = 3% = = 25, A =
(0,0,0), B=(3,3,2).

Ulesanne 18.21. Leidke vertikaalsete silinderpindade pindala, kui pindade alumised
servad asetsevad xy-tasandil ja iilemine serv on jirgmiste pindade loikejoon

(a) y+x=1(x>0), z=uy; (c) 2°+y* =16, z=uy.
(b) z2+4? =4, 22 =22 +4;
Ulesanne 18.22. Leidke silinderpinna z? + y?> = 2z selle osa pindala, mis asub kera

22+ 9% + 22 = 4 sees.

Ulesanne 18.23. < x > Olgu a > b > 0. Toestage, et ellipsi { v ZC,OS; pikkus on
y = bsin

vordne sinusoidi y = csin j iihe tdisvonke kaarepikkusega, kui ¢ = v/ a? — b2,

18.5 Teist liiki joonintegraalid*
A Omadus 18.2 N

Teist litki joonintegraal muudab mdrki integreerimistee libimissuuna muutmisel :

/ Pdx + Qdy + Rdz = — / Pdx + Qdy + Rdz.
AB BA

\
,{Deﬁm’tsioon 18.1 }

Ly - Kkinnise joone L libimise posititvne suund &L kellaosuti lickumisele vastupidine suund
(kui vaadata z-telje positiivselt poolelt
xy-tasandile)

. J

A Valem 18.9 N

Tasandilise joonintegraali arvutamine

b
AB: y=y(z), a<x <b: / flx,y)de = /f(a:,y(a:))dx (18.6)
AB a
d
AB: v =aly), e<y<d; J R R R COR LS
AB

B
AB: z=1z(t), y=yt) a <t < j: / flz,y)dr = / f'(t)dt  (18.8)
AB

B
/fmw@=/ mw@ﬁ (18.9)
AB

. J

A Valem 18.10 ~\

Ruumilise joonintegraali arvutamine

B
AB: xz=2z(t), y=yt), z=2(), a<t<f: / f(z,y, z)dz ft)z'(t)dt  (18.10)

AB P
[ tewady= [ rewoi s
AB *
B8
/ F,y, 2)dz = / FOS(0dt (18.12)
AB *
\_ _J
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18.5. Teist litki joonintegraalid*

Ulesanne 18.24. Arvutage integraalid

(a) /xyda:, AB :y=sinz, A= (0,0),B = (m,0);
AB

(b) /yd:c, AB:2y+az=4,A=(4,0),B=(0,2);
AB

(c) /yd:v, AB :x = cost,y =sint,t € [0,7/2];
AB

(d) /:Udy, L on kolmnurga ABC kontuur, kus A = (0,0), B =(3,0), C = (0,2);
L

(e) /(m2 + 4?)dz, L on kontuur, mille moodustavad sirged z =1, 2 =5, y =1, y = 3;
L_

(f) /cosydw +sinzdy, AB:y=uxz,A=(0,0),B = (m,7);
AB

(2) /ydx—i—:rdy, L:x=acost,y=asint,t € [0,7/2];
L

(h) /yd:L‘+ zdy + xdz, AB:x =2cost,y = 2sint,z =t,t € [0, 27].
AB
Ulesanne 18.25. < x > Naidake, et teist liiki joonintegraal ei ole monotoonne.

Leidke niiide sirgestuvast joonest L C R? ning funktsioonidest f,g,h : L — R nii, et f(z,y) <
g(z,y) < h(z,y) iga (z,y) € L korral, aga

/f(x,y)dx > /g(w,y)dw ja /g(a;,y)dm < /h(az,y)dm.
L

L L L

18.5.1 Teist liiki joonintegraali rakendusi

A Valem 18.11 N

Kui tasandiline kujund D on piiratud kinnise joonega L, siis tema pindala avaldub valemitega

1
Sp = /xdy = /(—y)dx =3 /(—y)dx + xdy.
L L L
\ J

A Valem 18.12 N

Litkugu materiaalne punkt massiga m mdooda joont AB punktist A punktini B jou F = (P,Q,R)
toimel. Jou F' t86 on arvutatav valemiga

W:m/de—l—Qdy—i—Rdz.
AB
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PEATUKK 18. MUUTUJA VAHETUS KOLMEKORDSES INTEGRAALIS.
KOLMEKORDSE INTEGRAALI RAKENDUSI. JOONINTEGRAALID

Ulesanne 18.26. Leidke xy-tasandil olevate tasandiliste kujundite pindalad, kui nad
on piiratud jargmiste joontega.

(a) ellips z = acost, y=bsint, (c) astroid z2/3 + y2/3 = a?/3;
(b) y=2?% x=1y% (d) kardioid r = a(1 + cos ¢).

Ulesanne 18.27. Olgu zy-tasandil joud F suunatud igas punktis M = (z,y) punkti
O = (0,0) poole ja tema suurus F' olgu vordne punkti M kaugusega punktist 0.

Leidke jou t66 W, mis on kulunud {ihikmassiga punkti nihutamiseks modda parabooli y? = 8x
kaart punktist (2,4) punkti (4,4+/2).

Ulesanne 18.28. Joud konstantse suurusega F on zy-tasandi igas punktis z-telje
suunaline.

Leidke jou t66 W, mis kulub iihikmassiga punkti nihutamiseks mooéda ringjoont z2 + y? = a?

negatiivses suunas punktist (0,a) punkti (a,0).

Ulesanne 18.29. Jéud F on suunatud ry-tasandi igas punktis M = (z,y) punkti
O = (0,0) poole ja tema suurus on vordne punkti M kaugusega punktist O.

Leidke jou F t66 W punkti massiga m nihutamisel punktist A punkti B.
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Praktikum 19

Kontrolltoo 2

e "
1. Kahe muutuja funktsiooni piirvdartus ja pidevus
1.1. Néidata, et funktsiooni piirvdartust ei leidu
1.2. Piirvadrtuse leidmine ristkoordinaatides, iileminek polaarkoordinaatidele
1.3. Kahe muutuja funktsiooni pidevus

2. Osatuletised, osatuletiste rakendused

2.1. Mitme muutuja funktsiooni esimest ja korgemat jarku osatuletised

2.2. Pinna puutujatasand

2.3. Mitme muutuja funktsiooni téisdiferentsiaali leidmine, funktsiooni muudu ja funktsiooni
vadrtuse ligikaudne leidmine téisdiferentsiaali abil

2.4. Kahe muutuja funktsiooni lokaalsed ja globaalsed ekstreemumid, optimiseerimine

2.5. Gradiendi leidmine, funktsiooni suurima kasvukiiruse ja suurima langemiskiiruse leidmine
gradiendi abil

3. Kahekordsed integraalid
3.1. Kahekordse integraali leidmine ristkoordinaatides, tileminek polaarkoordinaatidele
3.2. Tasandilise kujundi pindala ja keha ruumala leidmine kahekordse integraali abil




Praktikum 20

Diferentsiaalvorrandid

{Deﬁnitsioon 20. 1} N

Diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit, milles on otsitavaks iihe voi mitme muutuja funkt-

sioon, vorrand seob otsitavat funktsiooni ja tema tuletisi soltumatute muutujatega.
4 J

{Deﬁnitsioon 20.2} N

Harilikuks diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvorrandit, kus otsitav funktsioon

y = f(x) soltub thest argumendist x.
\ J

20.1 Diferentsiaalvorrandi lahend

Definitsioon 20.3}

Diferentsiaalvorrandi lahendiks nimetatakse sellist funktsiooni, mille asetamine vorrandisse

muudab vorrandi samasuseks soltumatu muutuja suhtes.

Ulesanne 20.1. Millised antud funktsioonidest on diferentsiaalvérrandi y = 2z la-
hendid?

(a) y =22 (b) y=2%2+1 (c) y=22-0.5 (d) y= (5x)*

Ulesanne 20.2. Millised antud funktsioonidest on diferentsiaalvérrandi y” — 3y +2y =
0 lahendid?

(a) y=e¢" (d) y=4e” (g) y=¢>*—-3
(b) y=e™ (e) y=—Te" (h) y=e" +e>
(c) y=e"> (f) y=e* (i) y=2e"—e*

Ulesanne 20.3. Naiidake, et antud funktsioon on temale jargneva diferentsiaalvor-
randi lahendiks.

(@ y==z,y=y+1l-z z(In(z) — In(y))dy — ydz =0

(b) y= sin(x)’ 2y +y = cos(x) (f) { xr = c9s(p) } . +y@ _ 0
x' y = sin(p) dx

(c) y= e 2y = ytan(In(y)) n(p) + sin)

. r = In(p)+sin(p

@ o=y [ B0y T —orpsing) By = s+ eost) |
’ ’ dy ([ dy

(e) x=yevtl, z=In (dx>—|—s1n <dac>

Ulesanne 20.4. Leidke antud vorrandite i) ja ii) iihised lahendid.

(a) Ny =y+1,i)y =¢€"

(b) i)y =y?+2zx—2* i)y = —y? —y+ 2z +2%+2?



20.2. FEralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi lahendamine
() Dy =z i)y =y+z
Ulesanne 20.5. Naiidake, et antud diferentsiaalvorrandi lahend on vastav funktsioon

(a) 2%y + (1 - 2z)y =22, y = (Cx)%er + 2

3
(b) ¢y =x+sinz, y= %—sinx—i—Clx—i-Cg

1,2

© ¥~ =0 y=Cie" + O - &

(d) ytanz—y=1, y=Csinz —1

(€) zy =yln?, y=geloH!
X

—sinzx

d 1
(f) £+ycosa::§sin2m, y=sinx — 1+ Ce
(8) W)=y -2y +y=0,y=Car+C—-C"

3 C
(h) v+ Ey” =0,y=Ciz+ ?2 +Cs

1+C

20.2 Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi lahendamine

{Deﬁnitsz'oon 20.4}

~\
Eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvorrandit kujul
f(@)dz + g(y)dy =0,
milles dz kordaja f(x) soltub ainult muutujast x ja dy kordaja g(y) soltub ainult muutujast y.
4 J
e )

Uldlahendi saamiseks tuleb vorrand integreerida, leida m#iramata integraalid kordajatest f(z) ja
g(y). Vorrandi lahend ilmutamata kujul on

[ t@do+ [ gway=c.

kus C on suvaline konstant
\ y

,{Deﬁm’tsioon 20.5 }

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvorrandit kujul

fi(x)g1(y)dz + fa2(z)g2(y)dy = 0,

milles dx ja dy kordajad on kahe antud funktsiooni korrutised, millest ks soltub ainult muutujast x

ja teine soltub ainult muutujast y.
. J
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PEATUKK 20. DIFERENTSIAALVORRANDID

Muutujate eraldamiseks jagame vorrandi molemaid pooli jirgmise avaldisega

(tuleb jagada libi dx kordajaga g1(y), sest ta soltub muutujast y ja dy kordajaga fo(x), sest ta
soltub muutujast y ehk nende funktsioonide korrutisega, mis sisaldavad teist muutujat, kui on
diferentsiaal)

|1 91(y) - f2(2)

Saame eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandi

fi(z) 92y
fg(:v)dx + () dy=20

\ J

Ulesanne 20.6. Leidke antud eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi iildla-
hend. Joonestada moned integraaljooned.

(a) dy=2dr (&) 5/ =1 () o=
T Y
(b) dy = cosxdx
) yy—z=5 N —

d ( =92
(@) dy=" B

X

/

(d) dy=e*da (&) o/ =c+l G) oy =y+1

Ulesanne 20.7. Leidke antud eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi iildla-
hend.

(a) z(yy —z+1)=-1 (f) 2yy cosz=1

(b) (x+1)dy+ (2—y)dz =0 (2) (1+:B2)dy— de —0
() yl—-1)y -1/(y+1)=0
(d) =y’ =yly—1)

(e) z(z+ 1)y +y=19> (i) - 55752)% + a4+t =0

(h) V1 —22dy — /1 —y2dz =0

Erilahendi saamiseks asendame iildlahendisse algtingimuse ja avaldame saadud vordusest kons-
tandi C'.

Ulesanne 20.8. Leidke antud eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi erila-
hend.

(a) y(z? -1y =ay® +x, y2) =-1 (d) yxdy + (22 — 1)dz =0, y(1) =0
(b) L=, y(0) =0 (&) =1 +y))/(1+ ), y(0) =1

(c) v*y +2z=1, y(2)=-1

Ulesanne 20.9. (K) Leidke n-ndat jirku keemilise reaktsiooni toimumisel iihe lih-
teainega antud algtingimusel saadava diferentsiaalvorrandi erilahend.

d
d—f =—kz", z(0)=a, n>1
Ulesanne 20.10. (K) Leidke kolmandat jarku keemilise reaktsiooni A+2B toimumisel

saadava diferentsiaalvorrandi erilahend.
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20.2. FEralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi lahendamine

dx
dt
kus a ja b on vastavalt lahteainete A ja B algkogused. Algtingimuseks on x(0) = 0.

=k(a —z)(b—2z)?,

Ulesanne 20.11. (K) Leida raadiumi massi muutumise seadus soltuvalt ajast, kui
ajamomendil ¢ = 0 on raadiumi mass my.

Olgu ajamomendil ¢ raadiumi mass m, ajamomendil ¢ + At vastavalt m + Am.

m
Ajavahemikus At lagunenud raadiumi mass on Am. Suhe Ar 2 keskmine raadiumi lagunemis-

kiirus. Selle suhte piirvaartus

lim A—m = d—m

At—0 At dt
on raadiumi lagunemise kiirus ajamomendil ¢. Radioaktiivse aine lagunemise seadus iitleb, et
lagunemise kiirus on vordeline (veel lagunemata) aine hulgaga m.
Lahendage raadiumi lagunemisele vastav diferentsiaalvorrand

dm

an_
dt m

kus k£ > 0 on vordetegur. Miinusmérk naitab, et aja kasvades raadiumi mass kahaneb.

Ulesanne 20.12. (F') Leidke, palju jaab soola 1000 liitrises mahutis olevasse soolvee
lahusesse 40 minuti parast.

Olgu algselt soola soolalahuses 50 kilogrammi. Lahusele lisatakse konstantse kiirusega 10 liitrit
minutis soolvett, mis sisaldab 10 grammi soola liitri vee kohta.

Samal ajal voolab lahus ka mahutist vélja kiirusega 10 liitrit minutis, lahus segatakse mahutis ja
lahuse hulk mahutis on piisivalt 1000 liitrit. Olgu otsitav soola kogus kilogrammides ajahetkel ¢

z(t)
1000

tahistatud z(t), siis soola on ajahetkel ¢ mahutis kilogrammi liitri kohta.

Ulesanne 20.13. < > Kahe liigi kooslus (kiskjad ja saakloomad). Olgu z(t) jineste
ja y(t) huntide arv ajamomendil t.

Modelleerime nende kahe populatsiooni kooseksisteerimise lihtsustatud kujul, kus jédnesed on
huntide ainsaks toiduks ja neil pole teisi looduslikke vaenlasi, janeste toidulaual ei ole piiranguid,
kuna hundid ei lase neil liialt paljuneda. Janeste ja huntide kooseksisteerimist saab kirjeldada

diferentsiaalvorrandiga
@ _ —by+bixy

der  ax —aizy’

kus a, a1, b, by on mingid positiivsed konstandid. Leidke diferentsiaalvorrandi iildlahend.
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Praktikum 21

Homogeensed diferentsiaalvorrandid

21.1 Homogeensed funktsiooonid

,{Deﬁnitsioon 21.1}

~\
Olgu D mingi piirkond xy-tasandil, mis koos iga punktiga (x,y) € D sisaldab ka kiire (tz,ty),t > 0.
Sellises piirkonnas mddratud funktsiooni f(x,y) nimetatakse k-astme homogeenseks funktsioo-
niks, kui iga (z,y) € D ja igat > 0 korral kehtib vordus
ftx,ty) = t* f(z,y),
kus k on reaalarv ja t > 0.
4 J
Ulesanne 21.1. Leidke jargmiste funktsioonide jaoks homogeensuse aste k.
r+y .2 2
(a) flz,y) = (c) z=a"+y -y
Yy—
(d) ==a?yy—y3
T
(b) z=+/2*+y?log— z+y
Yy () z=—5—>5
5=y
21.2 Homogeensed diferentsiaalvorrandid
,{Deﬁm’tsioon 21.2} N
Homogeenseks diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit y' = f(x,y), kui f(x,y) on 0-astme
homogeenne funktsioon:
fltz, ty) = f(z,y),t > 0.

4 J
r )y
Homogeenne diferentsiaalvorrand taandub eralduvate muutujatega vorrandiks muutuja vahetusega

y_ _
=% Yy==z2-z,
7
kus ; ;
_ W _ az
z = z(x), 7p = ° +x 7
\ J

(a) ylz—y)dz = 2%dy (e) @:%_E+1
der =

(b) (z+y)dz+ (y—a)dy=0 )
2wy

(c) wyy =a°+y° 6 V=

dy dy
d 2 27: i
(d) y*+=z I = Yo



21.3. Homogeenseteks diferentsiaalvorranditeks taanduvad vorrandid

Ulesanne 21.3. (F) Paikesekiirte koondamise iilesanne. Leidke, millise kujuga peegel
peegeldab paralleelsed kiired iihte punkti.

Tegemist on péordpinnaga, mille telg on paralleelsete kiirte sihiline. Valime koordinaatteljestiku
nii, et kiired tuleksid z telje suunast ja ning peegelduksid koordinaatide algusesse. Leidke joon y =
y(t), mille poorlemisel imber z telje tekib konealune po6rdpind, kui vastav diferentsiaalvorrand

on kujul
r_ Y

NZZE Y

21.3 Homogeenseteks diferentsiaalvorranditeks taanduvad vor-
randid

Diferentsiaalvorrand, mis sisaldab murdlineaarset avaldist, on kujul

' a1 + axy + as
y blx+b2y+b3 ’

Kui a3 = b3 = 0, siis vorrand on homogeenne vorrand.
Vorrand teisendub homogeenseks diferentsiaalvorrandiks, kui determinant

ap a2

D =
by by

= albg — b1a2 75 0.

Muutuja vahetus on jargmine:
r=X+uy=Y +v,

Diferentsiaalid on dx = dX,dy = dY. Saadud vorrand on homogeenne muutujate X ja Y suhtes.
Konstandid u ja v leiame eeldusel, et vabaliikmed oleksid nullid:

aiu+asv+az = 0

b1u+b2v+b3 =

Kui D = 0, siis muutuja vahetusega z = a1 + a1y teisendub vorrand eralduvate muutujatega

diferentsiaalvorrandiks
\ J

Ulesanne 21.4. Lahendage antud homogeenseteks diferentsiaalvorranditeks teisen-
duvad vorrandid.

(@) (z+y+1)de—(z—1)dy=0 (c) (z+2y+1)de— 2z +4y +3)dy =0

(b) (y+2)dz = (22 +y —4)dy (d) (z+2y+ 1)dz — (20 — 3)dy =0

Ulesanne 21.5. < x> Lahendage antud homogeenseks diferentsiaalvorrandiks tei-
senduv vorrand.

By —Tx+T)dx — 3z — Ty —3)dy =0

Ulesanne 21.6. < x > Lahendage antud homogeenseks diferentsiaalvorrandiks tei-
senduv vorrand.

+ +
(y/+1)ln<y x) _ytw

x+3) 43
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Praktikum 22

Lineaarsed diferentsiaalvorrandid

22.1 Lineaarne diferentsiaalvorrand

,{Deﬁnitsioon 22.1}

Lineaarseks esimest jarku diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit, mis on lineaarne

~\

otsitava funktsiooni y ja selle tuletise y' suhtes.

Lineaarne esimest jirku diferentsiaalvorrand on vorrand kujul on

2+ Py = Q(a),

kus P(z) ja Q(x) on antud pidevad funktsioonid vahemikus (a,b) ja y = y(z) on otsitav.
Lineaarse diferentsiaalvorrandi tildlahend avaldub valemiga

Y= e_fp(””)d””(/Q(x) -efp(i)d’;d:r—i-C).

Lahendamiseks on kaks erinevat meetodit:

1) Muutuja vahetus:

=u-v @—vd—u—&—u@
v " dr  dx dr’

Lahendus taandub kahe eralduvate muutujatega vorrandi lahendamisele:

a) % + P(x)u=0, b) uz—z = Q(x).

2) Konstantide varieerimise meetod: lahendada vastav homogeenne vorrand, saadud tildla-
hendis vaadelda integreerimiskonstanti C, kui otsitavat argumendi z funktsiooni C(z).

a) Fh P(z)y =0, b)y, = C(a)e / P@dz,

\ J

Ulesanne 22.1. Leidke antud lineaarse diferentsiaalvorrandi iildlahend (erilahend).

/_3g: /_y+1
() ¥y -3~ =z (f) v'="

dy '+ 2y = 4x
(b) %—y:$2 (g) Yy Yy

M) o — Y = (@t 1)

1—2z r+1
© v+ =1 o
() v+y==
(d) v —ycosz = 2%esin® . p .
(G) =y +y—e"=0y(a)=b
(e) ze™y' +ye” =1 (k) =y y z, y(1) =0

x+1:

Ulesanne 22.2. (F') Leidke voolutugevuse I = I(t) avaldis jirjestikuses vooluahelas,
millesse on liilitatud vooluallikas elektromotoorse jouga FE(t), takistus R ja indukt-
sioonipool induktiivsusega L.



22.2. Bernoulli diferentsiaalvorrand

Ajamomendil ¢ on pingelangus takistusel RI(t) ja induktsioonipoolil LI'(t), me eeldame, et voo-
luahel suleti ajamomendil ¢ = 0. Kasutades Kirchhoffi seadust saame

LI'(t)+ RI(t) = E(t).

Lahendage vorrand vahelduvvoolu allika korral, mille elektromotoorne joud E(t) avaldub kujul
asin(wt).

Ulesanne 22.3. (K) Esimest jirku keemiliste reaktsioonide protsess on kirjeldatav
jargmise skeemiga:
A—M B ko ks p

ja modelleeritakse jirgmiste vorranditega

dla —x d dz
(dt) d—ZZ:kl(a—x)—kgy, — = koy — k3z.

= —ki(a —x),
i ) dx
Leidke aine C kontsentratsioon soltuvalt ajast t.

Aine A kontsentratsioon alghetkel ¢ = 0 on a ja ajahetkel ¢ on a — x. Aine B tekib ainest A
keemilise reaktsiooni kéigus ja tema kontsentratsioon alghetkel on 0 ja ajahetkel ¢ on y. Aine C
tekib ainest B keemilise reaktsiooni kéigus ja tema kontsentratsioon alghetkel on 0 ja ajahetkel ¢
on z. Alustada tuleks esimese vorrandi lahendamisest, saadud lahend asendada teise vorrandisse,
seejarel lahendada teine vorrand ja saadud lahend asendada kolmandasse.

22.2 Bernoulli diferentsiaalvorrand

{Deﬁnitsioon 222}

N\
Bernoulli diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit kujul
dy
— + P(z)y = Q(x)y°,
o TPy =Q(z)y
kus P ja Q on teadaolevad argumendi x funktsioonid, mis on pidevad vahemikus (c,d) ning a on
mingi reaalarv, a # 0 ja a # 1 (sest siis on vorrand lineaarne).
. J
r )y
Bernoulli vorrand on teisendatav lineaarseks vorrandiks jargmiselt:
a) jagame vorrandit suurusega | : y°
b) teeme muutuja vahetuse z = y'=% 2’ = (1 —a)y~ %'
\ J

Ulesanne 22.4. Leidke antud Bernoulli diferentsiaalvérrandi iildlahend (taandada
lineaarseks vorrandiks).

@ y-Y-2L (e) =y —22°\fy =4y
Yy
r 2y

Y, (f) v =(y+y*)cosa
(b) 3y~ +y° =1
(g) v =y cos®z+ytanz

c /+2 — 26x
(©) v+2=y (h) yidy = (22 +y*)de

(d) @+ +y°) =y (i) zydy = (42 + x)dx

Ulesanne 22.5. < > Leidke Bernoulli diferentsiaalvorrandi (zy + 2%y>)dy = dz iild-
lahend.
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Praktikum 23

Eksaktsed diferentsiaalvorrandid, numbrilised meetodid

23.1 Eksaktse diferentsiaalvorrandi lahendamine

,{Deﬁnitsioon 23.1} N

Diferentsiaalvorrandit kugjul

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

nimetatakse eksaktseks ehk tdisdiferentsiaaliga vorrandiks, kui leidub kahe muutuja funktsioon
u(z,y), nii et vorrandi vasak pool on vordne selle funktsiooni tdisdiferentsiaaliga:
ou Ju

M(z,y)dz + N(z,y)dy = du = gd;v + a—ydy.

M N
Kui teadaolevad funktsioonid M ja N ning nende osatuletised %— ja aa— on pidevad muutujate
Y 75

x,y mingis piirkonnas D, siis vorrandi eksaktsuseks piirkonnas D on tarvilik ja piisav, et iga
(z,y) € D korral kehtib vordus

oM _oN
oy Oz’
Eksaktse vorrandi voib kirjutada ka kujul du(z,y) = 0, millest u(x,y) = C.
\ J
r )

Leiame funktsiooni u(x,y) nii, et kehtivad vordused

ou ou
— =M, — = N.
Ox T Oy
Lahendus:
u(z,y) = /M(x,y)dm +C(y),

kus C(y) on suvaline funktsioon muutujast y. Valime C(y) nii, et oleks tdidetud ka teine pool

seosest, ehk
0
Y N.

Erie

Ulesanne 23.1. Leidke antud eksaktse diferentsiaalvorrandi iildlahend.

(a) (2% +y)dz + (x — 2y)dy =0 (f) 2(3xy? +223)dx + 3(22%y + y?)dy = 0
(b) (y— 32%)da — (4y — x)dy = 0 (&) " e *);Wy 0
T+y
() (W -2)y =y ydx — xdy
p ) , . (h) xdx + ydy = e
“ 0<<x Lt (oD @ i (2 —0

2 1 3z?
j) —d — —— |dy=0
(e) ze™y +ye* =1 G y? o (3/2 yt ) /



23.2. Diferentsiaalvorrandite numbriline lahendamine

(k) (y° —2)dy = ydx (m) (1 + e%> dz +ev (1 - 5) dy =0

T Yy _ _ -
0 (M”) tr—tdy= () e = (2 o)y

Ulesanne 23.2. < * > Leidke tingimus, millal vérrand y' = ¢**/® on eksaktne

23.2 Diferentsiaalvorrandite numbriline lahendamine

e )
Vaatleme esimest jérku diferentsiaalvorrandi Cauchy iilesannet

d
= = f(@,y), y(@o) = yo. (23.1)
Tahame teada funktsiooni vidrtust punktis z = b, otsitavaks funktsiooniks on y = y(z).
\ y
( )

Euleri meetod.
Yi = Yim1 + hf(@io1, Yio1),

kus h=x; — ;1
Euleri meetodil leitavad suurused on Cauchy iilesande ldhisvaartused x = z; (i = 1,2,...) korral.

Runge-Kutta 4. jirku meetod.

h
Yi = Yi—1+ E(kl + 2ko + 2ks + k4),

h h
ki = f(xi—1,¥i-1), ko = f(zi—1 + 57 Yi-1 + 5161)7
h h
ks = f(xi—1 + 5 Yi-1 + §k2), ky = f(xi—1 + h,yi—1 + hks).
¢ J

Ulesanne 23.3. Leidke Euleri meetodi abil diferentsiaalvorrandi lahendi lihisviir-
tused argumendi vairtustel x; = zo +0.13 (i = 1,2, 3).

() ¥ =2 y(1)=1 () y’Ziliy y(0) = 1

(b) ¥ =1+z+32 y(0)=1
Yy
(c) ¥ =2"+y% y(0)=0 (€) v =y*+_, y(2) =4
Ulesanne 23.4. < x> Leidke Runge-Kutta 4. jarku meetodi abil diferentsiaal-

vorrandi iy = 1+ 22 + 3%, y(1) = 0 lahendi lihisviiirtused argumendi viirtustel
x; =x0+0.1i (i = 1,2,3).
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Praktikum 24

Teist jarku diferentsiaalvorrandid

24.1 Teist jarku diferentsiaalvorrandite lahendamine vorrandi
jargu alandamise teel

( )
I Diferentsiaalvorrand kujul ¢’ = f(z).
Antud juhul saab vorrandit lahendada tema jarkjargulise integreerimise teel. Kuna

o (dy
de \dz )’

y':/f(x)da?+Cl

ja analoogiliselt teist korda integreerides jouame otsitava lahendini y.
\ J

siis integreerides saame

[ )
IT Diferentsiaalvorrand kujul F(z,y',y”) = 0.
Antud juhul saab vorrandit lahendada tema jirgu alandamisel muutuja vahetusega

Originaalse diferentsiaalvorrandi lahendi y leidmiseks on vaja leida muutuja vahetusega saadud
diferentsiaalvorrandi lahend u, asetada ta vorrandisse ¥’ = u ning saadud uus diferentsiaalvorrand

lahendada.
\ J

Ulesanne 24.1. Lahendage diferentsiaalvorrandid kaks korda jirjest integreerides.

@ oy =1 @ o+ e 1) = 1)
(b) cos*(z)y” =1 (e) 4y" =4e” + 3x5/2
(c) zy" =1+2? (f) v =In(x)

Ulesanne 24.2. Lahendage diferentsiaalvorrandid jargu alandamise teel.

(2) (z—1y" =y (8) ay"=(1+22%)y
(b) 22y +xy =1 (h) zy" =y + 22
I 12
(c) ¥ =zy"+ (") (G) v =zln(z)y”
(d) (a?+1)y" =22y /
() ' =y'In <y>
@ =y :

() @y’ =~ (k) @ = (')



24.2. Teist jarku konstantsete kordajatega lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi
lahendamine

24.2 Teist jarku konstantsete kordajatega lineaarse homogeense
diferentsiaalvorrandi lahendamine

,{Deﬁnitsioon 24.1}

N\
Teist jarku konstantsete kordajatega lineaarne homogeenne diferentsiaalvorrand omab
kuju

d’y | dy

— — +by=0

dz? + @l +oy=0,
kus a,b on konstandid.

. J
r )y
Kui y1(z) ja y2(z) on lineaarse homogeense vorrandi lahendid, siis on lahendiks ka nende erial-
hendite lineaarne kombinatsioon y = C(x)y1(z) + Ca(x)y2(x). Kui y1(z) ja y2(z) on lineaarselt
soltumatud erilahendid, siis on y = Cy(2)y1(x) + C2(x)y2(z) antud lineaarse vorrandi iildla-

hend.

\ J
r \
Antud konstantsete kordajatega lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi lahendamiseks on vaja

leida sellele vastav karakteristlik vorrand
k* +ak+b=0.

Saadud ruutvorrandi lahendid k;, ko ja suurus D = a? — 4b midravad antud diferentsiaalvorrandi
iildlahendi kuju:

D > 0,y = C1e"® + Cret?®, (24.1)

D= O,y = eklw(Cl + OQ{E), (242)

1
D <0,y =e*(Cycos Sz + Caysin fzx), o = —%,ﬁ = 5\/ —D. (24.3)
\ J

Ulesanne 24.3. Lahendage teist jirku konstantsete kordajatega lineaarsed homo-
geensed diferentsiaalvorrandid.

(@) v'+y' =2y (h) 2y"+3y" =2y

(b) ' =2 () v +iy+Ly=0

() ¥ =4y =3y @ v +9y=0

(d) ¥"+4y=0 (k) y"+ 7y +17y =0

() v =2~y (D) y'+4y' by = 0; y(=1) = 0; ¥'(-1) =
(£) v =7 =0 1

(8) 3y" =5y y(0)=2; y'(0) =3 (m) y" =2(3y" —5y); y(0) = 1; y'(0) =4

Ulesanne 24.4. (M) < x> Leidke diferentsiaalvorrandi y” — ¢y’ — 2y = 0, y(0) = «,
y'(0) = 2 tildlahend. Mé#édrake millise parameetri o vafrtuse korral iildlahend ldheneb
nullile protsessis z — oo.

Ulesanne 24.5. (M) < % > Leidke diferentsiaalvérrandi 4y’ —y = 0, y(0) = 2, ¢/(0) = 3
ildlahend. Mairake millise parameetri § viaartuse korral iildlahend ldheneb nullile
protsessis r — oo.
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Praktikum 25

Teist jarku konstantsete kordajatega lineaarsed
diferentsiaalvorrandid

25.1 Teist jarku konstantsete kordajatega lineaarse diferentsiaal-
vorrandi lahendamine

,{Deﬁnitsioon 25.1} ~\
Teist jarku konstantsete kordajatega lineaarne mittehomogeenne diferentsiaalvorrand
omab kuju

d’y | dy
— 4+ a—=+by = F(x),
dx? * dx + oy (z)
kus a,b on konstandid ja F(x) on argumendi x funktsioon.
. J
e )

Antud lineaarse diferentsiaalvorrandi iildlahend on esitatav kujul
Y=y t+Y,
kus ¥y, on vastava homogeense vorrandi

Py | dy
— —~+by=0
dz? + Ydx o
iildlahend ja Y on antud mittehomogeense vorrandi iiks erilahend.
\ J

Ulesanne 25.1. Lahendage jirgmised lineaarsed mittehomogeensed vorrandid.

(a) ¥ +y =3a? (f) v +y=axsin(x)

(b) y'+y' =3 (8) ¥ —2y —3y=3—4e"
() ¥'—y=4de” (h) vV'—y =e"+z

(d) y'+y=4dze” (1) v"+4y +3y==x

(e) y"+y=4sin(z) G) ¥ +9y = (22 +1)e

Ulesanne 25.2. Lahendage teist jarku konstantsete kordajatega lineaarsed mitteho-
mogeensed diferentsiaalvorrandid.

(@ v'-T+12y =2 (h) o' 43y +2y = 6>

1" /I __ 3 2
(b) v"+vy =8zx°+ 24x* — 10x (i) v’ — Ty + 6y = sin(z)
(¢) v =3y +92%+62—-13=0 ) )
() ¥ — 4y —y=sin(z)
(d) v —4y —by=2a*+1
! 1
(e) y'+4y=22+3 (k) y"+ 9y = sin(3z)
(f) ¥ —y —2y=de> (1) v +y' =2y = 8sin(22)

(8) v'+2/ +y=3e" (m) y"+4y +3y ==z +e*



25.1. Teist jarku konstantsete kordajatega lineaarse diferentsiaalvorrandi lahendamine

Ulesanne 25.3. Leidke diferentsiaalvorrand, mille iildlahendiks on

Yy = 0162z + 026_396.

Ulesanne 25.4. Leidke diferentsiaalvorrand, mille iildlahendiks on

Yy = Cre 2% 4 Oye /2,

Ulesanne 25.5. Niidake Euleri vorduse abil, et

T 4 it ' el _ it

cos(x) = 5 ,

Ulesanne 25.6. Leidke Cauchy iilesande

y”—y”r%:(l, y(0)=2, y'(0)=b

lahend y.

Ulesanne 25.7. (M) < x> Naidake, et kui a, b ja ¢ on positiivsed konstandid, siis
koik diferentsiaalvorrandi
ay’ +by +cy=0

lahendid ldhenevad nullile protsessis x — oo.

Ulesanne 25.8. (M) < = > Niidake, et kui a ja ¢ on positiivsed konstandid ning b = 0,
siis koik diferentsiaalvorrandi

ay’ +by +cy=0
lahendid on tokestatud protsessis r — oo.

Ulesanne 25.9. (M) < % > Naidake, et kui a ja b on positiivsed konstandid ning ¢ = 0,
siis koik diferentsiaalvorrandi

ay” +by +cy=0

lahendid ldhenevad kindlale konstantile protsessis ©+ — oo, mis soltub diferentsiaalvor-
randi algtingimustest. Leidke vastav konstant, kasutades diferentsiaalvorrandi algtin-

gimusi y(0) = yo, y'(0) = yy.
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Praktikum 26

Teist jarku lineaarsed diferentsiaalvorrandid

26.1 Teist jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi lahendamine

,{Deﬁm’tsioon 26’.1} N
Teist jarku lineaarne homogeenne diferentsiaalvorrand omab kuju
Tt pr(2) % + pa(a)y = 0
— T)—— T)y =
A2 4! dr p2(2)y )

kus p1(x), p2(x) on argumendi x funktsioonid.

Teist jarku lineaarne mittehomogeenne diferentsiaalvorrand omab kuju
d*y dy
@) )y = Fla),

kus p1(x),p2(x) ja F(x) on argumendi x funktsioonid.
\ J

r )
Kui on teada teist jarku lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi
d’y dy

T2 +p1(x)% +pa(x)y =0

iiks erilahend vy, siis saab antud diferentsiaalvorrandi alandada esimest jarku diferentsiaalvorran-
diks Liouville’i-Ostrogradski valemi abil:

/ / _/p1($)d1’ 6_/p1($)dw
yy1 — vy = Ce ; y2:y1/7

y3

Ulesanne 26.1. Lahendage jargmised teist jirku lineaarsed homogeensed diferent-
siaalvorrandid, kasutades Liouville’i-Ostrogradski valemit.

(@) '+ 2y =0 g = 2 () ¥~ s = 0y = tana)
(b) zy" +2¢y —axy=0; y; = % (1) z+1)y" +4zy —4y=0
(c) ¥ —2(1+tan®(z))y = 0; y1 = tan(z) G) zz—-1)y" —x2y +y=0
(d) ("+1)y" =2 ="y =0y =e¢"=1 oy 12my0) g/ yy =0
"o 20, — 0 _

(e) g;sm—(i;)y tan(x) — ycos®(x) = 0; y; = 1) oy — (204 1y’ + 29 =0
(f) "+ (tan(x)—2 cot(z))+2y cot?(z) = (m) (22+1)y" —2y=0

0; y1 = sin(x)

) , , (m) (@*+ 1)y +ay —y=0
(8) 2%y —2zy' + (32" +2)y = 0; y1 =
x cos(2x) (o) 2 —(z+ 1)y —2(x—1)y=0



26.1. Teist jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi lahendamine

( )
Kui on teada homogeense vorrandi

d?y

iildlahend y. = Cyy1(z) + Co(x)y2(z) ja mittehomogeense vorrandi

d*y dy
P +p1(x)% + pa(z)y = F(x)

iiks erilahend Y, siis mittehomogeense vorrandi iildlahend y avaldub kujul

y=Y +y. =Y + Cry1(z) + Ca(2)ya(2).

\ J

Ulesanne 26.2. Lahendage jargmised teist jirku lineaarsed mittehomogeensed dife-
rentsiaalvorrandid.

_ 1
(a) ¥ +y =3 (h) 2%y" — 2y — 3y =5zt y1 = -
) '+ y = 3
(©) o' —y=4e"

(d) ¥v'+3y' +3y==

() zy” — (1 —22%)y = 4a3e™
(4) " -2/ tan(z) =1

(e) y'+y +e ¥y =e; y = cos(e™™) (k) (1-2)y"+ay —y=2(z—1)%"", 0<
z<l1
(f) " +y +e*y=xe* —1; y1 = sin(e”)
2, 1 sin(z) (1) 2%y —z(z+2)y +(z+2)y = 22°, = >
(&) v'+ v +y=_—m=—"- 0

Ulesanne 26.3. Lahendage Cauchy iilesanded.

(@) (@ +2%" = 1, 12y(-1) = 1, o oY T _ 1) —
ay/(o1) = 1 () 2" ="+ 5u(l) = V2, 2/(1)
V2
(b) v'= e*, y(0) =0, y'(0) =1 (d) (:U2 + 1)y =22y, y(0) =1, y'(0) = 3

Ulesanne 26.4. Skitseerige Cauchy iilesande
(z* = 3x)y + oy —(z+3)y =0, y(1)=2, ¢ (1)=1
lahendi graafik.
Ulesanne 26.5. (M) < % > Olgu meil diferentsiaalvérrand
y' +p@)y +alz)y =0,

kus p ja q pidevad funktsioonid ning y; ja y» on diferentsiaalvorrandi lahendid vahe-
mikus (a,b). Naidake, et kui leidub punkt vahemikus (a,b), kus y; ja y2 on samaaegselt
vordsed nulliga, siis nad ei saa olla antud diferentsiaalvorrandi fundamentaallahen-

did.
Ulesanne 26.6. (M) < %> Olgu y; ja y, diferentsiaalvorrandi

y" +p(z)y +q(z)y =0

fundamentaallahendid. Niidake, et funktsiooni y; kahe jarjestikuse nullkoha vahel
leidub iiks ja ainult {iks funktsiooni y; nullkoht.
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Praktikum 27

Korgemat jarku diferentsiaalvorrandid

,{Deﬁnitsioon 27.1}

N
Lineaarne homogeenne diferentsiaalvorrandi ildkujul on
v +pr(@)y" Y+ 1 (@)Y + pala)y =0,
kus p1,...,pn on pidevad funktsioonid.
Lineaarne mittehomogeenne diferentsiaalvorrandi ildkujul on
y™ 4 pi(@)y" T 4 p (@)Y 4 pal@)y = f(2),
kus p1,...,pn ja f on pidevad funktsioonid.

. J
e )
Kui on teada lineaarse homogeense vorrandi n lineaarselt soltumatut lahendit y1 (), ...,y (z), siis

selle vorrandi iildlahendiks on

n
Yo = Cry1 (@) + -+ + Coyn(z) = > Cry(2).
k=1

Kui on teada lineaarsele mittehomogeensele vorrandile vastava lineaarse homogeense vorrandi ild-

lahend y, ja mittehomogeense vorrandi iiks erilahend Y, siis mittehomogeense vorrandi iildlahend

y avaldub kujul

n
y=Y+y. =Y +> Cryr(a).
k=1

\ J
e )

Lineaarse homogeense vorrandi jarku voime vihendada asendusega

y/:yZ’ y”:y(z2+z’), y"':y(z3+3zz'+z”)
jne. Tuleb mérkida, et sellisel juhul ei pruugi saadud vorrand enam lineaarne olla. Kui me teame
vorrandi mingit lahendit y;(x) # 0, siis asendustega
Y=z, Z/ = u,

saame madalamat jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi.

\ J

Ulesanne 27.1. Lahendage jiargnevad diferentsiaalvorrandid.

(2) ¥ —8y=0 (d) y® —y@W =we” —1

(b) y@ —y=0 (e) y///_‘_y//:wa;l

m__a.n o
() y 3y +3y —y=20 (f) y" oy = 2sin(z)



{Deﬁnitsioon 27.2}

Diferentsiaalvorrandit
F($7yay/a"'7y(n)) = 0

nimetatakse n-jirku hariliku diferentsiaalvorrandi dldkujuks.

Uks meetod kérgemat jarku diferentsiaalvorrandi lahendamiseks on jirgu alandamine. Séltu-
valt vorrandi kujust on moningatel juhtudel voimalik leida originaalse diferentsiaalvorrandi lahend,
kasutades madalama jarguga diferentsiaalvorrandi lahendit. Vastav metoodika soltub orginaalse
diferentsiaalvorrandi kujust. Toome jargnevalt moned erijuhud.

I Diferentsiaalvorrand kujul y™ = F(z).
Antud juhul saab vorrandit lahendada tema jérkjargulise integreerimise teel. Kuna

d
() _ 2 (n-1)
Y . (x),

siis integreerides saame

y(n) = /F(a:)dx+01

ja analoogiliselt n — 1 korda jatkates jouame otsitava lahendini y.

II Diferentsiaalvorrand kujul F(z,y®, gD 4() = 0.
Antud juhul teeme diferentsiaalvorrandis asenduse y*) = z ja loeme z = z(x) uueks otsitavaks
funktsiooniks. Seega saame uue, n — k-jarku diferentsiaalvorrandi

F(zx,2z,7,..., z("fk)) =0.

Lahendades selle vorrandi oleme leidnud funktsiooni z = ¢(x, C1,...,Cph_g), kus C1,...,Cph_j on
konstandid. Seose z = y*) t6ttu jiib veel lahendada diferentsiaalvorrand

y(k) = qb(x, Cl, coog Cn—k)7

mille lahend y on ka originaalse diferentsiaalvorrandi lahend.

Ulesanne 27.2. Lahendage jiargnevad diferentsiaalvorrandid.
(a) " +cos(z) =0 () ay® =y®
(b) x3y/// —9

c) y'*) =ch(x
(4) h
(d) 2"+ ()" =0

(e) y/// — ((y//)Q + 1)1/2 (1) xy/// — y// _ xy//

(g) y/// — (y//)Q

(h) y" =2(y" — 1) cot(x)

Ulesanne 27.3. (M) < = > Selgitage, kas diferentsiaalvorrandi
y/// =+ y2

kahe lahendi graafikud voivad teineteisega loikuda zy-tasandi mingis punktis.



Praktikum 28

Harilike diferentsiaalvorrandite siisteemid

Harilike diferentsiaalvorrandite siisteemi tildkuju on jargmine:

(n2)

(m1)

Fi(z,y1, 90, - Y1 Y2, Ys,s oo Ys ,...7ym,y;n,...,y,(§m)) = 0,
F2(xay17yia'“aygnl)ay?vyé’"'7yén2)7"'7ym’y;n7""y§f?m>) = 0, (281)
Fm(‘T,ylay/b"'aygnl)ay%yéa"'7y§n2)7'"aymay;na"'aygv?m)) = 0.

Arvu n = ny + ng + ... + n,, nimetatakse diferentsiaalvorrandite siisteemi (28.1) jirguks. Dife-
rentsiaalvorrandite siisteemi (28.1) lahendiks nimetatakse m funktsioonist koosnevat funktsioonide

komplekti y1(x), y2(x),. .., ym(x), mis on médratud mingis vahemikus (a,b) ja mille korral on ra-
huldatud stisteemi (28.1) koéik vorrandid
\ J
Ulesanne 28.1. Niidake, et funktsioonide siisteem y=—2"2, 2= —xInz on diferent-

siaalvorrandite stisteemi

y = 2my2, 2=zt -1

lahendiks.

Ulesanne 28.2. Naiidake, et funktsioonide siisteem y = z, z = 2¢” on diferentsiaal-

vorrandite siisteemi

y =e*Y, 2 =2eY

lahendiks.

Ulesanne 28.3. (M) Niidake, et siisteemi y/ = —z, 2/ = y iildlahendiks on
y = Cycos(z) + Cysin(x), =z = Cisin(x) — Cqcos(x),

kus (4 ja (5 on suvalised konstandid.

Ulesanne 28.4. (M) < > Niidake, et siisteemi

tildlahendiks on
y:C’l(sz—i-CQ), z = Cix + Oy,

kus C7 ja (5 on suvalised konstandid, mis ei ole korraga vordsed nulliga.

(" 1
Normaalkujuline ehk normaalne n-jarku diferentsiaalvorrandite siisteem on kujul
y:/l = fl(x’y:l?yQ?"'?y"L)’
/ —
Y2 = f2(x7y15y27"'7yn)a (28 2)
y':y, = fn(x7y17y27"’7yn)~
\ J

Ulesanne 28.5. Teisendage jargmised diferentsiaalvorrandite siisteemid normaalku-
julisteks siisteemideks.



(@) v =2=0.0 =2y =0 (F) v +2 +y=32+2,
(b) y"+2y =223y +2" =8z 42" + 52 =2y" +y +2y
(c) vV +32" =y, y+32' =22 (8) ' =z+27 +2y—dy,

I/ //:4 /_2 /_2
(d) v"+5y +22'+2=0, v yoemes

3y +5y+ 4 +32=0
yioyta e (h) 2/ +32"+2/ +y+2 +2=0,

(e) v/ +22'—22=y, 2 +y +2=0 2=32"4+2 +9" + 4y —y

Ulesanne 28.6. (M) < * > Teisendage diferentsiaalvorrandite siisteem

"

y” = f($>y7 Z), = g(ya Zaw)a w" = h(yv Z7w)
normaalkujuliseks siisteemiks.

Ulesanne 28.7. Lahendage lineaarsed homogeensed diferentsiaalvorrandite siistee-

mid.
(d) vV =2y+2z 2 =2y+4z (f) %+x+5y:0,%—x—y:0
(b) ¥ =y—=22=2-4y (8) % =3v—y G =dr—y
(c) ‘é—f—kaz—Sy:O,%—x—y:O (h) %zZy—Sx,%:y—2x
(d) fl—f:m+y,%:3y—2x 1) vV=2—y,2/=-32—y
() Sr=u—-3y H=3c+y G ¥v=y—2=2-y

Ulesanne 28.8. Lahendage lineaarsed mittehomogeensed diferentsiaalvorrandite siis-

teemid.
(@) y=2z77=1-y (f) & =3z+2y+4de® W=0t2y
(b) v = —z+sin(x), 2/ =y + cos(x) () L=2y—z+1, % =3y — 2z
() Y=y+tz+e" 2 =y+z—¢" (h) %:2$—4y,%:x—3y+3et
. d

d) vV+z=2%72—-y=2z (i) %:%%:—iﬂ‘f'@

de _ , _ dy _ N dr _ _ dy _ _ tpt
(e) Gf=y—5cos(t), P =2x+y () % =3x—2y, 3 =20 —y+ 15tz

Ulesanne 28.9. Lahendage differentsiaalvorrandite siisteemid.

(8) o ==+ =y G) o =20y, # = (s — )

(b) ¥=z+1,72=y+1 k) y =1+42z271 2/ =22

() v =1-1, Z/:y_% (1) ¢ =22 +sin(x), 2/ = y(22)7!

(d) v =2, leg (m) v =y+2z 2 =-5z

(e) v = 1_2:;27 d=yt+a—Z (n) 4y’ — 2"+ 3y =sin(z), ' + z = cos(x)
(f) y’:%jz’:_i (o) %:y—}—z,%:x—i—z,%:x%—y
(8 v=257=y+1 P) =2y U=z =22

(h) o =2, =22l (@ L=y Y=o L=aty+z

(i) v =9%2, 2 =271z —y2? (r) %:2x—y+z,%:2y—z,%:z
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PEATUKK 28. HARILIKE DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMID

(s) —_gy W_y 2(0) =1,y(0) =4

(t) C=y+t,W=0p—1¢ do

(v) % =a+5y, 9 = —2—3y,2(0) = -2,
(u) & 430 +4y =0, ¥+ 20 4 5y = 0; y(0) =1

Ulesanne 28.10. Lahendage differentsiaalvorrandite siisteemid integreeruvate kom-
binatsioonide leidmise teel.

(a) v =y +22 2 =2yz (e) ‘fl—f = sin(x) cos(y), % = cos(z) sin(y)
(b) ylzﬁ,Z'Zﬁ (f) et%:%,et%:%

(€ ¥=5%=, (8) %= mete & = neay
@ =34 %=:5 (h) e—1-1 d_ 1

Ulesanne 28.11. Lahendage vektorkujul esitatud diferentsiaalvorrandite siisteemid,
kus A on antud maatriks ja y = y(z) on otsitav vektorfunktsioon.

1 -2 .
a) v =Ay, A=
(a) v =Ay (2 —3> © o= Ay o= 1]
0
(b) y’ZAy,A:(Z ?) S
2 1 1 9 1 4
(c) vy =Ay, A= | —
1 1 ;
(d) =4y, A=| 1 10 0
-1 01 10 —4
- 4 0 9
(e) y/:yA’A: 10 1
2 2
1 0 0 0
T N o — [ -1 100
C 1 4 01
L = 8 herrys
—n-—-J'r"wr“.-?.\1
‘|II
(1A < T4 |
(I(£)) = ) |
T ,f" ) '& / 1
. \ €= 5 farad
— __3{
R = 4 ohms R = 4 ohms

Ulesanne 28.12. (F) Joonisel kujutatud vooluahelat kirjeldab diferentsiaalvorrandi-

te siisteem
dy (-3 -
at _< R L

kus I(t) on allika voolutugevus. Eeldades, et I(t) = e~ %, leidke siisteemi (28.3) lahend

algtingimusel y(0) = < g )

) I(%), (28.3)

N[ 00|
O N=
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Praktikum 29

Osatuletistega diferentsiaalvorrandid

Vorrandit, mis seob otsitavat mitme muutuja funktsiooni tema osatuletistega ja soltumatute muu-
tujatega, nimetatakse osatuletistega diferentsiaalvorrandiks. Kahe muutuja x ja y korral on esimest
jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi iildkujuks

Jou Ou
F(xa:%uaaxaay) =0

Osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendiks nimetatakse sellist funktsiooni u(x,y), mis sellesse
vorrandisse asetatuna muudab vorrandi samasuseks. Kui hariliku esimest jarku diferentsiaalvorran-
di iildlahend soltub argumendist ja {ihest suvalisest konstandist, siis esimest jéarku osatuletistega
diferentsiaalvorrandi korral voib lahend soltuda iihest suvaliselt funktsioonist. Geomeetriliselt vas-
tab vorrandile u = u(z,y) pind ruumis, seda pinda nimetatakse integraalpinnaks.

Teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrand on kujul

& 8u ou 0%u 0%u O%u _q
“ oz "oy’ 0x2’ 9y?’ dxdy '

Ulesanne 29.1. Niidake, et u(z,t) = 322 — 2zat + 302t on lainevérrandi % = L2
lahend.

Ulesanne 29.2. Niidake, et u(z,t) = asin(bz) cos(abt): (i) on lainevérrandi 8712‘ = L%
lahend, (ii) omab kuju u(x,t) = F(x 4+ vt) + G(x — vt).

Ulesanne 29.3. (M) < * > Leidke funktsioonid V = V (z), mille korral u(z,t) = V (x)eC*
(C = const) on difusioonivorrandi % D2y (D = const) lahenditeks.

ox2

Ulesanne 29.4. Lahendage osatuletistega diferentsiaalvorrandid.

(a) 8:02 S5 =0 () Bxay u=0 () 8x8y

Cauchy tlesanne osatuletistega diferentsiaalvorrandi jaoks: otsitava erilahendi jaoks on vaja teada
ruumilist koverat, millest vastav integraalpind 1&bi 1dheb. Selle kovera vorrandid véivad olla antud
ristkoordinaatides

{ F(z,y,2) = 0

G(z,y,2) = 0

voi parameetrilisel kujul: leida integraalpind, mis labib koverat x = @(t), y = ¥(t), u = x(t), kus
parameeter ¢ muutub mingis vahemikus (¢1,¢2). Tuleb leida selline vorrandi lahend, mille korral

q)((p(t), w(t>7 X(t)) =0.

Algtingimused
u(z, yo) = f(x),  ulzo,y) = g(y)-

Ulesanne 29.5. Lahendage osatuletistega diferentsiaalvorrandite Cauchy iilesanded.



PEATUKK 29. OSATULETISTEGA DIFERENTSIAALVORRANDID

(2) 25y +u=0;u(w1) =2’ (c) gt =yiu(ly) =y
(b) Fr=ayu=1a"+y°=1 (@) @5 =0 u(ly) =y

Ulesanne 29.6. Leidke Laplace’i vorrandi %%&g = 0 iildlahend ristkiilikus 0 < = < a,

0 <y < b rajatingimustel

kus f(z) on suvaline funktsioon.

Ulesanne 29.7. (F') Leidke jiargmise soojusjuhtivuse (difusiooni) iilesande lahend.

Ooﬁzu(x,t) _ Ou(x,t)
ox2 ot
u(0,t) =0, wu(l,t)=0, ¢>0;

u(z,0) = sin(2nz) —sin(5rz), 0<zx <2

1

O<x<l, t>0;

Ulesanne 29.8. (F') Vaatleme varrast pikkusega 40 cm, mille difusiooni kordaja D = 1.

Varda otstes hoitakse iga ¢t > 0 korral temperatuuri 0°C. Leidke, kuidas avaldub temperatuur
vardas u(zx,t) hetkel ¢ (0 < x < 40), kui ajahetkel ¢ = 0 kirjeldab temperatuuri jaotumist vardas

funktsioon
0, 0<z <10,
u(z,0) =< 50°, 10 <z < 30,
0, 30 < x <40.

Ulesanne 29.9. (F') Vaatleme isoleeritud otstega varrast pikkusega 30 cm, mille
difusiooni kordaja D = 1.

Eeldame, et esialgne temperatuur vardas on vordne nulliga koikjal véalja arvatud vahemikus
5 < x < 10, kus see on 25°C. Leidke temperatuuri kirjeldav funktsioon u(z,t) ning joonista-
ge graafikud u(4,1t) ja u(11,t).

Ulesanne 29.10. (F) Vaatleme alumiiniumist (D = 0.86) varrast pikkusega 20 cm,
mille esialgne temperatuur on 25°C.

Hetkel ¢t = 0 jahutatakse ots x = 0 temperatuurini 0°C ning ots « = 20 soojendatakse tempera-
tuurini 60°C ning molemas otsas hoitakse saavutatud temperatuuri. Leidke temperatuuri jaotus
vardas u(z,t) suvalisel ajahetkel ¢ ning joonistage u(z,t) graafikud kui x = 5,10, 15.

Ulesanne 29.11. (F) Vaatleme elastset pillikeelt pikkusega L, mis on molemas ots-
punktis kinnitatud.

Leidke keele vonkumise eeskiri u(x,t), kui alghetkel on keel asendis

2z 0§m<%,

u(z,0) = { L)

T %<x§L.

Eeldame, et laine levimise kiirus ¢ = 1.

Ulesanne 29.12. (F) Vaatleme elastset pillikeelt pikkusega L, mis on molemas ots-
punktis kinnitatud.
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Leidke keele vonkumise eeskiri u(x,t), kui alghetkel antakse tasakaaluasendis olevale keelele alg-
kiirus
1, £ L1, (L>2
wiay={ b F<o<hei @>2
0, mujal.

Eeldame, et laine levimise kiirus ¢ = 1.

Ulesanne 29.13. (M) Niidake, et lainevorrand
2 O*u(x,t) _ O*u(x,t)
Oz ot?

saab muutujavahetusega £ = x — at, n = = + at kuju 82812(57’7”) = 0.

Ulesanne 29.14. (M) < % > Niidake, et funktsioon

z+at
u(e.t) = 5 [fo—at) + St at) + o [ g€

on ulesande
2 0?u(z,t) _ 0u(z,t)
Ox? otz "’
u(a:,()) :f(l'), ut(xat)’t:():g(x)7 —00 < <00

lahend.

Kui otsitav funktsioon u = u(z,y) on kahe muutuja funktsioon, siis lineaarse homogeense osatule-
tistega diferentsiaalvorrandi tildkuju on

ou ou
p(z,y) 5 + (=, y)@ =0. (29.1)

Vérrandi (29.1) lahendamiseks tuleb lahendada harilik diferentsiaalvorrand kujul

dr  dy
p(z,y)  qlz,y) (29.2)

Osatuletistega vorrandi (29.1) iga lahend avaldub kujul

u=U(Y(z,y)),

kus ¢ on siimmetrilise diferentsiaalvorrandi (29.2) esimene integraal ja ¥(z) on pidevalt diferent-
seeruv funktsioon.

Ulesanne 29.15. Lahendage osatuletistega diferentsiaalvorrandid, otsitavaks funkt-
siooniks on u = u(x,y).

(a) yoL= l’% (h) (22 +y?*)o + Qxyg—z +u? =0

(b) yGt=u (i) yge —age=y*—a?

(c) y%—i—x%:x—y 6)) xug—g—kyu%:x

(d) 228+ (y—a)5e —2? =0 (k) €"9Y + 325 = et

(e) xyg—;‘ - 1:2%‘ = yu ) cos(y)g—;‘ + cos(x)g—z = cos(z) cos(y)
(F) y5e+ x% = 2% + y? (m) Cosl(x) gu 4 % = u + cot(y)

(8) ?ﬁ% + QU?J%Z =uzx (n) sinQ(x)% + tan(u)g—z = cos?(u)
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PEATUKK 29. OSATULETISTEGA DIFERENTSIAALVORRANDID

Ulesanne 29.16. (K) Kemikaalide tehase radioaktiivset leket moodetakse punktis

x = 0. Vastuvoetud signaali intensiivsus meenutab funktsiooni h(t) = l%rt kuju (¢t > 0).
Puhub ladnetuul tugevusega v = 2 m/s ning radioaktiivsed osakesed lagunevad aktiivsusega
A = —3 s~ L. Selliste osakeste jaoks voib kasutada lineaarset transpordi vorrandit
ou(z,t) ou(z,t)
) . Y _ A . t

kus u(z,t) niitab osakeste kontsentratsiooni punktis = ajahetkel ¢.

(a) Niidake, et vorrandi lahend on alati kujul u(x,t) = e f(x — vt), kus f on mingi sobiv
diferentseeruv funktsioon.

(b) Leidke osakeste kontsentratsioon hetkel ¢ = 6 s punktis = 150 m.

Ulesanne 29.17. (B) Té&histagu v = u(x,t) mingi liigi populatsiooni tihedust hetkel
t punktis z. Kui liigi populatsiooni tihedus on juhusliku Brown’i liikkumise sarnane,
siis modelleeritakse seda sarnaselt soojusjuhtivuse difusioonivorrandiga

ou(x,t) D 0?u(zx,t)
ot or?

Oletame, et populatsioon elab peenikeses vardas otspunktidega x = 0 ja x = w/2. Olgu lihtsu-

se mottes difusioonikonstant D = 1. Varda vasakpoolne ots on avatud ja parempoolne ots on
suletud.

(a) Kirjutage vilja vastavad rajatingimused, kui véljaspool varrast u = 10.

(b) Leidke populatsiooni tihedus punktis = 1 hetkel ¢ = 10, kui on teada, et u(0,0) = 12 ja
uy(0,0) = —50.
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Praktikum 30

Osatuletistega diferentsiaalvorrandid

Kui otsitav funktsioon v = u(z,y, z) on kolme muutuja funktsioon, siis lineaarse homogeense osa-
tuletistega diferentsiaalvorrandi tildkuju on

ou ou ou

Vorrandi (30.1) lahendamiseks tuleb lahendada siimmeetriline diferentsiaalvorrandite stisteem kujul

dx dy dz
— g . 30.2
p(z,y,2)  q(x,y,2)  k(=z,y,2) )

Osatuletistega vorrandi (30.1) iga lahend avaldub kujul

= \I/(Ql}l(x,y, z),il}z(ﬁ,y?Z));

kus 11, 19 on siimmetrilise diferentsiaalvorrandite stisteemi (29.2) soltumatud esimesed integraalid
ja U(z1, 22) on pidevalt diferentseeruv funktsioon.
\ J

Ulesanne 30.1. Lahendage osatuletistega diferentsiaalvorrand, otsitavaks funktsioo-
niks on u = u(z,y, 2).

(a) xam+yay+zaz 0 (d) x8x+y8y+(z+u)%:xy
(b) (z— ) —i—(a:—z)gZ—i—(y—x)%:O (e) (2® +3xy) +2y36u+2y2ugg—0
(€) (z—2)3%+(y—2)3 +2:84 =0 (F) afy+yGu+55:=0

Ulesanne 30.2. (M) Niidake, et kui votta { = 7, siis soojusjuhtivuse vorrand saab
kuju
0%u  L?O0u
— =——, 0 1, t>0.
gz ~par V<<l t>

Ulesanne 30.3. (M) Vaatleme iilesannet

X"+AX =0, X'(0)=0, X(L)=0. (30.3)

Olgu A = p?, kus u = v +io, v,0 € R, i? = —1. Niidake, et o # 0 korral iilesande (30.3)
lahendiks on ainult triviaalne lahend X = 0.

Ulesanne 30.4. (M) Vaatleme iilesannet
D82u(:1:,t) _ Ou(x,t)
ox2 ot

u(0,t) =0, 8ugf€,t)
z=L

u(z,0) = f(z), 0<z<L.

O<z<L, t>0,

+~yu(L,t) =0, t>0,
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Eeldades, et u avaldub kujul u(z,t) = X (z)T'(t), ndidake, et
X' 4+AX =0, X(0)=0, X'(L)+~+X(L)=0
ja

T+ \DT = 0.

Ulesanne 30.5. Leidke Laplace’i vorrandi

O*u(r,0)  10u(r,0) 1 0%u(r,6)
oz v o T2 e Y

lahend u(r, @) valjaspool ringi raadisega r = a, mis rahuldab ringjoonel tingimusi
u(a,d) = f(0), 0<0 <27
Eeldame, et funktsioon u(r,6) on tokestatud kui r > a, 0 < 6 < 2.

Ulesanne 30.6. Leidke Laplace’i vorrandi lahend u(x,y) piirkonnas 0 < z < a, y > 0,
mis rahuldab rajatingimusi

u(0,0) =0, wu(a,y) =0, y>0
u(z,0) =z(a—z), 0<z<a

ning lisaks tingimust u(x,y) — 0 kui y — oo.
Eeldades, et a = 5, leidke vahim yg, mille korral u(z,y) < 0.1 iga y > yp.

Ulesanne 30.7. (M) < % > Kui Laplace’i vorrandi lahend ei s6ltu parameetrist 6, siis
saab vorrandi silindriliste koordinaatide r, 6, z abil kirja panna kujul

0u(r, z) n 1 du(r, 2) n Ou(r, z)

or2 r Or 022 0-

Eeldades, et u(r, z) = R(r)Z(z), ndidake, et funktsioonide siisteem R, Z on diferentsiaalvorran-
dite siisteemi

rR'+ R +)XrR=0, Z'—-XZ=0
lahendiks.

Ulesanne 30.8. Leidke antud vorrandi selline integraalpind u = u(z,y), mis ldbib
antud joont.

(a) 25t =yGuy=1lu=2c (8) yufetault =y x=a,y’+u’ = a’,
a = const
(b) G&+ 2" —y)Fp=02=0u=y
(c) Qﬁ%:yg—z;le,u:gf (h) (x—u)%—i—(y—u)%z%gm—yzl
20 =1
d) (1+2?)2 42y =0,2=0,u=y> R
(d) (+x)ax+$yay— yx=0,u=y
i Ju ou _ zy —
(e) x%—y%:u;y:x,u:ﬁ (0) 253 +ugy =55 u2y) =y
(f) :cg—z—i-(y%—xQ)g—Z:u;x:Z,u:y—él () a:yg—g—i-yu(%%—xyzo;u:o,:cy:ﬁ,
a = const
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Praktikum 31

Kontrolltoo nr. 3

e

1. Esimest jarku harilikud diferentsiaalvorrandid

1.1. Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandid

1.2. Homogeensed diferentsiaalvorrandid (t60s ei ole murdlineaarset funktsiooni sisaldavat
vorrandit, mis taandub homogeenseks vorrandiks)

1.2. Esimest jirku lineaarsed diferentsiaalvorrandid (t66s ei ole Bernoulli vorrandit, mis taandub
lineaarseks vorrandiks)

1.3. Eksaktsed diferentsiaalvorrandid

2. Teist jarku harilikud diferentsiaalvorrandid

2.1. Teist jarku lineaarsed konstantsete kordajatega homogeensed diferentsiaalvorran-
did

2.2. Teist jarku lineaarsed konstantsete kordajatega mittehomogeensed diferentsiaalvor-
randid

3. Harilike diferentsiaalvorrandite siisteemid

3.1. Diferentsiaalvorrandite siisteemid (t66s ei ole integreeruvate kombinatsioonide leidmise
meetodit ega vektorkujul esitatud siisteemide lahendamist)




Praktikum 32

Kordamine eksamiks

32.1 Eksam aines Korgem matemaatika II

Eksam koosneb teooria ja iilesannete osast.

32.1.1 Eksami teooria osa

1. Moisted, naited moiste kohta
2. Valemi tuletamine voi toestus

32.1.2 Eksami iilesannete teemad

Diferentsiaalvorrandid

1. Harilike diferentsiaalvorrandite siisteemid
2. Osatuletistega diferentsiaalvérrandid




Vastused

Praktikum 1

Vastus 1.3. (a) ei (b) ei (c) ei (d) jah (e) jah (f) ei

Vastus 1.6. ei

Vastus 1.7. (a) ei (b) ei (c) ei (d) jah (e) jah (f) jah (g) jah (h) ei (i) jah

Vastus 1.8. (a) jah (b) jah (c) ei (d) jah (e) jah (f) jah

Vastus 1.9. jah

Vastus 1.10. k3 —2k=0

Vastus 1.11. (k—1)(k—m)(l —m) =0

Vastus 1.12. (a) —5a1 +4az +az3 =0 (b) —=5f1 +4fo+ f3 =0 (c) —bz1 +422+23=0(d) i+ fo—f3=0

Vastus 1.14. (a) lineaarselt soltumatu (b) 4(6z + 9) — 3(8x 4+ 12) = 0 (c) lineaarselt séltumatu (d) 2(4 — z) — 32(2z +

3) + 11(6x + 8) = 0 (e) lineaarselt séltumatu (f) lineaarselt soltumatu (g) lineaarselt s6ltumatu (h) lineaarselt séltumatu

Praktikum 2
Vastus 2.1. (a) on (b) ei ole (c¢) on (d) on
Vastus 2.2. (a) on (b) on (c¢) on (d) on (e) on (f) ei ole (g) on (h) ei ole (i) on

Vastus 2.3. (a) L(a1,...,a5) = {(z + 2y + 2,y + 22,y + 32, —z + 42): z,y,2 € R} (b) L(a1,...,as) = {(z + 2y,2z +
Y, +2y,y + 22): 2,y €R} () L(ar,...,a4) = {(z +2y,2,2 +y,2z +y): z,y € R}

Vastus 2.4. eiole

Vastus 2.5. (32, ,g)

5

Vastus 2.6. Olgua; = (1,1,1,1),a2 = (0,1,1,1),a3 = (0,0,1,1),a4 = (3,2,1,0) jaas = (1,0,0,0). Siis (a) {a1,a2,a3,a4}

(b) {a1,a2,a3} (c) {a1,a2,a3,a4,as5} (d) {a1,a2,a5}
Vastus 2.7. A koordinaadid on (3,4, —2) ja B koordinaadid on (2,5, 0)

Vastus 2.8. (a) on baas, koordinaadid on (3,7,13) (b) on baas, koordinaadid on (—4, —6,13) (c) on baas, koordinaadid
on (1,1,1)
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Vastus 2.9. Suvalise vektori (z1, 2, x3) koordinaadid uue baasi suhtes on (—3z1 —8x2 — 53, 2x1 +5x2 +3x3, 1+ 22 +23).

Seega vektori (6,2, —7) koordinaadid uue baasi suhtes on (1,1, 1).

—27 =71 —41

Vastus 2.10. (a) Uleminekumaatriks on 9 20 9 | jaa= —139; + 38e2 + 24e3, a = €| + ¢, + €4 (b)
4 12 8
2 0 1 0
. , 1\ . L . 3 1 2 1 |,
Uleminekumaatriks on ( 1 1 ) ja a = Oey + 2e2, a = €| + ¢} (c) Uleminekumaatriks on 3 _1 —9 9 ja
0 1 1 1

a = 2e;1 + 4ea + 5e3 — 3eq, a = 5e) + 2e}, — 8e + 3¢

Vastus 2.11. Vektori a koordinaadid uue baasi suhtes on (—13,6, —27)

Praktikum 3

Vastus

Vastus

3.1. (a) —24 (b) 3/2 (c) 30 (d) —¥2 (e) -3 (f) 3

3.2. (a) 2 (b) —3 (c) iilesanne pole lahenduv (d) 0

[ NB! Ulesande tekst on korrektne.

Vastus

Vastus

Vastus

Vastus

Vastus

Vastus

Vastus

Vastus

Vastus

Vastus

3.3. (a)aB+ay+By—3(b)9

3.4. 10

3.5. V37

3.6. A(14;0), B(0;14/3)

3.7. sirge 18x — 8y —53 =0

3.8.

Qy

Lo, |a| =[5l = V6

3.9. (a) arccos(v/2/10) (b) arccos(44/+/2170) (c) arccos(—2/v/21) (d) arccos(19/(5v/58))

3.10. (a) niirinurga (b) kollineaarsed (c) risti (d) teravnurga

3.11. =n/3

3.12. 7/4

Praktikum 4

Vastus

Vastus

4.1. (a) 63 (b) 28 (c) 0 (d) 0

4.2. (5;9;17),17(5;9;17),0

[ NB! Ulesande tekst on korrektne.
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Vastus 4.3. —15

Vastus 4.4. (a) 2v/77 (b) 5v/3 (¢) 0
Vastus 4.5. 722
Vastus 4.6. @ L b, |
Vastus 4.7. (—8;7;5)

Vastus 4.8. (1/5/25)(6; —5; —8)
Vastus 4.9. (a) —48 (b) —30 (c) —24
Vastus 4.10. V =3, hp = 6//59
Vastus 4.11. D(0;8;0), D(0; —7;0)

Vastus 4.12. AB-AC-AD=0

Praktikum 5
Vastus 5.1. (a)2y—52+7=0(b)3z+42—9=0(c) 5z —2y+1=0
Vastus 5.2. (a)4de—y—142=0(b)z—y—2+2=0(c)3z+3y+2—8=0
Vastus 5.3. (a)22+3y—52+30=0(b) z —4y—724+12=0(c) 4z —y—32+20=0
Vastus 5.4. L(—4/11;—5/11;13/11)
Vastus 5.5. (a) 71 L w2 (b) ¢ =7/4 (c) 71 || w2
Vastus 5.6. zy-tasand: arccos(|C|/|f|), xz-tasand: arccos(|B|/|7|), yz-tasand: arccos(|A|/|7|), i = (A; B; C)
Vastus 5.7. 1llz —2y—152—-3=0
Vastus 5.8. z+20y+72—12=0,z—2+4=0
Vastus 5.9. (a) 1 (b) 10
Vastus 5.10. hp = 6/v/59
r—2=0

. Le—2 _y—1 _ 2-3 .
Vastus 5.11. AB.{ 8y+32—17=0 , AC: = 3 78,BC.{

y—4=0
z+5=0

0 3 -2 2

y=4 _ 247 hk r+3=0
¢ {y74=0

Vastus 5.12. (a)Lﬁ:ﬂ:ZT”ehk{Z_‘l:O (b) Z$3 — u=t _ =47 () 243 — yod _ T (g) 243

0 1

z—2 _ y—3 __ z—4
Vastus 5.13. T = e = A
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Vastus 5.14. P;(17/10;0;2/5), P>(—31/10; 0; 14/5)

Vastus 5.15. (a) arcsin(1/26/35), L(0;0; —2) (b) paralleelsed, ei 16iku (c) arcsin(3/(2v/3003)), L(2;4;6)

Praktikum 6

Vastus 6.1. (a) Sp = ;2q, S =1(b) Sn = 347, 5 =5 (¢) Sn = 15— l(m*menTs) S=1 (d) S = 222,
S=1(e) Su = 228§ =1 (f) Sp = 2§ - o0 (g) S, = 2wl

n

kuupide jirgi: Z K=Y (k+1)° = (n+1)° (h) Sn= 2 S=1() Sn =4 (1-(-1/2"*), 5= 14

, S — oo Rea summa voib tuletada

Vvn+1
k=0 k=0
Vastus 6.2. (a) S1 =103, an =In 242 (b) S1 =2, an = ;32 (¢) S1=3,an = ;77 (d) S1=2,an =1 (e) S1 =3,
— 2n—1 — — »n3
anf(nhr%(z—Qﬂnﬁ) fySi=1,an=n
2
Vastus 6.3. (a) Piirvidrtust lim (—2)" eileidu. Lisaks v6ib mérgata, et lim |(—2)"| =00 # 0 (b) lim =—-#0
n— oo n—so0 nsoo3n—1 3
4 —Tnb 1 n+1\"
i —1/n _ i =_ im — = i =
(c) nh_)moo(fin) =1#0(d) nh_)moo o3 7#0 (e) nll}moo Ve 1#0 (f) nh_)moo ( - ) e#0
Vastus 6.5. (a) koondub, S =12 (b) hajub
[ Ilmselt on tekstis n iileliigne (muidu ei ole geomeetriline rida), hetkel parandatud }

(¢) hajub, cos(nm) = (—1)" (d) koondub, S =

_1u
(f) koondub, S = 53
Vastus 6.6. 10/3 ehk 3.33(3) m

Vastus 6.7. %

==

Vastus 6.8. 5/3 ehk 1.66(6)
Vastus 6.9. Umbes 51 aastaks ja 106 paevaks.

Vastus 6.12. (a) koondub kui geomeetriline rida, S = 3 (b) hajub kui harmooniline rida, @ = 1 (c¢) koondub, kui
= % > 1 (e) hajub, kui harmooniline rida, o = % <1 (f)

geomeetriline rida, S = efl
koondub, kui geomeetriline rida, S = 2 (g) hajub, kui harmooniline rida, &« = —0.9 < 1 (h) koondub, kui geomeetriline
rida, S = %

Vastus 6.13. (a) koondub (b) hajub (c¢) hajub (d) koondub (e) hajub (f) koondub

Vastus 6.17. (a) hajub, kuna ekvivalentne harmooniline rida hajub

[ Indeks peab algama kahest, mitte iihest. Tekstis parandatud ]

(b) koondub, kuna (reast suurem) geomeetriline rida teguriga ¢ = 1/4 koondub (c) hajub, kuna ekvivalentne harmooniline
rida hajub (d) koondub, kuna ekvivalentne harmooniline rida astmega o = 2 > 1 koondub (e) hajub, kuna ekvivalentne
harmooniline rida hajub (f) hajub, kuna (reast vdiksem) harmooniline rida hajub (g) hajub, kuna ekvivalentne harmooniline
rida hajub (h) koondub, kuna (reast suurem) harmooniline rida astmega o = % > 1 koondub (i) hajub, kuna ekvivalentne
harmooniline rida hajub (j) koondub, kuna néiteks (reast suurem) harmooniline rida astmega o = 2 > 1 koondub (k) koon-
dub, kuna néiiteks ekvivalentne harmooniline rida astmega oo = 3 > 1 koondub (1) koondub, kuna ekvivalentne geomeetriline

rida teguriga ¢ = 2/5 < 1 koondub
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Praktikum 7

Vastus 7.1. (a) D =0 < 1, koondub (b) D = 2 > 1, hajub (¢) D = % < 1, koondub (d) D = % < 1, koondub (e)
D =1, tunnus ei t66ta, hajub kui harmooniline rida astmega a = % (f) D= % < 1, koondub (g) D = 1, tunnus ei t6dta,
koondub, kuna ekvivalentne harmooniline rida astmega 2 koondub (h) D = é < 1, koondub (i) D =4 > 1, hajub, (voi siis

ndidata, et un, — 00) (j) D =3 > 1, hajub (k) D = 5 < 1, koondub (1) D = 2 > 1, hajub

Vastus 7.2. (a) C =0 < 1, koondub (b) C = % < 1, koondub (¢) C =2 > 1, hajub (d) C = % > 1, hajub (e) C =1,
tunnus ei t66ta, koondub kui harmooniline rida astmega a = 1.5 (f) C' = £ < 1, koondub (g) C = 5 < 1, koondub (h)

1
2
C =2>1, hajub (i) C =0 < 1, koondub (j) C =0 < 1, koondub (k) C =0 < 1, koondub (1) C = i < 1, koondub

Vastus 7.5. (a) koondub (b) koondub (c¢) koondub (kahanemist on lihtsam nédidata 14bi funktsiooni tuletise) (d) koondub

(e) tunnus ei t66ta, rida hajub, kuna u, — oo (f) tunnus ei t66ta, rida hajub, kuna w, — 1/2

Vastus 7.6. (a) koondub absoluutselt (b) koondub tingimisi (c¢) koondub absoluutselt (d) koondub tingimisi (e) koondub
absoluutselt (f) koondub tingimisi (g) koondub tingimisi (h) koondub tingimisi (siinus tuleks lahti kirjutada korrutiste
summaks) (i) hajub, kuna |un| — 1 (j) koondub absoluutselt (k) hajub, kuna |u,| — 1 (1) hajub, kui a € (—oo, —1)U[1, 00);

koondub tingimisi a = —1 korral; koondub absoluutselt a € (—1,1) korral

Praktikum 8

Vastus 8.1. (a) R=1,A=(-1,1)jaX=(-11] (b) R=1, A=X=(%,¢

A=X=(-412)(e) R=1, A=X=(-},00 f) R=3,A=X=(-3,3) (g) R=1%, A=X = (-3,-2) (h) R = o0,
A=X=(-00,0) (i) R=0,A=X={0} (j) R=00, A= X = (—00,00), rida yn—T,L koondub iga y € R korral, jarelikult
ka esialgne rida ((z +4)2=%) (k) R=0,A=X={0} 1) R=3, A= X = (-3,3)

(2,5 (c) R=1,A=X =(-1,1) (d) R=35,
3

oo
1
Vastus 8.2. (a) Kasutame geomeetrilist rida Z " = ——, kui |z| < 1,
= 11—z
1 oo
= Z(_l)nxnv X = (_17 1)
1+ fogur
(b)
z oo
= @t X =(~1,1)
1—=x o

(c) Léhtume vordusest [ H% =Inlz+ 1]+ C,

o xn+1
In(l1+x) = -nH" , X =(-1,1
(o) = 30" oy (-1.1]
(d) Lahtume vordusest [ 14_112 = arctan(z) + C,
> 4n—+2
2y _ z —
arctan(z?) = nzz()(—l)"m, X =[-1,1]
oo
2 n
Vastus 8.5. y = Z (22) ehk y = 2@
= n!
o0 mn
Vastus 8.6. y=1+z+2» —ehky=2"—-z—-1
n!
n=2
- 2nxn+1 - n,n . n,.3n - nx2n+2 = n 1 n
Vastus 8.7. (a) ZO —— (®) 203 z" (c) 20(71) z5" (d) 20(71) o (e) ZO((A) +a)m (f)l—z—
n= n= n= n= n=

$4n o P
h
srny ™ z_: 2nn)
n=0

R R RGP
n=0
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1
= (4n —1) - (2n — 1)! - 54n—1
(c) 0.100001 (d) 0.48491714 (e) 0.48722236 (f) 0.18533015

o0
Vastus 8.8. (a) 0.00266636, reast Z(—l)”""1 piisab votta kaks esimest liiget (b) 0.09994446
=1

— 2
Vastus 8.12. f(z) = % + o T sin((2n — 1)z), z € R\ {nm,n € Z}
n=1 ( n- )ﬂ—
= 4
Vastus 8.14. f(z) = § — Z —— —cos((2n — Dz), z € R
= m(2n —1)2
Vastus 8.15. f(z) = Z ﬁ sin((2n — )7z), z € R\ Z
n—1)m

Vastus 8.16. f(z) = i 2 [cos <n§) — cos (nw)] sin (%), z e {R\Z}U{4n: n € Z}

Praktikum 10

Vastus 10.1. (a) D = {(z,y): y > 0}, 9D = {(z,y): y = 0}; (b) D = {(z,9): 2> +y* < 4}; (c) D = {(2,9): 2> +y* < 4};
(@) D=A(@y):z> -y} () D=A{(z,y):z > -y, >0z #1} (f) D= {(z,2):z € R}; (g) D =R x[-1,1];
(h) D =[-1,1]% () D ={(z,y): —2> -1 <y < —224+1}% () D = {(z,y): 2> > y}; k) D = {(z,y): y> >
x>0} (1) D = (-1,00) x ((-=1,00) \ {0}); (m) D = {(z,9):2 < 2> +¢*> < 3}; (n) D = {(z,9): 2 < 2® +y*> <
4, 2% +y* # 3}; (0) D = (Upez[2nm, 2n +1)7] x [0,00)) U (U, ez[(2n + D)7, (2n + 2)7] x (=00,0]); (P) D = R ()
D =Uplo{(z,y): 22 +y? = 2n7}; (r) D = UsLo{(z,9): 2nm <22 + 342 < (2n 4 D)5 (s) D = {(z,9): |y| < ||, = # 0}
(t) D = (0,812 N Uy nez(12m,2m + 1] x [2n,2n 4+ 1] U [2m + 1,2m + 2] x [2n + 1,2n + 2)).

Vastus 10.2. (a) Samad; (b) erinevad; (c) erinevad; (d) samad; (e) erinevad; (f) samad; (g) erinevad, sest g ei ole

punktis (0,0) mé&aratud.
Vastus 10.3. (a) D= {(z,y): = >0,y > 0}; (b) D ={(z,y): > 0,y > 0}; (c) D ={(z,y): 2y =z + y}.

Vastus 10.4. (a) %; (b) —1; (¢) 0.

2 2

2 2_,2 2
Yy —x z¢—y y -z 2zy
Vastus 10.6. 2wy 2my ' 2wy O 22—yZ°

Vastus 10.7. 1+vy, x+ %

Vastus 10.8. (a) B = {(z,5,2): &> 0,5 > 0,2 > 0}; (b) E = {(,y,2): & > 0,5 > 0}; (¢) E = {(z,,2): 7y > 0,z > 0};
(d) E = {(z,9,2): z,yz € [-1,1]}; (e) E = {(z,y,2): 22 + y? + 22 < 4}; (f) E on kogu xyz-ruum, vilja arvatud punktid,
mille koik koordinaadid on paaritud taisarvud.

Vastus 10.9. (a) %; (b) 1,25; (¢) 0.

Vastus 10.10. Umbes 2.04853 m?.

Vastus 10.11. 1500 looma.

Vastus 10.12. umbes 6.334 ml/(kg min).

Vastus 10.13. 0.087
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Vastus 10.14. (a) {(z,y,z,w): zy > 0,2z € R,w = 2+ /zy}; (b) {(z,y,2,w): >0,y #0,2 > —1,w = /ry 2 +1In(z +

z2 2
DY (©) {(@y,2w): 2% + 4% £0,2 € Row = 35} (@) {(@,9,2,0): 2% +97 £0,2 40w = -t ),

Vastus 10.15. (a) Inz 4 £ — z; (b) w + 22,
Vastus 10.16. (a) f(z,y) = (1-2)°~y—V2, g(z,9,2) = 2—y+v2:—V2; (b) f(z,y) = 22°+Iny, g(z,y, 2) = 2z-+y+ /72
Vastus 10.17. (a) 4; (b) 16; (c) 1; (d) 0; (e) 0; (f) 2; (g) %; (h) 0; (i) 0; (j) —oo; (k) 0, minna iile polaarkoordinaatidele;

(1) ei leidu; (m) 0, minna iile polaarkoordinaatidele v6i muutujate vahetusega 22 = u, y2 = v taandada iilesandele k); (n)

0; (o) 1, votta u = zy ja arvestada, et u — 0 korral tanu ~ u; (p) %; (a) 0, minnes iile polaarkoordinaatidele, ndeme, et

z;ny < %; (r) e, votta u = x2y?; (s) €3; (t) 1; (u) 1, arvestada, et limu = limel™* = elimInu,

Vastus 10.22. (a) A=0, B=1;(b) A=1, B=1;(c) A=1, B=0.
Vastus 10.23. (a) 0; (b) 0.

Vastus 10.24. (a) Pidev, kdoik mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad oma mé#iramispiirkonnas; (b) pidev,

koik mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad oma mééramispiirkonnas.

Vastus 10.25. (a) Pidev, pidev z ja y jéargi; (b) ei ole pidev, pidev x ja y jargi; (c) ei ole pidev, pidev z jargi, ei ole pidev

y jérgi; (d) pidev, ei ole pidev z jérgi, pidev y jargi; (e) pidev, ei ole pidev = ega y jirgi.

Vastus 10.26. (a) (0,0); (b) katkeb sirgel  + y = 0; (c) katkeb sirgel y + « = 0; (d) katkeb koordinaattelgedel; (e)
katkeb koordinaattelgedel; (f) katkeb punktis (0,0) ning ringjoontel 2 + y? = 1 ja x2 + y2? = 2.

Vastus 10.27. (a) Lisada f(0,y) = y; (b) lisada f(z,y) =0, kui z +y = 0; (c¢) lisada f(z,y) =0, kuiz+y = kn, k € Z;

(d) lisada f(z,y) = g1, kui = + 2y = 8.

Praktikum 11

Vastus 11.1.  (a) fo = 20—y, fy = 4y — 23 (b) fo = 5=, fy = 55— (©) fo = 0, fy = 25 (d) fo = 2/,
fy = Yy; (o) fr = oz fu = gz () fo = 287703, fy = 3¢2°73Y; (g) fo = y°2, fy = 22yz, f= = ay®; (h)
fo= U, fy= 2 fo = —EL
Vastus 11.2. (a) f» =3, fy = ~2y; (b) fo = 2z, fyy = 2y; (¢) fo = 262¥3Y, [, = 3e>7F3; (d) fy = 3a2y+2, fy = 2*;
(e) fo = 3ay2?, fy =% +7, fo =22z (F) fo =3, fy =3, f- = 2 (8) fo = 5(z+2))*, fy =10(z +2)*; (h)

2287 (5) fo = —4sin(da—y), fy = sin(de—y); (k) fz = siny, f, =z cosy;

Vitayd’

M fa = ycoﬁ’ fy = —gram=y (M) fo = —1ez fu = —1mpe (W) fo = yzv~!, fy = 2¥Inz; (o) fo =
Y Y

4
_ 2 _ 2z, (s — Ty —
fx—y’fy— y27(1)f$_\/1+x2y47fy_

2 2
y(z+y)¥=L, fy = f[ln(m+y)+$}; (p) fo = a™[yna+ =], f, = a™¥[xIna+ L], kus a = 1+xy. Osatuletise f, saame
osatuletisest f, vahetades x ja y kohtadega. (q) fo = sinyzs"¥=1  f, = flnzcosy; (v) fz = 2z, fy = 2y* "L, f. = y* Iny;

(s) fo = i’ fy = Z%lt, fz= (zy_;ta;z: fe = ﬁ; (t) fo = 9223t47 Iy = 2:Eyz3t4, fz= 3zy322t4, fio = day?23¢3.

Vastus 11.4. (a) Kui z # 0, siis fy =sin¥ — Lcos ¥, fy = cos £; kui « = 0, siis f(0,y) = 0, f2(0,0) = 0. Kui y # 0,

x T
Z’JTQ

3
siis osatuletis fy(0,y) ei eksisteeri. (b) Kui z # 0, siis fo = 2zarctan ¥ — ¥ f, = & kus a = 22 +y2; kui ¢ = 0,

3,2
siis £2(0,y) = 0, fy(0,y) = 0. (c) Kui a = 22 +y? # 0, siis f» = 2zy?lna + MTy Et funktsioonis z ja y paiknevad

3 2
siimmeetriliselt, siis vahetades = ja y kohtadega, saame arvutamata f, = 2uz?Ilna+ ZyTz Kui a = 0, s.o. punktis (0,0), on

3 2,2 2
F2(0,0) =0, £,,(0,0) = 0. (d) Kui |z| +|y| # 0, siis fo = 228~ f, = “ @ V) kus a = a2 +42; £,(0,0) =0, f,(0,0) = 0.
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Vastus 11.5. (b) Kui z # 0 ja y # 0, siis f = 2zarctan? —y, fy = = — anrctan%; kui z = 0 ja y # 0, siis
fe(0,y) = —y, fy(0,y) =0; kui  # 0 ja y = 0, siis fy(z,0) =z, fe(z,0) =0; kui x =y = 0, siis f(0,0) =0, f,(0,0) = 0.
(a) Kui b = xy # 0, siis fu = zy?[3= sin% — cos %], fy = yx2[3ysin% — cos %], kui ¢ = 0, siis fz(0,y) =0, fy(0,y) = 0;
kui y = 0, siis fz(2,0) =0, fy(z,0) = 0. (c) Kui b = zy # 0, siis fo = 2zy? sin% — ycos %, fy = 2yx? sin% — x cos %; kui
x =0, siis fz(0,y) =0, fy(0,y) =0; kui y =0, siis fz(x,0) =0, fy(z,0)=0.

Vastus 11.8. f; = 7.5, f, = 40, seega riik peaks investeerima kapitali

Vastus 11.11. (a) puutuja on z = z —y; (b) puutuja on z = 2(z — 1), normaal on z = 1+ 2t, y =0, z = —¢; (c) puutuja

onz=1,normaal x =0, y =0, 2 =1—1; (d) puutujaonz =1— %_l—l—y—f, normaal on —2(z —1) =2(y—2) = —(z —1);

(e) puutuja on z = 5+ 8(z — 1) + 2(y — 1), normaal on QCTTl = 1"’771 = Z_—‘f; (f) puutuja on z = —4x — 2y — 3, normaal

on m%f = % = %?; (g) puutuja on z = 2/5 + 3x/25 — 4y/25, normaal on xT_l = yf_f = Z:;és; (i) puutuja on
_ 1 — — __y—4 _ _ z—1/Vv2

2= (1 - 23% + & (y — 4)), normaal on _1;(4?/5 = Geva = =1 -

Vastus 11.12. (a) (—4,1,—31); (b) (0,0,0) ja (1,1,1); (c) (0,0,0), (1,1,1) ja (=1, —1,1); (d) (a?/b,b?/a, 3abd).

Vastus 11.14. (@) faz = 2, fyy = fay = 0; (b) foz = —fyy = 62y, foy = 3(@2—y2); (¢) foz =0, fyy = i—’g, fey = lfy%;

(d) faa = 2cos(z +y) —zsin(z +y), fyy = —wsin(@+y), fay = cos(z +y) —wsin(z +y); (€) foa = —dy(z+y) 7>, fyy =
dae(z +9)72, foy = 20z =)@ +9) 7% (£) foo = y(y — Da¥™2, fyy = a¥In’z, foy = 2¥" (1 +ylnz) (z > 0); (h)
for = — ez fuv = —rpyzs foy =0 @y # 15 () fow = foy = foz = =5, foy =25, for =y —s, fz=a 5,
kus s = (x+y + 2)7% (§) fae = —y22%sinv, fyy = —2222sinv, f.. = —2%y?sinv, foy = zcosv — zy2?sinv, fo. =
ycosv — xy?zsinv, fyz =xcosv — z2yzsinv, kus v = 1 + zyz.

Vastus 11.16. (@) fzy = fyz = cosz; (b) foy = fyz = 2?3’; (€) foy = e*TY.

Vastus 11.18. () fewy = 0; (b) fayz = foay = €™¥*(1 + 3zyz + 22y>22); (¢) fowwyyy = —6(cosz + cosy).

Praktikum 12

Vastus 12.1. (a) df = dz+3dy; (b) df = 4(z —y)dx —4zdy; (c) df = ydz +zdy; (d) df = %; (e) df = e'+*¥ (ydx +

xzdy); (f) df = sin(zy)(ydx + zdy); (g) df = y* Inydzx + zy® 1dy; (h) df = %; (i) df = —sin(2?yz2)(2zyzdz +

x2zdy + x%ydz); (j) df = 2x2(2yzdx + xzdy + 2xydz) f.

Vastus 12.4. (a) du(P) = —0.2, Au = —0.21; (b) du(P) = 2.5, Au = 2.504.
Vastus 12.6. (a) 0.04; (b) —0.01; (c) —0.1; (d) —0.18; (e) 0.06; (f) —0.1401.
Vastus 12.7. 125 m?; 250 m?.

Vastus 12.8. 1200.

Vastus 12.9. vihenevad vastavalt 44.8 cm® ja 13.67 cm?.
Vastus 12.10. (a) 4300 eurot; (b) 8000 eurot.

Vastus 12.11. 4680 cm3.

Vastus 12.12. 3%.

Vastus 12.13. Umbes —3.28° C.
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Vastus 12.14. 0.5 liitrit minutis.
Vastus 12.15. Rohk langeb umbes 8.83 kPa.
Vastus 12.16. Umardamisel tehtav viga on kuni 0.05, korrutise viga on kuni 25000.

Vastus 12.17. (a) 1.12; (b) —0.03; (c) 7.18; (d) 1.1; (e) 3.037; (f) 22235; (h) gw.

Vastus 12.19. 4.11 mm.

Vastus 12.20. (a) z, = S¢St (cost + sint); (b) 2, = %; (c) ul = 2tcos2t + sin2t; (d) 2z} = 2t + 4¢3 + 1,
kirjutada liitfunktsioon kujul z = t2 + 22 + y2, t = ¢, * = t2, y = V/t ja kasutada valemit 2| = 2t} + 227} + 2yYi;
(e) 2, = cos™2(t + t* — O)(1 + 4¢3 — 5t4); (f) 2, = ffrfizt;;, kirjutada liitfunktsioon kujul z = arctan(zy), z = =,

y = €% ja kasutada valemit z, = zzzl, + zyyL; (8) u, = 2¢*sinz; (h) v, = uzz) + uyy; + uzz, = 2uz + u?y + uz; (i)

2} = (fox?lny + f2xlny)(—2t) + (fyz?Iny + fTHDz)eSi“tcost, kus ¢ =1 —t2, y = esint,

Vastus 12.21. (a) 2z = 24Uz + 200 = 322 cos? ysiny, zy = zyuy + 2oy = 22 cosy(1 —3sin? y); (b) 2z, = 0, 2y = 0; (c)

» = y" 2z + 2% 1ny), zy = 23y* 71 (d) 2o = 0, 2y = —1; (€) wy = 2zxvu’, wy = zu¥ lnu, w, = 2z0u’~! + yu? Inwy,
. uv
kus u = zsiny, v = zcosy; (f) we = " (y — % +uy), wy =e*¥(z — ﬁ +uz), wy = -5 kus u= %yz, v = In(zy).

Vastus 12.22. (a) 22 = f'(z) ja 2 = ¢/(4); (b) 22 = f'(x+v) Ja 22 = f'(a+w); (¢) 82 = f'(2)a(y) ja 32 = f(x)g'(W);

(d) 82 = yf'(ay) ja & = af'(ay); (e) G2 = LMW ja &2 — 2L L/w),

Vastus 12.24. 2 kraadi sekundis.

Vastus 12.26. dI/dt = —0.000031 A/s.

Vastus 12.27. —0.27 liitrit sekundis.

Praktikum 13

Vastus 13.1. (a) P on lokaalne miinimum, @ ei ole ekstreemumpunkt, R on lokaalne maksimum; (b) P on sadulpunkt,

Q@ on lokaalne maksimum, R ei ole ekstreemumpunkt.

Vastus 13.2. (a) locmaxf = f(—1,0) = 1; (b) locminf = f(1,0) = —2, kriitilises punktis (—1,0) lokaalset ekstreemumit
ei ole; (c) kriitilises punktis (0, 1) ekstreemumit ei ole; (d) locmaxf = f(0,0) = 1; (e) locminf = f(1,0) = —1 (f) locminf =
f(1,1) = —1, kriitilises punktis (0,0) lokaalset ekstreemumit ei ole; (g) locminf = f(0,0) = 2; (h) locminf = f(1,2) =

3 —In4, punkt (—1,2) (kus osatuletised on nullid) ei kuulu funktsiooni mééaramispiirkonda; (i) locmaxf = f 5, 5) = BT\/§7
locminf = f(%r7 %’r) = —%; (j) Punktides (1,1) ja (=1, —1) locminf = —2. Punktis (0, 0) lokaalset ekstreemumit ei ole,
mida néaitab funktsiooni vadrtuste vordlus sirgetel y = x ja y = —z punkti (0,0) laheduses.

Vastus 13.4. (a) maxf = f(0,—1) =2, minf = f(0, %) = —0,25; (b) maxf = f(—1,0) = f(1,0) = 3, minf = f(0,1) =
f(0,—1) = 1; (¢) maksimumi ei leidu, min f = f(0,1) = —3; (d) maxf = f(—1,0) = f(1,0) = f(0,—1) = f(0,1) =
1, minf = f(0,0) = 0; (e) maxf = f(0,1) = f(0,-1) = %, minf = f(—\/g,O) ~ —0.82.

Vastus 13.5. Punktis (0,0) on ainuke lokaalne maksimum f(0,0) = 0, kuid n&iteks punktis (5,0) on f(5,0) = 25. Seega
punkt (0, 0) ei ole globaalse ekstreemumi punkt. Osatuletised on nullid ka punktis (2, 2), kuid see punkt ei kuulu funktsiooni

méaaramispiirkonda.

Vastus 13.7. Rajaks on sirged ¢ =0, r=0jag+r=1.
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Vastus 13.9. 104 10 4 10.
Vastus 13.10. Kuup.

o 1 _ (2v)% . P ~~ s s L=
Vastus 13.11. z=y = (2V)3, z = =5, kus z ja y on vanni pohja méotmed ja z on vanni korgus.
Vastus 13.12. Ristkiiliku kiiljed on 22 ja 2.
Vastus 13.13. p; = 580.81 ja pa = 808.08.

Vastus 13.14. P = —0.222 4+ 16z — 0.1y2 + 12y — 20, 40 autot Ameerikas hinnaga 12000 $, 60 autot Euroopas hinnaga
10000 $.

Vastus 13.16. 6 tundi harjutamist ja 1 tund puhkust.

Vastus 13.17. A= (5/4,-1/4)

x z—y_q _
Vastus 1810, () v/ = —giog: () V' = S5 0 = gt (@) ¥ = S5k () 9 = 25 () v =
_ eY4ye®—dxy ;o _y2 3 ) ; _ cos(zy)—zysin(zy)—ysinz

zeV+e® —2227 (&) y' = x2/3° (h) v = 22 sin(zy)—cos @ :

Vastus 13.20. (a) 4/3; (b) 2; (b) —4/5; (d) —(2 —In2).

Vastus 13.22. (c¢) Pa(z,y) =1— %(a:Q +42); (d) Pa(z,9) =9+3(x - 12+ (z — 1)(y — 3) + %(y —3)2; (e) Pa(x,y) =
2m(z— 1)+ (y—m) — 2D L (o D)y — )i (F) Pala,y) =1 —ay; () Pola,y) = 1+ 4(z — m/4) — 2(y — /4) + 8(z —
7/4)% — 8(x — m/4)(y — 7/4) + 2(y — w/4)2.

Vastus 13.23. arctan(zy) & n/4+ 2(z—1)+2(y—1)— H(z—1)? — L(y — 1)?, £(1.1,0.8) ~ 0.7229.

1
2
Vastus 13.26. Py(z,y) = —2—2(z + 1) — (y — 1), | R1| < 0.08.

3
Vastus 13.27. Pa(z,y) = 1+ + 2y + 22/2 + 22y + 2y2, |Ra(z,y)| < %60'3.

Praktikum 14

Vastus 14.1. Vé&him kaugus on 243
Vastus 14.2. Viahim kaugus on 1

Vastus 14.3. (@) fmin = 2 punktis (1,1) ja A = —2, (b) fmax = 1 punktis (2,2) ja A = —1; fmin = —1 punktis (-2, —2)
ja A =1, (c) fmin = 1 punktis (2,3) ja A = g, (d) fmin = 9 punktis (3,3,3) ja A =9, (€) fmin = —9 punktis (—1,2,—2)

279

ja X =1 fmax =9 punktis (1,-2,2) ja A = —2, (f) fmin = 6 punktis (1,1,2) ja A = —2,X2 =0, (g).

Vastus 14.4. Maksimaalne laskekaugus on %

Vastus 14.5. (a) Vf(1,—2) = (10, —4), (b) VA(Z, T) = (L2, = ¥L2), (c) Vf(1,~1,—1) = (=1,2,3), (d) Vf(1,—1,0) =

(1,2,0), (e) Vf(e,e,—1) = (1,1,e), (f) Vf(1,—-1) = (4,—4).

Vastus 14.6. (a) [V/(2, 1) = 2V5, (b) [V/(1,1)| = *Z, () [V£(2,0)| =2, (d) [Vf(2, ~1)| = 2
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Vastus 14.7. Kiireima tousuga trajektoor igast punktist on sirge, mis on risti selle kontuurjoonega, millel see punkt

asetseb.

Vastus 14.8. Temperatuur kasvab koige kiiremini suunas (1, —1) ja suurim kasvukiirus on 4v2 (°C kraadi pikkusiihiku

€
kohta).
Vastus 14.9. Muutumiskiirused on (a) 2v/5, (b) %\/57 (c) 2 ja (d) 3v2.
Vastus 14.10. Vesi voolab suunas (3,4) ja kiirusega 0,5 meetrit iihe horisontaalse meetri kohta.

Vastus 14.11. Suundades (L7 —7) ja (—73, —%) on muutumiskiirus —1. Suunda, kus muutmiskiirus on —3 ei leidu.

Suunas (0, —1) on muutumiskiirus on —2.
Vastus 14.12. Kiireim suund on (—4, —4).

inei _ 360 islii 200v/14 = ;
Vastus 14.13. Algtingimusest saame, et T'(z,y, z) = Ve (a) Muutumiskiirus on —==5¥==. (b) Seda on véimalik

nidha, kas T' avaldisest voi gradiendi abil.
Vastus 14.16. (a) f(z) = 32+ 2 (b) f(z) = —0,2857z + 1,8571 (c) f(z) =3 (d) f(z) =0,5116z + 1,1163

Vastus 14.17. (a) f(z) = —%IQ —+ %x—i— 1 (b) f(z) = —0,322 + 1,9z — 0,6 (c) f(z) = %CE2 + 4z — % (d) f(z) =
0,084422 + 0, 7727z + 1,026

Vastus 14.18. (a) f(z) = 18,7e~ 2001z (b) f(x) = 7,1993¢~0,008=
Vastus 14.19. (a) f(z) = 0,51z + 0,41 (b) Kuuenda aasta miiliginumbrid on 3,47 miljonit eurot

Vastus 14.20. (a) f(z) = 0,2878x2 + 2,8847x + 34,281, sest R? = 0,9977 (b) Keskmiste haiguste arv on ligikaudu 71

Praktikum 15

(S

1 2 1 1 2
Vastus 15.1. (a) fdxff x y)dy—fdyff(m y) dz (b) f dz [ f(=, y)dy—i—ofdmff(x,y)dyzofdy f f(z,y)dx
-3 3 —2y

b

2 1 1
(c){dw(j)ﬁf(agy)dy:i[dyg‘f(z,y)dz (d) 7f1 dmif flz,y)dy= [ dyfbfcc y)dz, kus a = V1 — 22 jab=+/1—12 (e)

—1

1 z2 1 y%
fld:cff(xydy—fdyffxydxkusc— y(f)gd:cff(xy Ofdyff:ty)d:c.

1 1 1 e 1 a 2
Vastus 15.2. (a) { dy [ f(z,y) dz (b) Of dy [ f(z,y)dz (c) g dxlf f(z,y) dy, kus a = V1 — 22 (d) g dyfyf(x, y)dz+
Y eV —x %

4 2 0 1—y 1 Vi1-z2

deff(z,y)dw (e) f1 dy | fla.y)do + fdy [ f@y)de, kus a = Vy+1 (f) flda: [ f@y)dy (g)
% — —a —a — x2—-1

fl dy f f(z,y) dz, kus a = arccosy (h) f dy Wfbf(x, y) dz, kus b = arcsiny.

0 —a 0 b

Vastus 15.3. (a) % (b) % (e) m (d) 2 (e) %, arvestada, et e*~Y = e%e™ Y (f) é (g) % (i) %2 G) g

Vastus 15.5. (a) 6; (b) 3,5; (c) —6; (d) %ln2.
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Praktikum 16

Vastus 16.1. .
a =q(r :0<r<9, —<p<l2rm
(@ D={(rg): 0<r<o, T <p<an)
K s
= : <r< —— < p< —
(b) D {(mo) 1<r<4, 2,s0,2}
1 3
(c)D={(r,¢):0§rs. ,fgwg—“}
singp 4 4
1
(d)D:{(w):OSrS owsf}
cos ¢ 3
2 2
(e D=1{(re): 1<r< \/g,kulgDE[O,E] jal<r< — ,kuigoe[ﬁ,ﬁ]
cos ¢ 6 sin ¢ 6" 2
1
(f)D={(mo): <r<a2, —fwsﬁ}
cos 3 3

Vastus 16.2. (a) 4?” (b) 37 +2 (c) g (d) 2{ (e) m(cos w2 — cos4m?) (f) %

Vastus 16.3. (a) % (b) % (c) % (d) 247w (e) 7

Vastus 16.4.

(a) 2 (b) 2 (c) 16 — &5 (d) 7,5—8In2 () 5 (F) 716 (g) =) (h) 372> (i) & (j) 1, minna iile

In2

polaarkoordinaatidele (k) 2, minna iile polaarkoordinaatidele (1) %

Vastus 16.5. 8000 ft3 ehk u. 216 m?

Vastus 16.6. 90000 m?>

Vastus 16.7. 288000 m?>

Vastus 16.8. (a) 2 (b) 2 (c) & (d) 2 (e) % (k) 127

Vastus 16.9. (a) & (b) 52 (c) & (d) 488 (e) 7 (f) ZE=2Y2) (g) L (h) 16 (i) 227 (j) 222 (k) 1 (1) 37 (m)

47(2v/6 — V/3) (n) 7

Vastus 16.10.

(a) 14 (b) 222D () 14mala — Va2 —52] (d) 27vZ (e) 2OB=D (£) 242 (r — 2) (g) 4, vétke

integreerimise piirkond yz-tasandil.

Praktikum 17

Vastus 17.1. 807
Vastus 17.2. 4a?/3
Vastus 17.3. 4000(1 — e~2)1n 3,5 ~ 4332, 88
2kn R3
Vastus 17.4. Q = 7; C
Vastus 17.5. 868000 sipelgat
Vastus 17.6. (0, 6/5)
4 s s 1 5 32
Vastus 17.7. (a) (0, — ) (b) ((1 = =)A+V2), (—= — 2)2+V?2)) (c) (=1/2,8/5) (d) | =, == ) (e) (4n, 27/3)
3T 8 16 8 3 97
Vastus 17.8. (—2/5, 0)

110



32.1. FEksam aines Korgem matemaatika I1

64+15
Vastus 17.9. (— 80+40:, O)

Vastus 17.10. 24

Vastus 17.11. (a) 6 (b) 4 (c) 4—30 (d) 101n% (e) 8?” (f) ﬁ (g) 11

Praktikum 18
Vastus 18.1. (a) g; (b) %2; (c) %(f_ \/5); (d) 0; (e) %; (f) %;15)_

Vastus 18 2. (a) g; (b) 55 (¢) 55 (d) , osa lahendusest: minnes iile sfddrkoordinaatidele, saame
T 1

27
sin 0 d@ ™ d(r? f4rcos0+4) /
d = — [ rdr rdr r+2)2 — r—2)2) =
/ LPO/ 0/ VrZ —4drcosf+4 2/ 2 _drcosf+ 4 J (\/( ) \/( )?%)

ﬂ/rdr(r+2—|r—2|), Et r — 2 < 0, siis edasi arvestame, et |r — 2| = —(r — 2). (e) 4Z2; (f) w.
0

157

Vastus 18.3. (a) 128; (b) 5 ; (¢) = 15+ (d) 16; (e) & 51 (f) 2 355 (8) 7”1 , minna {ile sfaérkoordinaatidele, arvestades kujundi

siimmeetriat.

(27 — 9R? + 2R3)
3000

Vastus 18.4. liitrit, kus R on tassi raadius.
Vastus 18.7. 5000

Vastus 18.8. abc(a+b+c)/2

Vastus 18.9. a%/24

Vastus 18.10. 72a*/4

Vastus 18.11. 7kmwa*c/2, kus k on vordetegur

Vastus 18.12. 6kwa?, kus k on vérdetegur

Vastus 18.15. (a) (1, 1, 1) (b) (3/5, 3/5, 9/32) (c) (3/8, 3/8, 3/8)

Vastus 18.16. (0, 0, 4/5)

Praktikum 20

Vastus 20.1. Diferentsiaalvérrandi lahendid on (a), (b) ja (c).
Vastus 20.2. Diferentsiaalvorrandi lahendid on (a), (d), (e), (f), (g), (h) ja (i).

Vastus 20.6. (a) y=22x+C (b) y=sinz+C (c)y=Inz+C (d) y=e+C (e) y=1/52>+C (f) y> =22+ 10z +C
(g y=Iz|+z+C (h) y*=2e+C (i) Vy=2+C (j)y=Cr—1

Vastus 20.7. (a)y2 =22 -2z —2In|z|+C (b) y—2=C(z+1) (c) ¥3/3+y?/2=In|z — 1| +C (d) y = 1/(1 + Cx)
(e) (y— 1)(:E+ 1) = Czy (f) y? = In|(1 + tan(z/2))/(1 — tan(x/2))| + C

J 7o leidmiseks kasutada muutuja vahetust t = tan(z/2). Siis cosz = 1+t2 jadx = 1ft2 dt
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(g) arcsiny — arctanz = C (h) arcsiny — arcsinz = C (i) (¢t + z)/tz — In(z/t) = C

Vastus 20.8. (a) 1+y2 =C@22—-1); C=2/3(b) et +e ¥ =C; C=2(c)y=(C+3x(l—x)/3 C=5(d)
22 +42=InC2% C=c(e)y=(1+x)/(1—2x)

Vastus 20.9. —11 — =7 = (n— 1)kt
€T

n—1 — gn

Vastus 20.10. Uldlahend: m [—In(a — 2) + In(b — 22) + if;zb =kt+C], C= m lng + m
Vastus 20.11. m(t) = moe™*?

Vastus 20.12. = 36.8 kg. Napunaide: Soolakoguse muutumise kiirus on vordne vahega sissevoolava lahuse ja viljavoolava
lahuse soola koguste kiirustest. Soola lisamise kiirus on 10 g/1 -10 1/min = 100 g/min, see on 1/10 kg/min. Kuna vélja

voolab lahust 10 1/min, siis soola voolab vélja lahusest kiirusega 102/1000 kg/min.

Praktikum 21

Y
x

Vastus 21.2. (a) e
(f) y = Ca® +y?)

= Cz (b) 1/2In(z? + y?) —atan £ = C (c) y* = 2z*(In|z|+ C) (d) y = Cet (e)y=z— m

Vastus 21.3. y2=C(z+ \/W)

Vastus 21.4. (a)y+2=(zx— )(njz—1/+C) (b) (y+2)2 =C(x+y—1) (c) 8y —4a +1Inl|dx + 8y + 5| = C (d)

In (22 —3) — 3¥+2 = C

Vastus 21.5. (y+z—1)°%@y—-z—-1)2=C

Vastus 21.6. ln(%) =1+ Tiy

Praktikum 22

Vastus 22.1. (a)y=C23—22 (b)) y=Ce® —-2—-2z—22 (c) y = Cx2et +22 (d)y= es“””(é +C) (e)y= % — ﬁ

f)y=Cx—1(g)y=Ce2*4+22—1(h) y= %($+1)4+C(ac+1)2 DHy=z—14+Ce % (j)y= %(ez—‘rC), C =ba—e®
() ¥ = 22 (o +Infal + C), C =1

R
Vastus 22.2. [=Ce L'+ #RH# sin (wt) — #ﬁpﬁ cos (wt)

Vastus 22.3. 2 = 2kika [e

—kit_g—k3t  g—kot_ kgt
ko—k1

ks—k1 - k3—ka
Vastus 22.4. (a) y2 =Cz?2 -2 (b) 43 =1+Ce™® (c) y(e®* +Ce?*) =1,y =0 (d) y(z + D(Injz+ 1|+ C) =1,y =0
(e) y=2*(C+n|z))2,y =0 (f) y(Ce™5* — 1) =1,y =0 (g) y=3 = (C +32)cos® z,y = 0 (h) y> = Cx® — 32,2 =0

(i) y>=C2%? —2z,2=0

2
Vastus 22.5. :E(Ce*yT —y2 4 2) =1z=0
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Praktikum 23

Vastus 23.1. (a) %-{—xy—yQ = C (b) 2y? —zy+23 = C (c) y* = 42y+C (d) In %—;—_yy =C (e).(f) z*+322y%+y% = C
(g) nfz+y| — ;% = C (h) 2® +y? - 2arctan £ = C (i) 2*(y* +1) +y* = C (j) jj% -3 =0 (k) y' =day+C (1)

\/xQ—yz—x:C(m)x—&—ye%:C(n) ze ¥V —y?=C

Vastus 23.3. (a) y1 = L.1,y2 = 1.2,y3 = 1.3 (b) y1 = 12,42 = 1.45,y3 = 1.78 (c) y1 = 0,32 = 0.001,y3 = 0.005 (d)
y1 =1.1,y2 = 1.18,y3 = 1.25 (e) y1 = 5.8,y2 = 9.44,y3 = 18.78

Praktikum 25

Vastus 25.1. (a) y = C1 + Coe™® + 23 — 322 + 62 (b) y = 3z + C1 + C2e™% (c) Y = 2xe® + C1e® + C2e~ % (d)
y = C1 cos(z) + C2 sin(x) + (2z — 2)e® (e) y = Oy cos(z) + Ca sin(z) — 2z cos(z) (f) y = (C1 —22/4) cos(x) + (C2 +x/4) sin(z)
(g) y =e® =14+ Cre ™ 4 C2e3® (h) y = C1 + Cae® + ze® — z(1 +2/2) (i) y = C1e % + C2e73% 4+ ((3z — 4)/9) (§)
y = C1 cos(3z) + Ca2 sin(3z) + 3% (22 /18 — x/27 + 5/81))

Vastus 25.2. (a)y = C1e*® +C2e37+2/12+7/144 (b)y = C1 +C2e™* +x(223 —52+10) (c)y = C1 +C2e3® + 23 +22%2 -3z
(d)y = C1€>® + Coe™® — x3/5 + 12/2522 — 126/125z — 499/625 (e)C1 cos(3z) + Casin(2z) + /2 + 3/4 (f)y = C1e2® +
C2e™® +4/3¢%* (g)y = e~%(3/2x2 + C1 + Caz) (h)y = Cre % + Cae™ 2% +1/2¢75% (i)y = C1%% + Cae® + 5/74sin(x) +
7/T4cos(z) (j)y = Cr1e+VET 4 Che(=V5z _ 1/10sin(z) 4+ 1/5cos(z) (k)y = C1 cos(3z) + Ca sin(3z) — 1/6x cos(3z)
Dy = Cre® + Cae™2® — 1/5(65sin(2x) + 2cos(2x)) (m) y = Cre™® + Coe™3% + 1/3(z — 4/3 + 1/527)

Praktikum 26

Vastus 26.1. (a) y = S1sin@tCacos®) (1), — Cre?4Coe? () — Oy tana + Ca(1 + wtanz) (d) y = C1(e” —
1) + Ca(e® + )71 (e) y = C1e8® 4 Coe™ 507 (f) y = Cysinz + Casin?z (g) y = Crzcos(2x) + Cazsin(2z) (h)
y = Crtanz + C2(1 + ztanz) (i) y = Ciz + C2e™2® (j) y = C1(1 + zln|z|) + Coz (k) y = Ciz + Co(In|z| + 1) (1)
y = C1(2z+1)4+C2e?* (m) y = C1 (22 +1)+Co(z+(x2+1) arctan z) (n) y = C1z+CavVz2 + 1 (0) y = C12*+Co(3z+1)e™?

Vastus 26.2. (e) y = Cy cos(e™®)+Cysin(e™®)+e™® (f) y = Crcose ®+Casine® +a (g) y = C1 89BL 4 0o 052 4 1 ()
y= %+Cga:3+;r4 i)y= Cre®” +CQ+(1‘2—1)6902 (G)y=Ci1+C2 tanx-{—%(l—i—m tanz) (k) y = C1e”c+sz—%(2z—1)e—x
(1) y = C1z + Coze® — 222

Praktikum 27

Vastus 27.1. (a) y = C1e*® 4+ e~ %(Casin(v/3x) 4+ C3 cos(v/3z)) (b) y = C1e® + Cae™* + Cysin(z) + Cycos(z) (c)
y = C1e®22+C2e%x+C3e® (d) y = C1+C2e%+C323 +Cux? +Coxtat /24+e%2? /2—4e®z () y = C1+Care™*+C3z+x In(x)
(f) y = C1 + Cae™* + C3e® + cos(x)

Vastus 27.2. (a) y = C1 + Cox + C32? + sin(z) (b) y = C1 + C2z + C322 + In(z) (c) Vigane iilesanne (d) y =
C1+Cox+4/3y/(c1 + )3 (e) y = C1 + Caz + cosh(Cs3) sinh(z) 4 sinh(C3) cosh(z) (f) y = C1 + Cox + C322 4+ Cya® + Ca®
(8) y =C1+Coz —C3In(C3 +z) —zln(Cs +2) (h) y = C1 + Cax + Cs(z? + cos? (z)) + 1/4(2? — cos?z) (i) y =
C1 + Cox + Cze % (x + 2)
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Praktikum 28

Vastus 28.9. (a) y = C cos(z) 4+ Casin(z), z = —C sin(z) + Ca cos(z) (b) y = C1e¥+Cae ™ —1, 2 = C1e* —Coe ¥ —1
)y =z+ 01102 e C17 2 = (2e%17 (d) y = 217, 2z = C1C2e1% (e) y = C1 4+ In(z? + 1), z = % + % +
Ee- 3 3ELN D () y = 0peC1”, 2 = g lemC19% (g) y = CaeC1®, 2 = 2 + G207 'eC1%, y = 0, 2 = 2 4+ C
(h) y= iig; Lz = ((6;2;621))21 (i) y= Cgeclzz, z= 20102711670112, y=0,2=Cz (j) y= 01612, z=z(Ce —In|z|) (k)
y=Ciz+Co— %, 2(C1—2—1)=1 (1) y=C1e®+Cae % — @, 22 = C1e® —Cae™% — w (m) y = Cre® + Cae™5%,
z = —6C2e75 (n) y = Cre™® + Cae™3%, 2 = Cre™® + 3C2e73% + cos(z) (p) * = (C1 — C2)cos(t) + (C1 + C2)sin(t),
y = Cy sin(t) — Ca cos(t) + Csel, z = C1 cos(t) + Ca sin(t) + Cset (s) z = 3C1 cos(3t) —3C2 sin(3t), y = Ca cos(3t) +C1 sin(3t)

(t) x = Cret —Cae P +t—1,y = Cret +Coe P —t+1 (u) . = —2e ¢ +3e~ 7 y = et 4+3e~ 7 (v) = = (sin(t) —2cos(t))e~t,
y = e tcos(t)

Praktikum 29

Vastus 29.5.

[ Ulesande 29.5 puhul on parandatud (a) ja (b) teksti. ]

(a) u=C(z)e™#; C(z) = 227 (b) u=y% +Cy); Cly) =1 —y 52 (c) u=yln|z| + C(y); Cly) = y? (d) u = C(y);
Cly) =y

Vastus 29.15. Selles iilesandes f ja v on suvalised pidevalt diferentseeruvad funktsioonid.

(@) u = f@®+3?) (b) u=ebf(y) () u=fa*—y?) +y—a (d) 2* —du = f () (&) u = 2f (> + ) (F)
u=ay+f(@*—y?) () u=yf@>—y?) ) v (F5 + 2, 725+ 1) =0 u=ay+ /(2 +y?) () v? = 20+ (%) (k) u=
7 (e = 1) =220 (1) o = sin(y) + f(sin(z) —sin(y)) (m) u = f(y—sin(z)) sin(y) (n) v(tan(u)+cot(z), 2y —tan?(w)) = 0

y 1
Y

Praktikum 30

Vastus 30.1. Selles iilesandes f ja v on suvalised pidevalt diferentseeruvad funktsioonid.
2
(@u=Ff(%,2) (d)u=flz+y+za2+y*+22) (c) v (u (wfy)%*l,%) =0(d) v (%wy* 2u, y) =0
3 2
©v(wzy+L) =0 v(ut ) =0

Vastus 30.8.

[ Ulesande 30.8 puhul on parandatud (e) teksti. ]

(a) u =2y (b) u=ye® —e?® +1 (c) u=1y2e2V*"2 (d) u(z2+1) = y2 () u =22y (f) u =y — 2 (g) 202 —y% —u? = a?
(h) (z —y)(3z +y + 4u) = 4u (i) dyz — 23y + 22u® = 4y? () 2y +v? = a?
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