Sisukord

1

2

Meeldetuletus

1.1 Diskreetne juhuslik suurus . . . . . .. . ... oL
1.1.1 Tuntumad diskreetsed jaotused . . . . . ... ... .. ... ....

1.2 Pidevad juhuslikud suurused . . . . . . . .. . L oL
1.2.1 Tuntumad pidevad jaotused . . . . . . . .. .. .. ... ... ...

Juhuslikud suurused ja vektorid
2.1 Momente genereeriv funktsioon . . . . . . ... ... oL

2.2 Tinglik keskvaartus ja tinglik jaotus. Diskreetsed juhuslikud vektorid. Ju-
husliku vektori jaotusfunkctioon . . . . . . . . ... .. L.

2.2.1 Tinglik jaotus ja tinglik keskvaartus. . . . . . . ... .. ... ...
2.2.2 Diskreetne juhuslik vektor . . . . . . . .. ... .. L.
2.3 Juhusliku vektori jaotusfunktsioon. Pidevad juhuslikud vektorid . . . . . .
2.3.1 Mitmemodotmelised pidevad jaotused . . . . . ... .. .. ... ..
2.3.2 Soltumatute pidevate juhuslike suuruste summa ja jagatise jaotus .
2.4 Téiendavaid teadmisi kovariatsioonidest ja korrelatsioonidest. . . . . . . .
2.4.1 Juhusliku vektori keskvaartus ja kovariatsioonimaatriks . . . . . .
2.4.2  Mitmemootmeline normaaljaotus . . . . . ... ... ... ... L.
2.5 Kolm téhtsat pidevat jaotust statistikas ja seosed nende vahel . . . . . ..
2.5.1  x2%jaotus (Hii-ruut-jaotus) . . . . . . . . . ... ...
2.5.2  Studenti t-jaotus . . . . ...
253 F-jaotus . . . ...

Punkthinnang

3.1 Punkthinnang ja hinnangufunktsioon . . . . . . .. .. .. ... ... ...

3.2 Hinnangu omadused . . . . . .. . ... ...

3.3 Taasvaliku meetodid hinnangu standardvea leidmiseks . . . . . . ... ..
3.3.1 Parameetriline bootstrap . . . . . . . .. ..o
3.3.2 Mitteparameetriline bootstrap . . . . . . . . ...
3.3.3 Tayloriritta arendus . . . . . . ... ... oL

3.4 Hinnangu leidmise meetodid . . . . . . . . ... ... ... L.
3.4.1 Suurima toepara meetod . . . . . . ...
3.4.2 Vahimruutude meetod . . . . . . .. ... ... .. ... ... ...

Tt Ot o W W



3.4.3 Momentide meetod . . . . . ... ..o 51

4 Vahemikhinnang 54
4.1 Uldist vahemikhinnangutest . . . . . . . .. ... ... ... ........ 56
4.2 Vahemikhinnang normaaljaotuse keskvaartusele . . . . . .. ... ... .. 57

4.2.1  Uhepoolsed vahemikhinnangud . . . .. ... ... ... ... ... 58
4.3 Vahemikhinnang normaaljaotuse standardhélbele ja dispersioonile . . . . . 59
4.4 Vahemikhinnang normaaljaotuse keskvéartuste vahele . . . . .. ... .. 60



Peatukk 1

Meeldetuletus

Moistel juhuslik suurus ja juhusliku suuruse jaotus on matemaatilises statistikas &armi-
selt tahtis koht. Jaotus iseloomustab juhusliku suuruse vaartuste paiknemist, maarates
voimalike vaédrtuste hulga ja esinemistoendosused. Jargnevalt tuletame meelde diskreetse
ja pideva juhusliku suuruse moéisteid ning pohilisi jaotusi, mida oleme Gppinud kursusest
"Toendosusteooria ja statistika I’ . Jargnev tekst pohineb opikutel Traat (2006) ja Parna
(2013).

1.1 Diskreetne juhuslik suurus

Diskreetseks juhuslikuks suuruseks nim. funktsiooni X : 2 — R, mis votab kas 16pliku voi
loenduva arvu véartuseid 1, T2, ..., Z(n)-

Diskreetsete juhuslike suuruste korral on kogu téendosusarvutuste jaoks vajalik info kirjas
jaotuses ehk paarides (z;,p;), kus x;, i € I on voimalikud védrtused ja p; = P({X = x;})
on nende vaartuste toendosused. Samuti teame, et koikide juhuslike suuruste korral on ko-

gu toendosusarvutuste jaoks vajalik info olemas jaotusfunktsioonis Fx (z) = P({X < z}).

Keskvaartus ja dispersioon arvutatakse valemitega
EX =Y i pi
i

DX =) (xi— EX)*-p;
i
Niide 1 Uhe ettevitte osakond (kokku 6 inimest) on leidnud, et téétaja haigestumise toe-
ndosus on 0,1. Olgu juhuslik suurus X haigestunud tédtajate arv hommikul.

Siis on selle juhusliku suuruse jaotust voimalik ette anda nditeks tabelina (eeldades, et
téotajad istuvad igaiks oma kabinetis, ehk haigestuvad iksteisest soltumatult):

by

X =z 0 1 2 3 4 5
0 1

6
pi | 0,531 0,35/ 0,098 0,015 0,002 0

Seda jaotust on voimalik ette anda ka graafiliselt vertikaalsete sirgloigete abil, mis algavad
x-telje vddrtustest 0, 1,..,6 ja mille pikkus on vordne vddrtusega p;, 1 =0,1,...,6. Voima-
lusi on veelgi: toendosusfunktsiooni abil (ei pruugi alati leiduda, siin sobiks binoomjaotuse



valem); jaotusfunktsiooni abil (harjutus lugejale) ja ka jaotusfunktsioonile vastava graafiku
abil (samuti harjutus lugejale).

1.1.1 Tuntumad diskreetsed jaotused
Bernoulli jaotus — kahe voimaliku véartusega {0,1} jaotus:
X ~ B(1,p),
kus P(X =1)=p, P(X =0)=1— p. Téendosusfunktsiooniks on
p(z) =p"(1—p)'~*, ze{0,1}.
Keskvéaartus ja dispersioon on
EX =0-p(0)+1-p(1) =p,

DX = (0—p)* - p(0) + (1 —p)*- p(1) = p(1 - p).

Bernoulli jaotuse véértused 1 ja 0 voivad olla koodid mingi omaduse A esinemisele voi mit-
teesinemisele objektil. Jaotuse parameeter p niitab omaduse A téendosust katses, 16pliku
iildkogumi korral ka A osakaalu {ildkogumis. Bernoulli jaotusega on ’jah’/’ei’ tunnused,
kus ’jah’ voib tdhendada mingi arvamuse, haiguse jm. olemasolu.

Binoomjaotus — vadrtustega = € {0,1,...,n} jaotus, mida tdhistatakse
X ~ B(n,p),

kus tavalise interpretatsiooni kohaselt on n katseseeria pikkus, milles vaadeldakse siind-
muse A esinemist, ning p on siindmuse A esinemise toenfosus iihes katses. T'Gendosus-
funktsioon on

n!
_ oz, T - n—x x
p(x) = Crp®(1 — p) ,x €{0,1,...,n}, Cn_ix!(n—x)!'
Keskvéaartus ja dispersioon on vastavalt
EX = np,

DX =np(1 —p).

Bernoulli jaotus on binoomjaotuse erijuht n = 1 korral. Statistikas esineb binoomjaotus
sageli mingi omaduse/siindmuse esinemiste arvu jaotusena valimis. Oletagem, et Eestis on
7% to6tuid. Ulaltoodud valemid annavad vastuse kiisimustele: mis jaotusega on tootute
arv 100ses juhuslikus valimis; kui palju on selles valimis oodatavalt t66tuid?

Geomeetriline jaotus vidrtustega = = 1,2, ... on jaotus, mida tiahistatakse X ~ Geom(p),
mis tekib siis kui vaadeldakse katsete arvu huvipakkuva siindmuse A esimese toimumiseni
(katsed on soltumatud). Toendosusfunktsiooniks on

)m—l

p(xz)=(1-p)"  -p
kus p = P(A). Keskvéértus ja dispersioon on
1 1-—
EX=-, DX=—"
p p



Poissoni jaotus — loenduva arvu véértustega, x € {0, 1,...}, jaotus, mida tahistatakse
X ~ Po()).
Vaartuse = esinemise toendosus arvutatakse toendosusfunktsiooniga

A7
p(z) =e ’\g.

Parameeter A on antud juhul nii keskvéaartus kui ka dispersioon:

EX =) DX =\

Poissoni jaotusega on sageli mingi ’stindmuse esinemiste arv ajavahemikul’, naiteks ’onne-
tusjuhtumite arv Tallinn-Tartu maanteel septembri esimesel ndadalal’. Tapsemini Geldes,
on Poissoni jaotus niisuguste juhuslike suuruste jaoks sageli sobivaimaks mudeliks.

1.2 Pidevad juhuslikud suurused

Juhuslikku suurust X nimetatakse pidevaks, kui tema jaotusfunktsioon on esitatav kujul

Flz) = /_ C

mingi funktsiooni f korral. Funktsiooni f nimetatakse juhusliku suuruse X tihedusfunkt-
siooniks. Pideva juhusliku suuruse vaartuspiirkonnaks on reaaltelg voi selle mingi osa.
Tema keskvaartus ja dispersioon avalduvad tihedusfunktsiooni abil seostega:

EX = /Zx - f(x)dz,
DX = /_Z(x — EX)?. f(x)dx.

1.2.1 Tuntumad pidevad jaotused

Uhtlane jaotus, X ~ Ul(a,b), on madratud 16plikul 16igul [a, b] ja tema tihedusfunktsioon
avaldub kujul

f(x):m

Jaotuse keskviidirtus on 16igu keskpunkt EX = (a+b)/2 ja dispersioon DX = (b—a)?/12.
Uhtlase jaotusega U(0,b) on niiteks bussi ootamise aeg, kui minna peatusse juhuslikult
ja bussid ldbivad seda intervalliga b.

, kut x € [a,b].

Eksponentjaotus X ~ FExp(f), omab tihedusfunktsiooni
f(x) =0 z>o0.

Jaotuse keskvaartust on FX = % ja dispersioon on DX = 9%. Eksponentjaotus lihtsai-
maks mudeliks tunnuse ’eluiga’ (ka seadmete oma) jaotuse kirjeldamisel.



Normaaljaotusega juhuslikku suurust X keskvidrtusega p ja dispersiooniga o2 téhista-
takse
X ~ N(p,0).

Tema tihedusfunktsioon esitub valemiga

Tahtis omadus on lineaarteisendus:
X =0Y +pu~N(u,o0),

kus Y ~ N(0,1). Normaaljaotusega N(1,0) on niiteks ’piima hulk 1 liitrises piimapa-
kis’, kus o iseloomustab pakkimisliini tdpsust. Mootes rea piimapakkide taituvust, saame
valimi, mille vaartused varieeruvad 1 liitri {imber.



Peatukk 2

Juhuslikud suurused ja vektorid

Jatkame teadmiste omandamist sellest, kuidas kirjeldada juhuslike suuruseid ja juhuslikke
vektoreid, mis on nendega seotud pohimoisted ja voimalused toendosusarvutuste teos-
tamiseks. Jargnev peatiikk pohineb R. Kangro konspektil aastal 2015 ja opikul Meyer
(1970).

2.1 Momente genereeriv funktsioon

Teame, et diskreetsete juhuslike suuruste korral on kogu toendosusarvutuste jaoks vaja-
lik info kirjas jaotuses ehk paarides (x;,p;), kus z;, @ € I on voimalikud vaartused ja
pi = P({X = z;}) on nende véértuste tdoendosused.

Samuti teame, et koikide juhuslike suuruste korral on kogu toendosusarvutuste jaoks va-
jalik info olemas jaotusfunktsioonis Fx(z) = P({X < z}). Pidevate juhuslike suuruste
korral on aga paljude arvutuste jaoks mugavam kirjeldus tihedusfunktsiooni fx kaudu.

Osutub, et voimalikke kirjeldusi, mis on eriti mugavad mitmete toendosusarvutuste te-
gemiseks, on veelgi. Uks sellistest kirjeldustest on momente genereeriv funktsioon, mis
leidub ainult osadel juhuslikel suurustel, kuid mis on viga mugav moningate teoreetiliste
tulemuste naitamisel.

Defineerime vajalikud méisted.

Definitsioon 1 Juhusliku suuruse X k-ndat jarku momendiks nimetatakse arve

mp = E (X k)
Seega keskvddrtus on esimest jirku moment mj ning dispersioon avaldub kujul DX =
2
m2 - ml.

Osutub, juhusliku suuruse momentide arvutamine on seotud jargneva funktsiooniga.

Definitsioon 2 Juhusliku suuruse X momente genereerivaks funktsiooniks Mx nimeta-

takse funktsiooni
Mx(t) = E(e"),t € R.

On selge, et iga juhusliku suuruse momente genereeriv funktsioon on defineeritud ¢ = 0
korral ning Mx(0) = 1. Samas leidub juhuslikke suuruseid, mille momente genereeriv



funktsioon ei ole defineeritud tihegi teise t vdadrtuse korral (nditeks Cauchy jaotus tihedus-
funktsiooniga fx(x) = m) Sellistel puhkudel ei anna momente genereeriv funktsioon
meile mingit kasulikku infot jaotuse kohta ning seetottu sageli 6eldakse, et juhuslikul suu-
rusel (voi jaotusel) on olemas momente genereeriv funktsioon ainult siis, kui selle vaértused

on defineeritud mingis O-punkti sisaldavas vahemikus.

Naiide 2 Olgu X ~ Exzp(2). Leiame suuruse X momente genereeriva funktsiooni:
oo
Mx(t) = E(e"X) = / et 2e7 2 dy;
0

_ /-oo 2e(t72)1 dr — 2€(t—2):v
0 t£2 t—2

[e.e]

2
— . (t—2)z _ 0
t—2 (xlioo ¢ € )

z=0

2
0—1)=-—" t<2
0-1)=5—, t<

2
t<2 t — 2

Arvutustest on niha, et nii t = 2 kui t > 2 korral on integraal lopmatu.

Momente genereeriva funktsiooni nime 6igustab jargmine tulemus.

Lemma 1 Kui juhusliku suuruse X momente genereeriv funktsioon eksisteerib t = 0 min-
gis imbruses (st vahemikus |t| < 6 mingi 6 > 0 korral on Mx vddrtused loplikud), siis k-s
moment avaldub selle funktsiooni k-ndat jarku tuletise kaudu kujul

me = MP(0).

Toestus. Siin kursuses toestame selle tulemuse 16pliku arvu viartustega diskreetsete ju-
husliku suuruse korral, téielik toestus antakse magistritaseme kursuses ,, T'0endosusteooria
I«

Olgu X diskreetne juhuslik suurus viartustega x1, xs, ..., Ty, siis keskvidrtuse lineaarsuse
omaduse pohjal

n
Mx(t) = Z e'ip;,
i=1

kus p; = P({X = =;}). Tuletise lineaarsuse tottu voime 16plikus summa tuletise leida
litkmete tuletiste summana:

k N d |
M)(()(t) = Zpi@(em’) = fopieml.
=1 i=1

Seega
M (0) =Y abp,
i=1

mis ongi vordne k-ndat jirku momendiga E(X*).

Kui me teaksime, et Mx(t) on tehtud eeldustel alati l1opmatult palju kordi diferentsee-
ruv ja et tuletise votmise ja keskvaértuse leidmise jarjekorda saab praegusel juhul muuta,
oleks ka iildjuhul toestus lihthe:

d d

M () = ﬁE(etx) = E(%etx) = B(X"e),



kust ¢t = 0 korral saaksime vorduse M )(f ) (0) = E(X*). Samas nii l6pmatute summade kui
integraalide puhul ei ole selline jarjekorra vahetamine (tuletisega keskvéértuse alla mine-
mine) alati digustatud ja nouab pohjalikku pohjendamist. Nagu mainitud, toestatakse see
tulemus iildkujul hilisemas kursuses. 1.

Néide 3 Eelmise ndite pohjal teame, et X ~ Exp(2) korral Mx (t) = 5%. Kuna

My(0) = G MED) = G

siis eelneva lemma pohjal EX = my = M4 (0) = 3, E(X?) = ma = M%(0) = 3 ning seega
DX = my —mi = %. Need tulemused on muidugi juba varasemast teada, kuid sageli on
Juhusliku suuruse momente lihtsam leida momente genereerivat funktsiooni diferentseerides
kut vastavat keskvadrtust otse arvutades.

Sageli tuleb kasuks ka teadmine, kuidas on juhusliku suuruse lineaarse funktsiooni abil
defineeritud juhusliku suuruse momente genereeriv funktsioon seotud esialgse juhusliku
suuruse momente genereeriva funktsiooniga. Selleks toestame jargmise tulemuse.

Lemma 2 Kui juhusliku suuruse X momente genereeriv funktsioon on Mx, siis juhusliku
suuruse Y = aX + b momente genereeriv funktsioon on avaldatav kujul

My (t) = " My (at),t € R.
Toestus. Definitsiooni kohaselt

My (1) = E ty - E t(aX+b) — E (at)X bt — th .0
V(1) = BE) = B ) = BN < g

Niide 4 Kasutame eelnevat tulemust, et leida normaaljaotusege N (p, o) juhusliku suuru-
se momente genereeriva funktsiooni avaldis. Kdigepealt letame standardse normaaljaotu-
sega juhusliku suuruse X momente genereeriva funktsiooni avaldise:

o0 1 2
Mx(t) = E(etX) = / et — e /2 4y
S V2T

© 1 22 2 2
= / 6_7+tx_t7+t7 dx
oo V2T

2 [ 1 (=02
62/ —e 2 dx
Coo V2T

t2
=ez2, t €R,

kus eelviimasel real olev integraal vordub iihega seetottu, et integraali all on jaotuse N(t, 1)
tihedusfunktsioon. Normaaljaotuse lineaarse teisenduse omaduse pohjal on juhusliku suu-
ruse X ~ N(0,1) korral juhuslik suurus Y = oX + p jaotusega N(u,o0). Seega, jaotuse
N(p,0) juhusliku suuruse momente genereerivaks funktsiooniks on

0_2 2
My (t) = M M (ot) = e+ 72

Oluline on ka teadmine, et kui momente genereeriv funktsioon omab 16plikke vaartuseid
mingis nullpunkti iimbruses, siis on selle funktsiooni pohjal voimalik kindlaks teha vaadel-
dava juhusliku suuruse jaotus. Nimelt kehtib jirgmine {ihesuse tulemus.



Lemma 3 Kui juhuslike suuruste X ja'Y momente genereerivad funktsioonid Mx ja My
omavad mélemad loplikke ning vordseid vadrtuseid mingis nullpunkti sisaldavas vahemikus,
siis on juhuslikud suurused X ja'Y sama jaotusega.

See lemma toestatakse samuti kursuses , Toendosusteooria II“. Nagu me hiljem nideme,
voimaldab momente genereerivate funktsioonide iihesuse omadus sageli kindlaks teha sol-
tumatute juhuslike suuruste summa jaotust: leiama summa momente genereeriva funkt-
siooni ning kui vastab mone tuntud jaotuse momente genereerivale funktsioonile, siis ongi
summa jaotus kindlaks tehtud.

2.2 Tinglik keskvaartus ja tinglik jaotus. Diskreetsed juhus-
likud vektorid. Juhusliku vektori jaotusfunkctioon

Selles peatiikis tutvume tingliku keskvéartuse moiste ja lihtsamate omadustega. Samuti
tuletame meelde diskreetsete juhuslike vektoritega seotud moisteid ning omadusi ning
juhusliku vektori jaotusfunktsiooni omadusi.

2.2.1 Tinglik jaotus ja tinglik keskvaartus.

Aines ,/ Toendosusteooria ja statistika I tutvusime tingliku tGenfosuse moistega. Osutub,
et praktikas pakub sageli huvi nn tinglik keskvéartus.

Naide 5 Veeretatakse kahte tdringut. Olgu X7 esimesel taringul saadud silmade arv ja
Xo vastavalt teisel. Olgu Y = X1+ Xo ehk kahel tiringul saadud silmade summa. Oskame
leida juhusliku suuruse Y keskvddrtuse (mitu silma keskmiselt tuleb kahel taringul kokku):

EY = E(X, + X)) = BE(X)) + E(Xy) =2E(X,) =2-3,5=717,
sest
5.1
E(X)) :Zk-g =3,5.

k=1
Voiksime aga pistitada jargnevaid kisimusi:

e Millega vordub summa'Y keskvidrtus (teiste sonadega kahel taringul oodatav silmade
arvude summa) juhul, kui on teada, et esimesel tuli 2 silma?

e Millega vordub esimese tdringu keskmine saadud silmade arv juhul kui on teada, et
summa tuli 5

Uhesonaga, me otsime juhusliku suuruse keskvédrtust konkreetsel tingimusel. Info olemas-
olu muudab keskvddrtust, mille arvutamisel tuleb kasutada tinglikke toendosusi.

Definitsioon 3 Vadrtuste hulgaga {x;, i € I} juhusliku suuruse X tinglikuks jaotuseks
tingimusel, et toimus sindmus B (kus P(B) > 0) nimetatakse paare (v;,p;p), i € I, kus

pip = P{X =2} [ B).

Definitsioon 4 Keskvdidrtust omava diskreetse juhusliku suuruse X tinglikuks keskvddr-
tuseks tingimusel, et sindmus B (mille korral P(B) > 0) toimus, nimetatakse arvu

E(X | B) = Z$ipi|Ba
el

kus (zi,pip), i € I on juhusliku suuruse X tinglik jaotus tingimusel, et B toimus.
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Naiide 6 Leiame vastused eelmises ndites pistitatud kiisimustele:

8
E(VI{X, = 2}) = ZyP V=g{xi=2h =y % ~11)2.
y=3
E(X{Y =5}) = ZxP({Xl = z}[{Y = 5})
B P{X, =2}n{Y =5}) «~ 1/36 5
Z 1P{Y — 51 Zwm Pl

Toenédosusteooria rakendustes liheb sageli vaja jargnevat téistoendosuse valemi analoogi
keskvaartuse arvutamiseks.

Teoreem 1 Olgu Bj, i € J (kus J on kas loplik voi loenduv hulk) sindmuste tdissiisteem.

Siis kehtib vordus
— S B(X | B)P(By).
jeJ

Toestus. Alustame vordsuse paremast poolest:

S EBX|B)P(B) " YN wiP ({X = wi}| By) P(B))

jed jeJ iel

= ZHZZZP({X :xi}ﬂBj)
el jeJ

= Z P ({X = 2;} N (UjesB;)) P aditiivsus l6ikumatute B; korral
el

= ZxZP{X = l‘z} (sest Ujes Bj = Q)
1€l

=FEX.OO

Sageli on sobivateks siindmusteks B; mingi teise juhusliku suuruse Y vdirtustele vastavad
stindmused.

Naide 7 Lasketiirus on voimalik valida 8 piissi vahel. Olgu tiiru tulnud laskuri puhul
nende pilssidega marki tabamise toendosused thel lasul vastavalt 0,1, 0,3 ja 0,7. Laskur
valib juhuslikult piissi ja laseb 10 lasku. Olgu X tabamuste arv. Leida EX. (Lahendus
loengul tahvlil.)

2.2.2 Diskreetne juhuslik vektor

Sageli méaaratakse iihes katses mitme juhusliku suuruse véartused (néiteks autojuhi va-
nus ning auto vanus, molemad téisaastates). Sellisel juhul ei aita paljude huvipakkuvate
stindmuste toenédosuste arvutamiseks nende juhuslike suuruste jaotustest, vaid on vaja in-
formatsiooni selle kohta, kuidas need juhuslikud suurused koos kdituvad. Tuletame meelde,
kuida vastavat informatsiooni kirja panna ja kasutada.

Definitsioon 5 Juhuslikku vektorit (X,Y") nimetatakse diskreetseks, kui X ja 'Y on disk-
reetsed juhuslikud suurused. Diskreetse juhusliku suuruse korral mimetatakse kolmikuid
(i, yj,pi5), 1 €1, j€J, kus pij = P{X =, Y =y;} ning {x; : i€} jaf{y; : j€J}
on vastavalt juhuslike suuruste X ja'Y wddrtuste hulgad, juhusliku vektori (X,Y') jaotuseks
ehk juhuslike suuruste X ja 'Y idhisjaotuseks.
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Markus. Lihtsuse mattes on eelnev definitsioon toodud kahest juhuslikust suurusest koos-
neva vektort kohta, kuid tldistus n-maootmelisele juhule on arusaadav: vektori kotk kompo-
nendid peavad olema diskreetsed juhuslikud suurused ning jaotus koosneb siis n+ 1 arvust
koosnevatest komplektidest, kus esimesed n arvu on vektori komponentide voimalikud védr-
tused ja viemane on neile vastava tulemuste vektori saamise toendosus.

Naide 8 Kaardipakist (52 kaarti) voetakse ilma tagasipanekuta 2 kaarti, juhusliku suuruse
X wvddrtuseks on saadud potide arv ning Y vadrtuseks on saadud musta masti kaartide arv.
Leiame juhusliku vektori (X,Y') jaotuse. Kuna

2 2 26 -1 2

P({X =0,Y =0}) =

cz, 102 cz, 102
C? 6 13-26 26
P{X=0Y=2)="8B=__ P{X=1Y=1})= - =
y b cz, 102 (1 b C2, 102
13-13 13 C? 6
PUIX =1Y=92)="_"“"_ % pH{X =2V =9)= 13 _ _—
(X =LY=2))="m-= 15 PUX=2Y =) =F =5

ning koikide tlejadnud paaride toendosused on nullid, sits on X ja Y dihisjaotus antud
tabeliga

X\Y[ 0] 1] 2
) I [ o
102 12062 1 1(]32

2 0] 05

Lugeja voib leida sellest tabelist EX (keskmine potide arv kahe voetud kaardi hulgast),
EY (mustade kaartide keskmine kahe hulgast) ning E(X|{Y = 2}) (keskmine potide arv
tingimusel, et voetud kaartide hulgast on kaks musta kaarti).

Diskreetse juhusliku vektori jaotusest on lihtne leida komponentideks olevate juhuslike
suuruste jaotusi ning nagu ikka, digete arvutuste tunnuseks on see, et toendosused sum-
meeruvad iiheks. Juhusliku vektori (X,Y") késitlemisel nimetatakse juhuslike suuruste X
ja Y jaotusi marginaaljaotusteks. Jargnev lemma toestati kursuses , Toendosusteooria ja
statistika I

Lemma 4 Juhusliku vektori (X,Y) jaotuse {(xi,yj,pij) + @ € I, j € J} korral kehtivad
vordused

Y opii=PAY =y}), D pi=PEX=w}), Y py=1L
icl jeJ icl,jet
Tahistus. Fdaspidi kasutatame tihisjaotuse marginaaljaotuste toendosuste puhul tahistusi
pi. = sz'j, bj = sz‘gn
jeJ icl
Sageli on vaja arvutada keskvéidrtusi juhusliku vektori funktsioonidest. Selles osas on

abiks jargmine tulemus.

Teoreem 2 Olgu X ja Y juhuslikud suurused thisjaotusega {(x,y;j,pij) : @ € I, j €
J} ning olgu g : R* — TR selline funktsioon, et juhuslik suurus g(X,Y) omab loplikku
keskvddrtust. Sel juhul kehtib vordus

Elg(X,Y)] = g(@i, y;)pij-

il jeJ
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Markus. Sarnane tulemus kehtib ka siis, kui vaatleme funktsiooni rohkem kui kahest disk-
reetsest juhuslikust suurusest.

Samuti on meil varem defineeritud diskreetsete juhuslike suuruste soltumatus, mis iihis-
jaotuse kaudu timber sonastades on selline:

Definitsioon 6 Diskrectseid juhuslikke suuruseid X ja 'Y nimetatakse soltumatuteks, kui
tga 1 € I ja iga j € J korral kehtib vordus

Dij = Pi.P.j

Kuna statistika kasutamisel on tegemist tavaliselt rohkem kui kahe soltumatu juhusliku
suurusega, siis sonastema soltumatuse moiste ka tildkujul.

Definitsioon 7 Diskreetseid juhuslikke suuruseid X1, Xa, ..., X, nimetatakse soltumatu-
teks, kui sindmused {X1 = x1},...,{Xn = zp} on tdaielikult soltumatud iga X1 voimaliku
vddrtuse x1, Xo voimaliku vadrtuse xo, ..., iga X, voimaliku vadrtuse x,, korral.

Loomulikult oleks hea siinkohal jargi vaadata, mida tdhendab stindmuste taielik soltuma-
tus.

2.3 Juhusliku vektori jaotusfunktsioon. Pidevad juhuslikud
vektorid

Uldisemate juhuslike vektorite jaotusi saab kirjeldada jaotusfunktsioonide abil.

Definitsioon 8 Juhusliku vektori (X,Y") jaotusfunktsiooniks (ehk juhuslike suuruste X ja
Y dhisjaotuse jaotusfunktsiooniks) nimetatakse funktsiooni

Fxy(z,y)=P{X <2,Y <y}), z,ycl.

Lemma 5 (Juhusliku vektori jaotusfunktsiooni omadused). Olgu (X,Y) juhuslik vektor
Jjaotusfunktsiooniga Fx y . Siis kehtivad jirgnevad omadused

1. 0 < Fxy(w,y) <1V(z,y) € R,
2. Fxy on kummagi muutuja jirgi paremalt pidev igas punktis,

3. lim Fyy(z,y) = Fx(z) Vz € IR, li_>m Fxy(z,y) = Fy(y) Vy € R,

y—>00
4. Em Fxy(z,y) =0Vz e R, Em Fxy(z,y) =0Vy € R.
Yy—— T——00
5. Pla< X <b,c<Y <d})=Fxy(b,d) — Fxy(a,d) — Fxy(b,c) + Fxy(a,c).

Definitsioon 9 Juhuslikku vektorit (X,Y) nimetatakse pidevaks, kui tema jaotusfunkt-
stoon avaldub kujul

x y
Fxy(z,y) = / </ fxy(u,v) dv) du, z,y€lR

mingi funktsiooni fxy : IR?2 — R korral. Funktsiooni fx,y nimetatakse sel juhul juhusliku
vektori (X,Y) tihedusfunktsiooniks (ehk juhuslike suuruste X ja Y iihistiheduseks).
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Tuletame meelde soltumatute juhuslike suuruste iildise definitsiooni, mis sobib suvalist
tlitipi juhuslike suuruste korral.

Definitsioon 10 Juhuslikke suurusi X ja 'Y nimetatakse soltumatuteks, kui iga x,y € R
korral on sindmused {X <z} ja {Y <y} soltumatud.

Jareldus 1 Juhuslikud suurused on soltumatud parajasti siis, kut nende thisjaotuse jao-
tusfunktsioon avaldub kujul

Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y) Vz,y € R,

kus F'x ja Fy on vastavalt juhuslike suuruste X ja 'Y jaotusfunktsioonid.

2.3.1 Mitmemootmelised pidevad jaotused

Meeldetuletus: juhuslik vektor (X,Y") on pideva jaotusega, kui tema jaotusfunktsioon aval-
dub kujul

Fxy(z,y) = //fxyst)dsdt

Lemma 6 (Tihedusfunktsiooni omadused) Olgu (X,Y) pidev juhuslik vektor jaotusfunkt-
stooniga Fxy ja tihedusfunktsiooniga fx y. Siis kehtivad jargmised omadused:

1. Funktsioon fxy on mittenegatiivne, st fxy(z,y) >0 V(z,y) € R2;

2. kehtivad vordused
=/ fxy(z,y)dy,
= / fxy(z,y)dr,

/ / fz,y)dxdy =1

3. Kui D C IR? on esitatav loenduva arvu ristkiilikute abil kasutades iihendeid, tihis-
osasid ja tiiendeid (st Boreli o-algebra suhtes mootuv hulk), siis

P({(X,Y) € D}) = /fxya:yda:dy

4. Kui g : R?> = IR on "piisavalt heade omadustega” funktsioon (nt pidev véi selline,
mille valemit me oskame kirja panna) ning

// l9(z,y)| fx,y(z,y) dx dy < oo,
IR2

S11S

E(g(X,Y)) = / / o(e9) fxy (2, y) dedy.
IR2
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5. Kui Fxy on diferentseeruv punktis (x,y), siis

0*Fxy

920y (z,y)

fX,Y(xa y) =

Lisaks oskusele toendosusarvutusi teha, on téhtis osata tegeleda ka soltumatutest pideva-
test juhuslikest suurustest moodustatud juhuslike vektoritega.

Lemma 7 Pidevad juhuslikud suurused X ja 'Y on séltumatud parajasti siis, kui nende
dhisjaotuse tihedusfunktsioon avaldub kujul

fxy (@ y) = fx(@)fy(y) Vo,y € R.
Tdestus. Uhtepidi: olgu X ja Y soltumatud, siis jarelduse 1 kohaselt kehtib vordus

Fxy(z,y) = Fx(z)Fy (y).
Kasutades jaotusfunktsiooni omadust 5, saame

O*Fxy
fX,Y(xvy) - axay (xvy)

— o (G Fx @) Fr(w) = fx (@) (o)

Teistpidi: kehtigu vordus fxy(x,y) = fx(x)fy(y), siis pideva juhusliku vektori definit-
siooni kohaselt

Fyy(@,y) = / /fxystdtdS—/ fx(s ds/ fr(8)

= Fx(z)Fy(y),

seega juhuslikud suurused on soltumatud.[J

Eelnev tulemus on kasutatav kahte moodi:

1. kahe juhusliku suuruse soltumatuse kindlakstegemiseks;

2. soltumatute juhuslike suuruste iihisjaotuse tihedusfunktsiooni leidmiseks.

Naide 9 Olgu X ja'Y soltumatud standardse normaaljaotusega juhuslikud suurused. Leiame
toendgosuse, et punkt (X,Y') satub ihikringi. Viimase lemma pohjal teame, et (X,Y") tihe-
dusfunktsioon juhuslike suuruste X ja Y tihedusfunktsioonide korrutis; tihedusfunktsiooni
omaduste pohjal saame

P(X?4+Y%<1) = / fxy(z,y)dzdy.
x2+y?2<1
Seega (kasutades tleminekut polaarkoordinaatidele)

2 2 1 22442
P(X°+Y Sl):2— e 2 dxdy
s

z24+y2<1

1 271' 1 1"2 1
= — / re 2 drdfd=1—e¢" 2.
0
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Naiide 10 Kahemaootmelise pideva juhusliku suuruse tihedusfunktsioon on jdrgmine:

2 xry
f(:r,y)Z{ ]

0, muidu.

Veenduda, et f(x,y) on toepoolest kahemuutuja tihedusfunktsion (lahendus tahvlil). Leida
P(X >1-Y) (lahendus 2. praktikumal).

Soltumatute juhuslike suuruste puhul on mitmesuguste keskvadrtuste arvutamisel kasulik
jargmine tulemus.

Lemma 8 Kui X;, i = 1,2,...,n on séltumatud juhuslikud suurused ja f;, i =1,...,n
on sellised iihe muutuja funktsioonid, et f;(X;) on loplikku keskvddrtust omavad juhuslikud
suurused, Siis

E[f1(X1) - fo(X2) - fu(Xn)] = E[fi(XD)]E[f2(X2)] - E[fn(Xn)]-

Lemma tulemus kehtib ka tildiste soltumatute juhuslike suuruste puhul, kuid siin kursusel
toestame selle esialgu ainult kahe diskreetse ja kahe pideva juhusliku suuruse puhul.

Toestus. Olgu X diskreetne juhuslik suurus voimalike védrtustega {x;, ¢ € I} ning YV
diskreetne juhuslik suurus voimalike védrtustega {y;, j € J}, olgu nende iihisjaotus
(xi,yj,pi5), @ € I, j € J. Siis valemi (2) pohjal

[fl ZZfl Ly f2 Yj Pz]

i€l jeJ
= szl xz f2 Yj png
Ciel jeJ
_Zfl 332 {X—:Ez} Zf? y] {Y_yj})
el jeJ

= E[fi(X)] - E[f2(Y)].

Pidevate juhuslike suuruste X korral kasutame pideva juhusliku vektori tihedusfunktsiooni
omadust 4:

EA(X) fo(Y) / / F1(@) o) Fy (e, ) da dy
5 [ s@nw s ddy

/fl )fx(x dﬂ?/ F(y) fr(y

= E[fi(X)] - E[fo(Y

Eelnevast tulemusest jareldub lihtsalt momente genereeriva funktsiooni kasulik omadus.

Jareldus 2 Olgu X ja Y soltumatud juhuslikud suurused, mille momente genereerivad
funktsioonid on loplikud nullpunkti mingis tdmbruses. Siis juhusliku suuruse Z = X +Y
momente genereeriv funktsioon on samuti loplik nullpunkti imbruses ning kehtib vordus

Mz(t) = Mx (t)My(t).
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Toestus.
My(t) = B(e™) = B (X0) = B (eXe¥) = B (eX) B () = Mx () My (1).
U

Eelneva tulemuse abil saab lihtsalt toestada viga tihti kasutatava tulemuse soltumatute
normaaljaotusega juhuslike suuruste summa kohta.

Lemma 9 Kui X ~ N(u1,01) jaY ~ N(uz,02) on soltumatud juhuslikud suurused, siis
Z =X +Y on jaotusega N(u1 + p2,\/03 + 03) juhuslik suurus.

Toestus. Toestasime 2. praktikumis (il. 7). O

Miirkus. Usna ilmne, et eelnevat lemmat on voimalik sénastada ka iildisemalt. Olgu
X1, Xo,..., X;, (n > 2) normaaljaotusega soltumatud juhuslikud suurused, kusjuures

X ~ N(ui,0i), i =1,2,...,n. Ja olgu juhuslik suurus Z = > | X;. Siis juhuslik suurus
Z on samuti normaaljaotusega:

n
Z~N DY
=1

Néeme, et normaaljaotus rahuldab nn reproduktiivsuse omadust: kui liita kaks (voi roh-
kem) kindla jaotusega juhuslikku suurust, siis tulemusena saadud juhuslik suurus on sama
tiilipi jaotusega, mis liidetavad. Selliseid jaotusi on veel. Kodut6os 2 néitasime, et sama
omadusega on ka Poissoni jaotus. Hiljem naitame, et ka hii-ruut-jaotusel on sama omadus.

2.3.2 Soltumatute pidevate juhuslike suuruste summa ja jagatise jaotus

Sageli esineb praktikas situatsioon, kus huvipakkuv juhuslik suurus avaldub soltumatu-
te juhuslike suuruste summana. Osutub, et sel juhul avaldub summa tihedusfunktsioon
lildetavate tihedusfunktsioonide konvolutsiooni kujul.

Lemma 10 Olgu X ja Y pidevad soltumatud juhuslikud suurused tihedusfunksioonidega
fx ja fy. Sel juhul juhusliku suuruse Z = X +Y tihedusfunktsioon avaldub kujul

f2(2) =/_°° Fo e — )y, 2 € R

Toestus. Meil on vaja leida juhusliku suuruse Z tihedusfunktsiooni fz(z), mille on voimalik
tuletada selle juhusliku suuruse jaotusfunktsioonist Fz(z). Leiame esmalt jaotusfunktsioo-

. Fr() ™ Pz<)=P(X+Y <2)=P(X<2-Y)

Lemma (6) pohjal leiame

P(X<z-Y) :/Oo </Z_yfx,y(ﬂ:7y)dw) dy

—00 —00

s ([ onwa)a= [T ww ([ i) a

- /_ " ) Fx(z—y) dy
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Siin on integreerimisel abiks jargmine joonis:

v

X=z—y

Integraaliteooria tulemuste pohjal (nditeks Fubini-Tonelli teoreemi rakendusena) saab néi-
data, et eelnevat integraali voib diferentseerida z jérgi integraalimérgi all, mistottu saame

9
>
- /_ Fr ) fx(z — y) dy

fz(z) = Fz(2) = (fy(y)Fx(z —y)) dy

Sellega on lemma toestatud. [J

Markus. Eelmises lemmas on voimalik kasutada alternatiivset viisi:
o
fz(z) = / fx(@)fy(z —x)dz, z€R.
—00
(Harjutus lugejale).

Niide 11 Olgu X ~ U(0,1) ja Y ~ U(0,1) kaks soltumatut juhusliku suurust. Leida
Juhusliku suuruse Z = X +'Y tihedusfunktsioon.

Uhtlase jaotuse kohta teame, et kui X ~ U(0,1), siis fx(z) =1 kui 0 < < 1 ja 0 vastasel
juhul. Analoogiliselt ka juhusliku suurusega Y. Eelneva lemma pohjal saame:

f2)= [ T W) fx (e —y)dy

1
=/ &@—yMy
0

Ndieme, et integraali vidrtus on 0 viljaspool loitku [0, 1] (juhusliku suuruse X definitsiooni
tottu), mille tottu huvitume piirkonnast 0 < z —y < 1, mis omakorda samavdidrne piir-
konnaga z — 1 <y < 2.

Integraali leidmiseks vaatame erinevaid véimalusi z muutumiseks y € [0, 1] suhtes.

1) Kui 0 < z <1, siis fz(z) = [, dy = z.

2) Kuil < z <2, siis fz(z) = le—l dy =2 — z.

3) Kui z < 0 voi z > 2, siis fz(z) =0.

Seega,
z, kui 0 < z <1,
f2(2) =R 2—2, kuil< z<2,

0, wvastasel juhul.
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Lemma 11 Olgu X ja Y soltumatud pidevad juhuslikud suurused tihedusfunktsioonidega
fx ja fy. Siis juhusliku suuruse Z = % tihedusfunktsioon avaldub kujul

122 = [ 1ol ) riw) dy

—0o0

Toestus. Kuna X ja Y on soltumatud pidevad juhuslikud suurused, siis vektor (X,Y)
on pidev juhuslik vektor tihedusfunktsiooniga fx y(x,y) = fx(z)fy (y). Leiame juhusliku
suuruse Z jaotusfunktsiooni avaldise. Definitsiooni kohaselt

ro ({2 <2)).

Selleks, et leida vastavat tasandi piirkonda (x, y)-tasandil, on kasulik jagatisest lahti saada.
Siin aga tuleb arvestada, et Y-ga lébi korrutades soltub tekkiva vorratuse méark Y mérgist,
mistottu saame kirjutada

{;(gz}:({Y>0}0{Xng})U({Y<O}ﬂ{XZzY}).

Kasutades niiiid toenéosuse 16plik-aditiivsust (kuna iithend on leitud teineteist vélistavatest
siindmustest), saame

Fz(z) = PIY >0} N {X < 2Y})) + P({Y < 0} N {X > 2V}

Lemma (6) pohjal leiame

PUY > 0} N {X < 2V}) = /</ fxywy)d:E)dy

g ([ s@nwe) dr= [7rcns o

PHY <0}n{X >2Y}) = / (/ fXme)dx>dy

solt/ </ Fx(@)fv(y )d“f> dy—/;(l—Fx(zy))fy(y)dy-

Integraaliteooria tulemuste pohjal (nditeks Fubini-Tonelli teoreemi rakendusena) saab néi-
data, et eelnevaid integraale voib diferentseerida z jargi integraalimérgi all, mistottu saame

0

f2(2) = Fy(z) = /0 " ufx (o) fr () dy — / yfx(z9) f (4) dy

—0o0

= [ Wity

—0o0

Sellega on lemma toestatud. [J

2.4 Taiendavaid teadmisi kovariatsioonidest ja korrelatsioo-
nidest.

Mitme juhusliku suuruse korral pakub enamasti huvi nendevahelise seose olemasolu. Sageli
on voimalik raskesti moodetavaid juhuslikke suuruseid teiste, lihtsamini voi odavamalt
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moodetavate abil prognoosida voi siis erinevaid juhuslikke suurusi sobivalt kombineerides
riske maandada.

Juhuslike suuruste vahel voib olla nii lineaarseid kui mittelineaarseid seoseid. Naiteks
voivad juhuslikud suurused X, Y, Z olla omavahel seotud vordusega

Z =X?.cos(Y),
mille korral on tegemist mittelineaarse seosega. Samas seos
Z=0,4X-0,6Y

on lineaarne seos. Lineaarseid seoseid on lihtsam uurida ning jargnevas vaatleme neid
ldhemalt.

Lineaarse seose olemasolu kindlakstegemise seisukohalt on téhtsad moéisted kovariatsioon
ja korrelatsioonikordaja. Eelmisest kursusest teame, et 1oplikke dispersioone omavate ju-
huslike suuruste X ja Y kovariatsioon on defineeritud vordusega

cov(X,Y)=FE[(X — EX)(Y — EY)]
ning et seda saab arvutada ka kujul
cov(X,Y)=E[XY] - EX - EY.

Kovariatsioon soltub aga iihikutest, milles me X ja Y vadrtust viljendame. Naiteks kui
me uurime inimese pikkuse ja kaalu vahelist seost, siis tuleb kovariatsioon erinev soltuvalt
sellest, kas kaalu moodetakse kilogrammides voi grammides, samas mootiihikud ei to-
hiks mojutada juhuslike suuruste omavahelise soltuvuse tugevust. Osutub, et itheks heade
omadustega soltuvuse moddikuks on Pearsoni korrelatsioonikordaja.

Definitsioon 11 Pearsoni korrelatsioonikordajaks kahe lopliku dispersiooniga juhusliku
suuruse X ja 'Y wvahel nimetatakse arvu

B cov(X,Y)
PXY = DX DY

Oluline on aru saada, et Pearsoni korrelatsioonikordaja moodab ainult lineaarset soltuvust
(kui hésti on Y vadrtus ldhendatav suurusega kujul aX + b mingi a ja b korral) ning ei
iitle midagi teistsuguste soltuvuste kohta.

Néide 12 Olgu X ~ B(2,3) ning olgu Y = |X — 1|. Otseste arvutustega on lihtne néiha,
et cov(X,Y) = 0 ning seega ka pxy =0, kuid Y on selgelt soltuv X-st (kui X vddrtust
teame, on ka'Y wvadrtus teada).

Kovariatsiooni ja korrelatsiooni tahtsamad omadused (koos varem toestatutega) on kokku
voetud jargnevas lemmas.

Lemma 12 Olgu X, Y ja Z loplikku dispersiooni omavad juhuslikud suurused. Siis keh-
tivad valemid

1. cov(X,X)=DX;

2. cov(X,Y) = E(XY) - EX -EY;
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3. D(X+Y)=DX+ DY + 2cov(X,Y);

D(Y5, Xi) = i, DX+ 2500 > imit1 cov(Xi, Xj);

cov(X,Y) = cov(Y, X).

cove X +8Y,Z) =acov(X,Z) + Beov(Y,Z) Va,p € R;

kui X ja'Y on soltumatud, siis cov(X,Y) =0 ning D(X +Y)= DX + DY.
lcov(X,Y)| < VDX - DY

—-1<pxy <1

© o RS &

pxy =1, kui Y = aX +b mingite reaalarvude a,b, kus a > 0 korral; kui Y = aX +b
negatiivse a korral, siis pxy = —1.

Toestus. Omadus 1 jareldub otse kovariatsiooni ja dispersiooni definitsioonidest. Omadu-
sed 2 ja 3 on toestatud eelnevas kursuses.

cov(X,Y)=FE[(X - EX)(Y —EY)|=EXY)-EXEY]|-FE]YEX|+EXFEY
= FE(XY)—- EXFEY.
Omadus 3 tuleneb dispersiooni definitsioonist ja keskvairtuse lineaarsusest:
D(X+Y)=E[(X+Y - EX — EY)?
= E[(X — EX)?4+2(X — EX)(Y —EY)+ (Y — EY)]
= DX +2cov(X,Y) + DY.
Omadus 4 tuleneb otse definitsioonist, omadus 5 keskvaértuse lineaarsusest. Omadus 6 on

varem toestatud.

Omaduse 7 nditamiseks kasutame teadmist, et dispersioon on alati mittenegatiivne. Seega
kehtib iga reaalarvu a korral vorratus

D(X +aY) > 0.
Summa dispersiooni omadusest saame niiiid
DX + D(aY) + 2cov(X,aY) > 0,
kust kovariatsiooni lineaarsust ja dispersiooni omadust D(aY) = a?DY kasutades saame
DX + a*DY + 2acov(X,Y) > 0.

Kui DY = 0, siis on selle vorratuse vasakul pool tegemist a suhtes lineaarse funktsiooniga
ja see saab olla alati mittenegatiivne ainult siis, kui a kordaja on null ning seega omadus
7 kehtib. Kui aga DY # 0, siis saame valida a = _% (mis minimiseerib vorratuse
vasakul pool olevat avaldist a suhtes) ning saame

cov(X,Y) cov(X,Y)?

DX -2 >
+ DY DY =0,

kust jareldub
cov(X,Y)? < DX - DY.
Sellest vorratusest ruutjuurt vottes saamegi noutud vorratuse.

Omadus 8 tuleneb niitid otse korrelatsiooni definitsioonist ja omadusest 7. Omaduse 9
toestus jadb lugejale harjutuseks.[].

Seos 6 viidab, et soltumatute juhuslike suuruste kovariatsioon on 0. Vastupidine ildiselt
ei kehti: kovariatsioon voib olla ka 0 siis, kui juhuslikud suurused on soltuvad.
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Naide 13 Olgu (X,Y) jaotustabel jargmine:

AX[-1]0] 1]

Q| ~

0
0
I
3

QS ol

1

Veendu, et X ja'Y on soltuvad, E(XY) =0 ja EX = 0. Seega, cov(X,Y) = 0.
Naiide 14 Olgu (X,Y) thtlase jaotusega ringil raadiusega R, st ihistihedus on

1 C a2 2 2.
ky@w:{ﬂwkm$+y§R’

0, mugal.

Veendu, et EX = EY = E(XY) =0, kuid X ja'Y pole soltumatud.

2.4.1 Juhusliku vektori keskvaartus ja kovariatsioonimaatriks

Eelmises kursuses defineerisime juhusliku valimi 1&bi juhusliku vektori (X7, Xo,..., X,)
soltumatute elementidega, kus iga element X; vastab antud valimi iihele elemendile. Né&i-
teks, kui uuritavaks tunnuseks on inimese palk, siis on X5 valimisse sattunud 5. inimese
palganiitaja. Kuna inimese sattumine/mittesattumine valimisse on juhuslik, siis ka pal-
ganditaja on juhusliku loomuga. Viienda inimesena voib sattuda iikskoik milline inimene
vaadeldavast tildkogumist ja seega ka viienda inimese palk X5 on juhuslik suurus. Kui
inimeste valik toimub iiksteisest soltumatult, siis ka komponendid X; ja X;, ¢ # j on
soltumatud.

Sageli uuritakse statistikas valimielemente iihe tervikuna, st moodustab vektor
X = (X1, Xo,..., X,)T n-méstmelist juhuslikku suurus, kus siimbol 7" tdhendab transpo-
neerimist. Edaspidi defineerime juhusliku vektori keskvéértust ja kovariatsiooni(maatriksit).

Definitsioon 12 Juhusliku vektori X = (X1, Xo, ..., Xn)T keskvadrtus on vektor
EX = (EX,, EXy,.., EX,)T.

Definitsioon 13 Juhusliku vektori X = (X1, Xo, ..., X,)T kovariatsioonimaatriks (ka
dispersioonimaatriks) on jargmine n X n simmeetriline maatriks:

DX, cov(Xy1, Xo) cov(Xi, X3) ... cov(X1, X,)
cov(Xa, X1) DX cov(Xo, X3) ... cov(Xa, Xp)
D(X) = cov(Xs, X1) cov(Xs, Xo2) DXj5 ..o cov(Xs, Xp)
cov(X,, X1) cov(X,, X2) cov(X,, X3) ... DX,
Definitsioon 14 Juhusliku vektori X = (X1, Xa, ..., X,)T korrelatsioonimaatriks on

jargmine n X n stimmeetriline maatriks:

1 p(X1, X2) p(X1, X3) ... p(X1, Xn)

p(Xa, X1) 1 p(X2, X3) ... p(Xs, Xn)

p(X) = | P(X3, X1) p(Xs, X) 1 e p(Xs, Xn)
p(Xn, X1) p(Xn, X2) p(Xpn, X3) ... 1
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Lemma 13 Kovariatsiooni- ja korrelatsioonimaatriksil on jirgmised omadused:

1. Kowariatsioonimaatriks ja korrelatsioonimaatriks on stimmeetrilised.

2. Kui vektori X = (X1, Xo, ..., Xn)T komponendid on soltumatud, on kovariatsioo-
nimaatriks diagonaalmaatriks ja korrelatsioonimaatriks ihikmaatriks.

3. Kui'® on vektori X = (X1, Xo, ..., Xp)T kovariatsioonimaatriks ja a = (a1, az, ..., an)’

on suvaline n-dimensionaalne konstantne vektor, siis

a'Ya = D(a; X + asXo + ... + a, X;,) > 0.

Toestus. Omadused 1 ja 2 on ilmsed. Kolmanda viite toestamisel kasutame Lemma 12

véiteid 1 ja 3:

1 p(X1, X2) p(X1, X3) ... p(Xy, Xp)
p(X2, X1) 1 p(X2, X3) ... p(Xo, Xpn) | [*
a’Sa = (a1, as, ..., ay) | P(X3 X1) p(X3, X2) 1 s p(Xsy X)) | ] 92
: : : : an
p(Xn, Xl) (Xn, X2) (Xn, Xg) 1
n n
= ZZaiaj cov(X;, Xj) ZaQDX —1—22 Z a;a; cov(X;, X;) Zal
i=1 j=1 i=1 j=i+1

mis on toepoolest suurem voi vordne nulliga. [

Naide 15 Olgu juhusliku vektori (X, Y') jaotustabel jirgmine

(X\Y]o]i]2]
BRERRIE
1
REREA

2 [ &0l

). Leiame vektori (X, Y)T keskvddrtuse ja

l\')\»a

Veenduda, et X ~ B(2,¢) jaY ~ B(2,
kovariatsioonimaatriksi.

Selleks peame teadma cov(X, V) = E(XY) — EX EY, kusjuures

2 2
=3 > iii=
i=0 j=0
Binoomjaotuse keskvddrtus on teada eelmisest kursusest, EX = n-p = % ja BY =1,

millest
1

N —
6

. Jarelikult, vektori (X, V)T keskvddrtus

cov(X, Y) =

Cm}—t
N"H w\H

Samuti DX =np(1—p) = 12 = 2 ning DY =
on (é, DT ja kovarzatszoonzmaatriks on
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2.4.2 Mitmemootmeline normaaljaotus

Lisaks mitmesuguste juhuslike vektorite iihisjaotustele on praktikas viga sageli kasutata-
vaks jaotuseks mitmemo&otmeline normaaljaotus. Toome dra mitmemootmelise normaal-
jaotuse definitsiooni.

Definitsioon 15 Juhuslik vektor X = (X1, Xa, ..., Xn)T on mitmemaootmelise normaal-
jaotusega, kui tema tihedusfunktsioon avaldub kujul

1 Lo " )
)= ——exp| —=(x — X (x — ,
fx(x) Tos P ( 5(@—n) (z — )
kus @ = (x1,...,x5,) € R™, p € R™ ja X on n x n simmeetriline positiivselt poolmddaratud

maatriks. Vektor p ja maatriks 3 on mitmemootmelise normaaljaotuse parameetrid ja
nende parameetritega mitmemaootmelist normaaljaotust tihistatakse N(p, X).

Mairkus. Uhemootmelisel juhul oleme normaaljaotuse teiseks parameetriks kasutanud ju-
husliku suuruse standardhélvet, néiteks X ~ N(u, o) (opikus Pérna, 2013). Sageli kasu-
tatakse teise parameetrina juhusliku suuruse dispersiooni X ~ N(u,o?) (6pikus Traat,
2006). Mitmemootmelise normaaljaotuse tdhistuses on siiski levinum teine variant, ehk
teise parameetri rollis on kovariatsioonimaatriks 3:.

Naiaide 16 Kahemootmeline normaaljaotus. Vaatleme kahemootmelist juhusliku vek-
torit (X, Y)T. Olgu p = (p1, p2)” ja

2
¥ = <% ”fy>
- 2 )
Ozy Oy

kus 02 = DX, 07 = DY ja 04y = cov(X, Y). Siis

2
2] = 0202 — (0ay)? = 0207 (1 _ (z) ) — 2021 ),

Ozy
Op0y

1 P
2 1 _
sl _ 1 oy —Ozy\ 1 o2 o2oy
T 5252 _ 2 \—o o2 ) T 12 \--2 L
020y (O':Uy Ty T P o0y crg

Seega kahemaodtmelise normaaljaotuse tihedusfunktsioon on

kus p = on korrelatsioonikordaja X ja'Y vahel. Leiame veel péordmaatriksi X1 :

_ 1 1 (x—m)*  2p(x —m)(y —pa) | (y—p2)’
flay) = 2ro0y/1 — p? “rp [2(1 - p?) ( o2 020y + o2 ﬂ '
(2.1)

Eelnevast teame, et kui kovariatsioon kahe juhusliku suuruse vahel on 0, siis ei tdhenda
see veel juhuslike suuruste soltumatust. Kill aga kehtib vastupidine seos: X ja Y on
soltumatud, siis cov(X, Y) = 0. Mitmemootmeline normaaljaotus on selles mottes eriline:
vaide kehtib moélemas suunas (vt. jirgmist lemmat).

Lemma 14 Mitmemootmelise normaaljaotusega vektori X = (X1, Xa, ..., Xn)T kompo-
nendid on soltumatud parajasti siis, kui nendevahelised kovariatsioonid (cov(X;, X;), j #
j) on koik nullid. Kovariatsioonimaatriks on sel juhul diagonaalne (viljaspool peadiago-
naali on koik nullid).
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Toestame loengul kahemootmelisel juhul.

Mitmemootmelise normaaljaotuse lisaomadused:

1. Soltumatud normaaljaotusega juhuslikud suurused moodustavad mitmemdootmelise
normaaljaotusega vektori (kovariatsioonimaatriks on diagonaalne).

2. Olgu X ~ N(u, %) ja D : [ xn maatriks astakuga [ < n ningolgu Y =D X : [ x1
(juhuslik vektor, mis on saadud elementide X; lineaarsete kombinatsioonide abil).
Siis Y ~ N(Du, DEXDT).

Sellest omadusest jarldub:

(a)

(b)

Kui D = d = (di,da,...,dn) : 1 x n reavektor, siis Y = dX = >, d;X;.
See tdhendab, et mitmemootmelise normaaljaotuse korral vektori elementide
lineaarne kombinatsioon on samuti normaaljaotusega.

KuiD =d = (di,ds, ...,d;, 0,0, ...,0) : 1xn, mille esimest k komponenti erineb
nullist ja iilejddnud on nullid, siis Y = dX = Ele d; X;. See tdhendab, et
mitmemootmelise normaaljaotuse korral vektori elementide suvalise alamhulga
lineaarne kombinatsioon on samuti normaaljaotusega.

Saame alati valida D nii, et see "votaks"vektorist X suvalise alamhulga ele-
mente, niiteks kui X = (X1, X2, X3)7 ja

100
D‘(o 1 0)’

siis Y = D X = (X1, X2)T. See tihendab, et mitmemdotmelise normaaljaotu-
sega vektori suvaline alamhulk on samuti normaaljaotusega.

2.5 Kolm tahtsat pidevat jaotust statistikas ja seosed nende
vahel

Jérgnev peatiikk pohineb opikul Traat (2006) ja kisitleb x2-, t- ning F-jaotust. Nendel
jaotustel on téhtis roll vahemikhinnangute leidmisel ja hiipoteeside kontrollimisel. Seetot-
tu uurime siin neid jaotusi pohjalikumalt kasutades eelnevalt saadud teadmisi pidevate
jaotuste kohta.

2.5.1 x*-jaotus (Hii-ruut-jaotus)

x2-jaotust kasutatakse vahemikhinnangute ja hiipoteeside kontrolli iilesannetes, mis on
seotud iildkogumi dispersiooni- voi standardhilbega. Samuti on sel téhtis roll nn ¢-jaotuse
moodustamisel (vt. jirgmine alampeatiikk). Osutub, et ka moned ndhtused on samuti
hii-ruut jaotusega:
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HIVi nakatumise vanuse jaotus Alkoholi tarbimise jaotus

il =
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=] T T T T T T T T Sl | | ‘ : ‘
0 10 20 30 40 50 &0 70 0 5 10 15 0 22
Vanus Liitrid

Definitsioon 16 Juhuslik suurus X on hii-ruut jaotusega parameetriga (ka vabadusast-
mete arvuga) f, X ~ x2(f), kui tema tihedusfunktsioon avaldub seosega

[SIE

f(z) = ks le , >0, (2.2)

N

_ 2=
kus k = D)

jaT(y) = [y t~ e tdt,y € RY on gammafunktsioon.

on normeeriv konstant, vabadusastmete arv f € N on jaotuse parameeter

Teadmiseks, et ['(y) = (y — )I'(y — 1),y > 1 ning I'(1) = 1 ja I'(3) = /7.

Jérgmisel joonisel on toodud x2-jaotuse tihedusfunktsioonid erinevate parameetri f viiir-
tuste korral. Paneme téhele, et parameetri viadrtuse kasvades muutub tihedusfunktsioon
"stimmeetrilisemaks".

Hil-ruut jaotuse naiteid

L
[ I
=
(]
o
2 df=1
ci=5
o dr=10
O dr=40
>
= o]
=
L
L
L)
Q —
T T | | T T
0 10 20 an 40 50
X

Lemma 15 FEryguhul, kui f = 1, siis on hii-ruut jaotuse tihedusfunktsiooniks:
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f(#) = ——e% (2.3)
Toestus on harjutus lugejale.

Lemma 16 (Hii-ruut-jaotuse m.g.f. ja esimesed momendid.) Olgu juhuslik suurus X hii-
ruut-jaotusega, X ~ x2(f), f > 0. Siis juhusliku suuruse X momente genereeriv funkt-
st00M 0N

1
Mt)=1-20)7172 t< 5 (2.4)
ning keskvdadrtus ja dispersioon on vastavalt

EX = f, DX =2f.

Toestus. Juhusliku suuruse m.g.f. tuletuskéik on 4. praktikumi iilesanne. Jaotuse momen-
did on leitavad valemist:

d*M(t)
k _
EX = T‘tzo.
Keskvaartus:
BX = M)y = ~ta -2t = qa-aw i =g
t=0 2 0 =0 :
Dispersiooni saame avaldisest DX = EX? — (EX)?,
BX? = M0 o= 1 (- -1) (-2 72| =gy
t=0

millest DX = f24+2f — f2=2f.0

Rakendusiilesannetes laheb edaspidi vaja hii-ruut-jaotusega juhusliku suuruse taiendkvan-
tiili vaartuseid. Tuletame meelde siinkohal pideva juhusliku suuruse tdiendkvantiili mois-
tet:

Definitsioon 17 Arvu q, nimetatakse pideva juhusliku suuruse a-tdiendkvantiiliks kui
kehtib jdargmine seos:
P(X > q,) = . (2.5)

Taiendkvantiili moistet iseloomustab ka jargmine joonis:

Yl
Lisas A on &ra toodud hii-ruut-jaotuse taiendkvantiilide tabel levinute « vaartuste korral.

Lemma 17 Suure f korral on hii-ruut jaotus lihendatav normaaljaotusega:

X2(f) = N(f,\/2f).
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Teoreem 3 (Hii-ruut-jaotuse aditiivsus.) Olgu X1, Xo, ..., X,y soltumatud juhuslikud suu-
rused jaotusega vastavalt x*(f1),x*(f2), -, X*(fn). Siis

Y =3 Xi~ (Y fi)-
=1 i=1

Toestus Kasutame Y momente genereerivat funktsiooni, millest soltumatust arvestades

saame
My (t) = Be"Y = Ee! X% = Bet™1 . getXe .. BelXn,
Kuna ]
Xi v 2(fi) = Bt = (1 —20) 1%t < 5
siis

My (t) = (1 -2t~ 252 ¢ < %

Saime x2?(3_ f;) momente genereeriva funktsiooni, seega
n
Y ~x*Q_f). O
i=1

Teoreem 4 (Hii-ruut-jaotuse seos standardse normaaljaotusega.) Kui Xy, Xo, ..., X, on
soltumatud juhuslikud suurused, kus X; ~ N(0,1), i =1,...,n, sis

D X7 ~XP(n), (2.6)
=1

S (X - %)~ P (n - 1), (2.7)

=1

v 1
kus X = 250 X;.
Toestus. Esmalt leiame tihe komponendi Xi2 jaotuse. Alustades jaotusfunktsioonist, saame

Fxa(x) =P(X} <x)=P(—z < X; <Vr) = (Va) - ®(—Vz), >0

millest

kus ® on normaaljaotuse N(0,1) jaotusfunktsioon. Teame, et tihedusfunktsioon on jao-
tusfunktsiooni tuletis. Pidades silmas liitfunktsiooni diferentseerimise reegleid, saame

dFx2(x) 1 1
fxz(z) = 27; = 2¢(\/5)m = oz e x>0,

kus ¢ on normaaljaotuse N (0, 1) tihedusfunktsioon. Seose (2.3) abil veendume, et tulemus
on hii-ruut jaotuse tihedusfunktsioon vabadusastmete arvuga 1,

X7~ xP(1).

Teoreemile 3 toetudes olemegi toestanud esimese véite (2.6).
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Vaatame niiiid teist védidet kujul

n

Y (Xi-X)?= anxf —nX2. (2.8)
=1

i=1
Kuna E(y/nX) =0 ja D(y/nX) = 1, siis
VnX ~ N(0,1).
Tuginedes eelnevale saame B
nX? ~ x(1).

Niiiid on avaldises (2.8) kahe hii-ruut jaotusega juhusliku suuruse vahe, mis aga ise ei
pruugi olla hii-ruut jaotusega. Vaatame soltumatute komponentidega vektorit

X = (X1,X,..., Xp)" ~ N(0,, 1)),

kus 0,, = EX on vektori X keskvéartus ja I,, = DX on vektori X kovariatsiooni maatriks.
Sellest moodustame uue n-vektori Y = CX, kus C on ortogonaalne maatriks, CCT = 1.
Vektori Y komponendid Y; on normaaljaotusega, sest tegu on vektori X lineaarkombinat-
siooniga. Vastavaks keskvaartusvektoriks saame:

EY = E(CX) = CEX = 0 (vektor),

ja kovariatsioonimaatriksiks, mis defineeritakse seosega DY = C I, CT = I. Saime, et
DY; = 1. Seega Y; ~ N(0,1), Vi, veelgi enam, nad on soltumatud juhuslikud suurused,
sest kovariatsioonid on nullid (tuletame meelde, et mitmemd&otmelise normaaljaotuse korral
tahendab nulliline kovariatsioon juhuslike suuruste soltumatust). Valime C nii, et

c- (ﬁ vz ﬁ),
suvalised

(Maatriksi 2 x 2 korral on see harjutuseks lugejale.) Niiiid

IEXZ
B . X1 ‘/ﬁy2
Y=CX=| Vv Vn ; = _
X, :
Yn

Seega Y7 = ﬁ Y Xi= \/ﬁX . Vaatame summat:
n n
v =vTy =x"c"Ccx =) X7}
i=1 i=1
Kirjutame vorduse (2.8) suuruste Y; kaudu:

ZH:XZ? —nX?%= Zn:Yf ~Y? = zn:yf.
=1 =1 =2

Kuna Y7,Y3, ..., Y, on soltumatud N(0, 1) juhuslikud suurused, siis kasutades seost (2.6)
saame,

n
ZY? ~ XQ(n —-1),
1=2

millega oleme ka seose (2.7) toestanud. [
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Lemma 18 (Valimikeskmise ja dispersiooni soltumatus normaaljaotuse korral.) Kui X;, i =
1,2,...,n on soltumatud normaaljaotusega N(0,1) juhuslikud suurused, siis > ;i (X; —
X)? ja X on séltumatud juhuslikud suurused.

Toestus. Viimasest teoreemist jareldus, et Y7 on soltumatu suurusest Y;, ¢ = 2,3,...,n
ning seega /nX on soltumatu suurusest

zn:Yf = zn:(Xi -X)2 0
=2 =1

2

Jareldus iitleb ka, et valimikeskmine X ja valimidispersioon s on séltumatud normaal-

jaotusega iildkogumi korral. On néidatud, et teiste iildkogumijaotuste korral see omadus
tildiselt ei kehti.

Naide 17 Illustreerimi simuleerimisndite pohjal, et s> ja X on téepoolest soltumatud jao-
tuse N(0,1) korral. Kontrnditena kasutame jaotust Exp(1).

Algoritm:

1. Genereerida iks valim mahuga n = 10 jaotusest N(0,1) ja teine valim jaotusest
Exp(1).

2. Arvutada valimite pohjal keskmised %, i ja dispersioonid s2, s2

.
3. Kanda punkt (Z,s2) iihele graafikule ja punkt (3, 35) teisele.

4. Korrata sammud 1-3 k = 500 korda.

UK genereeritud N(0.1)-st UK genereeritud Exp(1)-st

1.0

-10 -05 00 05

Ndaeme, et normaaljaotusega tldkogumi korral nditab punktipilv soltumatuse mustrit, eks-
ponentjaotuse korral aga mittelineaarset soltuvust valimikeskmise ja -dispersiooni vahel.

Jareldus 3 (Hii-ruut jaotuse seos jaotusega N(u,0).) Soltumatute X; ~ N(u, o) korral
kehtib:

1 n
5 (X = )~ ()
=1

1 « _
— Y (Xi—X)? ~xP(n—1).
=1
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Téestus. Kuna 5 >0 | (X; — p)? = Z?:l(x’;“)2 ja Xi(;“ ~ N(0,1), siis omaduse 3
pohjal on jarelduse 1. seos toestatud.
Edasi

1 n - 1 n - n -
) d(Xi-X) = ) Y (Xi—p—(X—p)*=> (Zi-2),
i=1 i=1 i=1
kus Z; = (X; —p)/o ~ N(0,1) ja Z = 2 3" | Z;. Rakendades om. 3 saamegi jérelduse 2.
vaidet samutigi toestatud. [J

2.5.2 Studenti t-jaotus

Aines "TGen#osusteooria ja statistika I"tutvusime juba selle jaotusega ning kasutasime
t-jaotuse taiendkvantiile usaldusintervallide leidmisel ning hiipoteeside kontrollimisel. Siin
anname jaotuse tdpse definitsiooni ning uurime t-jaotuse seoseid teiste tuntud jaotustega.

Definitsioon 18 Juhuslik suurus X on t-jaotusega vabadusastmete arvuga f, X ~ t(f),
kut tema tihedusfunktsioon avaldub kujul

f(:]:):k(l—i—:jf)f;rl, —00 < x < 00,
kus (f+1)
(L
k=—27_ fe{1,2,...}.
7o) fed }

Jaotus on stimmeetriline 0-punkti suhtes. Vabadusastmete arvu f kasvades ¢(f) — N(0, 1).
Jaotus on eriline f = 1 korral. Vastavat jaotust nimetatakse Cauchy jaotuseks ja sellel ei
leidu momente. Muudel juhtudel on EX = 0. Dispersioon DX = f/(f — 2), ja see leidub
f > 2 korral. Erinevate vabadusastmetega t-jaotusi néeb jargmiselt jooniselt. Mérkame ka
lahenemist jaotusele N (0, 1), kui f kasvab.

N(0.1) ja tjaotuse nditeid

04

03

0.1

0.0
I
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Jaotuse a-taiendkvantiili tdhistame ¢, (f) (vt. jairgmist joonist), mis mérgib vaartust, mille
korral
P(X > ty(f)) = .

0.05-tdiendkvantiilid

04

03
I

0.1

00

Paneme téhele, et Ay < to(f)), kus A, on jaotuse N(0,1) a-tdiendkvantiil. Suure f korral
Aa X to(f)). t-jaotuse taiendkvantiilid on tabuleeritud (vt. Lisa B).

Jargmises teoreemis toestame, et et t-jaotus tekib standardse normaaljaotuse ning hii-ruut
jagatise kiigus.

Teoreem 5 (Seos normaal- ja x*— jaotusega.) Kui juhuslik suurus X on normaaljaotuse-
ga N(0, 1) ning juhuslik suurus Y on hii-ruut jaotusega vabadusastmete arvuga f, kusjuures

X ja'Y on soltumatud, siis

X
Z=—"=~1f).

f

Toestus. Toestuse idee pohineb juba tuttaval avaldisel kahe pideva juhusliku suuruse ja-
gatise tihedusfunktsiooni jaoks. Kui Z = %, kusjuures X ja V on soltumatud ning V on
mittenegatiivne juhuslik suurus, siis

fz(x) = /000 vfx (vz) fy(v)dv. (2.9)

Teame juhusliku suuruse X tihedusfunktsiooni. Siin leiame V = ,/% tihedusfunktsiooni.
Esiteks V2 jaoks saame:
Y
Fyz2(z) = P(? <w)=PY < fr) = Fy(fz),
millest diferentseerimisel argumendi jargi saame tihedusfunktsiooni:

fra(z) = dF‘C/lzx(a:) _ dF;C/l(mfx) ~ A (fao)f.
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Kuna Y ~ x2(f), siis asendades hii-ruudu tiheduse avaldises (2.2) argumendi z korrutisega
fx, saame
fi2(x) = kyal 2 e 1212,

kus k1 on konstant. Niitid V jaoks:
Fy(x) = P(V < 2) = P(V2 < 2?) = Fyn(a?), V >0,

fv(z) = %Fyz(iﬁg) = fr2(z)2x = fe 222D = 2?29,

Asendades teadaolevad tihedused avaldisse (2.9) saamegi integreerimise abil teoreemi toes-

tatud. O

Statistikas omab tdhtsust antud teoreemi jargmine rakendus.

Teoreem 6 (Keskvddrtuse ja standardhdlbe jagatisest.) Olgu X; ~ N(u, o) soltumatud
Juhuslikud suurused, i =1,2,...,n, siis

X —pu _
s/ t(n—1),

bus X = £ 3500 X ja s = (23 Tl (Xa = X)) /2,

Toestus. Anname avaldisele teise kuju:
X—p_ (X - p) Xou)
1
#/VR \/sz X)? \/ 2 (X X)2

Kuna _
X—p

) ~ N(0,1)

ja teoreemi 4 pohjal

siis teoreemi 5 pohjal saame

0

2.5.3 F-jaotus

Veel iiks statistikas tahtis jaotus on F-jaotus.

Definitsioon 19 Juhuslik suurus X on F'—jaotusega vabadusastmete arvudega f1 ja fa,
X ~ F(f1, f2), kui tema tihedusfunktsioon avaldub seosega

kus normeeriv konstant omab kuju
fl/2 f2/2 ( ;f )
F(%)F(%)
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Jaotust kasutame statistiliste otsustuste tegemisel UK dispersiooni/-de kohta:

e vahemikhinnang UK dispersioonile ja standardhilbele
e hiipoteeside kontroll kahe UK dispersiooni vordsuse kohta

e faktoranaliiiis: hiipotees faktori méju kohta

Jargmisel joonisel on toodud F-jaotus erinevate parameetrite korral.

F-jaotus, f; <2 F-jaotus, f; > 2
L g
Fi1,171 Fi3,10
= Fi211 = Fi10,100)
- F(2,100) - F(50,50)
= =
| |
L) [
o | =2
= T T T T T 2 T T T T T
o0 1.0 20 30 0o 10 20 30
¥ ¥

Graafikult ndeme, et
o tihedusfunktsiooni kuju on langev, kui f; < 2;

e kui f; > 2, siis on tegemist {ihemodaalse ebasiimmeetrilise jaotusega;

fo .
fa—27

e dispersioon eksisteerib, kui fo > 4: DX = %.

o keskviddrtus eksisteerib, kui fo > 2: EX =

Jaotuse téiendkvantiilid on tabuleeritud (vt. Lisa C). Osutub, et F-jaotus on vahetult
seotud hii-ruut jaotusega.

Teoreem 7 (Seos hii-ruut jaotusega.) Kui jubuslik suurus U ~ x%(f1) ja V ~ x%(f2) ning
U ja V on soltumatud, sits juhuslik suurus X on F'- jaotusega:

U/h
=V

Toestuse idee. Siin anname ainult toestuse idee.

~ F(f1, f2).

e [eiame TUl tihedusfunktsiooni:

P(;J; <z)=PU < fiz) = Fy(fiz), fo/p (@) = fu(fiz)fr.

e Analoogiliselt leiame TVQ tihedusfunktsiooni.
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e Niiiid kasutame teadmist, et kui Z = %, X 1Y siis

o
f22) = [ utx() v o) v
0
Integreerimise tulemuseks on F-jaotuse tihedusfunktsioon.

O
Jareldus 4 Teoreemist jireldub, et kui X ~ F(f1, f2), siis % ~ F(fa, f1).
Statistikas on tdhtsal kohal teoreemi rakendus valimidispersioonidele.

Teoreem 8 (Kahe valimidispersiooni jagatisest.) Olgu antud juhuslik valim x1, xg, ..., Tp,
jaotusest N(u1,01) ja sellest soltumatu valim y1,y2, ..., Yn, jaotusest N(u2,02). Vastavad
valimite dispersioonid olgu s1 ja sa. Siis

st/ot

s3/03

~ F(TLI - 1,7’L2 - 1),
kus s?, 1= 1,2 on valimidispersioonile s?,i = 1, 2 vastav hinnangufunktsioon.

Toestus on harjutuseks lugejale.
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Peatukk 3

Punkthinnang

Jargnevas peatiikis keskendume statistilisele iilesandele, milleks on iildkogumi parameet-
rite hindamine. Kordame hinnangu omadusi, mis voimaldavad vorrelda iihele ja samale
parameetrile pakutud hinnanguid omavahel. Nii saame pohjendatult valida parima nen-
dest. Lihtsamate parameetrite korral (nagu néiteks iildkogumi keskmine) pole keeruline
vilja pakkuda hinnanguid intuitiivselt. Kuid kuidas seda teha néiteks Gini kordaja korral?
Siinkohal tutvume kolme meetodiga, mis voimaldavad tuletada hinnangut lahtuvalt jaotu-
sest vOi jaotuse momentidest. See tdhendab, et iildkogumi parameetrite hindamisel seame
uuritavale tunnusele vastavusse mudelit, ehk jaotust F. Jaotuse F' kuju voib olla teada
voi mitte, kuid jaotuse parameetrid on enamasti tundmatud ja neid soovitakse hinnata
juhusliku valimi abil.

3.1 Punkthinnang ja hinnangufunktsioon

Meid huvitab tunnus jaotusega F', mis soltub tundmatust parameetrist 6, F' = F'(6). Olgu
antud juhuslik valim @ iildkogumijaotusest F":

x = (x1,22,...,2Tn),
T 1 T
X = (X1,Xs,....X,) , Xi~ F, soltumatud.

Definitsioon 20 Punkthinnanguks parameetrile 0 nimetatakse vddartust, mis arvutatakse
Juhusliku valimi funktsioonina 0 = 6(x). Sama funktsiooni teoreetilisest valimist, 6(X),
nimetatakse hinnangufunktsiooniks.

Inglise keeles on head iseloomulikud sonad nende kahe moiste eristamiseks: estimate —
punkthinnang, estimator — hinnangufunktsioon. Uldjuhul nimetame teoreetilise valimi
funktsiooni statistikuks. Hinnangufunktsioon on selline statistik, mida kasutatakse pa-
rameetri hindamise eesmargil.

Punkthinnang on arv. Hinnangufunktsioon (statistik) on juhuslik suurus. Punkthinnang
on hinnangufunktsiooni realisatsioon antud valimil:

X = x,

0(X) — b(x).

Lithiduse mottes jatame hinnangufunktsiooni argumendi sageli kirjutamata, tema juhus-
likule olemusele viitame rasvase kirjapildiga: (X)) = 6.
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Naide 18 Tootja soovib hinnata tiht titip: kohukeste keskmist kaalu, hindamaks kas tooliin
on oigesti kalibreeritud.
Selleks kaalutakse 20 kohukest ja saadakse andmed:

28.87 25.61 30.88 27.98 26.66 27.15 29.50 27.54 277, 2794
26.42 28.04 28.28 28.49 28.50 24.46 29.11 29.13 27.531 206.25

Empiiriline jaotus

0.30
|

0.20
|

Osalkaal
0.10
1

[ [ | ]

T T T T T T T 1
¢4 25 % 27 28 29 33 0N

0.00
L

Kui eeldada andmetele normaaljaotust N(u, o), siis u on huvipakkuv keskmine kaal, mis
pole teada ja mida tritame saadud valimi pohjal hinnata.

Normaaljaotuse keskvddrtuse hindamiseks voib intuitiivselt valja pakkuda jargmisi hinnan-
quid:

1. walimikeskmine [1; = & = 555.86/20 = 27.793;
mediaan fiy = (2 (10) + ¢(11))/2 = (27.94 + 27.98) /2 = 27.960;
ekstreemsete védrtuste poolsumma fi3 = (z(1)+(20))/2 = (24.46+30.88)/2 = 27.670;

e

karbitud keskmine (jaotuse sabad (10%) on vilja jietud) fiy = Tiarp = (555.86 —
24.46 — 25.61 — 29.50 — 30.88)/16 = 27.838.

Vastavad hinnangufunktsioonid on fi; = X, fi, = (X(0y +X11))/2, 13 = (X 1)+ X(20))/2
ja foy = Tparp. Need on teoreetilised suurused, juhusliku loomuga. Nende abil saame wurida
hinnangute omadusi.

3.2 Hinnangu omadused

Hinnangu omadused on kirjeldatud vastava hinnangufunktsiooni jaotusega. Jaotuse leid-
miseks on mitu voimalust.

1. Analtiitiliselt ja tépselt (tdpne tihedus- ja jaotusfunktsiooni avaldise kuju). Puudus:
saab rakendada iiksnes lihtsatel juhtudel.

2. Ligikaudselt, kasutades astimptootilisi tulemusi (paljude hinnangute korral on toes-
tatud, et valimimahu kasvades nende jaotus ldheneb teatud piirjaotusele, nt. nor-
maaljaotusele). Tuletame siinkohal tsentraalse piirteoreemi:

Olgu X1, Xo, ... soltumatud sama jaotusega juhuslikud suurused, kus EX; = p, DX; =
o (loplik). Olgu Y,, = X1 + Xo + ... + Xy, siis n — 0o kehtib, et
Y, — EY, Y, —
n” e _ In DL o, 1),
DY, Vno
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mis ttleb, et Yy, ~ AsN(npu, /no) = % ~ AsN <u, ﬁ)

3. Statistilise simulatsiooni teel. Oletame, et tahetakse teada 0 jaotust. Fikseeritakse
jaotus F'(0) ja sellest genereeritakse juhuslik valim. Valimi pohjal leitakse punkt-
hinnang (1. Protseduuri korratakse R (suur) korda. Saadakse punkthinnangute
valim é(l), . é(R), mille histogramm hindabki hinnangufunktsiooni 0 jaotust, vali-
mikarakteristikud aga jaotuse parameetreid. Meetodi puuduseks on see, et tulemused

kehtivad ainult konkreetse iilesandepiistituse korral.

Niide 19 Olgu x1,xa, ..., x, juhuslik valim jaotusest U(0,0), kus 6 on tundmatu. Selle
parameetri hindamiseks pakutakse jargmine hinnang:

é:max(xl,xg,...,xn).

Leiame 0 jaotuse (tapsemini deldes tihedusfunktsiooni) nii analidtiliselt kui ka simulat-
stooni teel.

Koigepealt hinnangufunktsioon: 0= maz (X1, Xo, ..., Xp). Antud statistiku jaotust on liht-
ne analiitiliselt tuletada:

FXmaac(x) = P(Xmamgl'):P(Xlg.’L',XQSx,,Xngm)
n
= [P <0) = (R
=1

Diferentseerides saame tihedusfunktsioons,

Xmae () = {FX o (@)} = 0 {F (@)} f(2), (3.1)

kus f(z) = % on jaotuse U(0,0) tihedusfunktsioon, x € [0,6]. Jaotusfunktsioon F(x) on

seega
x

1 t
@ =] a%=g,~ 9

Kokkuvottes saame tipse valemi hinnangufunktsiooni 0 tihedusfunktsiooni jaoks:

Prole) = (0. 32)

Jargmisel joonisel on punase joonega kantud funktsioon fx,...(x) juhul, kui valimimaht
n = 10 ja 0 = 4. Histogramm vastab simuleerimistulemustele, kus r = 10000 korda ge-
nereeritakse 10-elemendiline valim jaotusest U (0, 4) ja arvutatakse saadud valimi maksi-
mum.

Maks. elementide histogramm

1.0 15

05
1

0.0

I T T T 1
20 25 3.0 35 4.0

maksimumid
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Ndieme, et simuleeritud jaotus on sama kujuga, mis sai leitud analiititiliselt.

Kui hinnangufunktsiooni jaotus on teada, siis saab hakata uurima selle hinnangu omadusi.

Definitsioon 21 Hinnang on nihketa kui kehtib: EO = 0, vastasel juhul nihkega, kus nihe
on defineeritud kui B = EQ — 0.

Inglise keeles: nihketa = unbiased.

Naide 20 Toestame, et kui x1, ..., x, on juhuslik valim jaotusest U(0,0), siis
01 = max(xy, ..., ) on nihkega ja 02 = 2-T on nihketa hinnang parameetrile 6.

Alustame hinnangust 05. Sellele vastav hinnangufunktsioon on 0, = 2X = %Z?:l X;.
Arvestades, et X; ~ U(0, 0) ja jarelikult EX; = 60/2, Yi = 1,2,...,n leiame hinnangu 0,

keskvddrtuse:
B =2y x ) =2y px=2y 0
o ni4 l _ni—l l_ni—12_

ehk hinnang 0y on nihketa parameetri 0 jaoks.

Niitid vaatleme hinnangut él, Vastav hinnangufunktsioon on él =max(X1, ..., Xp). Kuna
X; on pidevad juhuslikud suurused, on ka maksmiaalne element pidev. Keskvddrtuse saame
pideva juhusliku suuruse keskvddrtuse abil:

Eb, —/ - fg,(x)dz,

kus avaldis fg (x) jaoks on toodud valemi (3.2) abil. Lihtsa integreerimise teel saame, et

- nb

EO = ——
Or=g777

Seega, on hinnang 6, nihkega hinnang parameetrile 6. Ta hindab tegeliku parameetrit alla.

Jargmisel joonisel on toodud simuleerimistulemused kahe hinnangu jaoks: koigepealt fik-
seeriti parameetri 6 vddartus, 0 = 4 (simuleerimisilesandes on enamasti tegelik parameeter
teada) ja seejirel voeti 10 000 valimit mahuga 10 jaotusest U(0, 4). Iga valimi korral leiti
6, ja 6y vidrtused ( kokku kaks komplekti pikkusega 10 000 vadrtust). Nende histogrammid
peegeldavad 6, ja 0, Jjaotust. Punane vertikaaljoon vastab tegelikule 0 = 4 vddrtusele ning
seda parameetrit hindavad leitud 6, ja 0y védrtused 1gal simulatsiooni sammul.

Teeta1 jaotus Teeta2 jaotus
e~
o™
~
& —_ (=)
£ o g
E ~ © ™
3 2 o
o =
< I T T T 1 e T T T T 1
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Hinnangute keskmine = 3.64 Hinnangute keskmine = 4.01
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Vasakul joonisel ndeme, et ikski vddartus ei tleta parameetrit § = 4, enamus on sellest
vdiksemad. Teoreetiliselt saime samuti, et tegemist on alahinnanguga. Paremal joonisel
aga on 0y vidrtused ja need on hajutatud tegeliku vddrtuse tmbruses ligikaudu vordse
osakaaluga, mis kinnitab teoreetilist tulemust, et hinnang 65 on nihketa.

Hinnangu iseloomustab ka selle varieeruvus ehk dispersioon. Jargmine moiste votab kokku
nihke ja dispersiooni.

Definitsioon 22 Hinnangu 0 ruutkeskmiseks veaks (MSE=Mean Square Error) nimeta-
takse suurust R R
MSE(0) = E(6 — 0)°.

Lemma 19 Ruutkeskmist viga on véimalik esitada jirgmisel alternatiivsel kujul:
~ ~ ~ 2
MSE(0) = D6 + [E(@) - 9} = Hinnangu varieeruvus + (nihe)?.
Toestuses tuleb lahtuda MSE definitsioonist ja on harjutuseks lugejale.

Naide 21 Leiame eelmises ndites molema hinnangu MSE. Kuna hinnanng by on nihketa,
818

MSE(03) = D(05).
Arvestades, et X; ~ U(0, 0) korral DX; = (19—; Vi = 1,...,n ja et X; on soltumatud
Juhuslikud suurused, saame

D(6 ( ZX) nzz 3n'

Hinnangu 6y MSE leiame pideva juhusliku suuruse funktsiooni g(x) keskvidrtusena E(g(z)),
kus g(z) = (z — 0)%:

0 0 nan—1 2
MSE(8:) = Elg(x)] = /O (2 — 0)2f,5, () = /0 (w67 " o = (n+22)9(n+1)

Nieme, et valimimahu kasvades koondub MSE(02) nulliks kiirusega n ja MSE(6y) kii-
rusega n?, ehk kisremini. Koikide valimite korral, kus n > 1 kehtib

MSE(8,) < MSE(8,).
See tihendab, et kuigi nihkega on hinnang 6, viiksema ruutkeskmise veaga.

Jdrgnev joonis iseloomustab MSE molema hinnangu korral. Simuleerimise algoritm on
sama, mis eelmises ndites, kuid nitdd on esimest 100 hinnangut molema komplekti korral
kantud tihele joonisele. Tegelikule parameetrile 8 = 4 vastab horisontaalne joon. Nieme, et
sinised ristid ei tleta horisontaalset joont tihelegi valimi korral (sest tegemist on alahinnan-
guga), kuid punased ringid on hajutatud horisontaalse joone imber (keskmiselt annavad
tegeliku parameetrit 0 = 4). Siniste ristide varieeruvus on vdaiksem kui punaste ringide
oma. Seda tulemust saime ka analiittiliselt.

40



51 ja ég vaartused 100 juh. valimi korral

Valimi nr

Kui iihele ja samale parameetrile on pakutud kaks (voi rohkem) hinnangufunktsiooni, siis
vorreldakse neid sageli jairgmise omaduse abil.

Definitsioon 23 Oeldakse, et nihketa hinnang 6, on efektiivsem kui nihketa hinnang
O kui kehtib: DO, < DBy range vorratusega vihemalt tiihe hinnangufunktsiooni vdadrtuse
korral vastavast parameeterruumist.

NB! Nihkega hinnangute korral kasutatakse vordluseks ruutkeskmist viga.

Eelmises naites on él = max(x1, ..., x,) efektiivsem kui ég = 27 vaatamata nihkele.

Tutvume siinkohal veel iihe tédhtsa hinnangu omadusega.

Definitsioon 24 Oeldakse, et hinnang 6 on maojus, kui V0 € A ja Ve > 0 korral
n—oo

PO@—M>5)——%Q

Mojusa hinnangu korral kontsentreerub vastava hinnangufunktsiooni jaotus valimimahu
kasvades iiha lahemale oOigele vaartusele 6, mis kindlustab, et konkreetse valimi pohjal
arvutatud punkthinnang on oGige vdartuse ldhedal. Siiski jadb eelnev definitsioon iisna
teoreetiliseks ning praktikas kasutatakse efektiivsuse kontrollimiseks alternatiivset esitust.

Lemma 20 Kui kehtivad jargmised tingimused:
1. limy_yoo EO = 0,
2. limy, 00 DO = 0,

siis hinnang 0 on mojus hinnang.

Toestus. Kehtigu tingimused (1) ja (2). Suvalise juhusliku suuruse Z korral (16pliku dis-
persiooniga) kehtib T8ebosevi vorratus:

Z
Kui niiiid votta Z = é, saame

~

. Dé
P(16-E6[>¢) < Z.
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Arvestades tingimusi (1) ja (2), saame
A 0
P(0—-0[>¢) = — =0,n— o0,
€
mis ongi mojususe definitsioon. Seega 6 on mojus hinnang. [

Markus. Lemma 20 tingimused 1-2 saab kokku votta ka jargmise tingimuse abil:

lim MSE(6) = 0.

n—oo

Naide 22 Taéestame, et eelmise kolme ndite hinnangud 01 kui ka 65 on mojusad hinnan-
gud. Selleks kasutame eelmises ndites leitud MSE:
A~ 92
MSE@:) = — —0, n— oo
3n
MSE(8,) U =0, n—
= , n .
! (n+2)(n+1)

Sellest jareldub, et molemad hinnangud on efektiivsed hinnangud.

Kui mo6ni hinnang on leitud, st arvutatud valimi vaédrtuste pohjal, siis on heaks tavaks
leida sellele ka moni tédpsuse néitaja, mis iseloomustaks leitud hinnangu varieeruvust.
Viéga levinud on jargmised tdpsuse naitajad:

~

e hinnangu standardviga: v D@

e hinnangu suhteline viga: V D6 / 0. Hea hinnangu korral jdidb tavaliselt suhteline
viga alla 0,2.

Naide 23 Ndites 18 on leitud, et i1 = & = 27,793. Leiame selle hinnangu suhtelise vea.
Selleks peame teadma hinnangu dispersioont,

2
Dj, = DX = 7.
n
Antud juhul andmejaotuse dispersioon DX; = o2 pole teada, seetéttu hindame o2 valimi
pohjal kasutades vastavat nihketa hinnangut,

1 20
62 =42 = D (zi—7)* ~ 2,137,

n—14
=1

See, et hinnang s> on nihketa parameetrile o2, on ndidatud aines *Tdéendosusteooria ja
statistika I’.

Kokkuvéttes, ﬁ,&l = 2’21(‘;)’7 ~ 0,1069, millest saame hinnangu suhtelise vea:

Dpr,  /0.1069
1Y ~0,0117,
i 27,793

ehk tegemist on tsnagi tdpse hinnanguga.
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3.3 Taasvaliku meetodid hinnangu standardvea leidmiseks

Alati ei onnestu leida hinnangu 6 standardvea /D(6) analiiiitilist kuju. Praktikas on
levinud taasvaliku meetodid standardvea hindamiseks. Meetodid on ligikaudsed, kuid siis-
ki sageli annavad kiillaltki tdpset standardvea vadrtust. Siin vaatleme parameetrilist ja
mitteparameetrilist taasvaliku (= bootstrap) meetodeid.

3.3.1 Parameetriline bootstrap

Olgu valimi z1, x9, ..., x,, kohta teada, et see on périt jaotusest F'(6), kus 6 on tundmatu.
Valimi pohjal leitakse sellele parameetrile # moni hinnang 6, néiteks 0 = 27,96 (néites 18
mediaanil pohinev hinnang).

Edasi kasutades arvutit, genereeritakse nn bootstrap valimeid jaotusest F(27,96) sama

A

mahuga n ning iga bootstrap valimi pohjal arvutatakse bootstrap hinnang 6*:

1. bootstrap valim: =7, x3, ..., z},, punkhinnang éf
2. bootstrap valim: x7, x5, ..., z;,, punkhinnang 605

B. bootstrap valim: z7, z3, ..., x,, punkhinnang é*B

B on tavaliselt suur (néiteks 1000 ja rohkem).

Téhistame 0* = ZB o /B - bootstrap hinnangute keskmine. Siis hinnangu 6 standard-

i=1"1
viga bootstrap meetodil on

— 1 B 2
DOps = ﬁz(egﬂ—e*).

A~

Niide 24 Eelmises ndites leidsime, et \/D(X) = 1/0,1069 ~ 0,327. Mida oskame del-
da teiste hinnangute standardvigade kohta? Kuna nende kuju pole enam lineaarne, siis
analiiitiline tuletuskdik votab aega (pole siiski voimatu!).

Leiame koigi nelja hinnangu standardvead parameetrilise boostrap-meetodi abil. Allpool on
toodud R-i kood valimikeskmise standardvea hindamiseks. hinnangute standardvigu saab
leida analoogilisel teel.

z=c(24.46,25.61,26.25,26.42,26.66,27.15,27.31,27.54,27.74,27.94,27.98,
28.04,28.28,28.49,28.50,28.87,29.11,29.13,29.50,30.88)
k=10000

# Valimikeskmine:

mul=mean (z)
bt_mul=rep (N4, k)

for(i in 1:k){
valim=rnorm(20,mul,sd(z))
bt_mul[i]=mean(valim)

}

sd(bt_mul)
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Programmitoo tulemuseks on 0,328, mis on teoreetilisele tulemusele tisna ldhedal. Hin-
nangute [ia, i3 ja [ia bootstrap-hinnangute leidmiseks voib kasutada vastavalt: median,
(min(z)+mazx(z))/2 ja mean(z,trim=0.1).

Koigi nelja hinnangu (ligikaudsed) tulemused on:

\/Djiy = 0,328; \/Djiy =0,398; \/Djig =0,554; /Djig = 0,334.

Jdrgneval joonisel on hinnangute komplektid iseloomustatud karpdiagrammide abil, millest
on ndha, et toepoolest hinnang [i4 on koige suurema varieeruvusega.:

Bootstrap-hinnangute karpdiagrammid

I
h—— ' —
I
.- T

3.3.2 Mitteparameetriline bootstrap

See meetod erineb parameetrilisest bootstrapist selle poolest, et ei kasuta X jaotust F,
seda polegi vaja teada ega eeldada. On olemas valim mahuga n, mille kohta ei pea teadma,
mis jaotuse klassist see parit on. Endiselt huvipakkuvaks UK parameetriks on 6.

Arvuti abil voetakse olemasolevast valimist bootstrap valimeid mahuga n kasutades lihtsat
juhuvalikut tagasipanekuga.

Iga bootstrap valimi pohjal arvutatakse bootstrap hinnang 6*.

Hinnangu 6 standardviga leitakse analoogiliselt eelmise versiooniga,

— 1 B
Dops =\ g1 2 (% =)

=1

2

Ei tohi unustada, et taasvaliku meetodi abil saab leida vaid ligikaudset standardvea vaar-
tust.
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Naide 25 Lahendame eelmist ndidet mitteparameetrilise bootsrap meetodi abil. Allpool on
toodud vastav R-kood ja karpdiagrammid:

z=c(24.46,25.61,26.25,26.42,26.66,27.15,27.31,27.54,27.74,27.94,27.98,
28.04,28.28,28.49,28.50,28.87,29.11,29.13,29.50,30.88)
k=10000

teetal=rep (NA,k) #wvalimikeskmine

teeta2=rep (NA,k) #mediaan

teeta3=rep (NA,k) # (Mazimum+Minimum) /2

teeta=rep (NA,k) #Kirbitud keskmine (2 min ja 2 maz elementi on dra jietud)
for(i in 1:k){

valim=sample(z, 20, replace=TRUE) #wvalik TGA mahuga 20 esialgsest wvalimist
teetal[i]=mean(valim)

teeta2[i]=median(valim)

teeta3[i]=(min(valim)+maz (valim))/2

teetaq [i]=mean(valim, trim=0.1)

} bozplot (teetal, teeta2, teetal, teetas,

names=c (expression(theta[1]),expression(thetal[2]), expression(thetal3]),
expression(thetal4])),

main="Mitteparameetrilise bootstrap-hinnangute karpdiagrammid")

Mitteparameetrilise bootstrap-hinnangute karpdiagrammid
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3.3.3 Taylori ritta arendus

See meetod on veel {iheks alternatiiviks hinnangu standardvea leidmiseks. Eriti on see
abiks hinnangu omaduste uurimisel teoreetiliselt. Taasvaliku meetodid annavad iihte ar-
vulist vadrtust hinnangu standardvea kohta, Taylori ritta arenduse abil on voimalik saada
analiilituilist kuju hinnangu keskvéértusele ja dispersioonile, kuigi ligikaudselt. Meetod on
tuntud ka Delta meetodi nime all.

Oletame, et huvitume funktsiooni ¢(#) hinnangust g(#). Niiteks meditsiinis on laialt ka-
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sutatav nn Sansside suhe g(p) = %, kus p on omaduse/haiguse A osakaal tildkogumis
(tundmatu). Valimi pohjal saame kill leida nihketa hinnangu parameetrile p, aga mida
oskame sel juhul 6elda hinnangust g(p) = %ﬁ? Kas see on nihketa? Mis on selle standardvi-
ga? Tegemist on mittelineaarse hinnanguga ning teadaolevaid keskvaartuse ja dispersiooni

omadusi rakendada pole voimalik.

Olgu g(é) selline mittelineaarne hinnang, kus 0 ise on md jus hinnang keskvaartusega EO =
0 ja dispersiooniga DO. Idee pohineb hinnangu g(é) arendamisel Taylori ritta tegeliku
parameetri  iimbruses ning selle lineaarosa kasutamises.
Lemma 21 Olgu g(é) differentseeruv ja g'(0) # 0. Lisaks, eksisteerigu maojus hinnang
parameetrile 8, olgu 6. Siis funktsiooni g(é) ligikaudne keskvddrtus ja dispersioon avalduvad
jargmiselt: K R R

Elg(8)] = g(8), D[g(8)] ~ g'()*D[8)].

Toestus. Arendame funktsiooni g(é) Taylori ritta punkti 0 tdmbruses ja votame sellest
ainult lineaarse litkme:

9(0) ~ g(0) + ¢'(6)(6 — 0).

Leiame lineaarlitkme keskvddartuse:
Elg(0)] ~ E[g(0)] + ¢'(0)(E6 — 0) = g(6)

ja dispersiooni:

Naide 26 Olgu antud suur valim w1, ..., T, jaotusest Exp(\). Varasemast teame, et

1 . 1 .
EX; = X ja DX; = 2 1=1,...,n.

Huvitume parameetri A hindamisest.

Kuna % on jaotuse keskvddrtus, siis selle hindamiseks sobib valimikeskmine (tegemist on

maojusa hinnanguga):

1 _
~ =a,
A
millest )
5\ - —.
T

Hinnangu \ keskvidrtuse ja dispersiooni leidmiseks rakendame Taylori ritta arendust.
Siin on 0 = EX, § = X, g(f) = 1/X. Peame teadma veel EO ja DO:

EO=EX=..=X"' jaD0=DX = .. = (nA?)"1 (ise!)
Felnevast lemmast saame keskvddrtuse,

Elg(0)] = 9(0) = - =

jarelikult tegemist on ligikaudselt nihketa hinnanguga.

46



Ligikaudse dispersiooni saamiseks kirjutame esmalt vilja g'(0):

0) =40 =(x = X2, =\
9O =gO|,_,= X, FEYA
Eelneva lemma jirgi D[g(0)] = ¢'(0)2DI6], millest
- 1\
DX H=At — ==,
( ) n\2 n
Seega, hinnang A= % on ligikaudselt mojus hinnang parameetrile \.

3.4 Hinnangu leidmise meetodid

Siiani hinnangu omaduste uurimisel hinnang ise oli ette antud. Naiteks, normaaljaotu-
se keskvédrtuse p hinnanguks kasutamise valimikeskmist z, aga ka mediaani ning muid
hinnanguid. Sageli on voimalik hinnanguid intuitiivselt, kuid on olukordi, kus seda pole
voimalik teha. Kuidas sel juhul toimida? Siin krsuses vaatleme kolme meetodit hinnangute
saamiseks.

3.4.1 Suurima toepira meetod

Suurima toepéra meetod, inglise keeles maximum likelithood method, on iiks kasulikumaid
ja matemaatiliselt ilusamaid meetodeid hinnangute leidmiseks. Samuti on neil hinnangutel
mitmeid héid omadusi.

Definitsioon 25 Olgu antud valim x1, xo, ..., T, jaotusest F(x;0), mis voib olla kas pidev
voi diskreetne. Toepdarafunktsiooniks nimetame avaldist:

Loy = {00 Fe20) oo a,i6). pideval jubad
B p(x1;0) - p(x2;0) - ... - p(xy; 0), diskreetsel juhul,

kus f(x;0) on jaotuse F' tihedusfunktsioon (pideval juhul) ja p(x;6) on jaotuse F' toendo-
susfunktsioon (diskreetsel juhul), 6 € A.

Olgu meil X = (X1, Xy, ..., X;,), X; soltumatud, X; ~ F(x;0), siis L(#) on valimi x=
(1,9, ..., T,) saamise toendosus (diskreetsel juhul) voi juhusliku vektori X tihedusfunkt-
siooni véértus punktis x (pideval juhul) antud 6 korral.

Realiseerunud valimi x korral on suurused z1, xg, ..., z,, teadaolevad arvud ja L(f) on iiks-
nes parameetri 6 funktsioon. Eesmérgiks on leida niisugune 8 véadrtus parameeterruumist
A, et L(0) oleks maksimaalne. Me iitleme, et vastav 6 vaartus on toeparaseim antud valimi
jaoks (st. ka vastav iildkogumi jaotus on toepédraseim antud valimi jaoks).

Suurima toepéra printsiip — toepéraseima iildkogumijaotuse méaramine antud valimi
jaoks.

Definitsioon 26 Vidrtust § parameeterruumis A, mille korral L(0) saavutab maksimaal-
se vadrtuse, nimetatakse parameetri 0 suurima toepdra hinnanguks:

L(0) = max L(6).
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Suurima toepéra hinnangu praktilisel leidmisel on sageli lihtsam kasutada toepéarafunktsiooni
logaritmi. Ténu logaritmi monotoonsusele saavutavad L(#) ja In L(0) maksimumi samas
punktis, st madravad sama suurima toepéara hinnangu.

Definitsioon 27 Logaritmiline téepirafunktsioon on

" In f(x;;0), pideval juhul,
l(@) — lnL(e) — Z’Z_l f( 2 ) p‘ J ‘
Yo Inp(x;0), diskreetsel juhul.

Niide 27 Miindivise. Uldkogumijaotuseks on miindi visketulemuse (vapp, kiri) jaotus,
kus vapi tulemise toendosuseks on p. Olgu eelnevalt teada, et p € {%, %} Olgu meil kaks
vaatlust: 1 = vapp ja o = vapp. Kumb on toeparasem hinnang parameetrile p, kas % vOi
19

1!

Kirjutame vilja toeparafunktsiooni:

1y _ 1 1y _ 1
7) =1 L(7) =15
) > L(i), siis p = % on suurima téepéra hinnang p-le. O

Naide 28 Olgu dldkogumijaotuseks eksponentjaotus Exp(\) ja olgu A = %. Vastav tihe-

dusfunktsioon on

f(z;0) = %e*%, x> 0.

Parameeter 0 olgu tundmatu. Pole raske kontrollida, et 0 on antud jaotuse keskvddrtus.
Olgu meil n = 4 vaatlust jaotusest:

0.322, 0.879, 0.222, 0.012.

Leiame valimi toepdarafunktsiooni

1 ZL:I 1 —1.435
L(@‘Ef(a?u@) on = g€’
ja logaritmilise toepdrafunktsiooni
1.435

() =InL(#) = —4In6 — 3

Nieme, et toepirafunktsioonid on 0 funktsioonid. Molemad funktsioonid saavutavad mak-
simumi samal kohal, sest logaritm on monotoonselt kasvav funktsioon (vt joonist).
Maksimumi leidmiseks leiame tuletise,

d 4 1.435
w0 =5+

Vordsustades tuletise nulliga saame 1(0) maksimumpunkti, mis on ihtlasi parameetri 0
suurima toepdra hinnanguks, 6 = 0.358.
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Toepdra ja log. thepara maksimum

™

1.0

L(6)

\

o8

06

04

Et eksponentjaotus soltub ainult iihest parameetrist, siis oleme koos 6 hindamisega hinna-
nud ka tdldkogumijaotuse

flz;0) = 0.3586_ﬁ, x> 0.

Antud tlesande 4 vaatlust olid tegelikult genereeritud eksponentjaotusest parameetriga 6 =
0.5. Hinnang 8 = 0.358 ei ole eriti tapne, sest vaatlusi oli vihe. [J

3.4.2 Vahimruutude meetod

Seda meetodit kasutatakse parameetri hindamiseks siis, kui tildkogumi jaotuse tihedus-
funktsioon (toendosusfunktsioon) ei ole teada. Teame vaid, et x1,x9, ..., z, on jaotusest,
mille keskvddrtus on parameetri § funktsioon, # € A on tundmatu. Parameetri 6 hin-
damiseks vahimruutude meetodil vaadeldakse vaatluste hélbeid keskvddrtusest u(6) ja
moodustatakse hilvete ruutude summa:

Definitsioon 28 Parameetri 0 vihimruutude hinnanguks nimetatake véadrtust 6 paramee-
terruumis A, mille korral Q(0) omandab vihima vadartuse

Q(0) = minQ().

Naide 29 Kiirendus vabal langemisel. Eset lastakse langeda n korda teatud punktist. Moo-

detakse aja t jooksul libitud teepikkused x1,xa, ..., Ty . Olgu tundmatuks parameetriks 6 va-
02

balangemise kuirendus. Teame, et s = 75~ on teoreetiline teepikkus ehk keskmine teepikkus.
Moodustame
= 02
Q(0) = z;(xi - 7) :
1=

Funktsiooni Q(6) miinimumpunkti leiame diferentseerimise abil:

dQ0) < 0t t?
- ;2(@ -5 )=5)
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Vordsustades tuletise nulliga saame

Ont? 230w 2T
Z i

——_0 = 0=—""""—=—.

Seega vihimruutude hmnang 0-le on
0="". (3.3)
O

Mida oleks vaja teada antud iilesande lahendamiseks suurima toepéra meetodil?

Vahimruutude meetodi iildistus. Olgu z1, x9, ..., T, erinevate jaotustega juhuslike suu-
ruste X1, Xo, ..., X,, vaatlused, kus EX; = p;(0), DX; = o?. Niilid vaatame kaalutud
hélvete ruutude summat

kus \; = 2 on kaalud. Siin laseme suurema dispersiooniga juhusliku suuruse vaatlusel
mojuda viiiksema kaaluga ja vastupidi. Vahimruutude hinnang parameetrile 6 leitakse nii
nagu varemgi (¢) minimiseerimisel.

Sageli pole 0? teada. Kui aga vaatluste dispersioonid avalduvad naiteks iihe tundmatu
0?2 kordsetena, k;o?, kus k; on teada arvud, siis saadav vahimruutude hinnang sisaldab
iiksnes teadaolevaid vaartusi. Veendul!

Naide 30 Kiirendus vabal langemisel. Vaatame ajavahemikke t1,to, ..., t,, mille jooksul
ese ldbis vahemaad x1, T3, ..., x,. Oletame, et vaatluste dispersioonid on vordsed, siis \; =
1. Keskmine teepikkus on igal katsel erinev,

02
EX; = =L,
2

Minimiseerides

i=1
tuletise letdmise ja nulliga vordsustamise abil,

dQ(0) -, 0t
0 Z%% -5

saame kiirenduse vihimruutude hinnanguks:
2
6—9 2ic1 xiz
= .
Zz 1 tz
Erijuhul t; = t jareldub siit hinnang (3.3). Lihtne on kontrollida, et saime nihketa hinnangu
vabalangemise kiirendusele:

Eé 221 lt?EX _221 ltz2
Zz—ltzl Zz lt?

Gt
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3.4.3 Momentide meetod

Olgu X ~ F(0) iildkogumi jaotus ja # tundmatu parameeter. Uldisemalt, olgu @ vektor-
parameeter (01, 60s,...,0;). Uldkogumijaotuse koik karakteristikud (keskviirtus, mediaan,
kvantiilid, momendid jm) soltuvad samuti parameetrist 6. Seega iildkogumijaotuse k-ndat
jarku moment on 6 funktsioon

EX* = 1.(0).

Parameetri 6 leidmiseks momentide meetodil koostatakse vorrandisiisteem,
ur(0) =myg, k=1,2...1, (3.4)

kus
n
f1§ : k
mp — — T
n “
i=1

on valimi k-ndat jarku moment.

Definitsioon 29 Vérrandisisteemi (3.4) lahendit (01,04, . ..,0;) nimetatakse parameetri
0 = (01,602, ...,0;) hinnanguks momentide meetodil.

Lihtne on néha, et my on nihketa hinnanguks py(6)-le. Teades nihketa hinnangut ménele
teisele jaotuskarakteristikule, voime ka selle abil vorrandi koostada. Sageli vordsustatakse
niiteks iildkogumi ja valimi dispersioonid, E(X — EX)? = s?, et siit tundmatu parameeter
avaldada.

Naide 31 Olgu tldkogumijaotuseks U(0,0), st tihtlane jaotus loigul |0, 0], kus loigu ots-
punkt 6 on tundmatu. Jaotuse U(0,0) keskvidrtuseks on 0/2. Olgu antud valim x1,xa, ..., Ty
sellest jaotusest. Valimikeskmise abil moodustame vorrandi

0

z=_,

2

millest 0 = 2% on 0 hinnanguks momentide meetodil. []

Naiide 32 Olgu vaatlused x1,xa, ..., T, binoomjaotusest X ~ B(m,p), kus molemad para-
meetrid on tundmatud. Sellist mudelit kasutatakse avastatud kuritegude arvu kirjeldamiseks
kriminalistikas. Siis on m kuritegude tegelik arv (nditeks kuus, lihtsuse mattes konstantne
eri kuudel), p kuriteo avastamise toendosus ehk kuritegude avastamise mddr) ja x; on avas-
tatud kuritequde arv kuul i. Teame, et binoomjaotuse keskvddrtus ja dispersioon avalduvad
valemitega EX = mp, DX = mp(1 — p). Parameetrite hindamiseks vordsustame EX ja
DX nende nihketa hinnangutega valimist (valimimomentidega):

{ mp =21,
mp(1 —p) = 13 YL, (@ — 2)*.

. P . . . 1 n — 2 = .
Asendades esimese vorrandi teise, leiame —5 > 1" (x; — T)* = (1 — p), millest saame p
hinnangu ja seejarel esimesest vorrandist ka m hinnangu:

T — ﬁ Sy (i — )

b = -
x

m =

’@>\ Kl
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Uhe ja sama parameetri hindamiseks voime erinevate meetoditega saada ménikord iihesu-
gused, aga monikord erinevad hinnangud. Uldjuhul on suurima toepéra hinnangud efek-
tiivsemad kui teiste meetoditega leitud hinnangud.

Naide 33 Olgu tildkogumijaotus antud tihedusfunktsiooniga
X~ f(z;0)=0(1+z)%1 z>0.

Olgu x1, T2, ..., Ty valim sellest jaotusest. Siis valimi logaritmiline toepdrafunktsioon on

n

1(0) = f:m(eu +a) " =06 - (0+1)> In(l+z,).

i=1 =1

Diferentseerides saame
d n -

i=1
millest nulliga vordsustamisel avaldame suurima toepdra hinnangu

R 1 &
Ogr = — In(1 i)
ST n;n( + x;)

Vihimruutude hinnangu leidmiseks on vaja teada, kuidas jaotuse keskvddrtus soltub para-
meetrist 6:

EX —/ xf(x;0)dx = 0/ (14 z)" da.
—00 0

Muutujavahetusega y = 1 + x, saame

EX = 9/1 (y— 1)y tdy = 9(/1 yldy —/1 y~ " dy),

mallest
1

0—1
Niidiid saame kirja panna hédlvete ruutude summas:

EX =

Diferentseerides jouame vorrandini:

" 1 1
2w — ) 5 =,
; @i =z ="

mille lahend on Q(0) miinimumpunkt ja ihtlasi vihimruutude hinnang parameetrile 6:

i n+yrx  1+71
VR = n = —
2

i=1Ti z

I

>

n
_ A . . .
kus & = ===t on valimikeskmine.

Momentide meetodi hinnangu letame, kui vordsustame valimi keskvadrtuse tildkogumi kesk-
vaartusega:

52



Siit, lahendades 0 suhtes, saame
A 14+z
eMM == — .
T

Loppkokkuvdttes, kahe meetodiga joudsime sama hinnanguni, éVR = éMM. Suurima toe-
para meetod andis nendest erineva hinnangu Os. Uldjuhul on suurima toepdra hinnangud
efektiivsemad teiste meetoditega leitud hinnangutest.[]
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Peatukk 4

Vahemikhinnang

Oleme oppinud, et valimi andmetelt leitud punkthinnang on mingisugune arv, mis on
leitud hindamaks tundmatut iildkogumi (voi jautuse) parameetrit. Valimi véértuste va-
rieeruvuse tottu ei lange see tildjuhul kokku tildkogumi voi jaotuse tegeliku parameetriga.
Kuid oskame iseloomustada punkthinnangu tapsust kasutades selleks standard- ja suh-
telist viga. Alternatiivne viis hinnangu esitamiseks on vahemikhinnang, mille abil saame
edastada infot nii punkthinnangu kui ka selle varieeruvuse kohta.

Definitsioon 30 Vahemikku Iy, mis toendosusega 1 — a katab parameetrit 6, nimeta-
takse vahemikhinnanguks (ka usaldusintervalliks) parameetrile 6 usaldusnivool 1 — «.
Vahemiku otspunkte a1(x), az(x) (valimifunktsioonid) nimetatakse usalduspiirideks.

Ingl. keeles: confidence interval (CI).

Kuidas vahemikhinnangut leida. Illustreerime pohiideed jérgmise néite abil.

Naide 34 Tuletame meelde ndidet 18, kus tootja soovis hinnata kohukeste keskmist kaalu,
hindamaks kas téélitn on odigesti kalibreeritud. Oletame, et téoliini juhendist leidis ta, et
lubatud kaalude varieeruvvuseks on o = 1,5g. Juhuslikult voetud 20 kohukese kaalud on
jargmised:

28.87 25.61 30.88 27.98 26.66 27.15 29.50 2754 2774 2794

26.42 28.04 28.28 28.49 28.50 24.46 29.11 29.13 27.31 26.25

Oletame, et saadud andmed on realisatsioonid juh. suurustest X; ~ N(u,0), i = 1,...,20.
Kasutades valimikeskmist on leitud, et i = & = 27,793g. Sellele punkthinnangule vastav
hinnangufunktsioon on X = 13" X, ~ N(p,0/\/n).

Vahemikhinnangu leidmiseks standardiseerime X :

_X-p
Z = NG N(0,1).

Standardsest normaaljaotusest juhusliku suuruse Z ~ N (0,1) kohta teame, et kehtib (veen-
dudal)
P(_)\Q/Q <Z< Aa/?) =1- ,

kus siimboliga Ao o on tihistatud jaotuse N(0, 1) a/2-tdiendkvantiil. Viidet iseloomustab
ka jargmine joonis, kus tdiendkvantiili Ao /o vadrtuse abil moodustatud sinine ala vastabki
toendosusele 1 — a.
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Jaotuse N(0,1) tihedus

R .
= I
RER.
=
A
= ] L]
R (098
g ]
[ ] _ _/_;.k" HHA ¥ 1 ,¥
= : 0055 | J.J|25 |
4 2 0 i 4
X

Normaaljaotuse tabelist leiame, et Aoo2s = 1,96 (veenduda!). Edasi saame:
X—pu
ag/v/n

g — g
= P(-1,96 — <X —p<1,96 —) =
( NG a )
9 X < < 1.96 7 X’)_
v SV
= P(1,96 - + X >pu>-1,9 > +X)=
n n

\/> \/>
_ o _ o
= PX-1,96  ——<pu<X+1,9% - —).
( 96— < +1, \/ﬁ)
Leidsime juhusliku intervalli (soltub juhuslikust suurusest X ). Asendades X valimi pohjal
arvutatud vddrtusega, saame selle intervalli realisatsiooni, mida nimetamegi vahemaikhin-
nanguks.

0,95 = P(—1,96 <

<1,96) =

= P(-1,9-

Kohukese ndite korral oleks vahemikhinnang keskmisele kaalule p usaldusnivool 95% selli-
ne:

o o
I, = (—-1,9- ——<u<z+1,96 - —) =
1,5 1,5
= (27,793 — 1,96 - —;27,793 + 1,96 - —) =

V20
= (27,1356; 28, 4504).

V20

Paneme téhele, et antud vahemiku korral
e keskpunktiks on X, mis on juhuslik;

e vahemiku saame siis, kui liidame ja lahutame sellele A, /2ﬁ, mis on fikseeritud
iildkogumi standardhélbe- ja valimimahuga;

e vahemikhinnangu laius ¢ = 2 - A, /2% on samuti sel juhul konstantne (erinevate

valimite korral (sama mahuga) see ei muutu, muutub vaid vahemiku keskkoht).

Uldiselt voib ka laius ¢ olla juhusliku loomuga, kuid seda vaatleme jiargnevates peatiikkides.
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4.1 Uldist vahemikhinnangutest

Iga vahemikhinnang annab vdartuste hulka mingisugusele tundmatule parameetrile ja see
vaartuste hulk katab tundmatut parameetrit teatud (lisna suure) toendosusega, mida oma-
kordanimetatakse usaldusnivooks 1 — a. Uks voimalik tolgendus usaldusnivoole on jarg-
mine.

Kui oleks voimalik votta jaotusest/ iildkogumist suure arvu B erinevat juhuslikku va-
limit ja arvutada nendelt B vahemikhinnangut, siis oleksid vahemikhinnangud tabanud
tundmatut iildkogumi parameetrit ligikaudu 1 — « juhtudel. Jargmisel joonisel on jaotuse
parameeter p teada (sest tegemist on simuleerimisiilesandega) ning jaotusest on generee-
ritud 50 valimit. Nende pohjal on leitud 50 vahemikhinnangut u-le iihe ja sama eeskirja
ning sama valimimahu korral. Naeme, et enamus nendest tabab parameetri p viartust
(punane punktiirjoon), kuid kolm roosat vahemiku seda ei tee. Jérelikult, on antud niites
usaldusnivoo 1 — a ~ 3/50 = 0, 6.

Vahemikhinnangud 50 juhusliku valimi korral

50

a0 40

20

10

0
|

26 27 K 29 30

Paneme téhele, et vahemikhinnangu laius (¢ = dlemine piir - alumine piir, naites 34 oli
selleks ¢ = 2, /2%) soltub iildiselt jargmistest néitajatest:

1. téiendkvantiili vaartusest (mida korgem on usaldusnivoo 1 — «, ehk tépsus, seda
suurem on taiendkvantiili viértus ja seega seda laiem on vahemikhinnang);

2. uuritava tunnuse dispersioonist (mida rohkem andmed varieeruvad, seda suurem
on dispersioon ja seda laiem on vahemik);

3. valimimahust n (mida vihem andmeid on valimis, seda laiem on vahemikhinnang).

Juhul kui vahemiku laius ¢ on ette antud, nivoo on fikseeritud ning jaotuse dispersioon on
teada, saab leida vajaliku valimimahu. Naites 34 ndem valem jargmiselt vilja:

n = (2Aa/2 . %)2.
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Vahemikhinnangu leidmise iildine algoritm:

e Olgu 0 tundmatu parameeter ning x1, xo, ..., T, juhuslik valim mingist jaotusest F'(9).
e Leiame esmalt punkthinnangu 6-le, é(x) — valimi funtsioonina.

e Paneme kirja vastava hinnangu funktsiooni é(X) ning leiame selle jaotuse (jaotus
soltub Ost).

e Jaotust kasutades leiame punktid by (6), b2(f), nii et
P(b1(0) <0(X) < b)) = 1 - @, (4.1)
kus « on ette antud.

o Kui b;(0), ba(f) on rangelt monotoonsed funktsioonid, siis neil leiduvad poord-
funktsioonid, mille abil saab téendosusavaldise (4.1) teisendada kujule

P(a1(X) <0< ay(X)) =1 - a. (4.2)

e Asendades teoreetilise valimi X realiseerunud valimiga x, saame, et
Iy = (a1(x), az2(x))
on vahemikhinnang parameetrile  usaldusnivool 1 — «.

Mairkus. Matemaatiliselt korrektsem on 6elda, et usaldusvahemik katab parameetrit toe-
ndosusega 1 — «, mitte et parameeter kuulub sinna vahemikku (nii rohutame usaldusva-
hemiku juhuslikkust). Praktilistes rakendustes ei rafagita ometi abstraktsest parameetrist
ega selle katmisest. Viljendutakse sisukeskselt, néiteks, 95% toendosusega on huvipakkuv
kaal 24,14 kuni 28, 45g.

4.2 Vahemikhinnang normaaljaotuse keskvaartusele

Olgu antud valim normaaljaotusest, z1, x2, . . .,z < N(u,0), kus g on tundmatu. Tahame
leida p vahemikhinnangut I,,.

Teoreem 9 (vahemikhinnang jaotuse N(u,o) keskvéirtusele) Kuivalim on normaal-
jaotusest N (u, o), siis kahepoolne usaldusvahemik parameetrile p usaldusnivool 1 — « on

I, =%+ AQ/Q%, o teada, (4.3)
I,=z+ 7506/2(f)i o tundmatu, (4.4)

\/ﬁ?

kus s on wvalimi standardhilve, o /o ja to/2(f) on vastavalt jaotuste N(0,1) ja t(f) «/2-
taiendkvantiilid, f =n — 1.

Toestus.
Maérgime, et to(f) — Ao protsessis f — oo, sest t-jaotus laheneb jaotusele N(0,1).

Vahemikhinnangu saame ildisest algoritmist, mis on kirjeldatud punktis 4.1.
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Votame punkthinnanguks valimikeskmise i = . Vastava statistiku korral kehtib

1 <& o2
X==Y X;~N(u, —
n; i (e, n)7
X—p
o/\/n

Leiame jaotuse N (0, 1) tdiendkvantiili A,/ (nt tabelist), siis kehtib

~ N(0,1). (4.5)

P(_)‘a/Q < < )\a/g) =1- o, (46)

X—pu
o//n
millest sulgude sees teisendades (toendosus ei muutu) saame

o - o
1-— = P(-dyp—=<X—-—pu<Apn—
o ( a/2 NG K a/2 \/ﬁ)
_ g — g
= P(X — )\a/gﬁ < 1% < X + )\a/gﬁ).
S_aime juhuslikud usalduspiirid, mis katavad parameetrit p toendosusega 1 — . Asendades
X = 7, saame usaldusvahemiku I, kujul (4.3).

Teise seose toestus on analoogiline. Vétame i = . Kuna X-statistiku normeeritud kujus
(4.5) on o tundmatu, kasutame tema hinnangut s = (25 > 7" | (X; — X)?)1/2, Saadud
juhusliku suuruse jaotus on meil teada Teoreemist 6,
X—p
s/\/n

Leiame tabelist ¢, /5(f), mille abil saame kirjutada:

t(f), f=n—1. (4.7)

P(—tua(f) < X/‘wﬁj <top(f)=1-a. (48)

Teisendades sulgude sees toendosust muutmata saame
s
Vn
- s

:HX—%MM—D¢E<M<X+%ﬂm—n

Asendame statistikud s ja X viirtustega valimist (s ja X), saame usaldusvahemiku I "
kujul (4.4).0

1 —a=P(~tqp(n—1) <X—u<ta/2(n—1)—):

4.2.1 Uhepoolsed vahemikhinnangud

Praktikas tekib monikord vajadus iihepoolsete vahemikhinnangute jarele (a; = —oo voi
as = 00).

Toendosuslike vaidete kirjapanekul piirdutakse sel juhul vaid ihepoolsete vorratustega,
mis toob kaasa «/2-tdiendkvantiili asendamise a-téiendkvantiiliga.

Néiteks véitest _
X —p
Pl—=< X | =1—-
(o/ﬁ “) @
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saame usaldusnivool 1 — a tthepoolse usaldusvahemiku (ndgidata iseseisvalt!)

o
V'
Juhul kui 7, = (27, 65; 00) on leitud usaldusnivool 1 —a = 0,99, siis voib seda tolgendada
jargmiselt: toendosusega 99% on keskmine kohukese kaal suurem kui 27, 65¢.

I, =(Z— X\ 00).

4.3 Vahemikhinnang normaaljaotuse standardhalbele ja dis-
persioonile

Analoogiliselt keksvédrtusega saame konstrueerida vahemikhinnangut dispersioonile ja
standardhélbele. Jairgmine teoreem annab vastavat eeskirja normaaljaotuse korral.

Teoreem 10 (vahemikhinnang jaotuse N(u, o) dispersioonile ja standardhilbele)
Olgu w1, T3, ..., Ty, juhuslik valim normaaljaotusest N(u,o?). Siis dispersiooni o
vahemik usaldusnivool 1 — a on

usaldus-

L2 = (k}s? k3s%)
ja standardhdlbe o usaldusvahemik on
Iy = (K18, kas),

kus

P o
N R BN 1 U

ja qa(t) on X2(f)-jaotuse a-tdiendkvantiil.

T&estus. Votame o punkthinnanguks 62 = s2

1 _
2 o 2
s-n_IZ(XZ X)?,

=1

ning uurime vastavat statistikut.

kus X; ~ N(u,0?%) on sdltumatud juhuslikud suurused. Arvestades Jirelduse 3 tulemust,

1 « _

S XP ), fmne
=1

saame

s ~x2(f)-

Kasutades jaotuse tdiendkvantiile g, /o(f) ja q1—a/2(f) kehtib véide

o2

P@-ajalf) < 1387 < aopalF) =1~

millest
P(f8*/qa)2(f) <0 < 8% )q1_ap(f)) =1 — .
Asendades s? tema arvulise viiirtusega s?, saame usalduspiirid dispersioonile. Vattes ruut-

juure vorratuse koikidest pooltest toendosus ei muutu. Nii saame usalduspiirid ka standard-
hélbele (samal usaldusnivool 1 — ). O

Paneme téhele, et standardhélbe o korral oskasime esmalt leida usaldusvahemiku tema
funktsioonile 2, millest saime otsitava usaldusvahemiku o jaoks. Mérgime, et kui n on
véike, siis I 2 on viga lai.
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4.4 Vahemikhinnang normaaljaotuse keskvaartuste vahele

Sageli tahetakse vorrelda erinevate gruppide keskmisi. Néiteks, kas keskmine viljasaak
hektari kohta {ihes maakonnas erineb keskmisest teises maakonnas? Leitakse juhuslikult
valitud farmide keskmised viljasaagid T ja y. Kui need erinevad, kas see viitab siis tegelikule
maakondade erinevusele voi on erinevus tingitud valimi juhuslikkusest? Ulesandeks on
hinnata vahet p1 — po. Kui I, _,,, asub tervenisti reaaltelje positiivsel poolel, on p1 > po.
Usaldusvahemik annab voimaliku erinevuse suuruse (usaldusnivool 1 —«). Kui I,,, _,,, asub
tervenisti reaaltelje negatiivsel poolel, saame viita, et p1 < po. Kui I, ,, sisaldab 0, ei
saa vaita, kumb vaartustest p; voi uo on suurem.

Siin tuletame vahemikhinnang keskvaartuste vahele normaaljaotuse korral. Esmalt aga
tuletame hinnangu normaaljaotuse dispersioonile suurima toepéra meetodil (ldheb hiljem
vaja).

Lemma 22 Olgu antud kaks soltumatut valimit x1, 2, ..., Tn, J6 Y1,Y2, - - ., Yn, vastavalt
normaaljaotustest N (pu1,0) ja N(p2,0), ehk jaotuste standardhdilbed on vordsed. Sel juhul
nihketa hinnang jaotuse dispersioonile o kahe valimi pohjal suurima téepdra meetodil on
kugul

5 (n1—1)s2 + (ng —1)s3

= . 4.9
5 ni+ng —2 ( )

Toestus. Kahe valimi {ihiseks toeparafunktsiooniks on

L(,ulv M2, 02) - L(,U’lv 02) . L(M?) 0-2)7
mis normaaljaotuse tihedusfunktsiooni valemit kasutades saab kuju:

1

2 _ -1 Q(IJ' s )
L(MI7M27J ) a (27To'2)(n1+n2)/2 e 27 o ’ (4'10)
kus
ni n2
Qu1, p2) = [Z(mz —m)® 4+ (i - M2)2]
i=1 i=1
Seosest (4.10) saame logaritmilise toeparafunktsiooni
ny+n
U, p2, 0%) = —%m(%aa ~ 552 Q1 p2). (4.11)

Viimase diferentseerimisel ja seejérel nulliga vordsustamisel saame vorrandisiisteemi:

ol 1 O
T 1 —5 2(x; — -1) =0,
ol 1 <
25— 1 53D 2y —m)(=1) =0,
32
auz 20 i1
ol ) ni+no 1 .
80'2 s ) 27TO'2 T+ ﬁ Q(/‘L]J/’LQ) =0.



K2 =Y,

~2 Q(p1, p2) _ 1 - o 2 - L 2
P e ) o - pe)?). (4.12)
Arvestades vordusi
3=+ Y(a — 72), (4.13)
s3 = 1 (v — 77), (4.14)

saame 62 esitada valimidispersioonide abil:

o (=15t (np— )5}
ni + n9

Kuna Esz2 = o2, siis
ni+ng—2 ,
—0".

n1 + no

Eo? =

Eelnevat arvestades saame nihketa hinnangu dispersioonile o2 kujul:

2 (m—1Dsi+(n2—1)s3
ni+ng —2

; (4.15)

mis ongi teoreemi vaide (4.15). OJ

Saadud tulemuse abil on niiiid lihtne ndidata jargmise teoreemii kehtivust.

Teoreem 11 (I,,_,, + kindlate eeldustega dispersioonide kohta) Olgux1,x2,...,zp,
valim normaaljaotusest N(ui,01) ja sellest soltumatu valim y1,ya, ..., Yn, normaaljaotu-
sest N(u2,02), siis usalduspiirideks keskvadrtuste vahele on

[ 2 2
Ly =T — 9% Aypo %+%, kui 0%, o3 on teada (4.16)

ja
- L1 S 2 9 o
Iﬂl—uzzx_yita/2(f)5 n71+n72’ kuioi =03 =0
on tundmatu, (4.17)
kus ni A Y ng L 7)\2
&2 — 2 i (@i —%)" 4+ 322 (Y — 9) 7 F=ni+ny—2.

ny+ng —2

Tdestus. Votame 1 — po punkthinnanguks # — §j. Vaatame statistikut X — Y. Siin

_ 1 &
X = n— ZX“ ]C'LLS XZ ~ N(,Uflao-%)v

L

_ 1 &2
Y = @ZY%’? kus Y; ~ N(p2,03),

i=1
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E(X_Y)::u’l_/'b%

2 2
DX-V)=224+22
ni no

Téhistades d = 07 /n1 + 03 /ny, vaatame jirgmist normeeritud statistikut

X =Y — (1 — p2)
Vd

~ N(0,1).

Seega

XY — (11— po)
Pl —Xyp < < Ay =1—-aq,
( /2 \/g /2

millest

P(X =¥ = AapVd <=y < X =¥ + AappVd) =1 -0,
kust saame usaldusvahemiku 7, _,, teoreemi 11 esimese juhu jaoks.

Kui 02 = 05 = 02, kuid tundmatu, siis kasutame Lemmas 22 saadud nihketa hinnangut
o2-le kahe valimi pohjal,

. \/ S (X = X2+ Y (Y- V)

ny+ng — 2
Seega statistiku kuju tuleb jargmine:
X —Y — (1 — po)

Jagades statistiku (4.18) lugejat ja nimetajat standarthilbega o, saame selle viia kujule:

(4.18)

(X—Y—(Ml—u2)>/<0 ,%JF%)

s/o

kus niitid lugeja on normaaljaotusega N (0, 1). Uurime nimetaja ruudu jaotust

Sj _ U%Z?:ll(Xi - X)? + %221(5@ —-Y)?
o2 ny+ng —2 '

Vastavalt Jireldusele 3 teame, et lugeja liidetavad on vastavalt x2(n; — 1) ja x%(ng — 1)
jaotusega. Teoreemi 3 jirgi on lugeja x2(n1 + na — 2) jaotusega ning Teoreemi 6 pohjal on
suurus (4.18) t-jaotusega parameetriga ny + no — 2. Saame

X =Y — (1 — po)
1 1
S\/nr t g

kus f =mni + ng — 2. Sellest jareldub vahetult usaldusvahemik I, ,,, teisel juhul. [J

P _ta/2(f) < < ta/Z(f) =1-a,

Eelmise teoreemi véited soltuvad eeldustest o1 ja o9 kohta. Sageli on need praktikas tund-
matud ja on raske otsustada, kas need on iildkogumis vordsed voi mitte. Siis on abiks
jirgmine tulemus, mis ei soltu eeldustest normaaljaotuse dispersioonide kohta. Selle mii-
nuseks on see, et saadud valem on ligikaudne.
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Teoreem 12 (I,,_,, ilma eeldusteta dispersioonide kohta) Olgu x1,za,...,xy, ju-
huslik valim normaaljaotusest N(u1,01) ja sellest soltumatu juhuslik valim y1,y2, . .., Yn,
normaaljaotusest N(ua,02), kus molema ildkogumi dispersioonid on tundmatud.

Siis usalduspiirideks keskvddrtuste vahele usaldusnivool (1 — ) on ligikaudselt

Iln—,uz ~ j_gitaﬂ(f) (4'19)
kus s? ja s3 on valimite dispersioonid ja )
(5 +52)
o _|_ —Z
ni no
F= @ ey | (4.20)
ny—1 no—1

Toestus. Analoogiliselt eelmisele teoreemile moodustame statistiku

X =Y — (1 — p2)
52 2 ’
Va+ g

kus s? on punkthinnangule (4.13) ja s3 on punkthinnangule (4.14) vastavad hinnangu-
funktsioonid. Huvitume statistiku 1" jaotusest.

T —

2 2
Selleks kirjutame T teisel kujul jagades nimetajat ja lugejat suurusega d = % + %,
XY —(p1—p2)
T=—-9 | (4.21)
/51 53
Ty
d

Paneme téhele, et avaldise (4.21) lugeja on jaotusega N (0, 1). Uurime, kas on voimalik

viia nimetaja kujule %, kus Y ~ x%(f). Selleks vaatleme nimetaja ruutu,

L2
—m N (4.22)
o 4 9
ni no

2
31

Y
f

Hii-ruut jaotuse kohta teame, et kui Y ~ x2(f), siis EY = f ja DY = 2f, millest

E(?)zlﬁD(?):;. (4.23)

Tuletame konstandi f vAartuse lahtudes nendest vorranditest. Alustame keskvaartusest:

s? | 83
Y el 1 s 83 1 |
E(f):E m = U§E<nl+n2>:M<nlE( 1)+an(sz)>.
T AT o
Arvestades, et nihketa hinnangute tottu on F(s?) = 0? ja E(s3) = 03, vordub keskvildrtus

E <§> ithega. See kinnitab kiill hii-ruudu olemasolu, kuid ei anna vastust sellele, millega

vordub Y ja millega vordub f. Uurime dispersiooni:

Y S% s% 1 2 2
oo o S S
D(f):D mm ) 22D<;+nﬁ' (4.24)
91 4 92 o o
e T omg (n% + n%) 1 2
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Kuna valimid z1, ..., Zn, ja Y1, ..., Yn, o0 omavahel soltumatud, siis on ka soltumatud hin-
nangufunktsioonid s? ja s2. Peame teadma veel D(s?). Kirjutame s? teisel kujul:

ni

1 = 1
2 _ Z )2 2
81 — nl — 1 ZZl(XZ X) Ulnl — 1Z]_,

kus Z; = Ui% S (Xi—X)? ~ x?(ny — 1) Jérelduse 3 kohaselt. Kasutades hii-ruut jaotuse

dispersiooni (2(n; — 1)), saame

1 ol ot 20t
D(s$=D|o?——2 )| =——2—-DZ = —— .2(n1 —1) = ——.
(s1) ("1 ni—1 1) =12 = e 2TV =
Asendades saadud tulemused vorrandisee (4.24) saame dispersiooni jaoks kuju:
Y 1 ot o4
D(—]= L+ : ) 4.25
(%) EEE (o= e (42
ni no

Kasutades tulemust hii-ruut jaotuse dispersiooni kohta (4.23), saame et avaldis (4.25) peab
vorduma 2/ f. Sellest saame tuletada f:

<o§ 022
ot )
[ = P = - s (4'26)
1 _|_ 2
ni(ni-1) * nz(na—1)

Asendades niitid saadud f avaldise (4.26) vorrandisse (4.22) on voimalik huvilistel tuletada
avaldise juhusliku suuruse Y jaoks.

Saadud avaldis (4.26) hii-ruut jaotuse parameetri f jaoks voib anda reaalarvu. Teame aga,
et hii-ruut jaotuse parameeter peab olema téisarv. Sellisel juhul on voimalik imardada
saadud f vadrtust tdisarvuni. Siiski véiksema f vadrtuse korral saame laiema vahemik-
hinnangu 1, _,,, seega {imardamisele on eelistatavam avaldise (4.26) téisosa votmine.
Molemad manipulatsioonid parameetriga f muudavad juhusliku suuruse Y jaotust. Kuid
on niidatud, et juhuslikk suuruse Y ligikaudseks jaotuseks jéib siiski x2(f).

Toestuse alustasime statistiku 7' (4.21) jaotuse otsimisega. Leidsime, et selle lugeja on
standardse normaaljaotusega. Nimetaja on kujul \KY/ f), kus Y =~ x%(f). Kasutades
Teoreemi 5 tulemus saame, et T~ t(f), kus f on avaldise (4.26) taisosa. Vahemikhinnan-
gu edasine tuletuskiik on analoogiline eelmistele teoreemidele. [

Markused viimasele teoreemile:

e Sulud |a| tdhistavad arvu a téisosa, a € R.

e Eelmine teoreem kehtib molemas olukorras: o2 # o35 ja 02 = 02, seega saab teda

rakendada juhul, kui meil puudub mingisugune teave UK dispersioonide kohta.
e Meetodit f avaldamiseks tuntakse Welch-Satterthwaite nime all.
e R-is saab leida vahemikhinnangut jargmise kéisu abil:
t.test(valiml,valim2,var.equal=FALSE)

voi lihtsalt
t.test(valiml,valim2)
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o 0.1 0.05 0.01
36 47.21 51.00 58.62
37 48.36 52.19  59.89
38 49.51 53.38 61.16
39 50.66 54.57 @ 62.43
40 51.81 55.76  63.69
41 5295 56.94 64.95
42 54.09 58.12 66.21
43 55.23 59.30 67.46
44 56.37 6048  68.71
45 57.51 61.66 69.96
46 58.64 6283  71.20
47 59.77 64.00 72.44
48 6091 65.17  73.68
49 62.04 66.34 7492
50 63.17 67.50  76.15
51 64.30 68.67  77.39
92 6542 69.83  78.62
53 66.55 70.99  79.84
54 67.67 7215  81.07
55 68.80 73.31  82.29
56 69.92 7447  83.51
57 71.04 75.62 84.73
58 72.16 76.78  85.95
59 73.28 7793 87.17
60 7440 79.08 @ 88.38
61 75.51 80.23 89.59
62 76.63 81.38  90.80
63 7775 8253 92.01
64 78.86 83.68 93.22
65 79.97 84.82 94.42
66 81.09 8596 95.63
67 8220 87.11  96.83
68 83.31 88.25 98.03
69 84.42 89.39 99.23
70 85.53 90.53 100.43
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