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1 Sissejuhatus

Definitsioon 1.1 Uldkogum (UK) e. populatsioon (population) - objek-
tide hulk, mille kohta soovitakse vastavalt piistitatud probleemiilesandele saada
informatsiooni.

Definitsioon 1.2 Osakogum (subpopulation) - tuldkogumi alamhulk, mis on
fikseeritud tausttunnuse voi uuritava tunnuse vadrtuste jargi ja mida soovitakse
eraldi vurida. Osakogumi objektid on sama titpi, mis tildkogumi omad (pered
molemas, isikud molemas vms.)

Definitsioon 1.3 Koéikne uuring ehk loendus (census) tihendab andmete
kogumist tldkogumi koikidelt objektidelt, et saada tapset informatsioont tld-
kogumsi kohta fikseeritud ajahetkel.

Definitsioon 1.4 Registrid on kirjete kogumid (andmebaasid) mitmesuguste
tldkogumite kohta: rahvastikuregister, dariregister, hooneregister, vihiregister
jne.

Definitsioon 1.5 Valikuuring (sample survey) on statistiline uuring, milles
otsustused tldkogumi kohta tehakse valimi (ildkogumi iihe osa) baasil. And-
metd kogutakse tiksnes valimilt.

Andmekogumismeetodite vordlus:

e Koikne uuring
" " voimaldab tépset infot UK kohta fikseeritud ajahetkel;

"' toomahukas, kallis;

""" mahukuse tottu kumuleeruvad vead;

"—": mahukuse tottu kogutakse andmeid vaid koige olulisemate tunnuste

kohta (piiratud sisu).

e Register
"+ regulaarselt tdpsustatud andmed aruannete pohjal;

""" registritest saadavad tunnused on fikseeritud registri iilesehitusega;

"1 UK-le vastava ja selle muutusi piisavalt kiiresti kajastava registri

loomine on pikaajaline ja t6omahukas protsess.

e Valikuuring
"4": vaiksem maksumus;
"+ suurem Kkiirus;
"4": operatiivsus (saab korraldada vastavalt vajadustele);
"4+ " laiem rakendatavus (saab kasutada intervjuusid, péevikute pi-
damist jne, mis on sageli raskendatud UK uurimisel);
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"+": suurem tdpsus (viiksema téomahu tottu on voimalik kasutada
korgema kvalifikatsiooniga to6joudu, suurendada andmete fikseerimise
tapsust, rakendada suuremat kontrolli andmete kogumisel ja to6tlemisel);
"-". jaab sisse juhuslik viga, mis on tingitud valimi juhuslikkusest. Seda

viga on voimalik toendosusliku valiku korral hinnata.

Valikuuringute teooria - teadus andmete kogumisest, t66tlemisest, esita-
misest ja analiitisimisest. Tegevus algab probleemiilesande piistitamisest ja
lopeb tulemuste publitseerimisega.

Esimene VU kursus Eestis - 1993.
Valikuuringu teooria pohieesméargid:

e leida koige sobivam valikudisain, mis tagaks voimalikult tdpseid hinnan-
guid parameetritele;

e leida koige sobivam hinnangufunktsioon parameetri hindamiseks;

e leida selline strateegia, mis minimiseeriks hinnangu dispersiooni (juhuslik
viga) ja/voi minimiseeriks uuringu maksumuse;

e leida meetodeid hinnangu nihke ja dispersiooni hindamiseks;
e leida meetodeid muude vigade analiiiisimiseks (néiteks kadu);

e leida voimalusi lisainformatsiooni integreerimiseks (registrite info) hin-
nangufunktsioonidesse, et muuta hinnanguid tdpsemaks, ka kooskolaliseks
muude teadaolevate néitajatega.

Valikumeetodid voivad olla toenéosuslikud ja mitte.

Definitsioon 1.6 Téendosuslikud valikumeetodidh on sellised, kus iga UK
objekti jaoks on teada tema valimisse sattumise (kaasamise) toendosus. Léiheb
vaja ka kahe objekti koos valimisse sattumise toendosust, mis aga i1ga kord pole
tapselt leitav.

Toendosuslikud meetodid jagunevad:

e tagasipanekuta valik — TTA (sampling without replacement); UK iga
objekt saab olla valitud max 1 kord

e tagasipanekuga valik - TGA (sampling with replacement); UK iga objekt
saab olla valimis rohkem kui 1 kord

Objekti valimise viisi jargi jagatakse meetodeid ka tombe- voi loeteluviisi va-
likuteks.
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Definitsioon 1.7 Tombeviist valikuks nimetatakse protseduuri, mille kor-
ral mingi juhusliku katse tulemus otsustab, milline objekt ildkogumist valimisse
tommatakse (nditeks objekti tombamine urnist). Tulemuseks on fikseeritud
mahuga valim.

Definitsioon 1.8 Loeteluviist valikuks nimetatakse protseduuri, mille kor-
ral tldkogumi iga objektio jaoks sooritatakse juhuslik katse, mille tulemus ot-
sustab just selle objekti valimisse votmise. Tulemuseks on enamasti juhusliku
mahuga valim.

Levinuimad toendosuslikud valikumeetodid:

e Lihtne juhuslik valik (Simple Random Sampling). On olemas
TTA ja TGA. Koikidel objektidel on vordne valimisse sattumise toenéo-
sus. Veelgi enam, koik valimid on vordse esinemistoendosusega. Tule-
museks on valim etteantud mahuga n. Tombeviisi valik, kuid on olemas
algoritm, mis teostab loeteluviisi valikut.

e Poissoni valik. Iga UK objekti valimisse kaasamine otsustatakse sol-
tumatult Bernoulli juhusliku suuruse abil, kusjuures igal objektil voib
olla erinev kaasamistoenaosus, m;, 0 < m; < 1. Tulemusena saadud valim
on juhusliku valimimahuga, En = ), m;. Loeteluviisi valik. Juh. val-
imimaht suurendab hinnangute varieeruvust. Vordsete kaasamistoendo-
suste erijuhul on tegemist Bernoulli valikuga.

e Siistemaatiline valik (Systematic sampling). Objektide valimine toimub
fikseeritud sammu tagant loendist, kusjuures esimene valitav objekt
méadratakse juhuslikult. Tulemuse tdpsus soltub objektide paigutusest
loendis. Tombeviisi valik.

e Suurusega vordelise toendosusega valik (Sampling with probabilities
proportional to size). Objektide kaastamistoendosused on vordelised ob-
jektide suurustega. Saavutatakse suurte objektide iileesindatus valimis.
Hinnangute arvutamisel tuleb andmeid erinevalt kaaluda. Tulemusena
touseb monede hinnangute tapsus. Voib olla nii TTA kui ka TGA.
Loeteluviisi valik.

e Kihtvalik (Stratified sampling). UK jagatakse osadeks ehk kihtideks.
Igas kihis rakendatakse soltumatult mingit toenédosusliku valikumeetodit.
Igas kihis arvutatakse parameetrite hinnanguid, neid sobivalt kombi-
neerides saab leida UK hinnanguid. Kihid peavad olema uuritava tun-
nuse suhtes voimalikult homogeensed.

e Klastervalik (Cluster sampling). UK koosneb objektgruppidest ehk
klastritest. Toimub klastrite juhuslik valik. Parameetrid arvutatakse
igas klastris koiki objekte kasutades.
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e Kaheastmeline valik (Two-stage sampling). Esimesel sammul toimub
klastervalik ja teisel — igas klastris toimub objektide juhuslik valik. Klastrid
peavad olema voimalikult heterogeensed.

Empiirilised valikud (mittetoendosuslikud valikumeetodid) - kaasamistoenéo-
susi pole teada; eesmérgiks on saada UK struktuuriga sarnane valim. Pole
voimalik leida arvulisi tdpsusnaitajaid.

Empiirilise valiku meetodid:

e Kvootide meetod (quota sampling). Valimi struktuur méaaratakse
tausttunnuste jargi (sagedus)

e Expertvalik (Expert sampling). Subjektiivset valikut teostab ekspert.

e Tasakaalustatud valik (Balanced sampling). Valik on sarnane kvootide
valikule, kuid valimi strukuuri méaravad mite tausttunnuste osakaalud,
vaid muud néitajad, nt keskmine (vanus).

Markus 1.1 Viimaste aastate jooksul on vilja téétatud mitmeid tasakaalus-
tatud toendosuslike valikumeetodeid (the cube method, Deville an Tille (2004);
local pivotal method, Grafstrom et al. (2012, 2014) ja muud). Tulemusena
saadakse juhuslik valim, milles objektide kaasamistoendosused on teada ja mille
struktuur on UK struktuuriga viga sarnane.

Valikuuringu teooria areng;:

e Kiaer (1897). Valim peab esindama iildkogumit, peab olema iildkogu-
miga sarnane (sobivad juhuslik valik vordsete kaasamistoendosustega voi
tasakaalustatud mittejuhuslik valik).

e Neyman (1934). Artikkel, mis vordleb kiht- ja tasakaalustatud valikut.
Néitas ara, et ebavordsete toendosustega valik (kihtvaliku néitel) voib
kaasa tuua heade omadustega hinnanguid.

e Tanapieva suunad: disaini-pohine teooria (6pime siin) ja mudeli-pohine
teooria (on ka teisi variante).

Erinevused klassikalisest statistikast
Klassikaline statistika:

1. UK on l6pmatu voi abstraktne. Kui ta ongi 16plik, siis valik on tagasi-
panekuga, mistottu valimimaht voib ikka lopmatult kasvada.

2. Juhusliku suuruse Y kditumine on kirjeldatud jaotusega.
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3. Juhuslik suurus koos oma jaotusega annab UK mudeli: Y ~ F(6).
Tahame hinnata parameetrit 6.

4. Juhusliku valimi element y; on juhusliku suuruse Y realisatsioon. Real-
isatsioonid périnevad soltumatult samast jaotusest (ssj)

5. ssj-eeldus lubab leida parameetrile hinnanguid 0 = 0(y1,yss - yn) ja
uurida 6 statistilisi omadusi.

Valikuuringute teooria:

1. UK on reaalne, 16plik: U =1,2, ..., N.

2. TTA valiku korral ei saa valimimaht 16pmatult suureneda.

3. Tunnuse vaartusi yi, ¥, ..., yny voib kiill vaadelda diskreetse iildkogumi-
jaotusena, kus p(y;) = %,Vi, kuid TTA wvaliku korral ei toimu valik igal

sammul samast UK jaotusest.
4. Realiseerunud véértused y; pole ssj (va LJV TGA valiku korral).

5. Uldjuhul valim ei peegelda UK-t, st hindamisprobleemid vajavad teist
lahenemist

6. Hinnangute omadused on maaratud valikudisainiga — valimite toendo-
sustega.

= Teatud mottes on klassikaline statistika vaadeldav VU osana!
LJV TGA valim on nagu klassikalise statistika valim, kus kehtivad klassikalise
statistika tulemused.

2 Valikuuringute teooria moisted ja tahistused

Objekt, element, iihik, indiviid.

Tunnus - uuritav voi taust- ehk abitunnus.

Uldkogum, populatsioon.

Osakogum - UK alamhulk, mis on fikseeritav tausttunnuse voi uuritava tun-
nuse vaartuste jargi.

Loend, freim (frame) - UK elementide loend, mis koosneb UK elementidest
voi nende gruppidest.

Freimi abil peab olema voimalik:

e (1)... valida valimit vastavalt fikseeritud valikudisainile
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e (2)... saada kontakti valitud UK elementidega

Eristatakse kahte liiki UK-meid:

1. sihtkogum (target population) - objektide hulk, mis tuleb uurida lah-
tuvalt statistilisest tilesandest

2. loendile vastav UK (frame population)

Aktuaalne kogum - objektide hulk, mis kuulub nii loendisse kui sihtkogu-
misse.
Valim - aktuaalse kogumi osahulk, mis méarataks statistilise valikumeetodiga.

Loendi voimalikud vead:

e iilekaetus - sisaldab ka UK-sse mitte-kuuluvaid elemente
e alakaetus - ei sisalda koiki UK-sse kuuluvaid elemente

e kordumised - méni UK-i element on kirjeldatud mitmel korral

Naide 2.1 Fttevotete uuringus voib juhtuda, et loend sisaldab tegevuse lopetanud
ettevotteid. Sits on tegemist tlekaetusega. Samal ajal voivad loendist puududa
asja tegevust alustanud ettevotted. Sel juhul on tegemist alakaetusega.

Isekaaluv valim - iihesuguse tahtsusega objektidest koosnev valim, iga objekt
valimis esindab vordse arvu UK objekte. Hinnangute arvutamisel isekaaluvalt
valimilt ei ole objektidele vaja omistada erinevaid kaalusid.

Kadu - valimi osa, mis mingil pohjusel jaab uuringust korvale.

Kao maéar - kao osakaal valimist.

Vastamismaar - vastanute osakaal valimist.

2.1 Hinnatavad iildkogumi parameetrid

Olgu U = {1,2, ..., N} 16plik iildkogum, N UK maht ja y uuritav tunnus.
Sarnaselt klassikalise statistikale tdhistame siingi siimboliga # huvipakkuvat

parameetrit iildkogumis. Naiteid:

e uuritava tunnuse kogusumma (total): t = S°N 4 = 3, v, Kui on
vaja eristada kahe tunnuse kogusummasid, siis lisame indekseid, ¢, voi
t.. Mones kirjanduses kasutatakse vastavalt tahiseid Y ja X;

e UK keskmine (mean): Y =t,/N =t,/ >, 1;

10
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e osakogumi (domain) U; C U osakaal: P; = N;/ N, kus N4 on os-
akogumi U; maht;

e kahe kogusumma suhe (ratio): R=1t,/t, => v/ Dy i

Koik eespool nimetatud parameetrid avalduvad summade kaudu!
Osakogumi Uy jaoks defineerime binaarse tunnuse z, kus

{1 ,  kui e Uyg;
Zi =

0 , muidu.

Osakogumi Uy; maht Ny on tunnuse z summa:
Nomt= Y=
U Uy

ja Uy osakaal P, UK-s on tunnuse z keskmine:

_ t,
Pd:Z:N

Tahtis! Suurem osa valikuuringute teooriast kontsentreerub uuritava tunnuse
summa hindamisele. Kui oskame hinnata ¢,, siis oskame hinnata iildjuhul ka
teised parameetrid, mis avalduvad summa (v6i summade) kaudu.

Isegi tunnuse y dispersiooni on voimalik esitada summade funktsioonina,
1 t2

= ty2 — 1.
N—-1 N

Ulesanne 2.1 Olgu antud kaks uuritavat tunnust UK-s, y ja z. Esitada nen-
devaheline korrelatsioonikordaja uuritavate tunnuste kogusummade kaudu.

1 i 1 )
P S -V = —— |- NY?
=N U(‘% [ g PO

2.2 Valikudisaini karakteristikud

OlguU =1,2,..., N. VU praktikas voib leida mitmeid viise valimi esitamiseks.
Kirjeldame siin kolme nendest.

1) Hulkvalim, s - UK-i osahulk, s € U, elementide jirjestus pole tihtis.
Néiteks, s = {2,5,3} - korduvaid elemente pole! See on koige levinum valimi
esitusviis; kirjanduses kasutatakse enamasti seoses TTA disainidega.

2) Jarjestusvalim, js = {iy,is,...,i},ix € U — valimi elemendid on es-
itatud elemendi votmise jarjekorras; voivad esineda ka kordused. Naiteks:
js = {3,1,5,1}. Kirjanduses kasutatakse seda viisi TGA disainide korral;
praktikas pole TGA disainid viga levinud, kuid teooria on nende jaoks liht-
sam.

11
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3) Vektorvalim, k = (ky, ks, ..., ky), sama dimensiooniga nagu UK, kus k; on
objekti ¢ valikute arv. Juhul, kui k; = 0, siis objekt ¢ pole valimis. Naiteks,
k= (1,0,2,0,...,3). Valimimaht: n = Zf\il k;. Sellist esitust saab kasutada
nii TTA kui ka TGA disainide korral.

Definitsioon 2.1 Juhuslikku vektorit [ = (11, Is, ..., In) nimetatakse valikuvektoriks,
kus I; (valikuindikaator) nditab objekti i valikute arvu (i € U). Valikuvektori
realisatsiooniks on (vektor)valim k.

Paneme tihele, et n = Y.~ I, = 3, I; - valimimaht, mis v&ib olla juhuslik.
Definitsioon 2.2 Valikudisainiks nim. valikuvektori I jaotust:
I~ p(k), p(k) = P(I = k), 32 p(k) =

Toodud definitsioon on matemaatiliseks aluseks teooria arendamisel. Meie
tegeleme selles kursuses nn disainipohise ldhenemisega, kus hinnangute omadused
on madratud valikudisainiga.

Praktikas radgitakse valikudisainist ka kui reeglite kogumist, kuidas valimit
iildkogumist votta. Loppkokkuvottes médrab aga ka reeglite kogum iiheselt
voimalike valimite toendosused ehk valikudisaini.

Disainikarakteristikud on arvud, mis kirjeldavad jaotust p(k). Koige téaht-
samad jaotuse p(k) karakteristikud on tema momendid:

(I;) — esimest jarku moment on objekti ¢ oodatav valikute arv

(I;1;) — teist jarku moment;

(I,) = E(I,)* — (FI,)* - valikuindikaatori I; dispersioon;

Cov(1;, 1;) = Ay; = E(1;1;) — E(1;)E(1;) —valikuindikaatorite kovariatsioon;
A;j = 0 Poissoni disaini korral, muidu A;; # 0.

St

Definitsioon 2.3 Disaini nimetatakse isekaaluvaks, kui E(1I;) = const Vi.
Definitsioon 2.4 Disaini nimetatakse mootuvaks, kui E(I;1;) > 0.

Definitsioon 2.5 Valikudisaini nim. tagasipanekuta disainiks, “TTA, kui
I, € {0,1} Vi, muidu tagasipanekuga, TGA.

Definitsioon 2.6 UK objektii (i = 1, ..., N ) kaasamistoendosuseks m; nimetatakse
toendosust, millega see objekt kaasatakse valimisse antud disaini korral:

m=Plics)=PL;>1)= Y pk).

12
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Naide 2.2 Olgu tegemist viga vaikese tldkogumiga, N = 4, millest voetakse
TTA valim mahuga n = 2. Voimalikud realisatsioonid on loetletud jargmises
tabelis (valimi saamise téendosused p(k) on ette antud):

U |1 2 3 4 5 6. |m

1 1 1 1 0 0 0 |m=06
2 1 0 0 1 1 0 |m=06
3 0 1 0 1 0 1 |m=04
4 0O 0 1 0 1 1 |m=04
p(k) | 0,4 0,1 0,1 0,1 0,1 0,25, pk)=1

Valimimaht: n = Z?Zl m; = 2. Kuidas leitakse kaasamistoendosused m;, i =
1,2,3,47

Nditeks, toendosuse my leidmiseks summeerime koik sellised p(k), milles esineb
1. objekt:
m=0,44+0,1+0,1=0,6.

Ulejiinud ; leitakse analoogiliselt.

Definitsioon 2.7 Objektide 1,7 2. jarku kaasamistoendosuseks nimetatakse toendo-
sust, millega need objektid kaasatakse korraga valimisse antud disaini korral:

Ulesanne 2.2 Olgu tegemist TTA disainiga. Téestada, et E(1;1;) = m;.

2.3 Valimimahu karakteristikud

Definitsioon 2.8 Valikudisaini nim. fikseeritud mahuga n disainiks, kui selle
disaini korral Y ; I; = n.

Uldjuhul on disaini valimimaht juhuslik suurus, n = >l

Teoreem 2.1 Valimimahu n tahtsamad karakteristikud avalduvad valiku-
disaint momentide kaudu:

E(n) = ZE(IZ-), (1)
V(n) = Z Z Ajj. (2)
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Toestus. Kuna n = sz\il I; ja keskvaartusel on aditiivsuse omadus, siis (1) on

toestatud. Edasi,

v = B[S - B 0] = B[S - En) =
i ——

> EL

E[ZZ (I, - BL)(I; — Efj)} =3 a

Teoreem 2.2 Fikseeritud mahuga n disaini p(k) korral kehtivad seosed:

zi: E(I;) = n, (3)
; ; E(LL;) = n?, (4)
Zi: E(LI;) =nE(I)), (5)

Z Z Ay =0, (6)
> Alij i > Ay =0. (7)

Toestus. Fikseeritud mahuga disaini korral on n = ) . I; = n konstant, millest

tulenevalt on F(n) = n ja V(n) = 0, ja seega (3) ning (6) on toestatud eelmise
teoreemi pohjal;

(4) ZZE(-’J]‘) = E(Z ]izlj) =n?;

W_/\/—/

(5) Y _E(LL})=EY (LL;)=EILY» I =nEIl;

——

n

(7)Y Aiy=> E(LIL)-> (EL)EIL)=nEIl; - nEI; =0.

i

|
Ulesanne 2.3 Olgu tegemist lihtsa juhuvalikuga tagasipanekuta (LJV TTA).
Saab ndidata, et sel juhul m; = % ja my; = %]’@;_11, kus n on wvalimimaht ja

N on UK maht. Kasutades LIV TTA leia suurused En ja Vn Teoreemi 2.1
valemite (1) ja (2) abil.
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Ulesanne 2.4 Kasutades LJV TTA téestada Teoreemi 2.2 seosed (4), (5) ja
(7)-

Ulesanne 2.5 Ndidata, et fikseeritud mahuga disainide korral kehtivad jirgmised
seosed:

ZZ’/TU =n(n—1); Z mi; = (n — 1)m.

i) i€U JEU, j#i

Ulesanne 2.6 Uldkogum U koosneb jirgmistest osakogumitest:

U = U, NU;NUs, mille mahud on vastavalt Ny = 600, Ny = 300 ja N3 = 100
(kogu UK maht on jirelikult N = 1000). Iga elemendii € U jaoks teostatakse
Bernoulli katset vastavate toendosustega m; = 0,11 € Uy, m; = 0,27 € U,
ja m; = 0,8, 1 € Us. Sellisel vitsil saadud valimimaht n on juhuslik. Leida
oodatav valimimaht E(n) ja selle dispersioon V(n).

3 TTA disainide karakteristikud ja naited

TTA disainide korral on valikuindikaator I; Bernoulli juhuslik suurus,
I; ~ Be(m;) toendosusfunktsiooniga

p(k;) = P(I; = k;) = mii(1 — m) 7% k; € {0,1}. (8)
Juhusliku suuruse I; jaotuse karakteristikud on jargmised:
o E(I;) =my;
o E(I;1;)=P(l;=1,1; =1) = m;; —teist jarku kaasamistoendosus;
o V(I;) =mi(l—m);
o A, =Cou(l;, 1;) =my; —mm;.
e Paneme tahele, et m; = 7.

Inglise keeles nimetatakse TTA disaine WOR - Without Replacement designs.

Terve vektori I = (Iy, s, ..., Ix) jaotust TTA disainide korral nimetatakse
mitmemodotmeliseks Bernoulli jaotuseks (MB)

Jaotuste keeles on koik TTA disainid on MB erijuhtumid!

MB jaotust iseloomustab:

e pole iildist funktsionaalset vormi;

15
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e on voimalik ette anda koikvoimalike
toendosuste tabelina:

P(I=k)=pk), ke {01}V,
0<p(k) <1, > p(k)=1;

e p(k) jaoks on voimalik 16pmata palju erinevaid variante!

e mitmed klassikalised valikudisainid on lihtsa funktsionaalse kujuga MB
jaotused.

Naiiteid lihtsa funktsionaalse kujuga TTA-disainidest

1. Poissoni disain

I = (Ila"'ajN)a [iJ—[ja 7/7&]7

I, ~ Be(m);

I~ p(k)=P(=k) =L, P = k)

= HfV:1 Wfi(l — )tk

Poissoni valimi genereerimise algoritm: (genereerime N korda soltumat-
ult Bernoulli juh. suuruseid)
1=1;

u~U(0,1);

if u < m; then I, =1 else I; = 0;

1:=1+ 1.

2. Bernoulli disain

Poissoni disaini erijuht, kus m; = ;
p(k) = 7M1 — m)NIH ks |k] = o8| k.

3. Lihtne juhuslik valik TTA

INp(k)7Ii1¢K Iy; "
—, kui |k|=n, C} =
p(k) :{ ¥ " vt

N—n)lnl’
0,  muidu.

Koikidel valimitel mahuga n on vordne toendosus olla valitud.
Valimi genereerimise voimalused (palju):

(i) Definitsiooni jargi. Loetleda kéikvoimalikud valimid mahuga n (sel-
liseid voimalusi on C%) ja siis valida tiks valim vordse toenéosusega,
naiteks urnist.

(ii) Tombeviis (elemendid on nummerdatud)
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i =1= valime tn-ga 1/N
ja eemaldame UK-st;

i=2,..,n= valime tn-ga 1/[N — (i — 1)]
ja eemaldame iga kord UK-st.

Arvutis saab valitava elemendi kétte jargmise eeskirja abil:
indael. nr = |(N—i+1)-U(0,1)+1],

kus |a| tdhistab arvu a taisosa.
(iii) Loeteluviis (tulemuseks on vektorvalim)
Vi =1,..., N seame vastavusse juh. arvu u; ~ U(0, 1).

i=1: kuiu; <n/N = 1. el. on valimis

1=2,..,N:

U _— . .
kul u; < =25 = 4.s el. on valimis.

Siin n; on elementide arv, mis on valitud UK-i esimese i — 1 objekti seast.
(iv) Jérjestusvalik

Vi =1, ..., N seame vastavusse juh. arvud uy, ..., uyn,u; ~ U(0,1).
Jérjestame UK objektid iimber u; jérgi kasvavalt: Uiy < Ugip) < oo < Uiy
Votame valimisse esimest n objekti.

NB! Saab ka kasutada suvalist pidevat jaotust!

Tegelikult on iga n elemeline komplekt, mis on voetud jarjestatud failist
LJV TTA valim. Seda omadust saab valikuuringutes kasutada vas-
tamiskoormuse reguleerimiseks.

4. Tinglik Poissoni disain
Olgu I ~ p(k) = [, ¥ (1 — m;)*~* Poissoni disain.

Tinglik Poissoni disain:

__pk) N
I~ P(I= k| 3y I =n) = { Py oy KW 2imy b=

, muidu.

Tingliku Poissoni valimi genereerimine:

Teostada Poissioni valik nii nagu on kirjeldatud 1. néites.
Kui valimimaht pole n, siis jatta saadud valim korvale ja alustada uuesti.
Korrata nii kaua, kuni saavutatakse vajalik valimimaht.

Ulesanne 3.1 Olgu tegemist Bernoulli disainiga, m; = 7,¥i = 1,...,N. Leida
T -
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Ulesanne 3.2 Niita, et kui m; = m,Vi, siis on tinglik Poissoni disain TTA
lihtsa juhusliku valiku disain.

Ulesanne 3.3 Olgu tegemist LIV TTA. Leida m; ja Tij-

Ulesanne 3.4 Uldkogum U = 1,2, 3 koosneb kolmest elemendist. Olgu disain
p(k) selline, et valimid s; = {1,2}, s = {1,3}, s3 = {2,3} ja s, = {1,2,3}
saavad realiseeruda vastavate toendosustega p(s1) = 0,4, p(se) = 0,3, p(s3) =
0,2 ja p(s4) = 0,1. Teisi voimalusi valimite jaoks pole. Leida koik m;, i =
1,2,3 ning koik m;;, 1,7 = 1,2,3. Leida keskmine valimimaht, E(n).

Ulesanne 3.5 Uldkogum mahuga 1600 on jagatud 800-ks klastriks, mille su-
urused on a (a =1,2,3,4) jargmiselt:

Klastri maht, a 1 2 3| 4
Klastrite arv, N, | 250 | 350 | 150 | 50

Valikudisain on jargmine: koigepealt valitakse 300 klastrit kasutades lihtsat
Juhuvalikut (TTA); seejirel valimisse sattunud klastritest kiisitletakse koiki in-
imesi. Olgu n valimisse sattunud inimeste arv. Leida E(n) ja V(n).

4 TGA disainide karakteristikud ja naited

Tagasipanekuga disainide korral objektid voivad sattuda valimisse korduvalt,
seetottu on I; juhuslik suurus, mille realisatsioonid véivad olla hulgast {0, 1,2, ..}.
Praktikas on véiga levinud kahte tiitipi TGA disainid: multinomiaal- ja hiiper-
geomeetriline disain

1. Multinomiaaldisain:

e Valikutoendosused p; on fikseeritud iga 7 jaoks, ¢ € U kogu valikuprot-
sessis, S0 pi = 1.

e Objekt valitakse vastavalt p;-le, registreeritakse ja seejarel pannakse tagasi
UK-sse.

e Protsessi korratakse n korda (kuni valim on kies).

Téhistame: I ~ M(n;p1,p2, ..., pn), mille toendosusfunktsioon on jargmine:

N
Pl kui |k| = n.
1

p(k) =

n!
N

ITi=y ki i=

18
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Erijuht
Juhul, kui koik p; on vordsed, p; = %, siis on tegemist lihtsa juhuvalikuga TGA:
n!
k) = —————, kui |k| = n.

e M() disaini korral: I; ~ B(n,p;), st et objekt ¢ saab olla valitud k; = 1,....,n
korda.

Ulesanne 4.1 Kirjutada vilja E(I;), V(I) ja Cov(I;, I;) multinomiaalse di-
saini korral.

Multinomiaaldisaini genereerimine

Kasutame nn kumulatiivsete summade meetodit...
[ Moodustada kum. summad:

t; = Z;:lp]" 1= 1, ,N
Need summad asuvad 16igul [0, 1] :

0 pP1 p1L+Dp2 1
|

| |
[ I I I I I |

t1 t t; tN

Genereerida u < U(0, 1)

Kui u € (t;-1,1;,] siis element i on valimis.

| Korrata protseduuri n korda.

2. Hiipergeomeetriline disain

Iga element saab olla valitud kuni m,; korda:
Olgu m = 3N m,.

Téhistame [ ~ HG(n;mq,mse,...,my), kus jaotuse toendosusfunktsioon on

jargmine:
N k.
[[.2: O,

Cn

m

pk) =PI =k)= , kui |k| = n.

Erijuht. Kui koik m; = 1, siis annab HG disain lihtsa juhuvaliku tagasi-
panekuta:
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Ulesanne 4.2 Olgu N =4, En = 3. Panna kirja kéikvoimalikud valimid ja
nende saamise toendosused jargmisse tabelisse. Poissont disaini korral anna
ise erinevad kaasamistoendosused m; objektidele, nii et Y, m =3 :

k LJV TTA | LJV TGA | Bernoulli | Poisson | TP
0000 | p(0000)="
0001

0003
3000
p(k)

Ulesanne 4.3 Lihtsa juhusliku valiku korral tagasipanekuga on kéikide ob-
jektide valikutoendosused vordsed, p; = %,Vi € U. Naidata, et 1. jarku
kaasamistoendosused on samuti vordsed ja on esitatavad jdrgmise valems abil:

1 n
mzl—@—ﬁ>,W€U

Ulesanne 4.4 Eelmise ilesande jitk. Ndaidata, et lihtsa juhusliku valiku korral
TGA teist jarku kaasamistoendosused on

1\" 2\"

kus n on valimimaht.

5 Hindamise alused

Olgu U = {1,2,..., N} iildkogum, ja 6 iildkogumi parameeter

y; — uuritav tunnus, moodetud objektil ¢ € U.

Oleme huvitatud peamiselt selliste parameetrite  hindamisest nagu kogusumma
ty = >y ¥i voi kogusummade suhe R = i—z

Ka keskmised avalduvad suhetena.

Oleme huvitatud hinnangute 6 omadustest, sellistest nagu nihe, dispersioon,
dispersiooni hinnang.

Tuletame meelde: Hinnang 6 on parameetri 6 jaoks nihketa, kui Ef = 6.

Kuna juhuslikkus tekitatakse hinnangusse valikudisaini poolt, siis on keskvaar-
tus defineeritud valikudisaini suhtes:

B0 = 3 (k)
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kus summeerimine on iile koigi voimalike valimite k. Lahenemist, kus hinnangu
keskvaartust, ja sellest tulenevalt ka dispersiooni, defineeritakse valikudisaini
abil, nimetatakse disainipohiseks lahenemiseks. On olemas ka mudelipohine
lahenemine. Moelgem, kuidas intuitiivselt moista 6 disainipohist keskvirtust
ja dispersiooni?

Ulesanne 5.1 Panna kirja hinnangu 0 dispersiooni valem.

5.1 Valikuuringu andmed

Mida teame enne ja mida péarast valiku teostamist ja andmete kogumist?

e Enne valiku teostamist teame:

U=(1,...,N) — objektide mérgendid (id-kood, nimi, aadress freimis);
r=(r1,...,TN) — abitunnused, mis on teada iga i jaoks

voi mille kogusummad ¢, on teada;
I'=(I,...,Iy) ~p(k) — valikudisain, fikseeritakse planeerimisfaasis,

p(k) voi selle karakteristikud on teada,
I realisatsioon pole teada.

Ei tea

y=(y1,...,yn) — uuritava tunnuse vadrtusi.

Praktikas on y tegelikult maatriks, milles iga objekti jaoks on veerg
paljude tunnuste vaartustega.

e Pirast valikut ja andmete kogumist teame:

U=(1,...,N);

r=(r1,...,TN);

I =(1y,...,Iy) realisatsiooni, valimit;

ys = (I, - - ., Inyn) objektide moStmistulemusi valimis, y; voib olla vektor,

nii nagu ka z;.

Suurused (7, ys, ) moodustavad valikuuringute andmete stohhastilise esituse.
Siin on ilmutatud kujul néha juhuslikkust pohjustav vektor I, I ~ p(k). Selline
esitus on aluseks disainipohisele valikuteooriale

Mudelipohine valikuteooria eeldab, et y = (y1,...,yn) ise on juhuslik, juba
iildkogumis. Tema juhuslikku olemust iseloomustatakse mudeliga, néiteks 1; ~
N(u,0?), soltumatud.

Kolmiku (7, ys, z) funktsiooni nimetame statistikuks.
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6 Kogusumma nihketa hindamine

Selleks et konstrueerida lihtsaimat hinnangut kogusummale ¢, vaadelgem liht-
sat statistikut, nimelt andmete

Ys = ([1y1,..., [iyia---alNyN)
Y.

t= Z CilYsi = Z cilyys,
U

U

lineaarkombinatsiooni

kus ¢; on mittejuhuslik konstant y,; on objekti ¢ vaatlustulemus.

Tahame, et
E [ Z ciliyi] = Z cyi B(L) = Z Ys — nihketus.
U U U

Et seos kehtiks, peab olema

Jarelikult saame kogusumma nihketa hinnaguks

= E(i)' (9)

U

Valikudisainide néue E(I;) > 0 on niilid selge. Antud hinnangul on kaks

tahtsat esitust:
U

kus vi
Ui = m — laiendatud y;,
ja teiseks,
t= Z WilYis (11)
U
kus

E(L)
Pangem téahele, et w; = 0 mittevalitud objektide jaoks ja ta kaalub iiles valitud
objekte. Valimivédrtus y; esindab w; objekti iildkogumis (tavaliselt w; >> 1).

w; = — y; valikukaal .

Néeme valitud objektide erinevat panust hinnangusse. Need, mille valik on
oodatavalt suurem (E/(I;) suurem), surutakse maha véiksema kaaluga w;.
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Pange tihele ja pidage meeles, et kuigi summeerimine toimub iile U, es-
itavad valemid (9)-(11) ikkagi valimisummasid, ja seega on arvutatavad and-
metelt. Realiseerunud valimi korral on need summad tegelikult tle valimi s:

£=> "Ly voi i=Y wu,

kus I; ja w; on realiseerunud véirtused ja s loendab iildkogumist U valitud
erinevaid objekte:

s ={i:4 € U, mille korral I; > 0}.

Teoreetilises kasitluses eelistame selles konspektis summasid iile U.

Hinnangu (9) dispersiooniavaldise saame kasutades tuntud seost toendosus-
teooriast:

N N N
1% [ Z CzXz:| = Z Z CiCjCOU(XZ‘, Xj), Xl - jllhllShk suurus. (12)
=1

i=1 j=1

Seoses on lihtne veenduda, kasutades definitsioone V(X) = E(X — EX)?, Cov(X,Y) =
E(X — EX)(Y — EY).

Rakendades seost (12) meie hinnangule = Y, I3j;, saame

V() =D Ay, (13)

i=1 j=1

kus A;; = Cov(1;, I;). Dispersioon (13) on hinangu  disainipohine dispersioon
Ta on hinnangu ¢ varieeruvuse moot antud valikudisaini p(k) korral. V()
valemis (13) on teoreetiline avaldis, ta ei ole arvutatav.

Vajame suuruse V (f) hinnangut.

Hinnangus ei saa kasutada iildkogumivéaértusi ;. Saab kasutada valimivaértusi
L.

Kirjutagem (13) valimivéértuste kaudu ja lisagem tundmatud konstandid ¢;;:

N N

i=1 j=1

Konstandid ¢;; madrame nihketuse noudest:
E V(D) = v, (14)
B V()] = L Suesdigiais EUL).
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On selge, et tingimus (14) kehtib, kui valime ¢;; = ﬁ
ilj

Seetottu on V(f) nihketa hinnanguks
V() = 3 Ayt L,

% A . . . . . . .
kus A;; = WJI) on valikumuutujate laiendatud kovariatsioon. Dispersiooni
idj

hinnangu saame alternatiivselt esitada valikukaalude abil
V(i) = 3 Xy liwiyiv;ys.

Margime veelkord: kui summa iile U sisaldab valikumuutujaid I; voi va-
likukaalu w;, toimub summeerimine tegelikult iile valimi s, ja seega valem
esitab hinnangut.

Saadud tdhtsad tulemused on koondatud jargmisse teoreemi.

Teoreem 6.1 (Uldine hindamisteoreem) Uldkogumi kogusummat = >, y;
nihketa hinnang on

E=> "L (voit=> wyy), (15)
U U

kus I
o Yi . i
[ P — 16
Selle disainipohine dispersioon on
V(t) =3 S Aybids, (17)

kus A;; = Cov(1;, 1;). Dispersiooni nihketa hinnanguks E(I1;1;) > 0 korral on

V() =S S p Ayt Ll (voi V(E) = 3 S, Aijwiyiw;y;), (18)

kus

Mirkus 6.1 Uldine hindamisteoreem kehtib iga valikudisaini korral, nii TTA
kut TGA disainide korral. Vaja on vaid teada disainikarakteristikuid

E(1;), E(;1;), A fori=jjai# j.

Markus 6.2 Maatriksite abil saab kahekordsed summad sageli elegantsemalt
esitada. Nui saame dispersiooni jaoks avaldise:

V(t) =i Ay, (19)
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kus A = (A;;) : Nx N and y= (y;) : N x 1. Sarnaselt saame dispersioont
hinnangu jaoks

V(#) = 5,07, (20)

9

kus A = (A;;) : N x N ja g, = (1;) : N x 1. Kuna mittevalitud elemendid
vektoris §s on nullid, siis saavutavad ruutvormi (20) komponendid vdiksema
dimensiooni A :n X n ja s : n X 1, kus n on valimimaht.

Seda maatriksesitust kasutame hiljem IML programmis.
Ulesanne 6.1 Tuletada maatriks A ja A Bernoulli disaini jaoks.

Ulesanne 6.2 Tuletada maatriks A ja A lihtsa Juhuvaliku tagasipanekuta ko-
rral.

6.1 Dispersiooni hindamine fikseeritud mahuga disainide
korral

Tuletame meelde, et hinnangu dispersioon on tema hajuvuse moot. Kui va-
likudisain on fikseeritud, siis hinnangu dispersioon on teatav arvuline konstant
(tavaliselt kiill tundmatu). Samas selle ihe konstandi jaoks saab konstrueerida
mitmeid hinnanguid. Lisaks eespool toodud iildisele hinnangule vaatame siin
teist hinnangut, mis kehtib iiksnes fikseeritud mahuga disainide korral.

Olgu disain p(k) fikseeritud valimimahuga — ), I; = n.

Teoreem 6.2 Fikseeritud mahuga disaini p(k) korral saab hinnangut =", Ly
dispersiooni esitada alternatiivsel kujul

V() = 55 Sl - i)* (21)

ja eeldusel, et E(1;1;) >0Vi# jeU, on
dispersiooni V (t) nihketa hinnanguks

o 1 .
V(i) = =53 Sp il (5 — )" (22)
Toestus. Néitame, et (21) on ekvivalentne seosele (16). Avame sulud seoses
(21):
A 1 o o N
V(t) = 5 Z Z Agi (17 = 2055 + 75)-
i g
Nitd >, Zj Aijgjf =2 Ui ZAU =0.
J

——
0
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Samuti >, > Aj;g7 = 0, ja saame

NN
V(t) = Z Z Ay Y5,
=1 j=1

mis on (16) .
On lihtne nédha, et (22) on nihketa suuruse (21) jaoks.

Mirkus 6.3 Avaldis (16) annab hinnangu ¢ dispersiooni kdigi valikudisainide
jaoks. Avaldis (21) annab selle iiksnes fikseeritud mahuga disainide jaoks,
millisel juhul ta on vordne seoses (21) antuga. Aga NB! dispersiooni hinnang
(22) ei ole iildjuhul vordne hinnanguga (17) , isegi mitte fikseeritud mahuga
disainide korral.

Markus 6.4 Kui valikudisain on fikseeritud mahuga, siis eelistatakse disper-
stoonihinnangut (22), kuna see on stabiilsem (tal on vdiksem varieeruvus file
erinevate valimite) ja tldjuhul ei tule ta negatiivne (A;; < 0 enemuse praktikas
kasutatavate fikseeritud mahuga disainide korral).

Mairkus 6.5 Dispersioonihinnangut (22) nimetatakse Sen—Yates—Grundy hin-
nanguks.

6.2 Nihketa hinnang kogusummale multinomiaaldisaini
korral

Vaatleme téhtsaimat ebavordsete toendosustega TGA disaini — multinomi-
aaldisaini:

I~ M(n;plap%--')pN)? sz = 17 Iz ~ B(nypz)
U

Sel juhul
E(L) = np;
Aii = V(L) = npi(1 — p;);
Ajj = Cov(l;, I;) = —npipj;
E(LI;) = n(n—1)p;p;; Néidatal
E(I}) = np;(1 — p; + np;); Naidata!
Ww; = L

Hinnangufunktsioon saab jargmist kuju:

z?:z]iyi.

o Wi

Seda tiiiipi hinnangut nimetatakse Hansen- Hurwitz hinnanguks ja ka p—hinnanguks.
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Teoreem 6.3 (Hindamisteoreem multinomiaaldisaini korral) Multinomiaald-
isaint korral on nihketa hinnang UK kogusummale t = y; jargmine:

=y (23)

o Wi

Hinnangu t dispersioon on:

Di

V(t) = 1 [ U —t2] : (24)

U

V(E) = ﬁ [Z Iiz—i —nP] . (26)

o 1 n Ly; 2 22
— — 2
V(t) n—1121—pi+npi(npi) t]’ (5)

Markus 6.6 . Dispersioonihinnang (25) jareldub Uldisest hindamisteoreemist.
Dispersioonihinnang (26) jareldub Teoreemist fikseeritud mahuga disainide ko-
hta. Viimast hinnangut nimetatakse Sen-Yates-Grundy (SYG) dispersiooni-
hinnanguks. Ta on lihtsama kujuga ja ta on ka stabitlsem kui dispersioonihin-
nang (25).

Ulesanne 6.3 Téestada Teoreemi 6.3 koik viited.

Mairkus 6.7 Juhul, kui multinomiaaldisaini korral
Y =cpi, t=1,..., N,

siis ka V() = 0. St et kui wuritava tunnuse vidrtused on vordelised téendo-
sustega p;, sits hinnang t annab tipse UK summa.

Praktikas pole voimalik valimi votmisel kasutada selliserd toendosust p;, seda
enam, et uuritavaid tunnuset on palju. Kui osatakse mddrata sellised p;, mis
on ligtkaudu vordelised vddartustega y;, siis saavutatakse vdiksem dispersioon
vastavale kogusumma hinnangule.

Uritatakse leida selline tausttunnust x, mis on teada kéigi tildkogumi objek-
tide kohta ja mis on posititvselt tugevasti korrileeritud uuritava tunnusega vy.
Selle abil madratakse .

P = ‘ ) 1= 1, ..

P > Ui

Valikuuringutes on selliseks tausttunnuseks sageli objekti suuruse tunnus, mis-
tottu multinomiaaldisaint nimetatakse ka suurusega vordeliste toendosusega di-
sainiks (pps ehk probability proportional-to-size sampling).

LN
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Ulesanne 6.4 Téestada Mirkuse 6.7 viide, et kui y; = cp;, i = 1,..., N, siis
V(t) = 0.

Ulesanne 6.5 Naiidata, et multinomiaaldisaini korral saame hinnangu disper-
stoont avaldada ka jargmasel kujul:

V(t) = %XU: (2 —t)Zpi.

Di

Ulesanne 6.6 Ndidata, et Sen-Yates-Grundy dispersioonihinnangu alternati-
wne kuju on
ih 1 Yi 2 ?
V(it) = — (— — t) 1;.
n(n —1) ZU: Di

Qlesanne 6.7 Olgu tegemist LJV TTA. Toesta, et dispersioonide hinnangud
UHT jargi (18) ja SYG teoreemi jargi (22) langevad sel juhul kokku. (NB!
Teiste disainide korral see nii ei pruugi olla.)

7 Uldkogumi keskmise nihketa hindamine
UK keskmine, tipsemalt keskmine objekti kohta, on defineeritud jargmiselt:
- 1 t
Y =— = L.
Ny
U
Kui N on teada, saab sellele anda nihketa hinnangu.

(1) N on teada => piisab kogusumma hindamisest:

~

2 t
y =2 27

N (27)
Dispersioon ja dispersioonihinnang jarelduvad teadaolevates tulemustest fy ko-

hta:

V) = 15V,
V) = V)

(28)
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Paneme tahele, et nimetajas on disainikaalude summa, mis on nihketa hin-
nanguks tildkogumi mahule N. Hinnangu N omadused tulenevad Uldisest
hinadamisteoreemist erijuhul, kui y;, = 1. Siis N =) ,1ja N =), w1

Keskmise alternatiivse hinnangu dispersiooni kohe leida ei saa, sest tegemist
on kahe juhusliku suuruse suhtega. Dispersioonivalemiteni jouame hiljem, kui
vaatame suhte hindamist tildjuhul.

Mirkus 7.1 Isegi kui N on teada, eelistatakse hinnangut (28) hinnangule
(27), kuna dldjuhul on (28) vdiksema varieeruvusega. Hinnang (28) annab
vdaikese nihkega tulemuse, kuid see nihe on vihe oluline vorreldes dispersiooniga.

Markus 7.2 Ka kogusumma fy hindamisel eelistatakse sageli jargmist hin-
nangut, mida nimetatakse kogusumma suhtehinnanguks ja mis on regressioon-

hinnangu erijuht:

R ~ N .
ty,alt - Yalt N = ﬁty

Ndeme, et see kogusumma hinnang vajab lisainformatsiooni ehk siin N tead-
mast.

8 Kahe nihketa hinnangu kovariatsioon
Vaatame kahte kogusummat ¢, ja t,. Olgu vastavad nihketa hinnangud
lfy = Zliﬂi ja fa; = Zfifi,
U U
kus ¢; = y;/FI; ja &; = x;/ EI;. Siis kovariatsiooni definitsiooni jargi:

Cov(fy, fz) =Lb [(fy - ty)(£x - tm)} :

Paneme tahele, et
fy — ty = Z[Zg’ - Zyz = Z[zﬂz - ZE([@)Z?Z = Z [[z' - EUz)] ij',
U U U U U

samuti

by —te = I — E(I)] &;.

U
Kasutades seost
N N
(e (28] -2 2o
i=1 i=1 i=1 j=1
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saame,

Cou(t,,t ZZ[—E!

Jarelikult,
Cou(t
nihketa hinnanguga:
C'c ov(t
kus endiselt Aij = Az]/E(]ZIJ)

Ulesanne 8.1 Tuletada Cov(

Ulesanne 8.2 Kirjutada vilja valem lineaarse korrelatsioonikordaja Corr(

jaoks.

9 Suhte hinnang

(I; — EI;)

=228

— EL) i

} Az]yixj
1 j=1

=

Z Z Az]yzxj

=1 j=1

ty,tz) Bernoulli disaini korral.

Cov(l;

Olgu uuritavaks parameetriks kahe tunnuse kogusummade jagatis

R:

~+~

v
te

)=Az‘j

Niiteks soovime uurida pere kulutuste osakaalu meelelahutusele. Parameetri
R hinnangu leidmiseks peame hindama t, ja t,:

R=

?>|<@>

by, &)

See hinnang on kahe juhusliku suuruse mittelineaarne funktsioon ja tema
statistiliste omaduste tdapne tuletamine ei ole lihtne.

Ligikaudseks tuletamiseks kasutatakse lineariseerimistehnikat Taylori reaks aren-

duse abil.
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9.1 Taylori rida kahe argumendi korral

Olgu X1, X, juhuslikud suurused ja g(X;, X2) nedne funkstsioon. Funktsiooni
g(.,.) Taylori rea lineaarosa punkti (a, as) timbruses on jargmine:

dg 9y
X1, Xo) ~ X — — Xy —
9(X1, Xz) = g(as, az) + (9X1 e (X1 —a1) + 8X2 o (X — ag),
kus 88—)?1 on g osatuletis punktis (aq, as).

(a1,a2)
Saadud osatuletised pole enam juhuslikud suurused ja seega saadud avaldis on
lineaarne funktsioon X; ja X, suhtes.

9.2 Suhte hinnangu Taylori rittaarendus

Arendame R = & = g(t,,t.) Taylori ritta punkti (¢,,t,) iimbruses.

7
or| - _ 1
ot i) te
OR oty
Ota (ty:ta) e
Seega,
Rele L, —1)- %(fw ~t) = R+ (6, ~ Ri.).

Veendume, et saadud R on ligikaudu nihketa:

E(R)~ R+ %[@—R&(@] = R.

ty te

Leiame dispersiooni:

A 1 A N 1 . R n a
V(R) =5Vt - Rla) = 5 [V(t,) + RV (L,) — 2RCouv({,, ,)]

kus kasutame lineaarkombinatsiooni dispersioonivalemit:
V(aX +bY) = a®V(X) + b*V(Y) + 2abCov(X,Y).
Selleks, et saada dispersioonile V(Zi’) hinnangut, voime kasutada nihketa hin-

nanguid ,, %, ja V(f,), V(f,) iildisest hindamisteoreemist. Teame ka kovariat-
siooni nihketa hinnangut:

<>

(i) + B2V (L,) — 2RCov(d,, fx)] .
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Suhte hinnangu dispersiooni leidmiseks on olemas ka alternatiivne valem. Al-
ternatiivne valem voimaldab suhte hinnangut késitleda varasema teooria val-
guses (UHT jm tulemused). Vajalikuks osutub sobiva uue tunnuse defineer-
imine.

Alternatiivseks esituseks kirjutame Taylori rea lineaarliikme veel kord vélja:

> L= RY L
U U
Viimane saadud summa on nihketa hinnang kogusummale

Z(yi — Rx;)

U

A

1. ) 1
RzRJrE(ty—Rtx):RJra =R+ = Z[ — Ri;)(

ja me saame kasutada UHT dispersioonivalemi saamiseks. Vottes kasutusele
uue tunnuse

u; = y; — Ry, (30)

saame suhte hinnangu esitada kujul
~ 1 N
U
millest saame

A 1 N N

i=1 j=1

Dispersiooni hinnang on vastavalt

TR
RES DR H @
T =1 j=1

kus
@; = y; — Ru, (33)
i = ¥ — R, (34)

Kaalude abil on dispersioonihinnangu valem:

N N

V(R) = tl Z Z A jwitiw;i;.

T =1 j5=1

Paneme tihele, et f, — Rf, valemis (29) hindab nulli, kuna 0 = ¢, — %tm =1, —
Rt,. Jarelikult hinnang #, — R, varieerub nulli iimbruses. Kui me jagame selle
hinnangu t,-ga, siis hinnangu varieeruvus muutub veelgi viiksemaks. Seega
on suhte R hinnangu dispersioon viike, mistottu on R hea hinnang.
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Ulesanne 9.1 Olgu tegemist Bernoulli disainiga. Hinnatavaks parameetriks
ty

on suhe R = = Tuletada, et sel juhul

V(R) = - Z(yz — Ru;)?,

2
s n

kus m =n/N.

10 Hindamine osakogumis

Definitsioon 10.1 Osakogumiks nimetatakse tildkogumi U alamhulka Uy,
UsCU.

Osakogumi mahtu tahistatkse N;. Osakogumi objektid on sama tiiiipi nagu
iildkogumi omad. Naiteks, kui iildkogumi objektideks on pered, siis ka os-
akogum on teatava tunnuse alusel méadratud pered (mitte isikud, lapsed vms.)

Moned osakogumi naited:

1. valisosalusega ettevotted koigi ettevotete hulgas Eestis,
2. tootud riigi tooealiste elanike hulgas,

3. suitsetajad kopsuvéhi haigete hulgas.

Osakogumid méératakse mingi tunnuse (osakogumi identifikaatori) jargi. Kui
huvipakkuvad osakogumid on enne uuringu lédbiviimist teada ja fikseeritud, siis
on otstarbekas kasitleda osakogumeid kihtidena ja teostada sobiva kihtvalikut.

Sageli aga tekib olukord, kui huvipakkuvad osakogumid tekkivad hiljem, siis
kui valim on juba voetud iildkogumist tervikuna. Nii voib juhtuda, et kui
osakogumi maht N, on véike, siis osakogumist U, satub valimisse vihe objekte
ja arvutatavad osakogumi hinnangud on véga viikese tapsusega.

Oeldakse, et osakogum on viike, kui valimimaht selles on viike (niiteks kuni
10, isegi 0). Selliste osakogumite jaoks on omad hindamismeetodid (Small
area estimation methods). Need kasutavad uuritava tunnuse modelleerimis-
meetodeid, et kompenseerida valimi vaiksust. Neid meetodeid me valikuteooria
baaskursuses ei vaata.

Valimimaht ja osakogumi valimimaht avalduvad valikuindikaatorite abil jargmiste

summadena,
n= E ]i, n; = E Iz
U Uy

Néeme, et isegi kui n on fikseeritud, jaab n, juhuslikuks.
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Huvi pakuvad jargmised parameetrid:

Ny — osakogumi maht,
Py = % — osakogumi osakaal,
ty = ZUd y; — osakogumi kogusumma,
Y, = %td — osakogumi keskmine,
o U, Yi N .
R; = S suhe osakogumis.

Votame kasutusele indikaatortunnuse z, mis naitab kuuluvust osakogumisse:

Zi:{L ZEUd,

0, wvastasel juhul.

Niiiid saame osakogumi mahu kirja panna UK summana,

Nqg = Zzi,

U

mistottu saame rakendada iildist hindamisteoreemi UK summade hindamiseks:

Nd = Z]zéw kus éz = ZZ/E(IZ),
U
ehk

Nd = ZU}Z‘ZZ', kus w; = ]Z/E(]Z>
U

Ka N, dispersioon ja dispersioonihinnang tulevad {ildisest hindamisteoreemist.
Tunnus y; tuleb vaid asendada indikaatortunnusega z;.

Hinnang Ny, kuigi kirja pandud iildkogumi summana, on tegelikult valim-
isumma. T&histame valimi (hulkvalimi) seda osa, mis kuulub osakogumisse

Sq, st
Sq = sﬂ U,.

Néeme, et nendes tahistustes
Ng = E Wiz; = E Wiz; = E Wi,
U s Sd
ja seega hinnatud osakogumi maht on kaalude summa iile osavalimi s,.

Osakogumi y-tunnuse summa t; = ZUd y; hindamiseks loome uue tunnuse y':

,_Z"_ Yi, iEUda
Yi =59 =7 0, vastasel juhul.
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Niiiid saame osakogumi summa kirja panna uue tunnuse UK summana:
td = Z y;
U
Selle summa nihketa hinnang
ta = Z wiy;
U

ja tema dispersiooni hinnang tulevad jélle iildisest hindamisteoreemist. Valemites
tuleb kasutada vaid uut tunnust y;.

Kui teame osakogumi mahtu Ny, siis osakogumi keskmise hinnang on lihtsalt

2 1 .
V= —i
d Nd ds

mille dispersioon tuleb sellest, et teame #4 dispersiooni (UHT).

Négime, et osakogumi mahu ja summa hindamisel saame kasutada iildist hin-
damisteoreemi.

Kui aga osakogumimaht pole teada, siis saab keskmise hinnang jargmise kuju

Ly
Y, =%, 35
=R (35)

mis on kahe hinnangu suhe (suhte hinnang) ja seda tiiiipi hinnangu dispersiooni
leidmist vaatasime eelmises punktis.

Osakogumite korral huvitutakse ka kahe summa suhtest {ildisemal kujul,
. ZUd Yi
ZUd i
mille saab jallegi esitada iildkogumi U tasemel
_ ZU YiZi _ ZU yg
ZU Tizi ZU ; '
Niitid saame nii R; hinnangu kui ka dispersioonihinnangu taandada juba ole-
masolevatele valemitele. Néiteks,

R,

Ry

3 wiy!
Rd = —ZU yi, kus w; = ]Z/E(IZ)
Dy Wi
Markus 10.1 Isegi kui teame osakogumi mahtu Ny, on soovitav kasutada os-
akogumi keskmise hindamisel hinnangut (35), kuna see on vdiksema varieeru-
vusega. Sellest jarelduvalt on kogusumma hindamiseks soovitav kasutada

~

A - td
ta= NgYq= Ng—.
d dld de

Ulesanne 10.1 OlguU; C U. Kirjutada vilja UHT valemid Bernoulli disaini
korral parameetri ty = ZUd y; jaoks.
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11 Hinnangu tapsus

Olgu 0 meid huvitav parameeter ja 0 on selle nihketa hinnang.

6 — 6 on viga, mille voivad pohjustada jargmised komponendid:

e valikuviga (sampling error): valimi juhuslikusest pohjustatud viga; seda
on voimalik hinnata, kui on teada valikudisain p(k) voi tema karakteris-
tikud, ja hinnangu 6 avaldis

e muu viga: kaost/mittevastamisest
pohjustatud viga, inervjueeriast pohjustatud viga, valesti sonastatud an-
keedist.... Seda laadi viga on raske hinnata, kuid on voimalik méérata
vea suundumust (iile/alahinnang).

Uuringu iiheks kvaliteedinéitajaks on vastamismégr, Wtanile &y - Festi Statis-
tikaameti leibkonnauuringud (Household Budget Surveys) toimuvad regulaarselt
kord kuus alates 1995. aastast. Vastamismaar on ligikaudu 50%. Erinevates ri-
ikide erinevate uuringute vastamismadr voib olla 20 —80%. Kaost pohjustatud
nihke vihendamiseks kasutatakse tanapéeval mitmesuguseid kalibreerimismee-
todeid. Need vajavad lisainformatsiooni oma konstruktsioonis. Kalibreerim-
ishinnanguid antud kursuses ei vaata.

Valikuviga iseloomustavad jargmised suurused:

e 1/V () — 0 standardhilbe hinnang, standardviga (standard error);

~

* N2 V(@) — pool usaldusvahemiku pikkust;

o CV(0) = —”‘;@ - suhteline viga (relative error, coefficient of variation)

)‘Q/Q V(é)

LoV

e MSE(0) = E(0 —0)2 = V() + B2 kus B = E(f) — 0 — keskmine
ruutviga.

— alternatiivne suhteline viga

e MSE(f) — keskmise ruutvea hinnang.
Valikuviga ja seega ka hinnangu tépsus soltub:

e valikudisainist (sealhulgas valimimahust, n =) I;)

e hinnangufunktsioonist

Valimimahu suurendamine suurendab hinnangu tépsust!

36



Valikuuringute teooria I N. Lepik, I. Traat 2016

11.1 Valimimahu maaramine

Valimimaht n maératakse vastavalt tellija poolt noutavale hinnangu tapsusele.

Niiteks, (1) hinnangu suhteline viga ei tohi tletada 2%, st
\/ Vi) _ -

Nendest vorratustest saab médrata valimimahu, kui teame V(£ ,) ja t, hin-
nangulisi vaartusi, naiteks eelnevast uuringust voi taustuuringust, ja Vastavald
valemeid soltuvalt valimimahust n.

(2) ILO (International Labour Organization) noéuab t66jou uuringute l&bivi-
imisel, et kasutatav disain oleks selline, et osakogumites, mis moodustavad
5% UK-st, ei iiletaks hinnangu standardviga 6% hinnangust. Teiste sonadega,
osakogumites, mille maht N; = 0.05N on noue hinnangutele jargmine:

\/ V(tg) < 0.064,.

Selline tapsus nouab viga suurt valimimahtu.

11.2 Disainiefekt

Peale valimimahtu, soltub hinnangu tapsus ka valitud disainist. Oluline moiste
valikuuringust on disainiefekt:

e aitab vorrelda disaine hinnangute tépsuse seisukohalt;

e suur praktiline vaartus komplitseeritud disainide korral, mil pole voima-
lik leida hinnangute dispersioonivalemeid. Sel juhul disainiefekti ligikaudne
teadmine (nt. eelnevate uuringute kogemustest) voimaldab hinnata parameeter-
hinnangute dispersioone.

Definitsioon 11.1 Valikudisaini p(s) disainiefekt on suhe

Vo(s) (fy)
Vigv(t,)
kus Vi) (fy) on huvipakkuva hinnangu fy teoreetiline dispersioon vaadeldavas

disainis ja V7, Jv(fy) on teoreetiline dispersioon lihtsa juhuvaliku tagasipanekuta
korral.

Def fos(ty) =

LJV TTA on voetud disainiks, mille suhtes vorreldakse teisi disaine, kuna see
on teoreetiliselt hésti labitootatud ja praktikas sageli kasutatav disain.

N2(1-n/N)S2
Ulesanne 11.1 Lihtsa juhuvaliku TTA korral on téestatud, et V(f) = — "

Kumb disainidest on sama N ja n korral efektiivsem - kas LJV TTA (7rZ =
n/N ) voi Bernoulli (m; =n/N)? Eeldame, et N on nii suur, et -2~ ~ 1.
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12 Hindamine lihtsa juhuvaliku korral, TTA

Olgu I = (11, ..,Iy) disaini vektor lihtsa juhuvaliku korral ning valimi maht
olgu n. Sellisel juhul:

(@)Y kud k| = n;
I ~pk) = { 0, vastasel juhul.

Téanu oma lihtsusele, LJV ja ka hinnangud selle disaini korral on véga hésti
uuritud.

Kasutusvaldkond:

e Sageli on LJV osa mingist keerulisemast disainist (nt. kaheastmeline
disain, kus 1.-1 astmel valitakse vastavalt LJV-le suurimad objektid ehk
klastrid (majad, tédnavad, osariigid jne). Ja teisel astmel igas klastris
rakendatakse oma (koige sobivam) disain.

e Valemid, mis on vélja toctatud LJV jaoks voivad olla rakendatud lahen-
dina teiste disainide korral, néiteks hinnangu dispersiooni valem siist-
maatilise valiku korral.

12.1 LJV disainikarakteristikud

Koigepealt, esimest jarku kaasamistdendosus: m; = Pr(l; = 1) =? Stindmus
I; = 1 toimub kui vektor [ = ([, ..., I;, ..., Iy) saab realisatsiooniks k; = 1, k =
(k1,...,1,..., kn). Kuna soovime, et valimimaht oleks n, siis selliseid voimalike
realisatsioone on O . Seega, saame

m=Pr;=1)= Y  pk)=Cyi(Cy)" =

kk;=L,|k|=n

n
N .

Suhet n/N nimetatakse sageli valikusuhteks (sampling fraction) ja tiahistatakse
f-ga.

Analoogiliselt saame avaldise 2.-st jarku kaasamistoenéosusele:

k,|k|=n,ki=k;=1
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Samuti laheb edaspidi vaja valikuindikaatorite dispersiooni ja kovariatsiooni:

Aiizv():()(>2:
E(I?) = 1-Pr(IZ=1)+0-Pr(I} =0)=Pr(l;=1) =
= —Wz(l—m)—N<1—N>
df
A = Cov(l;, )™= E(LIL)—E(L,)E(I;) = m;; — mym; =

~ n(n—1) (n)Q_n n—1 n\
~ N(N-1) \N/  N\N-1 N)
n Nn—N—Nn+n nN-—-n 1

N NN-1) ~ N N N-1

Kokkuvottes saame LJV disainikarakteristikuid koondada jargmisesse tabelisse:

f= % —  valikusuhe;
= f — esimest jarku kaasamistoendosus;
Tij = f]:L[_ 11, £ j — teist jirku kaasamistoenéous;
=f(1- f) — I, dispersioon;
=—f(1- ) I;, I; kovariatsioon.

Ulesanne 12.1 LJV TTA korral iga n-elemendilise valimi saamise toendosus
on 1/CY%, kusjuures i.nda objekti kaasamistoendosus on n/N. Kuid vastupidine
vdide ei kehti, ehk kui objektidel kaasamistoendosuseks onn/N, siis see veel ei
tihenda, et teqgu on LJV TTA. Matle vilja valimidisain, mis kinnitab seda.
12.2 Hinnang kogusummale LJV korral

Meid huvitab parameeter ¢t =), y;. Uldisest hindamisteoreemist saame:

millele vastab jargmine tavaparane kuju:
N
SN
n S
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Sellel hinnangul on olemas kaks tolgendust:

o Ny —  valimikeskmine esindab koiki vidrtuseid UK-st;
| X, wiyi —  iga valimidértus y; esindab w; = N/n védrtust UK-st.

~

Jargmisena voiksime leida saadud hinnangu disersiooni ja dispersiooni hin-
nangu kasutades UHT. Kuid topeltsummad dispersiooni avaldises voivad osu-
tuda aeganoudvaks suurte andmestikke korral.

Kuna LJV on fikseeritud maguga disain, siis saame kasutada alternatiivset
valemit, mida leidsime punktis 3.1.3 (teoreem 5).

N y
V(#ar = —%ZZA@ (& - %) —

Lisades +Y ja avaldades ruutu, paneme téhele, et

S =N Y

N N
Z(yz_y)zzyi_ NY =0
i=1 i=1 SN
Jarelikult,
N
DY wi—y)=2N> (4 —Y)
i 7 =1
Loplikult saame
1 1 2
V(i) = 5(L= 72N 5 D (i = ¥)’ = N*(1 - f)-~,
fooN-1 i=1
5i

kus S; on tunnuse y tildkogumi dispersioon. NB! Pole enam topltsummasid!

Analoogiliselt dispresiooniga saame lihtsustada ka dispersiooni hinnangut:

alt___zz ?(1 yj) - n_1f2zz

2]65 2,)ES
lff

n—1
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Niiiid saame kasutada, et

S =0 Y-

1,JES 1€8

Y Wi—9)=> y—nyg=0

€S

Ja loplikult saame:

V() = n_1f22nz (36)

, (37)

3 | &

~ Na-pt 1}]%%W=Nm—ﬁ

nn-—1

kus 532/ on tunnuse y valimi dispersioon.

Teoreem 12.1 Lihtsa juhuvaliku TTA korral nihketa hinnang UK summale
t =y v avaldub jirgmiselt:

. N N
f=_ L — — ,
i T
U s
ehk alternatiivselt
t = Ny.

Hinnangu dispersioon on jargmine:

Vi) - 8-

ja dispersiooni hinnang:

N s
n
kus
[ = & on valikusuhe,
T % s Yi valimikeskmine,
S = 5 ZU( Y)? tunnuse y UK dispersioon,
so = 5> (v ) tunnuse y valimidispersioon.
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Jareldus 12.1 Hinnangud UK keskmisele Y = t/N on jargmised:

Y = 3
V(Y) = (1-[)S2/n,
V() = (1-f)si/n.

Vordle klassikalise statistika valemitegal!
Klassikalises statistikas on y; soltumatud sama jaotusega valimis ning

2
z:i'A}z/

V(Y)

LJV TTA korral kui me eemaldame iihe y; UK-st, siis saame hoopis teise UK
jaotuse. Jargmise elemendi valik toimub juba teise jaotuse jargi. Valikud on
omavahel negatiivselt korreleeritud:

Seepirast ka keskmise hiinangu dispersioonil olemas nn "l6pliku UK-i kor-
rigeerimiskordaja" (1 — f).

Kui valikusuhe on viike, siis ka valemid on ligikaudselt vordsed klaasikalise
statistika omadega.

Jata meelde! Klassika statistika tarkvara pakettid toctavad eeldusel, et y;
on soltumatute samast jaotuseset. Seepédrast neid ei saa otseselt kasutada
valikuuringute andmetele. Mida keerulisem on disain, seda rohkem erinevad
hinnangute dispersioonid.

SUDAAN

WESVAR

CLAN Spetsiaalne tarkvara valikuuringute teostamiseks.
SAS 8.1

R, pakett SAMPLING

Ulesanne 12.2 LJV TTA valim mahuga n = 30 leibkonda oli véetud asulast
A eesmdargiga hinnata vdikelaste arvu (y) selles asulas. Asulas elab kokku 28/
leibkonda. Valimist sai leitud jargmised nditajad: Yy y; = 42 ja Y y? = 76.

Arvutada ligikaudne vahemikhinnang Iy, vdikelaste koguarvule usaldusnivool

95%.

Ulesanne 12.3 LJV TTA korral on vahemikhinnang keskmisele Y usaldus-
nwool 1 — a jargmine:

A A fa) _ (1 - f)Sg _ 1 - f _
Iy = YEL96\ V(Y) = G196\ ——— = | 1 ey - 1,96/ — | =g(1£4),
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kus cvy = s,/y - variatsioonikordaja (coefficient of variation).

Uuringu tellija soovib, et A < 3%(0,03). Leida uuringu jaoks valimimaht n,
kui eelmisest uuringust on teada, et

a) cvy =0,5;b) cvy =1; ¢) cvy =1,5. Ning N = 100000.

12.3 Kovariatsioon kahe hinnangu vahel LJV TTA korral

Olgu meil kaks hinnangut fy = Ny jat, = Nz. Uldiselt TTA disainide jaoks
avaldub kovariatsioon kahe hinnangu vahel jargmiselt (vt punkt 3.3):

Conlyi =S A2 = Al + TS
i ¢ i#£]

LJV TTA korral:

C’ov(fy,fw) = ]Z—j[f(l—f)zyﬂi—f(l—f)ﬁzzyi%]:

i#]
N 1
= g(l—f)m[(]v—l)z&?iyi— S Ty )=
q_/
=2 wa) (2 wi) =22 wimil

N 1
1 _
= N*(1-f)—— x; — NY X .
=N~ [Zym /n
Loplikult saame:
Cov(t,,t,) = N2Cov(Y, X) = N*(1 — £)S,./n,

kus 1
Sye = 31 4 (yi = Y)(2; — X)

on tunnuste y ja z kovariatsioon UK-s.

Punktist 8 saab ka tuletada hinnangu kovariatsioonile:

y; ; DIVITA s
C’ov WL AN N2(1— )2
ZZ%WZ = =N

NISE
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kus
1

S = —— S (i — P — 7)

T n-—1

S

on valimi kovariatsioon y ja = vahel.

Ulesanne 12.4 Tuletada Cor(l,,t,). Kommenteerida!

12.4 Suhtehinnang LJV TTA korral

Lihtsa juhuvaliku korral avaldub kahe kogusumma suhte R = z—z hinnang kujul

. Zsyi

R= — .
> s Ti

§H S
SRS

Hinnangu R ligikaudne dispersioon avaldub iildjuhul jargmiselt:

AV(R) = = [V(E,) + B*V(E,) — 2RCou(i, )] -

t2

Sellest valemist saame LJV TTA korral

1-f

AV(R) = —

(52 + R2S? — 2RS,,)

kus 52,52 on UK dispersioonid (vt Teoreemi 12.1) ja S,, on iildkogumi ko-
variatsioon vaadeldud punktis 4.3.

Suhtehinnangu dispersiooni hinnang avaldub lihtsa juhuvaliku korral jargmiselt:

NN 1 — ~ ~
V(R) = me (sf, + R?s2 — 2Rs,,), (38)

kus s7, s2 on valimi dispersioonid ja sy, on valimi kovariatsioon.

Praktilises t60s, naiteks statistikaametites armastatakse suhte dispersiooni
hindamisel kasutada teist lihenemist, mis seisneb sobivate uute tunnuste moodus-
tamises. Eespool saime lahendava lineaarse valemi suhtele

- 1 I;
R%R—FEZU:ELW, kus u; = y; — Rz;.

Dispersioon tuleb teisest liidetavast,

. 1 I;
x U 7
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Lahtudes tildistest dispersioonivalemitest néitasime eespool, et LJV TTA ko-
rral t, =) EI—}y, dispersioon ja dispersiooni nihketa hinnang on

V(t,) = N*(1— f)S2/nja V(t,) = N*(1 - f)s2/n.

Meie jaoks tulevad need valemid niiiid véiljendada tunnuse u; kaudu. Sonas-
tame teoreemina.

Teoreem 12.2 Suhte R = i—y = Z—y ligikaudne dispersioon avaldub LJV

. PONE
TTA korral valemiga
o V(- f)
vy~ D,
ja dispersioonihinnang valemiga
A N%(1—
iy =0, (30)

kus

Se= (i =U)/(N=1),s3 =) (u; —)?/(n—1).

=1 s
Valemiga (39) on dispersioonihinnangut oluliselt lihtsam leida kui valemiga

(38)

Ulesanne 12.5 Avaldada U ja .

12.5 Hindamine osakogumites LJV TTA korral

Kui UK on mingi tunnuse viirtuste jirgi jagatud osadeks ehk osakogumiteks,
siis huvitavad meid nende osakogumite mahud - nii absoluutselt kui suhtelised,
kogusummad, keskmised ja suhted osakogumites. Olgu iildkogumiks koik opi-
lased ja osakogumiks 1. klassi opilased. Meid huvitavad jargmised osakogumi
néitajad:

Néiteks:
e osakogumi maht ehk koigi 1. klassi opilaste arv;
e matemaatika oppimisele kulutatud summaarne aeg;

e keskmine matemaatika oppimisele kuluv aeg opilase kohta;

e matemaatika oppimisele kuluv aeg osakaaluna kodutoodele kuluvast ajast.

45



Valikuuringute teooria I N. Lepik, I. Traat 2016

Vaatame koigepealt osakogumi mahu ja osakaalu hindamist. Osakaalu esi-
tatakse tavaliselt protsentides. Olgu U; C U meid huvitav osakogum, Ny, N
on vastavad mahud.

Osakaal on P; = Ny/N. Osavalimi s; maht on ng4, osakaal valimis on p; =
na/n.

Iga iildkogumi objektiga seotakse osakogumi indikaator:

- 1, 1eUy
1 0, wvastasel juhul.

Selle tunnuse kogusumma ja keskmine on osakogumi maht N,; ja suhteline
maht PdZ

Nd ~ tz
No=t.=> z, Pi=—r=2=+
U
Niiiid saame rakendada neile Teoreemi 12.1 erijuhul:

Ny = = NZ = Np,4, kus pg on valimi s; osakaal;

1 - 1 N
ngm(z 2 —NZQ):H(Z%—NPC?): N_lPd(l—Pd).
v z?:zi,zie{(),l} \U,_/

NPy

Jarelikult hinnangute Ny ja P, dispersioonid ja dispersiooni hinnangud aval-
duvad jargmiselt (niital):

3 _
V) = (1 ) Pa - Pd), V() = L p - pa)
V(Ng) = N2711:]10Pd(1 —pa)s V(Pa) = i:{l)d(l — Pa)

Tunnuse y kogusumma osakogumis U, on t4 = ZUd y;. Selleks, et oleks voima-

lik rakendada UHT hinnangute saamiscks, peame esitama t; UK kogusumma
kaudu. Selleks kasutame jéllegi binaarset tunnust z:

ta = Zyz = Zyzzz = Zyz/W kus y; = zy;.
U U U
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Teoreemist 12.1 saame summa hinnangule LJV TTA korral kuju:
. N N
t, = Niy = — = i
d Yy n Z Y; n Z Y
S Sd

Dispersioonide V (£4) ja V(f4) leidmiseks asendame tunnuse y; tunnusega v/
Teoreemis 12.1.

Ulesanne 12.6 Kirjuta vilja saadud hinnangu dispersioon ja dispersiooni hin-
nang.

Osakogumi keskviirtuse Y; = t4 /Ny hindamiseks saab kasutada Jareldust 12.1:

- ty N 1

V= LINT
1N, T Nyn 2

Sd

Pane téhele, et saadud hinnang pole osakogumi valimikeskmine!
Keskvaartuse hindamiseks on tavaliselt alternatiivne hinnang ehk suhtetiiiipi
hinang parem:

~

2 td
Yd,alt: ~ -

d

Vaatame, mis kuju see votab LJV TTA korral. Paneme téhele, et N, =
N/ny " z = (N -ng)/n. Siit saame, et

2 N/ny v 1 Z
dyalt N -ng/n ng Yi = Ya
54

Seega, suhtetiilipi keskmise hinnang osakogumis on valimi keskmine selles os-
akogumis. Kui osakogumi maht N, on teada, siis on parem kogusumma hin-

nang osakogumis NgqYy aiz-

Uldjuhul huvitab meid jirgmine osakogumi suhe, mille aga saame esitada suht-
ena kogu tildkogumis uute tunnuste abil:

_ sz yl _ ZU y;
ZUd Ti vy

kus y. = z;y; ja zi = z;x;. Hinnangu sellele suhtele saame lugeja ja nimetaja
nihketa hindamise teel:

Ry

UL D D/ DY
¢ Nz LT stxi'

Dispersioonivalemid V(Ry) ja V(Ry) jérelduvad Teoreemist 12.2, milles tuleb
kasutada osakogumitunnuseid y. ja .
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13 Hindamine lihtsa juhuvaliku TGA korral

LJV TGA valiku korral tehakse UK-s U n valikut téenfiosusega
| X
i = X7 i = 1.
= ;p

Iga kord kui objekt on valitud, pannakse see iildkogumisse tagasi.
LJV TGA korral on valikuindikaatorid binoomjaotusega: I; ~ Bin(n, ).
Disaini vektori I jaotuseks on multinomiaalne jaotus:

o heui k=
p(k):Pr(]:k):{ Nn TN k!’ ui |k =n,

0, vastasel juhul.

Binoom- ja multinoomjaotuse karakteristikud on hésti tuntud:

n
B(L) = npi=—
(L;) npi =
n 1
;) = i(1—pi) = =(1——),
V(L) npi(l—pi) = (1= %)
n
Cov(l;,1;) = —npip; = N

Kasutusvaldkonnad:

e valikudisainina ei kasutata;

e valemid, tuletatud LJV TGA jaoks on tavaliselt lihtsa ja ilusa kujuga,
neid saab kasutada sageli lahendina teiste disainide juures sobivas oluko-
rras;

e LJV TGA on tdhtis nn "taasvaliku" teoorias, kus saadud valimist voe-
takse korduvalt omakorda valimid kasutades LJV TGA ja selle protse-
duuri abil leitakse hinnangu dispersiooni hinnang.

Kogusumma hinnangu ja selle dispersiooni tuletamiseks kasutame teoreemi
6.3 punktist 6.2 (hindamisteoreem multinomiaaldisaini korral). Dispersiooni
hinnangu saamiseks kasutame alternatiivset valemit, kuna LJV on fikseeri-
tud mahuga disaid ja Sen-Yates-Grundy hinnang on stabiilsem (varieeruvuse
mottes, samuti ei vota ta negatiivseid védrtuseid).

Olgu t =Y, bﬁ(% on kogusumma t = ) ., v; hinnang. Multinomiaaldisaini
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Valikuuringute teooria I

korral alternatiivne dispersioonihinnang avaldub jargmiselt
I e
J E(1;1;) \EI, FEI,

=1 j=
2
—IPiD; (i_ﬂ) N

- XXt
n(n —1)pip; \np;  np;

vi 0\
J(f) = = LI (2 — 21 . 4
" = 5 Y (- k) (a0

Avaldame ruutu ja lihtsustame:

ZZUJ @2’12 ‘ Z[ ley;,

Vi Yj i Yi _
ZZI[ — Zlin—pizjjljn—];_fz

np;np; %
Y

Lopuks saame,

vastava hinnanguga

S 1 %2 22
V(t)= — Zki]?—nt )

n(n —1)

Teoreem 13.1 Lihtsa juhusliku valiku tagasipanekuga korral nihketa hinnang

UK kogusummale t = > v Ui avaldub jargmiselt:

vastava punktihinnanguga
t = Ny.
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Hinnangu t dispersioon on jargmine:
(41)

ja dispersiooni hinnangufunktsioon.:
NS
V() = —— Ly? —ny?| . 42
(t) n(n_l)lg Y; ny] (42)
i1

Vitmasele avaldisele vastav punktihinnang on jargmine:

R N?
V(t) = —sz,

n

kus

— 1
Y = N%:yu
1

§2 = — N (-7

1
2 _ § \2

Ulesanne 13.1 Toestada viide (41).

Hinnangud keskvéértusele LJV TGA korral avalduvad jéargmiselt:

Yy =

V(YY) =

3 |<£%w <

Saime klassikalise statistika tulemusi!
Vordleme SI ja SIR (LJV TTA ja LJV TGA) omavahel:

R S? n R 52
Vsr(t) = N?(1 — f)ﬁ, kus f = + 2 Vsir(t) = N(N — 1)7”.

Juhul kui n = N, Vs;(f) = 0, kuid Vs (t) # 0!
Uldiselt, Vsrg(t) > Vsr(t).Vordusmirk kehtib kui n = 1 ja n = N — 1. Lihtne
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juhuvalik tagasipanekuga on vihem efektiivne kui tagasipanekuta lihtne juhu-
valik.

Disainiefekt:

A

_ Veip(t)  N(N-1)S%/n 1
Def fsir = VSI(f = N2(1—f)SZZ/nN =7

Mida suurem on valikusuhe f (st mida ldhedasem on ta 1-le), seda vihem on
SIR efektiivne.

Ulesanne 13.2 Olgu N = 10 jan = 2. Olgu y vidrtused ildkogumis jargmised:
(2, 1, 2, 4, 1, 3, 2, 1, 4, 1). Eeldades, et valikudisainiks on lihtne juhuslik
valik TGA, leida disaini efekt (tdpselt).

13.1 TGA disaini poolt indutseeritud TTA disain

On toestatud, et objektide korduvvalikud ei suurenda hinnangu tépsust. Ja
tegelikult, kui kordused vilja jétta, siis saadud hinnang varieerub vihem.

Definitsioon 13.1 Indutseeritud tagasipanektuta disain on selline, mis on
saadud jargmise algoritmi abil:

1. wvotta valim tldkogumist lihtsa juhuvaliku tagasipanekuga abil;

2. kustutada kordused valimist (jitta objektid ainult ihekordselt).

Meetodi puuduseks on kaalude timberarvutamine (vastasel juhul saame nihkega
hinnangu) ja valemite keerukus.

Téhistagu [ = ([nd [ird, .. [14) valikuvektorit indutseeritud disaini korral,
Iimd e {0, 1}.

Valikuindikaatori keskvaartus on sel juhul:
EI" =a" = Pr(I[" =1) = Pr(l; > 1) = 1 — Pr(I; <1) = 1 — Pr(I; = 0).

Kuna I; ~ B(n, ), siis
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Saadud keskvaartuse abil avaldame nihketa hinnangu kogusummale ¢:
" I ?"dy~
=3y — (43)
U 1- (1 o %)

Hinnangu varieeruvuse V' (¢) valemit antud kursuse raames ei tuleta.

Ulesanne 13.3 Olgu antud viike tldkogum, kus N = 4 ja uuritava tunnuse
vadartused on y, = 8,y = 10,y3 = 7,ys = 4. Sellest tildkogumist voetakse valim
mahuga n = 2 kasutades lihtsat juhuvalikut tagasipanekuga. Seejdrel moodus-
tatakse indutseeritud disain. Ndidata, et indutseeritud disaini jdrgi saadud
kogusumma hinnangud on toepoolest nihketa. Vihje: kasutada diskreetse juhus-
liku suuruse keskvddrtuse definitsioons.

14 Isekaaluvad disainid

Isekaaluvate disainide korral kehtib:

E(I;) = const.

Kui lisaks disain on fikseeritud mahuga n, siis 3, E(I;) = n ja siit jireldub,
et

Sellisel juhul nihketa hinnang UK kogusummale on

U

mis tdhendab, et hinnang pohineb valimikeskmisel:

t = Ny.

Ja see omakorda tdhendab, et UK keskmist hindab valimikeskmine, UK os-
akaalu - valimi osakaal,... < valimikarakteristikud esindavad UK karakteris-
tikuid. See on aga kiillaltki mugav ning voimaldab kasutada hindamisiilesan-
netes tarkvara, mis on moeldud klassikalise statistika jaoks.

Téahelepanu! Kogusumma hinnangu disperioonid on siiski iildjuhul erinevad
eri disainide korral!
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15 Sustemaatiline valik

OlguU =1,...,N.

Stistemaatilise valiku korral voetakse esimene element valimisse juhuslikult m
esimese elemendi hulgast (vordse toendosusega). Valimit moodustavad see es-
imene element pluss iga m-s element freimist.

Kokku on voimalik saada m erinevat valimit. Iga sellise valimi saamise toenéao-
sus on 1/m.

Olgu I = (Iy,...,Iy) valikuvektor freimis U. Siistemaatilise valiku korral on
sellise vektori realisatsiooniks vektor k elementidega 0 ja 1, kus 1 esineb iga m
sammu tagant. Seega, on vektori I jaotus jargmine:

1/m, kui 1 ilmub esimese m hulgas;

p(k) = Pr(l = k) = { 0, vastasel juhul.

Siistemaatiline disain on TTA disain. Kasutusvaldkonnad:

1. SU on lihtsalt teostatav jooksval valikul ja seetottu ta on vihem tundlik

intervjueerijate subjektiivsete vigade suhtes kui LJV v6i KV (kihtvalik). Eriti

kui korralik freim ei ole kittesaadav.

Naiteks, ostjate lihtsa juhusliku valimi mahuga n = 50 korjamine tdnavanurgal
on iisna keerukas. Intervjueerija ei saa otsustada, milliseid ostjaid votta val-
imisse, sest UK maht N ei ole teada kuni kdik ostjad on #ra kiiinud. Seevastu
intervjueerija voib kasutada SU-t ja votta valimisse néiteks iga 20. ostja kuni
noutava mahuga valim on saadud. See protseduur on lihtne isegi kogenematu
intervjueerija jaoks.

Need kiisitlejad, kes kiisitlevad inimesi liikumisel, kasutavadki viga sageli SU-t.
Nad voivad kiisitleda iga 20-nda inimese kassa juures toidu maitse voi varvuse
kohta. Iga 10-s isik, kes siseneb bussi voib olla kiisitletud bussiteeninduse ko-
hta. Samuti metsavahid voivad votta maatiikkide siistemaatilist valimit, ning
siistemaatiliselt valida puud, et uurida haigete puude osakaalu. Seetottu on
SU viga populaarne valikudisain.

2. SU vé6ib anda tépsema informatsiooni kui LJV sama maksmuse korral.
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Stistemaatiline valim on reeglina "{ihtlasem" ja seega annab rohkem informat-
siooni UK kohta kui sama mahuga lihtne juhuslik valim. Niiteks, me tahame
votta SU valimit mahuga n = 200 panga maksekviitungite UK-st mahuga
N = 1000, selleks, et hinnata korrektselt tdidetud kviitungite osakaalu. Sell-
eks votame juhuslikult iihe kviitungi 5-st esimesest maaramaks alguspunkti
(néiteks, number 3), ja seejirel votame iga viienda kviitungi.

Oletame, et suurem osa esimesest 500st kviitungist olid téidetud korrektselt,
jargmised 500 aga olid koik taidetud valesti (nditeks, pangateenindaja kogen-
ematuse tottu). LJV korral voib valimisse (n = 200) sattuda liiga palju (voi-
malik, et koik) kviitunge esimesest (voi teisest) osast kviitungitest. See annab
aga ebatipse hinnangu osakaalule. Seevastu SU valib vordse kviitungite arvu
molemast gruppist ja annab parema hinnangu valesti tdidetud kviitungite os-
akaalule.

SU korral igal objektil on olemas voimalus sattuda valimisse, st
Disaini puudus on aga see, et moned objektid ei saa korraga sattuda valimisse,

st moned 2. jarku kaasamistoenéosused on vordsed 0-ga, m;; = 0. See aga
omakorda tdhendab, et pole voimalik leida hinnangute teoreetilist dispersiooni.

Valimimaht, n, on SU korral juhuslik ja on m#iratud sammuga m. SU korral
kehtib:
N=nm+c, 0<c<m.

Seega, realiseerunud valimimaht, tdhistame ng on:

_— n+1, kuir<c
] o, kui r > c.

Leiame ka 1. ja 2. jarku kaasamistoendosused:

m=Pili=1)= 3 plk) =

Eoki=1

kuna on voimalik ainult iiks selline valim k, mis sisaldaks i-ndas positsioonis
1, siis
1/m, kui vahe i ja j vahel on sammu m kordne;

Tj = Pr(l; = LI = 1) = Z p(k) = { 0, vastasel juhul.
koki=1,k;=1

Kuna valimimahud véga ei varieeru, siis on huvitav leida keskmist valimimahtu:

al al al N nm+c c

En)=F
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15.1 Hindamine SU korral

Kogusumma ¢t = ), y; nihketa hinnang UHT-i jérgi on jirgmine:

=3 Yt
U

U

millele vastab jargmine punktihinnang:

Kuna on voimalik saada kokku m erinevat valimit vordse tGendosusega (olenevalt
alguspunktist r), siis on ka voimalik saada kokku m erinevat hinnangut UK
kogusummale, tdhistame 1, ..., %,,:

t, :mZyi, r=1,..,m.
Sr

Niitid saame kirja panna V(f) ilma UHT-ta, kasutades diskreetse juhusliku
suuruse dispersiooni definitsiooni:

V() = S~ BLVPrld = i) = S (d 1)

r=1

Nieme, et V(f) soltub sellest, kuidas varieeruvad ¢, kogusumma ¢ {imber.
Dispersioon V(f) on teoreetiline, seda ei saa vélja arvutada, kuna praktikas on
meil olemas ainult iiks valim s, ja ainult iiks hinnang ¢,. Kuid me saame seda
teoreetilist hinnangut kasutada SU uurimiseks.

Koigepealt, lihtsustame situatsiooni ja eeldame, et ¢ = 0, st N = nm.

Sel juhul ¢, = my ., Yi = X > Yi = Ny,. Kuna t = NY, me saame kir-
jutada teoreetilise dispersiooni V (£) iimber jirgmiselt:

V() =Nnd (7 — V)

Seega, varieeruvus V(%) sdltub valimikeskmiste varieeruvusest. Me soovime,
et see varieeruvus oleks viiike, see tagaks viikese dispersiooni V(#). Kuna teisi
valimeid pole, siis ka pole voimalik midagi otsustada selle varieeruvuse kohta.
Antud olukorras saame kasutada ANOVA lahutust (tunnuse koguvarieeruvus
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grupisisese ja gruppidevahelise varieeruvuse kaudu):

SST = Y (i=Y?=3 > (wi~o+5 V)=

U r=1 1€s,
m m B 1 .
_ R S\ L
= DD =) ) (5= V) = SSW + V(D).
r=1 i€s, r=1 ,
SSW SSB

Fikseeritud UK korral on uuritava tunnuse varieeruvus, SST (Sum of squares
total), samuti fikseeritud. Selleks, et saada viiksema V({), SSW (Sum of
squares within groups) peab olema voimalikult suur. Ja see omakorda tdhendab,
et tuunuse y varieeruvus valimis s, peab olema suur = tuunus peab olema val-
imis s, voimalikult heterogeenne. Jirelikult, dispersiooni V(%) suurus séltub
objektide jarjestusest loendis.

Hea jérjestus on jargmine:

e y vidrtused, mis asuvad tliksteisest kaugusel m peavad olema voimalikult
erinevad;

e seda saab saavutada jarjestades freimi vaédrtuseid kas uuritava tunnuse
voi sellega korreleeruva tunnuse vaartuste jargi.

Halb jarjestus:

e loendis esineb vaartuste tsiiklilisus perioodiga m; sellisel juhul tunnuse
varieeruvus valimis on véike.

SU korral pole voimalik saada nihketa hinnangut kogusumma hinnangu dis-
persioonile, V' (£). Sel juhul saab kasutada ménda nihkega hinnangut, niiteks
SI hinnangut:

3 | He

V()= N*(1~f)

Juhul, kui UK on halvasti jérjestatud, siis sg voib osutuda liiga viikeseks ja

sel juhul V(f) voib tegeliku dispersiooni alahinnata.

Ulesanne 15.1 Linnas A on aeg-ajalt tuvastatud joest tihte pestitsiidi ainet
(dieldrin, mis on tunnustatud kantserogeeniks), ja seda territooriumil 7,5 mi-
ili. Keskkonnakaitse plaanib libi viia wuring keskmise pestitsiidi taseme tuvas-
tamiseks joest. Selleks jaotatakse jogi 36-ks osaks (vt pilt) ja proovid voetakse
9-st osast kasutades sistemaatilist valikut. Numbrid sulgudes (mikrogramm
liitri kohta) nditavad selle osa pestitsiidi taset, mida saab teada alles valiku-
uringu labiviimise etapil.
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Z—t
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Kasutades siistemaatilist valikut mahuga n = 9 ja juhusliku algusega leida va-
hemikhinnang usaldusnivool 90% keskmisele pestitsiidi tasemele.

Ulesanne 15.2 Muuseum plaanib vilja panna ihte kallist maalide kollekt-
stooni 180-ks paevaks ja vaadata, mitu inimest kilastab muuseumit antud pe-
rioodi jooksul. Kuna igapdevane kiilaliste monitooring on liiga kallis, siis ot-
sustatakse jalgida igal 10-1 pieval. Andmed on toodud jargmises tabelis.

Paeva nr Kiilastajate arv
J 160
13 350
23 225
173 290
13 _ . 8 2 _
oy =4868; .5,y = 1321450

Leida vahemikhinnang kiilastajate koguarvule 180 pdeva jooksul usaldusnivool

90%.

Ulesanne 15.3 Viiakse libi sotsioloogiline leibkonna wuring, milles tiheks tun-
nuseks on Kas leibkond uurib elamispinda voi mitte. Kui letbkond uurib elamispinda,
sits y; = 1; vastasel korral y; = 0. Linnas on kokku N = 15200 leibkonda. Ka-
sutades sustemaatzlzst valikut sammuga 50 on leitud, et Z?Oﬂi y; = 88. Leida
vahemikhinnang rentnike osakaalule usaldusnivool 90 %.

15.2 SU disaini effekt

Eelmises punktis néitsime, et uuritava tunnuse koguvarieeruvuse UK-s on voi-
malik esitada jargmiselt:

SST = SSW + SSB = SSW + %V(f),
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kus SSB= Sum Square Between on varieeruvus gruppide vahel.

— Vey () = N(SST — SSW) = N - SST(1 — _ig;/) _

SSW
— P 2 —_——
= N(N 1)Sy (1 SST)'
SU disainiefekt:
Vey(f) NN —-1)S2 (1 - 2%F)

defF(5Y) = Ver(D) N2(1— S -

_(N—=1D)n 1_SSW

- N(1-f) SST |-
Stistemaatiline valik on efektiivsem kui lihtne juhuvalik siis, kui def f(SY) < 1.
See aga tdhendab jargmist vorratust:

o sy

N(1—f) SST
SSWY\ N(1-f)
(1_ SST) SIN—1m

SSW - N(n—1)
SST =~ (N —-1)n

Téahistame
9 SSW
So =
N—m
- valimite sisene hajuvus. Arvestades, et
N Nmn-1
N-m=N-Y_No-l)
m n
viimasest vorratusest saame, et
2 2
S >S5,

ehk siistemaatiline valik on lihtsast juhuvalikust efektiivsem, kui tunnuse y
valimisisene hajuvus on suur, vorreldes hajuvusega UK-s.

Parim hinnang saadakse loendi korral, mis on jarjestatud uuritava tunnuse
voi sellega tugevalt korreleeritud tunnuse vaartuste jargi.

Halva jarjestusega loendi puhul voidakse valimisse saada liialt vihe varieeruvad

objektid, mille tagajéarjeks on ebatdpsed hinnangud alahinnatud usaldusinter-
valliga.
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15.3 SU realiseerimine praktikas

1. Ménikord on SU probleemiks, et pole voimalik saavutada tipselt etteantud
valimimahtu. Naiteks kui N = 125 ja samm m = 3, saame n = [13&} = 41 ehk
valimimaht on kas 41 voi 42 soltuvalt juhuslikust stardist. Kui aga m = 4, siis
n =31, n + 1 = 32. Valimimahtusid nt. 33 — 40 pole voimalik saada. Suurte
iildkogumite korral see probleem kaob.

2. Valimimahu reguleerimiseks, kasutatakse teisi SU protseduure, millest iiks
on niiteks ringsiistemaatiline valik. Selle meetodi korral vaadeldakse loendit
ringina, kus viimasele elemendile jérgneb jélle esimene. Genereeritakse juhus-
lik arv 1 < r < N ja voetakse talle vastav objekt ning sammu m tagant iga
jargnev objekt, kuni soovitud valimimaht on kées.

16 Ebavordsete toenaosustega valik

Andes tildkogumi elementidele erinevaid kaasamistoendosusi, on voimalik paran-
dada leitavate hinnangute omadusi. Vaatame siinkohal l&hemalt iiht viga lev-
inud viisi.

Liyi

Olgu t = ), y; ja sellele vastav nihketa hinnang t= U B

Kui valida disain nii, et oodatavad valikute arvud on vordelised y vaartustele,
ehk

siis y;/EI; = 1/c¢ ja hinnang saab jargmist kuju:
-1
t —_ - [z
22

Kui lisaks disain on fikseeritud mahuga, siis > ,; I; = n ja hinnang lihtsustub
veelgi rohkem:
t=n/e.

Votame viimases avaldises molemalt pool kesvdirtuse ja saame, et ¢ = n/t.
Jérelikult, fikseeritud mahuga disainide korral iga kogusumma hinnang ¢ annab

meile tulemuseks tdpse parameetri ¢t soltumata realiseerunust valimist.

Juhusliku valimimahuga disainide korral ), I; = n. Olgu n, realiseerunud
valimimaht. Sel juhul:

t=E(f) = % E (Z[) :%E(n)
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E
L Ew
t
ja kogusumma hinnang:
A t
t = s-
Em)"

Ulalpool kirjeldatud valikut nimetatakse suurusega vordelise toendosusega va-
likuks (Sampling with Probablities Proportsional to Size, PPS).

Probleemid seotud PPS realiseerimisega:

e kuna y; pole teada enne valimi votmist, siis ka pole voimalik leida E'I; o<
Yis

e juhul, kui on voimalik kasutada taustinfot, iitleme tunnust x, mis on
teadaolevalt positiivselt seotud uuritava tunnusega, siis saab valida E'I; o
Ti;

e suurtes uuringutes, kus uuritavaid tunuseid on palju, voib juhtuda, et
EI; on vordelised ainult monede tunnustega; sellisel juhul hinnangud
teiste tunnuste jaoks tulevad ebatapsed.

PPS kasutamise naiteid...

1. Leibkonna eelarve uuring. Selleks kasutatakse tavaliselt rahvastikuregister
(mis sisaldab infot inimeste kohta). Sellest voetakse valim vordse toendosusega
iga inimese jaoks. Leibkondadel on sellisel juhul toenédosus olla valitud vorde-
line leibkonna suurusega. Selline valikuviis suurendab hinnangute tapsust, mis
on seotud néiteks kulutustega, kuna need tunnused on enamasti tugevalt ja
ka positiivselt korreleeritud leibkonna suurusega. Tulud on samuti positiivselt
seotud leibkonna suurusega, kuid see seos on norgem.

2. Kui tahetakse hinnata vabade to6kohtade arvu linnas, siis LJV puhul on
valimis enamik véikeettevotteid (neid on rohkem), aga hinnatav parameeter
oleneb just palju suurfirmadest. Seega peaks neil olema suurem voimalus val-
imisse sattuda.

PPS kasutamise pealmised pohjused:

1. hinnangute tapsuse suurendamine;

2. kindlate objektide sattumine valimisse (nt nende edaspidiseks uurimiseks).

Markus. Miks kutsutakse antud valikut ’ebavordsete toendosustega valikuks’,
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kui tingimused on maaratud keskvaartustele E1;. Kus on siin toendosused?
Teame, et

pr 1 ™ TTA disainide korral;
1 np;, TGA disainide korral.

Jarelikult, tingimused E'I; jaoks tdhendavad ka tingimusi toendosuste jaoks.

16.1 Suurusega vordelise toendosusega valik

Eeldame, et enne uuringu teostamist teame tausttunnuse z vaartuseid. Tavaliselt
on selliseks tunnuseks mingit suurust iseloomustav tunnus.

Disaini moodustamiseks valime

El; < z;,
mis tdhendab, et
N
i=1
N N
SR =Y
=1 =1
En tr
Jarelikult,
En
CcC =
ly

Kokkuvottes voib 6elda, et valikuindikaatori keskvaédrtus peab olema:

Bl — E(n)x;/t,, juhusliku valimimahuga disainide korral;
| nag /s, fikseeritud mahuga disainide korral.

Kuigi valemid néevad lihtsad vélja, pole siiski lihtne konstrueerida algoritmi
fikseeritud mahuga TTA valiku teostamiseks. Uks tuntumaid on nn Sunteri
algoritm (vaatame loengul, tahvlil).

TGA wvalik fikseeritud mahuga ei ole midagi muud kui multinomiaalne disain
valikutoendosustega p; = x;/t, ja valimimahuga n. Teostamisviisi vaatasime
varem. Probleemiks - TGA disainid pole koige eelistatumad disainid praktikas.

Uks lihtsamatest TTA disainidest on Poissoni valik, mis kahjuks annab juhus-

likku valimimahtu. Kuid oma lihtsuse tottu see disain on iisna populaarne
praktikas.
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16.2 Poissoni valik

Poissoni valiku korral koik elemendid labitakse jarjest, alates esimesest kuni
viimaseni, iiks kord. Iga elemendi jaoks saadakse juhusliku valikuindikatori
realisatsioon, I; ~ Be(m;) = Bin(1,m;), I; on koik séltumatud juhuslikud suu-
rused.

PPS valiku korral m; = nz;/t,, * on tausttunnus. Meeldetuletuseks, Poissoni
disaini karakteristikud:

EIZ = T; = TZZEZ/tx,
VIl = 7Tz<1 — 7Ti)7
I; LI
E(IZIJ) = Wij,-l—_\ﬂ'iﬂ'j,
COU(L’, I]) = 0.

Teoreem 16.1 Poissoni valiku korral, I ~ Bin(1,7;), nihketa hinnang UK
kogusummale t =), y; on jirgmine:

U

vastava punktihinnanguga:
A y,L
t= —.

Hinnangu dispersioon on V (t) = 3, ==

?/z
ja dispersiooni hinnang: V (f) = ZU Tyl

vastava punktihinnanguga

Ulesanne 16.1 Téestada Teoreemi 16.1 vditeid iseseisvalt, arvestades, et A=
0,i # j; Ay = VI;, my = mi.

Kuna Poissoni valik on juhusliku valimimahuga disain, siis eelistatakse alter-
natiivset (suhtetiiiipi) hinnangut UK kogusummale:

kus N = 3. 1/m;.
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17 Kihtvalik

Kihtvalik on praktikas enim kasutatav valikudisain, mille korral jaotatakse
objektid UK-s méne tausttunnuse (kihistava tunnuse) vidrtuse jirgi osadesse
(kihtidesse). Kihte vaadeldakse iiksteisest soltumatute kogumitena, milledes
voib rakendada erinevaid valikumeetodeid.

Kihtvalikut kasutatakse:

e Hinnangu tadpsuse tostmiseks - uuritava tunnuse suhtes homogeensed ki-
hid tagavad valimihinnangu véikese varieeruvuse (disainiefekt < 1).

e Osakogumite hindamiseks - eriti véikeste valimite korral on mottekas
osakogumit esitada eraldi kihtidena, et rakendada seal temale sobivat
optimaalset disaini.

e Erinevat kasitlust vajavate kihtide hindamine - kallimalt uuritavate ob-
jektide valimit vihendatakse, suure kao korral valimit suurendatakse.

e Uuringu administreerimine - suunamaks valimi paigutust (nt. inter-
vjueerijate keskuste timber). See voimaldab kokkuhoidu uuringu labivi-
imisel.

Kihistava(te) tunnus(t)e valik:

e madratud iildkogumi koigil objektidel, teada enne uuringu labiviimist
(sugu, vanus, maakond, linn/maa, to6tajate arv,...)

e ei méara liiga peent kihistust, mis raskendaks osakogumite hinnangute
leidmist.

Disain

Olgu 16plik iildkogum U = {1, ..., N} jagatud H kihiks Uy, ..., U, ..., Uy vasta-
vate mahtudega Ny, ..., Ny, ...Ng kihtides, kusjuures

H
U=|JUn UsNU; =0 kui h # g,

h=1

Téahistame valikuvektorit kihis h: I = (I,,..., 4N, ), kus r on eelmiste ki-
htide objektide arv + 1, r = Z?:_II N; + 1. Igas kihis rakendatakse teiste
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kihtide omast soltumatut valikut vastavalt disainile py, (k) = P(I, = kp,).

Terve valikuvektor I koosneb kihtide alamvektoritest,
I=(,,..,1..,1Iy),

ning tdnu alamvektorite soltumatusele saab valikudisaini esitada kihtide dis-
ainide korrutisena:

p(k) = H pn(kn),

kus k = (ki ..., k).

17.1 Hindamine kihtvaliku korral

T&histame:

th = ZUh y; - uuritava tunnuse summa kihis Uy,
Y, = JZ—’; - keskmine kihis Uj,.

Soovime hinnata UK kogusumma t,

H
t=>n,
h=1
ehk alternatiivselt,
H
t= Z Nth.
h=1

Hinnatavaks parameetriks voib olla ka UK keskmine

ot Ny Ny
B

h=1 h=1

kus W), on kihi osakaal UK-s.

Teoreem 17.1 (Kihtvalik). Kihtvaliku korral on nihketa hinnang UK sum-

male t jargmine:
H
=2 in
h=1
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kus E(fh) =t ehk hinnang t, on nihketa kihis Uy,. Hinnangu t dispersioon on

~

kus E[V (i) = V (£).

Teoreemi toestus jireldub hinnangute £, soltumatusest erikihtides, samuti
ka operaatorite F ja V' omadustest.

Jareldus 17.1 . Kihtvaliku korral avaldub hinnang UK keskmisele kihikeskmiste
hinnangute kaalutud keskmisena,

mille dispersioon on

Kui kihtides kasutatakse nihketa hinnanguid dispersioonidele V(ffh), s11is nihketa
hinnang dispersioonile on

A

2V (Ya).

=
:_<j/|
I
M=
=

17.2 Lihtne juhuslik kihtvalik

Kui koikides kihtides kasutatakse lihtsat juhuvalikut TTA, siis nimetatakse
sellist valikumeetodit lihtsaks juhuvalikuks (LJKV). Seejuures voib kihtides
kasutada erinevaid valikusuhteid

o
f=

h=1,.. H.

Paneme téahele, et kuigi iihe kihi piires disain on isekaaluv, pole ta seda terves
iildkogumis, mille tottu valimikeskmine ja osakaal ei ole nihketa hinnanguteks
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UK keskmisele ja osakaalule.

LJ TTA korral on kihi sees hinnanguks prameetrile ¢,

s [iyi_Nh .
th—z T —n_h%;]zyu

u, °

voi valimi kaudu:

th = NuJn,
kus 5, = % ZSh y; valimikeskmine kihis U),. Kasutades teoreeme (Kihtvalik
ja LJ valik TTA) saame sonastada teoreemi LJKV jaoks.

Teoreem 17.2 (Lihtne juhuslik kihtvalik).Lihtsa juhusliku kihtvaliku korral
avaldub kogusumma t =), y; kujul

dispersiooniga

ja dispersiooni nihketa hinnanguga

ZNh — fn)s yh/niu

kus

’*<j [

Jareldus 17.2 Arvestades seost avalduvad vastavad avaldised keskmise

hinnangu puhul jargmiselt:

t
= N

N h=1
N 1 &
V(Y) =5 Y N1 = fu)So/nn,
h=1
- 1z
V(Y) = Nz > NP = fa)sin/nn
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Naide 17.1 Reklaamifirmat huvitab, kui palju teha reklaams tihes maakonnas,
kuhu kuulub 2 suuremat linna (A ja B) ning maapiirkond. Selleks uuritakse,
mitu tundi nddalas inimesed maakonnas keskmiselt televiisorit vaatavad.

e Uy: Linn A on ehitatud suure tehase juurde ning enamiku linna elanikkon-
nast (155 majapidamist) moodustavad tehase téotajad kooliealiste lastega.

o U,: Linn B on naabruses asuva suure linna eeslinnaks ning enamik 62
majapidamisest on vanemad inimesed vaheste lastega.

e Us: Maapiirkonnas elab 93 majapidamist.

Raha on 40 majapidamise kiisitlemiseks. Otsustatakse, et valimid kihiti on
ny = 20, ng = 8, ny = 12. Igast kihist voetakse LJ valim. Tulemused — TV ees
veedetud tunnid nddalas — on toodud allolevas tabelis.

’ Kiht 1, Linn A \ Kiht 2, Linn B \ Kiht 3, Maa ‘
35 28 26 41 453 29 32 37 36 | 27 4 49 10 15 41 25 30 81521714 3020111252
25 29 31 39 38 40 45 28 27 34 24
35 34
’I’L1:20 7’LQZ8 TL3:12
7 =33,9 o = 25,125 ys = 19
sf/l = 35,358 322 = 232,411 333 = 87,636
Ny =155 Ny =62 N3 =93

Letame hinnangu TV wvaatamisele ndadakeskmisele majapidamise kohta koos
usalduspiiridega ning suhtelise veaga.

H

~ 1 1

Y = — Npypn, = —(155-33,9+62 25,125+ 93 -19) = 27, 7;

g hYh 310< ) + ) + ) s by
H

20 8

+932 -0,871 - 87,636
12

|- 1om

Toendosusega 95% saame viita, et keskmiselt vaadatakse TV majapidamises
27, 7+1,96 - /1,97 = 27,7+ 2,8 tundi nddalas.

Punktihinnangu suhteline viga, Suht.v.(?) = ‘;(Y) = V217’5;7 = 5,1%, mis

on vdaga korge nditaja ning jarelikult, voib hinnangut usaldada.

Samas, paneme tihele, et kui leida hinnangud kihiti eraldi ning hinnangu tdp-
sust, siis linnas B tuleb suhteline viga 20,04%, mis on dadrmiselt suur.
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Ulesanne 17.1 Leida linna B hinnang ning hinnangu suhteline viga koos hin-
nangu usalduspiiridega. Mis aitaks muuta hinnangut tapsemaks?

Ulesanne 17.2 Uks firma otsustas hinnata aastase inimtéotundide kadu, mis
tekib erinevate onnetuste tagajirjel. Kuna eri osakondades on juhtumite prot-
sent erinev, sis otsustati lihtsa juhusliku kihtvaliku kasuks. Tabelis on toodud
osakondade kogumahud ja valimite andmed (tunnid).

Hinnata nende pohjal kogu kadu firmas nit punktihinnangu abil kui ka usaldus-
intervalli abil nivool 95%.

Osakond A Osakond B Osakond C
Ny = 132 Ng = 92 Ng = 27
8240016326016 7/4 4| 4502,8123218 18
9581820

Ulesanne 17.3 Koolis K lopeb kuues klass matemaatika riigieksamiga. Juhtkond
soovib teada prognoosi keskmisele testi tulemusele. Entusiastlikud opetajad ot-
sustavad sel aastal rakendada kolme erinevat metoodikat matemaatika opetamisel,
mis peaks arvestama individuaalset lihenemist opilasele. Nii sits, tervet aas-
tat opivad lapsed matemaatikat metoodikate A, B ja C jdrgi. Lopus antakse
monedele proovitesti. Kuna koolis on kokku 200 opilast ja on ainult kaks mata
opetajat, kel pole aega koikide tédde parandamiseks, otsustatakse votta valim
opilastest mahuga 50 ja katsetada nende pohjal. Direktor, kes on lopetanud
statistika eriala, eeldab, et tihe ja sama metoodika piires punktide varieeruvus
peaks olema tihtlasem. Ta otsustab ldbiviia lihtsa juhusliku kihtvaliku, kus ki-
htideks on metoodika.

Testi tulemused ja opilaste arvud metoodika jargi on toodud jdargmises tabelis.

Metoodika A Metoodika B Metoodika C

Ny =55 Np =80 Ne = 65

80 92 68 85 72 87 85 | 85 82 48 75 53 13 65| 42 32 36 31 65 29 43
91 90 81 62 79 61 83 | 78 49 69 72 81 53 59 | 19 53 14 61 31 42 30
68 52 71 61 59 42 39 32

Leida hinnang keskmisele testi tulemusele koos hinnangu suhtelise veaga.

17.3 Valimi optimaalne paigutus

Kihtvaliku teostamisel on esmaseks tilesandeks kihtide moodustamine tld-
kogumis. Fikseeritakse tunnused, mille abil objektid jagatakse kihtidesse.
Teiseks tahtsaks iilesandeks on valikudisainide méaramine kihtides. Kolman-
daks oluliseks tilesandeks on valimimahtude méaaramine kihtides.
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Olgu kogu valimimaht n. Temast soltub hinnangute tapsus. Mida suurem
n, seda vaiksem dispersioon. Samas mahtu n suurendades kasvab ka uuringu
maksumus. Uuringu maksumus on tavaliselt eelarvega fikseeritud, mis paneb
kitsendused ka valimimahule. Osutub aga, et valimimahtu n oskuslikult ki-
htidesse jagades voime nii hinnangute dispersioone kui ka uuringu maksumust
viahendada.

Olgu hinnangu fy dispersioon avaldav kujul

V=V({,)=> —+B, (44)

kus kihtidesisese hajuvus komponendid Aj ja iildine komponent B ei soltu
valimimahtudest nj. Olgu uuringu kogumaksumus C' avaldatav seosega

H
C=cy+ Z NKLCh, (45)
h=1

kus ¢y on iildkulud ja ¢, on andmete saamise kulu h-nda kihi objektilt. Suu-
rused ¢y ja ¢, on uuringut planeerides teada.

Eesmaérgiks on saavutada valimimahtude n; méaaramisega kihtides parimaid
tulemusi dispersiooni ja maksumuse seisukohalt.

Defnitsioon. Valimimahtude komplekti n,,h = 1,..., H, nimetatakse opti-
maalseks, kui kehtib tiks jargmistest tingimustest:

1. Etteantud uuringu kogumaksumuse C' juures on hinnangu dispersioon
V = V/(t,) minimaalne.

2. Etteantud hinnangu dispersiooni V' juures on uuringu kogumaksumus
minimaalne.

3. Etteantud valimimahu n juures on nii dispersioon kui ka maksumus min-
imaalsed.

Jargnevas toestame teoreemi, mis annab optimaalsed valimimahud n;, koigi
iilalloetletud eesméarkide saavutamiseks.

Teoreem 17.3 (valimi optimaalsest paigutusest). Kihtvaliku korral, kus hin-
nangu dispersioon V' ja maksumus C on antud valemitega (44)-(45), saavu-
tatakse valimi optimaalne paigutus, kui

A
np o<y =L h=1,..., H. (46)
Ch
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Téestus.  Ulalloetletud optimaalsuse eesmirkide saavutamiseks tuleb min-

imiseerida korrutis V - C' suuruste n, suhtes. Jéttes korvale suurustest ny,
mittesoltuvad liikmed, tuleb minimiseerida korrutis

() )

Kasutame Cauchy-Schwarzi vorratust

Za?Zb? > (Zaibi>2a

kus vordus kehtib parajasti siis, kui b;/a; = const,Vi. Saame, et mistahes ny,

valiku korral
I 2
K Z <Z \/Ahch> .
h=1

Kuna parem pool ei soltu suurustest ny, siis selline n;, valik, mis annab vor-
duse annab ka K minimaalse vaartuse. Cauchy-Schwarzi teoreemist saame, et

vordus kehtib kui
Cp Ah
npa | — = const ehk ny, oc 1/ —.
Ay, Ch

Sellega on teoreem toestatud.
[ |

Néeme, et valimi optimaalseks paigutamiseks kihtidesse tuleb rohkem objekte
valida sellest kihist, kus kihisisene dispersioonikomponent A; on suur, aga
maksumus ¢, vaike. Vordeteguri leidmine soltub piistitatud optiseerimistile-
sandest.

Teoreem 17.4 . Dispersiooni V. minimiseerib fikseeritud maksumuse C korral
jargmine valimi patgutus

nh:(C—co)—‘Ah/Ch h=1

v , L H
Zh:l Vv Ancn

: (47)

ja minimaalne dispersioon on

H 2
1
‘/opt == C ~ (Z \/ Ahch> + B (48)

h=1
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Toestus. Seosest (46) jareldub, et mingi konstandi A korral kehtib

A
=M/ =1, H

ch’

Asendades saadud seose maksumuse avaldisse (45), saame vordeteguri A jaoks,
. C - Co
Z h = 1H\/ Ahch .

Viimased kaks seost annavadki teoreemi véite (47) n;, kohta. Kasutades opti-
maalseid valimimahte dispersiooniavaldises (44), saame teoreemi véite (48).

[ |
Teoreem 17.5 Maksumuse C' minimiseerib fikseeritud dispersiooni V' korral

jargmine ny, planeering,

Zh 1 VAnch
h=1,...H 49
Ch V B ) b ) b ( )

np =

ja vastav optimaalne maksumus sel juhul on

= (i M) 2- (50)

h=1

Copt:CO+V_

Toestus. Analoogne eelmisele teoreemile.

Kogu valimimaht optimaalsete kihisiseste valimimahtude korral on n = Zthl np.

17.4 Optimaalne valimi paigutus KLJV korral

Kiht lihtne juhuslik valik on praktikas sageli kasutatav disain. Teame, et ko-
gusumma hinnangu dispersioon avaldub sel juhul,

Z 1—fh

h=1

Valemist ndeme, et see dispersioon avaldub just nii nagu meie tulemusteks
vaja:

H
Ay =NpSZ, B=-Y NSy,
h=1
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Teoreem valimi optimaalsest paigutusest iitleb niiiid, et

NuSyu,
vV Ch
Néeme, et valimi optimaalseks planeerimiseks peame votma rohkem objekte
kihist, mille maht N, on suurem, milles tunnuse y dispersioon on suurem,
aga milles objekti kiisitlemine/modtmine on odavam. Fikseeritud maksumuse

korral on optimaalseks planeeringuks,

. C— Co N, hSyUh

p— H . .
> ohe1 VuSyuv/en v

Ny X (51)

np (52)

17.5 Alternatiivsed valimi paigutused KLJV korral

Olgu ntiiid ¢, = ¢(const),Yh. Téanapéeva praktikas on see enamasti toimiv
eeldus. Maksumuse avaldisest (45) saame niitid, et

C—cp=c-n. (53)

Seega kui uuringu kogumaksumus on ette antud, on sellega fikseeritud ka kogu
valimimaht n.

1. Neymani paigutus (1934). Valimimahtude Neymani paigutus on op-
timaalne paigutus (52) fikseeritud maksumuse korral, kui ¢, = const. Siis
saame valemitest (52)-(53) erijuhu,

2}1;121 NpS yUn
Paneme téhele, et Neymani paigutus, nagu ka koik eelnevad valimi paigutused

on optimaalsed tunnuse y jaoks. Mone teise tunnuse z jaoks ei pruugi selline
valimi jagamine hea olla.

(54)

ny =

Naide 17.2 Koosnegu tldkogum kolmest kihist mahtudega N1 = 150, Ny =
90, N3 = 120. Felmistest uuringutest on teada, et Syy, = 100, Syy, = 200, Syy, =
300. Feldades konstantset maksumust saaksime optimaalseks paigutuseks kogu
valimimahu 12 korral ny = 2.6,ny = 3.1,n3 = 6.3, ehk imardatult ny = 3,ny =
3, nsg = 6.

2. Vordeline paigutus. Sel juhul on vastavate kihtide osakaalud valimis ja

iildkogumis vordsed:

ny =n—. (55)
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Sel juhul on valikusuhted kihtides vordsed: f, = n,/N, =n/N = f. Valemist
(54) néeme, et selline paigutus on optimaalne, kui uuritava tunnuse disper-
soonid on koigis kihtides vordsed, muidugi ka ¢, = const, Vh.

Néeme, et vordeline planeering on tunnuse iseloomu suhtes neutraalne, tihtviisi
hea koikide tunnuste jaoks, aga ei pruugi olla optimaalne {ihegi tunnuse jaoks.

Naide 17.3 Vordeline paigutus annab eelmise ndite andmetel ny = 5,ny =
3, Nng = 4.

3. x-optimaalne paigutus. Kuna uuritav tunnus ei ole enne uuringut teada,
siis tehakse valimi paigutus kasutades temaga tugevasti korreleeritud teadaol-
evat x-tunnust.

4. Kogusummaga vordeline paigutus. Olgut, = >, y; ja t,u, = > 1, Ui
Olgu y; > 0, Vi, siis
tyus,

nyp=mn .
ty

See paigutus on optimaalne, kui variatsioonikordajad on kihiti vordsed (veendu!):

S
OV, = 2% — const, Vh.
Yu,

Ulesanne 17.4 Ulesande 17.2 jitk. Paiguta valim mahuga 50 kolmesse kihti
kasutades selleks Neymani paigutust. Ulesande 17.2 andmeid saab kasutada
kui pilootuuringu andmeid.

Ulesanne 17.5 Ulesande 17.3 jitk. Seal on ette antud valimid metoodika A-C
jargi. Kas valimipaigutus kihtidesse sobib Neymani voi vordelise paigutusega?
Voi on hoopis midagi muud?

Ulesanne 17.6 Suurfirma, mis toodab tislerpinke, soovib teada saada nende
pinkide reitingut skaalal 1..5. Kuna toodangut kasutatakse nii Pohja- Ameerikas,
FEuroopas kui ka Aasias, on otsustatud kihtvaliku kasuks. Kiisitlus viiakse libi
telefoni teel ja seepdrast iihe objekti maksumus eri kihtides on erinev. Raha
on kokku 26 objekti tootlemiseks. Reitingute varieeruvused eelmistel aasta-
tel, samuti ka 1 objekti kiisitlemise maksumus ning kihtide mahud on toodud
jargmises tabelis.

Leida optimaalne valimi paigutus nii maksumuse kui ka dispersiooni suhtes.

Pohja-Ameerika | Euroopa | Aasia

Cc1 = $9 Cy = $25 C3 — $36
s? =225 s2=3,24 | s2=3,24
Ny =112 Ny =68 | N3 =39
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17.6 LJV ja KLJV vordlemine

Kogusumma nihketa hinnanguks on TTA disainide korral ) y;/m;. Tahame
vorrelda selle hinnangu dispersiooni LJV ja KLJV korral. LJV korral f; = n/N
ja hinnang teiseneb kujule fy = Ny, tema dispersiooniks on

Vv (t,) = %2(1 — f)S2. (56)

KLJV korral on m; = ny/Nj, kui @ € U, ja nihketa hinnang saab kuju fy =
Zthl Npyp. Selle dispersioon on

VieLov(ty) =Y =21 = f1) Sy, (57)

n
h=1 h

Kumma disaini korral on hinnang on tdpsem, kui kogu valimimaht n on sama?
Soltub paljudest asjaoludest. Valimi oige planeerimisega on voimalik saavu-
tada antud kihistuse korral minimaalne dispersioon. Kui maksumus on sama,
siis dispersiooni minimiseerib Neymani planeering ja vastav optimaalne dis-
persioon on

R N2
V;pt(t AZ Wh 1 - fh) yUn> (58)

kus W), = Nj,/N on kihi osakaal ja A = S°2 W,S,1,. Kui dispersioonid
kihtides on vordsed Sy, = Sy teiseneb dispersioonivalem eriti lihtsale kujule:

2
Vinldy) = =1 = /)% (59)

Kui me ei tea midagi kihi dispersioonidest arvata, kuid kasutame valimi vordelist
paigutust, saame hinnangu dispersioonile valemist (57) kuju:

n

H
. 1 1
%ord(t ) = N? <_ - N) E thjUh' (60)
h=1

Samas, kui dispersioonid kihtides juhtuvad olema vordsed, annab see valem
sama dispersiooni, mis optimaalne valem (59).

Ulesanne 17.7 Niidata selle peatiki kéikide véidete kehtivust.
Valemist (59) néeme taaskord iiht kihtvaliku printsiipi, kui objektid on ki-

htidesse jagatud selliselt, et 550 on vaike, on ka hinnangu fy dispersioon viike.
Pohimotteliselt voib kihistamisega saavutada nulldispersiooni.
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Uldjuhul, kui valimimaht on sama, kehtivad dispersionide vahel jérgmised
seosed:

‘/opt(gy) S %ord(fy) S VLJV(gy)'

Kokkuvotteks. KLJV kasutamine LJV asemel on hinnangute tépsuse seisuko-
halt 6igustatud, kui

1. Tunnused on kihtide sees homogeensed (sarnased objektid on samas ki-
his).

2. Tunnuste keskmised on kihiti erinevad.

Valimimahu vordeline paigutus on hea, optimaalne paigutus annab véiga hea
tulemuse kindla uuritava tunnuse korral. Suuremahulistes uuringutes, kus uu-
ritavaid tunnuseid on palju, on mottekas kasutada vordelist paigutust, et saada
voimalikult hea hinnang koigi tunnuste korral.

Naide 17.4 Olgu tildkogum mahuga N = 6 jagatud kaheks kihiks, nii et es-
imesed 3 objekti tihes ja jargmised kolm teises kihis. Seega N1 = 3 ja Ny = 3.
Olgu teada ka wuritava tunnuse vddrtused y = (2,0,1,5,9,4). Olgu n = 4.
Vordleme LJV ja vordelise planeeringuga KLJV, st ny = ng = 2.

Néeme, et ildkogumis Y = 3,5;Y, = 1;Y, = 6 ja S; =10, 7; Sle =1, S;Uz =

7. Keskvddrtuse hinnanguks on LJV korral valimikeskmine y = Y v;/4.
Vordelise planeeringuga KLJV korral tuleb selleks samuti tavaline valimikeskmine.
Lerame valimikeskmise dispersioonid:

6—-4 10,7

Vi (Y) = (1—f)S;/n= 1 08

A

2 9 )
Y, 3\"3—-21 3\°3—-2 7
Va7 = Wi - NS m = (5) 573+ (5) 50 a =0

h=1

Kommenteeri, mis aitas kaasa dispersiooni vihenemisele.

18 Jarelkihistamine

Jarelkihistamine on hinnangute tépsuse tostmise meetod. Seda teostatakse
hinnangute arvutamise etapil, st siis kui andmed valimilt on juba kogutud. See-
jures valim voib olla voetud tervest iildkogumist (ilma eelneva kihistamiseta)
mistahes valikudisainiga.

Jarelkihistamisel jagatakse valimi objektid gruppidesse — jarelkihtidesse. Sell-
eks peab valimi objektidel olema moddetud tunnus(ed), mida jéarelkihistamisel

75



Valikuuringute teooria I N. Lepik, I. Traat 2016

kasutatakse. Uldkogumi tasemel on vaja teada jarelkihtide mahtusid. Kui va-
jalikud suurused on teada, saab moodustada mitmesuguseid jarelkihistusi.

Jarelkihistamist kasutatakse hinnangute tépsuse tostmiseks. Kui onnestub
valim jagada gruppidesse nii, et objektid nendes on voimalikult homogeensed,
siis vaheneb hinnangute dispersioon.

Jarelkihistamist saab kasutada ka kaost pohjustatud nihke vidhendamiseks.
Selle saavutamiseks jagatakse vastanute valim jérelkihtidesse nii, et nendes
vastanud on sarnased mittevastanutega.

Jarelkihid on oma olemuselt osakogumid. Valimimaht nendes on juhuslik.
Uldjuhul pole aga eesmérgiks hinnangute leidmine nendes osakogumites, neid
kasutatakse iildkogumihinnangute tapsustamiseks.

Olgu H jérelkihti Uy. Need on mitteloikuvad ja ammendavad iildkogumi osad,

H
U= U U,.
h=1

Olgu N,, jérelkihi maht ja Y} jérelkihi keskmine:

Yh _ ZUhyi'

Ny,
Olgu ildkogumist voetu valim s, mille osa jarelkihis Uj, téhistame s;,. Olgu
disainikaalud w; = I;/E1;. Jarelkihi keskmise hinnanguks votame suhte tiitipi
hinnangu
_ fyh
- 5
kus t,;, = ZSh wiy; ja Ny = ZSh w;. Keskmise (61) baasil moodustatud ko-
gusumma hinnanguks jarelkihis on

tAyh = Nhgh' (62)

Néeme, et siin ldheb vaja teada jarelkihtide mahtusid. Jarelkihthinnanguks
iildkogumi kogusummale on

Un (61)

H
tAjarel = Z Nhgh- (63)
h=1

Jarelkihthinnangu dispersiooni leidmine on keeruline, sest liidetavad y;, ei ole
soltumatud, nagu nad olid seda kihtvaliku korral. Hinnang fjarel on aga vaadel-
dav iildisemate regressioon ja kalibreerimishinnangute erijuhuna. Nende dis-
persiooniavaldised on teada (Sérndal jt 1992). Siin toome dispersioonihin-
nangu valemi,

N o N, .
V(tjarel) = Z Z Aijwieiwjeja kus e; = N_h(yz - yz’)ﬂ € Sp. (64)
B h
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18.1 Jarelkihthinnang LJV korral

LJV korral on w; = N/n, millest

Nh—sz—Z N%

Sh

Analoogiliselt saame, et
. N
tyn = Zwiyi = Zzyz
Sh Sh
Avaldisest (61) ja viimasest kahest vorrandist saame kokku LJV korral
_ 1 _
LS
np
Sh
Jarelkihthinnang LJV korral avaldub valemist (63) jargmiselt:
fjarel = Z Nhyh- (65)

Saab néidata, et jarelkihistus LJV korral on sama tépne eelkihistusega (KLJV)
vordelise planeeringu korral s.t.

1-f Z
2
V( ]arel =N N _1 yUh
ja

NI N2
V(tjarel fz h 32/3h'
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19 Klastervalik

Gruppe ehk klastreid on voimalik iildkogumis moodustada peaaegu alati. Naiteks,
voib rahvastiku uurimisel kasutada klastrite rollis

- maju, majade plokke;

- ténavaid;

- kiilasid, asulaid.

Laste iildkogumis kasutatakse klastritena

- koole/lasteaedu;
- klasse/rithmasid.
Olgu iildkogum U = (1,..., N) jagatud klastriteks
1 oo 1 s N
U: ———— — —
U1 Uz UM

U; — 1. klaster;

N; — klastri U; suurus;

M — Kklastrite arv;
U=uMU, UnNU; =0
N = sz\il Ni.

Definitsioon 19.1 Klastervalik on protseduur, mille korral valik toimub klas-
trite seast vastavalt mingile toendaosuslikule disainile. Valimisse sattunud klas-
tritest voetakse valimisse koik selle klastri objektid.

Valikuiihik = klaster.
Olgu I,; klastri U; valikuindikaator. Siis

I.=(1a,...,1.y) — Kklastervalikule vastav vektor;
pe(ke) = Pr(l. = k.) — Xklastritele vastav disain;
E(I,) — 4. klastri oodatav valikute arv =

t. klastri koikide objektide oodatav valikute arv;

Disaini p.(k.) poolt on méératud ka V(1) ja Cov(I., I.;).

M

m = Z I.; — juhuslik suurus, mis vastab klastervalimi mahule;
i1

n = Z N;I.; — juhuslik suurus, mis vastab objektide valimimahule;
i=1

Paneme téhele, et TGA disainide korral voivad ithed ja samad klastrid sattuda
valimisse >1 arv kordi.
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19.1 Hindamine klastervaliku korral

OlguY; = ZUZ_ Y kogusumma klastris U;.

Siis

ty = Z Yi = Z Y; — kogusumma on klastrite kogusummade summa.

=1

Kuna valikuiihikuks on klaster ja koiki objekte klastrist kiisitletakse, siis val-
imisse sattunud klastri U; jaoks on kogusumma Y; teada.

Kuna ¢, on klastervaartuste Y; kogusumma, siis saame selle hindamiseks rak-
endada varasemaid tulemusi. Teoreemis 6.1 peame vaid asendama y; Y; vastu
ja I; vastavalt I.; vastu.

Teoreem 19.1 (Hindamine klastervaliku korral) Klastervlaiku korral on ko-
gusumma ty =Y, y; = Zf\il Y; nihketa hinnanguks

M
I
B Z E (66)
=1
vastava punkthinnanguga
t, = Z w;Y;, kus w i
y = i, P =
1E€Sc E(Ia)
Hinnangu fy dispersioon on
M M
. Y; Y,
V(t ) — Acz . ! )
)= 2 2 AR EiL)
nihketa hinnangufunktsiooniga
M M
N A Y, Y,
Vi(t,) = = . e 67

vastava punkthinnanguga

g Aci‘
V() => > l@([—;)ingwj}/j,

1€5¢c JESc

kus ACU = COU( cty )
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Kui klasterdisain on selline, et klastrite valimimaht on fikseeritud,

M
E I.; = m, constant,
i=1

siis kogusumma dispersiooni ja selle hinnangut voib leida alternatiivselt

A 1 M M Y; Y; 2
Vi) =3 23 A e~ wd) o)

i=1 j=

ja
2

N 1 MM Acij Y; Y;
Ve =323 wn (B wp) B ©)

J

Fikseeritud mahuga klasterdisainide korral tuleks eelistada valemit (69) valemile
(67), sest see on stabiilsem (véiksema varieeruvusega) ja ei vii negatiivsetele
tulemustele.

Uurides valemit (68) on voimalik teha kaks téhtsat jareldust.

1. Kui klastri kogusummad on vordelised oodatavate valikute arvudega,
Y; X E([m)>

siis V(#,) = 0, ja hinnang ¢, defineeritud valemiga (66) on tiipne.

Klastri summad Y; pole teada enne uuringut. Kui aga on teada abitun-
nuse summad X; = ZUZ, Tk , ja abitunnus x on tugevalt positiivselt ko-

rreleeritud uuritava tunnusega y, siis on voimalik hinnangu fy tapsust
tosta kui moodustada valikuindikaatorid nii, et kehtiks

2. Kui on teada koikide klastrite suurused /V;, siis on voimalik valida

Kasutades Y; = N,Y;, kus Y; on klastri keskmine, saame esitada vahe
valemis (68) jargmiselt
NY:  N;Y;

B(L) Bl et i)

Niilid me nieme, et mida vihem varieeruvad klastri keskmised Y;, seda
véiksem tuleb dispersioon (68) = tédpsem hinnang t,.
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Saame kasutada ANOVA lahutus uuritava tunnuse varieeruvusele:

SST = > (-Y)'=>> (m-Y)'=

U i=1 leU;
M M
= 3 > =)+ Y (i-Y).
Q=1 U =1 U;
SSW SSB

Uuritava tunnuse varieeruvus SST on fikseeritud. Et saada véiksemat SSB,
peame suurendama SSW.

Jarelikult, klastervalik on efektiivne siis kui

e klastrid on voimalikult heterogeensed (sisaldavad erinevaid véartusi y;)
— viib suurele SSW.

Mairkus 19.1 Kihtvaliku korral me vastupidiselt klastervalikule soovime saada
voimalikult homogeenseid (wuritava tunnuse suhtes) kihte.

Markus 19.2 Siustemaatilist valikult on voimalik vaadelda klastervaliku eri-
Juhuna valimimahuga 1.

T T

1 rm

'
klaster |sisaldab objekte 1, 14+m, 1+2m, etc.
klaster sisaldab objekte r, r+m, r+2m, etc.

Uldkogum U koosneb m klastrist, millest iiks voetakse valimisse. Uhe objekti
pohjal pole voijmalik hinnata dispersiooni (sellega puutusime kokku siistemaatilise
valiku juures).

19.2 Lihtne juhuslik klastervalik

Selle disaini korral valitakse klastreid lihtsa juhuvaliku protseduuri jargi. Koiki
objekte valitud klastritest moodetakse. Valikusuhe klastrite jaoks on
m

fc = Ma
kus m valimisse voetud klastrite arv ja M on klastrite arv iildkogumis. Paneme
tahele, et F1.; = f. kaasamistoendosus iga klastri jaoks.

Kasutades hindamisteoreemi lihtsa juhuvaliku korral tagasipanekuta ja arves-
tades, et klastrisumma on Y; = ZUZ, y; teada valimisse sattunud klastrite jaoks
saame panna kirja jairgmise teoreemi.

81



Valikuuringute teooria I N. Lepik, I. Traat 2016

Teoreem 19.2 (Lihtne juhuslik klastervalik) Lihtsa juhusliku klastervaliku ko-
rral on nihketa hinnang tldkogumi summale t =), y; jirgmine

vastava punkthinnanguga

kus Yy, on klastersummade valimikeskmine, Y. = % ZSC Y;. Hinnangu t dis-

DPErsLoon on
2

. S,
V(E) = M*(1 - fo)—*,

m

mille nihketa hinnanguks on

Vi) = ML= 1),

kus
1 M
2 Y_Y2
Ser = T =1 ;:1( i —Yo)5,
2= LS V)
cy m—l (2 CcS Y

_ 1CM
YC:M;E.

Mirkus 19.3 . Uldiselt ihe ja sama valimimahu korral n on lihtne juhuslik
klastervalik vahem efektiivne kui tavaline lihtne juhuslik valik. Seda seetottu,
et hinnangu dispersiooni valemis on objektide valimimahu n asemel klastrite
valimimaht m, kuid alati m << n. Klastervalikut eelistatakse sageli teistel
(praktilistel) pohjustel: freimi on voimalik moodustada ainult klastrite tasemel;
mugavus objektide mootmisel; rahaline kokkuhoid jne.

Ulesanne 19.1 Uks tudeng soovib teada saada tema thikas elavate tudengite
opingute keskmist tulemust. Selle asemel, et moodustada koikidest tudengitest
freimi ja votta tavalise juhusliku valimi, paneb ta hoopis tihele, et iihikas on
100 tuba, igas toas elab 4 tudengit. Ta valib juhuslikult 5 tuba ning kiisib nendes
koikide tudengite kdest opingute keskmist. Tulemused on jargmised:
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Tudengi Nr Tuba (klaster)
1 3,08 2,36 2,00 3,00 2,68
2 260 3,0f 2,56 2,88 1,92
3 344 398 225 344 3,28
4 3,04 2,68 1,88 3,64 3,20
Kokku | 12,16 11,36 896 12,96 11,08

Ulesanne 19.2 Uuritavaks tunnuseks on e-lugerite kasutamine noorte seas
(1-on kasutanud kaesoleva nadala jooksul, 0-ei kasutanud). Olgu véikelinnas A
viis gimnaasiumi (kokku 1000 opilast), millest LJ klastervalikuga tuli valimisse
2 kooli (Uy ja Us). Koiki opilasi valitud koolidest kisitleti ja saadi jargmised
andmed

Uy : Ny =180;Y; =30

Us : N3 = 200; Y3 = 40

Leida vahemikhinnang e-lugerite osakaalule Y usaldusnivool 0,95.

20 Kahe-astmeline valik

Kahe-astmeline valik on protseduur, kus

1. astmel moodustatakse klaster-valim vastavalt monele toenaosuslikele di-
sainile ja

2. astmel valitud klastritest voetakse omakorda valimid.

Siinjuures 1. ja 2. astme valikudisainid ei soltu iiksteisest (voivad olla samad,
voivad olla aga erinevad). Samuti ka eriklastrites voib rakendada erinevat va-
likudisaini.

Seega, kihtvalik on kahe-astmelise disaini erijuht, kui 1. astmel toimub koikne
klastervalik.

Klastervalik on kahe-astmelise valiku erijuhut, kui 2. astmel toimub koikne
valik igas valitud klastris.

Kirjanduses nimetatakse sageli 1. astme valikuiihikuid (ehk klastreid) PSU=Primary
Sampling Unit; 2. astme iithikuid - SSU=Secondary sampling units.

20.1 Tahistused

Olgu U, - PSU, kusjuures U, C U, Ui‘il U.=U,UNU, =0 ja N, klastri U,

suurus.
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Kasutame erinevaid valikuvektoreid:

I.= (I, .y Lee, .., Lepr)  valikuvektor klastrite (PSU-de) jaoks;

I~ p.(ke) valikudisain PSU jaoks;

I, ~ pe(ke),e=1,..., M valikudisain SSU jaoks klastri U, sees;

I. = (Lje, ..., Lije, ..., I)e)  valikuvektor pikkusega N, SSU jaoks klastris U..
Téahtsad eeldused:

e valikud erinevates klastrites (PSU-des) on iiksteisest soltumatud;

e valikud 2. astmel ei soltu valikust 1. astmel.

Uy Us Us ... U ... Uxn
[7:1¢ ¥ . } F 3 £ ) N
ke=(0 1 0 ... 1 ... 1)
Iy ~ pof-) I~ () Ing ~ pu(s)

J | l

k=(0...0011...100...0...0101 ... 110...0)

Valimimahud:
o m = Ze]‘il k.. valitud klastrite arv = klastervalimi maht;

o n= Zz]\il k; 1oplik valimimaht.

20.2 Hindamine kahe-astmelise valiku korral

Olgu Y, = } ..y, y; uuritava tunnuse kogusumma klastris Ue. Siis UK ko-
gusummat saab esitada kujul

t=> Y. (70)

Kui klastrid on valitud, siis saame nendes leida nihketa hinnangud Y, klastri
summadele. Kogu UK summat saab hinnata jargmise nihketa hinnangu abil:

Moy
[ = c I.. 1
=3 B )
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Edaspidi eeldame, et tegemist on TTA klastervalikuga, ehk I.. € {0,1}.
Klastersumma Y, hinnangu saame tavalise nihketa hinnangu abil (kasutades
UHT):
¥ yili\e
}/e = T\ (72)
EZUC E(Ie)

kus I;. on i-nda objekti valikuindikaator klastris U..

Uldisest hindamisteoreemist teame, et hinnangu Y, dispersioon avaldub jargmiselt:

=33 MaprSEy (73)

1,7€U, J

ja tema nihketa hinnang jargmise valemi abil:

ZJ\e Yi Y
Z Z (LieLjie) E(Lije) E(1) )Ii\e]j\e- (74)

1,J€U. Jle

Need dispersioonide valemid kehtivad konkreetse klastri sees. Kogu kahe-
astmelise protsessi jooksul tekkinud varieeruvust pole nii lihtne leida. Peame
arvestama varieeruvuse nii 1. kui ka 2. astmel. Siin saame kasutada tingliku
keskvaartuse ja tingliku dispersiooni valemeid:

>

E(t) = E,.E(llL), (75)
V() = Ep V(L) + Vp E(t]Le). (76)
Valem (75) tdhendab, et esmalt leiame keskvéértuse igas klastris eraldi (II

astme valikudisaini suhtes) ja seejdrel keskmistame need klastri keskmised
omakorda (leiame keskvéirtuse I astme disaini suhtes).

Arvestades valemid (71)-(72), kontrollime hinnangu nihketuse omaduse valemi
(75) abil:

E(l) = E, E(l|l.) = E,.E (Z 5 )Ic€|I > E, (Z mjce> =Y v.=t,
e=1 ce e=1 ce e=1
(77)

kus E(Y,|I,) =

Hinnangu ¢ kogu dispersiooni saamiseks leiame kbigepealt valemi (76) 2. liide-
tava. Selleks paneme téhele, et valemist (77)

Yooy,
E(ill) =Y o Lee: (78)
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mis on nihketa hinnanguks parameetrile ¢ klasterdisaini p.(-) suhtes. Sellele
hinnangule saame rakendada UHT, et leida tema dispersiooni V,,_[E(t|1.)] (ja
seda disaini p.(-) suhtes):

VB =V, B = 30 Ao gy = Vo (19

kus Ay = Cov(Lee, Iog)-

Niiiid, leiame valemi (76) 1. liidetava,

V@@zV(Z&%ﬁ@W):

e=1

Arvestades, et 2. astmel toimub valik klastritest liksteisest soltumata, siis saab
dispersioonimérgiga V' summa sisse minna,

M

= ZV(Y/@)ﬁ7

e=1

kus V(Y.|I) = V(Y.) on 2. astme valiku dispersioon, mis ei soltu 1. astme
valikust. Lisaks, I2, = I, TTA disaini jaoks.

? ce

Jargmisena,
M M ~
~ > Ice V(}/e)
e=1 ce e=1 ce

Sonastame eelnevat teoreemina.

Teoreem 20.1 (Kahe-astmeline valik, TTA). Kahe-astmelise disaini korral
nihketa hinnang UK summale on antud valemite (71)-(72) abil. Selle hinnangu
dispersioon avaldub kui

V() =Vi+ Vs
kus Vi on antud valemis (79) ja Vo valemis (80).

20.3 Kahe-astmeline lihtne juhuslik valik

Selle valiku korral toimub 1. astmel LJ klastervalik TTA, kus

m

fc = E(Ice) = M (81)
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ja teisel astmel igast valitud klastrist voetakse omakorda LJ valik TTA, kus

Te

fe=+ (82)

kus

s. on klastervalim;

1 € s, summa iile valimi klastrist U,;
e valimikeskmine valimis s..

Hinnangu UK summale saab kaalude abil kirja panna jirgmiselt:
f - Z w;Yi,
1€S

kus w; = %% Paneme tahele, et objektidel erinevatest klastritest on erinevad
kaalud!.

Hinnangu dispersiooni V() saab vajaduse korral vilja kirjutada Teoreemist
20.1.

20.4 Isekaaluv kahe-astmeline valik

Praktikud eelistavad isekaaluvaid kahe-astmelisi valikuid, kus 1oplikelt valikuiihiku-
tel on vordsed kaalud. Sel juhul valimi struktuur vastab UK struktuurile ja
valimi karakteristikud (keskmine, osakaal) on hinnanguteks vastavatele UK
parameetritele.

Eeldame, et molemal astmel on teostatud TTA valik. Siis

E(I..) = m. — e-nda klastri kaasamistoendosus; F(l;.) = 7 — i-nda ob-
jekti kaasamistoendosus klastris U..

Valemitest (71)-(72) hinnang UK summale tuleb jargmine:

M
= " Lol
TileTce

e=1 ieU,
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Disain on isekaaluv, kui
TijeTee = c(const), Vi € U.

Seda on voimalik saavutada kahel viisil:

1. Klastrite kaasamistoendosused on vordelised klastri suurustega, 7. =

N, Ve, kusjuures kehtib

M
m = E Tee-
e=1

2. astmel valitakse iga klastri jaoks vordne objektide arv valimisse nii,
et me = 3. Kokku saame, et

m ng mnyg n .
ce ie:Ne__: _:_,v U.
Tee Ty NN, N N 1€

Siin n on 16plik valimimaht.

Sellise disaini korral koikidel intervjueeriatel on vordne arv inimesi kiisitlemiseks
klastrites.

2. Esimesel astmel valitakse klastrid vordse toenédosusega,
m
.fc = Ma Ve.
Teisel astmel valitakse objektid vordse toendosusega, st igas klastris on
konstantne kaasamistoendosus,

Tije = X[—i = f, (const).
Sellisesl juhul
m
TeeTlile — Mfa

mis on vorne iga objekti jaoks.
Selliseks disainiks on LJ valik molemal astmel, kus 2. astmel toimub

valimi vordeline paigutus valitud klastritesse.

21 Abiinformatsiooni kasutamine hinnangutes

Eeldame, et on moodustatud valim vastavalt mingisugusele valikudisainile, on
saadud andmed ning ees ootab hindamine. Siiani on meil kasutuses olnud
nihketa hinnang kujul

88



Valikuuringute teooria I N. Lepik, I. Traat 2016

mille punkthinnang valimi kaudu on jargmine:

t= zs:wz‘yz', Wi = Ek_.lfl

Kaalud w; selles hinnangus pohinevad poordvaartusel E1;, ehk soltuvad ainult
disainist I ~ p(k).

Osutub, et hinnangut summale ¢ = ),y on voimalik muuta tdpsemaks
varieeruvuse mottes, kui kasutada abiinformatsiooni ja seda just kaalude moodus-
tamise etapil.

Abiinformatsiooniks loetakse

e tunnuseid, mille vadrtused on teada koikide objektide jaoks iildkogumist;

e abitunnuste summasid (néiteks osakogumite kaupa voi lihtsalt terves
UK-s, néditeks meeste arv);

e osakogumite suuruseid iildkogumis (néiteks kihtide mahud).

21.1 Regressioonimudel iildkogumi jaoks
Olgu y; uuritava tunnuse vaartus objekti ¢ jaoks, ¢ € U. Ja olgu

x; = (214, ...,2;)" on abitunnuste vektor, mis on teada iga objekti i,i € U
jaoks.

Eeldame jargmist abimudelit iildkogumis:

1. véértus y;,i € U on juhusliku suuruse Y; ~ ¢ realisatsioon (jaotusega &);

2. jaotuse £ momendid on jargmiselt defineeritud:

o EY:=xl8=3"", Bz,
o VeYi=o};

3. x; mittejuhuslikud.
Mudel iitleb seda, et vordsete @x; korral iildkogumis vaértus y; voib varieeruda,
kuid see varieeruvus toimub tema keskviirtuse x! 3 {imbruses (regressiooni-
joon) dispersiooniga oZ.
Antud juhul on B = (B4, ..., ;)T regressioonikordajate vektor.

Miérkame, et regressioonimudel on eeldatud iildkogumi vaartustele y;,7 € U.
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Kui koik vadrtused oleksid teada, siis saaksime regressioonikordajate leid-
miseks kasutada tavalist kaalutud vahimruutude hinnangut kujul

-1
T Al

U v U v

tahistame

3 7 B-

Prognoositud viirtused y;-le on ! B ja jadgid iildkogumi mudeli jirgi on
Ei=y —x'B,icU. (85)

Mérkame, et suurused E; ja B soltuvad UK védrtustest y;,i € U ja seega
tundmatud. Neid peab hindama valimi pohjal. Paneme samuti tahele, et
suurus B koosneb kahe UK summa korrutisest:

T
T;x; o -
E : 5— — maatriksite summa, mootmetega J x J;

v %

w. .
Z z?sz — vektorite summa, mootmetega J x 1.

o+
U 1
Neid summasid saame hinnata kasutades UHT. Lisaks eeldame edaspidi, et
tegemist on TTA disainiga. Siis saame jargmise hinnangu valimist:

—1
xx] LiYi
Z o?m; ] ; oim; (86)

s (2

A

B =

Toetudes sellele hinnangule saab arvutada valimi pohjal leitud prognoosihin-
nanguid: R
=z B,icU. (87)

Mudeli jaakide hinnangud on sel juhul:

kus e; on leitavad iiksnes valimis.

21.2 Regressioonihinnang

Et regressioonihinnangut saada, kirjutame iildkogumi summa ¢ iimber:
tzzinZ?)H‘Z(%—Qﬁ), (89)
U U U

kus ¢; on teada koikide ¢ € U korral, ja y; - liksnes valimis.
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Hindame teise liikme avaldises (89) kasutades nihketa hinnangut UHT jérgi.
See viib nn regressioonihinnanguni kujul:

=Y i (90)
U s ’

Néaeme, et regressioonihinnang koosneb prognooside summast, millele on liide-
tud mudel jadkidest koosnev korrigeerimisliige.

Sageli, praktilistel pohjustel esitatakse regressioonihinnang kaalude ja kaalusid
korrigeeriva kordaja abil. Selleks kirjutatakse regressioonihinnang timber:

t}:Z%+Zgi—Z%. (91)
s v U s v
Niitid avaldise (87) abil saame
;L Yi . z/B _
o Yi -”BZT A
- D (Zm_z m)B'
Edasi rakendame avaldise (86) B jaoks:

~ y mT wa - wy
she(5-vd) m] o
|

~
S

~
N
Il

)

N / \\
~~ —~

1xJ JIxJ Jx1

)

- T e
-yre (st

g

Yis

Loplikult, regressioonihinnangut saab esitada kujul
fr = Z W;iGislYis (92)

kus
w; — on valikukaal,

1
T T .

e (Sar-x ) g2l n
U s t s v t

7

91



Valikuuringute teooria I N. Lepik, I. Traat 2016

Valemist (93) néeme, et kui
T
TN T
Sy
U s
ehk z-summad on ligikaudu vordsed nende hinnangutega, siis ¢g;s ~ 1, ja

Regressioonihinnangu dispersiooni tuletuskdiku antud kursuse raames ei vaa-
tle. Siin toome ainult valemi.

Teoreem 21.1 (Regressioonihinnang). Regressioonihinnang UK summale t =
> v Yi on antud valemiga (90) ja alternatiivse valemiga (92), mille ligikaudne
dispaersioon on

V(E) =)D Ay(wiEy)(w; E;) (94)
U
ja dispersioonithinnanguga

UBEDIS ﬁ;ﬂ (wigisei)(w;gjs€;), (95)

1,JES

kus ildkogumi taseme jadgid E; on defineeritud valemiga (85), valimist arvu-
tatavad jadagid e; valemiga (88) ja g-kaalud valemiga (93).

Markus 21.1 Teoreemi avaldisest (94) on ndha, et mida vdiksemad on jaégid
E;, seda vdiksem on V(fr). Jaagid E; naitavad, kui hdsti regressioonimudel
sobib andmetega. Jarelikult, mida parem on regressioonimudel y ja x vahel,
seda tdpsem tuleb hinnang t,.

Mairkus 21.2 Valemist (93) nieme, et tunnuste x; tksikuid vddrtused peame
teadma ainult valimisse sattunud objektide jaoks, tldkogumsi tasemel piisab ko-
gqusummoadest.

Markus 21.3 Paneme tihele, et regressioonihinnangu valem sisaldab suurust

o2, mis pole aga teada. Praktikas kasutatakse erijuhte, mis eeldavad spetsiaal-

seid struktuure dispersiooni o? jaoks. Tdinu nendele probleemi saab viltida.

Ulesanne 21.1 Tuleta Teoreemi 21.1 viiteid Poissoni valiku jaoks.
Ulesanne 21.2 Niidata, et regressioonihinnagu korral kehtib alati:

€; €;
E Gis— = -

T T
S S

)
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21.2.1 Suhte hinnang

Suhte hinnang on regressioonihinnangu erijuht, mis pohineb iihel abitunnusel
ja spetsiaalsel mudelil. Varem vaadeldud suhte tiilipi hinnang on sellega seo-
tud.

Edaspidi eeldame, et tegemist on TTA disainidega. Olgu x; = x; (liks abitun-
nus). Vaatleme jargmist abimudelit:

1. y; on juhusliku suuruse Y; ~ £, ¢ € U realisatsioon; z; on mittejuhuslik.
2. Jaotus & on selline, et kehtib:
E¢(Y;) = By (96)
V(Yy) = o (97)
e regressioonimudel on ilma vabalitkmeta;

e Y kesvairtus on vordeline tunnusega x;

e Y dispersioon on vordeline tunnusega x.

Huvitume summa ¢ = ),y hinnangust. Leiame kaalud g;s valemist (93)

arvestades, et x; on skalaar ja 0? = o?x;:

-1
-1
_ 1+<2U:@—Zj;—z) (Z%) _

S

1+M_1_M

Do Wil Y Wil

Regressioonihinnang (92) lihtsustub jargmiselt:
7 Z w;Yi y
DR NPT Sl LY 08
Sl (99

kus fy ja t, on hinnangud vastavalt summadele ty jat, UHT jérgi.

Kui niitid votta x; = 1, siis ), = N - iildkogumi maht. Paneme samuti
tahele, et > w;1 = N - hinanng tildkogumi mahule. Siis suhte hinnang saab
jargmist kuju:

= s il (99)
N
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Teoreem 21.2 (Suhte hinnang) Suhte hinnang tldkogumi kogusummale t =
2 Yi on

t, =t,

§H S

dispersiooniga

Z Z e T
Uu u J
nihketa dispersiooni hinnaguga

A t2 Ai;y; — Ry y; — Ra;
Vr:/\__’l/‘ 1] J 1 Jd) ]
=Gy st Ry fy

7 7Tj

S

kusti—Zja]%:::—y.

T

Ulesanne 21.3 Toéestada, et lihtsa juhuvaliku korral on Suhte hinnang jirgmine:

dispersiooni- ja dispersiooni nihketa hinnanguga:

- 1—f>y(y — Rey)® o - t21—f2(yi—]%xi)
tr :N2 v t'r — T s )
Vi) n N -1 ja V(t) 2 n n—1

22 Mittevastamise kompenseerimise meetodeid

Suur kadu valikuuringus mojub halvasti hinnangute kvaliteedile, pohjustades
nihet ja valet dispersiooni (sageli alahinnatud). Mittevastanute keskmine er-
ineb sageli vastanute keskmisest, sest mittevastanud objektid on tihti erilised.
Sissetuleku uuringus ei soovi sageli viga rikkad inimesed oma sissetulekut ava-
likustada ja jadvad uuringust korvale.

Probleem: alati ei ole voimalik otsustada, kas vastanute hulk erineb mittev-
astanute omast.

Eristame edaspidi kahte liiki kadu:

e tunnuse vairtuse kadu (item nonresponse): sel juhul puudub vaadel-
daval objektil mone tunnuse védértus (st andmestikus esinevad liingad).
Néiteks jatavad kiisitletavad sageli vastamata tundlikele kiisimustele (narkootiku-
mide tarbimise, sissetuleku jms kohta)

e objekti kadu (unit nonresponse): andmestikust puudub terve objekt,
puuduvad selle objekti koikide uuritavate tunnuste véartused. Naiteks
objekti kadu tekib siis, kui inimene keeldub vastamast, inimest pole voi-
malik kitte saada elukoha muutuse voi vale aadressi tottu.
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Jargmises tabelis (x tdhendab védartust ja - puuduvat vadrtust) esinev objek-
tidel 2, 3 ja 6 vddrtuse kadu ja objektidel 7 ja 8 objekti kadu (st nende kohta
on teada vaid registritunnuste véértuseid).

Registri tunnused | Uuritavad tunnused

Objekti nr | 1 2 1|2 3

1 X X X | X X

2 X X X | X

3 X X X X

4 X X X | X X

5) X X X | X X

6 X X X

7 X X

8 X X

22.1 Tunnuse vaartuse kadu

Selle kaoliigi kompenseerimiseks sobivad nn omistusmeetodid (imputation
methods). Nende meetodite eesmérk on liinkadeta andmestiku saamine, mis
on vajalik paljude andmet66tluse programmide ja meetodite kasutamiseks.

Teiseks voimaluseks oleks koigi selliste objektide eemaldamine andmestikust,
millel moni tunnusevaartus puudub, kuid selle tagajarjeks on liiga viike val-
imimaht.

Omistusmeetodite korral asendatakse puuduvad vaédrtused hinnanguliste vasr-
tustega.

Levinumad omistusmeetodid on jargmised:

e Uldise keskmise omistus — omistatakse vastanute hulga keskmine, ei
sobi nominaaltunnuste jaoks.

e Klassi keskmise omistus — valim jagatakse omistusklassidesse teadaol-
evate tunnuste vaartuste alusel, omistatakse klassi keskmine.

e Hot-Deck ja Cold-Deck — keskmisest erinev véddrtus. Hot-Deck: sama
andmestiku doonori vaartus. Realiseeritakse tldise juhusliku omistuse,
klassi juhusliku omistuse, jarjestikuse Hot-Decki ja kaugusfunktsiooni-
jargse omistuse abil. Cold-Deck: muu allikas, néiteks eelmised samalaadsed
uuringud.

e Uldine juhuslik omistus — omistatakse vastanute seast juhuslikul val-
itud objekti vaartus.

e Juhuslik omistus klassis — moodustatakse nn omistusklassid. Omis-
tatakse samast klassist juhuslikult valitud objekti tunnuse vaartus.
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e Jarjestikune Hot-Deck omistus — objektid jarjestatakse ja ldbitakse.
Omistatakse jdrjekorras eelneva samasse klassi kuuluva objekti olema-
solev vaartus.

o Kaugusfunktsioonijargne omistus — tausttunnuse abil defineeritakse
objektidevahelised kaugused. Omistatakse kauguse poolest lahima vaér-
tus.

e Regressioonijargne omistus — vastanud objektide andmeid kasutades
moodustatakse regressioonivorrand, mille abil prognoositakse puuduvad
vaartused. Abitunnused peavad olema teada. Arvtunnused-lineaarne
regressioon, kvalitatiivne tunnus-logistiline regressioon.

e Mitmene omistus — omistatakse mitu (nt m) véértust. Jarjestatakse
ja saadakse m andmestikku, analiiiisitakse standardsete vahenditega.
Saadakse nn kombineeritud hinnang.

e Objekti asendus — mittevastanu asemel voetakse uuringusse uus ob-
jekt, voimalikult sarnane. Vajalik hea taustinfo ja iilldkogum ning valimi
pohjalik tundmine.

Omistusmeetodite puudused:

1. Kuna omistatavate viartuste leidmiseks kasutatakse vastanute andmeid,
siis see ei likvideeri nihet hinnangutes (eriti kui mittevastanute hulk er-
ineb véiga vastanute hulgast).

2. Hinnangute dispersiooni alahindamine, mille tagajérjeks on liiga kitsad
usaldusintervallid. Vaiksem dispersioon voib tuleneda:

e omistusmeetodi eripdrast (néiteks keskmise omistus)

e mittevastanute hulga eripédrast (néiteks on rikkamatel inimestel ek-
streemsemad véértused, kuid neid vastanute hulgas pole.)

Populaarsemad omistusmeetodid on kirjeldatud 6pikus Traat ja Inno (1997).
Néiteid: iildise keskmise omistus, klassi keskmise omistus, regressioonijargne
omistus jne.

22.2 Objekti kadu

Kao kompenseerimiseks objekti tasemel kasutatakse nn kaalumismeetodeid,
mis eeldavad tausinfo kasutamise voimalust (registrid, eelmised samalaadsed
uuringud jms). Kaalumismeetodi korral leitakse vastanutele uued kaalud, mis
parandavad mittevastamisest pohjusetatut nihet hinnangus. Siinuuures on lev-
inud kaks lahenemist: kalebreerimismeetodid ja vastamistoendosuse mudelite
meetodid.
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22.2.1 Kalibreerimismeetodid

Huvitume nagu tavaliselt kogusumma t = ), y; hindamisest. Selleks on voe-
tud valim s, kuid koik valimisse sattunud objektid ei vasta uuringu kiisimustele
(pole niiteks kittesaadavad).

Téhistame edaspidi vastanute valimi r (responded) ja mittevastanute valimi
nr (nonresponded). Seega, s = r U nr.

Toetudes UHT-le konstrueerime hinnangu kogusummale, kuid meil on véimalik
kasutada vaid vastanute hulka:

Hinnanang £, on ilmselgelt nihkega hinnanang, mis hindab tegeliku parameetrit
alla.

Kalibreerimismeetodi kohaselt otsitakse uue kaalude siisteemi w! = wj; - v;,
mis laiendaks vastanute hulka kéigepealt valimini s (14bi kaalu v;) ja seejérel
tildkogumini (1&bii disainikaalu wy).

Uue kaalue leidmisel kasutame registrist parinevat abiinformatsiooni. Prak-
tikas on levinud kolm olukorda:

1. InfoU: register voimaldab kasutada abiinformatsiooni iildkogumi ko-
hta. Abiinformatsioon voib meile lackuda kahel viisil:

e objekti tasemel, ehk teame iga iildkogumi objekti jaoks (i =
1,2,...,N) J abitunnuse vaartuseid. Tahistame i. objekti abiin-
formatsiooni x; = (21, ..., z5)%.

e agregeeritud kujul, ehk registrist on kittesaadavad iiksnes summad
t, = > ;. Vastanutelt kiisime samu tunnuseid ja seega saame
teada ka iiksikuid vaartuseid a; vastanute jaoks.

2. InfoS: abiinformatsioon on kittesaadav vaid valimi s kohta. See info
voib olla samuti esindatud nii liksikute vaédrtuste abil kui ka agregeeritud
kujul.

3. InfoUS: abiinfo on kittesaadav kombineeritud kujul (iihed tunnused
valimi ja teised iildkogumi tasemel).

Kasutades abiinformatsiooni (iikskoik, millisel tasemel) otsitakse uued kaalud
w; = w;v; nii, et :

1. nad tagaksid nii véikse nihke hinnangule kui on voimalik;

2. tagaksid hinnangule véikest dispersiooni;
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3. rahuldaksid nn kalibreerimisvorrandit: ) wix; =t,.

Osutub, et neid tingimusi rahuldavad kaalud kujul w} = w;v;, kus (siin kursuses
ilma toestuseta):
vV, = 1+ ATQZZ‘, (100)

ja

A= (b, =Y wi)" () wima] ) (101)

Vaatleme selle valemi kahte erijuhtu: abiinformatsioon puudub ja klassifit-
seeriv abiinfo.

1. Kalibreerimishinnang juhul kui abiinformatsiooni pole

Sel juhul saame alati votta «; = 1 Vi = 1,..., N. Leiame vajalikud suurused
valemis (101):

U r r T r

Seega, valemi (101) ja (100) pohjal:

1 N
T_A=(N-Suw - 1
A== V=2 w)se s = L

ja kordaja v;:
N

> Wi

V; =

Kalibreeritud hinnang on kokkuvottes

fr = erw;?/z = Zwi (%) Yi = ijwz : zT:wzyz

T

Tahistades 7, = ﬁ - > wiy; (kaalutud valimi keskmine), saame esitada
kalibreeritud hinnangu loplikul kujul

t, =N - . (102)

On lihtne veenduda (ise!), et lihtsa juhuvaliku korral saab hinnang (102) jargmise
kuju:

ir =N -y,
kus 7, on vastanute keskmine valimis.

2. Kalibreerimishinnang klassifitseeriva x-tunnuse korral

Defineerime abitunnust jargmiselt:
i = (717;772@'7 ---,’VJi)T,

98



Valikuuringute teooria I N. Lepik, I. Traat 2016

kus

1 kui ¢ kuulub gruppi j
K 0, vastasel juhul.

Seega, on vektori @x; elementideks nullid va iiks element, mille vaértuseks
on 1 (sest iga objekt peab kuuluma mingisugusse gruppi). Suvalise tunnuse
baasil on voimalik moodustada sellist klassifitseerivat abitunnust (inglise kee-
les nimetatakse ~;; dummy variables). Arvtunnuse korral jagatakse arvtunnus
x intervallideks ning +;; iseloomustavad kuuluvust konkreetsesse intervalli.

Leiame vajalikud suurused:

t, = Z(Vm%i, 7))t = (N1, No, ..., N)T,
U

kus N;, 7 =1,2,...,J on j. grupi suurus (iildkogumis).

Zwiwi = Zwi(w,m, -~-,’YJ1')T = (Nl,ra N2,r, ey NJ,T)Tv

kus N ;- on hinnang j. grupi suurusele, mis on arvutatud vastanute pohjal.

Vi 00 -0

V2i 01 -0
ZwiazmT = Zwi : (Yair Yair s Vi) = sz‘ AR

- 00 --- 0

kus element 1 ilmub iga objekti i jaoks peadiagonaalile positsiooni (j, ), sol-
tuvalt grupist, kuhu ta kuulub. Liites kokku iile vastanute, saame

N, 0 - 0

0 Ny, -+ 0

Swaa=| 7 .
0 0 .- NJJ

Saadud maatriks on diagonaalmaatriks, selle poordaatriksi saamiseks peame
vaid votma peadiagonaali elementidest poordvaartuse:

1
1 = 0 0
B 0 1\71 . 0
T : : . :
0 0 - 1\71
J,r
Niiiid saame leida AT:
Nl Nl,r Ni,r 0
-1 N, Ng 0 1
AT = (ta:—z wixi)T (Z wimmT> = ) _ .’7" . N%,'r
T r . : : :
NJ NJ,’!’ 0 0
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Nl,r N2,7‘ . NJ,T
Tegur v; saab véga lihtsa kuju:
N;j _ N
N;, N,

Hinnangu £, tuletamisel jagame vastanuid samuti gruppidesse (tdhistame ;)
7; jérgi, seega saame J gruppi vastanute jaoks (moni grupp voib praktikas
osutuda tiithjaks):

_— Z w;VY; = Z Z wzyz Z Z WiYi.

j=1 ZET] 1T J T iEer;

:<M N, M)—ﬂl )

Thistades g;, = ﬁ Zi@j w;y; - kaalutud keskmine grupis j, saame loplikult

t—z T (103)

Néeme, et hinnangu (103) leidmiseks peame teadma vaid gruppide suuruseid
iildkogumis. Objektide kuuluvust gruppidesse peame teadma vaid vastanutel
(seda on aga voimalik teada saada uuringu labiviimisel).

Ulesanne 22.1 Tuletada hinnang (103) lihtsa jubuvaliku jaoks.

Ulesanne 22.2 Lihtsustada kalibreemimishinnang t, ihe pideva abitunnuse
korral. Vihje: alustada (100) ja (101) lihtsustamisest.

Ulesanne 22.3 Tabelis on toodud valimiandmed arstide koduvisiidide kohta
jaanuari kuus asulas A. Kahjuks, moned asutused ei teatanud oma andmeid,
nende kohta saame registrist vaid asutuse poolt pakutava teenuse titpi. On
teada, et asulas A on 15 perearstikeskust ja 9 oiendusabikeskust. Valikuviis on
lihtne juhuvalik mahuga 10 asutust. Hinnata koduviisitide koguarvu linnas A
kasutades kalibreerimishinnangut klassifitseeritava abitunnusega.

Asutuse Nr | Teenuse titp Visiite
1 Perearstikeskus 158
2 Oendusabi 6/
3 Oendusabi

4 Perearstikeskus .
53 Perearstikeskus 162
6 Perearstikeskus 133
7 Oendusabi 84
8 Perearstikeskus )
9 Perearstikeskus 186
10 Oendusabi 76
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22.2.2 Vastamistoenidosuse mudeli meetodid

Vaatleme siin ainult tagasipanekuta valikudisaine. Sel juhul disainikaal w; =
1

T

Vastamistoenasosuse mudel pohineb eeldusel, et vastamine allub mingisugusele
seadusele, ehk iga objekti ¢ € s jaoks leidub kindel vastamistoenéosus ;s (loe:
i. objekti vastamistdenéosus tingimusel, et ta on valimis).

Sellisel juhul on objekti ¢ sattumine vastanute hulka » maaratud toendosusega
T T s -

Saab néidata, et hinnang

- Yi
t, = 104
Z T = T|s ( )

on nihketa hinnang kogusummale ¢.

Valemi (104) suureks puuduseks on see, et suurused 7;, on tundmatud, ehk
keegi ei tea, mis toendosusega objekt ¢ vastab uuringus. On vélja pakutud mit-
meid meetodeid, mis modeleerivad seda vastamistoensosust. Uks levinumatest
on homogeensete vastamisgruppide meetod.

Homogeensete vastamisgruppide meetod

Selle meetodi korral eeldatakse, et konkreetse grupi objektid vastavad sarnaselt
(néiteks, abielus inimesed vastavad suurema toendosusega kui vallalised; pen-
sionérid vastavad samuti suurema toendosusega kui noored jne).

Olgu moodustatud H gruppi, mille kohta on eeldatud, et inimesed nendes
gruppides vastavad vordse toenédosusega 0:

s = P(i€rls) =0n, h=1,...,H.

Vastamistoendosused 6, on tundmatud, kuid neid on voimalik iisna lihtsalt
hinnata. Olgu my, - vastanute hulk grupis h. Iga inimene kas vastab voi mitte
(binaarne juhuslik suurus); inimeste vastamine toimub {iksteisest soltumatult.
Seega, kui vaadelda my juhusliku suurusena, siis sobib selle kirjeldamiseks
binoomjaotus,

mp ~ B(?’Lh,(gh).

Siin on ny - valimimaht grupis A. Suurima toepéra hinnang vastamistoenso-

susele on 0, = ’:—:

Kokkuvottes, saame valemist (104) hinnangu kogusummale homogeensete vas-
tamisgruppide meetodil:
- yi 1 . n Y
. i h i
t, = = = — =. 105
Sy Loy 109
Th

h=1 i€ry h=1

Ulesanne 22.4 Leida dilesandes 22.3 hinnang homogeensete vastamisgruppide
meetodil.
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