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Peatukk 1

Sissejuhatus klassifitseerimisse

1.1 Probleemi kirjeldus

Paljudes olukordades tuleb meil teha valik mitme voimaluse vahel, omamata sealjuures
taielikku informatsiooni. Naiteks peab panga laenuosakond otsustama, milliseid taotlusi
rahuldada voi mitte. Ka eksami hindamist voib vaaldelda sama tiiiipi protsessina, kus
osalise informatsiooni pohjal leitakse otsitav tulemus (hinne).

Klassifitseerimine (ik pattern recognition, classification, discrimination) (kasutatakse
ka terminit "diskrimineerimine") on teatud objekti liigitamine tihte etteantud klassi.

Niiteid klassifitseerimisprobleemidest:
e Pangakliendi krediidiriski hindamine. Klassid: "madal risk"ja "korge risk".
e Spammifilter. Klassid: "spam"ja "pole spam".
e [sendi soo méaaramine. Klassid: "emane"ja "isane".
e Uliopilaste hindamine. Klassid: "A", "B", "C", "D", "E", "F".

e Kirjatdhtede tuvastamine (kdekirja lugemine v6i auto numbrimérkide tuvastamine).
Klassid: "A", "B", "C",..., "Y".

e Numbrite tuvastamine. Klassid: "0", "1",..., "9".

e Meditsiooniline diagnoos. Meditsiinilise info pohjal haiguse diagnoosimine. Klassid
on voimalikud haigused.

e Nigude tuvastamine: kujutise pohjal inimese identifitseerimne. Klassid: voimalikud
isikud.



Koigis neis néidetes tuleb klassifitseerijal (olgu see masin voi inimene) teatava ja tihti
isna piiratud informatsiooni pohjal objekt liigitada iihte etteantud klassi. Voimalikud
klassid on teada ja iildisust kitsendamata tdhistame nad {0,...,k — 1}. Seega kokku k
klassi. Klasside kodeerimisel pole arusaadavalt mingit tdhtsust, kodeering 0,1,... k — 1
on standardne, kuid kasutatakse ka 1, ..., k, kahe klassi korral ka —1,1 jne. Seega voib
klassifitseerijat kirjeldada kui operaatorit, mille argument (sisend) on objekti kirjeldus ja
vadrtus (viljund) on number hulgast {0,...,k — 1} — klass.

Edaspidises eeldame iildisust kitsendamata, et klassifitseeritava objekti kirjeldus esita-
takse vektorina x € R%. See vektor on tunnus voi tunnusvektor (ik feature, pattern).
Kui klassifitseerimisiilesanne on isendi soo méaramine, voivad tunnusteks olla néitaks
isendi kaal ja pikkus. Tunnusvektor x koosneb sellisel juhul kahest komponendist. Prak-
tikas muidugi pole tunnused alati arvulised ning kvalitatiivsed (mittearvulised) tunnused
tuleb enamasti arvulisteks kodeerida. Seejuures tuleb olla ettevaatlik, sest kodeerimine
mojutab iildiselt tulemust.

Kokkuvotteks: Klassifitseerija seab igale tunnusvektorile vastavusse klassi, s.o. arvu hul-
gast

Y:={0,...,k—1}.

Seega matemaatiliselt on klassifitseerija (ik classifier) funktsioon
g: R . (1.1.1)

Paneme téhele, et (1.1.1) avaldub kujul

9= ile,(x), (1.1.2)

kus I on hulga C' indikaatorfunktsioon, st

1, kuiz e C,
le(w) = { 0, kuizx¢C.

Seega defineerib klassifitseerija g ruumi R? tiikelduse, tunnusega z objekt klassifitseeri-
takse klassi ¢ parajasti siis, kui = € C;.

Mairkus: FEdaspidi on vaja (riski arvutamiseks), et klassifitseerija g oleks integreeruv ja
seega mootuv. Funktsioon (1.1.2) on mooétuv parajasti siis kui hulgad C; on kéik Boreli
hulgad. Seega edaspidi vaatleme ainult mootuvaid klassifitseerijaid.



1.2 Klassifitseerimisteooria ((Bayesian) decision theory)
alused

1.2.1 Tunnuse ja klassi jaotus

Kuidas moota klassifitseerija g s.o. funktsiooni (1.1.1) headust? Sisestatavaid tunnuseid
(klassifitseeritavaid objekte) me kindlasti ette ei tea, mistottu neid voib késitleda juhus-
likena. Igal juhuslikul vektoril on jaotus, mida {iheselt kirjeldab jaotusfunktsioon. Olgu
F tunnusvektori x jaotusfunktsioon. Tuleta meelde, et suvalise (integreeruva) funktsiooni
h : R? — R korral, keskviidrtus h(z) iile tunnusvektori on Lebesgue’i integraal

/ h(z)dF(z).

Naide. Olgu iilesanne inimese soo méadramine pikkuse ja kaalu pohjal. Oletame, et nii
pikkus ja kui ka kaal antakse taisarvulise tédpsusega, s.t. d = 2 ja tunnusvektor on kujul
r = (x1,x9), kus z1,29 € Z*. Oletame, et pikkusega x; ja kaaluga xs olevate inimeste
arv populatsioonis on N(x1,z5). Eeldades, et klassifitseeritav objekt (antud juhul kiill
pigem subjekt) valitakse juhuslikult ning iga inimene valitakse vordse toendosusega, saa-
me: toendosus, et tunnusvektori vadrtus on (xy, z5) (loe: tdendosus, et juhuslikult valitud
inimese kaal on z; ja pikkus on z;), avaldub W, kus N on populatsioonis olevate
inimeste arv. Tahistame selle arvu p(xy, ). Meie tunnusvektori voimalike vaartuste hulk
on loenduv. Sellise juhusliku vektori jaotus iiheselt méédratud tema voimalike vaartuste ja
nende toendosustega: {(x1,xs), p(x1,x9) @ @1, 29 € Z1}. Tunnusvektori jaotusfunktsioon
F :R? — [0, 1] avaldub seega

F@)=Flm)= . plehab)

o <oy wh<ws

Olgu h : RY — R mingi funktsioon. Selle funktsiooni keskviirtus iile tunnusvektori on
seega

/h(x)dF(x) = Z h(zy, x2)p(xy1, 22).

T1,T2

Kuigi iga konkreetne objekt kuulub kindlasti vaid iihte klassi (homme kas sajab voi ei,
isend on kas emane voi isane), pole enamikel praktikas ettetulevates klassifitseerimisiiles-
annetes tunnusvektori x ja klasside hulga vahel {ihest seost. See tdhendab, et erinevatesse
klassidesse kuuluvatel objektidel voib olla sama kirjeldus (sama tunnus) ehk, imberp6o-
ratult, antud kirjeldusega (tunnusvektoriga) objekt voib kuuluda erinevatesse klassidesse.
Niiteks tanase ilma pohjal ei saa kindlalt otsustada kas homme sajab voi ei, sama pik-
kuse ja kaaluga isend voib olla nii emane kui ka isane, sarnaselt kirjutatud number voib
teinekord olla "7", teinekord "1"jne. Jarelikult voib tunnusele x vastava objekti klassi
kasitleda juhuslikuna ning tal on oma jaotus. Et klasse on vaid loplik arv, on see jaotus
madratud paaridega

{J?p(]‘x>j:0>ak_1}a



kus p(j|z) on toendosus, et (objekti) klass on j tingimusel, et (objekti) tunnus on x. Olgu
sellele jaotusele vastav jaotusfunktsioon F'(-|x) : R — [0, 1]. Seega iga y € R korral

Fylz) ==Y plilo).

i<y

Funktsiooni h : J — R keskvéértus iile klasside tingliku jaoutuse F'(y|z) on seega

o

-1

/y W(y)dF(ylz) = S h(iyp(ilz).

i

Il
o

- - -

Naide. Vaatleme eelmist néidet. Vaatleme neid inimesi, kelle pikkus on 175 ja kaal 67.
Olgu sellistest inimestest 2 mehed ja 3 naised. Siis p(0[(175, 65)) =  ja p(1|(175,65)) = 3,
kus klassid on kodeeritud: 1 — naine, 0 — mees.

Meie késitluses on tunnus jaotusega F' juhuslik vektor. Eelpool veendusime, et fikseeritud
tunnuse = korral on ka objekti klass juhuslik, tema tinglik jaotusfunktsioon on F(y|z).
Seega on paar — tunnus ja tema klass — d + 1-dimensionaalne juhuslik vektor, mille jaotus
olgu méératud jaotusfunktsiooniga F'(z,y). Selle juhusliku vektori esimesed d-komponenti
on juhuslik tunnus, viimane aga juhuslik klass, mille (tingimatu) jaotus seab igale klassile
vastavusse toendosuse, et juhuslikult valitud objekt kuulub sinna klassi. Funktsiooni

h:RYX YR
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integreerimine moodu F'(x,y) jargi avaldub

/Rdxyh(:vy)dF(xy /Rd/ (z,y)dF (y|z)dF(z /thz (iz)dF ().

(1.2.1)
Seost (1.2.1) v6ib vaadelda méodu F'(x,y) formaalse definitsioonina.

Naide. Jatkame iilatoodud néidet. Objekti klass on juhuslik suurus, mille voimalikud
vadrtused on 0 ja 1. Arv p(0|(z1, x2)) on meeste proportsioon pikkusega x; ja kaaluga xo
olevate inimeste seas, p(x1,x2) on selliste inimeste proportsioon populatsioonis. Korrutis
p(0](x1, 22))p(x1, 22) on kaaluga z; ja pikkusega xo meeste proportsioon populatsioonis.
Téhistame selle arvu p(z1, x9,0). See on toendosus, et pikkus, kaal ja klass on (x1, 2, 0)
ehk toendosus, et meie kolmedimensionaalne juhuslik vektor — juhuslik pikkus, juhuslik
kaal ja juhuslik klass — votab védartuse (z1,z2,0). Analoogiliselt olgu p(zy,xs, 1) toenéo-
sus, et et pikkus, kaal ja klass on (x1, 2, 1). Pikkuse, kaalu ja klassi jaotuse méaaravad
voimalikud véértused ja nende tdendosused, millest saame, et jaotus F'(x,y) on médratud
paaridega

{((%,@J)ap(zhxzai)) =01, 21,20 € Z+}-

Nende arvude kaudu avaldub jaotusfunktsioon F': R3 — [0, 1] jargmiselt:

y,ZE1,Ilf2 Z Z p(ajllv‘T/Qai)‘

1<y 1571 1$2S1'2

integraal (1.2.1) on seega (veendu selles!)

/ h(z, y)dF (z,y) Z h(z1, x2,0)p(21, 22, 0) + Z M@y, w2, 1)p(x1, 22, 1).
Rdxy

1,72 1,72

Tunnuse ja klassi iihisjaotuse kaudu avaldub kergesti juhusliku suuruse klassi jaotus. Olgu
7o toendosus et (juhuslikult valitud) objekti klass on 0 (st. toendosus, et juhuslikult va-
litud inimene on mees); olgu m; toéendosus, et juhuslikult valitud inimene on naine. Need
toendosused avalduvad

To = ZP(%,Z’Q,O), ™ = ZP(1’1,9€2>1)-

Z1,T2 1,22

Ulesanne 1.1 Oletame, et tunnus vétab 5 véimalikku vadrtust: 1,2,3,4,5. Iga vidrtuse
toendosus olgu % Olgu klasse k = 2, kusjuures p(1ljx =1i) = %, 1=1,...,5. Leida tunnuse
ja tema klassi ihisjaotus nii jaotustabeli kui ka jaotusfunktsioonina F(y, ). Leida klasside
jaotus, st toendosused m ja my. Leida integraal (1.2.1), kus

x27 kui Yy = O;'
_ _27 kui x < 2ay = 1’.
MEv) =0 21 huiz—3y=1-

0,  mugjal.
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Paneme téhele, et (1.1.1) on mittejuhuslik funktsioon — tihele ja samale vektorile z sea-
takse alati vastavusse vaid iiks klass g(z) € {0, ...,k — 1}. Tegelikkuses see aga nii ei ole
(selles just veendusime), mistottu klassifitseerimisvead on véltimatud! Seda on lohutav
teada.

Naide. Jatkame iilatoodud naidet. Olgu g mingi klassifitseerija, st funktsioon kujul
(1.1.1). Oletame, et ¢g(175,65) = 1. see tdhendab, et inimesed pikkusega 175 ja kaalu-
ga 65 klassifitseeritakse alati naisteks. Et aga % sellistest inimestest on hoopis mehed,
teeb klassifitseerija selliste inimeste klassifitseerimisel kahel juhul kolmest vea. Tosi kiill,
mone teise tunnusvektori klassifitseerimisel voib see sama klassifitseerija talitada palju
tapsemalt.

1.2.2 Klassifitseerija risk

Reaalses elus pohjustab klassifitseerimisviga konkreetset kahju. Néiteks kaotab pank raha,
kui laenuvotja ei suuda seda tagasi maksta jne. Teisalt toob kahju ka potensiaalse laenu
tagasi liikkamine.

Definitsioon 1.1 Kaofunktsioon (ik loss function)
L:YxY—R"

seab klasside paarile (i,7) vastavusse kahju, mida toob endaga kaasa klassi i pidamine
klassiks 7j.

Kaofunktsioon soltub konkreetsest iilesandest, kusjuures loomulik on votta L(i,7) = 0
(Gigesti klassifitseerimine ei pohjusta kadu). Klassifitsserija g on seda parem, mida viiksem
on kadu L(y, g(x)). Samas on paar (x,y) juhuslik ning samamoodi on juhuslik ka kadu
L(y, g(x)), mistottu pole selge, mida tdhendab véiike kadu. Seetottu on loomulik vaadelda
klassifitseerija keskmist kadu. Siit definitsioon

Definitsioon 1.2 Klassifitseerija g risk (ik. risk) on keskmine kahju iile tunnusvektori
ja klasside thisjaotuse F(z,vy):

R(g) = / L{y. g(2))dF (z,y). (1.2.2)

Seosest (1.2.1) saame

R = [, [ sgyaruiaire = [ 3 LGapGiire. 023
Seosest (1.1.2) saame
Rl =3 [ S LGawtle)ire) = 3 L6.) [ slodr)
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1.2.3 Bayesi klassifitseerija — parim voimalik klassifitseerija

On selge, et heale klassifitseerijale vastab viike risk, kuid milline on parim voimalik klas-
sifitseerija? Teisisonu: milline klassifitseerija minimiseerib riski R(g) iile koikide voimalike
klassifitseerijate hulga?

Olgu x mingi tunnusvektor ning ¢ klassifitseerija. Leiame tingliku riski ehk kesk-
mise klassifitseerimiskahju tunnuse = korral. Selleks peame keskmistama voimalikud kulud
L(j, g(x)) iile koikvoimalike klasside j toendosuste (sageduste) p(j|x)

e

-1

Rlg()le) = 3 LU.te)wle) = [ Ly, o)dF(yle)

<
Il
o

Seega tinglik risk R(i|z) on keskmine risk tunnusega x objekti klassifitseerimisel klassi i.
Keskmistades tingliku riski tile tunnusvektorite = jaotuse saame kogu riski (seos (1.2.3))

/Rd((\wdF /Rd/ (y. g(x))dF (y|lx)dF (z) = R(g).

Ulaltoodud vorduste ahelast lahtub, et minimiseerides igas punkis x tingliku riski oleme
minimiseerinud ka kogu riski. Toepoolest, olgu klassifitseerija ¢* defineeritud jargmiselt

k—1
(1) = in R _ in R(ilz) = in S LG (i), 1.2.4
g'(x) := argmin R(g(x)|r) = argmin R(ila) arggégljzo (j, ))p(j]) (1.2.4)

Seega
R(g*(+)l) = min RGlx).

millest jéreldub, et iga teise klassifitseerija g korral R(g*(x)|z) < R(g(z)|x). Integraali
monotoonsuse tottu

R(g") = /R(g*(x)lx)dF(l’) < /R(g(l“)lw)dF(fC) = R(g). (1.2.5)
Seega klassifitseerija ¢g* risk on véikseim iile koikvoimalike klassifitseerijate:

R(g") = inf R(g).

Pane téhele, et g*(z) alati leidub, kuid ei pruugi olla iithene. Kuid iilaltoodud vorratused
kehtivad iga seosega (1.2.4) defineeritud klassifitseerija ¢* korral, mistottu koik nad on
minimaalse riskiga.

Definitsioon 1.3 Seosega (1.2.4) defineeritud klassifitseerijat g* nimetatakse Bayesi

klassifitseerijaks ning tema risk:

R = R(g") = / L{y, ¢"(2))dF (y. 2)

nimetatakse Bayesi riskiks .
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Arvestades ¢g* definitsiooni (1.2.4), saame Bayesi riskile kuju

- VdF (z L i|2)dF(z).
R min R(iz)dF ( rgg} (7, )p(j|2)dF (x)

Kokkuvottes: Bayesi klassifitseerija on parim voimalik klassifitseerija, Bayesi risk on véik-
seim voimalik keskmine klassifitseerimiskahju.

Erijuht k = 2: Seostest (1.2.4) on Bayesi klassifitseerijat lihtne leida. Kui L(i,7) = 0 ja
k = 2, siis iga x korral tinglik risk avaldub (veendu selles!)

)L, 0)p(1z) kuii=0,
Rlile) = {L(O, Dp(0fz) kuii = 1.

(Uks voimalik) Bayesi klassifitseerija on siis

(a) = {0 kui L(1,0)p(1]z) < L(0,1)p(0x), 126)

1 kui L(1,0)p(1]z) > L(0,1)p(0]z).

Naiide. Jatkame tilaltoodud néaidet. Olgu g mingi klassifitseerija kujul (1.1.1). Selle risk
avaldub

Rg) = [ Ll g(@)dF(e) = Y Lliglore)p(on, )

T1,T2,0

=> (Z L(i, g(x1, x2))p(i|z1, x2)>p(x1, Ts), (1.2.7)

r1,x2  1=0
kus tinglik
1
- Z L(7v g(‘%la ’1;’2))])<2|.T1, 372)
=0

on keskmine kahju, mida g tekitab pikkusega x; ja kaaluga x5 olevate inimeste klassifitsee-
rimisel. Riski arvutamisel aga korrutatakse see arv labi selliste inimeste proportsiooniga
populatsioonis p(z1,xs). Seega, kui selliseid inimesi on viga vihe, s.t. p(x1,x2) =~ 0, ei
suurenda selliste inimeste klassifitseermisel tehtav kahju oluliselt klassifitseerija riski; kui
aga p(z1, x2) on suur, voib tunnusvektori (z1, z5) klassifitseerimisel olla riskile suur moju.

Ulesanne 1.2 Olgu objekti klass tunnusvektori x funktsioon, st 3f : RY — Y nii, et
p(f(z)|x) = 1. Leida Bayesi klassifitseerija ja risk.
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1.2.4 Juhuslik ehk stohhastiline klassifitseerija *

Négime, et Bayesi klassifitseerija on parim voimalik klassifitseerija koéikide kujul (1.1.1)
olevate klassifitseerijate hulgast. Et aga tunnusega x objekti kuulumine mingisse kassi on
juhuslik, voib tekkida kiusatus kasutada selliseid klassifitseerijaid, kus funktsiooni g(x)
vaartus pole iiheselt méadratud. Naiteks voime klassifitseerijat ette kujutada kui prog-
rammi, mis vastuse saamiseks viskab vahetevahel kulli ja kirja. Sisuliselt genereeritakse
juhuslikul klassifitseerimisel iiks juhuslik suurus nn. lisajuhuslikkus, mis tunnusvektori z
korval on samuti klassifitseerija sisend. Lisajuhuslikkuse jaotus voib soltuda tunnusvekto-
rist z: nii néiteks voime tunnusvektori teatud vaartuste korral visata kulli ja kirja, teiste
vaartuste korral tdringut ning monikord kasutada hoopis determineeritud klassifitseerijat.
Et aga suvalise jaotusega juhusliku suuruse saab genereerida iihtlasest jaotusest teatava
(jaotusest soltuva) funktsiooni abil (nn Skorohodi esitus), saame juhusliku klassifitseerija
alati esitada funktsioonina
g:RIXxQ =Y,

kus w €  on lisajuhuslikkus, mille jaotus enam tunnusektorist ei soltu (néiteks iihtlse
jaotusega juhuslik suurus).

Juhusliku klassifitseerija korral on loomulik eeldus, et iihegi vektori x vdartuse korral
ei soltu juhuslik komponent w ei objekti tegelikust klassist. On ju formaalselt juhuslik ka
selline klassifitseerija, mis igale objektile seab vastavusse tema tegeliku klassi. Selline klas-
sifitseerija aga eeldab olulist lisainformatsiooni, meie kisutuses on aga vaid tunnusvektor.
Seega on iga tunnusvektori x korral on juhuslik komponent ja objekti klass soltumatud,
mistottu nende tinglikud jaotusfunksioonid rahuldavad seost

Fly,wlr) = F(yle)F(w]z).
Et lisajuhuslikkuse jaotus ei soltu tunnusvektorist, siis F(w|z) = F(w) ja
Fly,wlr) = F(yle)F(w).

Ka juhusliku klassifitseerija korral on tinglik risk defineeritud kui tunnusega x objektide
klassifitseerimisel tekkiv keskmine kahju, kuid keskmine on niiid arusaadavalt nii iile
klasside kui ka juhusliku komponendi. Seega avaldub tinglik risk

R(g(x)|x) = / L(y, g, ))dF (y, wlz) = / /y L(y, gl w))dF (y]a)dF (w) = / Wz, w)dF(w).

Iga funktsiooni w +— h(z,w) korral leidub vaartustus w* (séltub z-st) mis on viiksem voi
vordne keskmisest

h(z,w*) < /h(x,w)dF(w),

millest jareldub, et leidub selline determineeritud klassifitseerija, g,(z) = g(x,w*) (soltub
x-st), mille tinglik risk tunnusvektori = korral pole suurem g(z,w) tinglikust riskist:

Rg. (o)) = |

Ly, g, w"))dF (y]z) = h(z,w") < / bz, w)dF(w) = R(g(x)|x).
Yy
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Et aga iga = ja iga determineeritud klassifitseerija korral kehtib (1.2.5), siis on Bayesi
klassifitseerija tinglik risk tunnusvektori korral risk véiksem voi vordne juhusliku klassi-
fitseerija tinglikust riskist. Kokkuvotvalt Bayesi klassifitseerija on parim nii juhuslike kui
determineeritud klassifitseerijate seas! Edaspidi me juhuslikke klassifitseerijaid ei késitle.

1.2.5 Siummeetriline kaofunktsioon

Kuidas g* tegelikult vélja néeb, soltub kaofunktsioonist L. Vast koige enam levinud kao-
funktsioon on stimmeetriline ehk 0-1 kaofunktsioon . Sellise kaofunktsiooni korral
on tépse klassifitseerimise kahju alati 0 ning koikide vigade kahju on vordne (néiteks 1).
Seega on siimmeetriline kaofunktsioon jéargmine

L(j,i) = {0 kui =7, (1.2.8)

1 mujal.

Sellise kaofunktsiooni korral avaldub tinglik risk R(i|x) jairgmiselt:

Rilz) = S LG pGile) = 3 p(ile) = 1 - plila).

JF#i

E
—

.
Il
o

Seega tinglik risk R(i|x) on toendosus, et tunnusega = objekt ei kuulu klassi i. Seega
Bayesi klassifitseerija on (definitsioon (1.2.4))

g"(x) = argmin R(ilz) = argmin(1 — p(il)) = arg max p(ilz).

Teisisonu: siimmeetrilise kaofunktsiooni korral seab Bayesi klassifitseerija igale tunnusele
vastavusse selle klassi, mille (tinglik) tGendosus on suurim. Mis voiks veel loogilisem olla?

Olgu g mingi klassifitseerija. Siimmeetrilise kaofunktsiooni korral on selle tinglik risk

R(g(x)|r) =1 - p(g(r)|x)

valesti klassifitseerimise (tinglik) toendosus tingimusel, et objekti tunnus on x (Téepoo-
lest, kui g(x) = i, siis R(g(z)|x) = R(ilx) = 1 —p(i|z). See aga on tdendosus, et tunnusega
x objekt ei kuulu klassi 7). Keskmistades valesti klassifitseerimise tinglikku toendosust
tile tunnusvektori jaotuse F'(z) saame iildise klassifitseerimisvea toendosuse . Et aga
tingliku riski keskmistamine iile tunnusvektori jaotuse F'(z) annab riski, siis simmeetri-
lise kaofunktsiooni korral on klassifitseerija risk klassifitseerimisvea toenédosus ja Bayesi
klassifitseerija annab véikseima voimaliku klassifitseerimisvea.

Stimmeetrilise kaofunktsiooni korral avaldub Bayesi risk

= /miin R(i|z)dF (z) = /miin(l —p(i|z))dF(z) =1— /m@axp(z\x)dF(x) (1.2.9)



16

Erijuht £ = 2: Vaatleme kuidas avalduvad Bayesi klassifitseerija ja Bayesi risk (eri)juhul,
kui klasse on kaks. Et p(1|z) + p(0lz) = 1, siis p(1l|x) > p(0|z) parajasti siis, kui
p(1l]z) > 0.5. Seega stimmeetrilise kaofunktsiooni korral on Bayesi klassifitseerija (1.2.6):

R i n2m
Bayesi klassifitseerija tinglik risk avaldub
R(g"(x)|x) = min{p(0]z), p(1]x)},
millest Bayesi risk on seega
R - /min{p(0|x),p(1|x)}dF(x). (1.2.11)

Paneme téhele: kui x on selline, et p(1]x) = 0.5, siis selle klassifitseerimine ei mojuta riski.

Ulesanne 1.3 Olgu klasse kaks ja kaofunktsioon siimmeetriline. Olgu g(x) = I¢ suvaline
klassifitseerija. Avaldada selle risk R(g) funktsioonide p(0|z) ja p(1|z) kaudu st uldistada
valemit (1.2.11).

Ulesanne 1.4 Olgu klasse kaks ja kaofunktsioon L jirgmine:

0, kuii=j;
L(i,j) = t, kuii=1,j=0;
to, kuii=0,j=1.

Leida Bayesi klassifitseerija ja avaldada see p(1|x) kaudu (st uldistada valemit (1.2.10)).
Leida Bayesi risk ja ildistada valemit (1.2.11). Kuidas avalduvad Bayesi klassifitseerija
ja risk juhul, kui t; = t9?

Ulesanne 1.5 Olgu d = 1, k = 2. Iga funktsiooni h : R — R korral, defineerime
kaofunktsiooni

Jy(h) = / Ih(e) = P aF(r.g).

Leida
h, = arg i%f Jp(h), p=1,2.

Veendu, et Jy(h}) = R*.

Ulesanne 1.6 Toéestada, et valem (1.2.11) avaldub

R = % - %/\Qp(l\x) —1|dF ().
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1.2.6 Risk ja klassifitseerija tinglike tiheduste kaudu

Olgu F(z|i), i € Y tunnusvektori tinglik jaotusfunktsioon klassis i. Seega (téistoendosuse
valem)

k—1
F(z) =) F(ali)m,

i=0

kus
u ::/ p(i|lz)dF(z), i=0,...,k—1
Rd

on klassi ¢ toendosus. Teisisonu, jaotus 7, ..., mx_1 on F(x,y) marginaaljaotus.
Olgu f; jaotuste F'(x|i), ¢ = 0,...,k — 1 on tihedus mingi tihe ja sama mo6odu suhtes.

Kui see moot on Lebesgue’i moot, on jaotused absoluutselt pidevad ning tihedus f; on
sisuliselt tGendosusteooria algkursusest tuntud pideva jaotuse tihedus. Juhul, kui F(z|i)
on diskreetsed jaotused, on f; toendosusteooria algkursusest tuntud toendosusfunktsioon,
sest toendosusfunktsioon on tihedus loendava moodu suhtes. Tiheduse olemasolu ei ole
kitsendav eeldus jaotustele F'(x|i), sest igal moddul leidub tihedus mingi teise moodu
suhtes. Kéesoleval juhul eeldame, et jaotustel F'(z|i) on tihedus iihe ja sama mo6odu suh-
tes. Ka see ei ole kitsendav, sest alati leidub m&6t, mille suhtes koik jaotused F'(z]i) on
absoluutselt pidevad (seega tihedust omavad).

Edaspidi tdhistame mootu, mille suhtes f; on tihedus dx. Seega iga (integreeruva) funkt-
siooni h korral

/Rd h(z)dF (z]i) = / W) fi(2) e,

Rd
Jaotusel F'(x) on seega tihedus f, mis avaldub f(z) =), fi(z)m;.

Tinglike tiheduste kaudu avaldub p(i|z) jairgmiselt (Bayesi valem):

plilz) = ff(g;r (1.2.12)
Seega Bayesi klassifitseerija (1.2.4) avaldub
k-1
g'(z) = arg 1%51; L(j,3) f;(z)m;. (1.2.13)

Siimmeetriline kaofunktsioon

Juhul, kui kaofunktsioon on siimmetriline, on Bayesi klassifitseerija kujul

9" (x) = argmax p(i|x) = arg m%)xmfi(x). (1.2.14)
1€

[ISNY
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Et R(i|x) =1 — p(i|z), siis funktsioon R(i|z)f(z) avaldub sellisel juhul
R(ifz)f(x) = f(x) = mfiz) = D mf(x).

Jy#
Seega Bayesi risk on (tuleta meelde (1.2.9))

/mmR ilx)dF(x /mmR ilx) f(x)dr = /mm 7 fi(z))dx

JiJ e

_ / (/) — mam, fi(a)) de = 1~ /m?mifi(g:)dx

Erijuht £ = 2: Kahe klassi korral on eeskiri (1.2.14) jargmine
. 1, kui m fi(x) > mofo(x);
g ($):: { 1j&( ) 0jb( )

0, mujal.

ja selle voib esitada toeparasuhte (ik likelihood ratio) kaudu jargmiselt

: fi@) S m.
gz =4 b K RE 25 (1.2.15)
0, mujal.
Bayesi risk kahe klassi (ja stimmeetrilise kaofunktsiooni) korral on
= /min {m fi(z), 7o fo(x)} dx. (1.2.16)
£y vundt,

£y 37,
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Naide. Jitkame naidet. Arvud 7y ja m; on vastavalt meeste ja naiste proportsioon popu-
latsioonis. Olgu p(z|0) ja p(z|1) tunnuse jaotus meesta ja naiste seas:

p(]0) = p(w1, 22|0) =

Vastavalt Bayesi valemile

pikkusega x; ja kaaluga x, meeste arv
meeste arv '

plifr) = 28t _ pelidm gy
p(x) p(z)
Jarelikult p(0|z) < p(1|x) parajasti siis, kui p(z]|0)my < p(x|1)m ja stimmeetrilise kao-
funktsiooni korral on Bayesi klassifitseerija seega

g (z) = {() kui mop(z]0) < mp(z|l),

1 vastasel korral.

See on seos (1.2.14). Bayesi risk (1.2.11) on seega
R* = /min{p(0|x) p(1l]z)}dF(x me{p 0|z), p(1|z)}p(z)

=QFMW$Fﬂ%TM@=memwwmm¢

Toodud vorduste parem pool on (1.2.16).

Ulesanne 1.7 Olgu klasse kaks ja kaofunktsioon simmeetriline. Olgu g = I suvaline
klassifitseerija. Avalda risk R(g) tiheduste fo ja fi kaudu, st dldista seost (1.2.16).

Ulesanne 1.8 Olgu klasse kaks ja kaofunktsioon L nagu ilesandes 1.4. Néita, et Bayesi
klassifitseerija avaldub toepdarasuhte statistiku kaudu, st uldista seost (1.2.15) ebasimmeet-
rilisele kaofunktsioonile.

Ulesanne 1.9 Olgu tunnus = tundide arv, mida iliopilane kulutab aine "Tehisope"oppimiseks.
Olgu téendosus, et x tundi oppiv tudeng sooritab arvestuse p(1l|x). Téendosus p(0|z) =

1 —p(1|z) olgu toendosus, et tudeng kukub libi. Oletame, et p(1|x) on jargmine (kasvav)
funktsioon

T
l|z)=——, ¢>0
plll) = ——. ¢

Leida Bayesi klassifikaator klassifitseerimaks tudengit libikukkujaks voi mitte (simmeet-
rilise kaofunktsiooni korral) oppimiseks kulutatud aja pohjal. Oletame, et oppimise aeg
tudengite seas on thtlase jaotusega 0-st 4c, st
1
= —1Ii04q-
f(x) 1o 04

Avaldada 7;, fi (tinglikud tihedused) ja Bayesi risk (R* = 1 ln , T =1— iln 5).

Ulesanne 1.10 Toéestada, et kui mo = w1, siis valem (1.2.16) avaldub

1
R =51 [ 1) - s
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1.3 Voimalus otsustamata jatta

Teinekord voib valesti otsustamise riski vihendada sel moel, et tunnust ei klassifitseerita.
Naiteks liikatakse klassifitseerimine taiendava informatsiooni saabumiseni edasi. Muidugi
on loomulik, et seda ei tehta kuitahes tihti ikka vaid nn "kriitiliste" tunnuste korral.
Ingliskeelses kirjanduses nimetatakse klassifitseerimist voimalusega otsustamata jétta re-
ject option. Tagasiliikkamise korral on klassifitseerijal lisavadrtus — olgu see "r" — mis
tdhendab, et tunnus jaetakse klassifitseerimata. Selline klassifitseerija g, on sellisel juhul

funktsioon
g:RE=YU{r}, (1.3.1)

Klassifitseerija g jagab ruumi R? k+ 1 1ikumatuks piirkonnaks Cy, ..., Cy_; ja R (k klassi
ja r) nii, et
k-1

g= ZiICi +rlg.

i=0
Kui z € R, siis tunnust ei klassifitseerita, piirkond R on tagasiliikkamispiirkond (re-
ject region), piirkond A := UM JC; on otsustamispiirkond (acceptance region). On
loomulik néuda, et piirkonna R tdendosus (st toendosus, et juhuslik tunnusvektor kuulub
sinna piirkonda) on suhteliselt véike.

Tuletame meelde, et Bayesi klassifitseerija ¢*(x) minimiseerib tingliku riski, st
R(g*(z)|z) = min R(i|z).
Seega Bayesi klassifitseerija on tunnuse x klassifitseerimisel suhteliselt riskivaba, kui min; R(i|x)

on viike. Riskantse tunnuse x korral aga on min; R(i|x) suhteliselt suur. Sellest loogikast
lahtudes vaatleme piirkonda R kujul

R(t) ={x: miin R(i|lz) >t} C R? (1.3.2)
kus ¢ > 0 on mingi fikseeritud lavi. Otsustamispiirkond on sellisel juhul
At) = {x: miin R(ilz) <t}
ja sel piirkonnal on loomulik kasutada Bayesi klassifitseerijat. Nii saame klassifitseerija

(z) = arg min; R(i|x), kui min; R(i|z) <t ;
A=, kui min; R(i|z) > t.

Olgu ¢ suvaline tagasiliikkamise voimalusega klassifikaator otsustamispiirkonnaga A ja
tagasiliikkamispiirkonnaga R. Et r ¢ ), siis pole defineeritud kadu L(i,r) ning seega
juhul kui z € R, pole defineeritud ka tinglik risk R(g(z)|x). Seega pole defineeritud ka
tagasiliikkamisvoimalusega klassifikaatori g risk, kiill on aga defineeritud integraal

/AR(g(x)|x)dF(x). (1.3.3)
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(tuleta meelde, et riski korral on integraal iile kogu R?, antud juhul vaid iile alamhulga
A). Kuidas sellisel juhul vorrelda erinevaid tagasiliikkamise voimalusega klassifikaatoreid?
Integraalide (1.3.3) vahetu vordlemine pole digustatud, sest selle saab teha kuitahes véi-
keseks vottes A piisavalt véikese (6igemini piisavalt védikese toenédosusega). Kiill voib aga
vorrelda integraale (1.3.3) juhul, kui hulga A téenéosused on vordsed. Hulga A tdendaosus
siin on toendosus, et tunnusvektor votab vaartuse sellest hulgast ja see toendosus on

P(A) == /A dF.

Jargnev lihtne lemma néitab, et koigi nende tagasiliikkamisvoimalustega klassifikaatorite
hulgas, mille otsustuspiirkonna téenéosus on vihemalt sama suur kui P(A(t)) (mingi ¢
korral), on justnimelt g; see, mille korral integraal (1.3.3) véikseim. Oletame, et otsus-
tuspiirkonna toenéosus peab olema vihemalt 0.95. Lemmast jareldub, et kui leidub ¢ nii,
et P(A(t)) = 0.95 (see eeldus ei pruugi alati téidetud olla, miks?), siis koikide lubatud
tagasililkkamisvoimalustega klassifikaatorite hulgast on just g, korral (1.3.3) véikseim.

Lemma 1.1 Olgu g ming: tagasiliikkamisvoimalusega klassifitseerija, selle otsustuspiir-
kond ja tagasiliikkamispiirkonnad olgu vastavalt A ja R. Kui P(R) < P(R(t)), siis

/AR(g(x)]x)dF(x) > /A(t) R(gi(x))dF (x) = min R(i|z)dF(x). (1.3.4)

Ay *

/AR(g(x)|x)dF2/AmiinR(ﬂx)dF

/mlnR (t|z)dF(x / mmR( |z)dF(z). (1.3.5)

Toestus. Et

siis piisab kui néditame, et

Vorratuse (1.3.5) toestus on iilesanne 1.11. m

Ulesanne 1.11 tdesta jirgnev vorratus
/ win R(ila)dF ( / min R(i[r)dF(x) > 1(P(4) - P(A(1)) 2 0.

Markus: Téhistades
Rigia) = L RO
P (A)
klassifitseerija g riski tingimusel, et tunnus klassifitseeritakse (kuulub piirkonda A), voib
lemma 1.1 esitada kujul: kui P(R) < P(R(t)), siis R(g|A) > R(g:|A(t)).
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Stimmeetriline kaofunktsioon ja tagasliikkamisvoimalus. Siimmeetrilise kaofunkt-
siooni korral R(i|z) =1 — p(i|z) ja seega klassifitseerija g; on kujul

| argmax; p(i|z), kul max;p(ilz) >1—1t;
() = { T, kui max; p(i|z) < 1 —t. (1.3.6)

Piirkond R(t) kahaneb kui ¢ kasvab; kui ¢ > %1, siis R(t) = 0.

Kui klasse on kaks, siis klassifitseerijal on tagasiliikkamisvoimalus, kui ¢ < 0.5 Olgu
0.5 —t=cehkt=0.5—c. Seega g; voib esitada kujul

; (1.3.7)

Kui ¢ = 0, on (1.3.7) (sisuliselt) Bayesi klassifitseerija (1.2.10). Klassifitseerija (1.3.7)
on intuitiivselt viga moistetav: tunnust x on suhteliselt kindel klassifitseerida, kui p(1|x)
voi p(0|x) on piisavalt suur (suurem 0.5 + c¢), siis klassifitseerimine toimub Bayesi reegli
alusel. Kui aga p(1|z) on aga ligikaudu %, siis on tunnuse x klassifitseerimine suhteliselt
riskantne ja nii likatakse selle klassifitseerimine edasi. Lave ¢ (voi ¢) muutmisega saab

muuta piirkonna R(t) suurust ja mootu.

1.4 Klassifitseerimine kui hiipoteeside kontroll, Neyman-
Pearsoni lemma*

Vaatleme olukorda, kus klasse on kaks. Reegel (1.1.2) sellisel juhul on kujul g = I, C
on piirkond, kus tunnus klassifitseeritakse klassi 1. Klassifitseerimisiilesannet kahe klassi
korral voib vaadelda statistikast tuntud lihtiipoteeside kontrollina. Hiipoteesid:

Hy : objekti klass on 0
H; : objekti klass on 1

ja valim koosneb tunnusest z. Funktsioon I on statistiline test ja klassifitseerimisel tehtud
viga voib olla kaht tiiiipi: tegelikult klassi 0 kuuluv element klassifitseeritakse klassi 1
ja vastupidi. Tihti nimetatakse neid esimest ja teist tiiiipi vigadeks. Olgu nende vigade
toendosused vastavalt « ja 3, st

a(g) ::/Cfo(x)d:c, B(g) = » fi(z)dz.

Siin fy ja f1 on tinglikud tihedused; o on toenéosus, et klassi 0 kuuluv element klassifit-
seeritakse (klassifikaatori I abil) klassi 1 ja 5 on toenéosus, et klassi 1 kuuluv element
klassifitseeritakse klassi 0. Vigade kaalutud keskmine

moa + m 0 = R(g)
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on klassifitseerimisvea toenéosus ja stimmeetrilise kaofunktsiooni korral klassifitseerija risk
(tilesanne 1.7). Esimest tiiiipi vea vihendamine tildiselt suurendab teist tiiiipi viga ja vas-
tupidi.

Tihti on oluline, et esimest tiilipi viga ei iiletaks teatud olulisusenivood ag (néiteks
ap = 0.05). Seega on eesmiérk kiill {ildise klassifitseerimisvea — riski R(g) — vihendamine,
kuid lisatingimus on, et esimest tiilipi viga piisiks teatud piirides. Seega optimeerimisiiles-
anne on jargmine:

mgin (mocx(g) + m15(g))- (1.4.1)
04(9) < .

Teinekord on aga tahtis vihendada just teist tiilipi viga, hoides esimest tiilipi viga kontrolli
all. Optimeerimisiilesanne on siis

mgin B(9) (1.4.2)
04(9) < ay.

Statistikast tuntud Neyman-Pearsoni lemma annab iildkuju tilesannete (1.4.1) ja (1.4.2)
lahendeile.

Lemma 1.2 (Neyman-Pearsoni lemma) Iga klassifitseerija g ja igat > 0 korral kehtib
vorratus

(B(9) = B(ge)) +t(alg) — alge)) = 0, (1.4.3)
kus g; on jargmine klassifitseerija (toeparasuhte statistik):
_ _f . L=
gy = Ic(t), C(t) = {:E : fo([L') > t}.

Toestus. Olgu g = Ip. Olgu C := C(t), st g¢¢ = Io. Veendu, et iga x korral kehtib
vorratus

[Vota © € C° ja niita, et (1.4.4) kehtib. Siis vota « € C' ja néita sama.| Seos (1.4.4) on

tfo(z)loe(x) — tfo(x)Ige(x) — fi(x)lce(x) + fi(x)Ipe(x) > 0.
Integreerides saame
0< - fo(x)dz —t . fo(x)dz — . fiz)dz + . fi(z)dx
= t(1—alg) —t(1 = alg)) — Blg) + B(g) = t(alg) — alge)) + B(g) — B(ge)-
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Vorratusest (1.4.3) jareldub, et klassifitseerija g; on optimaalne jargmises mottes: kui
leidub klassifitseerija g nii, et (g) < B(gt), siis a(g) > a(g:). Seega, kui leidub ¢ nii, et
a(g:) = ao, siis g; on iilesande (1.4.2) lahend. Veendume, et sellisel juhul on ¢; ka iilesande

(1.4.1) lahend. Olgu

* 7o *

= —, o= a(g).

T

Teame, et klassifitseerija g+ on Bayesi klassifitseerija. Jarelikult kui oy > o, siis lisatin-
gimus pole kitsendav ja iilesande (1.4.1) lahend on Bayesi klassifitseerija g* = g4+. Seega
edaspidi vaatleme olukorda, kus oy < o*. Kui leidub selline ¢ et a(g;) = v, peab kehtima
vorratus ¢ > t*. [Toepoolest, kui ¢ < t*, siis C(t*) C C(t) ning a(g:) > a*.] Oletame
vastuviiteliselt, et g; pole (1.4.1) lahend. See tédhendab, et leidub ¢ nii, et a(g) < ag ja

R(g) = moa(g) + mpB(g) < moa(gs) + mB(g:) = R(ge)-

Viimane vorratus tdhendab aga, et

st (5(%) - 5(9)) + WO(O‘(Qt) - a(g)) >0

ehk arvestades, et a(g;) = ag

(Bl9) = Bla1) < = (a0 = alg)) = t* (a0 — a(9)).

1

Neyman-Pearsoni lemmast saame aga, et

(B(g) — Blgr)) = t(an — alg)) = 0.

Molemad vorratused saavad kehtida vaid siis kui ¢ < t*. See on aga vastuolu eeldusega.

Seega, kui leidub ¢ nii, et a(g;) = ap, siis tilesannete (1.4.1) ja (1.4.2) lahendi (optimaal-
seima testi) annab tdepirasuhete satistik. Ulesandest 1.8 jéireldub aga, et toepirasuhete
statistiku pohjal saadud klassifitseerija ¢g; on Bayesi klassifitseerija sobiva ebasiimmeetrili-
se kaofunktsiooni korral. Seega erinevaid vigu saab sama hésti kontrollida kaofunktsiooni
valikuga.

ROC-graafik: suuruse 1 — 3(g:) |toendosus, et klass 1 (signaal) klassifitseeritakse Giges-
ti] soltuvus suurusest «(g;) [toendosus, et klass 0 (miira) loetakse klassiks 1 (valehéire)]
Neyman-Pearsoni klassifikaatori g; korral. Mida véiksem on «(g;) (valehéire toenédosus),
seda véiksem on ka 1 — (3(g;). Seega graafik kasvav. Mida kiiremini, seda parem (kasvamise
kiirus soltub mudelist).



Peatukk 2

Sissejuhatus Vapnik-Cervonenkise
teooriasse

2.1 Treeningandmetest oppimine

Ulaltoodust nigime, et kui tinglikud tdenfosused p(i|x) voi tinglikud jaotused F(y|z) on
teada, on parimat voimalikku klassifitseerijat voimalik teoreetiliselt leida (seos (1.2.4)).
Samuti teame, et toendosusi p(i|z) on lihtne leida, kui teame tinglikke jaotusi F; voi
tinglikke tihedusi f; ja toendosusi m; iga ¢ = 0,...k — 1 korral (valem (1.2.13)). Ting-
like jaotuste Fj ja toenédosuste m; teadmine on samavadrne tunnusvektori ja tema klassi
tihisjaotuse F'(x,y) teadmisega, sest (tdistoendosuse valem)

F(z,y) = ‘ Fi(z)m;.

Eeldus, et F(z,y) (ja seetottu ka p(i|z), samuti F'(x|i) ja koik muu) on teada pole kuigi
realistlik. Praktikas on jaotus F'(x,y) on enamasti tundmatu, selle asemel on meil antud
treeningandmed ehk valim (ik. sample):

D, :={(x1, 1), (X0, yn) } - (2.1.1)

Valimis on n objekti, mille tunnusvektorid zi,...,x, ning klassifikatsioon y1,...,y, on
teada. Enamasti eeldatakse, et koik valimi paarid (z;,y;) on saadud soltumatult jaotusest
F(x,y). Teisisonu, valim (2.1.1) on n séltumatu ning jaotusega F'(x,y) juhusliku vekto-
ri realisatsioon. Sellist valimit nimetatakse iid (independent and identically distributed)
juhuslikuks valimiks. Sellised eeldused pole alati pohjendatud ning tihti on polegi see nii.
Néiteks voivad paarid (x;,y;) olla ajalises soltuvuses (aegrida) vms. Kéesolevas kursuses
vaatleme vaid iid valimit.

Kokkuvottes: jaotus F'(z,y) pole meil teada, selle asemel on meil seda jaotust ldhendav iid
valim (2.1.1). Seetottu ei saa me ka kasutada Bayesi klassifitseerijat, sest selleks vajame
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jaotust F'(x,y). Tehisoppe valdkonna — klassifitseerimisteooria (statistical pattern recogni-
tion) — eesmérk on treeningandmete pohjal voimalikult hea klassifitseerija leidmine. Seda
protsessi nimetatakse tehisoppes tihti klassifitseerija treenimiseks (ik training, lear-
ning). Statistikas nimetatakse sama asja klassifitseerija hindamiseks (ik estimation). As-
jaolu, et valimis on teada ka vektorite oiged klassid nimetatakse opetajaga treenimiseks
(supervised learning). Sel moel saadud andmetest soltuv klassifitseerija on sisuliselt funkt-

sioon
Gn: (REX )" X RE = Y (2.1.2)

ning seega soltub selle risk

R(g.) = / L(y. (Dy. 2))dF(z, ) (2.13)

samuti valimist. Et F'(z,y) jaotus pole teada, siis on samuti teadmata risk R(g,), selle
hindamine on teoorias kesksel kohal.

Klassifitseerimisreegel. Vaadeldes klassifitseerijat kui algoritmi, siis on moistlik nou-
da, et klassifitseerija aksepteeriks kuitahes suurt hulka treeningandmeid. Selle idee mate-
maatiliseks formalisatsiooniks on klassifitseemimisreegel (ik classification rule).

Definitsioon 2.1 Klassifitseerijate (2.1.2) jada ¢1, go, - - ., Gk, - - - nimetatakse klassifitsee-
rimisreeqgliks.

Sisuliselt on klassifitseerimisreegel klassifitseerimispritntsiip (algoritm) mis (iildiselt) ei
soltu treeningandmete hulgast ja kujust. Kiill aga soltub treeningandemtest reegli raken-
damisel saadud klassifitseerija g,. Naiteks kahe klassi korral voib klassifitseerimisreegel
olla jargmine: klassifitseeri tundmatu objekt klassi 1, kui treeningandmetes v, ..., y, on
iihtesid vihemalt sama palju kui nulle. Sellise reegli abil saadud klassifitseerija soltub
kiill andmetest, kuid reegel on rakendatav suvalise n ja suvaliste treeningandmete kor-
ral. Loomulikult pole selline klassifitseerimisreegel eriti mottekas, sest sellisel teel saadud
klassifitseerija ei arvesta tunnusvektorit x.

2.2 Formulatsioon juhuslike vektorite abil

Formuleerime klassifitseerimisprobleemi toendosusteooria keeles. Olgu (2, F, P) toenéo-
susruum ning (X, Y") juhuslik vektor, kus

X:Q-5RL YV:Q— ).

Seega X on R?dimensionaalne juhuslik vektor ja Y votab viirtusi hulgas ). Vektor
(X,Y) modelleerib tunnust ja tema klassi. Olgu vektori (X,Y) jaotusfunktsioon F(z,y).
Seega iga r € R? ja y € R korral (vektorite 2,2’ € R? korral vorratus x < 2’ on
defineeritud komponentide kaupa)

Fy,z) =P(X <z,Y <y).
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Klassi i tinglik toendosus p(i|z) on seega P(Y = i|X = z) ning tingimatu toendosus
m; = P(Y =4). Tunnuse X jaotusfunktsioon ja tinglik jaotusfunktsioon on vastavalt

F(z) =P(X <z)ja F(z]i) = P(X < z|Y =1).

Saab néidata, et p(i|z) on mootuv iga i =0,...,k — 1 korral.
Risk. Iga (mootuva) funktsiooni h : R? x ) — R korral

Eh(X,)Y) = /h(X, Y)dP = /Rd yh(x,y)dF(m,y).

Seega suvalise klassifitseerija g korral (tuleta meelde, et klassifitseerija g on alati modtuv
ja nii on ka funktsioon L(y, g(z))) on risk

R(g) = EL(Y, g(X)) = / L(Y, g(X))dP.

Juhul, kui L on stimmeetriline kaofunktsioon (1.2.8), siis

Lo = { o ) 29X

Seega stimmeetrilise kaofunktsiooni korral klassifitseerija ¢ risk on klassifitseerimisvea toe-
naosus:

Rlg) = BL(Y.9(X)) = [ TorsunndP = P(Y # (X))

Kui klasse on kaks (ja kaofunktsioon stimmeetriline), siis esimest ja teist tiiiipi vead on
vastavalt

a(g) =P(g(X) =1]Y =0), p(g) :=P(g(X) =0]Y =1),

millest (tédistoendosuse valem)

R(g) =P(g(X) #Y) =P(g(X) =1Y =0)+P(g(X) =0,Y =1) =
P(g(X) = 1Y = 0)P(Y = 0) + P(¢(X) = Oy = JP(Y = 1) = a(g)m + S(g)m.

Siimmeetrilise kaofunktsiooni korral Bayesi risk on (vt (1.2.9))

R =minP(g(X)#£Y)=1- E(mzaxp(ﬂX)),

g

kui klasse on kaks siis viimane valem on (vt (1.2.11))

R" = E(min{p(1]X),1 - p(1[X)}).
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Treeningandmed. Olgu
D, = ((X1,Y1),..., (X, Ya)) (2.2.1)

soltumatud sama jaotusega juhuslikud vektorid, paari (X;, Y;) jaotus on sama, mis (X,Y")
jaotus; D,, modelleerib valimit. Klassifitseerija g, soltub vektoritest D,,. Seega

gn( Dn) i RT = Y (2.2.2)

on valimist soltuv juhuslik funktsioon. Tema risk R(g,) on samuti valimi D,, funktsioon,
sest
R(gn) = E[L(Y, gn(X; D)) D,

kus (X,Y) on valimist D, soltumatu juhuslik vektor. Tinglik keskvéértus iilaltoodud
avaldises sisuliselt tdhendab, et keskvaartus voetud iile X ja Y. Kui valim on fikseeritud,
st juhuslike vektorite (X1,Y7), ..., (X,, Y, ) vadrtused on (z1,v1), ..., (Tn, Yn), on juhusliku
suuruse R(g,) vadrtus
EL(Y, go(X;21, Y1, -+ s Tny Yn))-
Et R(g,) on juhuslik suurus, siis edaspidi vaatleme tihti tema keskvéértust ER(g,), kus
keskvadrtus on arusaadavalt voetud iile juhusliku valimi D,,. Seega
ER(g.) = E(E[L(Y, gu(X; Dn))|Dys]) = E[L(Y. gu(X; Dy,)],

kus viimane vordus jareldub tingliku keskvairtuse omadusest. Pane tihele: et (X,Y) ja
D,, on omavahel soltumatud ja D, on iid valim, siis keskvédrtus FR(g,) soltub ainult
klassifitseerijast g, (ja seeldbi arvust n, sest g, on ikka kujul (2.1.2)) ning vektori (X,Y)
jaotusest F'(x,y). Seetottu jaetakse D,, tihti téhistustest vilja ning kirjutatakse

ER(gn) =: EL(Y, gn(X)).
Stimmeetrilise kaofunktsiooni korral seega risk R(g,) on tinglik t6endosus
R(gn) = P[Y 7& gn<X> Dn)’Dn]
ning
ER(g.) = E(P[Y # gu(X, Dy)|Da]) = PlY # gu(X, Dy)] = P(Y # ga(X)).
Ulesanne 2.1 Olgu T : R? — R suvaline médtuv funktsioon. Olgu R* juhusliku vektori

(X,Y) Bayesi risk ning R} olgu juhusliku vektori (T'(X),Y) Bayesi risk. Toestada, et
Ry > R*, st tunnuse X teisendus (andmete téotlemine) ei saa vihendada riski.

Ulesanne 2.2 Olgu X' soltumatu vektorist (X,Y). Olgu R* vektori (X,Y) Bayesi risk
ja R olgu ((X,X"),Y) Bayesi risk. Toestada, et R* = R'.

Ulesanne 2.3 Olgu L simmeetriline kaofunktsioon ning g, g olgu kaks Klassifikaatorit.
Toestada, et

|R(9) — R(¢)| < P(d'(X) # g(X)).

Toestada, et kui klasse on kaks, siis

|R(g) — R(g) < ElI12p(1]1X) — 1L {g(x)g(x})
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2.3 Mojusus

Et valimi pohjal konstrueeritud klassifitseerija g, risk R(g,) on juhuslik suurus (soltub
valimist), tekib jéllegi kiisimus klassifitseerija (niitid juba kui funktsiooni (2.2.2)) headuse
mootmisest. Voimalikult véikese riski noue siin ei to6ta: risk R(g,,) voib olla méne valimi
korral véike, kuid mone teise valimi korral suur. Valim on aga juhuslik. Kiill on aga
moistlik kasutada klassifikaatoreid, mille keskmine risk iile koigi valimite on véike. See
annab lootust, kuid ei garanteeri, et ka konkreetse valimi D,, korral on risk véiike. Seega
vaatleme keskmist riski £R(g,). Paneme tédhele, et iga valimi korral R(g,) > R*. Siit
jareldub, et vordus ER(g,) = R* kehtib vaid siis, kui R(g,) = R* p.k. Sellisel juhul
peaks aga klassifitseerija g, olema (peaaegu kindlasti) vordne Bayesi klassifitseerijaga
ning viimase konstrueerimine vaid valimi pohjal on ebareaalne — (iildiselt) pole voimalik
konstrueerida klassifitseerijat (2.2.2) mille keskmine risk oleks Bayesi risk. Ometi on aga
selge, et kui meie kiisutuses on véiga palju andmeid (n on viga suur), siis on meil nii palju
informatsiooni jaotuse F'(z,y) kohta, et peaks olema voimalik defineerida klassifitseerijat
Jn, mille keskmine risk oleks peaaegu R*.

Definitsioon 2.2 Utleme, et klassifitseerimisreegel {gn} on mojus (ik consistent, asymp-
totically consistent ), kui
ER(g,) — R". (2.3.1)

Me iitleme, et reegel on tugevalt mojus (ik strongly consistent ), kui
R(g,) = R* p.k.

Kui reegel on (tugevalt) mojus iga jaotuse F(x,y) korral, nimetame seda universaalselt
(tugevalt) mojusaks .

Paneme tahele, et méjusus on reegli, mitte klassifitseerija omadus. Et R(g,) on tokestatud
juhuslik suurus, on koondumine (2.3.1) ekvivalentne koondumisega toenéosuse jargi, s.t.
Ve > 0,

1171;11 P(R(g,) — R* >¢)=0.

Mojusus on hea omadus. Kui reegel on mdjus, siis toendosus, et keskmine risk R(g,,) erineb
Bayesi riskist vihem kui €, 1aheneb iihele. Seega suure n korral on g, "peaaegu niisama
hea kui ¢g*". Oluline on, et g, ei pruugi olla (mingis mottes) lahedal Bayesi reeglile g*.
Seega, kui {g,} on mojus ja n suur, siis ei pruugi kehtida g, ~ ¢*, kiill aga on ldhedased
gn ja g* klassifitseerimisomadused. Vapniku terminoloogias mojus reegel imiteerib kuid
ei identifitseeri parimat voimalikku klassifitseerijat. Kuid mida me {ihelt masinalt oota-
me: kas seda et ta tootaks hésti voi et ta oleks mingis mottes sarnane parima voimaliku
masinaga? (Lugeja voiks siinkohal meelde tuletada vanake Hottabotsi volutud mustast
marmorist telefoni).

Tugev mojusus tdhendab, et risk R(g,) laheneb Bayesi riskile (peaaegu) iga voimaliku
treeningvalimi korral. Sellest jareldub mojusus.
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Uldiselt soltub reegli {g,} mdjusus jaotusest F(x,y). Iga jaotuse F(x,7) korral leidub
vahemalt iiks mojus reegel: g, = ¢* iga n korral. Mone teise jaotuse jaoks ei pruugi see
reegel aga mojus olla. Seetottu on hea, kui reegel on mojus voimalikult laia klassi jaotuste
korral. Universaalselt mojus reegel on aga mojus iga voimaliku jaotuse korral. Universaal-
selt mojusad reeglid onneks eksisteerivad (see on iillatav ning iildsegi mitte triviaalne);
nende olemasolu on viga hea, sest tihti (tegelikult peaaegu mitte kunagi, kuigi statis-
tikud sellest kova héélega ei rédégi) pole meil mingit aimu tegeliku jaotuse kohta. Ning
mitteuniveraalse reegli korral pole meil siis ka mingit aimu selle reegli mojususe kohta.

2.3.1 Aeglasest koondumisest

Olgu {g,} universaalselt mojus reegel ja € > 0. Universaalne mojusus téhendab, et iga
jaotuse F'(x,y) korral leidub n, (soltub jaotusest ja ka e-ist) nii, et

ER(g,) — R* <ekuin >n, (2.3.2)

Kas aga leidub n, (soltub muidugi e-ist) nii, et (2.3.2) kehtib iga jaotuse F(z,y) korral?
Kui see nii oleks, siis piisavalt suure valimi mahu n > n, korral oleks keskmine risk Bayesi
riskile ldhemal kui € mistahes jaotuse korral. Jargmine teoreem ([1], Thm 7.1) néitab, et
sellist universaalset n, ei saa olemas olla ehk keskmise riski koondumine iile jaotuste pole
iihtlane.

Teoreem 2.3 Olgu klasse kaks ja kaofunktsioon simmeetriline. Iga € > 0, n ja reegli { g, }
korral leidub jaotus F(x,y) nii, et R* =0 ja ER(g,) > % — €.

Esmapilgul voib tunduda, et teoreem 2.3 on vastuolus universalselt mojusa reegli olemaso-
luga. Toepoolest, kui {g,} on universaalselt mojus reegel, siis koondumine FR(g,) — R*
kehtib iga jaotuse korral, kaasaarvatud koik sellised jaotused, kus R* = 0. Vastuolu
siiski pole, sest teoreemis figureeriv halb jaotus soltub n-st. See tdhendab, et naiteks
n = 1000000 korral leidub jaotus F’(x,y) nii, et R* =0 ja

1

ER(g1000000) > 57 €.

Et aga {g,} on universaalselt mojus reegel ja jaotuse I’ korral R* = 0, siis ka jaotuse
F’ korral kehtib ER(g,) — 0. Ent see koondumine on nii aeglane, et E'R(g1000000) > 0.5—¢.

Seega: iga reegel voib teatud jaotuste korral kiituda viga halvasti, isegi siis, kui ree-
gel on universaalselt mojus ja valimi maht n kuitahes suur!

Statistikas pakub tihti huvi koonduva jada kiirus. Ulaltoodud teoreem ei iitle tegelikult
midagi jada E'R(g,) koondumise kiiruse kohta. Nii ei vélista teoreem 2.3, et iga n korral
ER(g,) — R* < £, kus C on konstant mis soltub jaotusest F'(z,y). Sellisel juhul oleks
ER(g,) koondumiskiirus vihemalt % ja kui leiduks konstant ¢ > 0 nii, et mingi jaotuse
korral ER(g,) — R* > £, siis {itleme, et parim voimalik koondumiskiirus (minimax maot-
tes) on +. Ja kui mone teise universaalselt mojusa reegli {g},} korral jada ER(g,) — R*
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parim voimalik kiirus on néaiteks Ln, siis tuleks eelistada kiiremat kuigi kiirus on siin
puhtalt astimptootilises tdhenduses ja sellest ei saa teha jareldusi ihegi konkreetse n kor-
ral, sest teoreem 2.3 ju kehtib. Jargmine negatiivne tulemus aga néitab et iihelgi reeglil
pole universaalset (iile jaotuste) koondumiskiirust, sest iga reegli ja kuitahes aeglaselt nul-
liks koonduva jada {a,} korral leidub jaotus F'(z,y) (soltub sellest jadast ja ka reeglist)
nii, et

ER(g,) — R* > a,, VYn. (2.3.3)

Teoreem 2.4 Olgu {a,} nulliks koonduvate reaalarvude jada ning % >ap > ag > -
Olgu {g,} klassifitseerimisreegel. Siis leidub jaotus F'(x,y) nii, et R* = 0 ja kehtib (2.3.3).

Teoreemi toestus on raamatus [1] (Thm 7.2). Teoreem 2.4 niitab, et iga (ka universaalselt
mojusa) reegli keskmise riski koondumine voib olla halva jaotuse korral kuitahes aeglane.
See aga ei tdhenda, et ei voiks leiduda universaalselt mojusat "superreeglit"{g,} nii, et iga
teise reegli {g),} korral ER(g,) < ER(g,,) ¥n korral. Tosi, halva jaotuse korral koondub
ka "superreegel" viga aeglaselt, kuid teised on koik veel halvemad. Selgub aga, et sellist
tilireeglit ei saa olla, sest iga klassifitseerimisreegli {g,} korral leidub jaotus F'(z,y) ning
mingi teine klassifitseerimisreegel {¢/,} nii, et

ER(g,) < ER(g,), Vn. (2.3.4)

Seega pole sellist reeglit, mis iga jaotuse korral minimiseerib riski iile koikvoimalike klassi-
fitseerijate (1.1.1). Kui selline superreegel leiduks, poleks klassifitseerimisteoorial siigavat
motet — kogu teooria tegeleks vaid selle reegliga.

2.4 Empiirilise riski minimiseerimise printsiip

Reeglina otsitakse klassifitseerijat teatud funktsioonide klassist G. Loomulikult voib klas-
sina G vaadelda ka koiki voimalikke klassifitseerijaid, kuid enamasti on G véiksem ja
mingis mottes lihtsam alamklass. Alljargnevas tutvume lihtsa kuid fundamentaalse mee-
todiga klassist G andmete pohjal parima funktsiooni valimiseks. Seda meetodi nimetatak-
se empiirilise riski minimiseerimise printsiibiks (ERM-printsiip) ning teatavas mottes on
ERM-printsiip statistikas (eriti tehisoppes) kesksel kohal.

2.4.1 Empiirilise riski minimiseerimine

Kuidas valida valimi pohjal klassifitseerijat hulgast G7 Tuletame meelde, et parim klassi-
fitseerija klassist G on see, mis minimiseerib riski R(g) iile G. Seda valikuprintsiipi ei saa
me rakendada, sest pole teada jaotus F'(y,z). Selle asemel on meil aga sellest jaotusest
genereeritud iid valim D,,. Valimit D,, voib vaadelda empiirilise jaotusfunktsioonina F,.
Tuleta meelde, et iga (z,y) € R korral

1 n
Fo(z,y) = n Zj{miﬁm,yiéy%
i=1
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ja iga funktsiooni h : R? x ) — R korral
/h(x Y)dF,(z,y) Zh Tiy i) (2.4.1)

Seega on F}, jaotuse F' hinnang, kusjuures hea hinnang — kehtib Glivenko-Cantelli teoreem:

x7y

Siit idee: riski arvutamisel kasutame tundmatu jaotuse F' asemel valimi pohjal leitud
empiirilist jaotust F,. Teisisonu, riski arvutamise valemis (1.2.2) asendame tundmatu
jaotuse F' selle valimi pohjal saadud hinnanguga F,,. Nii saame empiirilise riski (ik
empirical risk)

R, (9) ::/L( g(z))dF,(y ZL i 9(2)) (2.4.2)

Klassifikaatoriks g,, votame loomulikult selle, mis minimiseerib empiirilise riski iile G ehk

., = arg inf R, (g).
gn = arg inf (9)

Seega oleme g, leidnud empiirilise riski minimiseerimisel.

Kui L on siimmeetriline, siis empiiriline risk on

1 n
)
ni:1 {yﬁég( 1)}

Seega on R,(g) proportsionaalne klassifitseerimisvigade arvuga, mida g teeb kui ta on ra-
kendatud treeningvalimile. Teisisonu: siimmeetrilise kaofunktsiooni korral saadakse empii-
rilise riski minimiseerimisel selline klassifitseerija, mis minimiseerib klassifitseerimisvigade
arvu treeningvalimis. Usna loogiline, kas pole?

2.4.2 Naiteid empiirilise riski minimiseerimisest statistikaprob-
leemidel

Vaatleme ERM printsiipi monevorra laiemas kontekstis kui vaid klassifitseerimisteooria.
Formuleerime jargmise iildise tehisoppe probleemi. Olgu meil iid valim jaotusest F'(z,y)

Dy = (x1,11)s -y (Tny Yn), (2.4.3)
kus (z;,y;) € X x Y ja X, Y on suvalised hulgad. Tunnuseid z1, . .., z, interpreteerime kui
sisendeid, millele on vastavusse seatud valjundid y, . . ., y,. Valjundi tinglik jaotus sisendi

x korral on F'(y|z). Tehisoppe eesmérk on antud (védljundita) sisendile x sellise véljundi



33

y vastavusse seadmine, mis (mingis mottes) koige paremini ennustab voi jiljendab tege-

likkust.

Olgu G funktsioonide klass hulgast X hulka )Y, iga funktsioon g € G korral defineeri-
me riski

Rlg) = [ Llv.gle)aF(y.) (2.4.4)

kus kaofunktsioon L soltub iilesande piistitusest. Risk R(g) moodab keskmist kadu.
Naited statistikaiilesannetest

Klassifitseerimistilesanne. Siin ) = {0, ...,k — 1} (klassid) ja g on Y-vddrtuseline funkt-
sioon. Enamasti L on siimmeetriline kaofunktsioon ja sellisel juhul risk on klassifitseeri-
misvea toenédosus ning parim voimalik klassifitseerija iile koikide funktsioonide on Bayesi

klassifitseerija, mis igale tunnnusvektorile x seab vastavussse klassi, mille tinglik toenédosus
on suurim:

9" () = arg max p(i|z).

Regressiooniiilesanne. Siin J) = R ja kaofunktsioon L on enamasti L(y, g) = (y —g)?. Risk
on sellisel juhul

Rig) = [ (v g(@)PdF(e.y)
ja parim voimalik funktsioon iile koikide funktsioonide on tinglik keskvaartus:
@) = [ vaF(ylo).
Tiheduse hindamise iilesanne. Siin valim koosneb vaid sisenditest 1, ..., z, st valjundid

puuduvad (formaalselt Y = () ja klass G olgu tihedusfunktsioonide klass. Kaofunktsioon
olgu jargmine: L(g) = —Ing. Seega risk on toeparakontrast (likelihood contrast):

Rig) = - [ Ingla)dF(a)
Juhul, kui jaotusel F' on tihedus p(z), siis
Rig) = - [ Inglalp(a)ts
ning selle funktsiooni minimiseerib (iile koikide tiheduste) just p(z), st ¢*(z) = p(x).

ERM-printsiip: funktsiooni (2.4.4) asemel minimiseeri empiirilist riskifunktsiooni

Ru(9)i= [ Ly g@)iF(y.0) = = 3 Llsisglon). 2:45)
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ERM-printsiip statistikaiilesannetel

Klassifitseerimisiilesanne. Siimmmeetrilise kao korral ERM-printsiip on treeningvea mi-
nimiseerimine:

1 & 1 &
=1 1=1

Regressiooniiilesanne. ERM-printsiip on vahimruutude printsiip:

n

> (yi — g(@).

i=1

1

n

Ral) = 5 > Ll gla) =

Tiheduse hindamine. ERM-printsiip on suurima toepara printsiip:

Ru(g) = —%Zlng(@).

Seega on ERM printsiip juba ligi sada aastat edukalt kasutusel erinevates statistikavald-
kondades. Erinevates statistikaharudes on sellel kiill erinevad nimetused ja ka rakendus-
ed, pohimotteline olemus on aga sama. Seetottu on loomulik eeldada iihtse teooriat, mis
késitleks ERM-printsiibi olemust ja holmaks korraga nii klassifitseerimisteooriat, regres-
sioonanaliiiisi, suurima toepéra hinnanguid ja palju muud. Selline teooria on nn Vapnik-
Chervonenkise teooria, mis on teatavas mottes tehisoppe teoreetiline baas.

2.4.3 Lahendamisviga ja hindamisviga

Olgu G funktsioonide klass ja g,, valimi pohjal (mitte ilmtingimata ERM meetodil) valitud
klassifitseerija hulgast G . Klassifitseerija g, risk R(g,) on muidugi suurem Bayesi riskist,
vahe voib aga jagada kahte ossa

R(gn) ~ B* =(R(g,) — inf R(9))+( inf R(g) — ). (2.4.6)

Neist esimene — hindamisviga (ik estimation error) — soltub valimist ja klassifikaatori
gn valimise meetoodist. See viga on juhuslik suurus. Intuitiivselt on selge, et kui klass
G on suur, on hindamisviga ka iildiselt suur. Naitena liiga suurest klassist G vaatleme
siimmeetrilise kaofunktsiooniga klassifitseerimisiilesannet. Olgu G koikide funktsioonide
klass ja g, ERM-printsiibil valitud klassifitseerija. Seega ¢, on selline hulga G element,
mis minimiseerib treeningviga. Kui tunnusvektori jaotus on absoluutselt pidev, siis toe-
naosusega iiks on koik valimi punktid erinevad. Siis leidub aga klassifitseerijaid, mis ei tee
treeningvalimi klassifitseerimisel iihtegi viga. Uks selline klassifitseerija on niiteks selline

Yy kui z =y,
gn(T) = {

0 otherwise.
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Selline klassifitseerija on aga peaaegu kindlasti 0, mistottu

R(gn) = P(Y # g(X)) = P(Y #0).

Seega R(g,) on valimist soltumatu konstant, mis on iildiselt palju suurem Bayesi ris-
kist. Kahtlemata pole klassifitseerija, mis (peaaegu) koik punktid klassifitserib klassi 0,
just see resulataat, mida me masinalt ootame. Pohjus sellise ebaloomuliku klassifitseerija
saamiseks empiirilise riski minimiseerimisel on see, et G on liiga suur. See fenomen on
tilesobitumus (ik overfitting).

Teine viga — ldhendamisviga (ik approximation error) — on mittejuhuslik ja soltub klas-
sist G. Mida suurem on klass, seda vaiksem on ldhendamisviga. Kui G on koikide moo-
tuvate funktsioonide hulk, on ldhendamisviga 0. Ent nagu négime, on aga sellisel juhul
enamasti hindamisviga lootusetult suur. Naitena liiga viikesest klassist vaatame klassi,
mis koosneb vaid iihest funktsioonist G = {g}. Sellisel juhul g, = ¢ (sest valida midagi
suurt pole) ning R(g,) = R(g) = infg R(g) ehk hindamisviga on 0. Samas l&hendamisviga
on R(g) — R*, mis, soltuvalt jaotusest, voib olla viga suur.

Ulaltoodust jireldub, et hea klassifitseerija périneb klassist G, mille suurus on teatavas
mottes optimaalne. Selgu, et klassi G fiiiisilisest suurusest (voimsusest) olulisem on tema
nn kompleksus . Kiisimus G optimaalsest kompleksusest on teoorias kesksel kohal.

2.4.4 Lahendamisvea ja riski hinnangud

Olgu G Klassifikaatorite hulk. Olgu g, € G valimi pohjal valitud (hinnatud, treenitud)
klassifitseerija. Et (X,Y) jaotus F(z,y) meile teadmata, ei saa me ka arvutada riski
R(gy). Samas on just risk klassifitseerija g, headust iseloomustav suurus, mistottu prak-
tikas pakub huvi riski R(g,) iilemine hinnang (usalduspiir), mille leidmiseks kasutatakse
tavaliselt empiirilist riski R, (g,) (tuleta meelde (2.4.2)), mida saab valimi pohjal alati
arvutada. Kui iilemine hinnang riskile R(g,) on viike, siis suure tdenfosusega on viike ka
R(g,) ja see on hea. Teisest kiiljest aga suur risk R(g,) ei tdhenda alati, et g, on klassist
G halvasti valitud. Toepoolest, et R(g,) > inf,eg R(g), voib suur risk tdhendada hoopis
seda, et klass G on (antud jaotuse jaoks) ebasobiv voi on iildkogumi jaotus klassifitsee-
rimise mottes halb. Seda, kas ¢, on hésti voi halvasti hinnatud moodab hindamisviga
R(gn) — infyeg R(g). Seetottu ongi Vapnik-Cervonenkise teooria kesksed objektid:

e hindamisviga (estimation error, excess risk):

R(gn) — inf R(g)

g€eG

e ¢, empiirilise riski erinevus riskist (generalization error):

|R(gn) — Ru(gn)-
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Tuleta meelde, et R, (g,) ja R(g,) on juhuslikud suurused, sest soltuvad juhuslikust vali-
mist D,,, kusjuures iga ¢ korral
ER.(9) = R(g)

(miks?). Seetottu saame neile anda vaid téendosuslikke hinnanguid. Thitipilised hinnangud
on kujul

P(R(gn) — ;Ielg R(g) > €) < d1(e,n,G) (2.4.7)
P(|R(gn) = Ru(gn)| > €) < d2(€,n,G), (2.4.8)

kus d;(€,n,G) on (soovitavalt nulliks koonduvad) funktsioonid. Hinnangud (2.4.7) on
(muuhulgas) olulised ka mojususe toestamisel. Kombineeridas hinnangud (2.4.8) ja (2.4.7)
saame empiirilise riski abil hinnata ka suurust inf g R(g):

P(inf R(g) < Ru(gs) +€) > P(R(gn) < Ru(gn) +€) > 1 — da(e,n, G). (2.4.9)

g€g
Tehisoppes avaldatakse e tavaliselt § kaudu ning sellisel juhul on (2.4.7) ning (2.4.9) kujul:
toendosusega 1 — 0 (iile valimite): R(g,) — ing R(g9) < €e1(6,n,9) (2.4.10)
g€

toendosusega 1 — § (iile valimite): Hel(fJ R(g9) < R(gn) < Ry(gn) +€2(0,n,G).  (2.4.11)
g

Neid nimetatakse teinekord ka PAC (probably almost correct) hinnanguteks. Seega olu-
lised hinnangud on (2.4.7) ja (2.4.8), iilejaénud siintoodud hinnangud jérelduvad nendest.
Jargnev viga lihtne lemma néitab, et ERM-printsiibil saadud klassifikaatori korral jérel-
duvad molemad hinnangud hinnangust tilemisest hinnangust juhuslikule suurusele

sup | R, (g) — R(g)|.

geg

Lemma 2.1 (Vapnik, Chervonenkis, 1974) Olgu g, € G suvaline klassifikaator, g, €
G olgu ERM-printsiibil leitud klassifikaator, st

5, = arg inf R, (qg).
gn = arg inf (9)

Siis
[ Rn(gn) — R(gn)| < sup |R.(9) — R(9)] (2.4.12)
R(g,) — inf R(g) < 2sup|R,(9) — R(9)|. (2.4.13)

g€y geG
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Toestus. Esimene vorratus on ilmne.
Teine vorratus: olgu ¢g* € G selline, et (eeldame korraks, et leidub):

Juhul, kui optimaalset g* ei leidu, siis (inf definitsiooni kohaselt) iga € > 0 korral leidub
ge € G nii, et R(g.) <inf,eg R(g) + €. Siis

R(gn) — inf R(g) < R(gn) — R(ge) + €

geG
< QSng) |Rn(g9) — R(9)] + Ru(gn) — Ru(ge) + €
ge
< 2sup|R,(g9) — R(g)| + e
geG

Et € oli suvaline, saame siit (2.4.13). m

Jérelikult on teoorias kesksel kohal hinnangud kujul

P(sup |R,.(g9) — R(g9)| > 6) = P<sup |R,.(9) — ER,(g)| > 6) <d(e,n,G). (2.4.14)

geg g€eg

Hinnangud kujul (2.4.14) pohinevad toenéosusteooriast tuntud kontsentratsiooni-
vorratustel . Toendosus
P(sup IR.(g) — R(g)| > e) (2.4.15)

geg

soltub klassi G kompleksusest. Eespooltoodud lihtsast néitest ndgime, et liiga suure klassi
korral leidub alati selline g, et R,(g) = 0 ning sellisel juhul iga ¢ < R(g) ja (mis koi-
ge hullem) iga n korral toenéosus (2.4.15) vordub iihega. Kuidas klassifikaatorite hulga
G kompleksust moota? Klassi voimsus — naiteks 1oplike klasside korral selle elementi-
de arv — pole ilmtingimata 6ige moodupuu. Nii néaiteks voib klass, milles on viga pal-
ju iiksteisega mingis mottes sarnaseid funktsioone olla hoopis viiksema kompleksusega
kui klass, mis koosneb vaid 10-st kuid teatud mottes vaid véga erinevast funktsioonist.
Vapnik-Cervonenkise teoorias moodetakse klassi G komplektsust nn. Vapnik-Cervonenkise
dimensiooniga, millega niiiid tutvume.
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2.5 VC dimensioon

Olgu A ruumi R? alamhulkade klass..

Definitsioon 2.5 Olgu n € N. Arvu

Sa(n) := max [{z1,...,z,} NA: Aec A}

TLyeeey Tn

nimetame klassi A tiikelduskoefitsiendiks (ik shatter coefficient).

Olgu z4, ..., x, n-elemendiline hulk. Arv [{z;,...,2,}NA: A € A}| néitab, mitu erinevat
alamhulka saab klassi A elementide abil sellest hulgast vélja eraldada (alamhulk on vélja
eraldatud, kui ta on mingi A € A korral kujul {zy,...,z,} N A). Tiikelduskoefitsient on
klassi A iseloomustav arv, mis nditab maksimaalset véljaeraldavate alamhulkade arvu (iile
koikide n-elemendiliste alamhulkade). On selge, et S 4(n) < 2" ning vordus kehtib parajas-
ti siis, kui leidub n hulk {z1,...,x,} nii, et selle kéikvoimalikud alamhulgad on voimalik
klassi A elementide abil vélja eraldeda. Kui see on nii, siis iitleme, et A tiikeldab (ik
shatters) hulga {x1,...,z,}.

Niited:
1. Olgud=1ja A:={(—00,a] : a € R}. Siis Sy(n) =n+ 1.
2. Olgud =2ja A= {(—00,a'] x (—o0,a?] : a = (a',a?) € R?}. Siis (iilesanne 2.4)
- a n(n+1)
San) =1+ (n—k+1)= 1+Zk:1+T-
k=1 k=1
3. Olgud=1jaA:={[a,b] : a,b € R}. Siis (iilesanne 2.4)

n(n—l—l).

SA(n)zl—l—i(n—k—i—l):l—l— 5

k=1

4.0lgud =2ja A= {r:wzr >b:w e Rb e R}. Seega A elemendid on
pooltasandid. Siis (lilesanne 2.4)

Sa(2) =4, Su(3)=8, Su4)=14.

5. Eelmise niite iildistus. Olgu A kdikide ruumi R? pooltasandite hulk. Siis iga n > d+1
korral

SMn)zQ%(n;l) <2(n—1)%+2

([1], Cor. 13.1)
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Ulesanne 2.4 Toéesta ndited 2, 3 ja 4.

THiikelduskoefitsiendi omadused.

Teoreem 2.6 Olgu A ja B hulga R? alamhulkade klassid, olgu n,m > 1 tdisarvud. Siis

1.

XS & e

Sa(n) < |A;

Sa(n+m) < Sa(n)Sa(m);

Kui C = AU B, siis S¢(n) < Sa(n) +Sg(n);

Kui C ={A°: A e A}, siis Sy(n) = Sc(n);

KuiC={ANB: A €A jaB e B}, siis Sc(n) < Sa(n)Ss(n);
KuiC={AUB:A €A jaB e B}, siis Sc(n) <Sa(n)Sg(n);
KuiC={Ax B:A €A jaB e B}, siis Sc(n) < Ss(n)Sg(n).

Ulesanne 2.5 Toesta teoreem.

Definitsioon 2.7 Klassi A Vapnik-Cervonenkise (VC) dimensioon V' on suurim

n nii, et Sy(n) =2". Kui Sa(n) = 2" iga n korral, siis V = cc.

VC dimensioon on korrektselt defineeritud, sest kui S (n) < 2", siis iga m > n korral

SA(m

) < 2m.

Seega klassi A VC dimension on suurima hulga voimsus, mida see klass tiikeldab. Teisi-
sonu, kui VC dimensioon on V, siis leidub vidhemalt iiks V-elemendiline hulk, mida klass
A tiikeldab, kuid iga n > V' korral pole iihtegi hulka {x1,...,z,} mida A tiikeldaks.

Naited:

1.

. Eelnevat néidet saab iildistada jérgnevalt: kui A = {(—o0,a'] x -+ x (—00,a

Olgud =1 ja A := {(—00,a] : a € R}. Siis V = 1. Uhtegi kaheelemendilist hulka

see klass ei tiikeldada.

Olgu d =2 ja A = {(—o00,a'] X (—00,a?] : a = (a',a?) € R?}. Siis Sy(2) =4 = 22
jaS4(3) =146=7< 2% jarelikult V = 2.

q
(a',...,a?) € R}, siis V = d (iilesanne 2.6 ).

Olgud=1jaA:={[a,b] : a,b € R}. Siis S4(2) =4 =22jaSy4(3) =1+6 =7 < 23.
Jarelikult V' = 2.

Eelnevat niidet saab iildistada jargnevalt: kui A = {[a', b']x- - -x[a?,b%] : a,b € R},
so A on ristkiilikute klass, siis V' = 2d ([1], Thm. 13.8).
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6. Olgu A ruumi R? pooltasandid. Et

Saame

Jarelikult V =d + 1.

7. 0lgu A={z €R?: ||z —a|]| <7a€RYr >0} so A koosneb koikidest keradest
ruumis R?. Siis V < d + 2 ([1], Cor. 13.2).

8. Olgu A koik kumerad hulknurgad ruumis R?. Selle klassi VC dimensioon on Iopmatu,
st V' = o00. Toepoolest, iga n korral see klass tiikeldab hulga x4, ..., x,, kuis see hulk
asetseb ringjoonel.

Ulesanne 2.6 Toesta ndiide 5.

Kui klassi A VC-dimensioon V' on 16plik, siis iga n > V korral S4(n) < 2". Jargmine
tahtis lemma naitab aga, et sellisel tiikelduskoefitsient kasvab {ilimalt poliinomiaalselt
astmega V.

Lemma 2.2 (Saueri lemma) Olgu A klass, mille VC dimensioon V' on loplik. Siis iga
n korral

Vv

Su < (”> <(n+1)"

1
=0

ja igan >V korral
ne,\v
S4< (—
a<(37)

Seega kui V > 3, siis Sy < nV.

Lemma toestuse voib leida [1], Thm 13.2 ja Thm 13.3, samuti [2], Corollary 1.3.
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2.6 Vapnik-Cervonenkise vorratus ja riski hinnangud

Empiiriline moot. Olgu 74, ..., Z, iid d-dimensionaalsed juhuslikud vektorid. Iga hul-
ga A C R? korral selle empiiriline moot P,(A) on hulka A kuuluvate vektorite pro-
portsioon:

1 n
Pa(4) = — Z I{z.eay.
Fikseeritud (mo66tuva) A korral on empiiriline méot P, (A) juhuslik suurus keskviartusega
EP,(A)=P(Z, € A) =: P(A),

kusjuuures hulka A kuuluvate vektorite arv on binoomjaotusega, st nP, (A) ~ B(n, P(A)).
(Tugevast) suurte arvude seadusest jareldub, et P,(A) — P(A), p.k.. Veel enam, tuntud
Hoffdingi vorratus viidab, et iga e > 0

P(|P,(A) — P(A)] > €) < 2exp[—2ne?). (2.6.1)

Koondumine P,(A) — P(A) p.k. (mis muidugi jéreldub suurte arvude seadusest) jareldub
Borel-Cantelli lemma kaudu vahetult vorratusest (2.6.1).

Ulesanne 2.7 Olgu A loplik moctuvate hulkade Klass. Téesta

P<§11£1 |P,(A) — P(A)| > €) < 2| Al exp[—2ne?). (2.6.2)

VC vorratus. Vaorratus (2.6.2) annab eksponentsiaalse tokke 16pliku klassi korral, aga
kui | A| = oo, on see vorratus kasutu. Fundamentalne Vapnik-Cervonenkise vorratus iildis-
tab vorratust (2.6.2) lopmatutele klassidele. Vorratus on kasulik, kui klassi VC-dimensioon
on loplik.

Teoreem 2.8 (Vapnik ja Cervonenkis’ 71) Iga klassi A, iga tdisarvu n ja € > 0 kor-

ral
2

P(ig 1P, (A) — P(A)] > e) < 85.(n) exp[— > (2.6.3)

InSy(n) +1n2

p (2.6.4)

B(sup P.(4)  P(4)) <2/

AcA

Vorratuse (2.6.3) toestust vaata [1], Thm. 12.5; vorratuse (2.6.4) toestus on [2|, Thm 1.9.

Neist kahest vorratusest on teedrajav ja olulisem (ja iildse mitte triviaalne) just esimene
vorratus (2.6.3). Teine vorratus jéreldub sisuliselt esimesest. Veendumaks, et vorratusega
(2.6.4) sarnaseid vorratusi (ehk teiste konstantidega) saab suhteliselt kergelt jareldada
esimesest vorratusest (2.6.3) vaatleme jérgmist lauset.
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Lause 2.1 Olgu Z mittenegatiivne juhuslik suurus nii, et iga € > 0 korral kehtib
P(Z > ¢) < C(n) exp[—A(n)e?], (2.6.5)

kus A(n) > 0 ja C(n) ei soltu e-st. Siis
(2.6.6)

Ulesanne 2.8 Toéesta lause.
Nipundide: kasuta

(EZ) < EZ* = / P(Z2 > t)di +/ P(Z2> > t)dt < u +/ P(Z> > t)dt.
0 u u

Leia u, mis minimiseerib tilemist toket.

Jareldus 2.6.1 Kui klassi A VC-dimensioon V' on loplik, siis

2

P(ilég 1P (A) — P(A)] > e) < 8(n+1)" expl—15n (2.6.7)

Vin(n+1)+1In2
- .

(2.6.8)

B(sup 1P.(4) ~ P()]) <2/

AcA
Toestus. Kasuta vorratust Sy < (n + 1)V vorratustes (2.6.3) ja (2.6.4). m
Ulesanne 2.9 Jirelda seosest (2.6.7) Clivenko-Cantelli teoreem:
sup | F.(z) — F(x)| — 0, a.s..

Riski hinnangud siimmeetrilise kaofunktsooni korral. Vaatleme siimmeetrilist
kaofunktsiooni

Lg(x),y) = 1a,, Ag:={(z,y):9(x)#y}C RY x {0,...,k —1}.

Seega, vottes Z; = (X;,Y;) saame riski R(g) ja empiirilise riski R,,(¢g) avaldada kui hulga
A, toenéosus ning empiiriline moot:

Nendest vordustest paremaks arusaamiseks tuleta meelde, et

R(g) =P(g(X) #Y) = P((X1, V1) € Ag) = P(Ay),

1 < 1 &
Ralg) =~ D gy = - D Iixivieay = Pal(Ay).
=1 =1
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Niiiid (2.6.3) ja (2.6.4) on

P(s;;g [R(9) = R(g)| > €) < 88a5(n) expl—%] (2.6.9)
E (su |7 (9) ~ Rlo)]) < gy [ Ssel) £ In2 (2.6.10)

kus

Ag:{AQZQGQ}.
Kui klassi Ag VC-dimensioon on 16plik, siis, just nagu vorratustes (2.6.7) ja (2.6.8), saa-
me selle kaudu anda iilemise hinnangu koefitsiondile S 4,(n). Klassi Ag VC-dimensiooni
nimetatakse teinekord G graafikudimensiooniks (graph-dimension of G).

Riski hinnangud siimmeetrilise kao ja kahe klassi korral. Kui klasse on kaks, st
k = 2, siis iga klassifitseerija g on kujul I4 (binaarne klassifitseerija) nii et klassifitseerijate
klass G on iiksiiheses vastavuses hulkade klassiga A. Seetottu klassi A tiikelduskoefitsienti
ja VC dimensiooni nimetame ka (vastavalt) klassi G tiikelduskoefitsiendiks ja klassi

klassi G VC dimensiooniks . Iga binaarse klassifikaatori g = I, korral hulk A, on
Ay ={Ax {0} UA°x {1}}.

Tuleta meelde, et 4, C R?x {0, 1}, kuid A C R?. Seega oleme binaarsete klassifitseerijate
klassi korral defineerinud nii graafikudimensiooni kui ka VC dimensiooni. Samas pole raske
néha ([1], Thm. 13.1) et klassi Ag tiikelduskoefitsient on sama mis A tiikelduskoefitsient
nii, et binaarsete klassifitseerijate klassi G graafikudimensioon on sama, mis klassi G VC
dimensioon ja see on (definitsiooni kohaselt) klassi A VC dimensioon. Seega siimmeetrilise
kaofunktsiooni ja kahe klassi korral riski hinnangud (2.6.9) ja (2.6.10) on

2 2

P(zgg IRu(g) — R(g)| > e> < 8S4(n) eXp[—?;—;] < 8(n+ 1)Vexp[—2—€2] (2.6.11)
E(Slelgmn(g) —R(g)|> < 2\/1nSA(7‘:Z)+1n2 < 2\/V1n(n +n1) +1n27 (2.6.12)

kus V on G (klassi \A) VC dimensioon. Kui V' < oo, siis nende vorratuste parem pool
koondub nulliks eksponentsiaalse kiirusega.

Ulesanne 2.10 Toéesta vorratused (2.6.13), (2.6.14) ja (2.6.15):

V1 1) +In2
ER(gn) — inf R(g) < 4\/ nn 1) +In (2.6.13)
geg n
P<R(§I ) — inf R(g) > e) < 8(n+ 1)Vexp[—n—€2] (2.6.14)
" geg - 128"
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ja toendosusega 1 — o

R(g) < Rn(gn)H\/z(Vln(nHL— o +In8) (2.6.15)
kus g € G on saadud ERM-printsiibil ja g, € G on suvaline klassifitseerija.
Ulesanne 2.11 Téesta, et kui V < oo, siis
R(gn) — inf R(g) a.s., FER(g,) — inf R(g). (2.6.16)

9€g geg

Markused 1 Vorratused (2. 6 3) Ja (2.6.4) pole k01ge tapsemad Vapmku ja Cervonenklse
2

52
veelgi paremaid eksponente, vaata néiteks [1], 12.8, samuti [2] Vapmku raamatus ([5],

Thm 4.1) on VC vorratus (2.6.3) kujul

P( sup | Po(A) — P(A)| > e) < 4S4(2n) exp|— (e — ). (2.6.17)
AcA n

On selge, et tdpsem VC vorratus annab ka tédpsemad hinnangud (2.6.14) ja (2.6.15).
Samas koik toodud hinnangud on kujul Aexp|[—ce?n], kus A ja ¢ on mingid konstandid
ja seda kuju ei saa iildiselt parandada. Kuigi konkreetse n korral on konstantidel tédhtsus
ja parem eksponent voib anda oluliselt tdpsema hinnangu, siis asiimptootiliselt on oluline
vaid kuju A exp[—ce?n]. Selgub, et erijuhul inf,cg R(g) = 0 (véiga kitsendav tingimus mis
samaaegselt eeldab et Bayesi risk on 0 ja klass G sisaldab Bayesi klassifitseerijat) saab ka
seda kuju muuta ja siis hinnang (2.6.14) on kujul Aexp|—cen] st € on asendatud palju
suurema arvuga € ([1], 12.7). Samas selle vorratuse kasutamiseks PAC vorratuses (2.6.15)
peame teadma, et lisatingumus inf,cg R(g) = 0 kindlasti kehtib.

Selgub, et ka vorratust (2.6.13) saab parandada nii, et In(n+1) tegur kaob. Nimelt kehtib
vorratus ([2], 1.4.6)

ER(G,) — inf B(g) < ey] 2, (2.6.18)

geg n

kus ¢ on konstant. Kui n on viga suur, siis (2.6.18) on parem kui (2.6.13).

2. Kui kaofunktsioon L on siimmeetriline kuid klasse on enam kui kaks, siis vorratused
(2.6.13), (2.6.14) ja (2.6.15) kehtivad kui V' on klassi G graafikudimensioon.

2.7 Regulariseerimise alused

Tuleta meelde, et siimmeetrilise kaofunktsiooni ja lopliku graafikudimensiooniga klassi G
korral kehtivad koondumised (2.6.16):

R(§,) — inf R(g) a.s., ER(g,) — inf R(g).

geg g€eg
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Kui klass G oleks selline, et
inf R(g) = R* (2.7.1)

g€eg

(st lahendamisviga on 0), siis nimetatud koondumised tdhendaksid ERM-printsiibil saa-
dud reegli g, tugevat mojusust. Paraku tdhendab seos (2.7.1) iildiselt, et valitud klass G
on liiga kompleksne ning tema graafikudimensioon lopmatu. Sellisel juhul ei kehti Vapnik-
Chervonenkise vorratus ega iikski eelmises osas toodud hinnang ning loomulikult mitte
ka koondumine (2.6.16). Saamaks siiski méjusat hinnangut, vaadeldakse klasside jada G,
kus klasside kompleksus suureneb valimimahu n kasvades nii, et lihenemisviga viheneks.
Samas peab viahenema ka hindamisviga ehk klassi G,, kompleksuse kasv olema piisavalt
aeglane. Siit kasvab villja regulariseerimisteooria (complezity reqularization).

Soelad (sieves). Olgu

G1CGC--- (2.7.2)

sellised klassifikaatorite klassid, et k suurenedes hindamisviga ldheneb nullile, st
lim inf R(g) = R". 2.7.3
im inf R(g) (2.7.3)

Et klassid on iiksteisesse sisestatud, siis nende kompleksus (graafikudimensioon) suureneb.
Olgu
teatav kasvav funktsioon. Iga n korral valime treeningandmete pohjal hulgast Gy, klas-
sifikaatori g, (nditeks ERM abil). Seega

R(g,) — R* = (R(g,) — inf R + ( inf R(g) — R").

(9n) (Blgn) = inf R(g))+( inf Rg)—R')

Et k on kasvav, siis n kasvades kasvab klassi Gj(,) kompleksus ja seega ka hindamisviga.
Samal ajal viheneb ldhenemisviga. Kui indeksid k(n) onnestub valida nii, et k(n) — oo
kuid klasside G,y kompleksuse kasv on kontrolli all, on voimalik saavutada reegli mojusus.
Niitena vaatleme jargmist teoreemi, mis kahe klassi ja stimmeetrilise kaofunktsiooni korral
garanteerib selliselt saadud ERM-reegli mojususe (1], Thm. 18.1).

Teoreem 2.9 Olgu klass kaks. Olgu klassid Gy, sellised, et iga (X,Y') jaotuse korral kehtib

(2.7.83). Olgu k(n) sellised tdisarvud, et
Vieny
lim k(n) = oo, lim A 2T 0, (2.7.4)

n

kus Vi, on klassi G, VC dimensioon. Siis reegel {gn}, kus gn = Grm) on universaalselt
tugevalt mojus.

Ulaltoodud teoreemis ei pruugi klassid olla ilmtingimata iiksteistesse sisestatud, kuid ena-
masti nad seda on.

Ulesanne 2.12 Téestada, et teoreemi eeldustel on {g,} universaalselt mojus.

Ulesanne 2.13 Toéestada teoreem.
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SRM (structural risk minimization). SRM on ERM-printsiibi samaaegne rakendamine
mitmele klassile. Olgu antud klassid Gy nagu (2.7.2), kusjuures V; olgu klassi G, komp-
leksust mootev suurus, stimmeetrilise kaofunktsiooni korral enamasti graafikudimensioon.
Siis defineeritakse iga k ja n korral klassi G, kompleksust mootev karistusliige (penalty
term) C(Vi, n). Funktsioon C'(V,n) on reeglina V' jérgi kasvav ja n jargi kahanev. Naiteks

C(Vin) =a /Vln:—kb,

kus a, b on konstandid. Ulaltoodud karistusliige tuleneb vorratustest (2.6.13) voi ka (2.6.15).

SRM kaib nii: iga n ja k korral valitakse klassist G, empiirilist riski minimiseeriv funkt-
sioon gy, ,, ning seejarel leitakse iga n korral hulgast g1 5, g2, . .. selline, mis minimiseerib

Rn(gk,n) + C(Vk> TL)

Teisisonu
gn = gk(n),ny (275)

kus

k(n) = argint (Ro(gnn) + C (Vi) ).

Erinevus soelade meetoodist seisneb sellest, et funktsioon n — k(n) pole ette antud vaid
k(n) valitakse andmetest lahtuvalt automaatselt. Pane téhele: kui C'(Vg, n) on véga viike
vorreldes riskiga Ry, (Gk.), siis summa R, (Gxn) + C(V, n) minimiseerimine on sisuliselt
sama, mis riski R, (g ,) minimiseerimine ja see tahendab, et k(n) tuleb viga suur —
tilesobituvus. Teisalt, kui C'(Vg,n) on viga suur vorreldes riskiga R, (gkn), siis summa
R, (Gr.n) + C(Vi, n) minimiseerimine on sisuliselt karistusliitkme C(V}, n) minimiseerimine
ja et viimane suureneb k kasvades, tuleb k(n) sellisel juhul liiga viike — alasobituvus.
Seega kiisimus korrektselt valitud karistusliikmest on SRM korral kesksel kohal.

Ulesanne 2.14 Olgu G, C G, C ---. Téestada, et klassifitseerija (2.7.5) voib leida ka
ni
gn = arg inf (R,(g) + C(g,n)), (2.7.6)

UGk

kus C(g,n) = C(Vg,n), kui g € Gi/Gr_1.

Selgitame SRM-reegli olemust ja hdid omadusi. Olgu kaofunktsioon L siimmeetriline ja Vj
graafikudimensioon. Tuletame meelda, et i, € Gj keskmise (iile valimite) riski erinevus
Bayesi riskist avaldub teadupoolest hindamisvea ja lihendamisvea summana, kusjuures
hindamisviga saab iilalt hinnata vorratusega (2.6.13):

ER(Gin) — B =(ER(3r,) — inf R(g))+( inf R(g) - R")

9€Gk g€k

n(n+ 1) + In2
gq/vk artl)+n +(inf R(g) - R").

n 9€Tk
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Saamaks head hinnangut oleks loomulik valida iga n korral selline k(n) mis minimiseerib
iilaltoodud vorratuse paremat poolt iile koigi k-de. Kahjuks seda me teha ei saa, sest
suurus infyeg, R(g) on meile tundmatu. Regulariseerimisalases kirjanduses nimetatakse
tundmatut k(n) teinekord ka oraakliks. Selgub aga, et SRM teeb minimiseerimise t66
meie eest dra ja SRM printsiibil saadud klassifitseerija g, keskmine risk erineb Bayesi
riskist ligikaudu (konstantide tdpsusega) samapalju kui oraakli abil saadud keskmine risk
ER(Gr(n)n). Néitena nn oraaklivorratusest vaatleme jargmist teoreemi ([2] Thm. 1.20 ja
1.6.3), mis on toestatud juhul kui kaofunktsioon on siimmeetriline ja karistusliige on

Viln(n+1) +1n2 n Ink
n n

C(Vi,n) = 2\/ (2.7.7)

Teoreem 2.10 Olgu klasside Gy graafikudimensioonid Vi, loplikud ning g, olgu karistus-
liskme (2.7.7) abil saadud SRM-klassifitseerija. Siis

Vil 1) +1n2 Ink 1
ER(gn)—R*Smin[\/ cln(n+1) +1n +<inf R(g)—R*>+ D—}Jq/%.

k n 9€0y n

Jareldus 2.7.1 Olgu klassid Gy, sellised, et iga (X,Y) jaotuse korral kehtib (2.7.3). Siis
teoreemis 2.10 defineeritud SRM-reegel on universaalselt maojus.

Ulesanne 2.15 Toestada jireldus.

Jargnev teoreem (1], Thm. 18.2) viidab, et SRM-printsiibil saadud klassifiteseerija on ka
(universaalselt) tugevalt mojus. Teoreem on téestatud juhul kui klasse on kaks (seega Vj
on klassi G, VC dimensioon), kaofunktsioon siimmeetriline ja karistusliige on kujul

32V, Inn + 1
C(Vi,n) = w/%. (2.7.8)

Teoreem 2.11 Olgu klassid Gy sellised, et iga (X,Y) jaotuse korral kehtib (2.7.3). Olgu
klasside G, VC dimensioonid Vy, loplikud, kusjuures kehtib

D e <o (2.7.9)

k=1
Olgu gy, karistuslitkmega (2.7.8) SRM-reegel. Siis {gn} on universaalselt maojus.
Pane téhele: et Vj on téisarv, on eeldus (2.7.9) tdideteud, kui iga k korral Vj, < V1. Kui

see nii pole, saab valida sellise alamjada.

Mairkus koondumiskiirusest: Oletame, et Bayesi klassifitseerija ¢g* kuulub iihte klassi-
dest Gy, st ¢g* € UrGy,. Siis ERM-printsiibil saadud klassifitseerija iile selle klassi, nimelt
Gk,n rahuldab vorratust (2.6.18)

. . 1
ER(gkoyn) - R S C(ko) E»



48

kus C(k,) on arvust k, soltuv konstant. Seega, kui me teaksime "6iget klassi"Gy, , me
kasutaksime vaid seda klassi ja valiksime sealt ERM printsiibil klassifitseerija. Sellisel
juhul meie reegel {g,}, kus g, = gi,.n oleks selline, et kehtib

1
ER(g,) — R* = o( —).
n
Saab niidata, et see on parim voimalik koondumiskiirus (minimax mottes iile koikide
jaotuste). Teisest kiiljest aga, teoreemist 2.10 jareldub, et SRM printsiibil saadud reegli
{gn} keskmine risk koondub kiirusega:

ER(gn)_R*S\/Vkoln(n+1)+ln2+\/lnko+ /iSB(ko>\/ln(n+1)+ln27
n n 2n n

kus B(k,), on k,-st soltuv konstant. Seega teadmata "oiget klassi"Gy, , SRM-printsiip
annab meile klassifitseerija g, nii, et ER(g,) — R* koondub nulliks kiirusega

Inn
ER(g,) — R* = 0( —>
n
See on ldhedane (vaid v/Inn-teguriga korrutatud) optimaalsele kiirusele, mille saavutaksi-
me kui teaksime k,. Selline peaaegu parima koondumiskiiruse saavutamine néitab, et SRM
printsiip on pohimotteliselt digem kui soelade meetod, sest seal kiirus soltub etteantud

jadast k(n).

Uldine regulariseerimine. Olgu G on lai funktsioonide klass (naiteks lopmatu graafi-
kudimensiooniga), kuid igale funktsioonile defineerime klassifitseerija kompleksusest sol-
tuva mootva karistusliikme C(g,n). Klassifitseerija g,, lelame niitid nii

gn = arg;relg <Rn(g) + C(n, g)> (2.7.10)

Karistusliige C(g,n) soltub funktsioonist ¢ enamasti 14bi mingi g kompleksust mootva
funktsiooni v(g). Nagu ikka, on C'(v,n) v jargi kasvav ja n jargi kahanev. Funktsioon v
soltub iilesande piistitusest, see voib olla g norm (mingis ruumis), tema kirjeldamiseks
kasutatava koodi pikkus, eelmoddust soltuv funktsioon vms. Paneme téhele, et (2.7.6)
on erijuht tldisemast seosest (2.7.10), kus karistusfunktsioon g — C(g,n) on konstantne
klassidel Gy, Gr/Gr_1, k =2,3,.... Seega, kui g € Gi./Gr_1, siis v(g) = Vj.



Peatukk 3

Lineaarsed klassifitseerijad

3.1 Meeldetuletus

3.1.1 Hiipertasand ja punkti kaugus sellest

Normeeritud ruum. Olgu f normeeritud ruumil X antud lineaarne funktsionaal ning H
olgu funktsionaali f abil defineeritud affiine hulk ehk hiipertasand (ik hyperplane):
1
H:{xEX:f(m):c}:{xEX:f(x)—c:0}:{xEX:m(f(m)—c) = 0},

kus ¢ € R. Suvalise punkti y € X kaugus hiipertasandist H on
1
dly, H) = inf ly — ] = —|f(y) — . (3.1.1)
2 LA

Hilberti ruum. Juhul, kui X on Hilberti ruum (voi lihtsalt sakalaarkorrutisega ruum), on
linecaarne funktsionaal kujul f(z) = (w,z), kus w € X. Hiipertasand Hilberti ruumis on
H:={z: (w,z)+wy =0}

ja punkti y € X kaugus sellest on jarelikult

Hi}—“|<w,y> —i—wo‘.

Vottes (iildisust kitsendamata) w sellise, et |w|| = 1 ning defineerides
g(x) :== (w,x) + w,

saame, et punkti y kaugus hiiperasandist {z € X : g(x) = 0} on |g(y)|.

Eukelidiline ruum. Erijuhul kui X = R? on (w,z) = w'z. Seega punkti y kaugus hii-
pertasandist
H:={zeX:wz+wy=0}

on

dly, H) = w'y +wo| _ |g(y)]

= , kus g(r) = w'z + wy.
]l [[w]]

49
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3.1.2 Kovariatsioonimaatriks ja selle lahutus

Olgu X, Y juhuslikud suurused. Tuleta meelde, et
D(X) = E(D[X|Y]) + D(E[X]|Y]).
Olgu X juhuslik vektor, keskvidrtusega m = EX. Vektori X kovariatsioonimaatriks on
Cov(X)=E(X —m)(X —m) = E(XX') — mm'. (3.1.2)
Lause 3.1 Olgu Y juhuslik suurus. Siis
Cov(X) = B(E[(X — E(X|Y)(X — B(X[V)|Y]) + E((B(X|Y) - m)(E(X|Y) - m))

ehk
Cov(X) = E(Cov[X|Y]) + Cov(E[X|Y]). (3.1.3)

Toestus.
E(X = m)(X = m) = B(B[(X = m)(X —m)[Y]) =
E(E[(X — E(X|Y) + E(X|Y) = m)(X — E(X|Y) + E(X|Y) - m)/]YD.
Tinglik keskvéartus on lineaarne, millest
E[(X = EY|X)(EX[Y) —m)'[Y] = E[(E(X]Y) —m)(X — E(X]Y)) Y] = 0.
Seega
EB[(X — B(X|Y) + E(X|Y) —m) (X — B(X|Y) + E(X|Y) —m)[Y] =
B[(X - E(XIY))(X - BE(X|Y))|Y] + E[(E(X]Y) —m)(E(X]Y) —m)|Y].

Olgu Y voimalike vaartuste hulk arvud 0,1,...,k — 1 ja olgu
m; = FEX|Y =i, m=P% =1i), %,:=CovlX|Y =i], Xx:=Cov(X).

Siis (3.1.3) on jérgmine:

k—1 k—1
=0 =0
Tihti tahistatakse
k—1 k—1
EW = ZmEi, EB :Zm(ml—m)(mz—m)’
=0 =0

ja siis (3.1.4) on Y¥x = Xy + Xp. Viimast voib interpreteerida kui tunnuse X haju-
vuse lahutumist klassisises hajuvuse Xy (within-class) ja klassidevahelise hajuvuse Xp
(between-class) summaks.

Ulesanne 3.1 Veendu, et kui klasse on kaks, siis

ZB = 7T17T0(m1 — mo)(m1 - m())/. (315)
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Valimi kovariatsioonimaatriks. Kui juhusliku vektori (X,Y") jaotuse asemel on meil
vaid treeningvalim (2.1.1), hinnatakse keskvéértusi, toendosusi ja kovariatsioonimaatrik-
seid jargmiselt:

. 1< ) RV
Yx ::EZ(xj—m)(xj—m), m::Eij,
j=1 j=1
R 1 n; 1
Ez:—Z(x]—fn,)(%—mz)/, 71A'Z'Z:—z, mi:—ij, ZZO,,]{?—].
" =i " -

kus n; on klassi ¢ kuuluvate valimielementide arv. Seos (3.1.4) on siis

k—1 k—1
ZX = 7@21—{— ﬁl(ml—m)(mz—m)’
=0 =0
= =
- ﬁ Z (ZL'] ml)(xj - mz)/ + E Z nz(mz - m) (mz - m)/
1=0 jyj=1 =0
Seega korrutades molemad pooled n-ga, saame
n k—1 k—1
Se= (ay—m)(zy— i) =Y (ay — i) (ay — i) + Y ni(riy; — m) (1 — m)
j=1 i=0 jiy;=i =0
(3.1.6)
k—1 k—1
=Y Si+ Y ni(m; —m)(h; —m) = Sw + Sg, (3.1.7)
=0 =0
kus
k—1 k—1
Si = Z (Ij — mz>($J — Thi)/, SW = Z SZ', SB = an(mz - m)(ﬁll — m)'.
Jiyj=i i=0 i=0
Kui klasse on kaks, siis seosest (3.1.5) saame
Sp = "0 (51— sig) (g — i)' (3.1.8)

n
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3.2 Lineaarne klassifitseerija

3.2.1 Eeldused ja definitsioonid

Eeldus: Alljargnevas vaatleme olukorda kus & = 2, s.t. klasse on kaks ning L on siim-
meetriline. Tuletame meelde, et sellisel juhul avaldub Bayesi klassifitseerija kujul (1.2.10),

5.0.
. 1 kui p(1|z) > 0.5,

g'(x) = . (1) (3.2.1)
0 kui p(1]xz) < 0.5.

Bayesi risk R* on aga

R = R(g") =P(¢"(X) #Y) = _inf P(g(X) #Y)

g:R4—{0,1}
= Emin{p(1]X),1 - p(1|X)} = /min{p(Hx), 1= p(1]z)}tdF (z).
kus p(1|z) = P(Y = 1|X = z) ja F(x) on vektori X jaotusfunktsioon.

Lineaarne klassifitseerija klassifitseerib (tunnusvektorite ruumis) R¢ antud hiiperta-
sandi abil: iihele poole hiipertasandit jadvad punktid klassifitseeritakse klassi 0, iilejaanud
klassifitseeritakse klassi 1. Formaalselt on reegel jargmine:

; d i
o) = 1 ku1.w’x +wy =Y, wa' +wy >0, (3.2.2)
0 mujal,
kus w = (w!, ..., w?) jax = (2}, ..., 2% kuuluvad hulka R¢ ning w, € R. Klassifitseeriv

hiipertasand on seega H = {z € R? : w'z + wy = 0}.

Markused:
e Uldisust kitsendamata voib alati votta ||w|| = 1.

e Tihti on klassid kodeeritud kui +1 ja -1 (saame {0,1} kodeeringust transformat-
siooni 2Y" — 1 kaudu) ja sellisel juhul on lineaarne klassifitseerija antud kui

g(z) = sgn(w'z + wy).

e tehisoppe-alases kirjanduses (eriti narvivorkudega seoses) nimetatakse lineaarset
klassifitseeijat tihti pertseptroniks (ik perceptron)
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3.3 Riski hinnangud kovariatsioonimaatriksi kaudu

3.3.1 TUhedimensionaalne ruum

Uhemdotmelises ruumis on hiipertasand punkt (split). Seega, kui d = 1, on lineaarne
klassifitseerija jargmine

|y, kui x < 2';
g(x)—{ 1—v, kuiz>a. "~ (3.3.1)

kus 2’ € Rjay’ € {0, 1}. Seega iga lineaarne klassifitseerija on antud punkti =’ ja "poole"y/
abil.

Olgu G koikide lineaarsete klassifitseerijate hulk. Uurime, kui hésti to6tab parim voimalik
lineaarne klassifitseerija, st uurime riski

R = irglf R(g).
Mida véiksem R, seda paremini on klassid lineaarselt eralduvad.

Ulesanne 3.2 Veendu, et ihemdotmelisel juhul

1
R = I/Df/ |:]{y’:0} (7T1F1(.T/)+7T0<].—Fo(l’/>)—|—]{y/:1} (WoFQ(ZE/)—FWI(].—Fl(Z'/))} S 7Tl/\7T0 S 5,
Ly
(3.3.2)
kus
Fix)=P(X <z|]Y =4), m=PY¥Y =1, i=0,1
Seega kehtib
1
< < —
R*<RZL 2

1

kusjuures on lihtne néidata (vaata [1], lemma 4.1), et R = % parajasti siis, kui R* = 3 ja

sellisel juhul on igasugune klassifitseerimine mottetu.

Ulesanne 3.3 Toéestada, et kui m = 0.5, siis

1 1
R = 5 §sup |Fy(x) — Fo(x)|.

fimin{a, b} = “H-Jatl)

Jargnev lemma annab hinnangu riskile R kasutades klasside keskmisi ja dispersioone.
Viimaseid on valimi pohjal tihti voimalik hinnata. Olgu

m; = BE(X|Y =1i), o?=DX|Y =14), i=1,0.
Tuletame meelde T8ebosev-Cantelli vorratuse (TNT2, Trm 8.20)

DX

PIX—-EX>c)< ————.
( _C)_c2+DX
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Lemma 3.1

R< (1 + %) - (3.3.3)

Toestus. Uldisust kitsendamata eeldame, et my < my. Olgu A; > 0, Ay > 0 sellised, et
my — mg = Ay + Ag. Vaatleme reeglit

0, kuix <mg+ Ag;
g(x)z{ N

1, kui x > my ‘l‘Al
On selge, et
R<R@) =PY =0DPX <m —AlY =1)+ P =0)P(X > my+ Ag|Y =0).
(3.3.4)
Kasutades T8ebosev-Cantelli vorratust, saame
2
o
P(X AolY =0) < 0
( > mog + 0| 0>_0‘3—|—A(2)
ning (kuidas?)
2
o
P(X<m—AlY =1)< L.
(X< m 2 )< o2 + A2
Seega
03 (1—m)o?
~ o2+ A2 s+ A2
kus m = P(Y = 1). Vottes
D= W10y T
o9 + 01 (o)

saame (3.3.3). m

f{x[Y=0)P {¥=0} flxlY=1)P (=1}
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Kui klasside keskmised on teineteisest kaugel vorreledes nende dispersioonidega, on suurus

lmy — my|

O'0+0'1

suur ning R ja R* vdikesed. Sellisel juhul on mottekas otsida (parimat) lineaarset klassi-
fitseerijat.

Paraku on lihtne néha, et tihti ei anna (3.3.3) moistlikku hinnangut.
Naiide. Olgu X ~ U]0, 1] ning olgu

v [0 kui X e[z ;
1, mujal.

Ulesanne 3.4 Veendu, et R* =0, R = % Leida vorratus (3.3.3) parem pool ning parim
lineaarne klassifitseerija.

Lopetuseks mérgime, et ithedimensionaalsel juhul on tihti ka Bayesi klassifitseerija kujul
(3.3.1) ehk Bayesi klassifitseerija on lineaarne. Selline olukord on néiteks siis, kui klas-
side tinglikud tihedused loikuvad vaid iihes punktis. Sellisel juhul, loomulikult, R* = R.

3.3.2 Ruum R¢

Kisitleme praegu olukorda, kus 2’ = (z!,...,2%). Seega on iga lineaarne klassifitseerija
madratud d-dimensionnalse vektoriga w ja skalaariiga wg. Uldisust kitsendamata voime
eeldada, et ||w| = 1.

Olgu jéllegi G koikide lineaarsete klassifitseerijate hulk, ning vaatluse all olgu parima
lineaarse klassifitseerija risk R := infg R(g).
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Analoogiliselt ithemootmelise juhuga saab néidata, et R < %, kusjuures R = % parajasti
siis, kui R* = % Tuletame meelde, et tinglikud keskmised ja kovariatsioonimaatriksid
avalduvad

Lemmast 3.1 saame tokke suurusele R klasside keskmiste ja kovariatsioonimaatriksite
kaudu ka d-dimensionaalsel juhul.

Teoreem 3.1

R* < R< inf <1+ 1 (w'(my —mq)) )1)2)—1. (335)

weR? wSw)? 4 (w'Syw

Toestus. Olgu g lineaarne klassifitseerija (3.2.2), mis on esitatav vektoriga w € R? ja va-
balitkmega wy € R. Uldisust kitsendamata (miks?) eeldame, et ||w|| = 1. Tunnusvektori =
klassifitseerimiseks projekteeritakse x vektori w sihis olevale iihemootmelisele alamruumi-
le ning saadud projektsiooni w’x vorreldakse konstandiga wg. Konstandiga vordlemine on
aga iithemootmeline lineaarne klassifitseerimine. Viimase riski saame aga hinnata lemma
3.1 abil. Selleks on aga vaja vektori w sihis olevale alamruumile projekteeritud tunnus-
vektori tinglikke keskmisi ja dispersioone. Viimased avalduvad Elw'X|Y = i] = w'm,,
D[(w'X)|Y = i] = w'S;w. Uhemddtmelisel ruumil on lineaarne klassifitseerija defineeri-
tud punkti wy ja "poole " abil. Fikseerides ithemootmelise ruumi, st vektori w, saame
lemmast 3.1 et parima lineaarse klassifitseerija risk selles ruumis, olgu see R,,, rahuldab

vorratust )
ho< (14 (tmom) g
o ((w’le)% + (w’ZOw)%)
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Funktsioonid J ja J'. Seost (3.3.5) voib interpreteerida jargmiselt: R on viike kui
leidub w € RY, et
w' (my —my)

(WSow)? + (w'Syw)?

J(w) = (3.3.6)
on suur. Kuid w'(m; —ms) on aga vektorit w lébivale alamruumile projekteeritud tinglike
tunnusvektorite keskvidrtuste vahe ruut ning w'¥w ja w'¥;w on samale alamruumile
projekteeritud tinglike tunnusvektorite kovariatsioonimaatriksid. Seega J(w) moodab kui
hésti on tinglikud jaotused eralduvad, kui nad on projekteeritud vektorit w labivale alam-
ruumile (on selge, et tunnused on hésti eralduvad, kui J(w) on suur — keskvédrtused on
tiksteisest kaugel ja hajuvused keskvaartuste timber véikesed).

Mirkus: Vorratus (3.3.5) ei ole tépne: voib konstrueerida hulganisti néiteid, kus m; = mso,
ning seega J(w) = 0 iga w korral ja vorratuse parem pool on 1. Selliseid néiteid voib konst-

rueerida ka nii, et R* = 0.

Funktsiooni J maksimiseerimisest on lihtsam optimeerida funktsiooni

J'(w) = (Qf/(ml — my))? _ (w'(my — mo))?
Tow' Low + mw'Sjw W (meXg + mE)w
_w'(my —mg)(my —me)w 1 w¥pw
n wlww Cmmy WS ww

Viimases vorduses kasutasime seost (3.1.5): X5 = mym(my — mg)(my — myg)'.
Pane tihele: erijuhul kui ¥y = ¥, = 3, siis Xy = ¥ ja 4J%(w) = mymJ' (w).

Funktsiooni J'(w) on palju kergem maksimiseerida kui J(w). Tepoolest, funktsiooni
J'(w) maksimiseerimine on ekvivalentne jargmise maksimiseerimisiilesandega

WX pw
. 3.3.7
it e (337
ning pole raske veenduda, et lahend on proportsionaalne vektoriga
w o< By (my — my). (3.3.8)

Lahend pole iihene: iga vektor kujul aX;;}(m; — my), kus a # 0 maksimiseerib J'(w).
Seetottu on lahendi puhul oluline vaid tema siht.

Eelpool mérkisime, et kui ¥y = X; =: X, siis funktsiooni J’ maksimeerimine on ekvi-
valentne funktsiooni J maksimeerimisega ja sellisel juhul molema optimiseerimisiilesande
lahend on

w o X (my — myg).
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3.4 Millal Bayesi klassifitseerija on lineaarne?

Eespool nédgime, et ithemootmelisel juhul d = 1 voib Bayesi klassifitseerija olla tihti li-
neaarne (ithepunktiline), kuid d > 1 korral on lineaarne klassifitseerija pigem onnelik ju-
hus kui seaduspéra. Bayesi klassifitseerija on lineaarne naiteks siis, kui klasside tinglikud
jaotused on iihe ja sama kovariatsioonimaatriksiga mitmemootmelised normaaljaotused.
Toepoolest, tdahistades tinglikud tihedused vastavalt fy ja fi, saame Bayesi reegliks

g*(x) _ {(1) kUi.ﬂ-fl(x) > (1 - Tr)fO(x>7 (341>
mujal.
Siin 7 = P(Y = 1). Kui

1 —1(:1: —m;)'’S7 (@ —my)),

filz) = \/WGXP[ 5
saame, et g*(x) = 1 parajasti siis, kui
(z—my) S @z —my)—2Ina+In |3] < (2—me) S5 (x—m) —2In(1—7)+1n [So|. (3.4.2)
Uldiselt on mésrab sellise reegli mingi teist jarku pind.

Erijuhul, kui 3; = ¥, = X, siis vorratus (3.4.2) lihtsustub

(x —m) Sz —mp) < (2 —mo)Y (z —mp) —2In : j — (3.4.3)

Viimane on ekvivalentne

—22'% 7 (my —mg) < 2In 1 LI myY " tmg — m) Y my

ehk Bayesi klassifitseerija on lineaarne:

“(z) = 1, kui w'z + wg > 0;
I =9 0, mujal,

kus
w =Y (my —my) (3.4.4)
ning
us 1 _ _ T mo+my)
wozlnl_ﬁ—i-ﬁ(mgz 'mg —m) % 1m1> :1n1—ﬂ'_ (mo 5 Y Y (my — myg)
T (mg+m)
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Teisisonu g*(x) = 1 parajasti siis, kui

W (mo—gmﬂlw_l 1 T w'my ;‘wlrm I 1 T
- -
ehk,
|w'e — w'my| < |w'z — w'mg| — 21n N T ) (3.4.5)
sest

w'(my —mg) = (my —me)' X" (my —mg) > 0.

Margime, et kui klasse on rohkem kui kaks ja >; = X iga ¢ korral, on piir iga kahe klassi
vahel lineaarne.

Viga spetsiifilisel erijuhul, kui 7 = % (ning ¥; = ¥y = X) on

(mo —+ ml)
2

=FEX=m
ning sellisel juhul on reegel seega
g'(z) =1 wz >uwm.

Seega, kui tunnusvektor X on molemas klassis normaalselt jaotatud, kusjuures jaotuste
kovariatsioonimaatriks on sama, on parim voimalik klassifitseerija lineaarne. Kui on alust
arvata, et andmed on saadud just sellisest mudelist, tasub otsida parimat klassifitseerijat
lineaarsete klassifitseerijate seast.

3.5 Riski hinnangud ja empiirilise riski minimiseerimi-
ne (ERM)

Tuletame veelkord meelde, et G on koikide lineaarsete klassifitseerijate hulk, R = inf g R(g)
on parima lineaarse klassfitseerija risk ning iga valimi pohjal leitud klassifitseerija g,, korral
R(g,) = P(gn.(X) # Y|D,,). Seda riski R(g,,) me ei tea, kuid peatiikis 2.6 tutvustasime nn
PAC-tiiiipi tilemisi hinnanguid. Need pohinesid klassifikaatorite hulga G VC-dimensioonil.
Lineaarsete klassifikaatorite hulk G ei ole kompleksne, selle VC-dimensioon on d+1. Seega
vorratus (2.6.11) annab jargmise hinnangu:

n€2

P(sup IR.(9) — R(g)| > e) < 8(n + 1) exp[- 5], (3.5.1)
9€G 32
millest saame PAC-tiiiipi vorratuse suvalise lineaarse klassifitseerija riskile (vorratus (2.6.15)):

toendosusega 1 — ¢

R(gn) < Ru(gn) + 2\/

2n

8((d+1)Inn —Ind +1 d+1)Inn+1nd
((d+ )nnn n +n8):Rn(gn)+8\/< YInn ng

(3.5.2)
Tuletame meelde, et (3.5.2) iga g, € G korral.
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ERM-printsiibil saadud klassifitseerija. ERM-printsiibil saadud lineaarne klassifi-
kaator on selline, mis minimiseerib klassifitseerimisvigade arvu treeningvalimis iile koik-
voimalike lineaarsete klassifikaatorite. Seega antud valimi (z1,41),. .., (s, y,) korral

, = argmin R,,(¢g) = arg min — L(y;,g(z;)) = arg min Lry 2o(a),
g g i (9) gmir nz (i ggeg; {yi#g(a:)}

sest L on siimmeetriline. Hinnang (3.5.2) kehtib ka g,, korral, kuid vorratustest (2.6.13)
ja (2.6.14) saame antud juhul veel vorratused

ER(G )_R<4\/(d+1)ln(n+l)+ln2
" B n

TLE

P(R( n) — R > e) < 8(n+ 1)4+Y exp[— o3

reril
millest muidugi
R(g,) — R, as., R,(g.) — R.

Ulaltoodust tuleneb, et ERM printsiibil saadud klassifikaatoril on head omadused ehk
ERM printsiibi kasutamine klassifitseerimises on teoreetiliselt hésti pohjendatud.

Fingering. ERM meetodi puudus on aga see, et klassifikaatorit g, on raske leida. Em-
piirilise riskifunktsiooni R,(g) gradiendid on peaaegu koikjal vordsed nulliga, mistottu
gradient-meetodid ei toota. Veel enam, saab ndidata, et empiirilist riski minimiseeriva li-
neaarse klassifikaatori leidmine on NP-raske. Uks voimalus probleemi iiletamiseks on nn.
fingering , kus vaadatakse vaid neid hiipertasandeid, mis ldbivad d valimi punkti.

Iga selline hiiperatasand defineerib 2 klassifikaatorit. Kui tunnuse X jaotusel on tihe-
dus, on igal hiipertasandil maksimaalselt d valimi punkti (p.k.). Seega vaadeldakse (Z)
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hiipertasandit ehk 2(3) klassifikaatorit. Fingering-meetod korral minimiseeritakse empii-
rilist riski iile nende konkreetsete klassifikaatorite ja see on palju lihtsam, sest selliste
klassifikaatorite hulk on loplik. Kuigi sel teel saadud klassifitseerija g,, ei minimiseeri em-
piirilist riski iile koigi voimalike lineaarsete klassifikaatorite, on empiirilise riski erinevus
suhteliselt véiike:

. d
RN(gn) - ;Ielg Rn(Q) < )

n

sest erinevus voib tulla vaid hiipertasandil asuvate valimipunktide klassifitseerimisest. See-
tottu pole midagi imestada, et fingering-meetodil saadud klassifikaator to6tab (vihemalt
piisavalt suure n korral) peaaegu sama hésti kui g,,: kehtivad teoreemi 3.3.2 vorratuste-
ga analoogsed vorratused. Selle postuleerib jargmine teoreem ([1], thm. 4.5), kus g, on
fingering-meetodil saadud klassifitseerija.

Teoreem 3.2 Olgu X absoluutselt pidev (tihedusega). Olgu d < n ja %d <e< 1. Sis iga
(X,Y) jaotuse korral kehtivad vorratused

P(R(gn) — B> €) < (2 @ . 1)(;";2

ER(g,) — R < \/%(d—i— )Inn+ (2d + 2).

Alternatiivid. FEt empiirilist riski minimiseerivat lineaarset klassifikaatorit on raske
leida, siis praktikas kasutatakse mitmesuguseid alternatiive. Paneme téhele, et empiirilise
riski voib defineerida kui

—Z|yl (w2 + w,)[", (3.5.3)

kus p > 1. Uks vémalus selle funktsiooni siledaks tegemiseks (ja piiiides samas silitada te-
ma pohilised omadused) on indikaatori /g «) asendamine mingi sileda (s6lm)funktsiooniga
0. Sellisel juhul minimiseeritakse riskifunktsiooni

1 n
— Z‘y% —o(whz; +w,)|”, (3.5.4)
n
i=1
mis niitid on diferentseeruv. Siin p on harilikult 1 voi 2. Tihti kasutatakse funktsiooni o
rollis logistilist funitsiooni
t
o(t) = explt]
1 + explt]

a (3.5.3) on siis

_Z| explw?z; + w,) |p
1+ explwTz; +w,]'

Kui p = 2, saame sellisel Juhul logistilise regressiooni vihimruutude meetodil, millest
radagime edaspidi.
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3.6 Klassikalised meetodid parima lineaarse klassifit-
seerija leidmiseks

Vaatamata sellele, et enamasti pole parim voimalik (Bayesi) klassifitseerija lineaarne,
kasutatakse eelkoige nende lihtsuse tottu lineaarseid klassifitseerijaid praktikas tihti. All-
jargnevas vaatleme pogusalt enamlevinuimaid meetode parima lineaarse klassifitseerija
leidmiseks treeningandmete pohjal.

Seega kiiesolevas alajaotuses eeldame treeningandmete (z1,%1),..., (Zn,¥n), i € R
y; € {0,1} olemasolu; klass G on koigi lineaarsete klassifitseerijate hulk.

3.6.1 Lineaarne regressioon

Lineaarse regressiooni pohiidee on funktsiooni z — p(1|x) lahendamine (teatavas mottes)
parima lineaarse funktsiooniga f(x) := w'z+a, kus w € R?, ag € R. Seosest (3.2.1) saame
siis klassifitseerija

1 kuiw'z+a>0.5,
g(x) = { (3.6.1)

0 kuiw'z+a<0.5.

Vottes wy := a — 0.5, saame, et (3.6.1) on lineaarne klassifitseerija kujul (3.2.2):
g(z)=1 & wr+w,>0 mujal gx)=0.

Klassikaline meetod koefitsentide w ja a leidmiseks on vahimruutude meetod (ik or-
dinary least squares): leia W ja @, mis minimiseerivad vihimruutude summat

1 n
- Z(yz —w'z; — a)? (3.6.2)
i=1

ja nende abil konstrueeri klassifitseerija (3.6.1) gy.

Viahimruutude meetodil saadud klassifitseerija omadused. Alljirgnevas vaatle-
me suvalise jaotusega juhuslikku vektorit (X,Y) ja optimiseerimisiilesannet

min E(Y — (w'X + a))Q. (3.6.3)

Kui vektor (X,Y’) on empiirilise jaotusega F},, on (3.6.3) sama mis summa (3.6.2).

Lause 3.2 Olgu f : R* — R suvaline funktsioon. Siis
E(Y — f(X))" = B(Y = p(1X))" + E(p(1]X) — f(X))".

Ulesanne 3.5 Toesta lause.
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Ulaltoodud lausest jireldub, et iga funktsioonide klassi F (mitte ilmtingimata lineaarse-
te funktsioonide hulga) korral keskmise ruutkao E(Y — f(X ))2 minimiseerimine ile F

on ekvivalentne F(p(1|X) — f(X ))2 minimiseerimisega {iile klassi F. Erijuhul kui F on
lineaarsete funktsioonide klass, saame

min £ (p(1]X) — (w'X — a))2 & minE(Y — (v'X - a))2. (3.6.4)

w,a w,a

Seega f(x) = w'x + a on vahimruutude méottes parim lineaarne funktsioon, mis lahendab
funktsiooni p(1|z).

Lause 3.3 Olgu v, 5 € R. Olgu w* ja a* optimiseerimisilesande (3.6.3) lahendid. Siis
yw* ja ya* 4+ B on jargmise optimeerimisilesande lahendid

rlrungl (WY +8) — (w'X + a))2 =min (Y — (WX + a))z, (3.6.5)

kus Y =~Y + 6.
Ulesanne 3.6 Toesta lause.

Lausest 3.3 jareldub muuhulgas, et klassifitseerija (3.6.1) sisuliselt ei muutu, kui klassid
timber kodeerida: 0 <» 1. Olgu f(x) = (w*)'z 4 a* esialgse iilesande lahend (regressiooni-
funktsioon). Selle abil saadud klassifitseerija (3.6.1) on jérgmine

glr)=1 & f(x)>05 & f(x)>1- f(x). (3.6.6)

Péarast tunnuste lineaarset teisendust saame regressioonifunktsiooni

f@)=y((w*)z+a*)+ 8 =~f(x)+ 5
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Vaadeldaval juhul on kodeeritud klassid Y =1-Y, st v = —1ja [ = 1, millest saame,
et iga z korral f(z) = 1 — f(z) ehk f(z) > 0.5 parajasti siis, kui f(z) < 0.5. Seega
kui klassid on kvalitatiivsed, naiteks punased ja sinised, ei soltu lineaarsel regressioonil
saadud Kklassifitseerija sellest, kas klassiks 1 kodeerida punased voi sinised. Veel enam
saadud klassifitseerija voib saada ka jargmiselt: kodeeri klassid iihtviisi, naiteks punased
kui 0 ja sinised kui 1 ja leia regressioonifunktsioon fs(x) (s nagu sinised, sest need on
kodeeritud kui 1). Siis kodeeri klassid vastupidi. Sellisel juhul on regressioonifunktsioon
fp, kusjuures iga z korral f,(x) =1 — f,(z) ning klassifitseerija g on

g(x) =5, & fix)>05 & fix)> f(z). (3.6.7)

Lausest on ka hésti ndha, et sisuliselt ei muutu klassifitseerimine lineaarse regressiooni
kaudu ka siis, kui klasse kodeerida mitte kui 0 ja 1 vaid naiteks a ja b. Tdepoolest,
kodeeringust 0 ja 1 saame kodeeringu a ja b (nii, et 0 <> a) lineaarse teisenduse (b—a)y+a
kaudu. Seega, kui fo; on esialgsele kodeeringule vastav regressioonifunktsioon, siis (a, b)-
kodeeringule vastav funktsioon on f,;(x) = (b—a) fo.1(x)+a. Vahetades a ja b (st esialgsele
klassile 0 vastab niitid b) saame regressioonifunktsiooni f,,(z) = (a —b) fo.1(z) + b. Niiiid,
juhul a < b saame (veendu!), et

1 b+a
fap(@) > foa(z) & fou(z) > 5 © fap(x) > 5
ning juhul kui a > b saame, et
1 b+a
far(z) > foa(z) < foi(x) < 3 & faplx) < 5

Seega suvalise klasside kodeeringu a ja b korral jargmine klassifiseerija on ekvivalentne
klassifiseerijaga (3.6.6):
b+a

2

g(z) =max{a,b} < fop(z)>

ehk lineaarsel regressioonifunktsiooni abil saadud klassifitseerija ei soltu klasside kodee-
ringust.

Rohkem kui kaks klassi. Tuleta meelde eeskirja (3.6.7): tunnus x klassifitseeritakse
klassi punased, kui f,(x) > f(z), kus regressioonifunktsioon f,(x) on saadud juhul kui
punased on kodeeritud kui 1 ja sinised kui 0 ning f, on saadud vastupidise kodeeringu-
ga. Niitid on lihtne lineaarse regressiooni abil klassifitseerimist {ildistada enam kui kahele
klassile. Sellisel juhul kodeeritakse iga klassi korral treeningandmed jargmiselt: vastavas-
se klassi kuuluvad treenigandmed kodeeritakse kui 1, iilejadnud kui 0. Nii leitakse iga
klassi korral regressioonisirge fi(z), kus ¢ = 0,...k — 1 on klassid. Saab néidata, et iga
x korral need funktsioonid rahuldavad tingimust fo(z) + -+ - + fr_1(x) =1 (vt (3.6.11)).
Otsustusreegel on siis jargimine

g(x) = arg pax fi(x). (3.6.8)
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Enam kui kahe klassi korral on selle reegli puudus see, et moni sisuliselt hésti eristatud
klass n6 "kaetakse"teiste poolt dra (masking). Uhemdotmelisel juhul illustreerib seda olu-
korda pilt.

Otimiseerimisiilesande (3.6.3) lahendamine. Tuletame meelde iilesande (3.6.3):
min E(Y — (v'X + a))2.

Eeldades EX? < oo (loomulik eeldus, sest vastasel juhul poleks viihimruutude meetodil
motet), saab nédidata, et diferentseerimise ja integreerimise jarjekorra dra vahetada. Seega

0

8'11}@'

DpY — X + )’ = -2B(Y ~ X +a)

B(Y = (X +a)" =2B((Y - w/X ~0)X;), i=1,....d

Vordsustates saadud osatuletised nulliga, saame vorrandisiisteemi w ja a leidmiseks:
EXXYw+aEX = E(XY)
wEX +a = EY.

Jarelikult
a=FEY —w'EX
ning
E(XX'Yw+ EYEX — EX(EX)w = E(XY). (3.6.9)
Et E(XX') — EX(EX) = X, saame vorrandile (3.6.9) kuju
Sw = BE(XY) — EYEX, (3.6.10)
millest

w =" (BE(XY) - EYEX).
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Ulesanne 3.7 Olgu klasse k. Defineerime Y; 1= Iy (Y). Seega Y; = 1 parajasti siis, kui
Y =1i. Olgu
(wi, a;) = argmin E(Y; — (w'X + a))Q.

Veendu, et
k—1 k—1
dwi=0, Y a;=1. (3.6.11)
i=0 i=0

(Uldisust kitsendamata void eeldada, et EX =0).
Kaks klassi. Edaspidi vaatleme kahte klassi. Olgu m; := E[X|Y =i, 1 =0,1 ja
m:=FEX = My + ToMmyg.

Siis
E(XY) — FYFEX = ™Tm, — mm = 7'('07'('1(7711 - mo)

ning
w = mem Y (my — my). (3.6.12)

Vektori X kovariatsioonimaatriksi ¥ x lahutuse (3.1.4) ning seose (3.1.5) pohjal saame
Yx = Xw + momi(my — mg)(my — my)'.
Seega seos (3.6.10) on
(ZW + momi(my — mo)(my — mo)’)w = mom1(m1 — mo),

millest
Sww = mom (1 — (my — mo)'w) (my —mg) = a(my — my),

kus
Q= ToT (1 — (m1 — mo)/lU) = 7T07T1(1 — 7T07T1(m1 — mo)/271<m1 — m(])) (3613)

Siin viimane vordus tuleneb seosest (3.6.12). Seega kahe klassi korral on (3.6.3) lahendid
w ja a jargmised
w = oY, (my —mg), a=m —wm, (3.6.14)

kus « on antud seosega (3.6.13), kusjuures on voimalik ndidata, et o > 0. Seega lahend
w on samasihiline, mis funktsiooni J' miminiseeriv w (3.3.8).

Vektori w = aXy;} (my — myp) ja konstandi @ = m — w'm kaudu saame regressioonifunkt-
siooni abil saadud klassifitseerijale (3.6.1) kuju

g(z) =1 w'r+a>05<w(z—m)+m > 0.5 & wr+(m —wm—0.5) > 0. (3.6.15)
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Erijuht: Vordsete kovariatsioonimaatrikistega normaaljaotus. Olgu tunnusvektori tingli-
kud jaotused normaaljaotusega ning >y = ¥, = X. Teame, et sellisel juhul Bayesi klassi-
fitseerija lineaarne klassifitseerija kujul

g@)=1 & wr+w >0,

kus

!/
0 2

Et w (3.6.14) on kujul aw ja a > 0, voime eeskirja (3.6.15) avaldada
gla)=1 & war+a (m—awm-05)>0. (3.6.16)

Kui m; = mp, on molemad reeglid samad (veendu!) ja seega g on Bayesi klassifitseerija,
kuid tldiselt mitte — lineaarset klassifitseerijat defineeriv vektor w on kiill sama, kuid
konstant wg on tldiselt erinev.

Klassifitseerija ¢ headus. Eelpool négime, et viiga spetsiifilisel erijuhul (mitmemoot-
meline normaaljaotus, g = ¥ ja m; = 7mp) on g Bayesi klassifitseerija ning seega R(g) nii
véike kui voimalik. Samas nidgime ka, et g ei pruugi olla parim voimalik lineaarne klas-
sifitseerija isegi kui klasside tinglikud jaotused on mitmemootmelise normaaljaotusega ja
Yo = ¥ (kuid m # mp). Siit kiisimus: kui suur on iildiselt R(g) ja kui palju see erineb
parima lineaarse klassifitseerija riskist R. Vahe R(g) — R soltub (X, Y) jaotusest ja voib
olla viga suur isegi kui d = 1. Nimelt kehtib:

sup(R(g9) — R) =1, (3.6.17)

kus supremum on voetud iile koigi vektori (X,Y") jaotuste. Veendumaks selles, vaatame
jargnevat lihtsat néidet.

Ulesanne 3.8 Olgu (X,Y) jaotus jirgmine:
P((X,Y) = (=0,1)) = P((X,Y) = (0,0)) = ¢,
P((X,Y)=(1,1)) = P((X,Y) = (-1,0)) =
Leida R* ja R. Téestada, et

1—2¢(1+6)
= = 0.5.
YT A o)

Veendu, et iga € korral leidub piisavalt suur 6 nii, et w < 0. Leida nii suure 6 korral R(g).
Téestada (3.6.17).
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Klassifitseerija g,. Vottes (X,Y) jaotuseks empiirilise jaotuse, saame lahendi tilesan-
dele (3.6.2):

Lahendid on

7?(17%0(7?11 — T;’Loyia}(ml — mo) >

1+ 7y 7o (1hy — 1) St (11, — 1)

Defineerides z; = (x;1,...,2q) 7 =1,...,n ja maatriksi
Ty 0 x|l Y1 wy
Tor 0 Xag 1 Y2
Z = ) y = ) /8 =
... .. ) .. ) wd
Tn1 *° Tnd 1 Yn a

saame lahenduse traditsioonilisel kujul

( w ) —(Z7)"'Zy.

a
Kui n kasvab, siis
m; — m;  p.k., f];vl — Z;Vl pk, m—=m pk
w—w, pk, a—a, pk.

Kui P(w'X +a = 0.5) = 0 (néiteks X on absoluutselt pideva jaotusega), siis domineeritud
koondumise teoreemist jareldub, et

R(g,) — R(g9), pk. (3.6.18)

Seega teatud jaotuste (sealhulgas sellised, mille korral X on pidev) puhul kehtib koon-
dumine (3.6.18), kus g on (3.6.15) ja g, on selle empiiriline versioon. Ulaltoodust teame,
et juhul kui tunnusvektor X on molemas klassis normaalselt jaotatud, kusjuures jaotus-
te kovariatsioonimaatriks on sama ning kui 79 = 7y, on ¢ Bayesi klassifitseerija. Siit
jareldub, et sellisel juhul on lineaarse regressiooni abil saadud klassifitseerija g, mojus.
Samas piisab kui m # 7, et g poleks enam Bayesi klassifitseerija ja siis on suure n korral
R(g,) ligikaudu vordne riskiga R(g); viimane aga voib olla oluliselt suurem kui Bayesi
risk R*. Veel enam, iilaltoodud kontraniitest jareldub, et lineaarne R(g) voib olla viga
suur ning koondumisest R(g,) — R(g) p.k. jareldub siis, et ka R(g,) kditub viga halvasti.
Sellest jareldib, et kui puudub tdiendav informatsioon paari (X,Y’) jaotuse kohta, voib
klassifitseerimine lineaarse regressiooni pohjal viia viga halva tulemuseni kuitahes suure
valimimahu n korral.

Kirjandus: Lineaarsest regressioonist loe 9] (sec 4.2.4 ja 4.3.4), [11] (sec 4.6), [6] (sec
5.8), [7] (sec 4.2 ja Ch 3), [10] (sec 7).
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3.6.2 Logistiline regressioon

Tuletame meelde, et lineaarne regressioon piiiiab ldhendada tinglikke tGenédosusi p(0|z) ja
p(1]z) teatavas mottes parimate lineaarsete funktsioonidega, fo(z) ja fi(z). Funktsioonid
rahuldavad kiill tingimust fi(x) + fo(x) = 1, kuid olles lineaarsed votavad nad iildiselt
ka negatiivseid védartusi ning seetottu on nende kasutamine toenédosuste hinnangutena
kiisitav.

Logistiline regressioon, seevastu, ei modelleeri lineaarsena mitte tinglikke toenéosusi vaid
logaritmilist toeparasuhet:

1
1 PA2)
p(0lx)
Oletame hetkeks, et kehtib seos
p(lz)
In——= = wax + w,. 3.6.19
p(0f) G019
Et p(0jz) =1 — p(1|x) (vaatleme ikka kahte klassi), saame, et seose (3.6.19) kehtimisel
p(l]z) :
———— = eXP|W T + W],
T p(tf) P
millest
explw'x + w,)
llz) = 3.6.20
p(lfr) 1 + explw'z + w,) ( )
1
Olz) = . 3.6.21
p(0f) 1 + explw'z + w,) ( )
Logistises regressioonis otsitaksegi vektorit (w’, w,)" nii, et funktsioonid
explw'z + w,)
= 3.6.22
m(z) 1 + explw'z + w,) ( )
1
no(x) := (3.6.23)

1 + explw'z + w,)

oleksid teatavas mottes parimad hinnangud toendosustele p(1|z) ja p(0|z). Hinnangud
(3.6.22) ja (3.6.23) on kahtlemata mérksa realistlikumad kui linaarsed: nad on alati po-
sitiivsed ja summeeruvad igas punktis tiheks. Hinnangute (3.6.22) ja (3.6.23) abil saadud
klassifitseerija on

(o) = {(1) ki 1) = (), (3.6.2)
mujal.

Et aga n(z) = no(z) parajasti siis, kui

In
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saame, et (3.6.24) méadrab lineaarse klassifitseerija

(3.6.25)

1 kui w'z +w, >0,
g9(x) = .
0 mujal.

Niiiid on ka selge, et klassifitseerimise seisukohalt on téaiesti iikskoik, kas me modelleerime

lineaarselt logaritmilist toepéarasuhet i Eéii; voi hoopis %.

Parameetrite hindamine. Kuidas andmete pohjal leida parimat vektorit w ning va-
baliiget w,? Levinuim meetod on suurima toepéra meetod. Et treeningvalim on #id, on

fikseeritud tunnisvektorite z1, ..., x, korral treeningvalimi (so klasside y1, ..., y,) saamise
(tinglik) toendosus
H p(1]a;) H p(0]x;).
1y; =1 1:y;=0

Asendades L avaldises (meile tundmatud) toenéosused p(i|x) funktsioonidega n;(z; w, w,)
(tuletame meelde, et funktsioonid 7;(x) soltuvad parameetritest (w,w,)), saame
tingliku toeparafunktsiooni:

L(w,w,) := ”nlxz,wwo ”noxz,wwo
y;=1 Y=

Suurima toepédra meetodis valitakse parameetrid w,w, (ehk funktsioonid 7;) nii, et nad
maksimiseeriksid L(w, w,). Selleks leitakse logaritmiline tinglik toeparafunktsioon:

l(w,w,) == ln(H (5w, w,) H no(x;;w, wo>

1y =1 (RVES
= Z Inny (2w, w,) Z Inng(x;; w, w,)
iy =1 Ly=
— Z (w'r; +w,) — Z In(1 + explw'z; + w,))
iy =1 =1

— Z(yi(w’xi + w,) — In(1 + expw'z; + wo})>.
i=1
Selle maksimiseerimiseks leitkse osatuletiste vekor ehk gradient ja vordsustakse see nul-
liga. Statistikas nimetetakse gradienti talletiseks (score) ning antud juhul avaldub see
jargmiselt

! '+wo]
Ol(w,wo) n ( - _explw'zitwo] )
dl(Too) Zl—l Yi 1+6XP[[’lU’,wi+wo]] . Yi— (ZEi; w, wo)
Ol(w,wo no 1, _explwzitwe 1(,,. _ .
owq — Zi:l T <yl 1+exp[w’xi+wo]> — § T (yz " (I“ w, wo))

.. . —
d .
M Zn 24y — explw’z;+wo] Z; (y% - (xia w, wO))
Wd i=1Ti \ Yi 1+-explw’z;+wo)
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Kokkuvottes on meil d + 1 mittelineaarsest vorrandist koosnev siisteem, mille lahenda-
miseks kasutatakse mitmesuguseid numbrilisi meetode. Raamatus 7] on esitatud algoritm
vorrandite lahendamiseks Newton-Raphsoni meetodil.

Saadud hinnangute w ja w0, abil konstrueerutakse lineaarne klassifitseerija kujul (3.2.2):

1 kui @'z +w, >0,
0 mujal.

Rohkem kui kaks klassi. Lopetuseks mérgime, et enam kui kahe klassi korral model-
leeritakse klasside tinglikud toendosused
/ .
plilr) = explwiz + Wi i=0,... k-2

1+ Zf;oz explwiz + w;) ’

1
k—1lz) = . 3.6.26
o [2) 1+ Zf:_()? explwiz + w;] ( )

Seega on k klassi korral (k—1)(d+1) tundmatut parameetrit, mis koik hinnatakse suurima

toepara meetodil. Hinnangute w;, w;o, ¢ = 0, ..., k—2 abil saadakse toendosuste hinnangud
. explwix + w;o ,
plilz) = k_[Q — ] — . i=0,... k=2
1+ 5 explwix + W)
1
plk—1)z) = (3.6.27)

1+ 25 expli)e + i)
ning klassifitseerija on seega

gn(w) = arg max_ p(ilz).

=1,...,

3.6.3 Suurima toepéara klassifikaatorite mojususest

Klassifitseerimine logistiline regressiooni abil on klassifitseerimine suurima toepédra mee-
todil: otsitav jaotus eeldatakse kuuluvat mingisse hulka (mudel) ning suurima toepéra
printsiibil valitakse sobivaim jaotus. Erinevalt suurima toepara meetodi klassikalisest ra-
kendamisest ei modelleerita antud juhul mitte vektori (X, Y") jaotust vaid juhusliku suuru-
se Y tinglikku jaotust F(y|x), tunnusvektori X jaotuse kohta mingeid kitsendusi ei seata.
See asjaolu, iseenesestmoista, vaid suurendab meetodi kasutavust. Seega on logistiline reg-
ression meetod, kus Y tinglik jaotus ehk funktsioon = — p(1|x) (vaatleme ikka vaid kaht
klassi) kuulub mingisse jaotuste (funktsioonide) hulka P. Statistikas nimetatakse hulka
P mudeliks. Seega mudeli P elemendid on funktsioonid

n:RY—[0,1].

Suurima toepéra meetodil valitakse hulgast P andmetega sobivaim funktsioon 7 ning selle
pohjal konstrueeritakse klassifitseerija g,,: ¢, () = 1 parajasti siis kui 7(z) > 0.5.
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Kas selline meetod on mojus st kas R(g,) — R* p.k.? Soltub
e mudeli kompleksusest;
e mudeli kehtivusest (korrektsusest): kas p(1|z) € P.

On selge, et mida suurem (kompleksem) mudel, seda suurem on voimalus, et ta on oOige,
st Bayesi klassifitseerija kuulub hulka

G :={g9(r) = Iiyw>05y : 1 € P}

(lahendamisviga on 0). Kui samas pole mudel liiga kompleksne, siis hindamisviga 1dheneb
nullile ja suurima toepéara meetod on mojus.

Kehtiv mudel. Olgu mudel kehtiv, st p(1|z) € P. Seega hidamisviga on null ja mo-
jusus soltub klassi P kompleksusest. Pane tahele, et oluline on klassi P mitte selle abil
defineeritud klassifitseerijate klassi G kompleksus: voib ju olla, et P on viaga kompleksne,
kuid sellele vastav klassifitseerijate klass G mitte, kuid suurima toepéra meetod valib ju
hinnangu klassist P.

Teoreem 15.2 raamatus [1| annab piisavad tingimused klassi P kompleksusele (16plik meet-
riline entroopia), mis garanteerivad mojususe. Seega selliste klasside korral on suurima
toepéra hinnangul leitud klasifitseerija mojus. Saab néidata ([1], ptk 15.3), et klass

P ::{ explw'x + w,)

cw e R w, € R}
1 + exp[w'z + w,)

rahuldab teoreemi 15.2 tingimusi. Seega kui (3.6.19) kehtib (logaritmiline toepéarasuhe on
lineaarne), on logistilise regressiooni abil saadud klassifitseerija g, mojus, ehk R(g,) — R*
p-k. Seega sellisel juhul on logistilise regressiooni kasutamine klassifitseerimises digustatud.

Millal aga kehtib (3.6.19)7

Ulesanne 3.9 Olgu klasside tinglikud tihedused kujul

fi(z) = ciu(x) exp[—%(x —m;)" S (x — my)].

Téestada, et (3.6.19) kehtib. Veenduda, et kui X on mélemas klassis normaalsell jaota-
tud, kusjuures kovariatsioonimaatriks on sama, kehtib (3.6.19). Veendu, et sellisel juhul
logistiline regressioon (suurima téepira meetodil) annab mojusa reegli.
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Vale mudel. On selge, et kui tegelik jaotus p(1|-) ei kuulu mudelisse P (mudel on
vale), siis iildiselt mojususest radkida ei saa, sest lahendamisviga voib olla suur. Sel juhul
ootame, et kehtiks koondumine

R(g,) —» Rpk.? (3.6.28)
Olgu (X1,Y7),...,(X,,Y,) iid valim. Olgu iga n korral logaritmiline toeparafunktsioon

() = 3 (X)) (%) + In(L = n(X0) Ly ().

Suurte arvude seadusest jareldub, et iga n € P korral
1 n
LS (X (¥) = E(n(n(X)Iy(V)) = E[p(11X) nn(X)] pk.
i=1

Siin p(1]xz) on tegelik toendosus. Viimane vordus: keskmista enne iile YV ja siis iile X.
Samamoodi

3 Il = n(X) 0y (%) = B(1 = p(11X) (1 = 5(X)] pk.

Seega fikseeritud 7 korral

%ln(n) — E[p(1]X) Inn(X) + (1 = p(11X)) In(1 = n(X))| = i(n) pk.

See koondumine kehtib p.k. iga 7 korral. Kui P on loenduv hulk, siis toodud koondumine
kehtib iga 7 korral p.k.(mis seal vahet on?).

Ulesanne 3.10 Olgu P I6plik hulk ning funktsioonil 1(n) olgu ihene maksimum, iile P.
Toestada, et
N = I, In) =1 p.k. 3.6.29
7 1= argmaxl,(n) — argmaxi(n) =1 p ( )
Seega lopliku P ja piisavalt suure n korral (viimane soltub muidugi valimist) on [, (n)
maksimeerimine ekvivalentne /() maksimeerimisega. Viimane on aga ekvivalentne funkt-
siooni

p(1]X)
n(X)

minimiseerimisega iile n (veendu selles). Suurust D(p(1]-)||n(-)|X) nimetatakse tinglikuks
Kullback-Leibleri kauguseks , see on alati positiivne ning seda voib vaadelda kui tege-
liku jaotuse p(1|-) kaugust tinglike jaotuste hulgast P. Seega 1’ on teatavas (K-L) méttes
parim valik hulgast P ning kui (3.6.29) kehtib, siis suurima toepira meetod valib piisa-
valt suure n korral selle vélja. Paraku ei pruugi aga K-L-mottes parima valiku 1’ pohjal
konstrueeritud klassifitseerija ¢’ olla riski R mottes parim klassifitseerija hulgast G — voib
juhtuda, et R(¢') > R. Jargnev {ilesanne annab lihtsa kontraniite, ndide on seda {illa-
tavam, et |P| = 2. See tédhendab, et vale mudeli korral pole suurima tdepéra meetod
voimaline valima parimat klassifitseerijat isegi kahe klassifitseerija hulgast!

+ (1 p(1]x))m L)

D(p(1]-)[In()|X) = E(p(1]X) In T
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Ulesanne 3.11 Olgu d = 1 ning (X,Y) olgu jirgmine nelja punkti {0,1} x {0,1} konst-
rueeritud jaotus:

P(X=0Y=0)=P(X=1Y=0)=

Nl ]

P(X=0,Y =1)=

Leida R* ja Bayesi klassifitseerija.

Koosnegu klass P kahest funktsioonist: m(x) ja no(x), kusjuures m(x) = 0.45,
ma2(x) = 0.95. Leida g1, g2, R(g1) ja R(g2).

Leida x — p(1|z), selle abil leida l(n) ja n'. Kas kehtib koondumine (6.2.6)7

Leida

arg anlig E(Y - ni(X))Q.

Tuletame meelde {ilesandes 3.8 vaadeldud néidet. See néide késitles lineaarset regres-
siooni, kuid pohimotteliselt samasuguse néite saab teha ka logisitlise regressiooni kohta.
Toepoolest, olgu d = 1,

p(1] = m) = p(1]1) = p(0}m) = p(0] — 1) = 1
ja

_6,

1 1
P(X =-m)=¢, P(X:—l):§—e, P(X =m) =¢, P(le):§
kus € < %. Parim lineaarne (iihepunktiline) klassifitseerija on arusaadavalt jargmine

glz)=1 < x>t

where ¢t € (—1,1]. Seega R = 2¢. Mudel:

pof ot g
1 + explwz + d

st  on kujul

explwx + a]

n(z) =

1+ explwz +a]’

Tinglik logaritmiline toepéra on

[(n) =l(w,a) =Inn(—m)e+ In(1 —n(—1))(0.5 —€) + Inn(1)(0.5 — €) + In(1 — n(m))e
= (—wm+a—In(1 + exp[—wm + a]))e
— In(1 + exp[—w + a])(0.5 — €)
+ (w+ a — In(1 + exp[w + a])) (0.5 — ¢)
— In(1 + exp[wm + a))e.
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Maksimeerime [(w, a) iile w ja a, olgu a* ja w* selle iilesande lahendid. Pole raske veen-
duda, et a* = 0 ja kui m on piisavalt suur, siis w* < 0. Néiteks kui m = 1000 ja € = 0.1,

siis w* &~ —0.0037. Niid wral
;N explwtr
n(@) 1 + explw*z]

ja vastav reegel on parimaga vastupidine: ¢'(z) = 1 parjasti siis kui x < 0. Selle reegli risk
on R(¢') =1—2e.

Pane veel tdhele, et kui otsime parimat funktsiooni n vihimruutude meetodil, siis lo-
gistilise regressiooni korral meie kontranaide ei toota. Toepoolest, vahimruutude meetodil
otsime funktsiooni 7 € P nii, et E(Y — n(X))? oleks minimaalne. Meie néites

(Y — (X)) = (1 = n(=m)Pe+ (7(=1)+ (1 = n(1)) (5~ ) + 7 (m)e.

On lihtne veenduda, et kui € on piisavalt véike, siis iilaltoodud avaldist minimeeriv 7 on
selline, et soltumata m valikust w > 0. See on kooskolas asjaoluga, et antud juhul ruut-
kaofunktsiooni minimiseerimine on ligikaudu ERM printsiibi rakendamine.

Kokkuvotteks: isegi siis kui suurima toepdra meetod valib klassist P K-L mottes pari-
ma voimaliku hinnangu, ei pruugi selle pohjal moodustatud klassifitseerija olla parim
voimalik. Ulaloeldust jareldub, et kui mudel (3.6.19) ei kehti ja regressioonifunktsioon on
valitud suurima toepéara meetodil, voib klassifitseerimine logistilise regressiooni abil viia
vaga halva tulemuseni.

Kirjandus: Logistilisest refressioonist loe [9] (sec 4.4), [11] (sec 10.7, 10.8), |7] (sec 4.4.),
[10] (sec 8).

3.6.4 Fisheri lineaarne diskriminantanaliitis (LDA)

Tuleta meelde, et iga w € RY korral juhusliku suuruse w’X klassissisesed keskviirtused
ja dispersioonid on

EWw'X|Y =i =w'm;, D[wX)]Y =i =wSw.
Meenutame, et
Dw'X) = E(Dw'X|Y]) + D(EW'X[Y]) = w'Spw + w'Epw.

Fisheri lineaarne diskriminantanaliiiis (teinekord ka lihtsalt lineaarne diskriminan-
tanatiiis, edaspidi LDA) on lihtne meetod lineaarse klassifikaatori leidmiseks. Selle meetodi
korral piiiitakse andmete pohjal leida lahendada jargmine optimeerimisiilesanne:

WY pw

(3.6.30)

max
=1

w:||w w’EWw'
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Saadud w pohjal konstrueeritakse lineaarne klassifikaator (3.2.2), kus wy on mingisugune
konstant. Osast 3.3.2 teame, et (3.6.30) maksimiseerimine on ekvivalentne funktsiooni

(w'(my — mo))2

w' X pww

J (w) =

maksimiseerimisega (iile iihikvektorite) ja selle iilesande lahend on kujul
w = ey (my — my), (3.6.31)
kus ¢ on mingi konstant. Meid huvitab ainult vektori w siht, seega voime lahendiks votta
w = Ny (my — my). (3.6.32)
LDA teoreetilised pohjendused voiksid olla jargmised:

1. Vektor w valitakse selline, et tema sihis olevale ithemootmelisele alamruumile pro-
jekteerituna oleks tunnus teatavas mottes hésti eralduv: tinglikud keskvaartused
Ew'X|Y = i = w'm; on teineteisest suhteliselt kaugel ja tinglike dispersioonide
kaalutud summa FD[w' X |Y] = w'Sy w suhteliselt viike.

2. Juhul kui klassidesisesed dispersioonid on vordsed, st 3; = g, on .J' maksimeeri-
mine ekvivalentne funktsiooni

w'(my —my)

(w'Sgw)z + (w'Syw)z

J(w) =

maksimeerimisega. Lemma 3.1 pohjal aga on see ekvivalentne parima klassifitseerija
riski R iilemise tokke minimiseerimisega.

3. Kui klassisisesed jaotused on normaalsed ja 31 = ¥, on (3.6.32) Bayesi klassifitsee-
rijat madrav vektor.

Andmete pohjal hindamine. FEt maatriks Zﬁ/l ning vektor m; — mq on meile iildiselt
teadmata, asendatakse need andmete pohjal saadud hinnangutega ja nii saame vektori
(tdhistused vaata jaotusest 3.1.2)

A

W = By (M — 1) = nSyt (1 — ). (3.6.33)

Vektor w maksimiseerib suhet ,
A w' Spw

w' Sy w
ning, et (seos (3.1.5))
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siis J(w) maksimiseerimine on ekvivalentne jargmise funktsiooni maksimiseerimisega:

. o . . o . 2
w' (g — M) (g — mg)w W' (Mg — M) (g — Mmg)w (w'(my — my))

= = 3.6.34
w' Syrw w’(So + Sl)w 3% + 3% ’ ( )
kus A
57 = w'Sjw = Z (w'z; —w'm)? =01 (3.6.35)
Jiy;=i

Ulaltoodud teoreetiline pohjendus 1 sellisel juhul oleks jirgmine: olgu w € R?, |lw|| = 1

(see noue ei kitsenda iildisust) ja vaatleme ihemootmelist valimit
(W, 1),y (WX, Yn). (3.6.36)

Uhemé&6tmeline valim on hea — reaalteljel on segamini klassi 1 ja klassi 0 kuuluvad punk-
tid. Muutes vektorit w, muudame nende punktide paiknemist. Oletame, et leidub selline
w, millele vastavas iihemootmelises valimis on klassid héasti eristuvad: iihel telje osal on
klassi 1 kuuluvad punktid kenasti kobaras koos, telje teises osas on klassi 0 kuuluvate
punktide hulk. Sellisel juhul on enamasti suhteliselt lihtne leida (ithemootmelist) klassi-
fitseerimisreegli ¢ ning reegel tundmatu klassiga punkti € R? klassifitseerimiseks oleks:
projekteeri see punkt vektorit w l&bivale alamruumile ja rakenda g, ehk g(w’z). Hea alam-
ruumi annab seega selline w, mille korral valimis (3.6.36) on erinevad klassid teineteisest
"voimalikult kaugel". Sellisel juhul on teineteisest voimalikult kaugel ka klasside empiiri-
lised keskmised w'mg ja w'm;. Teisest kiiljest aga on selge, et vahe |w'rhg — w'm;| tiksinda
ei naita klasside eristatavust, kui sellega ei kaasne viike klassisisene hajuvus. Toepoo-
lest, otsime ju alamruumi millele projekteerituna oleksid klassid teineteisest voimalikult
kaugel (|w'mg — w'my| voimalikult suur) ning samal ajal voimalikult kobaras koos. Vii-
mase mootmiseks kasutame suurust s? + s3 (inglise keeles on see scatter), mis moodab
valimi (3.6.36) klassidesisest hajuvust. Niisiis on loomulik, et keskmiste vahe (ruudu)
(w'thg — w'my)? maksimiseerimise asemel maksimiseerime hoopis suhet (3.6.34).

Praktiline (ja ilmselt ka peamine) pohjus LDA kasutamiseks on tema lihtsus (ei eelda
keeruliste funktsioonide optimeerimist ega suuri arvutusi). LDA oli iiks esimesi klassifit-
seerimismeetode (Fisher , 1936) ning seetottu on ta ka tiks tuntumaid.

Kuidas peale w leidmist ithemootmelise valimi

(w/'xla yl)a sy (UA)/IEn, yn) (3637)

abil leida parim (lineaarne) klassifikaator, see soltub tilesande piistitusest. Tuletame meel-
de, et kui X on molemas klassis normaalselt jaotatud ning kovariatsioonimaatsiksid on
vordsed, siis Bayesi reegel avaldub

“(z) = 1, kuiw'z > —w,;
g 1 0, kuiwzr < —w,,
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kus

/
0 2

Samuti ndgime, et selle reegli voib esitada kujul: ¢*(x) = 1 parajasti siis, kui

T
lw'z — w'my| < |w'z — w'mg| — 21n Y
o
Jarelikult, kui on alust eeldada, X on molemas klassis normaalselt jaotatud ning kova-
riatsioonimaatsiksid on vordsed, siis arvestades, et vektor w on vektori w hinnang, saame
tiheks voimalikuks klassifitseerimisreegliks: g, (x) = 1 parajasti siis, kui

'z — i | < @z — | — 21n -2, (3.6.38)
o
Erijuhul 71 = 0.5, on (3.6.38) lihtne: punkt  mééra klassi 1 parajsti siis, kui tema pro-
jektsioon w'z paikneb keskmisele w'm; ldhemal kui keskmisele w'my.

Uldiselt voib aga (LDA mottes) parima ithem&dtmelise valimi (3.6.37) leidmist vaadel-
da kui klassifitseerimisiilesande vaheetappi: iithedimensionaalsete andmete klassifitseeri-
mine on tldiselt lihtsam kui d-dimensionaalsete andmete klassifitseerimine ning seetottu
voib valimi (3.6.37) klassifitseerimisel kasutada meetode, mis d-dimensionaalses ruumis on
mingil pohjusel (néiteks suure arvutusmahu tottu) mitterakenduvad. Néiteks raamatu |7]
autorid soovitavad valimi (3.6.37) klassifitseerimisel kasutada empiirilise riski minimisee-
rimist, tildiselt viga toomahukat kuid teoreetiliselt hésti pohjendatud protseduuri, millest
raagime jargmises peatiikis. Muidugi tuleb silmas pidada, et dimensiooni redutseerimine
14bi LDA (voi mistahes teise lineaarse teisenduse) viib viga limiteeritud klassifikaatoriteni
— kui ithemo6otmelisel valimil leitud klassifikaator on lineaarne (ithepunktiline), on seda
loomulikult ka 16plik (so ruumis R¢ defineeritud) klassifikator. Kuid kui ithemootmelisel
valimil leitud klassifikaator on mittelineaarne, on loplik klassifikaator siiski vaid tiikati
lineaarne ja piltlikult esitatav hiipertasandite vahel olevate "ribadena".
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ma

Paneme téihele, et LDA pakutud vektor @& = 3y} (1y — 19) on sama(suunaline), mis
lineaarse regressiooni abil saadud vektor. Seega kahe klassi korral projekteerib lineaarse
regressiooni abil saadud klassifitseerija andmed samale alamruumile, mis LDA (vektor
on molemal juhul sama(suunaline)). Saadud lineaarsed klassifitseerijad on seega l6ikuma-
tud (kollineaarsed), kas nad on vordsed voi mitte, soltub vabaliikme w, valikust. Peatiikis
3.6.1 négime, et juhul kui kui ny = ny, on lineaarse regressiooni abil saadud klassifitseerija
kujul

g(x)=1 & drx>a'm & |[0'z—0"m| < |d'z— "1 (3.6.39)
ning eespool ndgime (3.6.38), et sellisel juhul (st ng = n;) on (3.6.39) teatud mottes loo-
mulik tulem ka LDA korral.

Kokkuvottes: kahe klassi korral on lineaarse regressiooni ja LDA abil saadud klassifikaato-
rite omadused sarnased, sarnased on ka nende (véér)kasutamisel tekkinud ohud, eelkdige
tuleb jallegi meeles pidada, et kui puudub informatsioon paari (X,Y") jaotuse kohta, voib
LDA viia viga halva tulemuseni.

Rohkem kui kaks klassi. Lopetuseks lithidalt LDA kasutamisest enam kui kahe klassi
korral. Enam kui kahe klassi korral otsib LDA enamasti sellist k& — 1-dimensionaalset
alamruumi, millele projekteeridas oleksid & klassi voimalikult hésti eristuvad. (Muidugi
voib ka enam kui kahe klassi korral projekteerida andmed {ihemootmelisele alamruumile;
samamoodi voib ka kahe klassi korral projekteerida andmeid naiteks 2-dimensionaalsele
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alamruumile). Seega otsime k — 1 vektorit wy, ..., wg_1 nii, et k — 1 dimensionaalne valim

(Wixe, .., w21, y1), (WX, o Wi T2, Y2), - oy (W Ty e oy W 1Ty Yn) (3.6.40)

oleks teatavas mottes hésti klassifitseeritav. Olgu W d x (k — 1)-dimensionaalne maatriks,
mille veerud on wy, ..., wg_;. Valim (3.6.40) on maatrikstéhistuses

(W1, y1), Wzo,y2), ..., (W2, yn). (3.6.41)

Selle valimi keskmine on W’m, klasside keskmised on W'm; ning scatter matriz on

W'SW, kus S =77 (z; — m)(z; —m).

Ulesanne 3.12 Toéestada, et valimi (3.6.41) klassidesisene hajuvus on W'SywW ning
klassidevaheline hajuvus on W'SpW. Seega maatriksi W' SW  lahutus (3.1.6) on

W SW = WSy W + WSz W, (3.6.42)

Kahe klassi korral on nii W'SpW kui ka W'Syy W reaalarvud, nende suhe aga maksimi-
seeritav funktsioon J. Juhul kui £ > 2, on molemad maatriksid. Optimiseeritav funktsioon
on niitid maatriksite W/SpW ja W'Sy W determinantide suhe, st

X IW'SEW|
JW) =281
(W) (W' Sy W]

Determinantide kasutamise sisuline pohjendus on jargmine: siimmeetrilise maatriksi de-
terminant on omavéaértuste korrutis ning seega (mingis mottes) ruutvormi hajuvuskarak-
teristikute korrutis. Praktilisest kiiljest on determinantide kasutamine mugav sellepérast,
et funktsiooni /(W) maksimiseeriva maatriksi W veerud w; on iildisatud omavéértus-
iilesande

lahendid. Et S astak on iilimalt & — 1, on iilimalt k& — 1 omavéaértust nullist erinevad
ning neile vastavad omavektorid (canonical variates) tekitavadki otsitava (tlimalt & — 1
dimensionaalse) alamruumi, millele projekteeritud valimile rakendatakse edasist analiiiisi.
Mérgime, et isegi kui nullist erinevaid omavéartusi on enam kui 1 (v6i enam kui 2), voib
soovi korral valimi ikkagi projekteerida vaid suurimale (voi kahele suuremale) omavéar-
tusele vastavale ihedimensionaalsele (kahedimensionaalsele) alamruumile.

Paneme téhele, et omavektoriteni (3.6.43) jouame ka jargmiselt arutledes: vektor w; méé-
rab parima (LDA-mottes) tthemootmelise alamruumi, st ta on maksimiseerimisiilesande

max j w
wilwl=1 (w)

lahend. Vektor w, maksimiseerib funktsiooni .J(w) iile nende iithikvektorite, mis rahulda-
vad tingimust: w’ Sy w; = 0 ehk on Sy -ortogonaalsed vektoriga w;; vektor ws maksimi-
seerib J(w) iile nende iihikvektorite, mis on Sy -ortogonaalsed nii vektoriga wy kui ws jne.
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Klassifitseerimine pérast andmete sobivale alamruumile projekteerimist soltub jallegi and-
metest ja iilesande piistitusest, LDA siin tépseid ettekirjutusi ei tee. Kui on alust arvata,
et tunnuse X jaotus klassides on normaalne, kovariatsioonimaatriksid on vordsed ja ka
toendosused P(Y = i) on vordsed, on loomulik klassifitseerida x klassi ¢ parajasti siis kui
W tekitatud alamruumis on talle lahim klassi ¢ keskmine ehk

gn(x) = arg min_||[W'z — W'y

i=1,.., K

Uldiselt on LDA aga eelkdige meetod andmete dimensiooni vihendamiseks. Samas peab
olema ettevaatlik, sest dimensiooni redutseerimise labi voib kaduma minna nii mondagi
olulist.

Kirjandus: LDA rakendamisest mitme klassi korral void tédpsemalt lugeda raamatutest
[7, 9] (mdlemates ptk. 4.3), [6] (ptk. 4.11), [10] (8.6.3).



Peatukk 4

Tugivektormasinad

4.1 Meeldetuletus: Lagrange’i maaramate kordajate mee-
tod

Sadulpunktist. Olgu L(z, «) suvaline kahemuutuja funktsioon. Defineerime

f(z) :==sup L(z,a), 6O(«a):=inf L(z,«q).

T

Olgu
fri=1nf f(x), 60" :=supf(a).

Ulesanne 4.1 1. Toesta, et

f* =inf f(z) = infsup L(z, ) > supinf L(z, o) = sup 6(ar) = 6*.

e} [0} e}

2. Olgu

fz*) = mxin f(x), 0a*) = mgx@(a). (4.1.1)

Téesta, et kui f(z*) = 6(a*) — tugev duaalsus (ik strong duality)- siis (z*, o)
on sadulpunkt :

L(z,a*) > L(z*,a") > L(z*,a), Vz,«a

Ja .

f(z*) = L(z", ") = 6(a”). (4.1.2)

3. Toesta, et kui (z*, ) on sadulpunkt, siis kehtivad (4.1.2) ja (4.1.1).

82
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Esialgne ja duaalne iilesanne. Vaatleme optimeerimisiilesannet:

min f(x) (4.1.3)

zEeR
nii et g(z) <0,

kus
f:R*- R, g:RY—=R™
Seega g(z) < 0 tdhendab, et ¢g;(x) < 0igai=1,...,m korral.

Selleks defineerime Lagrange’i funktsionaali :

Lz, a) = f(x) + g(x),

kus « € [0, 00)™ ning paneme téhele, et (4.1.3) on ekvivalentne probleemiga (lihtne veen-

duda)

min max L(z, a) = min f(z), (4.1.4)

kus

f(x) = rggéc L(z,a).

Ekvivalentsus tdhendab seda, et (4.1.3) lahend on ka (4.1.4) lahend ning miinimumid on
vordsed.

Vahetame minimiseerimise ning maksimiserimise ning vaatleme duaalset iilesannet :

max min L(z,a) = Igga{@(a), (4.1.5)

kus
0(a) := min L(z, «).

z€R4
Olgu z* tilesande (4.1.3) ning o iilesande (4.1.5) lahend, st

F(@*) = min f(z) = f*, 0(a*) = maxf(a) = 0".

z€RY a>0

Seega
fr>0"
Kui f* = 0* (tugev duaalsus), siis (z*, @*) on sadulpunkt ja kehtib (4.1.2):

fx*) = f(z*) + ag(z*) = L(z*, o) = 0(a*) = min L(x, a™). (4.1.6)

xT

Viimasest vordusest (voi ka sellest, et (z*, o) on sadulpunkt) jareldub, et

x* = argmin L(z, a"). (4.1.7)
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Samuti kehtib vastupidine: kui leidub L sadulpunkt (z*, o*), siis kehtib f* = 6* ning z*
ja o on vastavalt esialgse ja duaalse iilesande lahendid.

Seosest (4.2.7) jareldub, tugeva duaalsuse korral voib esialgse iilesande lahendi z* leida
duaalse iilesande kaudu jargmiselt:

e iga a > 0 korral leia z, nii, et L(z,, ) = min, L(z,a) = 0(a). Nii saad duaalse
tilesande (4.1.5);

e leia duaalse iilesande (4.1.5) lahend a*;

e arvule o* vastav z,+ on iilesande (4.1.3) lahend x*.

Ulesanne 4.2 Veendu, et duaalne ilesanne on alati négus (ka siis, kui f ja g pole
kumerad ega nogusad).

Seega duaalse iilesande lahendamine on enamasti kergem, tal on ka vihem kitsendusi.

KKT tingimused. Iga esialgse probleemi lahend z* minimiseerib ka funktsiooni f kus-
juures f(z*) = f(2*). Vordustest (4.1.6) jareldub, et tugeva duaalsuse korral

f(2") = f(a*) = f(2") + a’g(z") = L(a", )
ehk a*'g(z*) = 0. Et aga g(z*) < 0 ja o* > 0, siis a*’g(2*) = 0 parajasti siis, kui
argi(z*)=0 i=1,...,m.

Seega tugeva duaalsuse korral korral rahuldab optimaalne paar (o*,z*) nn
KKT (Karush-Kuhn-Tucker) tingimusi:

a; >0, i=1,....m
gz<$*) S 07 = ]-7 sy
ajgi(x*) =0, i=1,....,m

Vordustega antud tingimused. Tihti on osa tingimustest antud vordustega:

min f(x) (4.1.8)

zERY
nii et g(z) <0,
e(x) =0, kus
f:RISR, ¢g:R!=SR™ e:RISR
ja e(z) = 0 tédhendab, et e;(z) =0igai=1,...,[ korral.
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Formaalselt voib toodud iilesande esitada kujul (4.1.3) jargmiselt

min f(zx) (4.1.9)

Seega iilesande (4.1.9) Lagrange’i funktsionaal on

L(z,a,8%,87) = f(z) + o/g(x) — Bie(z) + Ble(x) = f(x) + o'g(x) + (B- — B4)e(x).
Defineerides 5 := _ — 3, (ei ole ilmtingimata negatiivne), saame

Lz, B) = f(x) + o'g(x) + F'e(x),
kus a € [0,00)™ ning 8 € R'. Duaalne iilesanne on seega

max 0(a, 3), (4.1.10)

a>0,8

kus 6(«, ) := min,cge L(z, o, §). Pane tdhele, et tilesannet (4.1.10) maksimiseeritakse iile
positiivsete a-de ja koikide S-de.

Millal kehtib tugev duaalsus? Duaalsele iilesandele iileminek ning x* leidmine iilal-
toodud eeskirja pohjal on voimalik siis, kui kehtib f* = #*. Viimane pole garanteeritud,
voib juhutuda, et f* > #*. Optimiseerimisteooria annab tingimused vorduse f* = 6*
kehtimiseks. Saab néidata, et f* = 6* kehtib, kui on tdidetud nn. Slateri tingimused:

1. Funktsioonid f ja g; on kumerad ja e; affiinsed;
2. leidub zy € R? nii, et g;(x,) < 0igai=1,...,m korral ja e;(z,) = 0igai=1,...,I
korral.

Ruutplaneerimine (ik quadratic programming).

1
min §$'Kx +dx (4.1.11)

niiet Az +d<0
Br+e=0

Kui K on positiivselt poolmédratud (stimmeetriline) maatriks, siis see on kumer optimee-
rimisprobleem. Enamasti on sellisel juhul tdidetud Slateri tingimused. Kuid saab néidata
(Dorne, 1960, vt [12], Thm 5.20), et kui see ka nii ei ole, siis lahendi olemasolul kehtib

alati f* = 0" ning duaalsele iilesandele tileminek on seega voimalik.



86

Naide. Olgu optimeerimisiilesanne jargmine:
1
min Ex’Kx +dx (4.1.12)
nii et Az +d <0,

kus K on positiivselt méiiratud, st leidub poérdmaatriks K—!. Lagrange’i funktsioon:

1
L(z,a) = §x’Kx + dz + o/ (Ax + d).

Gradiendid
Vol(z,0) =0 & Krx+Aat+c=0 = z,=-K '(Aa+ec).

Pannes sinna x,, saame

1

é(A’a +o)K'KK N (Aa+c)— K (Aatc)+d(—AK (Ala+c) +d) =

1 1

§a'AK_1A'a + §c’K_lc +dAK e —dK'Aa — K 'e — dAK'Aa — ' AK e+ d/d =
1 1

— §a’AK*1A’a — ic’Kflc —dAK'Aa + da.

Seega duaalne probleem on
1
max —§O/AK_1A'04 +[d - KAl (4.1.13)
niiet a >0,

Duaalset iilesannet voib lahendada gradient-meetoodil voi arvuti abil (nt Matlab). Olgu
a* duaalse iilesande lahend. siis esialgse tilesande lahend on

=K YAa* +o¢).

Ulesanne 4.3 Vaatle idlesannet (4.1.11) kus K on positiivselt mddratud nii, et K—!
leidub. Ndita, et duaalne tlesanne on

1 1
max_i(a,A+B/B)K_1(A/O[+B/6> + [d/_C/K—lA/]a+ [GI_C/K_IB,]/B_ §C/K_IC

(4.1.14)
nii, et B, a>0

ning kui (a*, ) on duaalse probleemi lahend, siis esialgse probleemi lahend on

¥ =K Y(Aa* + B'S* +c).
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4.2 Marginaalmeetodid

4.2.1 Lineaarselt eralduv valim (hard margin)
Eeldus: Olgu alljargnevas klasside margistus -1 ja +1.
Olgu valim selline, et klassid on lineaarselt eralduvad. Seega leidub vahemalt iiks selline

lineaarne klassifitseerija kujul g(z) = sgn(w’z+wy), mis klassifitseerib koik treeningvalimi
punktid korrektselt. Teisisonu, leidub vidhemalt iiks vektor w ning konstant w, nii, et iga

treeningvalimi paari (z;, y;) korral w'z; +w, > 0, kui y; = 1 ja w'z; +w, < 0, kui y; = —1.
Ekvivalentselt,

yi(we, +w,) >0, i=1,...,n. (4.2.1)
Paneme téhele, et kui ||w| = 1 (kuid w voime alati sellise votta), on (4.2.1) vasak pool

punkti x; kaugus klassifitseerivast hiipertasandist. Uldjuhul on aga selliseid klassifikaa-
toreid mitu. Siit kiisimus millist klasse eraldavat hiipertasandit (klassifikaatorit) valida?
Margimaalmeetodite idee on lihtne: valime sellise lineaarse hiipertasandi, mis asub kahe
klassi vahel voimalikult "keskel". Teisisonu, valime sellise klasse eraldava hiipertasandi,
mille kaugus ldhimast punktist oleks maksimaalne. Kui hiipertasand eristab klassid, siis
klasse eraldava hiipertasandi kaugust lahimast punktist nimetatakse valimi (geomeetri -

liseks) marginaaliks (geometrical margin of the training set). Kui |w|| = 1, siis valimi

geomeetriline marginaal on
: /
‘min y;(w'z; +w,)

1=1,....n

ning me otsime sellist tasandit (sellist w ja w,), mille korral see oleks suurim.
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Siit saame optimeerimisiilesande:

max vy (4.2.2)

v, W, Wo
nii et y;(w'z; +w,) >, i=1,...,n
Jw] = 1.

Siin v on marginaal. Pole raske néiha, et iilesanne (4.2.2) on ekvivalentne jargmise opti-
miseerimisiilesandega

1
w,wo ||W

nii et y;(w'z; +w,) >1, i=1,...,n.

Ulesanne 4.4 Olgu w,w, fdlesande (4.2.2) lahend ning olgu w*,w’ ilesande (4.2.3)
lahend. Naita, et nad defineerivad sama hipertasandi, st w'z + w, = 0 parajasti siis kui
w¥x + w’ = 0. Ndita, et selle hiipertasandi marginaal on ||w*|~'.

Mairkus. Teine voimalus tilesandeni (4.2.3) joudmiseks on jargmine: néuame, et w ja
w, oleksid sellised, et y;(w'z; + w,) > 1 iga x korral, kusjuures min, y;(w'z; + w,) = 1.
See tahendab, et punktid z;, mille korral y;(w'z; + w,) = 1, asuvad hiipertasandile kdige
ldhemal. Nende kaugus hiipertasandist on vordne ja ning see vordub marginaaliga. Olgu

xq selline, et w'zy +w, = 1 ja w'zy + w, = —1. Siis w'(x2 — 1) = 2 ehk
1, p
—w'(xg — 1) = —.
[Jw]] [[w]]
Suurus ]
—w' (g — 1)
[Jw]]

on aga (xe — 1) projektsioon vektorit w ldbivale sirgele. Selle projektsiooni pikkus on
kaks marginaali, millest ”—i” ongi marginaal.

Ulesanne (4.2.3) on aga ekvivalentne jirgmise optimeerimisiilesandega

1
min = [|lwl|? (4.2.4)

w,Wo 2

nii et y;(w'z; +w,) >1, i=1,...,n.

Ulesanne 4.5 Veendu, et ilseanne (4.2.4) on kujul (4.1.11), kuid maatriks K pole po-
sitrivselt madratud vaid on posititvselt poolmddratud.
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Ulesande (4.2.4) lahendamine. Ulesande (4.2.4) korral on Slateri tingimus téidetud,
seega saab seda lahendada Lagrange’i madramata kordajate meetodil. Siin otsitavad on
w € R? ja w, € R. Tingimus

yi(w'z; +w,) >1, i=1,...,n
on
gi(w,we) =1 —y(w'z; +w,) <0, i=1,...,n
Lagrange’i funktsionaal on jargmine:

[w _wl? S

2 n n
L(w, w,, o) = TH+Zai(1_yi(w,xi+wo)) =75 +Z&i(1_yiw/xi>_wozaiyi'
i=1

i—1 i=1
Leiame (w, w,)q, nii, et

L((w, wo)a,®) = min L(w, w,, o).

w,We

Pane téhele, et funktsioon w — L(w, w,, ) on kumer iga « ja w, korral. Pannes gradiendi
(osatuletised) vorduma nulliga, saame

0 R ;
a—ij(w,wma) =w — izloziyixg =0, j=1,...d,
millest . n
w!, = Zaiyia:{, i=1,....d & w,= Z%’yﬂi- (4.2.5)
i=1 =1

Veendume, et kehtib ka jargmine vorrand

a n
awoL(w, Wy, ) = — ; a;y; = 0.

On selge, et kui « on selline, et > | a;y; # 0, siis min,, ,, L(w, w,, @) = —oo ning selline
« el saa maksimiseerida duaalset funktsiooni 6(«). Seega vaatleme vaid vektoreid «v, mille
korral ) . oy, = 0. Samuti tasub meelde tuletada, et otsime sadulpunkti (o, w*, w}) ja
see tdhendab, et osatuletised w ja w, jirgi punktis a* peavad vorduma nulliga.

Asetades w, Lagrange’i funktsionaali ning arvestades, et >, o;y; = 0, saame

n 1 n
O(a) = Z @ — 5 Z QO Y YT
i=1 ij

Duaalne iilesanne on seega
n n
! ! 4.2.6
max E 1 &% — 3 E ' QGO Y YT T (4.2.6)
1= 2,7

nii, et a; > 0, Z?Jﬂz‘ =0.
i=1
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Olgu a* = (o, ..., a) duaalse iilesande (4.2.6) lahend. Seosest (4.2.5) saame, et (4.2.4)
lahendvektor w* on kujul

W= wae = ) Ayt (4.2.7)
i=1
KKT tingimused antud juhul:
a; >0, i=1,...,n
yi(w¥z; +wy) > 1, i=1,...,n
af(l—yi(w ‘it wy)) =0, i=1,...,n

Viimasest tingimusest jareldub, et o > 0 vaid siis, kui y;(w*'z; + w§) = 1 ehk punkti z;
kaugus optimaalsest hiipertasandist on minimaalne (vordne marginaaliga). Valimi punkte,
millele vastav o on nullist erinev nimetatakse tugivektoriteks (support vectors). Pa-
neme tahele, et w* soltub vaid tugivektoritest ehk x;, mis pole tugivektor, pole kaasatud
summasse (4.2.7). Teisisonu,

w' = Z YTy, (4.2.8)
iesv
kus SV on tugivektorite indeksite hulk. Elimineerides valimist koik teised punktid peale
tugivektorite, saaksime sama lahendi w*. Selleks, et tugivektoreid méaédrata, vajame aga
teisi valimi punkte ka.

Eeskiri konstandi w( méaramiseks on niitid lihtne: vota z; nii, et of > 0. Selline z;
peab olema tugivektor, millest y;(w*'z; + w}) = 1 ehk

* */
Wy =Y; —W T

Seega oleme taandanud optimeerimisiilesande (4.2.4) duaalse iilesande (4.2.6) lahenda-
misele. Viimane on kumer optimeerimisiilesanne, mille voib lahendada naiteks gradient-
meetodite voi Matlab abil.

Olles lahendanud duaalse iilesande, saame vektori w* (4.2.8) ning skalaari wf, mis méaé-
ravad optimaalse hiipertasandi. Klassifitseerimiseeskiri on seega

g(x) = sgn (w*/x + w:> = sgn (Z il i + wj) (4.2.9)

1ESV

Tugivektorid ja marginaal. Tugeva duaalsuse tottu 0(a*) = f(z*). Seega

Ll L
Sai -5 D ataiymsate; = 5l = Za ST
i 1,7
Jarelikult

Za = Zaza]yzij zj = [lw|?
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ja marginaali saab avaldada o* kaudu jargmiselt

Y= ”Uf*” - (>a) (4.2.10)

1ESV

N

Mida véiksemad on a]’s,seda suurem marginaal.

Tugivektorid pole alati iiheselt defineeritud. Tuletame meelde, et definitsiooni
kohaselt z; on tugivektor, kui vastav kordaja o > 0. Sellise vektori kaugus eraldavast
hiipertasandist on alati minimaalne (vordne marginaaliga), kuid mitte koik sellised vekto-
rid ei ole ilmtingimata tugivektorid. Veel enam, kui duaalse iilesande lahend pole iihene,
pole iiheselt defineeritud ka tugivektor — kas x; on tugivektor voi mitte soltub lahendist.
Jargmine naide veenab meid selles.

Ulesanne 4.6 Olgu d = 2,

= (&) ()

hm=-lLyp=y=yu=1
Veendu, et tegemist on lineaarselt eristuva valimiga, kusjuures marginaal on %
Veendu, et maatriks (x}x;);; on

1 0 0 0
0 1 0 -1
0 0 0 O
0 -1 0 1

ning
Zai—lzn:yiyaia-:c’-x-:Zai—1(&%—1—0434—0&3)4-042064:9(06)-
: 2ij:1 060G X i 7

Olgu o = (af) duaalse tilesande (4.2.6) lahend, w* olgu vastav vektor. Veendu, et lahend

a* on selline, et |Jw*|| = 2, Y .af = 4 ning 0(a*) = 2. Veendu, et a* pole ihene ning
jargmised vektorid on koik optimeerimisiilesande lahendid:
2 22
2a072707 27_7_7_7 2717071'
2,020, (2325, (21,01

Tugivektorite geomeetriline interpretatsioon. Jirgnev iilesanne annab tugivekto-
ritele geomeetrilise interpretatsiooni.

Ulesanne 4.7 Olgu valim x1,...,x, lineaarselt eraldwv. Olgu K, ja K_ osavalimite
kumerad katted:

K, :={ Z Cix; CiZU,ZCz':l}, K_ =/ Z Ty ciZO,Zcizl}.

iy =—+1 iy =—1
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Ndaidata, et optimaalne hipertasand on risti hulki K, ja K_ dihendava lihima loiguga.

Selleks vaatame optimeerimisprobleems

C1,-5Cn

’Ly,L:—f—l ’L'Zyi:—

ZCZ':L Zcizl, (3120

2y =+1 LY =—

Olgu ¢ iilesande (4.2.11) lahend,

vii=ct -7, = E i, ¢ = g ;T

2y =+1 LY =—

Toesta, et dlesande (4.2.11) lahendid on kujul

kus o on duaalse tlesande (4.2.6) lahendid. Jdreldada sellest, et

2w*
V= ——, kus w'= E Y T4
i

w1

(4.2.11)

(4.2.12)

Seega v* ja w* on samasihilised ning w* on hulki K ja K_ thendava lihima loigu sihis.
Veenduda, et marginaal v avaldub 2y = ||v*||. Veenduda, et konstant w, on selline, et
optimaalne hipertasand poolitab hulki K. ja K_ thendava lihima loigu. (Selleks toesta,

et w* (¢t +¢7) + 2w, = 0 ja ndita, et sellest piisab).
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4.2.2 Optimiseerimisiilesande (4.2.2) otse lahendamine

Tegelikult on voimalik otse (ilma iilesandele (4.2.3) tileminemata) lahendada ka optimee-
rimisiilesanne (4.2.2):

min —vy
w,Wo,Y
nii et y;(w'z; +w,) >, i=1,...,n
Jw| =1

See iilesanne on kujul (4.1.8), sest osa tingimusi on antud vordustega. Veendu, et {ildisust
kitsendamata voib aga sama tilesande esitada kujul (4.1.3)

min —v
W,Wo,7Y

nii et y;(w'z; +w,) >, i=1,...,n
Jwl| <1

Niiiid veendu, et Slateri tingimused on tdidetud ja et selle iilesande Lagrange’i funktsionaal
on

L(U)?woa’%ﬁ?)‘) = -7 Zﬁz(yZ(w/xl +u}O) - 7) + )\(HU)HQ - 1)

=1 6= 1) = D Bilwiw'es + wo)) + Al - 1).

Ulesanne 4.8 Leia ilesande (4.2.2) duaalne tlesanne. Selleks ndita, et Lagrange’i funkt-
sionaali L(w,w,,y, B, \) minimiseeriv w rahuldab vordust

Z Biyir; = 2 w.
Samuti veendu, et sadulpunkti korral peab vektor 5 rahuldama tingimusi
Sa-
Z Biyi = 0.
Seejirel veendu, et duaalne tlesanne on
1 /
I%%\X — (5 %: BiByiy;r;x; + )\)

nii et Zﬁz’zl, Z/@z‘yz’z(), Bi=z0, A=0
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ja ndita, et duaalse tilesande lahendid on \* ja B*, kus 5* on jdrgmise tlesande lahend:
min Y BiByyai;

2%)
nii et Z@:L Z@-yizo, B >0

ja
* 1 * *
N =3 D BBy
12
Veendu, et
v v
e —— = — 4.2.13
Ve T e 219
kus

KKT tingimusi kasutades leia marginaal
7= ol = 2X7

Tugivektoreid kasutades leia, et vorrand optimaalse konstandi w, mddramiseks on

wo =y — W*/ﬁi,
kus x; on tugivektor.
Lopuks kontrolli, et dilesande (4.2.2) lahend mddrab sama hiipertasandi, mis (4.2.3) la-
hend. Selleks pane tihele, et B = % kus ¢; on (4.2.11) lahend. Sellest jdrelda, et

* *

0% w

* 7 . * o
B = ning w

220 ozl

kus wi =" afyix; on (4.2.7). Samuti veendu, et

W, = —>—

wOé
~

I
«

kus w$ on ilesande (4.2.3) optimaalne konstant.
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4.2.3 Lineaarselt mitteeralduv valim (soft margin)

Juhul, kui valim on lineaarselt mitteeralduv, pole tilesanne (4.2.2) lahenduv. Sellisel juhul
iildistatakse geomeetrilise marginaali moistet jargmiselt. Vaatleme hiipertasandit

H={z:vwz+w, =0}

kus ||w| =1 ja olgu v > 0 mittenegatiivne konstant, mida endiselt nimetame marginaa-
liks. Iga valimi punkti (x;,y;) korral marginaalviga (margin error) on

x, if x > 0;
(v —wilw'ei +w,)) - kus (@) = { 0, ifz<0.

Seega punkti (z;,y;) marginaalviga on null, kui z; kaugus hiipertasandist H on vihemalt
v ja H Xklassifitseerib punkti (z;,y;) oigesti. Vastasel juhul marginaalviga on positiivne
isegi kui (z;, y;) on digesti klassifitseeritud. Kui punkt (z;,y;) on valel pool hiipertasandit,
siis marginaalviga on suurem kui . Kui valim pole lineaarselt eralduv, siis pole iihte-
gi hiipertasandit (ithtegi paari w,w,) ja iihtegi marginaali v nii, et koik marginaalvead
oleksid vordsed nulliga. Marginaalvigade korral pole v enam treeningvalimi geomeetriline
marginaal, seda nimetatakse pehmeks marginaaliks (soft margin).

Lineaarselt mitteralduva valimi korral on mitu voimalust parima klassifitseerija defineeri-
miseks. Enamasti on nad kujul

w:||w||I:nlilllv 0 [h(y) +D Zu((7 —yi(w'z; + wo))+)] : (4.2.14)
erl= i=1

Kus h in kahanev funktsioon ja u in kasvav, u(0) = 0. Seega eesmérk on samaaegselt
minimiseerida marginaalvigade summat ja maksimiseerida marginaali. Need probleemid
on omavahel vastukéivad (iihe kasvades teine viheneb) ning nende vahekorda reguleerib
nn regulariseerimiskonstant D > 0. Kui D on suur, siis eelkoige minimiseeritakse margi-
naalvigu, kui D on viike, siis eelkoige kasvatatakse (pehmet) marginaali. Fikseeritud u ja
h korral soltub lahend suuresti D valikust.

Optimiseerimisprobleemidest kujul (4.2.14)

Paneme téhele, et iilesande (4.2.14) voib esitada kujul

I%g (h(y) + DT (7)), (4.2.15)
kus .
T(y):= min Z u((y — yi(w's; + wo))+). (4.2.16)

w,woe:||w||=1 P

Teisisonu, probleemi voib lahendada kahes osas: iga marginaali v korral leida parim hii-
pertasand ja siis leida {ilesande (4.2.15) lahendi v*. Kui valim on lineaarselt eralduv, siis
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leidub geomeetriline marginaal 7, nii, et T'(y) = 0 iga v < 7,. Kui D on piisavalt suur (kui
suur peaks ta vihemalt olema?), siis (4.2.15) lahend on 7, st lineaarselt eralduva valimi
korral eelmises peatiikis vaadeldud optimiseerimisiilesanne (4.2.2) on iilesande (4.2.15)
erijuht.

Vaatleme iilessannet kujul (4.2.15). Olgu h kahanev diferentseeruv funktsioon; olgu T
mittekahanev pidev funktsioon, millele on igas punktis molemapoolsed tuletised. Olgu
v* > 0 tilesande (4.2.15) lahend. Oletades hetkeks, et 7" on punktis v* diferentseeruv (h
on igas punktis diferentseeruv), saame, et h'(y*) + DT'(v*) = 0 ehk —h/(vy*) = DT"(v*).
Kui T pole selles punktis diferentseeruv, siis peab olema tédidetud jargmine tingimus:

W)
D

€T (v—), T (v+)] =: 0T (). (4.2.17)

Kui h ja T' on kumerad, siis on (4.2.17) ka piisav tingimus miinimumiks. Siit lause.

Lause 4.1 Olgu valim selline, et T on kumer. Olgu h ja g diferentseeruvad rangelt ka-
hanevad kumerad funktsioonid. Olgu D > 0 ja olgu v* > 0 dlesande (4.2.15) lahend. Siis
leidub C' > 0 nii, et v* on jargmise lesande lahend:

min (g(’y) + OT(7)>. (4.2.18)

720

Toestus. Olgu~* > 0. Et g ja h on rangelt kahanevad ja diferentseeruvad, siis —¢'(y*) > 0
ning —h/(v*) > 0. Et v* > 0 on (4.2.15) lahend, siis kehtib (4.2.17). Vottes

D / *

=20
h'(7*)
saame )
o COT0) =T =), T'(v )l

Kui g ja T on molemad kumerad, siis on seda ka g+ CT', millest jareldub, et v* on g+ CT
miinimum.
Olgu niiid v* = 0. Et h + DT on kumer, siis see funktsioon peab olema kasvav, st
h'(0+) + DT'(0+) > 0. Niiiid vota

veendu, et C' > 0 ja ¢'(0+) + CT"(0+) > 0. =

Funktsioonid h mis huvi pakuvad on enamasti kumerad ja rangelt kahanevad, naiteks
h(y) = =7, h(v) =777, (kus p 2 1), h(y) = =9 (kus 0 < p < 1), h(7) = exp[—]. Ulal-
toodud lausest jareldub, et kui T" on kumer ja kasvav, siis koik need funktsioonid annavad
tihe ja sama lahenduse. Vaatleme niitid funktsiooni (4.2.16). Kuigi selline 7" on kumerate
funktsioonide miinimum, ei jareldu sellest T' kumerus; veel enam, teatud valimite korral
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ei pruugi 7" kumer olla. Selgub, et sellisel juhul ei kehti ka lause véide.

Kontrandide: Olgu valim jargmine (d=1): punktis -19 on mérgiga +1 tunnus, punktis
0 on 100 margiga -1 tunnust, punktis 4 on 4 mérgiga +1 tunnust. Et punktis 0 on sada
margiga -1 tunnust on iga marginaali v korral minimaalse marginaavigadega klassifikaa-
torit kerge leida: punkti 0 marginaalviga peab olema 0. Seega antud marginaali v korral
vordleme kaht klassifikaatorit: sgn(x — ) ning sgn(—z — ). Neist esimene klassifitseerib
punkti x kui +1, parajasti siis * > ~. Seega punkt -19 klassifitseeritakse alati valesti,
marginaalviga on —19 + 2. Punkt 4 jaab &igele poole marginaali (st klassifitseeritakse
korrektselt ja piisava marginaaliga), kui 2y < 4. Vastasel juhul on margnaalviga (4 — 2)
ning et selles punktis on neli valimi elementi, tuleb see arv neljaga ldbi korrutada. Seega
vaadeldava klassifitseerija korral on marginaalvigade summa, olgu see T (), jargmiselt

T+ (y) = 2y + 19, kui 0 < 2v < 4;
T 29+ 19+ 4(2y —4) = 10y + 3, kui 2y > 4.

Teine klassifikaator klassifitseerib punkti x kui —1 kui x > —v. Seega kui 2v < 19
siis punkt -19 klassifitseeritakse piisava marginaaliga. Samas marginaalviga punktis 4
on 4 + 27. See arv tuleb korrutada neljaga. Seega vaadeldava klassifitseerija korral on
marginaalvigade summa juhul kui 2y < 19

T (v) =4(2y+4) =8y + 16.
Funktsioon T" on seega

8y + 16, kui 0 <2vy <1,
2y 419, kuil <2y <4
T(y) =min{T"(7), T (v)} =< 10y +3, kui 13 > 2y > 4;
8y + 16, kui 19 > 2y > 13;
10y — 3, kui 19 < 2y > 13;

See funktsioon pole kumer. Olgu h(y) = —7v. Seega vaatleme funktsiooni

fo(y) = DT(vy) — .

See on tiikati lineaarne funktsioon, mistottu miinimum (kui ta on tihene) asub alati {ihes
jargmistest punktidest {0,0.5,2,6.5,9.5}. Veendume, et 0.5 pole iihegi D korral fp miini-
mum. Kui 0.5 oleks miinimum, peaksid kehtima vorratused fp(0.5) < fp(0) ja fp(0.5) <
fp(2). Esimene vorratus annab tingimuse D7'(0.5) —0.5 = 20D —0.5 < DT(0) —0 = 16D
chk D < 1. Teisest vorratusest saame, et DT(0.5)—0.5 = 20D0—0.5 < DT(2)—2 = 23D—2
ehk D > 0.5. Seega need tingimused on vastuolus ning funktsiooni fp miinimumkohad
on kas 0 voi 2. Teisalt aga on kerge leida mittekahanevat kumerat funktsiooni ¢ nii, et
T() 4+ g(v) miinimumkoht pole ei 0 ega 2. Néiteks olgu

107, kui v < 0.5;

—9(n) = { 2y +(5—1), kui 0.5 <.
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Seega g on tiikati lineaarne, g(0) = 0, ¢(0.5) = =5, g(2) = —6 ja g on kumer. Seega
T(0.5) 4+ ¢g(0.5)=20—-5<16—-0=T(0) + ¢g(0), T(0.5) 4 ¢(0.5) <23—6=T(2)+ g(2),
T(0.5) + g(0.5) < T(6.5) + g(6.5) = 68 — 9, T(0.5) + g(0.5) < T(9.5) + ¢(9.5) = 92 — 11.

ning seega (.5 on miinimum.

Ulesanne (4.2.15) kui tingimustega planeerimisiilesanne. Olgu h ja T suvalised
funktsioonid mingil hulgal I" ja D > 0. Vaatleme {ilesannet

35? (h(v) + DT (7)) (4.2.19)

ja olgu ~* (iiks paljudest kui neid on mitu) selle tilesande lahend. Siis leidub konstant C'
(mis voib soltuda valitud «*-st kui neid on mitu) nii, et v* on ka jargmise tilesande lahend:

min A(y) (4.2.20)

~vel
nii, et T'(v) < C.

Toepoolest, votame C' := T'(y*) ja veendume, et v* on ka (4.2.20) lahend. Kui see ei ole
nii, siis leidub ~, € I nii, et h(v,) < h(7*) ning T'(7,) < T(v*) = C. Aga sellisel juhul

h(%e) + DT () < h(v") + DT(v"),

mis on vastuolus sellega, et 7* on (4.2.19) lahend.

Kas aga kehtib ka vastupidine véide: iga iilesande (4.2.20) lahend 7, on mingi sobiva
konstandi D > 0 korral ka (4.2.19) lahend? See on nii, kui kehtib tingimus: leidub D > 0
nii, et tilesande (4.2.19) (mingi) lahend 7* (séltub D-st) rahuldab tingimust 7'(y*) = C.
Toepoolest, sellisel juhul 7, on ka (4.2.19) lahend, sest vastasel juhul

h(7o) + DT (70) > h(y*) + DT(v") = h(y") + DC.
Et aga T'(v,) < C, siis iilaltoodu vorratusest jéreldub, et

h(v.) — h(yp) > D(C = T(,)) > 0,

mis oleks aga vastuolus eeldusega, et v, on (4.2.20) lahend.

Kontrandide: Vaatleme veelkord iilatoodud kontranéidet. Et 7(0.5) = 20, siis 7, = 0.5 on
jargmise tlesande lahend

min —
>0 K

nii et 7T'(7y) < 20.
Eelpool aga négime, et 0.5 pole iithegi D > 0 korral tilesande (4.2.15) lahend.
Seega Uldiselt pole iilesanded (4.2.19) ja (4.2.20) ekvivalentsed: iilesande (4.2.19) iga

lahend on (sobiva C' korral) mingi kujul (4.2.20) oleva iilesande lahend, kuid vastupidine
el pruugi alati kehtida.
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Ulesanne 4.9 Olgu T kumer ja rangelt kasvav funktsioon ning olgu h diferentseru,
kumer ja rangelt kahanev funktsioon. Olgu v, > 0 jargmise tilesande lahend:

min h(7)
nii et T(y) <C.

Toestada, et leidub D > 0 nii, et o on ka (4.2.15) lahend.

4.2.4 1-norm soft margin

Uks voimalik valik funktsioonideks u ja h on u(z) = x ja h(y) = —. Sellisel juhul (4.2.14)
on .
L ( 34+ DY (v -yl + wo))+). (4.2.21)
w:||W||=1,Wo, Y= i—1
Pane téahele: kui D < % siis v* = oo. Teisest kiiljest aga, kui valim pole lineaarselt eralduv,

siis leidub D, < 1 nii, et v* = 0 iga D > D, korral. Peatiikis 4.2.6 néditame, et iilesanne
(4.2.21) on tihedalt seotud jargmise tilesandega

11 O )

w:llwllrznll,go;eo (5? " ¥ ; (v =l wo))+), (42:22)
Tapsemalt: iga C' korral leidub konstant D (soltub andmetest) nii, et (4.2.21) lahend
defineerib sama hiipertasandi kui (4.2.22) lahend. Kirjanduses vaadeldaksegi enamasti on
tilesannet (4.2.22). Pane tahele, et seee {ilesanne minimiseerib relatiivsete marginaalvigade
summat. Tépselt nii nagu lineaarselt eralduva valimi korral lubab loobumine tingimusest
|w|| = 1 asendada v suurusega ”71” nii, et probleem (4.2.22) on ekvivalentne jargmise nn

1-norm soft margin SVM probleemiga:

1 -
wm,gOlEHwHZ+CZ(1 — yi(w'z; +wo))+. (4.2.23)
i=1
Selle iilesande lahendamiseks defineeritakse abimuutujad (ikslack variables) §,i =1, ..., n,

mille kaudu (4.2.23) esitub

1 2 n
n - cS ¢ 1.9.24
Jnin_ = [Jew]* + ;5 ( )

nii et y;(w'e; +w,) >1-& &>0, i=1,...,n.
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Lagrange’i funktsionaal on

1 n n n
L(w, w,,§, a, ) = §||w||2 + CZfz’ - Z%‘fi + Zai(l — & — yi(w'z; + wo))
i=1 i=1 i=1

1 n n ,
= 5”“1”2 + Zfi(c —a; — )+ Zaz’(l — yi(w'z; + wo))~
i=1 =1

Vottes tuletised w w, ning & jéargi ja vordsustades need nulliga (otsime ikka sadulpunkti),
saame

n

w = E QYT
i=1
n

0= E ;Y
i=1

C =a; + .
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Pannes saadud avaldised L(w,w,, &, a, ), saame duaalse funktsiooni
n 1 n .
0(c,y) = Zai —5 Zaiajyiijixja
i=1 irj

mis on sama, mis (4.2.1). Erinevus iilesande (4.2.4) duaalsest iilesandest (4.2.6) on tingi-
mustes. Ulesande (4.2.23) duaaalne iilesanne on

n n
1
r%:c}yx Z @ =5 Z QGO Y YT, (4.2.25)
=1 3J
n
nii, et a; >0, ~; >0, Zaiyi:O, a+v=C, i=1...,n.
i=1
Et v ei ole maksimiseeritavas funktsioonis, on saadud iilesanne ekvivalentne
n 1 n )
max ; =g ; QG0 Y Y T, (4.2.26)
n
nii, et Y oy =0, 0<aq; <C.
i=1

Kokkuvottes erineb tilesande (4.2.23) duaalne tilesanne iilesande (4.2.4) duaalsest iiles-
andest vaid lisatingimuse «; < C' lisamise 1&bi (box constraint).

Olgu a* ja v* (4.2.26) lahendid. Siis optimaalne w* esitub kujul

n
w = QY ;.
=1

Optimaalne marginaal on ikka

flw{l”
KKT tingimused on
& =0, Vi
(1 =& — (w'z; +why;) =0, Vi (4.2.27)

ja lisaks kehtib
Y H+at=C
Tugivektorid on need valimi punktid, mille korral o;f > 0. Seega seosest (4.2.27) saame

1-& —(w'z+wh)y, =0 < (wz;+w))y <1

Jarelikult tugivektor x; on marginaalveaga: ta asub kas hiipertasandi valel pool, (st
(w*z; +w)y; < 0) voi mitte kaugemal kui marginaal (st 0 < (w*'z; +w})y; < 1).
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Vordusest af + ) = C saame, et kui 0 < o] < C, siis 7] > 0 ja seega £ = 0; seosest
(4.2.27) omakorda saame (w*'z; + w¥)y; = 1.

Kui (w*'x; + w?)y; < 1, siis & > 0, nii, et 77 =0 ja o = C.

Kui of = 0, siis 4 = C nii, et seosest (4.2.27) saame: £ = 0 ja (w*'z; +w})y; > 1.

Vottes iilaloeldu kokku, saame

(s +why; > 1= af =0 =(wz; +wh)y; >
0<af <C=(ws+uw)y =1
(wz; +why < 1= aof =C =(w'z; +wl)y; < 1.

Teinekord nimetatakse tugivektoreid, mille korral 0 < af < C in-bound tugivektori-
teks. Needsinased asuvad alati oigel pool oleval tugitasandil st nende kaugus hiiperta-
sandist on tépselt marginaal. Tugivektoreid mille korral of = C nimetatakse aga bound-
tugivektoriteks. Nemad on enamasti valel pool tugitasandit (kuid voivad olla &igel pool
klassifitseerivat hiipertasandit).

Konstandi w} saame niiiid maarata in-bound tugivektorite abil, st w} peab olema sel-
line, et (w*'x; + w’)y; = 1 iga i korral, millele vastav o € (0,C). Klassifitseerimisreegel
on endiselt (4.2.9).

Markus: Soltuvalt iilesandest ei pruugi in-bound tugivektoreid alati leida.

Ulesanne 4.10 Olgud =1, x1 =y, = —1, xy = yo = 1. Leida (4.2.23) lahend. Veendu,
et teatud C korral oy = ag = C. Veendu, et sellisel juhul w} pole tihene.

Mairkus kirjandusest: Enamikes raamatutes [15, 9, 12, 13] on l-norm soft margin
SVM optimeerimisiilesanne kujul (4.2.24) ja me teame, et see on ekvivalentne iilesandega
(4.2.22). Raamatus [14] on tilesanne kujul (4.2.21). Raamatus |7] on proleem defineeritud
kujul (4.2.20), nimelt:

min5 ||wl| (4.2.28)

nii et y;(w's; +w,) >1-§ & >0, Zfiéom i=1,...,n.
=1

Samas (lk 420) on kirjutatud "Computationally it is convenient to re-express (4.2.28) in
the equivalent form (4.2.24)". See, nagu teame, pole aga péris nii, sest need tilesanded
pole alati ekvivalentsed.

4.2.5 2-norm soft margin SVM

Eelmises peatiikis kiisitletud iilesande saime tildisest iilesandest (4.2.14) vottes h(y) = —v
ja u(x) = z. Teine populaarne valik on ruutfunktsioon u(z) = x? ja nii same iilesande

min ( —v+D Zn: (v — yi(w'z; + w"))i) (4.2.29)

wiljwl|=1,wo,7>0 ,
=1
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Nagu 1-norm iilesanneta korral, on ka (4.2.29) seotud jargmise iilesandega:

11 C - / 2
! 2492 " 292 — YWz +wo)) ). 4.2.
il Loy 20 (2 2 + 27?7 £ (v — wi(w'zi +w ))+> (4.2.30)

Téapsemalt, iga (4.2.30) lahend on ka (4.2.29) lahend. Ning (tdpselt nii nagu eelpoolvaa-

deldud iilesannete korralgi) loobudes noudest ||w] = 1 saame iilaltoodud probleemile

ekvivalentse kuju
n

1 C
glgj <§Hw|\2 t3 Z (1= yi(w'e; + w,))i) (4.2.31)

i=1

Abimuutujate abil esitub see iilesanne (4.2.31)

Jnin, —IIwH2 ZSQ
nuetyz(wxl—i—wo)21—§l &20, Z:L,n

Kitsendusest & > 0 voime loobuda, sest tilesanne sellest ei muutu (veendu!), mistottu
iilaltoodud iilesanne on ekvivalentne iilesandega

mm—||w|| + = Zf
nnetyi(wxi—i-wo)zl—& i=1,...,n.

Lagrange’i funktsionaal on
1 2 ¢ - 2 - /
L(U), w07§7 Oé) = §||w|| + E Zgz + Z al(l - gz - yz(w T + U)O))
i=1 i=1
1 ) O n ) n n )
= §Hw|| + 9 Z@' - Z&'Oﬁ + Zai(l —yi(w'z; + wo))
i=1 i=1 i=1
1 C n n n n
= §HwH2 + ) Z@Q - Zfiozi + Zai(l — yw'z;) — w, Zaiyi.
i=1 i=1 i=1 i=1

Vottes tuletised w w, ning ¢ jargi ja vordsustades need nulliga, saame
n
w = Z QGYil;
i=1
n
0= Z Q;iYi
i=1

0=C¢—-a; & &=

Qle
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Asendades funktsionaalis L(w, w,, &, ) saadud avaldised, saame duaalse funktsiooni

. n Ly~ Ly
_ ; ai— 5 ; QGO Y T — 20 ; o

n 1 n 1
= Zzl Q; — 5 ZEJ: Qi QYY) (x;xj + 5(51.].),

kus d;; on Kroneckeri delta. Seega duaalne iilesanne on

n 1 n 1
max ; @ =3 ; G0 YY) (II;;ZL’j + 6(5@]-) (4.2.32)
nif, et o; >0, Y yioy =0. (4.2.33)
i=1

ja see erineb duaalsest {ilesandest (4.2.6) vaid seelébi, et ruutvormis > ;" coyyiy;(2)7;)
on maatriksi (2}x;);; peadiagonaalile liidetud konstant .

KKT tingimus on

n
Z af(l — & —yi(wz; + w;)) =0,
i=1
mistottu af > 0 vaid siis, kui y;(w*'z; + w’) < 1. Tugivektor, nagu ikka, defineeritakse
kui selline z;, mille korral o > 0. Maaramaks konstanti w}, kasutame seost & = % kui
a; > 0, slis
o

*
)

1— =y (w*'z; + w?)

Q|

ja siit saame wy.

Ulesanne 4.11 Téestada, et

P =3 af = 5 S

Seega marginaal

D=

v= (et - g )

7

Ulesanne 4.12 Uldistada dilesandeid (4.2.23) ja (4.2.31) juhule, kus igal valimi punktil
on oma penalty-konstant C;.



105

Ulesanne 4.13 Leida probleemi

o1 " Ch —
min Sflwl+C1 ) &+ 5 D&
e i=1 i=1
nit et yi(w'e; +w,) >1-& &>0, i=1,...,n.
duaalne tlesanne.

Kuidas valida konstanti C'? Uhest vastust ei ole, enamasti proovitakse mitmeid erinevaid
konstante ning seejarel valitakse parim. Proovimiseks jagatakse valim kaheks: iihe osa
peal treenitakse (antud konstandiga) kassifitseerija, teise osa peal kontollitakse saadud
klassifitseerija headust.

4.2.6 Ulesannete (4.2.23) ja (4.2.21) omavaheline seos*
Tuletame meelde probleemi (4.2.23) lahendid:

1
w* = Zajyixi, wh = —§(w*’1:i +w"z;), kus0<aj,0f <C andy; =1,y; = -1

Siin o on duaalse iilesande (4.2.26) lahend:
1 ¢ ,
IIlOEliX Z a; — 5 Z OéiOéjyiyj[EifL'j,
g 7

nii et Zaiyi =0 jaw; €[0,C], Vi

=1

Alljargnves veendume, et iga C' > 0 leiduvad konstandid D ja ¢ > 0 nii, et cw* ja cw} on
jargmise tilesande (4.2.21) lahendid:

min (—fy—i—DXn:(fy—yl-(u’:ci—i—b)L).

wilfuf[=1,b,7>0 :
=1

Sellisel juhul mééravad molemad iilesanded iihe ja sama hiipertasandi. Olgu A = >"7 | o
ning defineerime D := %. Abimuutujate kaudu avaldub (4.2.21) jargmiselt:

min @ —~vy+D i
u,b,7v,& i ;f

Lagrange’i funktsionaal:

L(u,b,7,&, B, p, \) = —v + DZ& —~ Z&(w(u%i —b)—v+&) — Zpi& + A(Jlul® = 1),
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kus p; > 0, 5; > 0. Paneme téhele, kui A <0, siis 6(3, p, \) = —oc.
[Selles veendumiseks vali 7, &, w ja b nii, et koik n vorratust kehtiksid, selline komplekt
kindlasti leidub. See tdhendab, et

Z Biyiu'z; > Z Bi(y — & — bys)

ning see vorratus kehtib ka siis kui u korrutada labi kuitahes suure absoluutvaértusega
(positiivse, kui vasak pool on positiivne ja negatiivse, kui vasaka pool on negatiivse)
konstandiga ja nii 1aheneb keskmine tegur iilaltoodud avladise piirvaédrtusele —oo. Seeldabi
kasvab |Jul|? aga kui A < 0, siis ka see tegur ei kasva.|

Seetottu ei saa A < 0 maksimiseerida duaalset funktsiooni ning seega vaatleme duaalses
tilesandes ainult olukorda A > 0. Duaalne tilesanne on (vt ka [14], ch 7.2 voi tilesanne 4.4)

max
B>0,A>0

1 n
— 5 D BBy — A, (4.2.34)
i,J

Ilii, et Zﬁlyl = 0, B@ & [0, D], Zﬁz = 1
i=1 i=1
Seda saab maksimiseerida kahes osas: lahendada tilesanne

min Z BiByiy; i, (4.2.35)
%)

nii, et Z@:yi =0, p;€][0,D], Zﬁz’ =1
i—1 i1

ning saadud lahendi, olgu see *, kaudu avalda optimaalne

* 1 - * [k
Z?]

Seega esialgse probleemi lahendid on

1 1
ut = A" ;ﬁ:yzxza b _Q(u*/xj + u*/xi), kus 0 < 37,8 <D jay; =1,y; =1

Néitame niitid, et duaalsete probleemide (4.2.26) ja (4.2.35) lahendid on omavahel seotud:
iga i korral 5 = 3F. Veendume selles. Et
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siis tingimused on tdidetud. Oletades vastuviiteliselt, et see pole nii, siis leiduksid kons-
tandid ; € [0, D] nii, et Y, f; = 1 ja jargmine vorratus kehtiks:

n n
1 k%
> BiByiywia; < ye > ajalyyaia;.
iJ 1]
Defineerides «; := Af;, me saame, et «; € [0,C] ja
Z QY YT < Z 0 QYT
1,J 1,J
mis on vastuolus eeldusega, et a* on (4.2.26) lahend. Seega % = f millest jareldub, et
1 * w* * * ok

%

Kui 0 <of,af <Cjay =1,y; = —1,siis 0 < 57, 57 < D. Seega
* 1 */ */ _ * 1 */ */ _ * 7%
w ——§(w i +wr;) = =2\ A§(u z; +uxj) = 2AND".

Jarelikult
w* = (2AN)u*,  wi = (2AN)b".

Et ||u*|| = 1, saame ||w*|| = 2AN*. Tuletame meelde, et || w*||~! = ~*, kus v* on marginaal,
nii, et u* = y*w* ja b* = y*w}.

Kokkuvottes: Iga C' > 0 korral leiduvad konstandid D := % ja ¢ := 2AX* > 0 nii, et

w* = cu* ja w) = cb*, mistottu nende poolt tekitatud hiipertasandid on vordsed ja et
¢ > 0, siis on ka nende tekitatud klassifitseerijad vordsed.

Konstantidest D ja C. Etu* = y*w*, b* = v*w,, saame et (w*'x;+w*)y; = 1 parajasti
siis kui (u*'z; +0*)y; = v*. Bt % = B7, kordajate o omadustest saame

(u”e; + 0%y > 7" = B =0 =(w"z; + b))y > 7°
0< B <D=(u"e; +b)y; =~
(u'z; + 0"y < v = B = D =(u"w; + b )y <"

Mérgime, et toodud seosed jarelduvad ka vahetult (ilma «;-dele iileminekute) KKT tin-
gimustest. Kuid erinevalt kordajatest o*, kehtib > . 8 = 1. Seetottu saame konstandile
D teatava interpretatsiooni. Toepoolest, et 87 < D, saame D > %, sest vastasel juhul
tingimus >, 57 = 1 ei saa kehtida. Tihti on konstandil D jargmine kuju: D = %, kus

€ (0, 1]. Sellisel juhul parameeter v kontrollib bound tugivektorite arvu: nende vektorite
korral 3} = % ja seosest ). 5 =1 jareldub, et selliseid tugivektoreid ei saa olla rohkem
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kui vn. Iga marginaalvea korral vastav kordaja on bound-tugivektor ja seega v kontrol-
lib marginaalvigade proportsiooni. Samamoodi jareldub, et tugivektorite arv peab olema
vahemalt vn, sest vihemalt niipalju kordajaid peab olema positiivsed. Seega D valimine
aitab kontrollida tugivektorite ja marginaalvigade arvu.

Konstandil C' pole sellist ilusat interpretatsiooni, sest kuigi C' = DA, ei tea me A véaéar-
tust enne (duaalse) iilesande lahendamist. Kahtlemata soltub regulariseerimiskonstandist
C' lahend ja seetottu on selle valik oluline. Praktikas kasutatakse selleks erinevaid ristva-
lideerimisi (cross-validation).

Uksiihene vastavus. Néitamaks, et konstandile D > 0 vastab mingi teine konstant
C' > 0 nii, et (4.2.21) lahendid oleksid proportsionaalsed (4.2.23) lahenditega, voib kasu-
tada sama argumenti. Argument eeldab aga, et leidub C' nii, et D = % (tuleta meelde, et
A soltub ka konstandist C'). Tuletame meelde, et

n
lo™ || =) o adyay;aia;,
.7j

millest esialgse ja duaalse miinimumi vordusest saame

B(a) = A= Sllw ||2=§||w P+C> & = A=|wf+C) ¢,

4.2.7 Naide iilesannete (4.2.23) ja (4.2.21) ekvivalentsusest™

Olgud =12y = =2, 290 = 23 = 0; y1 = +1,92 = y3 = —1, kus k& > 4. Pole raske
veenduda, et

1 C

1 C & ,
w:||w]|=1,wo <272 ol ; (7 = uil ))+ 22 ,y( v —2)+

Kui v < 1, siis optimaalne klassifitseerija on punktis —v (veendu!). Seega {ilesannet on
voimalik lihtsalt lahendada ilma duaalsele iilesandele iile minemata: funktsiooni

1 2y —2
2y v
minimiseeriv 4*(C) on jérgmine
1, kuiC>1;
* _ ) = 9
() { L kui O < 1.

Vaadeldava tilesande duaalne iilesanne on

3
1
a i__42
max ;104 540

nii, et o =az+as, «a; €[0,C].
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Et

siis lahend: o5 + a3 = af ja

. %, kui C' > %;
oy = . 1
1 C, kui C < 3.
Kui C < %, siis lahend: w* = —2C, marginaal v*(C') = % Kui C on suurem, siis w* = —1
ja v* =1 (see kattub eelpool leitud funktsiooniga v*(C')) Nii voi teisiti, w* = —Wi*.
Kordajad o3 ja af pole iiheselt madratud, vottes molemad vordseks %, saame in-bound
tugivektorid, millest yow, = 1 ehk w, = —1. Optimaalne klassifitseerija

g'(x) =sgn(w*z —1) ehk g*(z)=+1 < a< -4~
Seega

1, kuiC >3

A(C) =207 = { 2C', mujal.

Vaatleme nuid tilesannet

min <—’Y+Di(’7—yi(w/$i+wo))+).

wil|wl|=1,wo,720 ;
=1

Nagu enne, saame niiiid iga 7 korral

w:||w||=1,wo

min (=7 + D3 (v = e+ w,)),) = =1+ D2y —2);
i=1

Seega
1, kui D > 2;
¥ (D)=« [l,00) kui D= %;
o0 kui D < %

Seega D = % korral pole marginaal (ja lahend) iithene. Iga klassifitseerija kujul g(z) = +1,
kui x < —~, kus v > 1 on optimaalne.
Duaalne iilesanne

min  S7

3
l'lii, et ,81 = ﬁQ +B37 Zﬂz - ]-7 62 S [07‘D]
i=1

Kui D < %, siis sellel {ilesandel lahendid pole, kui D > %, siis A7 = % Pane tahele, et iga
C > 0 korral

*

6*_ O[T . aq _
LT AC) T 2ar

1
5
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* 1 : * 1 *

Seega \* = 5 jau” = 55587 = —1.
Kui D > %, siis 1 ja xo on erinevate markidega in-bound tugivektorid ja optimaalse
konstandi saame seosest

* 1 x/ */ o

b* = —E(u r1+u xg) =-1
ja optimaalse marginaali saame seosest

0< B <D= (uz; + by =" (4.2.36)

Vottes x5 = 0, saame v* = —1b* = 1. Jarelikult, kui D > %, siis toepoolest u* = y*w* =

w* ja b* = y*w; = w}, kus w* ja w} on iilesande (4.2.23) lahendid suvalise C' > 3 korral.

Kui D = %, siis pole kaht erineva margiga in-bound tugivektorit, kiill aga saame seo-
sest (4.2.36) (vottes x; = xq), et b5 = —v*. Samuti teame, et iga arv hulgast [1, 00) voib
olla marginaal. Néitame, et iga selline lahend on sobiva C' korral ka iilesande (4.2.23)
lahend. Olgu v* > 1. Optimaalne klassifitseerija sellisel juhul on

9" (x) = sgn(u’z + b;) = sgn(—z — 7).

1

3,7 saame iilesande

Selline klassifitseerija klassifitseerib punkti —~* abil. Vottes niitid C' =
(4.2.23) lahendid: w* = —2C, w} = —1. Et 7* = 55, siis

*

ut=—-1=~y"w", b, =y"w,=—7".

Seega, toepoolest, iga (4.2.21) lahend on mingi sobiva C' korral ka tilesande (4.2.23) lahend.
Samuti kehtib vastupidine — need iilesanded on toepoolest ekvivalentsed.

4.3 Riski hinnangutest

Funktsionaalne marginaal. Lineaarne klassifitseerija:

1,  kui f(x) > 0;
g(z) = sgn(f(2)) = { Uk fE:rf% —0 (4.3.1)
kus f(x) = w'z+wp on lineaarne funktsioon. Kui [|w|| = 1 ja g klassifitseerib z; korrektselt,

siis y; f (z;) (mittenegatiivne) on (z;,7;) geomeetriline marginaal. Uldistame geomeetrilise
marginaali moistet.

Olgu f : RY — R mingi (mitte ilmtingimata lineaarne) funktsioon ja olgu g selle abil de-
fineeritud klassifitseerija (4.3.1). Seega ¢ klassifitseerib (z;,y;) korrektselt kui y; f(z;) > 0

ja valesti kui y; f(x;) < 0. Arvu y; f(x;) on punkti (z;,7;) funktsionaalne marginaal .

Seosega (4.3.1) defineeritud klassifitseerija ¢ risk ja empiiriline risk on

1 & 1l &
R(g) =P #sgn(f(X)) < Blycov=ey,  Balg) = — D Tsgnfieorny < - > Iypan<oy-
i=1 =1
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Suurus A,(f). Olgu iga f korral

An(H) == o (=flew), é-(2)=Q 1+3, il —y<2<0;
i=1 0, if 2z < —7y

Arvu A, (f) saab iilalt hinnata jargmiselt:
o Bt ¢_(2) < I(y00)(2), siis

1 ¢ 1
An(f) < n Z L f@yi>—y = n Z I f(@iyyi<yy = Ry(f)
i=1 i=1

Arv R} on marginaalvigade proportsioon. Tuleta meelde, et paari (z;,y;) loetakse
marginaalveaks isegui kui sgnf(x;) = v; (st f(z;)y; > 0) kuid "klassifitseerimise
usaldusvadrsus" f(x;)y; on viiksem kui .

o Kehtib
z x, kuix > 0;
< s _ ) )
¢*(Z) — (1 ’y)Jr? kus (x)Jr { O, kui z S 0.

Seega,

kus
&= (v —wif(z:))+ > 0.

Arv & on meile juba tuttav, ta moodab marginaalvea suurust.

Marginaaliga antud riski hinnangud. Tuletame meelde (4.2.8):
w* = Z ;Y.
€SV
Vaatleme lineaarseid funktsioone
Fr={f(z)=w'z: |uw|<1}.
Seega lineaarne funktsioon z — w*'z kus ||w*|| < 1 kuulub hulka F;.
Olgu v > 0 fikseeritud ja olgu f,, € F; valimi (X1,Y7),...,(X,,Y,) pohjal valitud (riski

hinnangute korral vaatleme valimit alati juhuslikuna). Olgu g, = sgnf, vastav klassifit-
seerija. Siis jargmised riski hinnanagud kehtivad (|14], p. 103): toenéosusega 1 — §

(4.3.2)
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Et A.(f) < R}(g), seosest (4.3.2) saame (vaata ka [3] Cor 4.3): toendosusega vihemalt
1-9,

R(gn) < R} (gn) + n% L (4.3.3)

See toke on teatav teoreetiline pohjendus eesmérgile maksimiseerida marginaali ja sama-
aegselt minimiseerida marginaalvigade arvu.

Hinnang

koos seosega (4.3.2) annab veel iihe tokke 1-normiga SVM tiiiipi lineaarse klassifitseerija
riskile ([14], Thm 4.17): toéené&osusega 1 — 4,

. ' (4.3.4)

See toke on teatav teoreetiline pohjendus eesmérgile maksimiseerida marginaali ja sama-
aegselt minimiseerida marginaalvigade summat (nagu 1-norm SVM korral tehakse).

Asendades ¢ funktsiooniga ¢? saame analoogiliselt 2-norm tiiiipi riski hinnangud (|14],
(7.13)): toendosusega vihemalt 1 — 0,

i 8 In 2

1 n
R(g,) < — 24 = XIX; + 31 —2. 4.3.5
(g)_mQ;éﬁm ; X4 3y 5 (43.5)

See toke on teatav teoreetiline pohjendus eesmérgile maksimiseerida marginaali ja sa-
maaegselt minimiseerida marginaalvigade ruutude summat (nagu 2-norm SVM korral
tehakse).

Markused:

1 Ulaltoodud vérratused kehtisid funktsioonidele ruumist F; ja need funktsioonid ei si-
salda konstanti. Seega funktsioon kujul w'z + w, sinna hulka ei kuulu isegi kui
|w|| < 1. Samas voib konstandi lisada tunnusvektorile, suurendades selle dimen-
siooni tihe vorra. Kuid sellisel juhul peab tingimuse ||w|| < 1 asendama tingimusega
|w|? +w? < 1jasuuruse /Y., X/X; peab asendama suurusega \/» ;. , X/X; + 1.
Seega formaalselt iilaltoodud riski hinnaguid vahetult SVM abil saadud klassifitsee-
rijate rakendada tildjuhul ei saa. Saamaks funktsiooni klassist F; tuleb funktsiooni
w'z+w, kordajad (nii vektor w kui konstant w,) 14bi jagada suurusega +/||w||? + w2,
kuid seejuures tuleb silmas pidada, et ka esialgne marginaal v tuleb sama arvuga

libi jagada (ja /> i, X/ X; asemel on niitid />, X/ X; + 1).
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2 Koik iilalnimatatud tokked kehtivad vaid fikseeritud 7 korral, kuid mitte tihtlaselt (iile
koikide y-de); tihtlase tokke korral oleks paremal pool veel lisaliige. Seega formaalselt
need tokked ei kehti, kui v on andmete pohjal valitud nagu néiteks SVM korral. Kui-
gi seda on kirjanduses maérgitud (néiteks Remark 7.17 raamatus [14]), kasutatakse
neid hinnanguid siiski ka SVM korral (néiteks sealsamas raamatus [14]).

3 Tuleta meelde, et klassi VC-dimensioon oli maksimaalne arv, mida see klass on voi-
meline tiikeldama. Noudes tiikeldust kindla marginaaliga, saame VC dimensiooni
teatava iildistuse fat-shattering dimensioon. Juhul kui ruum on tokestatud st koik
punktid asuvad keras rasadiusega r < oo, siis hiipertasandite fat-shattering dimen-
sioon voib olla viiksem kui VC dimensioon (tokestamata ruumi korral nad on vord-
sed). Fat-shattering dimensiooni abil saab defineerida omaette klassi riski hinnang
marginaalide kaudu. Koik need hinnangud eeldavad, et tunnusvektor on tokestatud,
st mingi < oo korral P (|| X|| < r) = 1. Selliseid riski hinnanguid voib leida néiteks
[5], Ch 10, [12], Ch. 4.

4.4 Tugivektorklassifitseerijad ja teised tuumameetodid

4.4.1 Andmete teisendamine korgdimensionaalsesse ruumi

Tugivektorklassifitseerijate (ik support vector machine (SVM) classifiers) peamine
idee on véga lihtne: teatud kujutise

P:R'—H
abil projekteeritakse ruumis R? antud tunnusvektorid ruumi . Nii saadakse valim

((I)<I1)7 yl)? A ((I)(xn), yn),

kus tunnusvaktorid on Hilberti ruumis . Sellele teisendatud valimile rakendatakse eel-
mises peatiikis késitletud lineaarseid klassifitseerimismeetode, enamasti marginaalmee-
todi. Nii saadakse linaarne klassifitseerija ruumis H, esialgses ruumis R? ei pruugi aga
saadud klassifitseerija olla iildsegi lineaarne. Vottes H = R? ja ®(z) = x, saame erijuhu-
na eelmises peatiikis késitletud lineaarsed klassifitseerijad.

Andmete analiilisiks sobivamale ruumile projekteerimise idee on sama vana kui statis-
tika (meenuta LDAd), kuid tugivektormeetodite eripédra on see, et (erinevalt klassikalisest
mitmemdootmelisest statistikast) tunnusvektoreid ei projekteerita mitte madalama dimen-
siooniga (alam)ruumile vaid tihti hoopis palju kérgema dimensiooniga ruumi. Teinekord
on ruumi H dimensioon isegi 1opmatu. Esmapilgul néib selline ldhenemisviis mottetuna,
sest korge dimensiooniga ruumis téotamine on arvutuslikult keerukam. Selgub aga, et lei-
dub kiillatki lai klass kujutisi ®, mis teevad tugivektorklassifitseerijad voimalikuks.
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Vaatleme jillegi olukorda, kus kaks klassi on mérgistatud +1 ja -1. Olgu ® : R? — H,
kus H on Hilberti ruum. Hiipertasand Hilberti ruumis on kujul

{z€eH: (w,z)+wy =0},

kus w € H ja wy € R'. Teisendatud andmetele ®(z;),...,®(z,) lineaarse klassifitseerija
rakendamisel saame (iildiselt mittelineaarse) klassifitseerija esialgses ruumis R%:

g(z) = sgn((w, ®(z)) + wp). (4.4.1)
Naide. Olgu
d: R? - R3, O(x) = Oz, 10) = (m%, \/Effll’g,l'%) = (21, 22, 23)-

Lineaarne klassifitseerija ruumis R? esitub hiipertasandi w’z +wy = 0 abil, esalgses ruumis
on see klassifitseerija mittelineaarne, sest klassifitseerija (4.4.1) on

sgn(w'az? + w2 0 + w32 +wy), kus w = (wh, w? w?).

Alljargnev joonis illustreerib olukorda, kus tunnusvektorid pole lineaarselt eristuvad (esialg-
ses ruumis R?), kuid teisendatud tunnused (ruumis R?) on.

. D
; T kN
[ ] ’ .
[ ] . B _.\_.E o
o L - '. e
| " . . L |
§ G
a5 N g =
- T -5 °
L] - - =
v

1- ja 2-norm soft margin SVM. Lineaarse klassifitseerija leidmiseks ruumis H ka-
sutame eelmises peatiikis tutvustatud marginaalmeetode. 1-norm SVM probleem (4.2.23)
on niiiid

min %(w, w) + C’Z(l — yi({w, () + wo))+

wEH, woER -
i=1
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Nii nagu eelmises peatiikis, saab analoogiliselt (ja selle juurde tuleme hiljem tagasi, vt
4.6) néidata, et vastav duaalne iilesanne on

max
aeR”

), 1 n
@ — 5 Z ;oYY (P(zi), (z5))
ij

n
=1

nii, et C' > a; > 0, Zy/,;oa,; = 0.
i=1
2-norm SVM (4.2.31) probleem on niitid

min %(w, w)+ O3 (1= pilw, () + w,)°.

'LUEH,U)() €R N
=1

ning selle iilesande duaalne iilesanne on kujul

nii, et a; > 0, iylal =0,
i=1
Kasutades duaalse iilesande lahendit o*, saame molema probleemi lahendile kuju
W' = Wer = Zn: aly; ®(x;). (4.4.2)
i=1
Konstandid: 1-norm SVM konstandi w} leiame vorrandist

yi((w*, ®(x:)) +w) = 4 (D 5y (@), D(x)) + w)) = 1,

j=1

kus z; on in-bound tugivektor st 0 < af < C.
2-norm SVM konstandi w} saame vordusest

l-F7= yi((w*, ®(2:)) + wi) = (O gy (@(x), (az)) + wy),
j=1
kus z; on tugivektor o > 0.
Klassifitseerija (4.4.1) on seega
g(w) = sgn((w", (2)) +wj) = sgn (Y ajyi(®(z,), B(x)) + w}). (4.4.3)

=1



116

Markus. Kui ‘H on jadaruum voi R™, siis konstandi voib lisada tunnusvektorile ja klas-
sifitseeriva hiipertasandi voib defineerida konstandita, st klassifitseerija (4.4.1) on g(z) =
sgn((w*, ®(x))). Naiteks kui ® on nagu iilaltoodud néites, st ®(z1, v2) = (22, V2z122, 23),
siis
(w, () +wo = (u, ®*()),
kus
O* (2t 22) = (22, V2x129, 22, 1), W = (W', w,) € R

Enamasti kisitleme aga funktsioonide ruume ning sellisel juhul iildisust kitsendamata
konstandist loobuda ei saa. Samas, nagu mérgitakse raamatus ([13], lk 17), paljude prak-
tikas kastutatavate kujutiste ® korral ei ole konstandil erilist moju klassifitseerijale, mis-
tottu (eriti teoreetilisemas kirjanduses) on sellest tihti loobutud.

4.5 Tuum

4.5.1 Tuumatrikk

Paneme téhele, et nii klassifitseerija (4.4.3) kui ka selleks vajaminevad konstandid «; sol-
tuvad funktsioonist ® vaid lébi skalaarkorrutise (®(x), ®(y)). Seega klassifitseerija (4.4.3)
leidmiseks pole vaja teada funktsiooni @, piisab kui teame funktsiooni

K RIxRY =R, K(z,y) = (®(x),d(y)). (4.5.1)

See tihelepanek teeb tugivektorklassifitseerimise voimalikuks, sest tihti on funktsiooni

K(z,y) voimalik arvutada teisendust ® kasutamata. Seosega (4.5.1) antud funktsiooni
K nimetame tuumaks (ik kernel). Funktsioon K on tuum, kui leidub (vdhemalt iiks)
kujutis ® : R? — H, kus H on skalaarkorrutisega ruum nii, et (4.5.1) kehtib.

Naide. Eelpooltoodud néites on tuum

2

1

K(z,y) = (22, V22120, 23) | V20 | = (miy1 + 2210)* = (2'y)?
2
Ya

ning selle arvutamiseks pole vaja kasutada teisendust ® — piisab kui arvutame saklaarkor-
rutise esialgses ruumis ning siis votame selle ruutu.
Paneme tahele, et sama tuuma defineerib ka néiteks funktsioon

PR - R, (21, 20) = (22, 2120, 2120, 23).

Tuuma abil esitub klassifitseerija (4.4.1)

g(x) = sign(z ol y K (g, x) + wZ) (4.5.2)
€SV
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kus kordajad «; saadakse sobiva duaalse iilesande lahendina. Néiteks duaalne tilesanne
(4.2.6) esitub tuuma abil

gé%:;g ozz— - E a0y K (2, x5).

Ulaltoodust on selge, miks tugivektorklassifitseerimises ei poorata tihelepanu mitte ku-
jutisele ® vaid tuumale K. Erinevad tuumad defineerivad erinevate omadustega klassi-
fiseerijad kujul (4.5.2), mistottu tuuma valimine on ekvivalentne klassifikatorite klassi
valimisega. Kui tuum on valitud, leitakse saadud klassist (duaalse iilesande lahendamise
14bi) teatud mottes parim klassifitseerija.

Riski hinnangud. Riski hinnangud eelmisest peatiikist kehtivad ka mittelineaarse SVM
korral. Ruum F; on praegu

F={f@)=(wa@): weH, o<1}
ja iga klassifitseerija
gn() = sgn((w, ®(x))) nii et (®(x), B(2)) = [Jw|* <1

ja fikseeritud ~ korral on toke (4.3.4) jargmine: toenédosusega 1 — &

In 2

R(g») S—Z§Z+— ZKX“X +3 2n.

Toke (4.3.5) on niiiid: toendosusega 1 — §

2
R(ga) s—Zs +— ZK Xi, Xi) *3\/1271

4.5.2 Kuidas tuuma ara tunda?

Négime, et kujutise ¢ asendamine tuumaga K on igati loogiline, kuid siinkohal tekib
oluline kiisimus: kuidas tuuma &ra tunda? Toepoolest, vastavalt definitsioonile (4.5.1)
on tuum defineeritud labi kujutise ® — funktsioon K on tuum parajasti siis, kui leidub
sobivate omadustega ®. Kuidas aga vaid funktsiooni K pohjal otsustada, et tegemist on
tuumaga (st vastav @, mille kuju meid ehk ei huvitagi, leidub)? On selge, et olemaks tuum,
peab K olema siimmeetriline, samuti peab ta rahuldama jargmist tingimust: iga lopliku
x1,...,T, korral peab maatriks (K(xi, xj))ij — Grami maatriks — olema positiivselt
poolmaaratud. 7

Ulesanne 4.14 Toesta, et (K(xi,xj))ij on positivselt poolmddratud.
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NB! Alljirgnevas X on suvaline hulk (mitte ilmtingimata R?).

Definitsioon 4.1 Funktsioon
K: XxX =R

on positiivselt (pool)méaaratud , kui ta on simmeetriline ning iga lopliku X alamhulga
korral on vastav Grami maatriks positiivselt (pool)mddratud.

Seega, kui K on tuum (st K(z,y) = (®(z),P(y)), mingi & : X — H korral), on ta
positiivselt poolméaéaratud. Selgub, et positiivne poolméaratus on ka piisav selleks, et K
oleks tuum.

Teoreem 4.2 (Moore-Aronszajn, 1950) Funktsioon
K: XxX—>R
on tuum parajasti siis, kut kui ta on posititvselt poolmddratud.

Toestus. Tarvilikkus on ilmne.

Piisavuse toestus koosneb kahest osast. Esimeses osas toestame, et leidub skalaarkor-
rutisega ruum F ja kujutis & : X — F nii, et (®(z), P(y)) = K(z,y). Toestuse tei-
ses osas taielikustame selle ruumi. Siis leidub Hilberti ruum H nii, et ® : X — H ja
(®(x),P(y)) = K(z,y). Vastavalt definitsioonile on siis K tuum.

1) Olgu K positiivselt poolmédratud funktsioon. Defineerime kujutise
d: X - RY, &) =K(z,-). (4.5.3)

Niiiid oleme defineerinud funktsioon ®, kuid me peame veel defineerima sobiva kujutis-
ruumi ning sobiva skalaarkorrutise. Vaatleme hulka

F =span{K(z,"):x € X} = {Z oK (z,) t @1, .., xmm €Ny €R}. (4.5.4)
i=1
Hulk F on vektorruum. Defineerime seal skalaarkorrutise. Olgu
f= Z%K(%’, ), 9= ZﬁiK(yi, )
i=1 i=1

ning
m n

(f.9) = <Z&iK($i» ), Z@K@z, )> = ZzaiﬁjK(xi,yj). (4.5.5)

i=1 i=1 j=1

Koigepealt veendume, et (4.5.5) on korrektselt defineeritud. Selleks paneme téhele, et
(f,9) = Z a;ig(r;) = Zij(%‘)» (4.5.6)
i=1 j=1

mistottu (f, g) on korrektselt defineeritud, st see ei soltu f ja g esitusest. Veendume, et
tegemist on skalaarkorrutisega. Selleks kontrollime aksioome:
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o (f.f) =

o (f.9)={9. /)

o (f+hg) =(f9) +(hg)
o (\f.9) =X/.9)

e (f,f)=0=f=0.

Esimene aksioom jareldub sellest, et K on positiivselt poolméaratud; teine aksioom ja-
reldub sellest, et K on stimmeetriline; kolmas ja neljas jarelduvad seosest (4.5.6). Seega
on meil defineeritud poolskalaarkorrutis. See tdhendab, et kehtib ka Cauchi-Schwartzi
vorratus:

(90 < {f, ){g,9)- (4.5.7)

Viimase aksioomi toestamiseks paneme eelkoige tihele, et iga f ja x korral

(f, K(z,)) = <Z oK (i, ), K(,-)) = Z%K(%x) = f(z). (4.5.8)
Seega, kui (f, f) = 0, siis iga © € X korral
) = (K (2, ), ) < (K(z,), K(z,)){f, ) = K(z,2)(f, f) = 0,

st defineeritud poolskalaarkorrutis on tegelikult skalaarkorrutis.
Seega oleme defineerinud skalaarkorrutisega ruumi F nii, et iga = korral on ®(x) selle
element. Skalaarkorrutisega ruum on normeeritud (ja seega ka meetriline) ruum, norm on

I £l = +/{f, f) ning Cauchy-Schwartzi vorratus on
(Fo o] < [1f11lgll-

2) Téielikustame selle ruumi. Olgu {f,,} Cauchy jada. Iga x € X korral
(ful@) = fin(2))? = (fo—= fons K (2, ) < | fo—= F (K (2, ), K (,2)) = || f = finl P K (2, ).

Seega on {f,(z)} Cauchy jada, mistottu leidub lim, f,(z) := g(z). Laiendame hulka F
funktsioonidega = — g(z) — olgu see H. Seega F C H ning iga h € H korral leidub
viahemalt iiks Cauchy jada {f,} C F nii, et f,(x) — h(z) iga = korral (kui h € F, siis
voib votta f, = higa n korral). Laiendame skalaarkorrutist hulgale . Selleks defineerime

(hi, hg) = liTan< 1, (4.5.9)

kus {f!} C F on Cauchy jada nii, et f}(z) — hy(z) Vz ja {f?} C F on Cauchy jada nii,
et f2(z) — hy(x) V. Veendume, toodud definitsioon on korrektne. Selleks veendume, et

e piirvddrtus (4.5.9) leidub;
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e piirviirtus (4.5.9) ei soltu jadade f! ja f? valikust.

Piirviidrtus leidub. Et {f’} on Cauchy jada, on ta alati tokestatud, st IK; < oo nii, et
£l < K, i = 0,1. Veendume, et jada {{f!, f>)} on Cauchy jada reaalarvude vallas.
Olgu € > 0. Valime N nii suure, et iga n,m > N korral

I1£2 = 12 =

2 € 1
<

Kui m,n > N, siis
[{fas f) = (s | = 1 fod = (s fod + (s fod = (Fos )]
I(fnvf — fadl + (s fo = fa)]

< AR = ol + 1l = fol
< Killfy = fall + Kol fy = fall < e

Seega {(f!, f2)} on Cauchy jada, mistottu piirviitus (4.5.9) leidub.

Veendume, et piirviartus ei soltu jadade valikust.

Kui erinevatele ekvivalentsiklassidele vastavad funktsioonid oleksid erinevad, siis lihtne:
Olgu {g/} mingi teine Cauchy jada, mis koondub punktiviisiliselt funktsiooniks h;. Ana-
loogiliselt arutledes saame, et

[(Fas ) = (G 9| < 1o f = gm) L+ [{Fs fa = gud| < Nlgnllllf = gull + AN = gall-

Uldiselt aga paneme tihele, et kui f, ja g, on kaks erinevat Cauchy jada, mis molemad
defineerivad iihe ja sama funktsiooni h, siis iga f € F korral lim,(f, f,) = lim, (f, gn)-
Téepoolest, kui f =S | o, K (2, -), siis

k

(fofn) = (Fr0n) = (o9 — Fu) = D il ful®s) = gulw:)) = 0.

1=1

Seega, kui f € F, siis iga h € H korral on skalaarkorrutis (f, h) korrektselt defineeritud.
Veendume, et sama kehtib ka siis, kui molemad funktsioonid kuuluvad hulka H. Olgu

f,g € H. Olgu {f,} ja {gn} sellised Cauchy jadad, et f,(x) = f(z) ja g.(x) — g(z) iga
x korral. Olgu K < oo nii, et || f,|| < K ja ||gn|| < K iga n korral. Veendume jérgmises:

Ve >0, IN <oo niiet|(fn,gm) — (fe9)] <€ kui m,n k>N (45.10)

Tdepoolest, vottes N nii suure, et ||gm — gl < 5% ja [|fo — fill < 5%, kui m,n, k1 > N,
saame

(s gm) = (s 90| < [(Fns gm) = (s g0 + (s 91) = (Fes 1)
< [ fallllgm = gull + Ngul[ll f = Frll <'e,
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kui m,n,k,l > N. Teame, et im,(f,, gm) = {f, gm) ja lim,(fn, gm) = (fn,g). Seosest
(4.5.10) jareldub aga, et jadad {(f,gm)} ning {(fn,g)} on Cauchy jadad (reaalarvude
vallas, muidugi) ning moélema jada piirvadrtus on (f, g).

Toestus, et {(f,gm)} on Cauchy jada: vota suvaline ¢ > 0 ja vali N nii suur, et iga
m,n,k,l > N korral

(s g) = Ui )] < 5. (4.5.11)

Olgu m,l > N ja vali n,k > N nii, et

[(fogm) = nsgm)l < 50 L) = (gl < 5.

3
Nuud
[(fs gm) — (Fs gl < fs gm) — (o gmd | + s 90) — (frs g0 + [y Gm) — (frs i) | < €

7gl>
Olgu oy := lim,,(f, gm). Veendume, et ay = (f,g). Vali € > 0. Olgu N selline, et kehtib
(4.5.11). Olgu m > N selline, et [a1 — (f, gm)| < 5. Olgu n > N selline, et |(fu, gm) —
(f,gm)| < §. Niitid iga k > N korral

Seega‘ a1 = hmk(fkagk> = <f7 g>
Kokkuvottes saame

<f7 g> = hrrln<fnv gn> = hTILn hran<fnvgm> = hTan<fn> g> = hgln<fa gm> = h%n h}}l<fn79m>'
(4.5.12)
Niitid on lihtne néha, et (f, h) ei soltu funktsioone f ja g defineeriva jada valikust. Toe-
poolest, olgu f;/ mingi teine Cauchy jada nii, et f/(z) — f(x) iga = korral. Et iga ¢,
korral lim, (f!, gm) = (f}, gm), saame seosest (4.5.12), et

lim(fy, gn) = limlim(f;, gm) = (f, 9)-

Seega on hulgal H korrektselt defineeritud kujutis (-, -), aksioomide vahetu kontroll néitab,
et (-,-) on skalaarkorrutis. Seega H on skalaarkorrutisega ruum ja seega ka normeeritud
ruum.

Paneme téahele, et hulk F C H on koikjal tihe. See tdhendab, et iga h € H korral leidub
fn € F nii, et || f, — h|| = 0. Toepoolest, olgu h € H ja { f,} seda defineeriv Cauchy jada.
Seosest (4.5.12) saame aga, et

Veendume niitid, et H on taielik. Olgu {h,} hulga H elementidest moodustatud Cauchy
jada. Et F on koikjal tihe, leidub iga n korral jada f, € H nii, et ||k, — ful < L.

n

On lihtne veenduda, et {f,} on Cauchy jada (sest {h,} on Cauchy jada). Seega leidub
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h nii, et f,(x) — h(x) iga = korral. Seosest (4.5.13) saame, et [|f, — k|| — 0, milest
1P = Bl < e = full + ([ fa = Bl = 0.

Omadus (4.5.8). Lopuks paneme téhele, et ruumis H defineeritud skalaarkorrutis saili-
tab omadust (4.5.8). Kuulugu h € H. Seega leidub Cauchy jada f,, € F nii, et f,(z) —
h(z). Vastavalt skalaarkorrutise definitsioonile (h, K(z,-)) = lim,(f,, K(z,-)). Et aga
(fu, K(z,-)) = fu(x), saame, et (h, K(z,-)) = lim, f,(z) = h(z). =

Reprodutseeriva tuumaga Hilberti ruum. Ulaltoodud téestuses defineeritud Hil-
berti ruumil A on omadus (4.5.8), st iga f € H korral

<K(I7 ')7 f> = f(l“)
Selle kohta 6eldakse, et tuumal K on reprodutseeriv omadus.

Definitsioon 4.3 Olgu H Hilberti ruum, mille elmendid on funktsioonid hulgal X, st H C
RY. Funktsiooni K : X x X — R nimetatakse ruumi H reprodutseerivaks tuumaks
(reproducing kernel ), kui

i) iga x € X korral K(x,-) € H;
ii) funktsioonil K reprodutseeriv omadus, st iga x € X korral (K(z,-), f) = f(x).

Hilberti ruumi H nimetatakse sellisel juhul RKHS ruumiks (Reproducing Kernel Hil-
bert Space).

Iga reprodutseeriv tuum on tuum definitisiooni (4.5.1) mottes, sest vottes nn kanoonililise
kujutise
O(z) = K(z,-)

saame tuuma reprodutseerivast omadusest, et

Jargnev iilesanne néitab, et reprodutseeriv tuum on iihene.

Ulesanne 4.15 Olgu K ja K' Hilberti ruumi H kaks reprodutseerivat tuuma. Néita, et
K =K', stigaz,y € X korral K(z,y) = K'(z,y).

Saab néidata ka vastupidist: igale tuumale (méaramispiirkonnaga X' x X') vastab ainult {iks
RKHS mille reprodutseeriv tuum on K ([13], Thm 4.21). Et Moore-Aronszajni teoreemi
toestuses iihe sellise ruumi konstrueerisime, siis see ongi see ainus RKHS. Pane téhele:
iilaltoodust ei jareldu, et iga tuuma korral oleks ainult iiks sakalaarkorrutisega ruum H,
ja kujutis ®, : X — H, nii, et K(z,y) = (D,(x),P,(y)). Selliseid kujutisi voib olla (ja
enamasti ongi) mitu, kuid vaid tiks neist on RKHS. Veel enam, saab niidata ([13|, Thm
4.21), et iga sellise kujutise ®, korral vastava RKHS saab defineerida jargmiselt:

H:={h: X —>R:3weH,: h(r)=(w,®(x)), VreX}. (4.5.14)
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Veendu, et funktsioonid kujul > | o K (x;,-) kuuluvad hulka H. Seosest (4.5.14) jérel-
dub samuti, et kui H, on m-dimensionaalne ruum, siis ka vastav RKHS on ilimalt m-
dimensionaalne. [Toepoolest, kui leiduvad wy, . .., w,, nii, et iga w € Hy esitub summana
w = ) quw;, siis iga h € H esitub summana h = ). oh;, kus h; = (w;, ®,)]. Samuti
jareldub, et mistahes (tuumale vastava) ® korral (olgu see siis mingi ®, voi ka kujutis
K (z,-)) funktsioon (w, ®(z)) on kujul h(z), kus h on mingi RKHS element. Seega klassi-
fikaatori g(z) = sgn((w, ®(x)) + w,) voib alati esitada kujul g(z) = sgn(h(z) + w,), kus h
on mingi RKHS element. Veel enam, saab néidata, et seosega (4.5.14) defineeritud RKHS
korral kehtib:
I|h]| = inf{||w|| g, : w € H, nii, et h = (w, P,).}

Seega, kui meil on SVM klassifitseerimisiilesanne
1 -
%n§|yw||2 + O (1= yil(w, () + w,))" (4.5.15)
b o /L:1

kus @, ei ole ilmtingimata kanooniline kujutis RKHS’1, siis tilesande (4.5.15) voib alati
esitada ekvivalentsel kujul:

1 -
min 5||h||2+02(1 — yi(h(x;) +w,))". (4.5.16)

=1

h

Siin H on RKHS ja ekvivalents tdhendab, et igale iilesande (4.5.15) abil saadud klassifit-
seerijale vastab (4.5.16) abil saadud klassifitseerija ja vastupidi. Seega edaspidi vaatleme
SVM Kklassifitseerimisiilesandeid vaid kujul (4.5.16), kus H on RKHS.

Naide. Vaatleme eelmises néites defineeritud kujutist

D, R 5 R®, O(z) = Bz, 1) = (22, V22129, 22). (4.5.17)
Siin H, on R? ja vastavalt seosele (4.5.14),

H={h:R> = R, h(z) = wz? + wyV2x125 + w3z}
Seega RKHS moodustavad funktsioonid kujul

h(z) = ax} + br1we + cx3,  (a,b,c) € R’

On selge, et ruumi H, ja ‘H vahel on iiksiithene vastavus: igale vektorile (wq,wsq, w3)" € Hy
vastab iiks funktsioon h(z) = wia? + wyv/2x129 + wez? ja igale funktsioonile h(z) =
ax? + brizy + cx3 vastab iiks vektor (wy,ws,w3), kus wy = a, wy = b/V?2 ja ws = c.
Et seos on iiksiihene, saame ||h||y = ||w| g, ning (hi, ho)y = (w1, w2)py, (sest muidu ei

kehtiks ||h||% = ||w| g, ). Nii on H, ja H vahel isomeetriline isomorfism. Jérelikult, kui

2 2 2 2
hi(z) = a1xf + bizyza + 125, ho(x) = asxy + bz o + o3,
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siis b
<h1, h?)?—l = a1Q2 + % + C1Co.

Niiiid K (x,-) on seega funktsioon (poliinoom), mille kordajad (a,b,c) on (2%, 2x29, 13);
vottes h(z) = ax + brixg + cz3, saame

<K(I’, ')a h)'H = <(I§7 \/51’1[[‘27 ZE%)/, (wla Wa, w3)/>H0
= <(.l’%, \/ﬁxlx% *’Lg)/? (CL,

7 c)Vu, = axs + b xg + cxs = h(x).
Tuletame aga meelde, et sama tuuma defineerib ka kujutis
®,:R* = R, &(z) = (21, 22) = (22, 2129, T17973).
Vastaval seosele (4.5.14),
H=1{h:R* = R, h(z) = wir]+wor1 79 + W31 Ty +wsrs = w125 + (Wy +ws) w17 +waxs}.

Seega ruum H koosneb jille funktsioonidest kujul a? + bxyzy + cx3. Ndeme, et H on ikka
tiks ja seesama hulk. Aga praegu pole enam vektorite (wy, ws, w3, wys) ja funktsioonide h
vahel tiksiihest vastavust.

Lopetuseks paneme téhele, et kui
D, :R* > R  ®(x) = ®(21,20) = (2], 2120, 73), (4.5.18)
siis ruum H on ikka funktsioonid kujul agz? + by 29 + chg aga Hilberti ruum (RKHS) on
teine, sest skalaarkorrutis ja seega ka norm on teised. Toepoolest, niitid on funktsioonide
hi(z) = a123 4+ biz13o + 173, ho(x) = agx? + box 29 + o153
skalaarkorrutis
<h1, h2>H = 102 + blbz + C1Co

ja seega kul h(z) = ax? + brixg + cx3, siis ||h||3, = a® + b* + ¢*. Kokkuvottes: kujutised
(4.5.17) ja (4.5.18) on erinevad ja erinevad on ka vastavad tuumad. Jérelikult on erinevad
ka vastavad RKHS: hulk H on kiill sama, aga norm ja skalaarkorrutis erinevad.

Alternatiivne definitsioon. Olgu H RKHS reprodutseeriva tuumaga K ning olgu
hyn, h € H koonduv jada: ||h, — k|| — 0. Siis tuuma K reprodutseerivast omadusest ning
Cauchy-Schwartzi vorratusest jéreldub, et iga x korral

|hn(2) — h(z)| = (K (2, "), (hy — R))| < [|K (@, ) ||| — RI| = 0.
Teisisonu, iga x korral on kujutis
de : H =R, 0,(h)=h(x)

pidev, sest argumentide koondumisest jareldub véértuste koondumine. Selgub, et see oma-
dus on ka tarvilik selleks et Hilberti ruum #, (mille elemendid on funktsioonid) oleks
RKHS. Selles veenab meid jargmine iilesanne.
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Ulesanne 4.16 Rieszi teoreemi kasutades toesta, et Hilberti ruum H C RY on RKHS
parajasti sus, kui iga x korral 6, on pidev funktsionaal. Kas jirgmised Hilberti ruumid on
RKHS: L,]0,1]? 1,2 R? Kui ja, siis leia reprodutseeriv tuum.

Enamasti defineeritaksegi RKHS iilaltoodud omaduse kaudu: Hilberti ruum H C R on
RKHS kui iga z korral funktsioon 0, in pidev (ekvivalentselt: tokestatud, sest lineaarne
funktsioon oon pidev parajasti siis, kui ta on tokestatud).

RKHS omadustest. RKHS (vdi sinna kuuluvate funktsioonide) omadused soltuvad
hulga X ja tuuma K omadustest. Kui X on loenduv, siis RKHS on separaabel Hilberti

ruum; samuti on RKHS separaabel, kui X' on separaabel meetriline ruum ja K pidev ([13],
Thm 4.33). RKHS omadustest tdpsemalt loe ([13], Ch 4.3).

Ulesanne 4.17 Olgu K selline, et || K||oo := sup,cy /K (z,7) < co. Téesta, et iga x,y
korral K (z,y) < ||K|% . Toesta, et kotk RKHS elemendid on tokestatud funktsioonid.

Ulesanne 4.18 Olgu X meetriline ruum jo H C RY RKHS. Téestada, et kui reprodut-
seeriv tuum K on pidev, siis koosneb H ka pidevatest funktsioonidest.

Universaalne tuum. Olgu X kompaktne meetriline ruum ja tuum K pidev. Sellisel
juhul nimetatakse tuuma universaalseks , kui vastav RKHS H on koikjla tihe ruumis
C(X), st iga € > 0 ja g € X korral leidub h € H nii, et

Ih = gllo :=sup|h(z) — g(z)| < e
TeEX

On kerge ndha, et kui K on universaalne, siis iga kahe 16ikumatu kompaktse hulga A ja B
korral leidub funktsioon f € ‘H (RKHS), nii, et h(z) > 0igax € Aja h(x) <0igaz € B
korral ([13], Prop 4.54). Sellel omadusel on oluline tdhendus klassifitseerimisel. Téepoolest,
olgu x1, ..., x, mingi n-elendiline hulk ja defineerime X := {zy,...,z,}. Mistahes 16plik
hulk on alati kompaktne meetriline ruum diskreetse meetrika suhtes (diskreetne meetrika:
d(y,x) = 0 parajasti siis, kui x = y, mujal d(z,y) = 1). Olgu y1,...,yn, y; € {—1, 1} klas-
sid. Defineerime l6ikumatud hulgad A = {z; € X 1y, =1} ja B = {x; € X 1 y; = —1}.
Kui K on universaalne, siis leidub funktsion A nii, et y;h(x;) > 0iga ¢ korral. Seose (4.5.14)
tottu, mistahes ®, korral leidub w € H, nii, et klassifitseerija g(x) = sgn(w, ®,(x)) eral-
dab iga valimi (x1,v1), ..., (Tn, yn) (eeldades, et z; # x;).

On lihtne veenduda, et kui X on lopmatu ja sellel antud tuum universaalne, siis tal on
jargmine omadus: suvalise 1opliku (kordusteta) alamhulga {xi,...,z,} korral on Grami
maatriks K (z;, ;) tdisastakuga ja sellest loomulikult jareldub, et vastav RKHS peab ole-
ma lopmatudimensionaalne.

Kokkuvottes: Iga tuuma K (positiivselt poolméaratud funktsiooni) korral leidub Hilberti
ruum

H = span{K(z,-) : z € X'}
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nii, et K on selle ruumi reprodutseeriv tuum ja seega H on RKHS. Selle ruumi iga element
h € H on funktsioon ja reprodutseeriv omadus (4.5.8) on

<K(I7 ')7 h> = h([E)

Sellisel juhul iga * € X korral K(z,-) € H ja K(x,y) = (K(z,-), K(y,-)). Seega iga
tuuma korral me voime alati votta kUJutlseks ® kanoonilise kuJutlse ®(x) = K(x,-). Kuid
mistahes teise kujutise ¢, : X — H, korral nii, et (®,(x), P,(y)) = K(x,y), kehtib: iga
w € H, korral leidub RKHS element h nii, et (w, ®,(x)) = h(x) ja Vastupldl iga RKHS
clemendi h korral leidub vihemalt iiks w' € H, nii, et (v, ®,(x)) = h(z) Yz, kusjuures
elemendi A (RKHS-)norm ||h|| = ||w’||, kui w’ on {ihene (vastasel korral ||| = min,, ||w']).

Kirjandus: [13|, Ch. 4.

4.5.3 Tuuma konstrueerimine ja omadused

Jargnevast lemmast jareldub, et teatud algebraliste tehete suhtes on tuum kinnine. See
tulemus voimaldab veelgi kergemini tuuma dra tunda, samuti sobivat tuuma konstrueeri-

da.

Lemma 4.1 Olgu K ja Ky tuumad (positiivselt poolmdadratud funktsioonid) hulgal X X X .
Stis jargmised funktsioonid on samuti tuumad

1. K(z,y) = Ky(z,y) + Ko(z,y)
= aKi(z,y), a € RT
(2)g(y), g: X = R

= 2’ Ay, kus A on positiivselt poolmdadratud maatriks

= Kl(xay)K2(x7y)

I
)

= p(Ki(z,y)), kus p on positiivsete kordajatega polinoom

= Ki(f(2), f(y), f: X=X

© XS T
/—\AA/E\/—\A/—\
NS

9. K(z,y) = exp[— 124 2 y € R

Toestus.

Ulesanne 4.19 Toestada 1, 2, 3, 4.
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Toestame 5. Selleks néitame, et kahe positiivselt poolméaédratud maatriksi komponent-
kaupa korrutis on positiivselt poolméaaratud. Seda saab néidata otse nn Cholesky lahu-
tust kasutades (kui A on positiivselt poolméadratud n x n maatriks, siis A = BB’, kus B
on ka positiivselt poolméédratud n x n maatriks), kuid saab kasutada ka jargnevat aru-
telu: olgu (V4,...,V,) ja (Wy,...,W,) kaks soltumatut normaalse iihisjaotusega vektorit
keskvédrtusega 0 ja kovariatsioonimaatriksitega vastavalt K ja Ks. Seega maatriks, mille
komponendid on K ja K, vastavate komponentide korrutis, on vektori (ViW75, ..., V,W,,)
kovariatsioonimaatriks ning seega positiivselt poolméaéaratud.

Ulesanne 4.20 Téestada 6, 7.

Toestame 8. Selleks paneme téhele, et eksponentfunktsioon on mittenegatiivsete korda-
jatega poliinoomide punktiviisiline piirvadrtus (Taylori rittaarendus). Teisisonu, iga x,y

korral -

1
exp[ K (7, y)] ZoﬁKl = hmpn(Kl(iU Y),

kus p,(z) = 31 52t Teame, et K, (-, ) := pu (K1 (-, -)) on tuum (omadus 6). Seega leidu-

vad tuumad K, nii, et iga x,y korral exp[K;(z,y)] = lim,, K,(z,y). Viide on toestatud,

sest tuumade punktiviisiline piirvdartus on ka tuum.

Ulesanne 4.21 Olgu K,, hulgal X x X antud tuumad nii, et iga (z,7y) korral K, (z,y) —
K(z,y), kus K on sellel hulgal antud funktsioon. Téesta, et K on tuum.

Toestame 9. Et ||z — y||* = ||z]|* + ||ly||* — 2(x, ), siis

exp[_M] — exp[—w] eXp[— Hy||2] exp[<x’y>] _ Kl(x,y)KQ(x,y),

202 202 202 s
s el i (,9)
€T I
Ki(a,y) = expl—o_rlexpl= 575, Kale,y) = exp[50.

Seosest 3 saame, et K7 on tuum. Seosest 8 saame, et Ky on tuum. Seosest 5 saame, et K
on tuum. m

Bochneri teoreem. Tuum

Hl’ B yH2]
202

on kujul f(z —y), kus f : R? — R. Kas on voimalik iseloomustada funktsioone f nii, et

K(z,y) := f(x — y) oleks tuum? Selliseid funktsioone nimetatakse positiivselt poolmé&é-

ratuteks. Jargnev teoreem annab vastuse.

K(z,y) = exp|— (4.5.19)

Teoreem 4.4 (Bochner) Pidev funktsioon f : RY — R on positiivselt poolmidratud
parajasti siis, kui ruumil (R% B(R?)) leidub loplik moot p nii, et

fa) = / exp|—iz'2)u(dz).
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Seega on f positiivselt poolméadratud, kui ta on mingi 16pliku mo6du Fourier teisendus.
Paneme téhele, et kui f(0) = 1, siis p on téendosusmoot ja f on selle moodu karakte-
_l=)2

ristlik funktsioon. Siit jéreldub vahetult Lemma 4.1 vdide 9, sest f(z) = exp[—;
teadupoolest mitmemootmelise normaaljaotuse N (0, 0%1,) karakteristlik funktsioon.

| on

Ulesanne 4.22 Olgu f : R? — R selline, et f(0) = 0, kuid f # 0. Kas f(z — ) on

tuum?

4.5.4 Naiteid tuumadest
Tuumad ruumil X = R?

Poliinoom-tuum. Olgu z = (z1,...,24) € R% Lemmast 4.1 teame, et positiivsete kor-
dajatega poltinoomi p korral on (z,y) — p(2'y) tuum. Seega iga R > 0 korral

K(x,y) == (z'y + R)" = z; (Z) RP=*(a'y)* = gas(x’y)i s = (i) RP= (4.5.20)

on tuum, sest a, = (?) R*~* > 0. Ulaltoodud summast jéreldub, et (z'y)* suhteline osakaal
as soltub R-st: mida suurem on R, seda viiksem osakaal on suurtel astmetel. Et

(@y)" = (@t +raya)” = 2 (i, -y ia) (21yn) ™ (2292)" -+~ (2aya)",

kus c(iq, .. .,iq) on kordajad. Seega saame,
O(x) = | aliy,... a0l ad -2 |, (4.5.21)
kus a(iy,...,iq) on kordajad ning

d
il,...,idE{O,...,p}:Zij <np.
i=1

Selliseid indekseid on (d;p ) (vt [14],Prop. 9.2), mistottu H on (d;p ) -dimensionaalne ruum.
Klassifitseerimine nii suure dimensiooniga ruumis on keeruline, kuid reegel

(®(x), 2(y)) = (z'y + R)"
aitab. Poliinoom-tuuma abil saadud klassifitseerija (4.5.2) avaldub

sign( Y afyK (z;,x) + w}) = sign( > afyi(zfz + R)” + w}),
€SV €SV

st sisuliselt klassifitseeritakse sellisel juhul jargmise p-jarku joone abil:

{x : Z afy(zie + R)P = —w;}.

1eSV
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Alamhulk-tuum. Olgu A C {1,...,d}. Defineerime
CDA(:El)"' al‘d) ::H'Ij7 Q)@:]_
jeA

Alamhulk-tuuma korral on

Seega ® koosneb = komponentide kéivoimalikest korrutistest, kusjuures koik komponendid
on vaid esimeses astmes. Sellisel juhul H on 2¢-dimensionaalne ruum. Tuum defineeritkse
arusaadavalt

Kc(z,y) = (@), @)= > [Jzw= H(l + z;y;5)-

AC{1,....d} jEA

ANOVA tuum. ANOVA tuum K, (p < d) erineb alamhulk-tuumast vaid selle poolest,
et ® konstrueerimisel voetakse arvesse vaid selliseid almhulki, mille voimsus on p. Seega,

o= (1) .,

)
C{1L,...d}:|Al=p

millest H on (i) -dimensionaalne ruum. Paneme veel tdhele, et ®, kujutab iga tunnusvek-
tori poliinoom-tuumale vastava H alamruumi, sest koik korrutised xj, - - - x;,, j1 < -+ < Jjp
figureerivad ka vektoris (4.5.21). Veenduge, et see pole ilmtingimata nii ®c korral (kui
d>p).

ANOVA tuum defineeritakse jarelikult

Kp(z,y) = (Pp(z), Pp(y)) = Z Hmjyj'

A:|Al=p jeA

Tuuma on voimalik arvutada rekursiivselt iilimalt 3(dp + 22~ )) tehte abil ([14], ptk. 9)

Gaussi tuum. Gaussi tuum ehk RBF tuum on kujul (4.5.19), st

o —yl”
K(z,y) = exp[— 2 Y1)
(,y) = exp[——— 5]
Klassifitseerija (4.5.2) avaldub
sign ( E Q; Yi eXP[—Tg] +w}),

st sisuliselt klassifitseeritakse sellisel juhul jargmise joone abil:

‘—$||2 .
{ZE Z o; yzeXp 2% ] _wo}

€SV
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Ulesanne 4.23 Veendu, et ® : X — Sy, kus Sy on thiksfadr ruumis H.

Kui X C R? on tokestatud ja kinnine (st kompaktne), siis Gaussi tuum on universaal-
ne ([13], Cor. 4.58), ta eraldab iga (kordusteta) valimi. Teisisonu, Gaussi tuum tekitab
esialgses ruumis nii suure klassifikaatorite klassi, et suvaline valim on eralduv (VC dimen-
sioon on lopmatu). See on ekvivalentne sellega, et iga x1, ..., x, korral on Grami maatriks
taisastakuga (vt ka [15], Thm 2.18)

Poliinoom-tuum ja Gaussi tuum on vast kdige enam levinud tuumad ruumis R¢. Poliinoom-
tuum (ega ka teised sarnased tuumad: ANOVA-tuum ja alamhulk tuum) pole universaal-
sed, nende kaudu defineeritud klassifitseerijate VC-dimensioon on loplik. Margime veel,
et tuntud tuumadest ruumis R? on universaalne eksponentsiaalne tuum

K(z,y) = expla'y].

Tuumad hulkadel: X = 2°
Uhisosa tuum (intersection kernel). Olgu S 16plik hulk,

1, kuiUCA;
0, muidu.

®:25 5 {0,1}”, By(A) = {
Seega igale hulga S alamhulgale U vastab vektori ®(A) iiks komponent, see komponent
on 1 parajasti siis, kui A sisaldab hulka U.
Ulesanne 4.24 Veendu, et
K(A, B) := (®(A), d(B)),, = 214051,
Teine voimalus tihisosa tuuma defineerimiseks on isegi lihtsam

Kn(A,B) = |AN B, (4.5.22)

Ulesanne 4.25 Veendu, et sellisel juhul
D125 = {0, 1351 D (A) = (T4(5))ses.

Juhul kui S on l6pmatu (kuid mitte ainult siis), iildistub tuum (4.5.22) 16pliku moodu
kaudu. Olgu (S, 3, i) 16pliku m6oduga ruum. Vottes X = X, defineerime

Kn: Y xY =R, Kn(A B)=pu(ANB). (4.5.23)
Sellele tuumale vastav ® on jargmine
DX — La(9, 2, 1), Pn(A) = 14,

sest

(Br(A), B(B))1, = /

LaIs(s)u(ds) = / u(ds) = u(AN B).
S

ANB
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Ulesanne 4.26 Olgu (S, %, ;1) toendosusruum, st pu(S) = 1.

e Toestada, et union complement kernel
K(A,B)=1—u(AUB)
on tuum. Leida sobiv ®.

e Toestada, et

K(A,B) =1 — u(AAB)

on tuum.

Tekstide kategoriseerimine

Jargmiseks néited tuumadest tekstide (dokumentide) klassifitseerimisel (tekstide klassi-
fitseerimist nimetatakse tihti ka nende kategoriseerimiseks (categorization)).

Uhisosa tuum tekstidel. Esimene niide on viiga lihtne — teksti vaadeldakse kui (16p-
likku) sonade hulka ning klassifitseerimine toimub iihisosa tuuma abil. Seega moddetakse
tekstide sarnasust kokkulangevate sonade arvu abil. Sonadele v6ib lisada ka kaalu (olu-
lised sonad voi méarksonad suurema kaaluga, sidesonad jne viiksema kaaluga ehk iildsegi
mitte) ja nii saadud tuum on kujul (4.5.23).

Sonadekott. Ulaltoodud néites vaadeldi teksti vaid kui sénade hulka, arvesse ei voetud
aga sonade kordusi, jarjestust, semantikat ega midagi muud. Jargnev niide on samm edasi
— tekstide omavahelise sarnasuse defineerimisel voetakse arvesse ka sonade kordusi. Sisu-
liselt vaadeldakse teksti niitid kui sonade hulka, kus moni sona voib olla mitmekordselt.
Selline teksti esitusviis on tuntud kui sonadekott (bag of words) voi ka VSM (vector
space model). Olgu W = {wy,...,w,} 16plik sonastik. Sonastik voib olla eelnevalt defi-
neeritud, praktikas defineeritakse see tihti kui koikide treening-dokumentide sonade hulk.
Olgu T' € W* tekst ja defineerime

O(T) = (L, (1), .., ©u, (1)),

kus ®,,(7") on sona w sagedus tekstis. Seega iga tekst esitub viga pika vektorina, kusjuures
enamus selle vektori komponentidest on nullid. Tuum defineeritakse arusaadavalt

K(T1, Tp) = (O(T1), &(Ta)), = Y _ @u(T1) @y (T2) = ' (T1)(T3).

Kuigi vektorid on véiga pikad, on selle tuuma arvutamine mitte eriti toomahukas, sest
enamus vektori komponentidest on nullid. Praktikas kasutatakse selleks nn tokenisation-
protsessi, mille kdigus tekst konverteeritakse kujule, mis koosneb vaid tekstis olevatest
sonadest ja nende sagedustest. Siis leitakse K (77,T5), selleks kuluv aeg on proportsio-
naalne molema dokumendi pikkuse summaga.
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Loomulikult voib erinevatele sonadele anda erineva kaalu. Néiteks sidesonu mis niikui-
nii figureerivad igas dokumendis ei pruugigi arvesse votta, nende kaal voib olla 0 (kaaluga
0 sonu nimetatakse stop-sonadeks). Kui sona w kaal on p(w), saame

q)(T) = (q)wl (T)u'(wl)a te (I)ws (T>:u(ws))7

tuum on siis

K(Ty, Tp) = > 12 (w)®y(T1)®u(Th) = ®(T1)RO(TY),

kus R on diagonaalmaatriks, diagonaalelementidega p?(w). Levinud kaalud on nn idf-
kaalud (inverse document frequency). Olgu treeningkorpuses n teksti ja olgu df (w) nende
tekstide arv, mis sisaldavad sona w; idf-kaal defineeritakse

).

n

df (w)

Seega p(w) = 0 parajasti siis, kui sona w on treeningkorpuse igas tekstis.

p(w) = In(

Idf-kaalud elimineerivad kiill ebaolulised sonad ja panevad suurema kaalu haruldastele
sonadele, kuid nad ei vota arvesse siinontitime, sarnase tdhendusega sonu jne. Selleks de-
fineeritakse nn sarnasusmaatriks proximity matriz P = (P (w,w' ))w wen Kus diagonaalil
on kaalud P(w,w) = p(w) voi 1, kuid P(w,w’) > 0, kui sonad w ja w’ on tihenduselt
sarnased. Vektori ® asemel vaadeldakse niitid vektorit &* = P®. Vektoris ®* on vihem
nulle: téepoolest, kui P(w,w’) > 0, &(w) > 0 kuid (w’) = 0, siis vektoris &* on mdlemale
sonale vastav komponent nullist erinev, st ®*(w) > 0 ja ®*(w’) > 0. Tuum on niiiid

K(Ty,T) =Y @4 (T1) P}, (Tz) = O (T)P'PO(Ty) = ¥ (T1)QE(T),

kus Q = P'P.

Kirjandus: Nendest ja teistest tekstide analiilisiks sobivatest tuumadest lugege raama-
tust [14] (ptk.10).

Tuumad sonadel

Jargnevas toome paar ndidet tuumadest sonade hulgal (strings). Olgu 3 16plik tdhestik
(néiteks {A, T, G, C}, 20 aminohapet voi harilik téhestik) ning X = ¥* = U, X" koikide
loplike sonade hulk. Sona u on sona v alamjada, kui leiduvad indeksid 1 < iy < -+ <
ily =: 1 nii, et u; = v, iga j = 1,...,|u| korral. Seda kirjutame u = v(i). Seega u voib
olla v alamjada ka siis, kui u ei ole v alamsona, kuid u tédhed on (Giges jarjekorras) sonas
v olemas. Naiteks sona tln on sona tallinn alamjada, kuid mitte alamsona. Sona tal on
aga nii alamjada kui ka -sona.



133

p-spekter tuum. Selle tuuma korral defineeritakse (s on sona)

®P(s) = (P4(S)) yexn-

kus ®2(s) loendab, mitmes kohas asub alamsona u. Seega ®P(s) on |X|P-pikkune vektor,
millest enamik komponente on nullid. See vektor on nn. p-spektrum. Tuum defineeritakse

niitid
Ky(s,t) = Y ®b(s)@0(1)
ueXP
ja see on seda suurem, mida rohkem on kokkulangevaid alamsonu. Seda tuuma saab ar-
vutada O(max{|s|,|t|}) arvutusega, kus |s| on sona s pikkus.
Néiteks sonade "bar", "baa", "car", "cat"2-spektrum on jargmine (koik {ilejadnud kom-
ponentid on nullid):

®? |ar | at | ba | ca
bar | 1 | 0| 1|0
bat | O | 1| 1] 0
car | 1 0] 0 |1
cat | 0O [ 1] 0|1

Tuum on seega

K | bar | bat | car | cat
bar | 2 1 1 0
bat | 1 2 0 1
car | 1 0 2 1
cat | O 1 1 2

Pikkusega p alamjadade tuum. See tuum on sarnane eelmisega, kuid pikkusega p
alamsonade asemel loetakse pikkusega p alamjadu. Seega vektor ® on sama pikk, kuid
seal on palju vihem nulle. Saab arvutada O(|s||t|) keerukusega.

Koikide alamjadade tuum. Kujutis ® defineeritakse jargmiselt

®(s) = (Pu(5)) ,exees

kus @, (s) néitab, mitu korda on sona u sona s alamjada. Néiteks sona tin on sona tal-
linn alamjada 4 korda. Naiteks sonade "bar", "baa", "car", "cat"korral oleks vektor &
jargmine, iilejadnud komponendid on 0-d.

¢ |[O|la|b|lc|r|t|aalar|at|ba|br|bt|cal|cr|ct]|bar|baa | car | cat
bar (11101 f0|O0|1]O0|1|1]0|0|0]|O0] 1 0 0 0
baa |12 |1|0]j0|0| 1 |0]O0|2]0]0|0|0]0]| O 1 0 0
car (1|1|0|1(1|0|0O |21 |OJOJO|O]O]1 1] 0 0 0 1
cat (11|01 (0Oj1)0]O]1T|0O0O]O0O]|O]1T 0|11} O 0 0 1
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Tuum defineeritakse, nagu ikka,

Antud naite korral

K | bar | baa | car | cat
bar | 8 6 4 2
baa | 6 12 3 3
car | 4 3 8 4
cat | 2 3 4 8

Keerukus: O(|s]|t]).

Kaalutud alamjadade tuum. Pikkusega p alamjadade tuum arvestas iga alamjada iihe
ja sama kaaluga, arvestamata seda, kui "véljavenitatud"ta on. Kaalutud alamjadade tuu-
ma korral voetakse neid alamjadu, mille esimese ja viimase tdhe vahe on suurem, viiksema
kaaluga arvesse. Seega alamsonad on koige suurema kaaluga ning "véljavenitatud"sonad
on viiksema kaaluga. Sona s alamjada

U= Uy, ooy, = 8(1) (4.5.24)

korral defineerime (i) := 7)) — i1 + 1. Néiteks sona antarktika alamjada tai korral i; =
3,iy = 4,i3 = 8, millest i = (3,4,8) ja I(i) = 6. Alamjada u kaal on X' kus X € (0, 1).
Kujutis 7 defineeritakse niiiid 7 (s) = (95 (s)), s KUS

n(s) =y NO.

iu=s(i)

Tuum:

K(s,t):= ) ®h(s) P (t).

ueEXP

Juhul, kui A = 1, on koikide alamjadade kaal vordne iihega, ning nii saame pikkusega p
alamjadade tuuma. Teisest kiiljest, kui A — 0, siis ldheneb tuum p-spekter tuumale.

¢ |ar|at |ca|cr|ct
car [ A2 0 [ A2 | A | 0| K(car,cat) =\
cat | O [ A2 [ A2 0 |\

Keerukus O([t||s]).

Kirjandus: Ulalkirjeldatud tuumadest téipsemalt loe raamatust [14], pt 11. Sealt leiad
ka arvutusalgoritmid.
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Alguskoodoni tuvastamine

Tihti konstrueeritakse sobiv tuum {ilesande spetsiifikast lahtudes. Naitena sellisest lahe-
nemisviisist vaatleme nn translatsiooni alguskoodoni tuvastamise probleemi. Vaidetavalt
osa DNA-jarjestusest ei kodeeri valke ja nii koosneb DNA kodeerivast osast (CDS — co-
ding sequences) ja mittekodeerivast osast. Et kodeerivat osa iilejaénust eristada, on oluline
teada, millal tépselt kodeeriv osa algab. On teada, et enamasti algab see ATG koodoni
(tripletiga) (sellisel juhul nimetatakse seda TIS — translation initiation sites), kuid mitte
iga ATG koodon pole kodeeriva osa algus. TIS koodonite tuvastamine on bioinformaatika
oluline probleem, iiks voimalik l&dhenemisviis on seda vaadelda kui klassifitseerimisprob-
leemi. Sellisel juhul on tunnuseks DNA 16igud, mis koosnevad 200 nukleotiidist enne ja
pérast ATG-koodonit, klasse on kaks (on /ei ole alguskoodon), treeningandmetena on sel-
lised DNA 16igud, mille korral on teada, kas vastav koodon on TIS voi ei ole. Tuum peaks
mootma DNA-I6ikude omavahelist sarnasust. Koige lihtsam on tdhekaupa vordlemine ning
sellisel juhul voiks kasutada poliinoom-tuuma

K(t5) = (3 (su.1)"

kus 0(s;,t;) = 1 parajasti siis, kui s; = t;, mujal 0. Et korvuti olevate nukleotiide vahel
eeldatakse soltuvust, pole tdhekaupa vordlemine péris paslik ning nii asendatakse d(s;, t;)
tildisema funktsiooniga

!
a1(si, ti) 3:( Z Mj(s(si—jvti))r’
j=—1
kus [ on suhteliselt viike (lokaalne aken), p1;, j = —[, ..., on kaalud (iildiselt simmeetrili-
sed, keskel suuremad) ning r enamasti 1,2,3,4. Seega tuum (locally improved DNA-kernel)

on
K(t,s) = (Z 51(31‘%‘))0['
Saab néaidata, et selline funktsioon on tuum.

P-tuumad

Jargnevas pogusalt P-tuumadest. P-tuumad on nn generatiivsed tuumad, milliste korral
piititakse modelleerida tunnuste toenédosuslikku kéditumist.

P-tuumad. Olgu & iilimalt loenduv hulk. P-tuumaks nimetatakse sellist toendosusjao-
tust hulgal X x X', mis on positiivselt poolméaratud.

Mitte iga toendosusjaotus pole positiivselt poolméadratud (enamik pole isegi stimmeetrili-
sed).

Olgu P toendosusjaoutus hulgal X. Siis korrutismoot K = P x P on P-tuum, sest
K(z,y) = P(x)P(y). See on aga suhteliselt limiteeritud tuum, realistlikum on jargmi-
ne. Olgu iga # € © korral Py jaotus hulgal X ja Ky = Py x P, korrutismoot. Kui ©
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(mudelite hulk) on iilimalt loenduv ja 7 sellel antud téendosusmodt (eelmoot), siis

K =Y Ky(0) (4.5.25)

on P-tuum. Funktsioon ® on sellisel juhul

@@:@W)ﬂm.

0

Tuumad kujul (4.5.25) moodustavad tegelikult tisna laia klassi. Vaatleme niiteks seda
tiilipi tuumade kasutamist sonade klassifitseerimisel. Oletame, et sonas s = s1,...,s, on
tahed iid juhuslikud suurused, kusjuures tdhe s; jaotus on segujaotus, st

P(si) = Y Pe(si)m,

k=1
kus k£ =1,...,m on varjatud komponentide hulk, P, on komponendile k vastav emissioo-
nijaotus ja m, komponendi k toendosus. Sellisel juhul on sona s1, ..., s tekkemehhanism
jargmine: eelkoige realiseeruvad varjatud komponendid 6 = 6y,...,0,, 6; € {1,...,m} ja

selle komponentide jada toendosus on

n
=1

Iga varjatud komponent 6, emiteerib tidhe s; vastavalt jaotusele Fp,, soltumata teistest
komponentidest ja nende poolt emiteeritud tdhtedest. Seega

n

P(s0) = [[ Po.(s:),  P(s) = P(s]6)(6).

i=1

Sonad s ja t on sarnased, kui nad on tekitatud sama varjatud komponentide jada korral,
kuid tdhed on emiteeritud teineteisest soltumatult. Seega

ZPSt’Q ZHP Si, ti]0;)m

0 =1

_ZHPO si) Py, (t ZP P(t|0)=(0).
9

0 i=1

Seega saadud tuum on P-tuum. On selge, et liitmise ja korrutamise voib adra vahetada, st

P(s,t):ﬁ P(si,t;) HZP Si, t;]0)m, —HZPQ )T, —ﬁK(si,ti),
i=1 =1

kus K(s;,t;) on P-tuum tahestikul.
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Oletame niitid, et varjatud komponendid #; pole soltumatud, vaid moodustavad Markovi
ahela. Sellisel juhul pole soltumatud ka tdhed s; (kuid nad pole ka tildiselt Markovi ahel).
Sellist mudelit nimetatakse varjatud Markovi ahelaks (HMM). T6endosus 7(#) avaldub
sellisel juhul

w(0) =mw(0y,...,0) = 7(6)m(02]01)7(05]02) - - - 7(0,|0n—1),

kus 7(6;|0;-1) on iileminekutdendosused ja () on algtdendosused. Siis, vottes m(0;|0y) :=

77((91>7
ZP s, t0)r ZHP si, 1:10:)7(0;]0,_1) (4.5.26)

6 i=1

—ane 7 (6;]6;-1) = ZP s0) P(t]6)m(0). (4.5.27)

6 i=1

Seega P-tuum. Sarnaseid HMM-1 pohinevaid tuumi kasutatakse DNA-jarjestuste vord-
lemisel. Jarjestused on homoloogsed homologous, kui nad péarinevad iihest ja samast ahe-
last kuid on hilisema evolutsiooni kiigus (teineteisest soltumatuna) muutunud. Homoloog-
sete jarjestuste modelleerimiseks sobib hasti HMM — varjatud ahel on iihine algne jada,
emissioonijaotused modelleerivad aga muutusi (sealhulgas ka insertsioon ja deletsioon).
Seega loomulik sarnasuse moot on toendosus, et kaks jarjestust on homoloogsed. Selleks
leiame iga voimaliku iihise algjada korral toendosuse, et jarjestused périnevad sealt ning
seejirel keskmistame tile koikide voimalike algjadade. Nii saame toendosuse (4.5.27).

Kirjandus: Tapsemalt P-tuumadest ja teistest generatiivsetest tuumadest loe [14], ptk
12.

4.6 Esitusteoreem

Tuletame meelde SVM Kklassifitseerimist (4.5.16):

f— 2 p—
i o ||h|| +C;1 (yih(i) +w,))',

kus H on RKHS ja p on 1 voi 2. Eelpool mainisime, et optimaalne h* on kujul

n

> (afyi) K (@i, ).

i=1

Alljargnevas toestame selle formaalselt ning veendume, et selline hA* esitus libi tugivekto-
rite on seaduspéra.
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Paneme téhele, et (4.5.15) minimiseerimise voib 1&bi viia kahes osas: koigepealt fiksee-
rime konstandi w, ja minimiseerime {ile h, seejarel iile konstandi w,. Seega fikseerime w,
ja vaatleme tilesannet

. 1 2 . p
min =[|A]|* + C;(l = yi(h(z:) +w,))",

mis niiid on kujul
N SN
min = B2 + L(h(z1), ... h(zn)) (4.6.1)
kus L : R" — R.

Teoreem 4.5 (Esitusteoreem (Representer Theorem)) Olgu X suvaline hulk, H
RKHS ja K vastav tuum. Siis iga funktsiooni L : R™ — R ning iga mittekahaneva funkt-
siooni ) : R — R korral on minimiseerimistilesandel

Ihréi%} Q(|hI?) + L(h(z1), ..., h(x,)), (4.6.2)

lahend kujul h = 3" o, K (x4, -), kus ay, ..., o, € R.
Seega iga fikseeritud w, korral on (4.6) optimaalne lahend h* kujul >°7" o, K (z;, -), jare-

likult on sellisel kujul ka parimale konstandile vastav A*.

Toestus. Defineerime
H = span{K(mi, J,i=1,...,n}.

Seega ;| on alamruum, mille moodustavad elemendid kujul ", a; K (x;,-). Iga h € H
esitub iiheselt kujul
h = h” =+ hL,

kus hy € H| ja hy kuulub H)| ortogonaalsesse tdiendisse. Iga j korral
hi(z;) = (he, K(zj,-)) =0,
millest
h(z;) = hy(x;) + ho(x;) = by (z; ( ZO‘Z (@, z; )
Seega iga w korral

L(h(z1),...,h(x,)) = L(hy(x1), ..., hy(z,))

ehk L(h(x1), ..., h(zx,)) minimiseerimine iile H| annab sama tulemuse, mis L(h(z1), ..., h(z,))
minimiseerimine iile H.
Et Q on mittekahanev, siis

QUIRIP) = QU l1* + 1hLI®) = QI I1)-

Kokkuvottes, Q(||h||?) + L(h(z1), ..., w(h,)) minimiseerimine iile H on ekvivalentne mi-
nimiseerimisega iile H. m
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Naiide: Vaatleme I-norm soft margin probleemi (4.5.15) (p = 1):

2 —_—
he?rinzluneR2HhH —i—C’Z (1 — yi(h(z;) +wo))+. (4.6.3)

Ténu esitusteoreemile otsime lahendit kujul h = > | ¢;K (4, ). Seega
|h||2 ch xza' ZCZ Iu' Z C'LC] -’L'Z,JT] C/KC,
7,7=1

kus K on Grami maatriks ja ¢ = (c1,...,¢,) € R"™ on otsitav vektor .
Et iga 7 =1,...,n korral

n
(h, K(z;,-) ZCJ (xj,-), K(x;,-) ch (z),2;) = ZK(xi,xj)cj,
j=1

saame optimiseerimisprobleemile alljargneva kuju:

min §cKc+C'Z 1—yZZK wu%)cg +wo>)

ceR™ wy€R
7=1

Abimuutujate abil:

cER™, w,€R,E

1 n
min Ec/Kc—i- CZ&

nii, et yi(ZK(xi,a:j)cj—i—wo) >1-&, &>0, i=1,...,n.
j=1

Lagrange’i funktsionaal:

L(c,g,wo,a,v):%c’Kc—i—C’Z&—l—Zaz( —&—y ZK T, ;)¢ + W, ) Z%ﬁl.
i—1 G
:%C,KC—UIKC+Z§¢(C—C¥i—%)4‘2%4-1002041',
i—1 i i

kus u = (ug, ..., u,), U = Y.

Gradient V.:
V.L(c,& wo, 7)) = Ke— Ku, = V.L(c,w,,a,7) =0 <  K(c—u)=0.

Seega (tuleta meelde, et K on siimmeetriline) ¢ K¢ = ¢ Ku = v K¢ = v/ Ku. Vordsustades
osatuletised ¢ ja w, jargi nulliga, saame meile juba tuttavad tingimused:

Zyiaizo, ozz-+%-:C, z:l,,n
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Seega
1
O(a,7y) = §u/Ku —u'Ke+ Z ;.

Vottes niitid K¢ = Ku, saame meile juba tuttava duaalse probleemi:

1 1 ¢
mgxz oy — §UIKU = m{i}XZO{i — E Z OéiOéjyiyjK(Q?i, 513']')

ij=1

nii, et Zyiai:(), C>a; >0, 1=1,...,n.
i

Olgu o* duaalse probleemi lahend. Meid huvitav optimaalne ¢* peab rahuldama vordust
K¢t = Ku*, kus u* = (y1a5,...,y,a}). Kui leidub poordmaatriks K1, siis ¢* = u* ja
otsitav lahend on

h* = Zyia:‘[((:ﬁi, ). (4.6.4)

Kui aga K~! ei leidu, peab c¢* olema selline, et K(c* — u*) = 0. See tihendab, et iga
j=1,...,n korral peab summa ) _.(cf — u})K(x;, ) rahuldama tingimust

ZK(%J@-)(C? —uf) = (Y (¢ —uf) K (wi, ), K(y,-)) = 0.

1

Seega peab vektor ), (cf — uf) K (z;,-) olema ortogonaalne iga vektoriga alamruumist
span{K(zj,-): j=1,...,n}.
Et aga ) .(c; — u*)K(z;,-) kuulub samasse ruumi, siis
Z(cj —u)K(z;,) =0, = h"= Zcﬁ((mi, ) = Zymf[((mi, ).

Seega probleemi (4.6.3) lahend on ikkagi (4.6.4) isegi kui ¢* # u*.

Konstandi saame endiselt KKT tingimusest: kui 0 < o} < C siis

(3 K i 2y)cs ) ) = s 30 K ) ) = i 3 e ey, K )) ) ) = 1
j=1 j=1 j=1

Markus: Olgu iilesanne kujul

min Q(||w]|*) + L((w, @(21)), ... (w, ®(21))), (4.6.5)

kus H ei ole ilmtingimata RKHS ja ® seega ei pruugi olla kanooniline kujutis. Valemist
(4.5.16) teame aga, et iga sellisel kujul oleva iilesande saab esitada kujul (4.6.1). Olgu
w* iilesane (4.6.5) lahend. Sellele vektorile w* vastab funktsioon h*(z) := (w*, ®(z)),
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mis on RKHS element ja mille korral ||w*|| = ||h*|| (normide vordsus tuleb sellest, et
w* on lahend seega w* on viikseima normiga koikide selliste w-de seast, mille korral
(w, ®(+)) = (w*, ®(-))). Esitusteoreemist teame aga, et iga iilesande (4.6.1) lahendi voib
esitada kujul h* = >""  afK(x;,-) ehk iga x korral

h*(x) = <Z a; B (), ®(x)).

Et aga h*(z) := (w*, ®(z)), saame, et
w* = Zozfq)(xi).
i=1

Seega, soltumata millist Hilberi ruumi H ja kujutist ® kasutame, iilesande (4.6.5) lahen-
dit voib alati otsida kujul Y7 | ;®(z;). Eeltoodud néites voib seega H asendada suvalise
Hilberti ruumiga, K (z,-) asendada ®(z) ja h asendada w-ga.

Kirjandus: Esitusteoreemi iildistusi voib leida raamatutest ([15], Ch. 4; [13], Ch. 5)

4.7 Regressioon

4.7.1 Kantregressioon ja lassoregressioon

Tuletame meelde harilikku lineaarset regressiooni, kus andmed on (z1,41), ..., (Tn, Yn)
ning z; € R? ja y; € R. Harilik lineaarne viihimruutude meetod (ordinary least squares
(OLS)) otsib konstante w € R? ja a € R, mis minimiseeriksid jirgmist kaofunktsiooni

n

> (v — (w'zi +a))”. (4.7.1)

=1

Varasemast (tuleta meelde (3.6.10)) teame, et lahendid avalduvad jargmiselt:

- 1
A —1 N — AL —
W= (EE TiYi y:v), a=y—wzx
i=1
Defineerides
1 1 .2 =2 d__ =d
To— T X T 7y — T 2
Z = 2 ' ! , Y= Y
1 =1 ,2 _ =2 d d
T, —T X —1X x5 — Yn

saame (siin 1 on vaid tihtedest koosnev vektor)

1 — 1 .1
=Y wyi—gr=—2'(y—yl), L=-2'7
mn i1 mn
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nii, et

W = i—l(% > wyi—yx) = (Z22)7' 2y, kus oyl =y — 7.
=1

Kantregression. Juhul kui maatriks ) pole pooratav (néiteks d > n), kasutatakse
alternatiive. Uks voimalus on nn. kantregressioon (ridge regression). Sellisel juhul mi-
nimiseeritakse kaofunktsiooni

n

> (i — (' +a)) A ], (4.7.2)

=1

kus A > 0 on regulariseeriv konstant. Seega on eelistus viiksema normiga (lamedamatel)
regressioonifunktsioonidel, mis praktikas tahendab absoluutselt viiksemaid (nullilihedasi)
regressioonikordajaid. Teame (vt peatiikk 4.2.3), et tilesande (4.7.2) voib esitada ka kujul
(s > 0 soltub andmetest)

rlrl}igl Zn:(y, — (w'x; + a))z,
nii, etl:|]1w|]2 <s.
Ulesande (4.7.2) lahendid 1 ja a avalduvad jirgmiselt
W= (2'Z+ )" 2"y, a=g— 't (4.7.3)

Ulesanne 4.27 Toesta (4.7.3). Selleks kasuta tsentreerimist ja toimi jargmiselt:

1. Asenda tunnusvektorid x; tsentreeritud vektoritega z; := x; — 1 (kus 1 on wvaid
tihtedest koosnev vektor) ja vaatame tlesannet:

i 2
min (y — (W + b)> ISV (4.7.4)
Rt
Veenduda, et (4.7.2) ja (4.7.4) on ekvivalentsed, kusjuures minimiseerivate vektorite
0 ja w ning minimiseerivate konstantide a ja b vahelised seosed onw = v, a = b—T'0.

2. Leidmaks lA), tsentreeri ka vektor y, st asenda see vektoriga y° = y — yl ja esita

(4.7.4) kujul

n

2
min 3 (57— (/2 + (0= 9) ) +A[ol (4.75)

=1

Seejarel ndita, et tilaltoodud “lesande lahendid on sellised, et b= y.
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3. Leidmaks v puisab nitd jargmise ilesande lahendamisest.
IIllIl Z —v'z) +/\||v|| = mln (y° — Zv,y° — Zv) + M'v. (4.7.6)

Niita, et selle lahend on
b= (Z'Z +\I,) " 2"y
Kantregressiooni teoreetilisi pohjendusi:

1. Kui d on suur, otsime tunnuseid, mis oleksid regressioonis olulised. Seega jétame
osa tunnuseid vélja (vektori w vastavad komponendid on nullid). Kantregresioonis
ei seata toke mitte tunnuste arvule vaid nende suurustele.

2. Olgu (X,Y) soltumatu valimist ning seetottu ka kantregressiooni abil saadud hin-
nanguist @ ja a. Olgu z, € R? ning f(z,) = E[Y|X = z,]. Téhistame f(z,) =
w'z, + a. Et (X,Y) ei soltu valimist, siis Ef(z,) = E[f(z,)|X = z,]. Hindame
prognoosi keskmist ruutviga fikseeritud tunnuse x, korral:

2 2
B(Y = f(2))*|X =] =
P 2 2 2 2
E[(Y = f(20))?|X = 2] + (f(z0) — Ef (20))” 4+ E(f(20) — Ef(z,))".
Lahutus kehtib, sest fikseeritud valimi, st fikseeritud f korral (keskvéértus iile Y)

E[(Y_ f(xo))(f(xo) - ]E(xo)”X = xo] = E[(Y_ f(xo))‘X - xo](f(:EO) - f(xO)) =0.

Nii saame
B[(Y = f(2))"1X = 2] = B[(Y = f(a) 21X = 2] + E(f(wo) — f(z2))"

Kolmeks jagamiseks liidame ja lahutame viimasele liidetavale E f (x,) ning arvesta-
me, et f(z,) ei soltu vektorist (X,Y"), mistottu

E((f(z0) = Ef(2,))(f(20) — Ef(x0)) = (f(0) — Ef(wo))(Ef(2,) — Ef(x,)) = 0.

Kolmeks lahutuse liidetavatest esimene on tunnuse tinglik varieeruvus keskvéartuse
timber, mis meist ei soltu, teine on hinnangu ruutnihe ja kolmas hinnangu tinglik
dispersioon. Kantregressioon hoiab dispersiooni kontrolli all nihke voimaliku suure-
nemise arvelt. Toepoolest,

~

flx,) — Ef(z,) = (0 — Bz, + a — Fa = (0 — Bw) (z, — %) + (§ — E7),
sest a =y — W'Z. Seega dispersioon

E((f(xo) — Ef(2,))" = B((b — Bw)'(x, — 1))* + Dy
< E[|lw — Bw|?||z, — #|%] + Dy < (45)E|z, — z||* + Dg.

3. Maatriks (Z'Z + AI) on pooratav ka siis, kui Z’Z pole.
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Lassoregressioon Lassoregressioon (Tibshirani, 1996) erineb kantregressioonist sel-
le poolest, et karistusliikmeks on ||w||;. Seega minimiseeritakse kaofunktsiooni
S (g — (w'ai + @) A i, (4.7.7)
i=1 i
kus A > 0 on regulariseeriv konstant. Teame, et iga A > 0 korral leidub positiivne t > 0
(mis soltub ka andmetest) nii, et (4.7.7) lahendid on ka jargmise iilesande lahendid:

2
min E (w'r; + ao)) ,
w,ao

nii, et HwH1 < t.

Seega ka lasso korral on eelistus viiiksema normiga (1-normiga) regressioonifunktsioonidel,
mis praktikas tdhendab jéllegi absoluutselt vdiksemaid (nullilihedasi) regressioonikorda-
jaid. Nii lasso- kui ka kantregressiooni korral parameetri A\ suurendamine (seega s ja t
vihendamine) vihendab regressioonikordajaid |w;|. Selgub aga, et 1-normil ja 2-normil
on regressioonitlilesannete korral suur vahe: kantregressiooni korral jadvad regressiooni-
kordajad enamasti positiivseks kuid lassoregressiooni korral muutuvad nad tihti nulliks.
Seega, kui A on suur, on nullist erinevaid regressionikordajaid vihe. Seda omadust nime-
tatakse horeduseks (sparseness) ja see omadus teeb lassoregressiooni atraktiivseks.

Tsentreeritud versioon lassoregressioonist on

min S (5 — (0~ 1) + b)>2+)\||v\|1 (4.7.8)

ning analoogiliselt kantregressiooniga saab niidata, et minimiseerivate vektorite v ja w
ning minimiseerivate konstantide a ja b vahelised seosed on o = w, @ = b — 7'0. Tsentree-
ritud iilesande saab, jillegi, lahutada kaheks iseseisvaks tilesandeks: konstant a avaldub
a =y — w'T ning vektor w = © on jargmise iilsesande lahend:

min Z(yf — U’zi)2+/\||v||1. (4.7.9)
i=1
Erinevalt kantregressioonist, pole lassoregressiooni kordajaid lihtne leida, sest || - ||; norm

pole pidevalt diferentseeruv. T. Hastie koos kolleegidega on vélja pakkunud lassoregres-
siooniks sobiva nn. LARS-tarkvara [17].

Kirjandus: Kant- ja lassoregressioonist loe ldahemalt raamatust [7].

4.7.2 Kantrgressioon tuuma abil

Grami maatriks ja hajuvusmaatriks. Tuleta meelde maatriksit Z. Tema read on
tsentreeritud tunnusvektorid ning maatriks S := Z’Z on hajuvusmaatriks (scatter mat-
riz), tema dimensioon on d x d. Vaatleme maatriksit K° := ZZ’. Selle maatriksi elemendid



145

on skalaarkorrutised:
K°(i,j) = (z; — 2)'(x; — )

ja selle maatriksi dimensioon on n X n. Seega, vottes ®(x) = x, saame, et K° on Grami
maatriks ({ilaindeks o néitab, et tunnusvektorid on eelnevalt tsentreeritud). Klassikali-
ses mitmemootmelises analiilisis d on harilikult palju véiksem kui n, mistottu K° pole
tédisastakuga ja enamasti tegeletakse hajuvusmaatriksiga S voi, ekvivalentselt, kovariat-
sioonimaatriksiga S = %S . Tuumameetodite korral aga enamasti d > n, mistottu niiiid
pakub huvi just maatriks K°.

Kantregression maatriksi K° kaudu. Tuletame meelde, et kantregressiooni iilesande
(4.7.3) lahend on

W= (2'Z + \;) " 2"y,
Jérgmine iilesanne néitab, et lahendi saab esitada kujul > 7" | a;z; = Z'cv, kus (tulete meel-

de), z; on tsentreeritud tunnusvektorid (ja maatriksi Z’ veerud) ja o on n-dimensionaalne
vektor.

Ulesanne 4.28 Toesta, et 0 = Z'c, kus
a ="y’ — Z0) = (K°+ A\l,) " 'y°.

Tuleta ka meelde, et @ on tsentreeritud tilesande (4.7.6) lahend, mistottu esitusteoreemist
saame, et selle saab alati kirjutada kujul > 7" | a;z; = Z'a. Selles valguses pole iilaltoodud
iilesanne {illatav. Seega, teades esitusteoreemi, voime lahendit w otsida alati kujul w =
Z'a. Seega w'w = o/ K°a ja iilesanne (4.7.6) on

Hgn (y° — K°a,y° — K°a) + A\’ K°a. (4.7.10)
Vottes tuletise a jargi ning vordsustades selle nulliga, saame
K((K°+ M,)a —y°) = 0. (4.7.11)
Kui K° on pooratav, siis ainus lahend on
o = (K°+ \,) 1.

Kui K° pole pooratav, siis pohimotteliselt voib olla erinevaud vektreid «, mis rahuldavad
iilaltoodud vordust (4.7.11), kuid igaiiks neist peab olema selline, et Z’((K°+\l,,)a—y°) =
0. See tuleneb sellest, et vordusest (4.7.11) jareldub

((K*4AL)a—y*) K ((K*+AL)a—y?) = (7 (K+ML)a—y°) ) (Z/ (K> A L)a—y")) =0
Niiiid aga
Z'(K°+ML)a—y°) =0 = Z'(K°+M,)a=2'2Z'a+ Z'a= (S+\)Z'a = Z'y°.

Et (S + Al;) on péoratav, saame et kdik vordust (4.7.11) rahuldavad vektorid « definee-
rivad iihe ja sama vektori Z'a = Z'a*.
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Prognoos. Vektori w = Z'a* kaudu saadud prognoos punktis z; on

=0z = (Z'a") 2z = () 2z = Za zzi:Za;K
=1

Oletame korraks, et d > n ja maatriks K° on podratav. Olgu A = 0. Siis kantregressioo-
nitilesanne on tavaline vihimruutude regressiooniiilesanne ning o* = (K°)~!y°. Prognoo-
sivektor:

y/ — A/Z/ — Oé*,Ko — (yo)/(Ko)flKo — <y0>/
ehk regressioonitasand labib koiki punkte — iilesobitumus. Seega regerssioon korge dimen-
siooniga ruumis nouab regulariseerimist. Kantregressioon on iiks lihtne voimalus.

Kantregression Lagrange’i meetodil. Suure n korral ei pruugi (K° + \I,,)™! leid-
mine olla kerge ning kasulikum on kantregressiooni vaadelda optimiseerimisiilesandena.
Abimuutujate abil on (4.7.10) jargmine:

min, ¢ o A/ K% + [|€]|? (4.7.12)
nii et K°a = y° —¢&.

Lagrange’i funktsionaal:

L(a,&,7) = A K°a + ||€]* ++/(y° — K°a = €).

Gradiendid:
Vol(a,&,7) =2 \K°a—~+'K°=0 = K°a= ﬁKG
1
Lla,§7)=2-7=0 = (=57
Seega
oK = =K% = —' K% = —/K%, |¢* = =
2\ 2\ 4)\? ’
ja asendades saadud valemid Lagrange’i funktsionaali, saame
9()—’0—11( _iy oLy "(K°+ AL)y.
V=Y 477 vy’ /!
Seega duaalne probleem on
1
max ¥y’ — o) /(K + AI,) Y. (4.7.13)

Jallegi, kui K° on pooratav, siis tilesandel (4.7.12) on iiks lahend o* = %7*, kus ~*
on duaalse tilesande lahend. kui K¢ pole pooratav, voib olla mitu vektorit «, mis koik
rahuldavad vordust

1
Ko = — K°%~*
« 2A 77
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kuid koik nad defineerivad sama vektori
w=Za=7ad =—(")7.
KKT:

ZKZOJ% = l:

Seega
V=0 & 0= Z o (4.7.14)

ehk tugivektor o = 0 parajasti siis, kui prognoos selles punktis on yy.

Pane tahele, et antud juhul on duaalset tilesannet kerge lahendada ning lahend on

1
v = 2M(K°+ AL,) " 'y°, millest o = ﬁ’y* = (K°+ \I,)"

Kantregressioon kujutise ¢ abil

Olgu @ : X — H. Hilberti ruumis H on valim jargmine:

(P(x1),21)5 -+, (P(x0), Yn)-

Kantregressiooni probleem (kernel ridge regression) on

n

L (= (G, @ (@) + )" + Nl (4.7.15)

Keskmistamine ruumis 7. Sarnaselt ruumiga R?, voime kasutada keskmistamist, mis
aga niiiid tuleb 1&bi viia Hilberti ruumis. Olgu ®¢ valimi ®(x;),..., ®(z,) keskmine, st

1 n
= — D(x;).
S et
=1
Olgu kujutis
QX - H, P(x)=P(x) — Ps
ja olgu K¢ tsentreeritud Grami maatriks st K° on n x n maatriks, mille elemendid on

Kfj = KO(ZEZ‘,l’j) = <CI)0(I1‘)7 CI)O(xj» = <<I>(xz),<I>(xj)> — <(I)(IZ), CI)S> — <CI)S, CI)(J]J» —+ <<I>S, (I)S>
= K(z;,x) — %ZK(IZ,:@) — %ZK(xk,xj) + %ZK(Z‘Z,CL’])

Seega maatriksi K° saab esialgsest Grami maatriksist K jargmise lihtsa teisenduse abil
(siis 1 on tihtedest koosenv vektor) :

1 1 1
K°=K - ~K11' - ~11'K + —1'K1. (4.7.16)
n n n
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Lahendamine. Pirast tunnusvektorite ja vektori y tsentreerimist saame (just nagu
ennegi) iilesande (4.7.15) lahendid a ja w, kus

a=7—(0,®g), W=7

ja © on jargmise probleemi lahend
Ny o o 2
min > (y7 = (v, @°(x:)))" + Allll”

%

Teame, et tildisudt kitsendamata voime ruumiks H votta RHKS, ent kui see ka ei ole nii,
siis esitusteoreemist saame (tulete meelde méarkus peatiikis 4.6), et

0= Z ol P(x;),

kus o on jargmise, meile juba tuttava iilesande (4.7.10), lahend:

min <y — K°a,y° — K°a) + A\d'K°a.

aER™

Ulalatoodust teame, et
of = (K°+ \L,)™!

ning koik teised lahendid (kui neid on) defineerivad sama 0. Me teame samuti, et problee-
mi (4.7.10) voib vaadelda optimiseerimisprobleemina (4.7.12) ning (iga) selle probleemi
lahend on a* = %7*, kus v* on duaalse probleemi (4.7.13) lahend.

Konstandi méadramine. Vektori a* kaudu saame optimaalse konstandi

g — (0, ®g) = Za@o x;), ®g) = Za@x] ), &s) — (Z ) (Dg, Bs)

1 1 '
- MKa - (V) @, dg) = § — 21 Kar — 1Y)
n n

1'K1.
n

Prognoos. Iga © € X korral prognoos
j(x) = (0, () + a =Y afK(x,z;) +a.
Tugivektorid. Vordus (4.7.14): kui o = 0, siis

Z i = (0, ®°(x;)),

st kordaja o on null ainult siis, kui punkt (®°(x;),y?) on regressioonitasandil. Kui A > 0,
siis seda tuleb iisna harva ette, mistottu enamus kordajatest o on nullist erinevad ehk
enamus vektoritest x; on tugivektorid.
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4.7.3 e-tugivektorregression

Kantregressiooni lahend w = ) . a;®(z;) ei ole enamasti hore, st enamus valimist on
tugivektorid. Horedus on aga tihti eesmirk, mistottu kasutatakse alternatiive. Uks neist
seiseneb ruutkaofunktsiooni asendamises funktsiooniga, mis ignoreerib viikesi prognooo-
sivigu, tapsemalt neid, mis on viiksemad kui e.

Formaalselt, olgu € > 0 fikseeritud jaiga y, f(x) € R korral defineerime e-tundetu p kao
(e-insensitive p-loss):

ly — f(z)]?, kus |y— f(z)]e :=max{0,|y — f(z)| — €}.
Seega
(ly = f@)|)P =0 iff [y = f(z)] <e

Thitipiliselt p = 1 voi p = 2, ning molemad on kombineeritud kantregressioooniga.

Ruutkadu: p = 2. Kui p = 2, saame kantregressiooni iildistuse
min > " [ys — ((w, ®(x,)) + )| + A (4.7.17)

Vaadeledes seda kui optimeerimisiilesannet ning otsides lahendit kujul >, a;®(z;) (esi-
tusteoreem), saame maatrikskujul jargmise probleemi

ming ¢ o A/ Ko+ [|EF]]7 + [|€7))° (4.7.18)
nii, et Ka+al —y <& +el
y— Ka—al <& +el.

Et € > 0 korral pole kaofunktsioon enam ruutfunktsioon, siis keskmistamisest pole kasu
ning me ei saa enam leida vektorit w ja konstanti a eraldi. Seetottu iilaltoodud {ilesan-
des on esialgne (mitte tsentreeritud) Grami maatriks ning konstant tuleb hiljem méarata
KKT tingimustest.

Duaalne iilesanne (vordle (4.7.13))

1
L 1+ L)yl (47.19)

nii, et 1’y = 0.

/
max, Yy —

Duaalse tilesande lahendi v* kaudu avaldub esialgse {ilesande (4.7.18) (ning seeldbi ka
tilesande (4.7.17)) lahend jargmiselt:

* 1 * ~ *
=3y, W= Zi:aifb(:ci).
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KKT tingimustest jareldub, et kui v # 0, siis

o7y ; .
5 +€ kuivy > 0;

m—E:Kwﬁ—dzw—%m®@w%—d={»ﬁ (4.7.20)
J

5 — € kuiv <O0;

Nendest vordustest saab optimaalse a. Vordusest (4.7.20) jareldub samuti, et

)|
5

= (3 Kijas + @)l = Iy — (0 @(w1)) + )l =

jarelikult tugivektorid (need vektorid z;, mille korral of # 0) on koik sellised, et x; paar
(yi, ®(z;)) on regressioonitasandist kaugemal kui e.

Kaofunktsioon p = 1. Probleem

weH,aER

min Z lyi — ((w, ®(2;)) + a)|e + AlJw]|?. (4.7.21)

Vaatleme {ilesannet jallegi optimiseerimisiilesandena ning otsime laghendit kujul ) . o, ®(x;).
Nii saame iilesande

mingga A0'Ka + € + 1€

nii, et Ka+al —y <& +el

y—Ka—al <& +el
>0, & =0

Selle iilesande lahend o* on

*

o =1
2\

kus v* on duaalse iilesande lahend. Duaalne iilesanne:

1
max, — ﬁv’K“/ +'y—€l7(h

nii, et 4’1 =0
Et tegemist on 1-normiga, kohtame jillegi nn box constraints: || < % ning, just na-
gu 1-morm SVM Kklassifitseerimise korralgi kehtib: kui (y;, ®(z;)) on regressioonitasandist
. .o * _ 1
kaugemal kui ¢, siis [o]| = 55.
Seega in-bound tugivektorid on need valimi elemendid, mille korral

. 1
|O[Z»| € (O, ﬁ)
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KKT tingimustest saame, et in-bound tugivektori x; korral

o . . e, kuin > 0;
Yi — ZKijai —a=Y; — <’UJ, (I)<Iz>> —a= { —e. kui z* <0 (4722)
j ’ ’ '

Sellest vordusest saame leida optimaalse a ning see vordus néitab samuti, et x; on in-
bound tugivektor, kui paari (y;, ®(z;)) kaugus regressioonitasandist on tépselt €.

Kirjandus: Regressioonist tuumadega loe [14], Ch 7.3; [15], Ch 9; [12], Ch 6; [13], Ch. 9.

4.8 SVM mojususest

Selleks, et tugivektormasinad (nii klassifitseerimisel voi regressioonil) annaksid mojusa
hinnangu, peab tuum olema selline, et tema tekitatud RKHS oleks piisavalt heade 1a-
hendamisomadustega. Eelpool ndgime, et selline omadus on universaalsetel tuumadel -
neile vastav RKHS on kéikjal tihe ruumis C(X), st iga pidevat funktsiooni saab kuitahes
héasti ldhendada mone RKHS elementiga supremum-normi mottes. Kitsendav eeldus oli
see, et X' peab olema komapktne meetriline ruum, niiteks ruumi R? tékestatud kinnine
alamhulk (kuid mitte ruum ise). Kéikjal tihedus supremum-normi méttes on viga tugev
noue. Selgub, et mojususeks piisab vahemast — tuum peab olema selline, et vastav RKHS
on koikjal tihe ruumis L,(R? B, Px), kus Px on tunnusvektori jaotus ja p > 0 on sobiv
aste (soltub kaofunktsioonist). Kui funktsioonide jada koondub supremum-normi mottes,
siis koondub ta ka ruumis L,, mistottu tihedus ruumis L, on norgem noue, samas aga
puudub ruumi X kompaktsuse eeldus.

Soft-margin SVM mojususest. Tuletame meelde, et p-norm SVM minimiseerib funkt-
siooni (4.5.16):

. 1 2 o p
Join o B]f* + C > (1= wilhlx) +w,))".

i=1
Jargnevas vaatleme 1- ja 2-norm SVM klassifitseerimisreegli mojusust, kuid lihtsuse mot-
tes loobume konstandist w,. Teame, et kui RKHS on piisavalt rikas (naiteks Gaussi tuum),
siis on selline eeldus oigustatud. Samuti tdhistame A = ﬁ ning et H on RKHS, mille
elemendid on funktsioonid h, saame p-norm SVM-klassifitseerija kui jirgmise optimisee-

rimisiilesande lahendi:
n

1
: 2 1 V)P
min AR+ " E (1= wih(z:))"} (4.8.1)

i=1
Teame, et lahend on kujul h,, = Y77 | o K(z4,-) ja saadud klassifitseerija g, = sgn(hy,).
Kui p = 1 voi p = 2, siis saadud klassifitseerija riski kaugust Bayesi riskist moodab
jargmised nn oraaklivorratused ([13], Thm 8.1 ja 6.24)

Teoreem 4.6 Vaatleme p € {1,2}, X = R%. Olgu tuum K selline, et ||K|j. < 1 ja
vastav RKHS H on separaabel. Olgu (X,Y) jaotus selline, et H on koikjal tihe ruumis
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L,(R%, B, Px). Siis iga A > 0, n > 1 ja § € (0,1) korral kehtib toeniosusega vihemalt
1 =4 (dle valimite)

1/ /8nt 8lni v@
o * 1 - k) T8 = . _
R(g,) — R* < A*(\) + /\< ot n)’ kui p=1 (4.8.2)
2 5 1.1 o/ [8In3 8lng \/g _
(R(gn) 1%)<f1Qy+A@A +2)Q/ L+ —t 4 n) kui p=2.

(4.8.3)

Siin A' ja A% on hulgal [0,00) defineeritud mittenegatiivsed, nogusad funktsioonid, kus-
Juures AY(0) = 0 ning g, = sgn(hy), kus h, on (4.8.1) lahend.

Markused:

1. Funktsioonid A! ja A? on sisuliselt SVM lihendamiviga, nende téipse definitsiooni
ja omadused leiad ([13|, Def. 5.14 ja Lemma 5.15). Mojususe sisukohalt on oluline,
et A(\,) — 0, kui A, — 0.

2. Ulaltoodud vorratused kehtivad kumbki toeniosusega 1 —d (molemad koos kehtivad
jarelikult toendosusega vihemalt 1 — 20).

Ulaltoodud vérratustest jareldub 1- ja 2-norm SVM klassifitseerimisreegli universaalne
mojusus Gaussi tuuma ja sobivalt valitud regulariseerimiskonstantide A, korral. Toepoo-
lest, Gaussi tuuma korral ||K||o = sup, v/ K (z,2) = 1. Gaussi tuum on pidev ja, et R?
on separaabel, on separaabel ka vastav H. Saab néiidata, et mistahes o > 0, p = [1, 00)
ja ruumil R? antud téendosusmoodu P korral, Gaussi tuumale vastav RKHS on kéikjal
tihe ruumis L,(R%, B, P) (|13], Thm 4.64). Seega Gaussi tuuma korral on iilaltoodud vor-
ratused universaalsed, st nad kehtivad mistahes (X,Y’) jaotuse korral. Selleks, et kehtiks
mojusus, peame valima jada A, nii, et vorratuste parem pool koonduks nulliks. Eelkoige
peab kehtima A, — 0, sest muidu ei koondu nulliks A%(),), kus ¢ = 1,2. Samas aga ei
saa A, koonduda nulliks liiga kiiresti, sest vastasel juhul ei koondu nulliks teine liige. Kui
p = 1, peab )\, koonduma nii aeglaselt, et nA\?> — oo (veendu!), kui p = 2, peab A,
koonduma veelgi aeglasemalt: A\2n — oo (veendu!). Kui A, on selline, et vorratuse parem

pool koondub nulliks, on méjusust, st koondumist R(g,,) 5 R kerge nédidata. Toepoolest
vastavalt toendosuse jargi koondumise definitsioonile piisab, kui niitame, et iga € > 0 ka
d > 0 korral leidub n, nii, et P(R(g,) — R* > €) < § iga n > n, korral. Naitamaks 1-norm
SVM reegli mojusust fikseeri € > 0 ja 6 > 0, ning vali n, nii suur, et

1, /8nt 8Ini 4
A\ + — () — 4+ —2 \/j
O+ () <e

kui n > n,. Analoogiliselt jareldub 2-norm SVM mojusus. Et vorratused on universaalsed,
on saadud reeglid universaalselt mojusad.

Ulesanne 4.29 Ndita, et kui )\, koondub piisavalt aeglaselt, siis 1- ja 2-norm SVM-
reeglid ka tugevalt (universaalselt) mojusad.
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Regressiooni mojususest. Olgu H RKHS, h € H ning vaatleme e-tunndetut kao-
funktsiooni L(y, h(z)) = |y — h(z)?, kus € > 0 ja p > 1. Seega erijuhul on tegemist
hariliku p-kaofunktsiooniga. Eelmises peatiikis vaadeldud regressiooniiilesanded (va Las-
so) voib seega esitada (ilma konstantideta) kujul

n

1
min — > lys — Al + Ah]2. (4.8.4)

heH n

=1

Kui € =0 ja p = 1, saame hariliku kantregressiooni. Paneme téhele, et erinevalt eelmiset
paetiikist on iilaltoodud summa esimene tegur korrutatud labi suurusega % Ulaltoodust
teame jéllegi, et iilesande (4.8.4) lahend on kujul h, = > ", o K(z;,-). Olgu (X,Y)
jaotus selline, et F|Y'|P < oco. Sellisel juhul on funktsiooni h € H risk

RO) = BY =h(X = [ ly=ho)ldF (.2

ja minimaalne voimalik risk R* on, nagu ikka, R* = inf; R(f), kus infiimum on vde-
tud iile koikide modtuvate funktsioonide. Sarnaselt klassifitseerimisreegliga iitleme, et
SVM-regressioon on (tugevalt) mojus , kui (4.8.4) lahendid h,, on selliselt, et

R(h,) 5 R*, (pk.).

Teoreem 4.7 ([13], Thm. 9.1) Vaatleme p € [1,00), X = R?. Olgu tuum K tokestatud,
st || K||oo < 00 ja pidev. Olgu (X,Y) jaotus selline, et tuumale vastav RKHS on H koikjal
tihe ruumis L,(R%, B, Px) ning E|Y|P < co. Kui A\, — 0 on selline jada, et X' n — oo,
kus p* = max{2p, p*}, siis

R(h,) & R*,

kus h,, on (4.8.4) lahend.

Et Gaussi tuum rahuldab teoreemi eeldusi (pidev, tokestatud, koikjal tihe ruumis L,),
siis jareldub teoreemist SVM-regressiooni méjusus iga (X, Y') jaotuse korral, mis rahul-
dab E|Y|P < co. Pane téhele, et juhul kui p = 1 voi p = 2, siis mojusust garanteerivad
koondumiskiirused on A, samad, mis klassifitseerimise korral.

Véahimruudud. Lopetuseks vaatame pogusalt veel klassikalist ruutkaofunktsiooni

L(y, h(z)) = ly — h(z)]*.

Ulaltoodud teoreemist jéreldub kantregressiooni méjusus Gaussi tuuma korral. Kasutades
aga asjaolu, et iga funktsiooni h korral (veendu!)

R(h) = E(Y —h(X))* = E(Y — f*(X))* + E(M(X) — f*(X))* = R* + E(h(X) — f*(X))*,

kus f*(z) = E[Y|X = z] on parim voimalik regressioonifunktsioon — tinglik keskvéértus
— saame, et R(h,) koondub arvuks R* toendosuse jéirgi (voi peaaegu kindlasti), kui

/Rd(hn(x) — f(x))*dF () (4.8.5)
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koondub nulliks tdenédosuse jargi (voi peaaegu kindlasti). Ruutkaofunktsiooni korral defi-
neeritaksegi mojusus tihti suuruse (4.8.5) koondumise kaudu (vt [?]). Seega voime jirel-
dada, et Gaussi tuumaga kantregressiooni korral Lo-kaugus funktsiooni h,, ja regressioo-
nifunktsiooni f* vahel koondub toenéosuse jargi nulliks.



Peatukk 5

Boosting

Eeldus: Alljargnevas eeldame, nagu ikka, et klassid on méargistatud: +1,-1. Samuti lepime
kokku, et sgn(0) = 1.
5.1 Risk ja surrogaatrisk

Tuletame meelde SVM klassifitseerimisiilesanet (4.5.16):

: Lo - P
hegqlurje]l% §“h“ " C;(l ~ i) + wo))+‘

See on tehisoppes tihti ettetuleval kujul olev optimiseerimismisiilesanne (A = (2nC)™!):

i AJBIE + 37 6(u(h(w) + ), (5.1.1)

heH,woER

kus ¢(t) on mingi kaofunktsioon. Antud juhul siis ¢(f) = max(0,1 — t)?. Teame (vt
(4.2.20)), et tilesande (5.1.1) voib esitada kujul (siin B on konstant, mis soltub andmetest):

. 1
min —
heH,wo€R N,

> o (yih(z:) +w,)) (5.1.2)
nii, et ||| ;ZlB
Tahistades iga B > 0 korral
Fg={f: X—=>R:f=h4+w,, heH, |h|<B, w,cR}

saame probleemile (5.1.2) kuju:

feFB

min %Zgb(ylf(xz)) (5.1.3)
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Seega SVM-klassifitseerimine on iiks paljudest meetoodidest, kus funktsionaalset margi-
naali y; f(x;) tritatakse maksimiseerida empiirilise ¢-riski

> oS ()

minimiseerimise ldbi. Kui n on piisavalt suur, siis valimi keskmine on ligikaudu vordne
keskvaartusega ja empiiriline ¢-risk on peaaegu vordne ¢-riskiga :

Ry(f) = BO(Y £(X)) = / o(yf (2))dF (x,7).

Seetottu voib empiirilise ¢-riski minimiseerimist (iile klassi F) vaadelda kui ERM-printsiibi
rakendamist ¢-riski minimiseerimiseks (iile klassi F). Nagu ikka, otse me ¢-riski minimi-
seerida ju ei saa, sest jaotus F'(z,y) on meile tundmata.

¢-risk kui surrogaatrisk. Tuletame meelde, et meie eesmérk on klassist F valida
selline f, et klassifitseerija ¢ = sgn(f) risk

R(g) =P(Y # g(X)) = P(Y # sgn(f(X)) =: R(f)

oleks nii vdike kui voimalik. Raamatus [13] nimetatakse ¢-riski surrogaatriskiks : ees-
mérk on minimiseerida klassifitseerimisriski R(f), selle asemel minimiseeritakse surro-
gaatriski Ry(f). Ent kas surrogaatriski minimiseerimine on ikka 6ige? Teisisonu: kuidas
on seotud riskid Ry(f) ja R(f). Tépsemalt: kui I}, on minimaalne ¢-risk iile koigi (mao-
tuvate) funktsioonide ja Ry(f.) — R}, kas siis kehtib koondumine R(f,) — R*7 Kui
tilaltoodud koondumine kehtib, siis surrogaatriski (peaaegu) minimiseeriv f annab klas-
sifitseerimisriski (peaaegu) minimiseeriva klassifitseerija.

Viimasele kiisimusele on lihtne vastata, kui ¢ rahuldab jargmist iisna loomulikku tin-
gimust:
o(t) > Ty<oy, Vit (5.1.4)

ning surrogaatrisk Ry(f,) — Rj. Toepoolest, seosest (5.1.4) jéreldub, et iga f korral
R(f) < Ry(f). Seega, kui Ry(f,) — 0, siis ka R(f,) — 0. Kuid viimane olukord (kus
Bayesi risk on peaaegu null) on pigem erand kui reegel, mistottu tingimusest (5.1.4)
iiksi jaab viheks. Mérgime veel, et ¢-riski minimiseerimine ei soltu funktsiooni ¢ 1abi
korrutamisest skalaariga, siis mittekasvava (positiivse) ¢ korral voib iildisust kitsendamata
eeldada, et (5.1.4) kehtib. Kokkuvottes: kuigi ¢ kahanemine loomulik eeldus funktsioonile
¢, sellest iiksi ei piisa.

Kalibreeritud ¢. Tahistame

n(x) =P =1|X = z) = p(1]z).
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Seega Bayesi classifitseerija on

g (x) = sg(n(z) — 0.5).

Iga f korral ¢-risk (surrogaatrisk) on
Ry(f) = E(E[o(Y f(X))|X]) = E(o(f(X)n(X) + (= f(X))(1 = n(X))).

Seega (tapselt nii nagu Bayesi klassifikatori korral) ¢-riski minimiseerimine on ekvivalent-
ne tingliku ¢-riski
Eo(Y f(X)|X = 2] = n(x)o(f(2)) + o(—f(2))(1 = n(z))

minimiseerimisega iile f(x) vdartuste. Toendosus n(x) on iga x korral fikseeritud ning
seega iga n € [0, 1] korral meid huvitab minimaalne tinglik ¢-risk

H(n) := inf (né(c) + ¢(=a)(1 = n)).

Seega
Ry = inf Ro(f) = B(H((X)).

Defineerime
a*(n) :==arg min (no(e) + ¢(—a)(1—1n))

a€[—00,00]

(eeldusel, et miinimium on saavutatav ja a* on mootuv). Seega funktsioon

[ (@) == a*(n(x))

kiill minimiseerib ¢-riski tile koikide (mootuvate) funktsioonide, kuid kas ta on aga pa-
rim klassifitseerimise mottes? Teisisonu, kas f* abil defineeritud klassifitseerija ¢*(z) =
sgn(f*(x)) on Bayesi klassifitseerija? Kui ¢ on selline, et iga n # 1 korral

1 1
a*(n) >0, kuin> 5 ja a*(n) <0 kuin< 3 (5.1.5)

siis g* () on Bayesi klassifitseerija. Tingimus (5.1.5) on ekvivalentne jargmise tingimusega

sgn(a*(n)) =sgn(n —0.5), Vn #0.5. (5.1.6)

Tingimus (5.1.6) eeldab a* olemasolu, samuti soltub ta sgn(0) definitsioonist ja a* vali-
kust (juhul kui see pole ithene). Seetottu kasutatakse tingimuse (5.1.6) asemel iildisemat
tingimust

H™(n) > H(n), ¥n#0.5, (5.1.7)

kus H~(n) on funktsiooni a — né(a) + ¢(—a)(1 — n) miinimum iile argumentide, mille
mérk erineb (27 — 1) mérgist. Formaalselt

H-(n):= _inf  (n¢(a) + ¢(—a)(l —n)).

acR:a(2n—1)<0

Paneme téhele, et kui a*(n) (n # 0) leidub, siis tingimusest (5.1.7) jareldub (5.1.6) iga o
korral (miks?).
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Funktsioonide H ja H~ omadused.

o H™(3) = H(3)

2

e H:[0,1] — R on nogus ja siimmeetriline punkti 0.5 suhtes:
H(n) = H(1 —n).
Sellest jérelduv, et H(n) < H(0.5);
e H™ :[0,1] — R* on siimmeetriline punkti 0.5 suhtes.
e H~ on nogus hulkadel [0, 1] ja [$,1].

e Kui ¢ on kumer, siis H(3) = ¢(0).

Ulesanne 5.1 Téesta omadused.

Definitsioon 5.1 Oecldakse, et ¢ on kalibreeritud (classification-calibrated) kui kehtib
(5.1.7): iga n # 0.5 korral H~(n) > H(n).

Seega, kui ¢ on kalibreeritud, ja a* leidub, siis funktsioon ¢g* on Bayesi klassifitseerija iga
o valiku korral.

Naited:
e Olgu ¢(t) = (1 —t),. Siis pole reske veenduda, et iga 7 korral saavutab funktsioon
nl—a)y + (1=l +a)
miinimumi punktides +1 voi —1. Sellest jareldub vahetult, et

‘ . 1, kuin>0.5;
H(n) =2min(n,1—n), o'(n) = { —1, kui Z < 0.5.

Seega ¢ on kalibreeritud. Veendu, et H (n) = 1.

e Olgu ¢(t) = (1 —1)3.

Ulesanne 5.2 Veendu, et

H(n) =4n(l—n), a*(n)=2n—-1

Kas ¢ on kalibreeritud? Leia H™(n).
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Ulesanne 5.3 Veendu, et

1

@)= () Hi) =2/l =n), H()=1

Kas ¢ on kalibreeritud?

o Olgu ¢(t) = I(—oo,O]-

Ulesanne 5.4 Veendu, et
H(n) =min(n,1 —n), H () =max(n,1 —n).

Kas ¢ on kalibreeritud?

Funktsiooni H omadustest teame, et H(n) < H(0.5). Jargnev lause néitab, et kui ¢ on
kalibreeritud, siis see vorratus on range iga n # 0.5 korral.

Lause 5.1 Kui ¢ on kalibreeritud, siis

H(n) < H(3), huin# .

Toestus. Oletame, et o*(0.5) leidub. Oletades vastuviiteliselt, et H(n) = H(3}), saame
So(a) + 36(~a") = H(3) = Hin) < né(a”) + (1~ m)o(—a"), (5.18)

millest jareldub, et

Seosest H(n) = H(1 — n) jareldub, et

S0(a%) + 39(~a%) = H(3) = H(1 — 1) < (L= n)g(a’) + ng(~a),

millest saame, et
1

(6(=a") = o(a")) (1 = 5) 2 0.

Kui 7 # 3, saavad molemad vorratused kehtida parjasti siis, kui ¢(—a*) = ¢(a*). Sellisel
juhul saame, et vorratus (5.1.8) on
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Et
H(n) = min (y(a) + (1~ )d(~a)) = 6(a”) = o(~a"),

saame, et a* ja —a* on molemad miinimumkohad. Seega
H(n) = min (né(a) + (1 = n)é(—a)) = min (né(a) + (1 = n)é(-a)),

millest omakorda jareldub, et H(n) = H~(n). Vastuolu eeldusega, et ¢ on kalibreeritud.
Toestuse iildistamine juhule kui o* ei leidu, on lihtne. m

Kumer ¢. Enamasti praktikas ¢(¢) on kumer, niiteks (1—1¢)% (SVM), eksponentsiaalne
exp[—t] (AdaBoost), logistiline log, (1 + exp[—2t]) (logitBoost). Jirgnev lause nnéitab, et
kumera ¢ korral on kalibreeritust lihtne kontrollida — selleks piisab (ja on tarvilik), kui
funktsioonil ¢ on punktis 0 tuletis ja see on rangelt negatiivne.

Lause 5.2 Kumer ¢ on kalibreeritud parajasti siis kui ¢'(0) < 0.

Toestus. Olgu ¢ kumer. Siis iga n korral on kumer ka funktsioon

Cyla) == no(a) + (1 —n)o(—a).

Kumeral funktsioonil on alati miinimum, seega a*(n) eksisteerib. Olgu ¢/(0) < 0. Siis

C(0) = n¢(0) — (1 = n)¢(0) = (2n — 1)¢'(0).

Kui > £, siis (27 — 1)¢/(0) < 0 ehk C;(0) < 0. Et C;, on kumer ja tema tuletis punktis
0 on negatiivne, jareldub sellest, et miinimumkoht a* on reaaltelje positiivsemas osas ehk
a(n)(2n—1) > 0. Kuin < 4, siis €} (0) > 0 ning kumerusest jéreldub, et miinimumkoht a*
on reaaltelje endatiivsemal poolel ning jéllegi «(n)(2n — 1) > 0. Seega ¢ on kalibreeritud.
Teistpidi: esitame toestuse idee: Kui = %, on see Cp(«a) stimmeetriline ja 0 on mii-
nimumkoht. Kui ¢ on punktis 0 diferentseeruv, siis 7 muutmisel, liigub miinimumkoht
O-punktist eemale. Kui ¢'(0) < 0, liigub miinimumkoht "6iges suunas". Kui aga ¢ punktis
0 diferentseeruv, saab leida n # 0.5 nii, et C,, miinimumpunkt on ikka 0. See on vastuolus

kalibreerituse definitsiooniga. m
Jareldus 5.1.1 Olgu ¢ kumer ja kalibreeritud. Siis iga n € [0, 1] korral
H™(n) = ¢(0).
Toestus. Funktsiooni ¢ kumerusest jareldub, et
no(e) + (1L = n)¢(—a) = ¢(a(2n — 1))
Seega

min (16(e) +6(—a)(1—7)) > min _(a(2y—1)) = ming(u) = (0)

a:a(2n—1)< a:a(2n—1)<0 u<0

sest ¢'(0) < 0 tdhendab, et ¢ on kahanev piirkonnas (—oo, 0]. Siit saame, H~ = ¢(0). m
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Funktsioon ¢. Defineerime ¢ : [0,1] — R™,

141
2

141

U(t) = H(——) — H(—

)

1 omadused:
e mittenegatiivne (miks?);
e (0) =0 (miks?);
e pidev (sest nogus funktsioon on pidev ja b on kahe négusa funktsiooni vahe);
Kui ¢ on kumer ja kalibreeritud, siis (lisaks eelmistele omadustele)
o (t) = ¢(0) — H(1), sest Jirelduse 5.1.1 pohjal H™(n) = ¢(0).
1+t

e ¢ on kumer, sest H(=3*) nogus;

o (t) > 0iff t > 0 (jéreldub Lausest 5.1).

Ulesanne 5.5 Olgu ¢ kumer ja kalibreeritud, olgu {t,} reaalarvude jada. Ndita, et
Y(t,) -0 < t,—0 (5.1.9)

Niited.
e Olgu ¢(t) = (1 —t)4. Siis H(n) = 2min(n, 1 — n), millest

60 = 00) ~ B = 1= 2min( 51— 20

J=1—(1—t)=t,

e Olgu ¢(t) = (1 —¢)%. Siis H(n) = 4n(1 — n), millest

141
2

AL Y S )

¥(t) = 6(0) - H(——) =1 - 4(— 5

e Olgu ¢(t) = exp[—t]. Siis H(n) = 2:/n(1 — 1),

i) =1- A/(%)(%) _1-Vi-E

e Olgu ¢(t) = I~ Siis H(n) = min(n, 1 —n), H™(n) = max(n,1 —17) ja

14t 1—t

i) =—-——5 =t
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Kalibreerimisvorratus. Seega, kui ¢ on kalibreeritud, on ¢-riski 4 minimiseerimine
vordvédrne riski minimiseerimisega. Oletame niiiid aga, et mingi f korral ¢ risk R4(f) on
peaaegu vordne miinimumiga K. Kui suur on aga R(f) — R*? Jérgnev teoreem annab
vastuse.

Teoreem 5.2 (Bartlett, Jordan, McAuliffe, 2004) Olgu ¢ kumer ja kalibreeritud. Siis iga
f korral

V(R(f) — R*) < Ry(f) — R, (5.1.10)

Seega, kui ¢ on kumer ja kalibreeritud, siis koondumisest Ry(f,,) — Ry(f) jéreldub, et
Y(R(fn) — R*) — 0. Seosest (5.1.9) saame, et koondumine ¢ (R(f,) — R*) — 0 kehtib
parajasti siis, kui R(f,) — R*. Kokkuvottes:

Ry(fn) — R, = R(f,) — R".
Markused:

1. Varratust (5.2) ei saa tldiselt parandada, sest kehtib lemma (|18, 19|, Thm 3).
Lemma 5.1 Olgu |X| > 2. Siis iga mittenegastiivse ¢ iga 6 € [0,1] ja iga € > 0

korral leidub toendosusmoot ruumil X x {—1,1} ja funktsioon f : X — R nii, et
R(f) — R* =0, kuid ¢(0) < Ry(f) — Ry < ¥(0) +e.

2. Toestasime, et vorratus (5.1.10) kehtib, kui ¢ on kumer ja kalibreeritud. Tegeli-
kult kehtib toodud vorratus iga mittenegatiivse ¢ korral, kuid sellisel juhul on
defineeritud monevorra ildisemalt. Ka sellisel juhul kehtib (0) = 0, kuid

() >0 Vt>0 < ¢ on kalibreeritud.

Seega, kui ¢ pole kalibreeritud, siis vordusest Ry(f) = R jareldub ¢(R(f) — R}) =
0, kuid see ei téhenda, et R(f) = R* (vt [18, 19]).

Kirjandus: Kalibreerimisteooriast loe [18,; 19| voi [13], Ch. 3.

5.1.1 Kalibreerimisvorratuse toestus*®
Lemma 5.2 Olgu g : X — {—1,1} klassifikaator. Siis
Rlg) — R = (2000 = Tyooiron) = [ 20(e) — h(a)da, (5.111)
{9(z)#g9* (2)}

kus g* on Bayesi klassifikaator ja h tunnuse X tihedus (mingi moodu suhtes, mida tdhis-
tame dx).
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Toestus. Leiame klassifikaatori g tingliku riski tingimusel X = z:

Plg(X) #Y[X = 2] =1 -P[g(X) = YV|X = 1]
—1- (P[Y = 1,g(X)=1X =2] +P[Y = —1,¢g(X) = —1|X = x})
=1- (f{g<x>:1}P[Y = X = 2] + Iy)=—y PV = —1|X = 1‘])

=1 <I{g(x):1}77(517) + Lg@)=—13(1 — 17(:1:))>

Seega

Plg(X) #Y[X = 2] - Plg"(X) # Y|X = 1]
”(x)(f{g (@)=1} ~ I{ga)= 1}) (1- T](x))(]{g*(:c):—l} - I{g(x):—l})
(2

n(x) = 1) (Ig=@=1y — Iigx)=1})
= 12n(z) — Uy (@) 2g(2)}-

Keskmistades iile z-de, saame

Rlg) = R(g') = [ (Plol) £ YIX =] = Ply"(X) £ YIX = a ) h(a)da

_ / 2n(z) — 1|h(z)dz
{g(@)#g*(2)}

Lause 5.3 Olgu ¢ on kalibreeritud ning kumer. Kui o(n — %) <0, sus

16(0) + (1= n)o(~a) > H(3)

Toestus. Kui ¢ kumer ja kalibreeritud, siis ¢'(0) < 0, millest ¢(s) > ¢(0) iga s < 0
korral; ¢ kumerusest saame

no(a) + (1 =n)p(—a) = (a(2n — 1)) = ¢(0) = H(0.5).

Teoreemi 5.2 toestus. Olgu

g(x) =sgn(f(x)), g"(x) = sgn(n(z) - 0.5).

Meid huvitab iilemine hinnang suurusele

$(R(9) = R(6") = 0 (BUgron20) =) = ([ nte) = k()
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Et ¢ on kumer, siis Jenseni vorratusest saame

D(E(Lg(x)zer x3120(X)=1])) < B (Iigx0)2e-03120(X) =11)) = Elg(x)4- 8 (120(X)—1]),

kus viimane vorratus tuleb sellest, et 1(0) = 0. Vastavalt ¢ definitsioonile ja H siimmeet-
rilisusele, saame

v(20(e) ~ 1)) = H() - Hln(x),
millest
Bl ot (2oX) =)= [ p(lon(a) =~ 1pha)de

Niitid paneme téhele, et kui g(x) = sgn(f(x)) # sgn(2n(z) — 1), siis lausest 5.3 jareldub,
et

MO (@) + (1= n())o(~ () = ElD(Y (X)|X =a] > H(3).

Samas iga x korral

n(@)o(f(2)) + (1 = n(x)¢(=f(x)) = Elo(Y f(X)|X = 2] = H(n(x)),

millest

/{g(x)isgn(%(m)—l)} 2

/ (Eo(Y (X)X = a] — H(n(x)) h(z)dz <
{g(z)#sgn(2n(z)—1)}

[ (B OO = 2] = Hn()hla)do = ol ) = 7,

5.2 AdaBoost

5.2.1 Boosting ja AdaBoost: pohimote

Oletame, et uurija kdsutuses on suhteliselt lihtne ja kergesti rakendatav klassifitseerimis-
reegel (nn. rusikareegel), mis andmetel treenituna annab ehk vaid natuke parema tule-
muse kui huupi (andmetest soltumatu) klassifitseerimine. Sellise klassifitseerimiseeskir-
ja kasutamine otsuste tegemisel tdhendab enamasti suurt riski. Klassifitseerimismeetodi
boosting (voimendamine) idee seisneb rusikareegli (weak learner, base learner) kordu-
vas rakendamises esialgse valimi "modifitseeritud" (imberkaalutud) variandile. Nii saadud
rusikareeglite jada hq,...,hy, hy + X — {—1,1} kombineeritakse 16pp-klassifitseerijaks
kujul

g(x) = Sgn(z aphy (), (5.2.1)
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kus a4 on sobivalt valitud kaalud. Reegli h; abil defineeritakse kaalud Dyy1(i),i =1,...,n
ning nonda kaalutud valimi abil treenitakse reegal h; ;. Selgub, et kuigi omaette voetuna
on iga reegel h; keskpérane, voib nende (voimendatud) kombinatsioon (5.2.1) olla viga
hea klassifitseerija.

Esimesed boosting-tiiilipi algoritmid pakuti vélja 1980.-ndate aastate 16pus (Kearns, Va-
liant, Shapire). Need esimesed algoritmid polnud kuigi praktilised, kuid pakkusid ela-
vat teoreetilist huvi. 1995.-1 aastal esitasid Y. Freud ja R. Shapire vast koige tuntuma
boosting-tiiiipi algoritmi nn. AdaBoost (adaptive boosting), millel on head teoreetilised
omadused ning mis vaidetavalt on ka héasti rakendatav.

AdaBoost: Antud (valitud) lihtne klassifitseerimisreegel (rusikareegel) h.
1. Sisend: Valim S = (z1,v1), ..., (Tn, Yn); iteratsioonide arv T.
2. Olgu Dy(i) =%, i=1,....m
3. Igat=1,...,T korral:
a Treeni rusikareegel kaalutud valimi (S, D;) korral. Nii saad (lihtsa) reegli

ht X = {—1, 1}

b Leia kaalutud treeningviga

€= Y Dy(i) Iy, 2h (o)}

=1

¢ Defineeri
1 1 ]. — €
o ;= —1In )
D)

€t
d Defineeri uued kaalud

Dy (i) exp[—ayy;hi ()]

Dy (i) = 7, )

kus Z, on normaliseeriv konstant.
4. Lopeta kui: ¢, =0 voi ¢, > %; sellisel juhul T"=1 — 1.
5. Viljund:

g(x) = sgn(fT(x)), fr= Z ohy.
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Seega esimesel sammul treenitakse rusikareegel h originaalvalimi pohjal, sest Dy (i) = %
Klassifitseerija h; treeningvea e, pohjal leitakse reegli h; kaal oy (et iga ¢ korral voime
eeldada ¢; < 0.5, siis ay > 0). Mida viiksem on €;, seda suurem on «ay. Pérast klassifitseerija
h; ja kaalu oy leidmist leitakse uued valimikaalud Dy (7). Seejuures toimitakse jargmiselt:
iga i korral voetakse arvesse selle valimi punkti vana kaal D;(7) ning korrutatakse see 1abi
teguriga

exp[—anysha ()] = { e* > 1, kui h; klassifitseerib punkti x; valesti ;

! ! e~ < 1, kui h; klassifitseerib punkti z; oieti.
Seega valesti klassifitseeritud punktid saavad suurema kaalu, mistottu h;yq treenimisel
tuleb nende punktidega rohkem arvestada. Samuti soltub imberkaalumine konstandist oy
— mida suurem on «; (mida korrektsem on h;), seda suurem on valesti klassifitseeritud
elementide suhteline kaal (vorreldes Giesti klassifitseeritud elementide kaaluga).

Markused:

1. Tihti (arvutipakettides) loobutakse noudest ¢, < 3. Sellisel juhul voib o olla ka
negatiivne, st ay < 0. Pane téhele, et siis AdaBoost sisuliselt asendab vastava klas-
sifitseerija h; vastasmaérgiga klassifitseerijaga —h;. Klassifitseerijale —h; vastav em-
piiriline viga on 1 — ¢ (sest kaalude summa on 1) ning temale vasta a; on see-
ga esialgse negatiivse oy absoluutvadrtus |ay| > 0. Kokkuvottes: kui a; < 0, siis

athy = |ag|(—hy), mistottu noudest ¢ < % voib ka loobuda. Kiill on loomulik 10-
petada, kui ¢ = %, sest siis a; = 0 ning timberkaalumist ei toimu ja jargmisel

iteratsioonil on koik samamoodi.

2. Paneme téahele, et
—Yihi(2:) = 2 ynyay — 1,
millest
exp|—ouyihe ()] = exp[200d(y, £h, (2,)}] €XP[— 0]
Jarelikult voib uued kaalud Dy (i) defineerida ka jérgmiselt (vt. nditeks [7])

Di(i) exp2a Ly, 2hy (2.}

DtJrl (Z) = Zt

(5.2.2)

3. Ulaltoodud algoritm on nn. diskreetne AdaBoost, sest me eeldasime, et rusikarregel
h on klassifitseerija, st h : X — {—1,1}. Tihti on aga h viljund hulk [0, 1] (sellisel
juhul v6ib h-d vaadelda kui toendosuse hinnangut) voi koguni R ja sellisel juhul raé-
gitakse reaalsest AdaBoostist. Reaalse AdaBoosti korral pole aga imberkaalumine

Dyy1(@) o< Dy(i) exp|—auyihy(2;)]

ekvivalentne seosega (5.2.2).
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5.2.2 AdaBoost ja eksponentsiaalne kadu

Veendume, et kui h; on leitud ERM-meetodil, siis AdaBoost on algoritm, mis teatud viisil
minimiseerib empiirilist ¢-riski {ile klassi F, kus ¢(t) = exp[—t] ja

T
F={)_oh: oy €R, hy € H}.

t=1
Siin H on koigi baasklassifitseerijate (rusikareeglite) hulk. Jarelikult on konealune empii-
riline ¢-risk kujul

> expl—uif(z:)] = Y exp[—yi(arha(a:) + - - + arhr(z;))), (5.2.3)
i=1 i=1
ja minimiseerimine toimub iile koikide oy, ..., ar ja hy, ..., hy. Eeldame, et H on kinnine

margi vahetamise suhtes: kui h € H, siis ka —h € H. Siis on iga valimi korral treeningviga
maksimaalselt 0.5. Praktikas on see noue alati taidetud.

Funktsiooni (5.2.3) minimiseerimine iile kéikvoimalike funktsioonide kujul ajhy + - -+ +
arhr on keeruline ning AdaBoost toimib jargmiselt: esimesel sammul leitakse funktsiooni

n

> expl-yiah(z;)]

i=1
minimiseerivad h; € H ja a; € R.
Sammul ¢ leiab AdaBoost oy ja h; € H nii, et

(he, o) = arg Igl;? Z exp[—vi(fi—1(x;) + ah(zy))], (5.2.4)

kus
t—1

ft—l :Zashs7 fOZO
s=1

Seega minimiseerib AdaBoost funktsiooni (5.2.3) jark-jargult: esimesel sammul leitakse
aqhy, teisel sammul leitakse ashs (nii, et aphy jadb samaks), kolmandal sammul azhg (nii,
et ajhy + aghs jaéb samaks) jne. Veendume selles.

Koigepealt tuletame meelde, et

Dy (i) = D.(i) exp|—awyihi(x;)], Zp = Z Dy (i) exp[—ayyihe ()]

t
Seega iga ¢ korral

Dy(i) = %7 Dy(i) = exp[—iﬁhﬂxi)], Dy(i) = exp[_yi(a1h7;(zzj%2+ OZQhQ(fEi))]’
_ expl—yi(anhn(zi) + asho(xi) + -+ opa by (2))] _ expl—yifii(z:)]

Dy(i) = = :
«(4) ZoZy -+ Zyy ZoZr Zoy - -+ Zyy
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kus Zy := n. Jarelikult

~1
exp[—yi fo—1 (7)) HZ Dy(i) = n [ [ Z.Du(i). (5.2.5)
Seosest (5.2.5) saame, et

D expl=pilfior(ws) + ah(z)] = Y expl=yi(fi1 ()] exp[—yacrh(z;)]

_ ﬁ Z. (i D, (4) eXp[—yiah(xi)])-

Vaatleme niitid optimiseerimisiilesannet

mmZDt ) exp[—yiah(z;)]. (5.2.6)

Selle iilesande saab lahendada nii, et iga « korral leiame parima h (mis iildiselt soltub
a-st) ka siis minimiseerime korrutist iile a-de. Paneme téhele, et iga o > 0 korral (5.2.6)
minimiseerimine on ekvivalentne

1&1}{1 Z Di(i) Lin(as)2v:y (5.2.7)

ehk (5.2.6) minimiseerimine on ekvivalentne kaalutud empiirilise riski minimiseerimisega.
Seda on kerge néha, sest

ZDt ) exp[—y;ah(z Z Dy (1) Z Dy (i)

i:h(z;)=y; i:h(x;) £y
(e —e” ZDt D) gty T € ZDt

Seega, soltumata o > 0 vadrtusest, on h; selline, mis minimiseerib (kaalutud) empiirilist
riski ehk

h; = arg mmZDt (D) L th(zs) £y} (5.2.8)

Kui a < 0, siis parim h on —hy, kus hy mlmmlseerlb empiirilist risk, st on defineeritud seo-
sega (5.2.8). Jargnev tilesanne néitab, et parim a on toéepoolest selline nagu AdaBoost’is.

Ulesanne 5.6 Olgu h, antud seosega (5.2.8). Asetades see seosesse (5.2.6) ja minimi-
seerides tle o, veendu, et lahend on kujul

1 1_€t
o := —1In )
2

(5.2.9)

€t
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Mairkus: Seega, kui h; on saadud (kaalutud) valimi empriirilise riski minimiseerimisel,
siis AdaBoost minimiseerib ¢-riski iile klassid Fr teataval (ahnel) moel. Eelmises peatiikis
nigime, et kaofunktsioon ¢(t) = exp[—t] on kalibreeritud. Muidugi, AdaBoost iildiselt ei
noua, et rusikareegel h; leitakse just (kaalutud) empiirilise riski minimiseerimisel, kuid
funktsiooni h; voib késitleda kui empiirilist riski minimiseeriva rusikareegli (teatavas mot-
tes) lahendit. Monikord siiski defineeritakse AdaBoost nii, et h; minimiseerib empiirilist
riski.

5.2.3 AdaBoosti treeningviga ja marginaalviga

Treeningvigade arvu (empiirilise riski) hinnang. Olgu fr AdaBoosti tulemus, st
fr =ai1hy + - - - + arhy. Tuleta meelde, et

7, = Z D, (i) exp[—azyihe ()]

ning (5.2.5):

_ exp[—yi(arhi(2;) + agho(z;) + - -+ ap1he1(z3))]  exp[—yifi1(s)]

D, (2 = )
i(0) ZoZy - Ty ZoZ\Zy - Zy_y

millest saame, et

(n H Zr) Z Dria(i) = (n H Zy) = Z exp|—yi fr(zi)],

millest saame treeningveale ilusa hinnangu:

T

Rulfr) = 2+ senlfe(e) # i < 3 explowifr(z)] = [] 2

t=1

Ulaltoodud avaldisest on niha, et kui igal sammul ¢ minimiseerime

7, = Z D, (i) exp[—azyihe ()]

(aga, nagu teame, just seda AdaBoost teeb), siis seelabi minimiseerime ka treeningviga.

Ulesanne 5.7 Toestada, et

Zt =2 Gt(l - Et). (5210)
Seega
Ru(fr) < [[2vea(l—e) =] V1 -4} <exp[-2) uj), (5.2.11)
t t t
kus
1
Ut = = — €.

2
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Et H on kinnine mérgi vahetamise suhtes, siis maksimaalne treeningviga on 0.5. Arv w,
moodab seda, kuivord on rusikareegel h; on parem halvimast voimalikust klassifitseerijast.
Juhul, kui Y7, u7 = oo, ldheneb treeningvea hinnang nullile. See tdhendab, et mingist
kohast alates on treeningviga 0 (miks?). Piisav tingimus selleks on, et leidub u, > 0 nii,
et uy > u, iga t korral. Sellisel juhul

Rn(fT) S 6—(2ug)T

ehk treeningviga koondub 7' kasvamisel nulliks eksponentsiaalse kiirusega. Kas selline u,
leidub v6i mitte, soltub nii valimist kui rusikareeglist (hulgast 7). Tihti on aga nii, et
suvaliselt kaalutud suvalise valimi korral leidub h mille empiiriline viga on véiksem kui
1

5 — Uo. Ning teinekord pole u, garanteerivat reeglit vaja otsida empiirilise riski minimisee-

rimisel (mis, nagu teame, on raske iilesanne), vaid saab ka kergemini. Néiteks lineaarsete
klassifitsserijate korral iga kordusteta valimi korral u, > ¢ (c on mingi konstant) ning

sellist viga garanteeriva h saab leida poliinomiaalse keerukusega [20, 21].

Margnaalvigade arvu hinnang. Nii voi teisiti tuleb empiirilise riski koondumist prak-
tikas tihti ette, mistottu tekib kiisimus optimaalsest iteratsioonide arvust 17" — see ei tohi
olla liiga véike ( fr liiga "lihtne") ega ka liiga suur (f7 liiga "keeruline"). Samas tuleb silmas
pidada, et R, (f;) = 0 ei pruugi tdhendada, et ¢, = 0, sest ¢, on rusikareegli h; (kaalutud)
treeningviga, R, (f;) on aga sgn(f;) (esialgne, st iimberkaalumata) treeningviga. Nii voib
algoritm t66d jétkata ka peale seda kui valim on eraldatud — algoritmi edasine t66 y; f;(x;)
kasvatamise suunas (tuletame meelde, et AdaBoost minimiseerib ). exp[—y; fi(x;)] ja see
tahendab y; fi(x;) maksimiseerimist). Juhul, kui y; fi(x;) = yi(a1hi(x;)+- - -+arhi(x;)) > 0,
voib y; fi(x;) kasvatada sakalaride «; ldbikorrutamisel positiivse konstandiga ja seetottu
pakub huvi suurus

) . ysz xz o — Qt
pi(fr) = Zt 1Oét ;ﬁtft ;) By ZtT:1 Oét’

mida nimetatakse punkti (z;,1y;) funktsionaalseks marginaaliks . Tuletame meelde,
et oy > 0 iga t korral ja nii voib suurust fr/ ), oy vaadelda adaBoosti véiljundina ja
kasutada klassifitseerimisel. Funktsiooni f;(z;) jagamist summaga 25:1 a; voib vaadelda
kui normeerimist (I;-mottes).

(5.2.12)

Selgub, et isegi kui esialgse valimi treeningviga on 0, jatkab AdaBoost marginaalide
(5.2.12) suurendamist. Seda néitab jargmine teoreem.

Teoreem 5.3 Olgu fr = a1hy + - -+ + arhy AdaBoosti viljund. Siis iga v > 0 korral

T

—]{z o) <7}\<H2\/ 11— )+ =0 - 2u) 5 (1 4+ 20)'%,  (5.2.13)

t=1

kus p;(fr) on defineeritud seosega (5.2.12).
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Toestus. Paneme téahele:

pi(fr) <v & wifr(z) 720% <0 & exply ) alexpl-yifr(z)] > 1.

Seega
expvzal exp[—yi fr(2:)] > I(—oon)(pi(fr)) (5.2.14)

Summeerides (7.3.24) molemad pooled tile i ja jagades n-ga, saame
1 1 .
eXP[’YZO@]; > expl—y; fr(x:)] = iz pilfr) <7}
Arvestades, et (n[[_, Z1) = 3, exp[—yi fr(z;)], saame
] T
~Wipilfr) <} < [[Ziesly Yol
t=1 i

Kordaja oy definitsioonist

1 1 1— €t
a; = —1In
! 2 €¢
saame
r 1 — €\ 2
exphZai] = H 2.
i t=1
Arvestades, et Z; = 24/6,(1 — ¢;), saame niitid
L 1—ea L d
HZtexp Zal H2 15)5(6,5(1—61,’))5 = HZ\/Ei_W(l—et)l‘W.
t=1 €t t=1

l—Et..

Viimane vordus ahelas (5.2.13) tuleneb u; definitsioonist: u; = 5

Mairkus. Vottes v = 0, same vorratusest (5.2.13) eespooltoestatud vorratuse (5.2.11),
sest

{iosen(fr(zi)) # vit C{i: pi(fr) <0}
Veendu, et kui uy; > ug > 0, siis (5.2.13) koondub eksponentsiaalselt nulliks iga piisavalt
vaikese v korral.

5.2.4 AdaBoosti riski hinnang
Olgu f : R? — R ja v < 0 fikseeritud marginaal. Tuleta meelde suurus A, (f) alampeatii-
kist 4.3:

1, kui t > 0;

Z% (2)y:), oy(#) =4 1+L, kui —y <t<0;
0, kui t < —v
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Siin v > 0 on fikseeritud. Seega A, (f) on empiiriline ¢-risk, kus ¢(t) = ¢, (—t). Samuti
tuletame meelde, et A, (f) tilemine toke on marginaalvigade arv R)(f) :

1 n
<= leowen = B(F).
i=1

Meile pakub huvi AdaBoosti viljundi f7 abil saadud klassifitseerija risk (tuletame meelde):

T
R(fr) = P(Y #* sgn(fT)), kus fr = Z a;hy on AdaBoosti viljund.
t=1
Nagu eelmises peatiikis mérgitud, klassifitseerija sgn(fr) ja seega R(fr) ei muutu, kui
kaalud «; normaliseerida nii, et nende summa on iiks. Seega vaatleme (iihtlasi) riski hin-

nanguid R(f), kus f kuulub klassi

T T
cor(H) = {3 B : 820, DA =1 henf
t=1 t=1

ja H on {1, —1}-vadrtuseliste klassifitseerijate (rusikareeglite) hulk. Pane téhele, et tdnu
skaleerimisele on koik klassi F elemendid [—1, 1]-va#rtuselised funktsioonid.

Lihtsaim (klassikaline) meetod saamaks riski hinnanguid oleks klassifitseerijate hulga

Gr = {sgn(f) : f € cor(H)}.

VC-dimensiooni kaudu. Kahjuks viimane kasvab koos iteratsioonide arvuga 7T'. Selgub
aga, et on voimalik leida ka selliseid riski hinnanguid, mis on soltumatud iteratsioonide
arvust T. Néitena vaatame jargmist hinnangut ([21], Cor 1). See hinnang soltub klassi H
VC dimensioonist, et aga rusikareeglite klass on tiiiipiliselt madala dimensiooniga, on see
number enamasti viike.

Teoreem 5.4 Olgu v > 0 fikseeritud. Siis toendosusega 1 — § (ile valimite), iga f €
cor(H) korral

8 [2Vyl 1 In 2
R(f) < Au(f) + 24/ = nin 1) ;Tf (5.2.15)
kus V3 on H VC-dimensioon.
Pane tihele, et funktsiooni f € cop(H) korral y; f(x;) = p;(f) nii, et
d 14y
Af) S B = ~i ) <7 < HM (1 — )+ = [[(—2u) 7 (12u) .
t=1

kus viimane vorratus jareldub vorratusest (5.2.13). Seega, kui u; > u, > 0 ja «y on piisavalt
viike, siis me saame riski hinnangu, mis viheneb iteratsioonide arvu T kasvamisel. See aga
tahendab, et riski hinnang véheneb ka siis, kui valimi treeningviga on juba null. See asja-
olu (osaliselt) seletab, miks AdaBoosti juures iteratsioonide kasv ei pruugi ilmtingimata
tahendada iilesobituvust
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5.2.5 Vorratusest (5.2.15)

Rademacheri kompleksus. Olgu F mingi funktsioonide R? — R klass. Selle klassi
Rademacheri complekus (Rademacheri keskmine) Ra(F) on a

n

Ra(F) := Esblrp ’% Zaif(Xi)

=1

)

kus Xi,...,X, on iid vektorid ja o;, ¢ = 1,...,n on iid juhuslikud suurused, kusjuu-
res P(o; = 1) = P(0; = —1) = 0.5. Juhuslikud suurused o; ja juhuslikud vektorid X,
1 =1,...,n on soltumatud ning keskvaartus on voetud iile vektorite X; ja iile méarkide o;.

Moénikord (néiteks raamatus [14]), Rademacheri kompleksuse definitsioonis on keskvéér-
tus korrutatud arvuga kaks.

Kui klass G koosneb klassifikaatoritest R? — {—1, 1}, siis Rademacheri kompleksuse abil
on voimalik saada monevorra tdpsemaid riski hinnanguid kui VC-dimensiooni kaudu. Ni-
melt kehtib jéargmine teoreem ([4], Thm 5; vaata ka [14], Thm 4.9 véi [3], Thm 3.2).

Teoreem 5.5 Olgu G mingi klassifitseerijate hulk. Siis iga 0 > 0 korral tondosusega 1 —0

R(g) < Ru(g9) + Ra(g) + 1/ h;—ng. (5.2.16)

Kahjuks on Rademacheri kompleksust praktikas raske hinnata, pealekauba soltub ta ju
X, jaotusest, mis meile on iildiselt tundmata. Rademacheri kompleksust on voimalik tilalt
hinnata klassi G VC-dimansiooniga (vt [3], eq (6))

Ra(g) < 2,/ 2/ ) (5.2.17)

n

Marginaalhinnagud. Hinnangud marginaali v > 0 kaudu pohinevad jargmisel olulisel
vorratusel ([21], Thm 3; [22]; vaata ka [3], Thm 4.1).

Teoreem 5.6 Olgu klassi F elemendid funktsioonid RY — [—1,1] ning olgu v € (0,1).
Olgu 6 > 0. Siis toendosusega 1 — 6, iga funktsiooni f € F korral

4Ra(F) N In2

R(P) < Au(f) + =57+ 52

(5.2.18)

Rakendamaks vorratust (5.2.18) AdaBoost’i viljundeile, votame F = cop(H) (pane tihe-
le, et iga f hulgast cor(#) on [—1, 1]-védrtuseline funktsioon). Rademacheri kompleksuse
kasulikkus tuleneb asjaolust, et (erinevalt VC dimensioonist), klassi cor(H) Rademacheri
kompleksus ei soltu arvust 7', nimelt (vt [21, 23|):

Ra(cor(H)) = Ra(H).
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Seega vorratuses(5.2.18) voib Ra(F) asendada klassi H Rademacheri komplekusesga mida
omakorda voib vorratuse (5.2.17) abilt iilalt hinnata selle klassi H VC-dimensiooniga:

2VyIn(n + 1)
—

Ra(F) = Ra(H) < 2

Pannes saadud hinnangud seosesse (5.2.18) saame (5.2.15).

5.2.6 AdaBoosti mojusus

Hiljuti toestasid P. Bartlett ja M. Traskin [24], et sobiva rusikareeglite klassi ‘H korral on
AdaBoost tugevalt mojus klassifitseerimisreegel; eeldusel, et iteratsioonide arv T soltub
valimi mahust n, laheneb n kasvamisel 16pmatusse (7,, — oo) kuid mitte kiiremini kui
T =n", kus 0 < v < 1. Oluline aga on, et AdaBoost igal sammul minimiseerib kaalutud
valimi treeningvea. Seega iga t korral

ht = arg 2%1?5121 Dt<i>l{h(:ci)7ﬁyi}-
Teame, et sellisel juhul h; ja a; minimiseerivad
Z exp[—yi(fi-1(zi) + ah(z;))]
i=1
iile koikide @ € R ja h € H. Seega funktsioon f; = f,_1 + azh; rahuldab iga ¢ korral

tingimust
n

> expl-yifu(w)] = inf 3 expl-pi(fr-1(z) + ah(a:))].

=1

Sellisel juhul voib AdaBoosti defineerida jargmiselt.

AdaBoost: Antud (valitud) rusikareeglite hulk H.
1. Sisend: Valim S = (z1,v1), ..., (Tn, Yn); iteratsioonide arv 7.
2. Olgu f; =0;
3. Igat=1,...,T korral defineeri
fe = fim1 + aily,

kus

Zexp —yifi(x;)] = inf ZeXP —yi(fi-1(w:) + ah(z;))].

a€RheH
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4. Vialjund:
T
g(x) = sgn(z aphy(z)).
t=1

Olgu iga A > 0 korral
Fa={D _XNhi, m=0,12.... Y N=X\ heM, N=>0}, Gn:={sgnf:[feF}
i=1 =1

On selge, et AdaBoosti véljund f7 kuulub mingi piisavalt suure A korral alati hulka G,.
MGéjusus toestatakse vorratuse (5.1.10) abil

W(R(fr,) — R*) < Ry(fr,) — R},

kus ¢(t) = exp[—t], sellele vastav 1)(t) = 1 — /1 — t? ning jada T,, on sobivalt valitud (st
iteratsioonide arv kasvab koos valimimahuga, kuid mitte liiga kiiresti). Seega eesmérk on
surrogaatriski (¢-riski) mojusus:

Ry(fr,) = Ry

Et viimane koondumine kehtiks peab ldhendamisviga koonduma nulliks ehk jargmine

tingimus peab kehtima:
lim inf R4(f) = Ry, (5.2.19)

A—o0 fEF)y

Omadus (5.2.19) soltub nii jaotusest P kui ka rusikareeglite hulgast H. Samas leidub
klassifitseerijaid #H, mis rahuldavad (5.2.19) iga jaotuse P korral. Sellised klassid on néiteks
lineaarsete klassifitseerijate hulk, teatavad kahendpuud jne.

Teoreem 5.7 (Bartlett, Trashkin, 2007). Olgu klassi H VC dimensioon loplik, R* > 0
ja kehtigu (5.2.19). Olgu g, AdaBoosti kaudu leitud klassifitseerija iteratsioonide arvuga
T,. Kui T,, — o0 ja T,, = O(n"), kus v < 1, siis kehtib koondumine

R(g,) — R*, pk,

st reegel on tugevalt mojus.

Rusikareeglite hulga 16plik VC-dimensioon on loomulik eeldus (meenuta riski hinnanguid),
on ju rusikareeglite klass voimalikult lihtne. Samuti, nagu négime, on loomulik eeldus
(5.2.19). Kui H on selline, et (5.2.19) kehtib iga P korral, ei sea see eeldus kitsendusi
jaotusele. Kiill aga on jaotusi, mille korral R* = 0. Seega, isegi kui (5.2.19) kehtib koikide
jaotuste korral, ei jareldu ilaltoodud teoreemist universaalne mojusus.
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5.3 Boosting kui gradientmeetod

Négime, et AdaBoost minimiseerib (teatud viisil) empiirilise ¢-riski
Ry(F) =) oluif (x:))

tile F. Siin ¢(t) = exp[—t]. Veendume, et AdaBoost minimiseerib seda funktsiooni tea-
taval gradientmeetodil (steepest gradient descent), kus igal iteratsioonisammul ¢ otsitakse
funktsiooni h; € H nii, et funktsiooni

t—1

o Rg <Z aghg + ozht>
s=1

kahanemine punktis 0 on maksimaalne (coordinate-descent). Seega otsime funktsiooni h;
nii, et

OR} (ft—1 + ah)

hy = arg min

heH oo a=0
= arg min
heH “— Oa a=0

heH

= argmin Z ¢ (yz‘ft—1 (xz>)yzh($z)

= argmin = (2 zne) — 1) (0ifir(21)):

Juhul, kui ¢ on kahanev (mida ta enamikel juhtudel ka on), siis —¢'(y; fi—1(z;)) > 0 iga i
korral ning h; on seega selline, mis minimiseerib kaalutud empiirilise riski

. . t .
he = arg min Zl D (i) yin(as)

kus
Dy (i) oc —¢' (yi i (24)). (5.3.1)

Kui h; on leitud, siis leiame kaalu «;, mis minimiseerib o — Ry (f -1+ Ozht) ehk kumera

¢ korral

oRy (ft—l + Ozht)
Oa

o - Z ¢ (yi(ft—l(wz‘) + Oét@(%)))g/iht(xi) = 0.

Nii saame iildise boosting-tiiiipi algoritmi:
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GradientBoost: Antud (valitud) lihtne klassifitseerimisreegel (rusikareegel) h.
1. Sisend: Valim S = (z1,v1), ..., (Tn, Yn); iteratsioonide arv 7.
2. Olgu Dj(i) =+, i=1,...,m

3. Igat=1,...,T korral:
a Treeni rusikareegel kaalutud valimi (5, D}) korral. Nii saad (lihtsa) reegli
he: X — {—1,1}.
b Defineeri
Qp 1= arg glellg RZ (ft—l + aht)

¢ Defineeri uued kaalud

D (i) o = (yi(fror(2:) + auha(2:))) = —¢ (ws (fr(22))).
4. Valjund:
g(x) = sgn(z ahy ().

AdaBoost on GradientBoost. Kui ¢(t) = e, siis tilaltoodud algoritm on AdaBoost.
Toepoolest, seosest (5.3.1) saame

Dy (i) oc exp[—(yife1 ()]
st Dj(i) = Dy(i) ehk kaalud on samad kui AdaBoostis. Kordaja oy leidmiseks lahendame
vottandi

> (3 (fioa @) + achulw) Juiha() = = D expl—yi(fooa(as) + awhi(a))lyihe()

= Z exp[—yi fe—1(w)] exp[—yichy (z:)|yihy (2:) = 0

(2

Seega sellisel juhul a; saame vorrandist

> Dy(i)expl—yiaehi(z)lyiha(zs) = Y Dy(i)e™ + Y Dy(i)e™
i i:he (i) 7y i:he(xi)=y:
= eteat —+ (1 — et)e_at = U,
1

mille lahend, nagu teame, on a; = 5 In 1;—:t
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Maérkus. Oletame korraks, et eesmirk on funktsiooni Rj(f) = >, ¢(y:f(z;)) minimi-
seerimine iile koikvoimalike n-dimensionaalsete vektorite (f(z1), ..., f(x,)). Klassikalisel
gradientmeetodil kéib see iteratiivselt nii: sammul ¢ leiame gradiendi (osatuletistega vek-

tori)
IRy (f)
af(x1)

VRy(fi1) =
OR4(f)
0f(@n) /' f=fi s

ja siis leia jargmine ldhend
fr = fio1 — auVRs(fiq).

Pane tihele, et vektori VRy(fi—1) i-s element on ¢'(y;fi—1(z;))yi;- Meil on vaja aga igal
sammul leida uus funktsioon klassist H. Gradientvektori —V Ry(f;—1) i-s komponent an-
nab meile sisuliselt otsitava funktsiooni h; mérgi kohal x; aga klassis H ei pruugi olla
ithtegi funktsiooni, mille korral koikide valimipunktised méargid kattuksid gradiendi oma-
dega. Seetottu otsime teatavas mottes gradiendile ldhimat funktsiooni h;. Kirjanduses
kasutatekse selleks keskmist ruutkao mottes. Veendume, et klassifitseerimise korral annab
see juba meile tuttava GradientBoost’i. Olgu

( _ 8R¢(f)
of (xi)

— h(z;))”.

he = arg Jnf
Et
5 (= Gl nw)* = 3 (= 6 ica (o~ )’
| = Z (¢ (g fir ()" +2 Z & (yi fio1 () yih(z;) + Z h2 ()

ja h%*(z;) = 1, ndeme: iilaltoodud summa miniimeerimine on ekvivalentne summa
> & (ifro1 () yih(xs)
i
minimeerimisega ja just seda GradientBoost teeb:

h; = arg Ih%l?f{l Z ¢’ (yz‘ft—1($z'))yz‘h($i)'

Seega kasutatakse tihti kirjanduses (néiteks raamatutes [8, 10]) GradientBoosti definit-
sioonis h; leidmiseks ruutkao mottes gradiendile lahimat funktsiooni.

5.3.1 LogitBoost

Juhul, kui ¢(¢) = In(1 4 e7*), siis saame samuti populaarse algoritmi — LogitBoost .
Sellisel juhul

Ry(f) = D1+ expl=yf (z:)]). (5.3.2)
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mis harilikust eksponentsiaalsest kaost erineb selle poolest, et suurte negatiivsete margi-
naalide korral on kadu véiksem. LogitBoosti korral

—et -1

T 1qet 1+et

¢'(t)

millest kaalud (5.3.1):

1
t (s -
D¢(Z> x 1+ evifi—1(@e)”

Kahjuks pole LogitBoosti korral o, leidmine analiiiitiliselt lihtne. Kirjanduses: a; = % VOl
nagu AdaBoostis: oy = %ln lz—f

LogitBoost ja logistiline regressioon. Logistilises regressioonis otsitakse hinnangut
logistilisele toeparasuhtele
n(x)
fl@) =In———
1 —n(x)
mingist ettantud klassist F. Peatiikis 3.6.2 oli selleks klassiks lineaarsete funktsioonide
hulk. Kui f € F, siis vastav  hinnang on

ef (@) 1 1

Tlted@ T 1 qet@ —ny(x) = 11 /@ (5.3.3)

1y ()

Logistiline regressioon suurima toepara meetodil maksimiseerib tinglikku toendosust

> e+ 37 (1= npa) == 30 (1) = 3T (1 +-ef)

iy;=1 LY =— iy =1 LY =—

- Z In(1 + exp[—y; f(2;)]).

Teisisonu, minimiseeritakse funktsiooni (5.3.2). Seega LogitBoost pole midagi muud, kui
logistilise regressiooni tingliku toeparafunktsiooni teataval viisil maksimiseerimine iile
klassi F = spanH. Logistilise regressiooni ja LogitBoosti vahe seisneb meetodis, mille-
ga funktsiooni (5.3.2) minimiseeritakse. Logistilises regressioonis minimiseeritakse seda
funktsiooni Newton-Rapshoni meetodil ning funktsioonide klass peab selleks olema lihtne
(lineaarsed funktsioonid); GradientBoost minimiseerib seda funktsiooni teataval lihtsal
gradientmeetodil, kuid seda on voimalik teha tile laiema klassi F = span.

Ulesanne 5.8 Olgu ¢(t) = In(14 exp[—t]) ja ¢(t) = In(1 + exp[—2t]). Veendu, et funkt-
stoonid o on vastavalt




180

Teinekord kasutatakse ka kaofunktsiooni ¢(t) = In(1 4 exp[—2t]). Sellisel juhul minimi-
seerib LogitBoost funktsiooni

}:m@+@m}@4@m) (5.3.4)

ja tilaltoodud iilesande pohjal tdhendab see suuruse

n(x)
1 —n(x)

hindamist suurima toepéara meetodil klassist F.

1
—1In
2

Tingliku toenédosuse 1 hindamine. Logistilise regressiooni iildisem eesméark on tingliku
toendosuse n(z) hindamine. LogitBoosti (5.3.2) (st ¢(t) = In(1 + exp[—t])) kaudu lei-
tud funktsiooni fr abil saame tingliku toendosuse hinnanguks

efr(@) 1 . 1
T 1telt@ 14 efr@ T 11 eh@

fi(z) —1

Kui f7 on leitud LogitBoosti (5.3.4) kaudu (st ¢(¢) = In(1 4 exp[—2¢])), siis  hinnang on

1

Ulesanne 5.9 Niita, et 7j(z) > T parajasti siis, kui sgnfr(z) = 1.

Kirjanduses soovitatakse ka valemis (5.3.5) kasutada ka AdaBoosti abil leitud f. Selle
pohjendus on funktsioonide exp[—t] ja In(1 + exp[—2¢]) sarnane kiditumine nulli imbuses

ning asjaolu, et neil on {ihine o*() = 3 In s

5.4 Regressioon

Vaatleme regressioonitilesannet, kus y; € R iga ¢ korral ning eesmérk on minimiseerida
kaofunktsiooni

> L £()

iile klassi F. Nagu ikka, enamasti L(y,z) = (y — x)?, boosting-algoritmide korral aga

T
F = {Zatht : ht < H},

t=1

kus hulk # koosneb (mingis mottes) lihtsatest regressioonifunktsioonidest. Selliseid mude-
leid nimetatakse aditiivseteks. Tihti kasutatakse nendeks mitmesuguseid puid. Kui klassi
‘H elemendid on invariantsed skalaariga korrutamise suhtes, st ah € H iga h korral (naiteks
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puud), siis iga hulga f element on lihtsalt summa hq + - - - + hp. Boosting-tiitipi algoritmi-
des kéib aditiivse funktsiooni sobitamine liidetavate kaupa: parast f; := a1 f1 + -+ 4+ au fy
sobitumist minimiseeritakse summat

Z L(ys, fe(xi) + ugahisn)
i=1

iile skalaaride ayyq ja funktsioonide h;i; jne. Nii saame iildise skeemi regressiooniks.

Forward stagewise additive modelling:
1. Sisend: Valim S = (z1,v1), ..., (zn, yn); iteratsioonide arv 7.
2. Olgu fo(x) =0
3. Igat=1,...,T korral leia

(i, hy) := arg min ZL (yis fror () + el (). (5.4.1)

ar€R ht cH

o fi= fi—1+ aihy.
4. Valjund: f = fr
Lyboosting : L(y,z) = (y — z)? (ruutkaofunktsioon, regressiooni korral enamlevinud).
Siis
2
Z L(yi, fr1(z) + ashy) = Z (yz — fi—1(xi) — atht<xi)) )
millest saame, et iteratsiooni igal sammul leitakse vahimruutude mottes parima funktsioon

kujul ah eelmisel sammul saadud prognoosi jadakidele: ry_1(x;) = y; — fi—1(x;). Paneme
veel tihele, et

> iy Te—1 () h(y)
> W2 (i)

ning (5.4.1) minimiseerimine on sisuliselt vaid iile klassi H.

arg m;nz (Tt_l(l‘i) — ah(%))? =

MART. Tiikeldusfunktsioonide korral on funktsioonid A kujul

2) =3 s, (@)

kus {S1,...,S;} moodustab ruumi R¢ mingi struktuuriga tiikeldus, niiteks puud ja v; €
R. Sellisel juhul minimiseerimine (minimiseerimist iile a-de pole enam vaja) on

manL (Yi, fro1(zi) + h(z;)) = mm ZZ Wi, fr—1(xi) +5),

.....

] 1 z;€8;
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kus

v = argglelﬂgl; L(yia ft—l(xi) + 7)-
1E0;

Juhul, kui L(y,z) = (y — x)?, siis 7, on jaékide keskmine iile tiiki S;:
1
%= > real),
n‘j x»;ESj

kus n; on tiikkki S; kuuluvate x;-de arv.

Seega minimiseerimine taandub optimaalsete tiikkide S; leidmisele. Juhul, kui H koosneb
puudest, nimetatakse saadud algoritmi MART (multiple additive regression trees) algorit-
miks, mis ruutkaofunktsiooni L(y,z) = (y — x)? korral on seega jérgmine:

MART (Friedman 2001):

1. Sisend: Valim S = (z1,v1),..., (zn,yn); iteratsioonide arv T, puu lehtede arv
kh...,kT, Ve (0,1]

2. Olgu fo(z) = argmin, Y1 (y; — )%
3. Igat=1,...,T korral leia

o 7 1(%i) = yi — fro1(ws);

t t s t to
e puu Sj,...,S5;, ning g, ..., 7, nii, et

oleks minimaalne (seega % on jadkide keskmine iile tiiki S7);

e defineeri

Ky
fo=fi1 + VZ’Y;[S;%-
j=1

4. Valjund: f = fr.

Arv v € (0,1] (shrinkage parameter) naitab, millise kaaluga uus liidetav mudelisse voetak-
se. Simulatsioonid on naidanud, et mida viiksem v, seda viiksem testviga, samas vaiksem
v nouab suuremat iteratsioonide arvu 7.
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Splainid. Uhedimensionaalsete splainide korral on funktsioonid A iihedimensionaal-
sed kuupsplainid, st kolmandat jarku ja kaks korda pidevalt diferentseeruvad splainid.
Igal sammul l&hendatakse nendega vaid {iht tunnust (d-st tunnusest). Formaalselt: ja&-
kide r(x1),...,r(x,) ning tunnuse j € {1,...,d} korral otsime parimat l&hendatavat
kuupsplaini A/ jirgmises mottes:

"

i argint 37 () — b))’ + A / (1 (x))%dr, (5.4.2)

kus A > 0 on regulariseeriv konstant ja a7 on i-nda tunnusvektori j-s komponent. Nii

saame iteratsiooni igal sammul d erinevat splaini h', ..., h¢ ja igal neist valitakse selline,
mis ruutkao mottes lahendab jadke paremini:

Jj* = arg Erllindz (r(x;) — hj(xg))2. (5.4.3)

Nii saame jargmise Lo-boosting algoritmi.

Lo-Boosting with componentwise smoothing splines (Biithlmann, Yu, 2003):
1. Sisend: Valim S = (z1,v1), ..., (Tn, Yn); iteratsioonide arv 7', A > 0, v € (0, 1].
2. Olgu fo(z) =0;
3. Igat=1,...,T korral leia

o 11 () = yi — fra(i);
e Leia parim parim iihedimensionaalne splain jdékidele r;_;(z;) seoste (5.4.2) ja
(5.4.3) mottes. Olgu see h] .

e defineeri .
fi= feier +vhi

4. Viljund: f = fr.

Boosting ja Lasso. Olgu H = {hq, ..., hx} ning vaatleme lineaarset mudelit kujul

K
f = Z Oékhk.
k=1

Regressiooniiilesanne on niitid

n

min [ 37 (5 — Y awhu(w:))” + 0T ()],

i=1
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kus a := (au, ..., ax) ning J(«) on mingi karistusfunktsioon, naiteks J(a) = >, o2 kant-
regressiooni ja J(a) = ), |ag| Lasso korral. Tihti on K véga suur ning reguraliseerimine
on seega vajalik.

Teame, et Lasso korral on optimaalse vektori a leidmine mittetriviaalne. Simulatisoo-
nid on naidanud, et jargmise algoritmi valjundid ldhendavad viga hésti Lassot.

Foreward stagewise linear regression
1. Sisend: Valim S = (z1,v1), ..., (Zn, Yn); iteratsioonide arv T'; € > 0.
2. Olgu o =0igak=1,...,K korral , fo = 0;
3. Igat=1,...,T korral leia

° Tt—1($z‘) =Yi — ft—l(xi);
o (B,1) =argming; > 1, (rt_l(xi) — ﬁhl(xi))g;

e af = " +e-sgn(f), af =a; " kuit #l;
L4 ft = Zf:l Cki?hk
4. Viljund: f = fr.

Siin iteratsioonide arv 7" asendab reguraliseerimisparameetrit A — mida rohkem iteratsioo-
ne, seda suurem Y, |yl

Kirjandus: boostingust loe 7], Ch 10, [10], Ch 16 vdi iilevaateartikleid [21, 26, 25, 27|.



Peatukk 6

Ulevaade teistest meetodidest

Eeldus: Olgu klasside margistused 0 ja 1.

6.1 Plug-in reeglid

Tuletame meelde: n(z) = P(Y = 1|X = z), Bayesi reegel (olgu kiesolevas peatiikis viigi
korral eelistus klassile 0)

« | 1, kuin(x) > 0.5
g'(x) = { 0, kuin(xz)<0.5.

Lemma 5.2: Olgu g klassifikaator (see kas g véartused on 0 ja 1 voi -1 ja 1 ei muuda
midagi). Siis

R(g) - R"=P(g(X) #Y) - R

1 1
—28(1n(X) = S Heomron) =2 [ (o) - 5|F(do)
{g9(z)#g*(2)}

kus ¢g* on Bayesi klassifikaator, F' on tunnuse X jaotus.

Plug-in klassifitseerija defineeritakse labi funktsiooni n hinnangu 7, jargiselt

1, kuin,(z) > 0.5;
gn() = { 0, kuin,(z) <0.5. (6.1.1)

Paneme tahele: kui g, on plug-in klassifitseerija, siis

gn(x) # g"(x) = [n(z) — %! < [n(@) = nu ()] (6.1.2)

Asendades seose (7.2.6) lemmasse 5.2, saame jargmise olulise jarelduse.

185
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Jareldus 6.1.1 Olgu n, funktsiooni n hinnang ning g, selle pohjal saadud plug-in klas-
sifitseerija. Siis

R(g,) — R* = 2/ n(z) — —}F (dz) < 2/ In(x 7)|F(dr).  (6.1.3)

{gn(z)#g* ()}

Ljapunovi (voi ka Cauchy-bunjakowski-Schwartzi) vorratusest saame

R(g,) — R* <2/\77 — ()| F(dx) < 2\// F(dw) (6.1.4)

Seega, kui hinnang 7,, on méjus Lo-méttes (voi Li-mottes), st (6.1.4) parem pool ldheneb
nullile, siis on seda mojus ka plug-in klassifitseerija g,. On aga selge, et 1, mojusus on
on vaid piisav kuid mitte tarvilik g, mojususeks. Toepoolest, nagu jargmisest joonisest
néha, piisab g, mojususeks palju vihemast.

Teinekord hinnatakse toendosusi n(z) ja 1 —n(z) eraldi. Olgu 7); téendosuse n(z) hinnang
ning 7jy olgu téendosuse 1 —n(x) hinnang, kusjuures nende summa ei pruugi ilmtingimata
olla 1. Plug-in klassifitseerija sellisel juhul oleks

1, kui i (x) > qo(2);
gn(w) = { 0, kuify(z) < (). (6.1.5)

Ulesanne 6.1 Toesta, et

R(g,) — R* < /|n —m(z)|F(dx) + /| (1 =n(x)) —n_1(x)|F(dz). (6.1.6)

Ulesanne 6.2 Olgu fi ja fo klasside-sisesed tihedused, p = P(Y = 1). Olgu p; toe-
ndosuse p ning po toendosuse 1 — p hinnang; olgu f1 ja fo tiheduste fi ja fo hinnangud.
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Defineerime klassifitseerija

. 1, ki ﬁlfjl(l') Z ﬁOfO(x);
gnl) = { 0, kuipyfi(z) < pofo(z). L0

Veenduda, et (6.1.1) on plug-in klassifitseerija ning toestada, et
R(g,) — R* < /|pf1($) —]51JE1(I)|dm + / (1= p)folz) —ﬁofo(x”dx- (6.1.8)

6.1.1 Standardne plug-in: parametriseerimine

Olgu tihedused f; ja fy teada parameetrilisel kujul fi(61,x) ja fo(6o, ). Standardne
plug-in reegel secisneb jaotuse hindamises parameetrite kaudu, st tundmatute para-

meetrite 6y, 6y ja 7 = P(Y = 1) asendatakse hinnangutega 61, 6, ja #. Saadud klassifit-
seerija: R R
_ 17 lfﬁ-fl(ela‘r) > (1_7%>f0(‘90,$),
gn(x) = PN R
O7 if 7Tf1(91,.’17) < (1 —W)fo(eo,.f).

Kui mudel on korrektne, siis leiduvad "6iged parameetrid"6; nii, et funktsioonid f;(6;, x),
1 = 0,1 on tunnusvektori X tinglikud tihedused. Parameetrite hinnagud 0; on (tugevalt)
mojusad kui 6; — 0f iga 1 = 0,1 korral tdenédosuse jargi (p.k..). Kui 7 on iihtede proport-
sioon valimis, siis SLLN pohjal 7 — 7, p.k.. Kas parameetrite (tugev) mojusus garanteerib
plug-in reegli (tugeva) mojususe? Uldiselt: ei.

Naide. Olgu f(6,x) thtlase jaotuse U[—6,0] tihedus kui # # 1 ning tihtlase jaotuse
U10, 1] tihedus, kui # = 1, 7 = 0.5. Olgu 07 = 2 ja 65 = 1. Vaatleme prameetri hinnangut

0; == max | X;|.

J:Y;=i

On selge, et 0; — 0r a.s.. Teisalt iga n korral 0; # 1 p.k.. Seega, kui = > 0, siis f(f;, z)
f (62, x) = 0 ning vastavalt standardsele plug-in reeglile, g,(z) = 1. Seega R(g,) > P(Y
0) = 0.5, kuid R* = 0.

Pidevus. Ulaltoodud kontraniites polnud funktsioonid § — f(#,x) pidevad ning see-
tottu oli ka selline néide voimalik. (Sobiva) pidevuse korral on aga ka standardne plug-in
mojus reegel Defineerime

- 7Tf1(91755')
no(x) := (01, z) + (1 —7) fo(6o, )

Funktsioon § — 1y on pidev ruumis Li(R?, F), kui koondumisest 6,, — 6 jireldub

/!779"(90) — ng(x)|F(dx) — 0.
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Teoreem 6.1 Olgu 0 — 1y pidev ruumis Li(R%, F). Kui hinnangud 0; on (tugevalt) mo-
Jusad, siis standardne plug-in reegel {g,} on (tugevalt) mojus.

Ulesanne 6.3 Toesta teoreem.

Ulesanne 6.4 Niita, et dlaltoodud kontrandites funktsioonid ny pole pidevad ruumis
Li(RYF).

Piisav tingimus funktsiooni 7y pidevuseks ruumis L;(R¢, F): iga x ja i = 0,1 korral on
kujutis 0; — fi(0;,z) pidev. Toepoolest, siis iga = korral on ka 6 — ng(x) pidev ja
domineeritud koondumise teoreemist jireldub pidevus ruumis L, (R?, F).

6.2 Tikeldusreeglid

Olgu § := {51, 5y,...} ruumi R? tiikeldus (partition): R? = U;>1S;, S; N S; = 0, kui
i # j. Iga o € R? korral olgu S(z) vektorit z sisaldav tiikk. Vaatleme klassifikaatorit g,,
mis igale vektorile x seab vastavusse klassi 1 parajasti siis, kui tiikkki S(x) kuulub rohkem
klassi 1 kuuluvaid treeningvalimi elemente. Seega

gu(@) = 4 O KU Dy Ty Les@y < 2t Hpmop s (6.2.1)
" 1, mujal. -

Seega klassifitseerija g, minimiseerib empiirilise riski iile koikide nende klassifitseerijate,
mis on defineeritud tiikeldusega S.

Definitsioon 6.2 Tiikeldusreegel (it partition rule) koosneb klassifitseerijatest { g},
kusjuures g, on defineeritud kui (6.2.1) ja talle vastav tikeldus voib soltuda nii n-st kui
ka valimist xy, ..., x,.

Iga klassifitseerija defineerib tiikelduse (néiteks lineaarsete klassifitseerijate korral on neid
tiikke kaks), tiikeldusreegleid aga eristab 2 tunnust:

1. tiikeldus ei soltu markidest yy,...,y,
2. iga tiki mérk (g, vddrtus) médratakse hiadlteenamusega.

Teist tingimust rahuldavaid reegleid nimetatakse tihti ka loomulikeks (natural). Kitsen-
dustele vaatamata on tiikeldusreeglid lai klass (naabrireeglid, histogrammid, puud jne).

6.2.1 Tiikeldusreeglite universaalne mojusus

Millal on tiikeldusreegel mojus? Olgu {S7, Sy, ...} valimist soltuv tiikeldus. Et titkeldus-
reegel n kasvades ldhendaks Bayesi klassifitseerijat punktis x, peavad (peaaegu iga) x
korral tiikid S™(x) n-i kasvades kindlasti "vihenema". Teisest kiiljest aga méératekse tiiki
S™(x) klass 1oplike hulga (tiikki kuuluvate) treeninvalimi elementide pohjal. Et seejuures
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tehtav viga viheneks, peab kindlasti tiikkidesse S™(x) kuuluvate kuuluvate valimi ele-
mentide arv N(z) kasvama. Jérgnev teoreem néitab, et need kaks tingimust on sisuliselt
piisavad. Olgu diam.S hulga S diameeter, st

diamS = sup ||a — b||.
a,besS

Teoreem 6.3 Olgu {S7, Sy, ...} valimist soltuv tikelduste jada. Selle pohjal defineeritud
tikeldusreegel on universaalselt mojus, st ER(g,) — R*, kui kehtivad jargmised tingimused

1. diamS,,(X) — 0 téendosuse jirgi
2. N(X) — oo toendosuse jirgi,
kus X on jaotusega F(x) valimist soltumatu juhuslik suurus.

Jargmine lemma aitab kontrollida kas NV(X) — oo toendosuse jargi eeldusel, et tiikeldus
ei soltu valimist.

Lemma 6.1 Olgu p = (p1,...,px) toendosusvektor ja N = (Ny,..., Ny) multinomiaalse
jaotusega vektor, parameetritega n ja p. Olgu X vadrtust 1, ...,k vottev juhuslik suurus,
mis on soltumatu vektorist N ja mille jaotus on p. Siis iga M korral

P(Ny < M) < G EDE
n

Toestus. Olgu
M M
={i:p;>2—}, Jo=4i:p; <2—}.
lizpi>2—} litp =2}

Seega J koosneb suurtest aatomitest. Olgu Z; ~ B(p;,n)

P(Nx <M)=) P(N;< M, X =i)+» P(N; <M,X =)

1€J 1€J¢
<Y P+ Y PN < M|X =i)p;

ieJe ieJ

2ME
<T—+4) PN < M)p,

n i€J
< (2M + 4)k.
n

|
Ulesanne 6.5 Toesta viimane vorratus, kasutades TSeboSevi vorratust.

Toodud lemmast jareldub, et kui tiikeldus koosneb k(n) tiikist ja ei soltu valimist, siis
tingimus 2) on téidetud, kui £ — 0.
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Regressioon ja iildine kaofunktsioon tiikeldusreeglite abil. Tiikeldusreegleid on
kerge iildistada rohkem kui kahele klassile ja ka iildisele kaofunktsioonile. Toepoolest,
haédlteenamus tiikil pole muud kui ERM-printsiip sellel tiikil siimmeetrilise kao korral.
Kui kaofunktsioon on midagi muud kui siimmeetriline, tuleb tiikeldusreegel g, (z) definee-
rida nii, et g,(z) minimiseerib empiirilise riski tiikil S(x) (seega sellel tiikil konstantne).
Formaalselt siis (tuleta meelde, et ) on klasside hulk)

gn(z) = arg IJIél)I}l Z L(yi, j)]{ziES(x)}'
=1

Niiiid on selge, et tiikeldusreegleid saab viga hésti kasutada ka regressiooniks — regres-
sioonifunktsiooni vadrtus tiikil on minimiseerib empiirilist kadu:

gal) = arg min Zl L(ys, 1) wiesta)-

Kui L(y,7) = (r — y)?, siis g,(z) on Y-tunnuse keskmine iile tiiki (veendu selles!):
1 n
gn(x) - % Zyil{xiGS(fb)}a kus n(as) = Z [{xZES(x)}
i=1 i

Teoreemi 6.3 toestus*

Olgu

kusjuures 2 = 0. Seega 1, (z) voib vaadelda kui (x) hinnangut. Jireldusest 6.1.1 teame,
et
R(gn) — B* < 2E[|n(X) — 1a(X)]| Dyl

millest
ER(9n) — R* < 2E(E[|n(X) — n.(X)|Da]) = 2E[n(X) — (X)), (6.2.2)

kus keskvédrtus on voetud iile iid valimi (X3,Y)),...,(X,,Y,) ja sellest soltumatu ju-
husliku suuruse X. Teoreem on toestatud, kui nditame, et (6.2.2) parem pool koondub
nulliks.

Olgu Z ~ F' ja defineerime

() = En(2)|Z € S(x)].

Et tiikeldus soltub iildiselt valimist, soltub sellest ka 7). Fikseeritud tiikelduse korral on
x +— 7](x) konstantne tiikelduse igal tiikil. Kui S(x) on fikseeritud, siis

i(z) = P(Y = 1|X € S()). (6.2.3)
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Ulesanne 6.6 Toesta (6.2.3).
Seega, kui S(x) on fikseeritud ja N(x) teada, siis
Z(x) = N(x)m(z)

on binoomjaotusega juhuslik suurus, kusjuures jaotuse parameetrid on N(x) ja 7j(z). See-
ga,

E|Z(x) ~ 1@)N(@)] < \/ E(Z(x) ~ 1(@)N(2))" = VN@a@) {1 - 7).
Kui N(z) > 0, siis

Elin(z) ~ n(o)| = E| 553 — (o) < \/ M e e 624
Paneme téahele, et vorratuse (6.2.4) parem pool soltub valimist X, ..., X, ainult 14bi

N(z). Kui N(z) =0, siis
Blia(x) - ()| < 1.

Seega
Ep,|m(z) —i(x)| = Ep, |nu(x) — N(2) | [{n()>0y + Ep, () — 01(2) [ I{N(2)=0}
< Z: 2Lﬂp(z\r(z) — i)+ P(N(z) = 0)
<3 Ek: P(N(z) = i) + Ek: %\/EP(N(x) — i)+ P(N(z) = 0)
=1 i=k+1
<P(N(z) <k)+ ﬁ

Toodud vorratused kehtivad iga x korral, toendosus on iile koikide valimite. Keskmistades
iile X, saame

Eln(X)=(X)] = E(E{,(X)=1(X)|X]) € BPIN(X) € M|} = PIV(X) € R
Kolmnurga vorratusest saame
Bl (X)=0()] < Bl (X)=1(0X) |+ EJ7(X)=n(X)] € POV(X) < R}t Bli()=n(X)|.

Hindame E|7(X) —n(X)|. Iga € > 0 korral leidub kompaktne hulk C' ja sellel antud pidev
funktsioon 7, nii, et

/‘" z)|F(dz) = Eln(X) —n.(X)| < e
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Kolmnurga vorratus:

En(X) = n(X)| < En(X) = 0(X)| + El7.(X) = n(X)| + Elne(X) = n(X)],

kus

Me(x) = Eln(2)|Z € S(x)].
Ulesanne 6.7 Toesta, et
ER(X) — 7.(X)| < Ene(X) — n(X)|.

Seega, vastavalt 7. definitsioonile, esimese ja kolmanda liidetava summa véiksem kui 2e.
Keskmise liidetava hindamiseks kasutame asjaolu, et iga kompaktsel hulgal pidev funkt-
sioon on iihtlaselt pidev. Seega, iga € > 0 korral 3§ > 0 nii, et kui ||z — y|| < 0, siis
Ine(x) — 7e(y)| < €. Sellest jéareldib, et kui dimS(x) < 4, siis iga y € S(x) korral (miks?)

ne(y) — 7(y)| < e

Seega
[ @ = alr) = 3 [ o) - a@lFe)
= Z [ne(z) — ()| F(dx) + Z F(dx)

i: dimS; <d S i: dimS; >4

<et+ Y F

i dimS;>6

sest |ne(x) — 7e(x)] < 1. Seega

Ene(X)=7e(X)| = E(|ne(X) = 7e(X) | {diams(x)<s) +P(diamS(X) > 6) < e+P(diamS(X) > 9).

Kokkuvottes

Elna.(X) = n(X)| < En.(X) = 7(X)| + E[n(X) — n(X)]

< P(N(X) < k)+ ﬁ + P(diamS(X) > ) + 3e.

Valides piisavalt k suure, saame
En.(X) —n(X)|] <4e+ P(diamS(X) > 9) + P(N(X) < k).
Vastavalt eeldustele, iga 0 ja k korral

P(diamS(X) > §) + P(N(X) < k) — 0.
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6.2.2 Kuuphistogrammid

Kuuphistogrammid on laialt levinud tiikeldusreeglid, kus ruum R¢ tiikeldatakse vordseteks
kuupideks kiiljepikkusega h,,. Seega

d
S = H[kihna kiv1hy),

i=1

k; on téisarvud. Tiikeldus ei soltu valimist. Kui d = 2, siis kuuphistogramm néeb vélja
umbeggiansiiig

Kiiljepikkusega h, kuubi diameeter v/dh, ehk teoreemi 6.3 esimene tingimus on téide-
tud parajasti siis, kui h,, — 0. Teise tingimuse kehtimiseks ei tohi koondumine h,, — 0
olla liiga kiire. Selgub, et piisab, kui nh? — oo:

Teoreem 6.4 Kui h, — 0 ja nh® — oo, siis kuuphistogramm on universaalselt mojus.

Toestus. Toestuseks veendume, et kehtivad teoreemi 6.3 eeldused. Et h,, — 0, siis esimene
tingimus on téidetud. Veendume, et iga M < oo korral P(N(X) < M) — 0. Et tiikkke on
lopmata palju, siis lemmat 6.1 otse kasutada ei saa. Kiill aga eraldame koigist voimalikest
tiikkidest vélja lopliku arvu nn "pohilisi"tiikke ja nende korral kasutame sisuliselt lemmat
6.1. See kaib jargnevalt

Olgu M suvaline 16plik konstant. Téhistame S, (7) histogrammi tiikeldused. Tuletame
meelde, et X jaotus on F. Tdhistame P(S) := P(X € 5). Vastava empiirilise moodu

1 n
P,(S):=— Iix.csn.
(5) n ; {X;€S}
Seega
N(z) = nP(S(2)) = > Iix,es0)}-
i=1
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Olgu B kuup, mille keskpunkt on 0. Olgu iga n korral
I, ={i:S,(i)N B #0}.

Sisuliselt vaatleme edaspidi vaid neid tiikke, nende hulk on 16plik. Iga n korral jagame I,
kaheks:

2M
J, = {z € Ly F(Su(i) > == } JC =1, — J,.

Seega .J,, koosneb "suurtest tiikkidest"ja J¢ koosneb "viikestest tiikkidest" (hulgast 1,,).

P(N(X) < M) =) P(X € S,(i), N(X) < M) + P(X € B

<Y P(X €5,(i), N(X) < M)+ ) P(X € S,(i), N(X) < M) + P(B°)

< %P(X € S,(i))P(N(X) < M];J; Suli)) + > P(X € Su(i)) + P(B°)
= ZP(Sn(i))P(nPn(S (1)) < M) + ; P(S ZG)J+ P(B")
< iP(Sn@)P(Pn(s @) < 2) + BB py
= 2 PSP (B(S.(0) = PISi(0) < M psaan) + 2 )
Et iga i € J, korral P(S,(i)) > 2, millest
M p(s, ) < -2,

Et E(P,(Sn(i))) = P(S,(i)), siis Téebosevi vorratusest (tahistame S = S, (i))

M P(S)) < P(P($) ~ P(9) < —@)

n

=4 prg) = apE)
Seega
M 1
ZEZJ"P(Sn(Z))P(Pn(Sn(Z)) — P(Su(i)) < P P(Sn(z))> < 4;%})(571(2))”})(8”(2))
< 41| +P(X € BY,
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millest
2M + 4

n

P(N(X) < M) < |L|( ) +P(X € BY).

Kui kuubi B kiiljepikkus on B, siis |I,,| S(%)d ning seega

Il
n

S|

B \d
(h_n) — 0,
sest nh? — oo. Et B oli suvaline, teoreem on toestatud. m

Selgub, et nimetatud tingimused garanteerivad ka tugeva mojususe.

Teoreem 6.5 Kehtigu teoreemi 6.4 eeldused. Siis iga (X,Y) jaotuse ja € > 0 korral leidub
ng nit, et kuuphistogrammsi risk rahuldab vorratust

2

P(R,— R >¢) <25 .
Seega on kuuphistogramm universaalselt tugevalt mojus.

Boreli-Cantelli lemma kaudu jareldub toestatud lemmast tugev mojusus.

Arv n, soltub jaotusest. Seega on tugev méjusus kiill universaalne (s.t. n, leidub iga
jaotuse korral), kuid universaalset hinnangut ei leidu. Nagu teoreemist 2.3 ja vorratusest
(2.6.6) teame, universaalset n, ei saagi leiduda.

6.2.3 Naabrireeglid

Naabrireegli (ik nearest neighbor rule) olemus on lihtne ja loomult eestlaslik: tee nii
nagu teevad sinu naabrid! Selgub aga, et selline lihtsakoeline ldhenemine on klassifitsee-
rimisteooria iiks edukamaid meetode. Olgu x € RY klassifitseeritav tunnusvektor. Olgu

L)y« T(k) (625)

treeningvalimisse kuuluvad k vektorile x ldhimat tunnusvektorit (eukleidilise distantsi
mottes kusjuures vordsete kauguste korral on 1dhim vihima indeksiga element) — naabrid.
Naabrireegel klassifitseerib vektori z klassi 1 parajasti siis, kui naabrite (6.2.5) seas on
rohkem klassi 1 kuuluvaid vektoreid (k on paaritu). Vastavalt otsuse tegemiseks vaadelda-
vate naabrite arvule risigitakse 1 naabri, 3 naabri, 5 naabri reeglist jne. Uhe naabri klas-
sifitseerija voib seega defineerida jargmiselt: treeningvalimisse kuuluvad tunnusvektorid
T, ..., %, defineerivad ruumil R? n-elemendilise tiikelduse {5, ..., S,}. Regiooni (hulka)
S; kuuluvad just need R? elemendid, millistele x; on 1ihim. Tiikeldust {S;, ..., S, } nime-
tatakse Voronoi tiikelduseks (Voronoi partition, Voronoi tesselation).
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Igasse Voronoi hulka S; kuulub vaid iiks treeningvalimi element, z;, ning ning 1 naab-
ri klassifikaatori korral annab see element oma klassi kogu hulgale S;. Paneme téhele, et
1-naabri reegli korral on treeningviga alati 0.

Naabrite asiimptootika fikseeritud £ korral. Fikseerime k£ ning uurime % naabri
reegli astimptootilist kditumist. Tuletame meelde, et tGendosusjaotuse P kandja (sup-
port) on vahim kinnine hulk moééduga 1. Kui « kuulub jaotuse P kandjasse, siis ja X on
jaotusega P juhuslik suurus, siis P(X € B(x,r)) > 0 iga raadiusega r > 0 kera B(x,r)
korral. Olgu X, ... X, jaotusega F juhuslikud vektorid ning téhistagu X)(z) punkti x
k-ndat naabrit. Seega X(1)(2) on punkti x lahim naaber.

Lause 6.1 Olgu Xi,..., X, ud juhuslikud vektorid jaotusega P. Kuulugu x jaotuse P
kandjasse ning olgu X (x) punkti x k-s naaber. Siis n kasvades

| Xy () —2|| =0 a.s. (6.2.6)

Ulesanne 6.8 Toéestada lause. selleks toimi jargmiselt: olgu B kera, mille keskpunkt on
x ja raadius § > 0. Et x kuulub P kandjasse, siis P(X € B) =: u > 0. Ndita, et

1 < k
(1% —all > 8} = {= > 1s(x) < = |.
i=1
Niitid, kasutades asjaolu, et iga 0 < € < pu korral letdub n, nii, et iga n > n, korral

{%ZZ:;IB(X u<——u} {ZIB u<—6}

toesta koondumine toendosuse jargi:

P([[ X (2) —z| > 6) =0
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jarelda p.k. koondumine (6.2.6) kasutades Borteli-Cantelli lemma véi kriteeriumi

X, — X as. & limP(sup|X,,— X|>¢) =0, Ve>0. (6.2.7)

m>n

Jargmine tlesanne iildistab lauset 6.1, sest k£ voib soltuda valimi mahust n.

Ulesanne 6.9 Kuulugu x jaotuse P kandjasse ja k) . Toestada, et

n

P(sup |[Xg(m) () — 2l > €) = 0.
Jareldada sellest, et
Xwy(x) =z pk (6.2.8)
Nipundide: Ndita

{ilia“X(k(m»(ﬂf) —al > = {

1 « k(m)
U 2 15X — e < =2 — )

Siis kasuta suurte arvude seadust ja (6.2.7)

Olgu X jaotusega P juhuslik suurus, soltumatu jadast X7, X, .. .. Seosest (6.2.8) jareldub,
et
X(k) (X) — X p.k. (629)

Kui z — n(z) on pidev, siis piisavalt suure n korral n(zx)) ~ n(x) ehk k-s naaber kuulub
klassi 1 (peaaegu) sama toendosusega, mis x ja see toendosus on 7n(x). See tdhendab , et
Yir) (x@ klass) on Bernoulli (z)-jaotusega.

Paaritu &

Koondumisest (6.2.8) jéreldub, et kui 1 on pidev, siis iga piisavalt suure n korral

n(xw) =~ n(x)

nii, et Y{3) — k-nda naabri klass — on ligikaudu Bernoulli B(1,7(x)) jaotusega. Seetottu
k 1ldhima naabri summa on ligikaudu B(k,n(x)) haotusega. Jérelikult on toendosus, et
k ldhima naabri seas enamuse mérk on 0, ligikaudu vordne arvuga P(B < g), kus B ~
B(k,n(z)) (k on paaritu). Seega paaritu k ja suure n korral on naabrireegli risk ligikaudu

P(B>§,Y:0>+P(B<§,Y:1), (6.2.10)

kus Y on z mérk, st Y ~ B(1,n(z)) ning Y ja B (Bernoulli jaotusega juhuslik suurus) on
soltumatud. Et

p(5>5)= 3 (rera-—nwr p(s <=5 (Hawra -

=541
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toendosus (6.2.10) on

> (?)n@)%l = @) () gy + (L= 0@ s g)-

J=0

Keskmistades iile tunnusvektori X, saame pideva 7, paaritu k ja suure n korral, et naab-
rireegli risk R(g) on ligikaudu

Z <I;)E[n(x>z‘(1 — (X)) (n(X) eny + (1= n(X))J{j>§})] _ R,

Selgub, et {ilaltoodud idee kehtib isegi siis, kui n pole pidev. Nimelt kehtib jargmine
teoreem ([1], Thm 5.2)

Teoreem 6.6 Olgu k paaritu ja {g,} k naabri reegel. Siis iga (X,Y) jaotuse korral
ER(g,) — Ry. (6.2.11)
On voimalik nédidata, et
R* <. < Ropy1 < Rop1 <+ < Rs < Ry < Ry,
kusjuures need vorratused on koik ranged, kui jargmine tingimus kehtib
P(n(X) ¢ {0,1,0.5}) > 0. (6.2.12)

Seega enamike huvipakkuvate jaotuste korral on iilaltoodud vorratused ranged. Vorratus-
test jareldub, et astimptootiliselt on k naabri reegel seda tohusam, mida suurem on k.
On aga suhteliselt lihtne konstrueerida kontranaéiteid, kus iga n korral 1-naabri reegel on
keskmiselt parema riskiga kui k& naabri reegel.

Naide. Olgu Sy ja S; kerad raadiusega 1, nende keskpunktide vahe olgu suurem kui 4.
Olgu P(Y = 1) = P(Y = 0) = 1 ja tunnuse X tinglik jaotus tingimusel Y = i on iihtlane
iile kera 5;. Olgu g,, k-naabri reegel. Kui k = 1, siis

ER(g,) =P(Y =0Y1=--=Y,=1)+PY =1Y,=---=Y,=0)=2"

Kui k£ > 3 (paaritu arv), siis

kus B ~ B(n, 3). Veendu, et Ry = 0 ja tingimus (6.2.12) ei kehti.
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Uhe naabri reegel: Cover-Hart vorratused. Kui k = 1, siis riski piirvéértus Ry on
jargmine:

Ry = 2B[n(X)(1 = n(X))].
Tahistame A(X) := n(X) A (1 — n(X))ja tuletame meelde, et R* = EA(X). Jenseni
vorratusest saame

En(X)(1 —n(X))] = E[A(X)(1 - A(X))] < EA(X) — (BA(X))* = R"(1 - R") < R".
Vorratused
Ry <2R*(1 - R") <2R*

on tuntud kui Cover-Hart vorratused . Nendest jareldub, et kui Bayesi risk R* on
vaike, on seda ka Ry, mis tdhendab, et iihe naabri reegel tootab asiimptootiliselt iisna
hasti. Kui R* = 0, siis Ry = R* ehk 1 naabri reegel on mojus. Teisalt aga kui 0 < R* < %
ja (6.2.12) kehtib, siis (et iga n ¢ {0,0.5,1} korral 2n(1 —n) > n A (1 —n)) saame

P (2n(X)(1 = n(X)) > n(X) A (1 = n(X))) > 0.

Seega sellisel juhul R; > R* ja iihe naabri reegel pole mojus.

Naide. Olgu d =1 ja konstrueerime paari (X,Y’) jargmiselt: P(Y =1) = P(Y =0) =
5. Tingimusel Y = 0, X ~ U[0, 1]. Tingimusel Y = 1 on X juhuslik suurus, mille viidrtused
on ratsionaalarvud hulgal [0, 1] ja iga ratsionaalarv on aatom, st P(X =r|Y =1) > 0 iga
r € Q korral. (Sellise jaotusega on néiteks

min{Zy, Z,}
maX{Zl, ZQ} ’

kus Z7,Z; on soltumatud geomeetrilise jaotusega juhuslikud suurused.) Sellise (X,Y)
korral,

n(z) =

Formaalne toestus seisneb selles, et

[ w@Pias) = 5 [ w@do + 5 [ @)Fifan) -

1 1
§/ Fi(dr) = JP(X € AlY = 1) = P(X € AY = 1).

A
Seega R* = 0. Paneme téhele, et nii jaotuse F kui ka Fj kandja on [0, 1] (klasside eristuvus
ei tdhenda nende kandjate loikumatust!).
Olgu g, 1-naabri reegel. Et R* = 0, siis Cover-Harti vorratusest jéreldub, et ER(g,) — 0
chk

{1 kui x on ratsionaalarv,

0 kul z on irratsionaalarv.

EP(X1)(X) on ratsionaalarv , X on irratsionaalarv |D,,) =
P(X(1)(X) on ratsionaalarv , X on irratsionaalarv ) — 0
EP(X1)(X) on ratsionaalarv , X on irratsionaalarv |D,,) =

P(X(1)(X) on ratsionaalarv , X on irratsionaalarv ) — 0.
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Kaaludega naabrireegel
Naabrireegli korral igal naabril on vordne kaal. Samas on loomulik eeldada, et 1dhimete
naabrite kaal peaks olema suurem (tuleta meelde Gaussi tuuma). Nii jouame kaaludega

naabrireeglini , kus iga n korral ¢-nda naabri kaal on w,;. Tiilipiliselt kaal viheneb ¢
kasvades. Reegel on

gn() = { 0, kui} 7, wni[{y(i)=1} <D wni[{y(i)=0}3

1, mujal.
Seega k naabri reegel vastab olukorrale, kus w,,; = % fori =1,...,k ja wy = 0 mujal.
Oletame, et kaalud w; = w,; on soltumatud valimi suurusest n ning w; = 0 kui ¢ > k, siis
(justnagu k naabri reegli korral), leidub konstant R(wy, ..., wy) so that

ER(g,) = R(ws, .., w).

On voimalik néidata ([1], Thm 5.3), et kui k paaritu, siis R(wy, ..., wy) > Ry ja enamikel
juhtudel on see vorratus range. Seega, nende klassifitseerijate seas on standarndne £ naabri
reegel asiimptootiliselt parim.

Paaris k. Paaritu k korral on k£ naabri reeglid mugavad, sest hadletamisel ei teki viiki.
Kui k£ on paarisarv, tuleb kuidagiviisi hadletustulemus defineerida ka viigi korral. Uks
voimalus selleks on jéargmine: viigi korral otsusta mérk l&hima naabri mérgi pohjal. Seega

1 kui Z§:1 Yy > g’
gn(x) =40 kui Zf:l Y(i) < g’
Yoy kui Y Y =4
Pane tihele, et see reegel on sama, mis kaaludega naabrireegel kaaludega (3,2, .. .,2). See-

ga ka paarisarvulise k korral leidub asiimptootiline risk Ry. Selgub aga, et Ry, = Ry_1 ([1],
Thm 5.5) ehk astimptootiliselt on naabrireegel paarisarvulise &k korral on astimptootiliselt
sama hea kui k£ — 1 korral. Seetottu praktikas eelistatakse paaritut k.

Mojusus
Négime, et k naabri reegel tootab seda paremini, mida suurem on k. Kuid isegi viaga suure

k korral ei ole k naabri reegel mojus (vélja arvatud juhul, kui R* = 0).

Selgub, et naabrireegel on (universaalselt) mojus kui k kasvab koos valimi mahuga n,
kuid % — 0. Kehtib teoreem

Teoreem 6.7 (Stone, 1977) Kui k — 0o ja £ — 0, siis naabrireegel on universaalselt
mojus, s.t. iga (X,Y) jaotuse korral ER,, — R*.
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Nimetatud teoreem oli ajalooliselt esimene unversaalse mojususe toestus.

Selgub aga, et naabrireegel on ka tugevalt mojus. Tosi kiill, hoolikamalt tuleb tegeleda
vordsete kauguste probleemiga. Seda probleemi ei teki siis, kui X on absoluutselt pide-
va jaotusega, s.t. tal on tihedus. Sellisel juhul on iga n korral treeningvalimi elemendid
paigutatud (peaaegu kindlast) nii, et vordseid kaugusi nende vahel pole. Saab néidata, et
sellisel juhul kehtib teoreemi 6.7 tugevam versioon

Teoreem 6.8 Olgu jaotus F(x) absoluutselt pidev. Kui k — oo ja % — 0, sus letdub n,
nii, et iga n > n, korral

P(R, — R* >¢) <2, (6.2.13)

kus c soltub dimensioonist d kuid mitte jaotusest. Seega on naabrireegel tugevalt mojus,
s.t. R, — R* p.k.

Teoreem 6.8 garanteerib tugeva mojususe universaalselt iile koikide selliste (X,Y") jao-
tuste nii, et X on pidev. Samas ei anna (ega saagi anda, tuleta meeelde teoreemi 2.3 ja
vorratust (2.6.6)) vorratus (6.2.13) (kitsendatud) universaalset hinnangut Bayesi riskile
R*, sest n, soltub jaotusest (ka jadast k,).

Juhul, kui X jaotus pole pidev, tuleb tugeva mojususe saamiseks kasutada senisest ra-
fineeritumaid meetode reegli defineerimiseks vordsete distantside korral. Senini vaadel-
dud véiksema indeksi meetod oli piisav teoreemi 6.7 kehtimiseks, kuid ei taga vorratust
(6.2.13) (seda saab niidata). Uks alternatiiv on reegel, mille korral voetakse arvesse koiki
neid valimi punkte, mis on punktist = nii kaugel kui k-s naaber. Ainult, et nende punktide
markidest voetakse keskmine, et vihendada nende liigset moju. Selline reegel on univer-
saalselt mojus kuid mitte tugevalt mojus.

Tugeva mojususe saame, kui vordsete kauguste probleemi lahendamiseks kasutame lisa-
juhuslikkust. See tdhendab, et valimile x1,...,z, genereeritakse juhuslik lisakomponent
ning esialgne valim asendatakse valimiga (x1,u1), ..., (zn, un), kus us, ..., u, on ii.d. pi-
deva jaotusega juhuslik valim. Punktide (x1,uq),..., (z,,u,) seas vordseid kaugusi pole
(p.k.). Et lisakomponent on genereeritud soltumatuna, ei muuda selle lisamine Bayesi viga
(veendu selles). Saab néidata, et valimile (z1,u1),. .., (2, u,) rakendatuna kehtib teoreem
6.8. Seega saame sellisel moel universaalse tugevalt mojusa naabrireegli. See reegel voib
oluliselt erineda vaid esialgse valimi pohjal saadud naabrireeglist ning seda isegi siis, kui
esialgses valimis pole vordseid kaugusi.

Teine voimalus on kasutada komponente u; vaid siis, kui vektorid x; on vordsed. Ka sellisel
juhul kehtib teoreem 6.8 mis tdhendab, et saadud reegel on universaalselt tugevalt mojus.

Kirjandus: Naabrireeglitest loe [1], Ch 5,6,11; [7], Ch 3, 13.
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6.3 Puud

Klassifitseerimispuu igale lehele vastab ruumi R? tiikk, need tiikid kokku moodustavad
tiikelduse. Puu struktuur voimaldab enamasti tundmatut = klassifitseerida (st vastava
tiiki leida) efektiivselt ja seetottu on klassifitseerimispuud populaarsed.

Osa kasutatavatest klassifitseerimispuudest konstrueeritakse vaid tunnuste x4, ..., z, abil
ja saadud tiikkide mérk leitakse hidlteenamusega. Sellised puud (teinekord nimetatakse
neid ka z-omadusega puudeks) on seega tiikeldusreeglid. Puude korral on tiikeldus hie-
rarhiline — andmete lisamisel voib seda lihtselt peenendada juba olemasolevate tiikkide
poolitamisega.

Puude korral on oluline, et liikumine modda puud oleks voimalikult odav, st punkti
v = (xW ... 2@) € R? Klassifitseeimine toimuks "lihtsate"kiisimuste abil. Kahendpuud
on puud, kus igal solmel on tapselt kaks jarglast. Sellist puud moéda on voimalik liitkuda
lihtsate jah/ei kiisimuste abil. Koéige levinum puu on nn harilik kahendpuu (ordinary
binary classification tree), kus (enamasti kordamooda) vaadeldakse tiksikuid koordinaate
ja klassifitseerimine toimub kiisimuste: Kas 29 < a? abil. Sellisele puule vastav tiikelduse
tekitavadb koordinaattelgedega parallelsed hiipertasandid.

BSP puu (binary space partition tree) korral klassifitseeritakse kiisimuste w'z < a?
abil. Seega moodustavad tiikelduse hiipertasandid.

Sfadripuu (sphere tree) korral klassifitseeritakse kiisimuste ||z — z|| < a? abil. Selli-
se puu korral moodustavad tiikelduse sfdarid.

Vaatleme moningaid harilikke kahendpuid.
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6.3.1 Mediaanipuu

Mediaanipuu garanteerib nn. taispuu (balanced tree). Selleks valitakse iithe koordinaadi
jargi mediaan (keskmine element). Kui mediaan leidub (paaritu arv), siis iilejadnud n — 1
elementi jagatakse pooleks (mediaan ise jaéb klassifitseerimisest vélja), molemast poolest
leitakse uuesti mediaan teise koordinaadi jargi ja nii edasi. Nii tehakse puule k£ kihti,
kokku 2* tiikki. Igas tiikis on vihemalt o5 — k punkti, mida kasutatakse hédletamisel. See-
ga mediaanipuu garanteerib, et igas tiikis enam vahem vordne arv elemente hiéletamiseks.

Mediaanipuu on tiikeldusreegel. Mojususe toestamiseks piisab seega teoreemi 6.3 eelduste
kontrollimiseks. Eeldus 2) on triviaalselt tdidetud, kui 5z — k — oo (tiikeldust médravad
valimi elemendid ja hééletamiseks kasutavad valimi elemendid pole valitud soltumatult;
ettevaatust lemmaga 6.1!). Eeldusega 1) on rohkem tegu, kuid selgub, et & — oo piisavalt
aeglaselt, siis kehtib ka 1).

Teoreem 6.9 Mediaanipuu on mojus , st ER(g,) — R* kui

n
k-)OO, W_)OO

Toestus vaata 1], Thm 20.2.

6.3.2 Binary search trees: kronoloogiline k-puu ja k-siigav puu

Binary search trees konstrueeritakse jargmiselt xq,...,x, pohjal jargmiselt: x; on juur.
Seejarel jagatakse iilejadnud valimi elemendid kaheks: iihele poole jaavad need, mille esi-
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mene koordinaat on viiksem (suurem) kui 21 esimene koordinaat. Kummaski grupis jarjes-
tatakse originaaljarjestuse jargi, valitakse neist viikseima indeksiga element ja vorreldakse
tema teise koordinaadiga iilejadnud grupi elementide teisi koordinaate jne. Seega koordi-
naate valitakse kordamdooda.

Talitades nii lIopuni, saame suure puu, kuid koik tiikid on tiihjad. Erinevad voimalused.

Kronoloogiline puu (chronological k-tree) konstrueeritakse valimi esimese k elemen-
di pohjal: seega elemendid x1, ..., x; kasutatakse puu konstrueerimiseks ja xi1,..., 2z,
kasutatakse hadletamiseks.

Teoreem 6.10 Kronoloogiline puu on méjus , st ER(g,) — R* kui
k — oo, % — 00.

Kronoloogilise puu korral on tiikeldust méaaravad ja hadletamist teostavad valimi elemen-
did soltumatud. Seetottu saab kasutada lemmat 6.1. Et tiikelduses on k + 1 tiikki, siis
lemma 6.1 tottu tingimusest 7 — oo jdreldub teoreemi 6.3 tingimus 2). Tingimus 1) on
toestatud raamatus [1], Thm 20.3.

k-siigav puu (k-depth tree) defineeritakse kui kronoloogiline puu, kuid fikseeritud &
korral tehakse puu kuni stigavuseni k. Koik sellel siigavusel olevad solmed kuulutatakse
lehtedeks

Teoreem 6.11 k-siigav puu on maojus , st ER(g,) — R* kui

k — oo, limsup <2

n ogn

Toestus on [1], Thm 20.4.

6.3.3 Quad-puud (Quadtrees)

Need puud pole kahendpuud vaid 2%-puud. Pohim&te sama: z; on juur, temast tomma-
takse 1abi koordinaattelgedaga paraleelsed hiipertasandid, mille abil jagatakse iilejaénud
valim 2¢ tiikiks jne. Kasutatakse kronoloogilisi k-puid, st puu tehakse a1, ...x; pohjal

voi k-siigavaid puid, kus sligavus on fikseeritud. Veendu, et kronoloogilisel k-puul on
k(24 — 1) + 1 tiikki.
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Teoreem 6.12 Kronoloogiline quad-puu on maojus , st ER(g,) — R* kui

n
k — oo, E_H)O'

Et m — 00, kui  — 00, siis lemmast 6.1 saame tingimuse 1). Tingimuse 2) toestust
vaata [1], Thm. 20.5.

6.3.4 CART-puud

Regressioon. Puid (tiikeldusi) voib kasutada ka regressiooniks: antud tiikelduse kor-
ral on regressioonifunktsioon igal tiikil konstantne. Kui kaofunktsioon on ruutfunktsioon
(vihimruutude kriteerium), siis konstant on tunnuste keskmine tile tiiki. Seega antud tii-
kelduse korral on regressioonifunktsiooni lihtne konstrueerida, kiisimus on (optimaalses)
puu konstrueerimises.

Tavaliselt kasutatakse ka regressiooniks harilikke kahendpuid (st tiikeldus koorinaattelge-
dega paalleelne), puu piititakse samm sammult konstrueerida nii, et vihimruutude summa
kahaneks maksimaalselt. Tapsemalt: olgu iga j = 1,...,d ja t € R korral

$1,8) = {z € R <1}, S(j,0) = {w € R 1 > 1}

kandidaadid esimesele jagamisele. Otsime sellist jagamist: koordinaati j ja ldvendit ¢, mis
garanteerib viiksema vahimruutude summa:

min [rrgn Z (yi —c1)® + ngn Z (y; — 02)2] (6.3.1)

2]
xiGSl(t,j) fiESZ(t»j)
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On kerge néha, et (6.3.1) on ekvivalentne

IIllIl [nl rj Z (y; — ¢1)* + ngy - S Z (y; — 62)2], (6.3.2)

t.j 1 . no )
x;€851(t,5) x;€52(t,5)

kus n;, [ = 1,2 on valimi elementide arv hulgas S; ja ¢; on tinglik keskmine {ile hulga S,

S.0.
e

IZESZ

"For each splitting variable, the determination of the split point can be done very quickly
(7], pe 307))

Pérast parima j,t leidmist jagatakse valimi elemendid kaheks ja kummaski alamvalimis
leitakse omakorda parim j ja ¢ jne. Paneme téhele, et nii saadud puu on kiill harilik ka-
hendpuu, kuid koordinaate ei valita ilmtingimata kordamodda. Kui suureks selline puu
kasvatada? Esmapilgul voib tunduda, et puud tuleks kasvatada senikaua kui vihimruutude
summa kahanemine on viiksem ningist etteantud piirist. Selline meetod on aga liihin&-
gelik, sest pérast suhteliselt viikese kasuteguriga jagamist voib tulla jargmisel tasemel
korge kasuteguriga jagamine. Nii konstrueeritakse alguses voimalikult suur puu Ty (néi-
teks lopetatakse siis, kui iihte tiikki jadb viahem kui 5 elementi., On aga selge, et selline
liiga suur puu voib pohjustada tilesobituvust, mistottu toodud protseduuri on vaja re-
gulariseerida. Selleks vaadeldakse puid T', mis on saadud suurest puust 7y mingi arvu
alampuude piigamisel (pruning). Sellise puu 7" korral olgu |T'| puu lehtede (tiikkide)

arv. Uks voimalusi regulariseerida on véhimruutude summale karistuslitkme A|7T'| lisamine.
Sellisel juhul on minimiseeritav funktsioon

|7
=3 (g — )+ AT, (6.3.3)
i=1 x;€S5;

kus Si,...,Sp on puule vastav tiikeldus. Seega eesmérk on T, alampuude seast leida

(6.3.3) minimiseerivat puud. Kui A = 0, on lahend maksimaalne puu Tp.

Weakest link pruning. Alampuu 7) leidmiseks kasutatakse nn weakest link pruning
— jark-jargult kustutame 7, alampuid nii, et vihimruutude summa kustutatud lehe kohta
kasvaks minimaalselt. Kirjeldame seda protseduuri tdpsemalt.
Esimesel sammul otsitakse sellist T alampuud 7" nii, et suhe

Zm Zx]es (y; — ¢i)? — leO‘ ijeS?(yj —¢)°
| To| — [T']

(6.3.4)

oleks minimaalne. Ulaltoodud avaldise lugejas on puu piigamisel saadud vihimruutude
juurdekasv. Et T on Ty alampuu, on see vahe alati positiivne. Nimetajas on kustutatud
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lehtede arv. T' on saadud esialgsest puust Tj mingist solmest ¢ algava alampuu kustutamise
kaudu. Olgu T; solmest ¢ algav alampuu ning ka, k=1,...,|T;| sellele t-st algavale puule
vastavad tiikeldused. Piigamise kédigus need tiikid iihendatakse. Olgu ithendatud tiikk S;,
st

S = U}t

("

Olgu ¢; tiiki tunnuste tinglik keskmine iile tiiki S;. Seega

|T| [Tol T
DD =P => > =)= D —a)=D > (y—é&)
i=1 z;€8; i=1 ;€59 z;€5* k=1 ;€5

Samuti on selge, et |To| — |T| = |T¢| — 1. Seega, kui 7" on saadud esialgsest puust puu 7;
pligamisel, siis (6.3.4) on

T; ~
Zx]-GSt (y] - Ct)2 - Z|kzt|1 xjesfk (yj — Cik)Z

91(t) = T 1 : (6.3.5)

Esimesel sammul otsitakse solm (mitte leht) ¢; nii, et g;(¢;) oleks minimaalne iile koikide
Ty solmede. Téahistame

)\1 = 91(751)

Sellest solmest algav alampuu kustutatakse, t; muutub uue puu leheks. Olgu uus (pii-
gatud) puu 7;. Puu T3 juur on sama, mis Tp, puu 7; on Ty alampuu (kui solmi ¢, mille
korral g(¢) on minimaalne, on mitu, siis piigatakse koik vastavad alampuud).

Jargmisel sammul kdrbitakse puud 7 samal meetodil. Selleks defineeritakse iga puu T}
solme, (mitte lehe) korral go(t). Funktsioon go(t) erineb funktsioonist g (t) koigi ¢; eel-
laste korral. Niiiid leiame ¢ nii, et go(t2) oleks minimaalne tile koigi 7} solmede. Solmest
ty algav puu kérbitakse. Nii saame uue puu, téhistame selle T3; t5 on T leht. Samuti
tahistame

)\2 = gg(tg).

Seejarel kdrbitakse puud T, jne. Lopetame puuga mis koosneb vaid juurest. Nii saame
tiksteisesse sisestatud alampuude jada (ei soltu A-st!)

To DTy D--- DT, = {juur}.

Samuti saame jada X\, i = 0,...,m,m + 1, kus \g := 0, \,11 = o0 ja A = gi(ty),
i=1,...,m. Selgub, et iga A korral on kriteeriumi (6.3.3) minimiseeriv puu 7'()\) jadas
Ty, Ty, ..., T,. Nimelt kehtib jargmine teoreem (Breiman et al.):

Teoreem 6.13 Konstandid \; on kasvavad: \g < Ay < Ay < +++ < App. Kui A € [N, Ags1),
siis T(N) = T(M\g) = Tk, iga k= 0,1,...,m korral.

Tihti jagatakse treeningvalim kaheks: esimese osa pohjal kasvatatakse puu ja teist osa
kasutatakse kdarpimisel. Sobiva A leidmine toimub analogiliselt teiste regulariseerimismee-
toditega.
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Klassifitseerimine. Klassifitseerimine toimub pohimotteliselt samamoodi kui regres-
sioon: teatava kriteeriumi pohjal teostatakse jagamisi ja konstrueeritakse suur puu 7j.
Teine samm on suure puu kahandamine lopliku suuruseni.

Erinevus on funktsioonis (6.3.1). Ruutkaofunktsiooni asemel kasutatakse funktsiooni ¢ :
[0,1] — R*, mille argument iga S; korral on

Seega (6.3.2) on tildiselt
min |116(5(4(t.))) +nas (P(S(t.) ) | (6.3.6)

Loomulikult séltuvad n; ja ny argumentidest ¢, j. Seoses (6.3.7) olevat funktsiooni nime-
tatakse impurity function. Enamasti iiks jargnevatest:

e ¢(p) = min(p, 1 — p) = (empiiriline) risk;
e ¢(p) = 2p(1 — p) Gini indeks;
e ¢(p) = —plogp — (1 — p)log(1 — p) binaarne entroopiafunktsioon.

Neist viimased 2 on siledad, esimene mitte.

Naiide. Olgu valimis tihtede (mustad) ja nullide (valged) arv vastavalt 400 ja 400 (kirju-
tame (400,400)). Vaatame kahte konkureerivat jagamist:

e iiks jagamine jagab valimi kaheks nii, et mustade ja valgete arv on vastavalt (300, 100)
ja (100, 300). Sellisel juhul p; = 0.75,n; = 400 ja py = 0.25, ny = 400. Seega empii-
rilise riski korral

n1¢<ﬁ(51)> n n2¢(ﬁ(52)> — 200

ja Gini indeks on
13 13 6

9= | ny2-2 = 400~
2y ey =405
e Olgu teine jagamine selline, et mustade ja valgete arv on vastavalt (200,400) ja
(200, 0). Sellisel juhul p; = %,nl = 600 ja ps = 1,n9 = 200. Seega empiirilise riski
korral
mo(p(S1)) + a0 (5(S5)) = 200

st treeningviga on sama, kuid Gini indeks on niitid véiksem:

12 2 400
SZ 6002 = 2,
"33 9 3

Seega Gini indeks (ja ka entroopiafunktsioon) annab eelistuse teisele jagamisele, sest
seelébi saadi "puhas'"tiikk.
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Nendest argumentidest ldhtuvalt soovitavad raamatu |7] autorid Tj konstrueerimisel ka-
sutada Gini indeksit voi entroopiafunktsiooni.

Ka piigamine toimub regressiooniga analoogiliselt. Funktsioon (6.3.3) on niiiid

7|

RAT) = Y mid (3(59) + AT (6.3.7)

Seos (6.3.4) on niitid
2y nid(p(S1) = S o (Bi(S7)
Tol — [T

(6.3.8)

Funktsioon ¢(t) avaldub

n'o(p(SY) — S i, 6(5(Si,))
T, —1 ’

g(t) = (6.3.9)

kus n' ja n; on vastavalt tiikeldustesse S’ ja S; kuuluvate valimi elementide arv. jarg-
misest iilesandest jéreldub, et kui ¢ on iiks iilaltoodud kolmest funktsioonist, on (6.3.9)
on alati positiivne.

Ulesanne 6.10 Olgu ¢ iiks tlaltoodud kolmest funktsioonist. Téestada, et T kirpimisel
summa Zgl n:¢(p(S;)) et saa kahaneda, st gi(t) > 0.

Samuti kehtib teoreem 6.13, mistottu weakest link pruning garanteerib alati optimaalse
alampuu.

Raamatu |7] autorid soovitavad piigamisel kasutada empiirilist riski. Seega soovitavad
nad puu ehitamisel ja pligamisel kasutada erinevaid kriteeriume.

Paneme tédhele, et saadud reegel pole tiikeldusreegel. Samuti saab néidata, et kui tii-
keldused on koordinaattelgedega paralleelsed, siis pole CART-puu universaalselt mojus.
Kontraniidet vaata ([1], 20.8).

Rohkem kui kaks klassi. CART-meetod iildistub loomulikult enam kui kahe klassle.
Toepoolest, iga tiiki ja iga klassi m = 0,...,k — 1 korral defineeri klassi m kuuluvate
tunnusvektorite proportsioon tiikil ¢ jargmiselt:

A 1
Pigm = - > Liy=my-
v x]ESi
Ellepool vaadeldud funktsioonid ¢ iildistuvad enam kui & klassile jargmiselt:

e cmpiiriline risk: ¢(po, ..., pr—1) = 1 — max;—o__x—1Di;
e Gini indeks: ¢(po, ..., pp—1) = Zf:_ol pi(1 — p;);

e entroopia: ¢(po, ..., Pk-1) = — Zf;ol p; Inp;.
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6.3.5 Bagging ja juhuslik mets

Wisdom of crowd. Olgu meil hq, ..., h,, soltumatut sama jaotusega juhuslikku klassi-
hitseerijat (rusikareeglit), kusjuures mingi « korral P(h;(z) = g*(x)) = 3 + €. Seega kui
g*(x) = 1, siis iga juhuslik klassifitseerija h; teeb oige otsuse h;(x) = 1 toenédosusega,
mis on natuke korgem kui % Defineerime klassifitseerija g, rusikareeglite hddlteenamuse
pohjal, st saame

L, kui Y7, hi(z) > 2
m — I ( ) ) =1"n - 9
Im(T) [5.1] Zh { 0, kui > hi(x) < o
Suurte arvude seadusest saame, et hadletajate arvu m kasvamisel toendosus, et hadlteena-
musel voetakse vastu otsus 0 viheneb:

P(gm(z) = (% Z ) 0.

Seega, kui igaiiks otsustuskogust votab vastu oige otsuse suurema toendosusega kui 0.5 ja
kui otsustajad on soltumatud, siis voetakse hadlteenamusega vastu oige otsus iisna suure
toendosusega (ligikaudu 1), see toendosus on seda suurem, mida suurem on otsustajate
arv.

Kui niiiid h; : RY — R on soltumatud ja sama jaotusega juhuslikud regerssioonifunkt-
sioonid ja iga x korral h(x) := Eh;(x) = Eg,,(s) siis iga y korral

E(y = gm(2))* = By — h(z) + h(z) = gm(2))* = (y = 1(2))* + E(h(z) — gm(2))*.

SAS pohjal m kasvades g,,(x) — h(z) ja nii ndeme jalle, et m kasvades prognoositapsus
suureneb.

Négime, et iid juhuslikke klassifitseerijaid kombineerides (voi regressioonifunktsioone kesk-
mistades) voime saada iisna hea tulemuse ka siis, kui iga funktsioon omaette voetuna eriti
hea pole. Kuidas aga saada piisavalt palju soltumatuid klassifitseerijaid? Kui meie ka-
sutuses oleks m soltumatut valimit, oleks asi lihtne — iga valimi pohjal saaksime (mingil
meetodil) klassifitseerija ja isegi kui ta pole suurem asi, neid tile koikide valimite kombinee-
rides saaksime ikkagi hea tulemuse. Enamasti on meil aga iiks valim. Bagging (bootstrap
aggregation) piitiab lahendada seda probleemi jargmiselt: vaatle antud valimit empiirilise
mo6oduna P, ja genereeri sealt m soltumatut bootstrap-valimit mahuga (igatiks mahuga n,
tagasipanekuga). Kui n on suur, siis P, &~ P ja nii voib neid bootstrap-valimeid vaadelda
kui valimeid jaotusest P. Pane tahele, et kuigi iga bootstrap-valimi maht on samuti n, pole
nad iildiselt esialgse valimi koopiad, st neis olevate erinevate elementide arv on vaiksem.
Seega on erinevad ka bootstrap-valimite pohjal konstrueeritud klassifitseerijad h;. Loplik
klassifitseerija g,, tehakse ikka hddlteenamuse pohjal (regressiooni korral keskmistades).
Enamasti kasutataksegi baggingus CART puid (tosi, tihti piigamata). Boosting on teata-
vas mottes baggingu edasiarendus ning simulatsioonid on naidanud, et enamasti annab
boosting parema tulemuse kui bagging (vt [8], ptk 15).
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Juhuslik mets. Et bootstrap-valimid on genereeritud empiirilises moodust P,, mitte
(meile tundmatust) jaotusest P, on tegelikult saadud puud korreleeritud, st hy, ..., A,
pole soltumatud. Tépsemalt, tihest valimist genereeritud puud on tinglikult (antud ori-
ginaalvalimi korral) s6ltumatud, kuid mitte tingimatult soltumatud — nad koik soltuvad
originaalvalimist. Juhuslik mets (random forest) lisab puude konstrueerimisele juhus-
likkust ja nii loodetakse suurendada puude omavahelist soltumatust ja vihendada puude
kombineerimisel saadud klassifitseerija soltuvust originaalvalimist. Selleks modifitseeritak-
se CART-puu kasvamist jargmisel moel: igal sammul valitakse d tunnusest (koordinaadist)
juhuslikult r-elemendiline (r < d) alamhulk ja seejérel leitakse parim jagamine valitud
tunnuste seast. Seega, kui r = d, on juhuslik mets ja bagging {iks ja seesama. Jargmisel
jagamisel leitakse uus almhulk jne. Nii kasvatatakse puu teatud suuruseni, pligamist pole.
Kui r on oluliselt vaiksem kui d, siis soltub igal jagamisel kasutatavate tunnuste hulk palju
juhusest ja nii voivad olla saadud puud viga erinevad ka siis, kui nende konstrueerimiseks
kasutatavad bootstrap-valimid on véga sarnased voi isegi vordsed. Raamatus [8] soovita-
takse klassifitseerimise korral votta r = |v/d] (voi isegi 1), regressiooni korral r = 12].

Olgu
() = lim g, (),

st g on vaid originaalvalimist kuid mitte bootstrap-valimitest soltuv klassifitseerija, mida
juhuslik mets g, ldhendab. Klassifitseerija ¢ pole (iildiselt) puu (ka siis kui r = d) ja
seega erineb ¢ oluliselt vaid originaalvalimi pohjal tehtud puust, olgu see g,. See erine-
vus on seda suurem, mida juhuslikum on juhuslik mets (mida véiksem on 7). Jérelikult
juhuslikkuse suurenemisel (r vihenemisel) kaugeneb (teatavas mottes) ¢ originaalpuust
gn ja soltub vihem originaalvalimist. Teisisonu — erinevatele valimitele vastavad ¢ voivad
olla sarnasemad kui erinevatele valimitele vastavad originaalpuud. Ja see tdhendab, et
juhusliku suuruse g(z) dispersioon voib olla viiksem kui g,(x) dispersioon. Véidetavalt
on CART puud tuntud kui suure hajuvusega klassifitseerijad ja regressioonifunktsioonid
ning selle hajuvuse vahenamiseks tihti juhuslikku metsa kasutataksegi.

Kirjandus: CART-puudest loe [8], Ch 9; [9], Ch 7. [10], 16. Teistest puudest loe[l],
Ch 20. Baggingust loe [8], Ch 8, juhuslikust metsast loe [8]|, Ch 15, samuti [9] 8.4 ja [10],
16.

6.4 Narvivorgud klassifitseerimises

6.4.1 Narvivork

Varjatud kihita narvivork on sisuliselt lineaarne klassifikaator

(6.4.1)

0 kui Zle cx' +co=cx+c, <0.5,
1 mujal.
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Tihti tahistatakse

d
Y(a) =) er' + (6.4.2)
=1

ja nii on (6.4.1)

6.4.3
1 mujal. ( )

o(a) = {o kui 9(z) < 0.5,

Néarvivorkude kontekstis esitatakse toodud klassifitseerijat enamasti kujul

[c F—

¥l o I

< -

s | e
e

#d —— g

Uhe varjatud kihiga nirvivork on klassifitseerija kuhul (6.4.7), kus v defineeritakse

Y(r) = Z w;o (Y;(x)) + w. (6.4.4)

Siin iga ¢ korral 1; on lineaarne funktsioon kujul (6.4.2), kus vektor ¢ soltub i-st. Solm-
funktsioon (sigmoid) o on iildiselt mittekahanev funktsioon nii, et

zh_{lolo o(z) =1, mgr_noo o(z) = —1.

Thiiipiliselt on o:

e lidvefunktsioon (treshold)

o(z) = —1, kuix <0;
11, kuiz>0.
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e logistiline solmfunktsioon

1—e*
o(z) = 1+e=
e arctan solmfunktsioon
o(x) = — arctan(x)
T

e (Gaussi solmfunktsioon
o(x) =2®(z) -1,

kus ®(z) on standardse normaaljaotuse jaotusfunktsioon.

Graalfiliselt esitub iihe varjatud kihiga nérvivork jargmiselt.

0 wéi 1

Paneme téhele, et kui solmfunktsioon on lavefunktsioon, siis iihe varjatud kihiga nér-
vivork on sisuliselt juba boostingust tuttav lineaarsete klassifikaatorite kombinatsioon.
Lavefunktsioon pole sile, iilejadnud solmfunktsiooni esindavadki ldvefunktsiooni siledaid
"versioone". Funktsioone o(¢(x)),...,o(1r(x)) nimetatakse varjatud neuroniteks
tihe varjatud kihiga néarvivorgul (6.4.4) on seega k varjatud neuronit.
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Erijuhu {ihe varjatud kihiga néarvivorkudest moodustavad nn, komitee-reeglid com-
mitee machines, kus wy = 0 ja w; = -+ = wy = 1 ja solmfunktsioon on lavefunktsioon.
Seega komitee-reegel on sisuliselt jargmine gq, ..., gr on lineaarsed klassifitseerijad (véil-
junditega +1, -1), nende vddrtused kohal x liidetakse kokku ja otsustatakse summa mérgi
pohjal (héélteenamus).

Pildi pealt on hésti ndha, et kui o on lavefunktsioon, siis {ihe varjatud kihiga narvivorgul
pohinev klassifitseerija (6.4.4) on konstantsed tiikeldusel, mille defineerivad hiipertasandid
Hy, ..., Hy, kus

Hj:{$21/)j($)20}, j:].,...,k,

sest varjatud neuronite valjund

o(P1(x)), ... o(thr(x)) (6.4.5)

on binaarne vektor, mis iiheselt méarab dra hiipertasandite poolt moodustatud tiikelduse
selle tiiki, kuhu x kuulub. Edaspidine méaarab vaid tiiki mérgi. Sellist hiipertasandite kau-
du defineeritud klassifitseerijat nimetatakse teinekord arrangement classifier. Kas selline
klassifitseerija on tiikeldusreegel voi mitte, soltub sellest, mis pohimottel parameetrid va-
litakse (iildiselt mitte).

Kahe varjatud kihiga ndrvivork on klassifitseerija kuhul (6.4.7), st

1 mujal.

g(x):{o kui ¥(z) < 0.5,
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kus 1 defineeritakse analoogiliselt valemiga (6.4.4):

!
Y(x) = Z w;o (i(x)) + wo, (6.4.6)
kuid ka v; on niitid kujul (6.4.4):
k
U(z) = ZU%U(%(@) + Wo.

Seega kahe varjatud kihiga nérvivork (6.4.6) kombineerib (kaaludega) omakorda [ iihe var-
jatud kihiga narvivorku. Narvivorgu (6.4.6) esimeses varjatud kihis on k& ja teises varjatud
kihis [ neuronit. Kombineerides kahe (varjatud) kihiga nérvivorgud, saame kolmekihilise
narvivorgu jne.

Graalfiliselt esitub kahe varjatud kihiga narvivork jargmiselt.

@ _I_ Owl

w1l

6.4.2 Arrangement-klassifitseerijad

Vaatleme kahe (v0i enama) varjatud kihiga nérvivorku, kus esimeses kihi solmfunktsioo-
nid on koik lavefunktsioonid. Sellisel juhul esimese kihi neuronite valjund on ikkagi vektor
kujul o(¢1(x)),...,o(Yx(x)), mis on konstantne igal tiikil. Ukskoi mida edaspidised kihid
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ka ei tee tulemus on alati konstantne hiipertasandite Hy, ..., H) defineeritud tiikeldustel.
Seega iga klassifitseerija (6.4.7), kus ¢ on nérvivork, mille esimeses kihis on k& neuronit ja

o on lavefunktsioon on hiipertasandite Hy, ..., H; kaudu defineeritud arrangement klas-
sifitseerija. Muidugi ei pruugi see tiikeldus alati olla rikkaim voimalik tiikeldus. Naitaks
on vaid iihe hiipertasandi H; abil defineeritud lineaarne klassifitseerija ka iiks voimalikest
Hq, ..., Hy tekitatud tiikeldus-klassifitseerijatest, kuid mitte koige rikkam.

Selliseid nérvivorke, mille esimeses kihis on k£ neuronit on l1opmatu hulk. Tasandite Hy, ..., H
abil defineeritud tiikeldusi on aga loplik arv. Intuitiivselt peaks niiiid olema selge, et mit-
med mitmekihilised narvivork-klassifitseerijad on ekvivalentsed iihe ja sama arrangement-
klassifitseerijaga.

Arrangement-klassifitseerija kui kahe varjatud kihiga narvivork. Piistitame
niitid kiisimuse arrangement-klassifitseerijate hulga ja nérvivorkude hulga iiksiihelisest
vastavusest jargmiselt: Milline on viikseim vajaminev neuronite ja kihtide arv, et esitada
néarvivorgu kaudu suvalist arrangement-klassifitseerijat?

;
0

Olgu g suvaline k hiipertasandi Hy, . .., H; kaudu defineeritud arrangement-klassifitseerija.
Veendume, et selle saab esitada kahe varjatud kihiga néarvivorgu abil, kus esimeses kihi on
k neuronit ja teises iilimalt 2* neuronit. Sobiva nirvivorgu defineerime jérgmiselt: esimeses
kihis on k neuronit o (¢ (z)), ..., o(¢x(z)), kus o on lavefunktsioon. Olgu b = (by, ..., by),
b; € {41, —1} esimese kihi véljund, st

(o(1(x)),...,0(Wk(x))) = (b, ..., bg).

K
1w R T

\
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Olgu teises kihis 2* neuronit, igaiihes neist olgu kaaluvektor a = (ay,...,a) € {+1, —1}*,
a, = —k + % [ga teise kihi neuron vastab iihele hiipertasandite Hi,..., Hy tekitatud
tiikelduse tiikile. Muidugi, soltuvalt tiikeldusest, voib teises kihis olla ka vihem kui 2F
neuronit. Kuid alati voib teise kihi neuroneid olla ka 2%, ning kui tiikke ongi viihem,
siis moned neist ei lihtsalt ei aktiviseeru kunagi. Lihtsuse mottes eeldame siinkohal, et
tiikeldus koosneb 2F tiikist.

Niiiid on selge, et
k
(o + Z bia; {
i=1

Seega lavefunktsiooni korral

(a —l—ib-a‘)— 1,  kuia=b
I\lo ._122_ —1, kuia#bh.

Jérelikult teise kihi viilljund on 2*-dimensionaalne binaarne vektor u = (uy,...,u;) (I =
2F), kus vaid iiks komponent on +1, iilejisinud on —1. Iga komponent vastab iihele klassi-
fitseerija g tiikile; kui u; = 1, siis kuulub sisend x komponendile i vastavasse tiikki, iitleme,
et see tiikk on aktiivne. Olgu g véljund 1 tiikkidel P C {1,...,{}. Defineerime nérvivorgu
valjundi

,  kuia=0
%, kui a # b;

IA
| N[

!
Y= w, + E Wiy,
i=1

kus w; = 1, kui ¢ € P ja w; = —1 mujal ning w, = |P| — (I — |P|) = 2|P| — L.

Kui i € P on aktiivne, siis ) = (I—|P|)+1—(|P|—=1)+|P|—(I—|P]) = 2. Kuii & P, siis
= (—|P|)—1—(|P|+1)+|P|—(l—|P|) = —2. Sellisel juhul seosega (6.4.1) defineeritud
klassifitseerija annab 1 parajasti siis, kui = on selline, et hulka P kuuluv indeks on aktiiv-
ne. See aga tidhendab, et z kuulub sellisesse tiikki, mille korral tiikeldus-klassifitseerija g
annab vaartuseks 1. Seega oleme konstrueerinud kahe varjatud kihiga nérvivorgu, mis on
ekvivalentne esialgse klassifitseerijaga g.

Kokkuvottes: Iga arrangement-reegel on ekvivalentne teatud kahe varjatud kihiga nér-
vivorguga. Ehk kahe varjatud kihiga nérvivorkude klass on piisavalt lai sisaldamaks koiki
arrangement-reegleid. Jarelikult, kui kasutada vaid lavefunktsioone, siis (klassifitseerimise
seisukohast) ei anna iilejadnud kihid midagi juurde.

Et (lavefunktsiooni korral) on nérvivorgud sisuliselt arrangement-reeglid, tasub pilku hei-
ta nende omadustele. Jargmine teoreem ([1], Thm 30.1) véidab, et kui hiipertasandite arv
kasvab kontrollitult, on empiirilist riski minimiseeriv arrangement-reegel universaalselt
mojus.

Teoreem 6.14 Olgu g, tlimalt k hipertasandist konstrueeritud empiirilist riski mini-
miseeriv arrangement-klassifitseerija. Siis iga (X,Y) jaotuse korral ER(g,) — R*, kui
k=o(:2).

Inn
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6.4.3 iihe varjatud kihiga narvivork

Olgu C™® k varjatud neuroniga iihe varjatud kihiga nérvivorkude hulk. Tépsemalt, C*)
on klassifitseerijad kujul (6.4.7):

(o) = {o kui ¢(z) < 0.5,

) (6.4.7)
1 mujal,

kus ¢ (z) on kujul (6.4.4):

k
0(w) = 3 wio(Wi(a)) + v,
i=1
ja 1; on lineaarne funktsioon. Olgu F; nende funktsioonide hulk

Lahendamisviga

Eelpool nédgime, et teatud tingimustel on kahe varjatud kihiga narvivork mojus. Kas see
kehtib ka tihe varjatud kihiga nérvivorgu korral? Mojususeks peab nulliks koonduma nii
lahendamisviga kui ka hindamisviga. Jargnevas uurime ldhendamisviga
inf R(g) — R".
nf, (9)
Selgub, et iga solmfunktsiooni korral lihendavad iihekihilised nirvivorgud C*) sélmede ar-

vu k kasvades kuitahes hésti suvalist funktsiooni. Seetottu laheneb lahendamisviga nullile
ehk kehtib jargmine teoreem (|1], Cor. 30.1).

Teoreem 6.15 Iga solmfunktsiooni o ja (X,Y") jaotuse korral kehtib
lim inf R(g9) — R* =0. (6.4.8)

k—o00 gec(k)
Piidme sellele natuke valgust heita sellele tulemusele. Definitsioonist jareldub, et klassi-
fitseerija g on plug-in klassifitseerija. Seosest (6.1.3) jareldub, et iga

Rig) — R* <2 / In(x) — ()| F(dz).

Seega ldhendamisviga koondub nulliks (st kehtib (6.4.8)) kui kujul (6.4.4) olevate funkt-
sioonide klass, olgu see (iile koikide k-de) on koikjal tihe ruumis L;. See aga on nii (ning
selles pole raske veenduda), kui konealune funktsioonide klass on L..-koikjal tihe pidevate
funktsioonide ruumis C|a,b]? iga a ja b korral. Jirelikult (6.4.8) kehtib, kui iga a ja b ja
iga tokestatud pideva funktsiooni g korral
lim inf sup |¢(x)—g(z)| =0. (6.4.9)
k—oo Fp ze[a,b]d
Selgub, et (6.4.9) kehtib — igat pidevat ja tokestatud funktsiooni g saab igal kuubil [a, b]?

lahendada kuitahes hésti iihekihiliste narvivorkudega, kui peidetud neuronite arv on pii-
savalt suur.
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Koondumine (6.4.9), kui d = 1. Kui d =1 ja o on lavefunktsioon:

-1 kuiz <0
o= = (6.4.10)
1 mujal,

siis koondumine (6.4.9) tisna loomulik: saab ju igat pidevat tokestatud funktsiooni 16igul
[a, b] 1ldhendada tihtlaselt tiikati konstantsete funktsioonidega. Iga selline funktsioon on
aga nn lihtne funktsioon kujul

Z aif(chdi], a; € R.
=1

Iga indikaator on aga esitatav kujul (6.4.4) (varjatud neuronite arvuga 2n):

Z’wﬂ(wz’(x)) + wo,

sest 1 1
I(c,d] = 50’(33 — C) -+ 50(—13 —+ d),

millest .

/1 1
il(cid) = ¢<— —C)+ 50(— di)-
2 il =3 (5o(r =) + gol-r+d)
Seega varjatud neuronite arvu kasvamisel koondub ldhenemisviga nulliks. See kohtumine
on universaalne, kuid seetottu ei saa (iildiselt) midagi 6elda koondumiskiiruse kohta, see
voib olla kuitahes aeglane. Viitmaks midagi koondumiskiiruse kohta, tuleb teha eeldusi
n kohta.

Pole raske veenduda, et ka komitee-reegli 1ahenemisviga koondub nulliks (neuronite arvu
kasvamisel).

Empiirilise riski minimiseerimine: hindamisviga ja mojusus

Teoreem 6.15 motiveerib jargmist kiisimust: kas iihekihiliste vorkude korral on reegel
{gn} on universaalselt mojus, kui g, minimiseerib empiirilise riskifunktsiooni iile C*) ja k
kasvab? Teame, et mojusus tdhendab nii hindamisvea kui ka ldhendamisvea koondumist
nulliks, kui n ja kasvab. Lahendamisviga koondub nulliks, nii vdidab teoreem 6.15. See
tahendab, et klass C*) pole (k kasvamisel) liiga kitsendatud. Samas liiga suure \ komplekse
klassi korral on raske hinnata hindamisviga — empiirilist riski minimiseeriv klassifitseerija
gn vOib kergesti olla selline, et R,, on liiga suur. Selleks, et hinnata hindamisviga, on vaja
teada voi hinnata klassi C®) VC-dimensiooni. Seosetest (2.6.13) ja (2.6.14) saame antud
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juhul
1 1)+ n2
ER(g,) — inf R(g) §4\/V’“ nn+l)+ln2 (6.4.11)
geC(k) n
—ne2
P(|R(gn) — inf R(g)| > e> < 8nVie B (6.4.12)
gec(k)

kus V; on C®) dimensioon. Seega on {g,} universaalselt mojus, kui

Vi 1
M_)O
n

(siin k ja seega ka Vi) kasvab koos n-iga). See garanteerib universaalse mojususe. Samas
tahendab see, et Vj(,) kasvab koos n-ga ka nii aeglaselt, et

77l€2
zjnv’“eW < 00, (6.4.13)
n
(veendu selles!), millest saame (universaalse) tugeva mojususe.

VC-dimensioon. Koigepealt universaalne (solmfunktsioonist soltumatu) alumine toke
VC dimensioonile: suvalise solmfunktsiooni korral ([1], Thm 30.5)

v, > 2L§Jd = O(kd).

Lavefunktsioon

Kuigi toodud alumine_t()ke on solmfunktsioonist soltumatu, pole universaalset iilemist
toket nii kerge leida. Uhekihiliste vorkude klassi C*) VC dimensioon on viikseim live-
funktsiooni (6.4.10) korral. Sellise solmfunktsiooni korral kehtib hinnang ([1], Thm 30.6):

Vi < 2(kd + 2k + 1) log,(e(kd + 2k + 1)) = O(kd In(kd)). (6.4.14)

Seega ldvefunktsiooni korral on iilaltoodud alumine toke tapne In(kd) faktorini. Seega,
kui k(n) kasvab nii aeglaselt, et k(n)(Ink(n))2 — 0, nditeks k(n) ~ \/n siis (6.4.13)
koondub. Tegelikult pole raske niha, et (6.4.13) koondub ka siis, kui k(n)22 — 0, s.t.
k(n) = o(57)-

Inn

Seega solmfunktsiooni (6.4.10) ja mitte liiga kiiresti kasvava k korral:

e kui varjatud neuronite arv kasvab kontrollitult, néiteks k(n)22 — 0, ja seda nér-

vivorku oigesti treenida (naiteks ERM), siis saame (universaalse tugevalt) mojusa
reegli;

e kuigi lahendamisviga koondub nulliks, puudub kontroll selle koondumise kiiruse iile,
see voib olla aeglane;
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e hindamisviga saab kontrollida universaalselt (jaotusest sdltumatult): (6.4.11) ja (6.4.12)

annavad universaalse (jaotusest soltumatu) hinnangu hindamisveale ja kleskmisele
hindamisveale.

e Vorratusest (2.6.15) saame iga tihe varjatud kihiga varvivorgu (mitte ilmtingimata
ERM-printsiibil leitud klassifitseerija) korral riski hinnangu ja toenéosusega 1 — ¢

8(Viln(n+1) —Ind +1n8)

R(gn) < Rn(gn) + 4\/ . : (6.4.15)

Teised solmfunktsioonid

Saab naidata, et teiste solmfunktsioonide korral pole VC dimensioon kunagi viiksem
lavefunktsiooni VC dimensioonist. Paraku voib see olla oluliselt suurem. Enimkasutata-
vate solmfunktsioonide — logistiline, arctan, gaussi — korral on V;, < oo, kuid enamikel
juhtudel puudub Vj, korralik hinnang, mistottu puuduvad ka hinnanguid (6.4.11), (6.4.12)
ja (6.4.15).

Leidub aga ka sigmoide, mille VC-dimensioon on 16pmatu. Sellistega olgem ettevaatlikud!
Samas voivad nad siiski olla mojusad.

6.4.4 Li-kauguse minimiseerimine

Empiirilise riski minimiseerimine on raske. Seetottu minimiseeritakse tihti teisi (empiirili-
si) riskifunktsioone. Nagu ka lineaarste klassifikaatorite korral, on selleks enamasti

1 n
() == ” Z lyi — ¥(:)[", (6.4.16)
i=1
kus v, nagu ikka, on (6.4.4):
k
V() = Zwig(wi(x)) + Wo.
i=1

Funktsiooni (6.4.16) minimiseeriva funktsiooni v, abil defineeritakse klassifitseerija (6.4.7).
Tuntuim algoritm funktsiooni J? minimiseerimiseks on nn. back-propagation algoritm.

Mojususest. Funktsioon J? on empiiriline versioon funktsioonist
JP(Y) = ElY — (X)) (6.4.17)

Négime, et lineaarsete klassifitseerijate korral see ldhenemisviis ei olnud alati digustatud
— teatud jaotuste korral voib funktsiooni (6.4.17) minimiseeriva lineaarse funktsiooni abil
defineeritud klassifitseerija risk olla palju suurem parima lineaarse klassifitseerija riskist.
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Selgub, et {ihekihilise nérvivorgu puhul on olukord parem — juhul kui p = 1 ja neuronite
arv kasvab sobiva kiirusega, moodustavad funktsiooni J? minimiseerivate vorkude {¢,}
pohjal defineeritud (plug-in) klassifitseerijad (tugevalt) mojusa reegli iga solmfunktsiooni
korral

Teoreem 6.16 (/1], Thm 30.9) Olgu o suvaline sélmfunktsioon. Olgu 1, € C*) iihekihi-
line nérvivork, mis minimiseerib J} iile klassi C™®, lisatingimusel, et

k
=1

Kui k(n) — oo, B, — o0 ja

lim k(n)32In(k(n)B,) =0,

n—o0

siis reegel
, _{0 if ¥(x) < 0.5,

1 otherwise,

on universaalselt mojus.

Teatud lisatingimustel kehtib ka universaalne tugev mojusus.

Loomulikult on mojusus pelgalt teoreetiline omadus — praktikas on varjatud neuronite
arv alati loplik.

Kirjandus: Néarvivorkudest loe [1], Ch 30.



Peatukk 7

Unsupervised learning: Hidden Markov
models

So far, we have been considering the supervised learning — also called learning with teacher
— where the training data are given with the labels, i.e. to every feature vector x;, the
corresponding label (or output on the regression) y; is known. Now, we consider the ca-
se of unsupervised learning , where the training sample 1, ..., z, consists of feature
vectors without the labels. To do some meaningful predictions without any further infor-
mation about the data is difficult, although several general methods like cluster analysis
exists. Often the lack of labels is compensated by assuming or knowing the probabilistic
(generic) model of the data. Often the model is known up to the parametrization, and the
parameters are estimated from the data. Sometimes a part (typically a small fraction) of
the training data is known with labels and the rest of the data consist of feature vectors,
solely. This case is referred to as semi-supervised learning . In semi-supervised lear-
ning, typically, the supervised part of the data (with labels) is used for fitting the model,
the rest of the data (without labels) are then analyzed with using the fitted model.

7.1 Definition of Hidden Markov model

We shall consider a simple yet general model for classification in the case of unsupervised
learning. Let us start with the basic definitions.

Underlying Markov chain — the regime. As previously, let Y = {0,...,k — 1}
be the set of classes; in this chapter the classes will be referred to as the states,
and the set ) will be now called as the state space. Let now Y = {Y;},en be a

homogeneous Markov chain that takes values in ). As usually, we shall denote by
n; = P(Yy = j), j € Y the probability that the initial state is j; the vector = is thus the

223
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distribution of Y;. We shall denote via

Poo Po1 Po(k-1)
P— P1o P11 P1(k—1)
P-10 PE-1)1 - Pk—1)(k-1)
the transition matrix of Y, hence, for any #1,...,%_2 € Y

pi; =P, =jlYio1=19) =P, = j|Yie1 =1, Y g = G4_o,..., Y1 = 11),

where the last equality follows from the Markov property. The chain Y is often called
as regime and it is uniquely determined by the parameters m and P. In practice, the
regime Y is often defined to be as simple as possible, hence also stationary, irreducible
and aperiodic, but we do not need any of these assumptions in this chapter.

Hidden Markov process — the observations. The second component of our model is
the random (feature) process X = { X, };ey with X; taking values in X C R%. We assume
that the pair of random processes (Y, X) is such that:

1) given {Y;}, the random variables { X;} are conditionally independent,
2) the distribution of X; depends on {Y;} only through Y;.

When 1) and 2) hold, then the process X is called a hidden Markov process and the

pair (Y, X) is called a hidden Markov model (HMM). The hidden Markov process
X = {Xj, Xy,...} models the observations so that the random features Xi,..., X, are

the first n vectors of it. The corresponding outcomes of Y7, ..., Y, are not observed, the
Markov chain is hidden.

Note that, in general, X, ..., X,, are neither independent nor identically distributed any
more, hence our model allows to drop both assumptions made so far.

Emission distributions. The assumption 2) states that for any ¢, the distribution of
X, depends on the regime only through the value of Y;. Hence the distribution of X, is
independent of ¢ and of the outcomes Y,, where s # t. Therefore, to every state j € )
corresponds a probability measure P; such that for every Borel set A and for every ¢t > 1,
it holds

Py(4) = P(X; € AJY; = j).

The probability measures P;, j € ) are called emission distributions. Without loss of
generality, we will assume that the emission distributions P; all have densities f; with res-
pect to a common reference measure dx. As usually, the Lebesgue’i measure and counting
measure (both denoted by dx) are of particular interest.
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Finite alphabet HMP. When the emission distributions P; all have finite (countable)
support, then X is referred to as finite (countable)-alphabet HMP . In this case, the

set X' can be taken as the union of all supports, hence finite (countable). It will be referred
to as the alphabet. Then, for every state, the density f;(x) is just the probability to emit
the observation or letter x from the state j.

Mixture model: a special case. In a special case, when the columns of the transition

matrix P are all equal to , i.e. p;; = 7, for all 4,5 € Y, then Y},Y5,... are i.i.d. random
variables with distribution 7. Then also X, X5, ... arei.i.d. random variables with density
function

k—1
T) = Zﬁjfz‘(fﬁ)

This model is sometimes called mixture model. Hence HMM also covers the case stu-
died in Chapter 1.

7.2 Forward-backward recursions

7.2.1 Some notations and preliminaries.

Given a set A, integers m and n, m < n, and a sequence ay, as, ... € A>, we write a, for
the subsequence (a,, . ..,a,). When m = 1, it will be often suppressed.

Thus, 2" := (x1,...,2,) and y" := (y1,...,y,) stand for the fixed observed and unobser-
ved realizations of X" = (X1,...,X,) and Y" = (Y},...,Y,), respectively. Any sequence
y" € Y" is called a path .

Let 1 <r < m < n. From the definition of HMM, it follows that the conditional density
of observing z]" given the realization y" is the product of emission densities. Hence, we

define
m’y H fyt xt

In the following, let for any v, where 1 <wu g v

p(yZ) = P(Yu = Yu, Yu+1 = Yu+1y--- 7Y;1 - yv)
Hence, we shall denote the joint probability density of (", y™) by

p(a,y") = p(a]'y")p nyt z)P(Y" =y") =[] fu@)my, [] Porrn-
t=r t=2
The unconditional density of a piece of observations z| is now

plal) == Y pla,y").
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The joint probability density of (™, y"), where 1 < u < v < n is thus

p(ays) = Y plals").

sneyYyn:st =yv

With joint density p(z!", y¥) and unconditional p(y?) and p(z!*) we can define the condi-
tional probabilities

(), y)

PY.=Yu- Yo =0|Xs =2, ..., X;p = ) =2 p(yp|z)") :=
( | ( ) p(a)
and conditional densities

p(a, o)

prYu:yuw"aK}:yv :::p-r:»nyz =
("] ) (" |9 o)

We shall more closely consider the conditional probabilities p(y;|z™). Therefore, they will
have a special notation: for any t > 1 and j € Y, let

pe(jla") = P(Yy = jIX" = a").
The probabilities p;(-|x™) are called:
e smoothing (posterior) probabilities, when ¢ < n;
e filtering (posterior) probabilities, when t = n;

e prediction (posterior) probabilities, when ¢ > n.

We shall also define
pi(j) = P(Y; =j).

For stationary chain, clearly p;(j) = 7; for any ¢, but in general not.

In a special case of finite-alphabet HMP, the joint and conditional densities are just

PX,=z,....Xpnn=200;Yu =Yu,.- -, Yo =4) = P(X =2V = y);

T

PX, =z, ... Xpn=2pYu =vu,...,. Yo =) = P(X" =2Y,) =v,).

T

(", yy)
p()|y,)

7.2.2 Forward and backward recursions

Let us for every j € Y and 2™ € X" define forward and backward variables

1, ift=n

a(f,2") = pu(fla)p(a’), Bai i) = { pla |V, = j), ift<n
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Clearly with y; = j

a(j,a’) = pla',y) Z p(a', y") (7.2.1)
ytiyr=j
Blatali) = > pafyialYe=13)=>_ p(a}, vilu). (7.2.2)
yt+1 yt+1

For any y™ € Y™ and z" € X" the following factorization holds

p(a", y") =p(a"|y")p(y") = p('ly")p(i [y )py") = p(' 1y )p(at [y )p(y™)
=p(2'|y")p(x} 1 [y )P )P (Wi lye) = p(a', 4" )p(at [yl )p(ur o lye)
=p(a’, y")p(}y, i [ye)-

The second equality follows from the assumption 1) of HMM (conditional independence
of ™), the third inequlity follows from the assumption 2) and the fourth equality follows
from the Markov property. The last equality follows from

p(x?—l-lv yr) p(yr) _ p(x?Ha yr)
pyr)  pye) p(e)

p($?+1|yf)p(yf+1|yt) = = p(w?ﬂa ?J?+1|yt)-

Summing over all paths y™ passing the state j at ¢, using (7.2.1) and (7.2.2), from the
factorization p(z",y") = p(z*, y")p(x}1, yi'1|y:) we obtain with y, = j

Pt e = 30 et = (30wt s)) (e vl ) = aG,2)5(al))

Y iyr=j yhyi=j Y1
(7.2.3)
From (7.2.3), it follows that o and f-variables can be used for finding p;(j|z"):

p(a) =Y pla" y) =Y ali,2")Ba 1)), (7.2.4)

yt€Y JjEY
(g, «Tt)ﬁ(x?-s-lb)
Zjey (g, z) Bz 417) ’

In a special case of finite-alphabet HMP the variables are

pe(ilz") = (7.2.5)

a(j,2") =P(X"'=a"Y, =), B(aili) =P(X7, =274V = ).
and the equation (7.2.3) is, thus,

P(X"=2"Y,=j)=P(X'=2"Y, = JP(X[ = 2|V = 7).
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Standard recursions. From the factorization

p(a™ y") = p(a', y" )p(i ), vt lve) (7.2.6)
withn =1t + 1, we get

p(xt-‘rl yt-i-l)

= p(e", ¥ )p(er1, Yera ). (7.2.7)
Summing over y'~!, we get

t+1 t+1)

p(z"*, y; (2", y)p(Tes1s Yer )

and summing over ¥;, we obtain

Pt ya) = Z (e ye)p(Tesr, Yesa[ye).
Yt

Finally, since

p($t+1a yt+1|?/t) = p(yt+1‘yt)fyt+1($t+l) = Pytyt+1fyt+1($t+1)

we have obtained a forward recursion for calculation a-variables:

o

= Oé(i,l’t)pijfj(xt—i-l)‘

i

a(j, ")

I
=)

Similarly, one can show the backward recursion for calculation [-variables (see [30]):

k—1
Zﬁ xt—f—l‘ p]zfz(xt)
=0

In a special case of finite-alphabet HMP the forward and backward recursions are

P (Yo = j; X =2 = ST P(Y, = i X' = )P (Year = Yy = 0)P(Xes1 = 201 [Yers = )

P(X| =a}|Vio1 =j) = Y P(X[y, = afy |V = )P(Y, = i|Yiy = j)P(X; = z|Y; = ).

Derin’s recursion. The above-described (standard) backward and forward recursions
are not numerically stable, hence they are not very practical. Therefore, their normalized
versions as well as several alternative recursions for calculating p;(j|z™) in simular fashion
are used. For example, the so-called Derin’s recursion for finding p,(j|z"™) backward is
as follows:

PjiP 1
pi(jla") = pi(jla) Z e

—o pt+1 |xt



229

For proof, see [30]. Here the smoothing probabilities p;(-|z*) and prediction probabilities
per1(+|2?) can be found by forward recursion as follows:

. _ ;i fi(1) QoY ot Gty Per1(J12") fi(2e41)
pi(jlzr) = —Zz o filan) pe1(Jz’) ;pwpt(zlx )y e (flz) S Dot (i 20) i (241)
(7.2.8)

Exercise: Prove (7.2.8).

7.2.3 Conditional chain

The following proposition shows an important property: Y is an conditioonally inhomo-
geneous Markov chain given X.

Lause 7.1 Given the observations x", the regime has Markov property:
PYi=jlYi=4, Y =¢y" L X" =2") = P(Yy, = j|V; = i; X" = 2"). (7.2.9)
Moreover, the conditional transition probablities
P(Yi1 =jlY, =4 X" =2")
depend on the observations i, only.

Toestus. It suffices to show that for any y**! € Y1, the following equality holds

P(Yes1ly', ") = D(Yes |y, 2711 (7.2.10)

Indeed, (7.2.10) shows that the conditional transition probability p(y:.1|y*, ™) does not
depend on y'~!, hence Markov property (7.2.9), holds; the equality (7.2.10) also shows
that given y, the conditional distribution of y;; is independent of z*. To show (7.2.10),
recall the factorization (7.2.6):

p(a"y") = p(a', y")p(atsr, vl ve)-
Summing over y;',, and ;" |, we obtain

n t+1)

p(z™, vt = p(a', v )p(@} s veealwe),  p@™ y') = p(a’, v )p(xl | ye).-

Thus,

(s 1|yt ") = p(l’n,ytﬂ) - p(xtayt>p<x?+17yt+l|yt> . p(x?—i-lvyt-‘rlwt) = p(yesr|ys, 7%
+ ) - - n - n - ) .
p(am, yt) p(at, yt)p($t+1|yt) p(xt+1 1Y) r
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7.3 Segmentation

Let 2™ = x4, ..., x, be the given observations. We do not know the corresponding regime
(the Markov chain is hidden), instead we assume that our model (HMM) is exactly known.
The problem of segmentation (problem of decoding) is to estimate or prognose
the hidden state sequence yi,...,y,. This can be regarded as a classification problem,
where input 2" € X, the set of outputs (classes) is V" and the classifier is a function

9=(91,---,9n) : X" = Y™ (7.3.1)

However, since the input and the output (the set of classes) both depend on n, the
segmentation is the problem in its own rights.

7.3.1 Decision theory for HMM'’s

What is the best classifier (7.3.1)7 To answer that, let us apply some ideas of Bayesian
decision theory also for HMM’s case. Recall the Bayesian decision theory — the Bayes
classifier g* is the one that for every feature vector x minimizes the conditional risk at x,
ie.
*(r) = argmin R(j|x).
' (x) = axg min R(jlo)
Also recall that the conditional risk was obtained via loss function L : Y x Y — R,
where L(y, j) is the loss of misclassifying the true class y as j. With loss function, for any
JRSINZ
R(jlz) =) Ly, 5)p(ylz).
yey
Suppose now that we have defined the conditional risk function also for the segmentation
problem. Thus, for every x", we have the conditional risk

R(|a"): V" = [0,00]

so that R(s"|z™) measures the goodness of path s" € V" given x™. Just like in Bayesian
decision theory, the risk of classifier g = (g1, ..., gn) is then the expectation of conditional
risk

R(g) == ER(g(X")|X")

and the classifier with minimal risk (over all possible classifiers) is called Bayes classifier
that can be obtained by minimizing the conditional risk:

g"(a") := arg min R(s"|z")
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Loss function. The conditional risk R(:|z") depends on the task and (just like in
Bayesian desicion theory) it is often meaningful to define it via loss function

L:Y"xY"— 0,00,

where L(y", s™) is loss, when the actual state sequence is y™ and the prognose is s”. The
conditional expectation

R(s"|z") := E[L(Y",s")| X" = z"]

is the conditional risk of s™. Then, for any classifier g, the risk R(g) is just the expected
loss
R(g) = EL(Y™, g(X"))

and the Bayes classifier is

7.3.2 Viterbi aligment

Let us start with symmetric loss-function:

1, when y" # s";
0, when y" = s™.

L(y",s") = { (7.3.2)

Then the conditional risk (in this case denoted by R,) is
Roo(s™[z™) =1 —-P(Y" = s"| X" = a")

and the Bayes classifier — for symmetric loss denoted by v — maps every sequence of
observations into sequence s" with maximum likelihood.

v(z") = arg max P(Y" =s"|X" =a").
smesm™
The maximum-likelihood state sequence v(z™) is known as Viterbi alignment . It in-

herits its name from the Viterbi algorithm - a dynamic programming algorithm for
finding v(z™). Partially due to the simplicity of Viterbi algorithm, Viterbi alignment is by
far most popular classifier in segmentation.
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Viterbi algorithm. Recall the problem: given observations x", we are trying to find
(all) path(s) v™ € V" that maximizes the joint density p(z", y™) over all y™ € V™. Since
the size of the search space is k", the disrect optimization is imposible even for moderate
n. The Viterbi algorithm allows to solve the problem with complexity O(n).

Let us introduce some notation. Since z™ is fixed, we skip it from the notation. Let,
for every t = 1,...,n and state j € ), the (Viterbi) scores be

0:(j) = max p(a', y").
yhye=j
Hence 6,(j) is the maximum joint likelihood over all paths ending at the state j. The
scores can be found recursively (in ¢). Indeed, let '™ be a path that ends with j, i.e
Yyt+1 = J. Then, using the factorization again,

C(]t+1, t+1)

p(@™ Y™ = p(at, Y )p(zeir, Yo ye) = p(t, YDy i (@er)-

Let s* € V' be the path that maximizes p(z*, y*)p,,; over all paths. If it ends at the state
i, 1.e. s; = 1, then
p(a', 8" )ps,; = p(a', s")pi

so that s' has to be the path that maximizes p(z*, y") over all paths y* ending with 7. This
is Bellman’s optimality principle . In other words, if s; = 7, then p(a?,s") = §,().
That holds for every state ¢, thus

de1(J) = max( max  p(', yt)pij)fj(xtﬂ) = max (5t(i)pij)fj(xt+1).

? Yy =i
Hence, we have the following (Viterbi) recursion for finding é;(7) for every i and ¢:
01(g) =mfi(z1), 0a(y) = max (5t(i)pz‘j)fj($t+1) (7.3.3)

Viterbi algorithm is a standard dynaming programming algorithm: at each t = 1,...,n
the scores d;(j) are calculated using recursion (7.3.3). By that, the algorithm stores

i1(7) == argmax &;(i)p;;, t=1,...,n—1L
In case of ties, any choise will do. The solution can now found by backtracking as follows

v, = argmaxd,(j), v =14(vp1), t=n-—1,... 1
J
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Viterbi algorithm
1. Initialize: For every j € ), define 6;(j) := m; f;(x1);
2. Dofort=1,...,n—1:

e Update
0r11(J) = max (5t(i)pij)fj(=’ft+1)§ (7.3.4)

e Record
i(j) := arg m?cht(i)pij

3. Output: Find Viterbi alignment v" by backtracking:

Uy i=argmax o, (j), vy =1d(v1), t=m—1,... 1
J

The following picture illustrates Viterbi algorithm in action. The solid lines indicates
the output, the dashed lines indicate i;(7).

Iy T2 T3 Ty—1 Ty Ty+1 S Tn—-1 Tn,

v =2 vy =1 vy = 2 Vy1 = 2 Uy = 2 Uyt1 = 1 Up—1 =3 Uy = 2
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7.3.3 PMAP alignment

The symmetric loss (7.3.2) penalizes all differences alike: no matter whether y" and s”
differ from one entry or all entries, the penalty is one. Often it is natural to penalize every
different entry. This can be done by pointwise loss-function

[:YxY —1[0,00) wherel(s,s)=0, Vse&l. (7.3.5)

Using [, we can define loss-function L as follows

L(y",s") == > Uyt 51)- (7.3.6)

With (7.3.6), the conditional risk is

R(s"z") = E[L(Y",s")|X" = 2"] = 3 E[l(Y;, 5)| X" = 2"] (7.3.7)

t=1
and minimizing R(s"|z™) over s" equals to minimizing E[l(Y;, s¢)|X™ = a"] over s, at
every t. Hence, the Bayes classifier is obtained pointwise: g* = (g7, ..., ¢g}), where

gi (") = arg Hli)Iil E[l(Yy, s)| X" = 2"].

Se

Counting errors. The most popular choice for [ is, again, symmetric (pointwise) loss:
0, ify=s;
y5) = { 1, ify#s.
Then the loss-function L counts the differences between y™ and s” when compared pairwi-
se: L(y", s™) is the number of pairwise errors or the difference in Hamming distance .
Therefore, the conditional risk (in this case denoted by Ry) R;(s™|z") measures expected
number of misclassification errors of s given the observations are z". From (7.3.7), it
follows that
n
Ri(s"|z") :=n =Y P(Y; = 5| X" = 2"),
t=1

hence the Bayes classifier in this case — let us denote it by u — is the one that at each time
t chooses the state with conditional probability:

uy(2") = argmax P(Y; = j| X" = 2") = argmax p(j|z"), t=1,...,n.
j J
We shall call w as PMAP (pointwise maximum aposteriori) alignment . Other na-

mes encountered: marginal posterior mode, mazximum posterior marginals, optimal symbol-
by-symbol detection, symbol-by-symbol MAP estimation, MAP-state estimation.
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We know that the conditional probabilities p;(j|z™) can be found with complexity O(n)
by several forward-backward recursions. This makes PMAP-classifier implementable and
that is why PMAP alignment is the second most popular choice in practice.

Remark: Note that for mixture model these two alignments — Viterbi and PMAP align-
ment — coincide.

Logarithmic risks. Let us denote the logarithmic counterparts of R, and R; risks:

Roo(s"|2") := —InP(Y" = s"|2")

Ry(s")2") == — ZlnP (Y; = s¢]z™) Zlnpt Selz™).

Clearly Viterbi alignment v(z") minimizes R (-|z") and PMAP alignment u(z") mini-
mizes Ri(-|z").

7.3.4 Between PMAP and Viterbi

If the aim is to minimize the number of errors, then one should use PMAP-alignment.
Unfortunately, it can be with very low or zero conditional likelihood, i.e. it might be
that p(u”|z™) = 0. We call paths that have zero conditional likelihood inadmissible .
This drawback is probably the main reason, why Viterbi alignment, although it might
make in average more errors is preferred over PMAP alignment. In the following, we
consider some options how to adjust PMAP alignment so that it still results an output
with possible small number of expected misclassification errors, but at the same time
remains admissible.

Restricted R;-risk. The simplest solution is restricted R;-risk :
min Ri(y"|x™ & max ™). 7.3.8
rptinyso T ) yﬂzp(ynxn»o;p (o) (7.38)

This problem can be solved by dynamic programming algorithm similar to the one of
Viterbi algorithm.

Algorithm for restricted optimization:
1. Initialize:

e Using forward-backward recursions, compute p;(j|z™) for every 1 <t < n and
JjeV;
e For every j € ), set
d1(7) = p1(d2");
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2. Dofort=1,...,n—1:
e For every j € ), update
Or41(J) = (m?X 5t(i)7“v:j +pt+1(j|$”))7”§+17 (7.3.9)
where
rij = Lipysop 15 = LpGilam)>0p-
e Record
it(j) == argmax &,(i)ry;, t=1,...,n—1.
3. Output: Find the optimal alignment s” by backtracking:

Sp = argmaxo,(j), S¢=1i(Se41), t=n—1,... 1.
J

Note that without the multipliers 7;; and 7‘;, the algorithm would indeed result PMAP-
alignment, because, for every ¢ and j, d;11(7) = max; 6;(7) + pey1(jla™) so that

max Si1(j) = max 0e(i) + mjaxptﬂ(ﬂx").

If pry1(jlz™) > 0, then argmax; 0,(z)r;; > 0, since otherwise there would no admissible
path passing j at t + 1 with positive likelihood. This contradicts pyy1(j|z™) > 0.

Finally note that the recursion (7.3.9) is equivalent to

01(j) = pljlz"), (7.3.10)

dei1(g) = max (0¢(7) +1og ;) + peya(j]2™) + log 7"2“-

Restricted R;-risk. In the presence of restrictions, (7.3.8) is not necessarily the solution
of the following problem:

min Ry (s"z") & max Zlnpt(st|x"). (7.3.11)
t=1

sn:p(sn|xn)>0 s":p(s"\:}:”)>0

The solution of (7.3.11) is sometimes called as the posterior Viterbi decoding (PVD)
and it can be found the similar algorithm, where the recursion (7.3.9) is replaced by the
following recursion

o1(4) = pi(dla"), (7.3.12)
de1(j) = m?xét(i)nj X pey1(Jla™).
Recursion (7.3.12) is clearly equivalent to

01(j) = logpi(jlz"), (7.3.13)
dp1(g) = max (5t(i) + log Tij) + log pry1(jla™).
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Towards increasing the probability: R;-risk. Although admissible minimizers of
R, and R, risk are by definition of positive probability, this probability might still be
very small. Indeed, in the above recursions, the weight r;; is 1 even when p;; is very small.
Hence, in recursion (7.3.13) , we replace 7;; by the true transition (initial) probability p;;
and add log 7; to logp;(j|z™). Thus the modified recursion (7.3.13) is now

01(7) = logpi(j|z") + logm, (7.3.14)
6ri1(j) = max (5t(i> + logpij) + log ey (j]2™).
Obviously, similar changes might be done in recursion (7.3.12). It is not difficult to see that

with the recursion (7.3.14) the algorithm for restricted optimization solves the following
problem

max [Zlogpt(st|x”) —l—logp(s”)] & min |Ry(s"|2") + h(s")], (7.3.15)

t=1

where the penalty term
h(s™) = —logp(s") =: Ryo(s") (7.3.16)
is the prior log-likelihood risk which does not depend on the data.

More general problem. The recursion (7.3.14) immediately generalize as follows:
01(4) = logpi(jlz") + Clogm;, (7.3.17)
orr1(j) = max (5t(i) + Clogpij) + log pey1 (j]2™),

solving the following optimization problem
min [Rl(s"h:") + C’h(s")] , (7.3.18)

where C' > 0 is a regularization or trade-off constant and h(s") = R.(s"). Then, PVD,
i.e. the problem solved by the original recursions (7.3.12) and (7.3.13), can be recovered by
taking C sufficiently small. Alternatively, the PVD problem can also be formally written
in the form (7.3.18) with C' = oo and h(s") given, for example, by Lgysn)—o}.

Towards increasing the probability: R;-risk. What if the actual probabilities p;;
(mj) were also used in the optimal accuracy/PMAP decoding, i.e. optimization (7.3.9)-
(7.3.10)? It appears more sensible to replace the indicators r;; with p;; (and adding ;)
in (7.3.10). The new recursion is now

01(4) = pi(jlz") + logm;, (7.3.19)

or41(j) = max (6:(2) + log piz) + pesa(jlz™) + log 7";“-

This solves the following problem:

max [Zpt(stu”) +logp(s")| < min Ry(s"|z™) + Roo(s”)] . (7.3.20)

smp(sn|z™)>0 s™:p(s™|x™)>0
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7.3.5 Combined risks
Motivated by the previous section, we consider the following general problem
min [Clﬁl(s”kc”) 4 CyRoo(s"[2™) + Cy Ry (s™) + 041%00(5”)] , (7.3.21)

where C; > 0,4 =1,2,3,4, 3.7, C; > 0 and (recall)

1(s"]2") Zlogpt silz"),  Reo(s"[a") = —logp(s"[a"),

n—1

— Zlogpt(st), Reo(s™) = —logp(s™) = —[log s, + Zlogpststﬂ].

t=1
Some important special cases:

e the combination C; > 0,Cy = C5 = Cy = 0 yields the PMAP case;
e the combination Cy > 0,C'} = C3 = Cy = 0 corresponds to the Viterbi decoding;
e the combination C3 > 0,7 = Cy = C4 = 0 maximizes

_Rl ZIOgPt 5¢) ZlogP(Y}/ = 5¢),

t=1

sometimes called marginal prior mode decoding;

e the combination Cy > 0,C; = Cy = (3 = 0 maximizes p(s") = P(Y" = s"),
sometimes called mazimum a priori decoding;

e the combination case C} > 0,Cy > 0,Cy = C3 = 0 subsumes (7.3.18):
min |Gy Ry (s"[2") = Cylog p(s")
e the combination C; = C3 = 0 is the problem
n;}Ln [Roo(s”|m”) + C'Roo(s")]
and its solution is a generalization of the Viterbi decoding that allows one to suppress
(C' > 0) contribution of the data;
e the combination C; > 0,C5 > 0,3 = Cy = 0 is the problem
min [Clﬁl(s”m") + OQRw<sn|xn>} ,
and when 0 < Oy < (1, it equals to minimizing R;(s"|2") under the condition
Ryo(s"2") <00 & p(s"z"™) > 0.

Thus the problem is the same as (7.3.11) and the solution of this problem is PVD-
alignment.
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Remark. It is important to note that with Cy > 0 every solution of (7.3.21) is admissible.
No less important, and perhaps a bit less obvious, is that C,Cy > 0 also guarantees
admissibility of the solutions.

Dynamic programming algorithm for solving (7.3.21) With suitable recursion,
the algorithm for restricted optimization can be used to solve 7.3.21). To state the recur-
sion, let

g:(g) := Cilogpi(jla™) + Cylog fi(xt) + Cslog pe(7).

Note that the function g; depends on the entire data 2™ and they involve p;(j]|2™) as well
as py(j). The general recursion is the following

61(j) = Cilogpi(j|a") + (Co 4 Cs + Cy)log m; + Cylog fi(x1),
orr1(j) = max (5t(i) +(Cy + Cy) logpz‘j) + Gr41(7)- (7.3.22)

Some important special cases (check):

the combination € > 0,y = C3 = Cy = 0 yields the PMAP alignment ;
the combination Cy > 0, = C3 = Cy = 0 gives
01(j) = Cylog (m;f;(x1)),

de1(j) = max (é}(i) + logpij) + Cylog fi(xe41) = max ((5t(z’) + Cylog (pl-jfj(:ctﬂ)))
and that equals to Viterbi recursion (7.3.4);
the combination C3 > 0,C; = Cy = C4y = 0 gives the recursion

01(j) = Cslogmy,

0+1(J) = max 6:(7) + C3log pri1(5)
that, indeed, maximizes ;' log pi(s:);
the combination Cy > 0,C; = Cy = (3 = 0 gives the recursion
01(j) = Cylogm;,

ori1(J) = max (5t(i) + Cy logpij)
that, indeed, maximizes log p(s™);
the combination case C'; > 0,Cy > 0,Cy = C3 = 0 gives the recursion

01(j) = Cilogpi(jlz™) + Cylogm;,
orr1(J) = ngx (@(i) + Cy 10gpz'j) + Crlog pey1(j]2™) (7.3.23)
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that for C; = 1 and C; = C is exactly the same as (7.3.17). Clearly (7.3.23) solves
the problem

max [Cl Z log pe(s¢|z™) + Cy logp(s”)} = H;%n [Clﬁl(s”\x") + 04300(3”)} ;
t

e the combination Cy > 0,Cy > 0, = C5 = 0 gives the recursion
61(j) = Cslog (m;fi(z1)) + Cylogm,
0i1(j) = max (5t(i) + Co(log pijlog fi(ze41)) + Cu 10gpij>>
that solves

max Cylogp(s"|z™) + Cy logp(s”)] = ITSlTILIl [CzRoo(sn|x") + 04}?00(3")] .

e the combination C| > 0,Cy > 0,3 = Cy = 0 gives the recursion
01(j) = Cilogpi(jlz") 4 Colog (m;fi(x1)),
Sea() = max (8,(0) + Calog (piy fy(en)) ) + Crlogpea(Gla”) (7.3.24)
that solves

max [Cl Z log pe(s¢|z™) 4+ Cy logp(s"\x")} = Hslin [Clﬁl(s”\w") + CoRoo(5™2™)].
t

7.3.6 k-block alignments

Rabiner’s k£ blocks. In his celebrated tutorial 28|, L. Rabiner proposes instead of
maximize the expected number of correctly decoded pairs or triples of (adjacent) states.
Hence, with k being the length of the overlapping block (k = 2,3,...), he proposed to
maximize the sum

p(s*2™) + p(s§ ™) + p(s5T2 (™) + - - + psi_ppyl2). (7.3.25)

With k£ = 1, (7.3.25) is the sum ), pi(s|z"), hence in case k = 1, the maximizer of
(7.3.25) is PMAP-alignment.

Formally, maximizing (7.3.25) equals to minimizing the conditional risk
Ry(s"|2") := E[Ly(Y", s™)| X" = z"], (7.3.26)
where Ly is the following loss function:
Lk(yn’ Sn) = H{sk#yk} - ]I{SSH#ZISH} + H{S§+2¢y§+1} Tt ]I{Sszﬁ*l#yr?flv#l}.

It is natural to think that minimizers of Rj-risk — Rabiner’s k-block alignment -
“move” towards Viterbi paths “monotonically” as k£ increases to n. Indeed, when k = n,
then (7.3.25) is p(s™|z™), hence the maximizer of it is Viterbi alignment. However, as the

Example below shows, minimizers of Rj(s"|z") are not guaranteed to be admissible for
k> 1.
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Admissible k-blocks. The above-mentioned drawback (possible non-admissibility) is
easily overcome when the sum in (7.3.25) is replaced by the product. Or, equivalently, the
probabilities p(si™71z") are replaced by log p(si™~!z") in the sum (7.3.25). Certainly,
except the case k = 1, these problems are not equivalent, but with the product in place of
the sum the k-block idea works well. Namely, the longer the block, the larger the resulting
path probability and, more importantly, the solution is clearly guaranteed to be positive
already for k = 2. Indeed, if p(s™) = 0, then there must exist a pair (transition) s/*! such
that p(si™) = 0. Then p(sit!|2") = 0 and if one multiplier equals to zero, so does the
whole product. If p(s™) > 0, but p(s"|z™) = 0, then there must exists at least one z; so
that f,,(z;) = 0. That, in turn implies p(s;|z") = 0 and, therefore p(s:*!|2™) = 0 for any
pair (S, si+1) that begins with s;.

+k—1|x") +k_1|$n)

By replacing the probabilities p(s! by log p(s! , we would get a natural

candidate for logarithmic version of Rj-risk as follows
log p(s"|2") + log p(s5 ™) +log p(s5™2|2") + -+ + log p(sy_py1[2")-

However, to get a nice connection with above defined general family of alignments, we
define the logarithmic counterpart of Ry slightly different. Namely, let

Uf = p(s1)---p(si 2)p(si™)
Uy == p(st)p(s5™) - (s )p(sh_sn)
U?iﬁ = p(£2—k+2)p(32—k+3) o -p(sn).

and let
U(s") == UF(s™) - US(s™) - US(s").

The logarithmic version of Ry-risk will be defined as
Ri(s") := —log Up(s") = —log UF(5") — log U (s™) — log U¥(s™).
Hence, with k£ = 3,
R3(s") = —(log p(s1]2™) + log p(s7]z")+

log p(st|z™) + log p(s3|x™) + - - - + log p(s—3]a™) + log p(si_,|2™)
+log p(sy_y|2") + log p(s,|2™)).

Clearly when £ is small in comparison with n, the modification is minor. Also note that
for k =1, the newly introduced risk equals to R, hence the notation is correct. But the
next theorem shows that being so defined, the R;-risk has a nice interpretation. Let

v(k) = arg min Ry (s"|z").
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Teoreem 7.1 For every ™ € X", for every s € Y" and for every k =2,...,n, it holds
Ry(s"x™) = (k — 1) Roo(s"]2™) + Ryi(s™|2").
Moreover, v(k) is admissible and
Rec(v(k)[a") < Roo(v(k — D)|z"),  Ru(v(k)[a") > Ri(v(k —1)]z").

For proof, see [33]. The main statement of the above-stated theorem is the first one saying
that our k-block alignment belongs to our general family of alignments (7.3.21) with the
constants C; = 1 and Cy = k — 1. Hence, for any k, the optimal path v(k) can be found
via recursion (7.3.24).

We already know that C5 > 0 guarantees the admissibility of the solution, so the second
statement of the theorem, is an immediate consequence of the first one.

The last two statements guarantee that if k increases, then the likelihood of v(k) increases

and
Zlogpt(vt(kﬂxn)
t
decreases. This is, indeed, what one expects from a k-block alignment.

Example. Consider the following four-state MC transition matrix

04 2 2
114112
sl 211 4

2 2 40

Suppose observations x1, z9, 3, x4 and the emission densities f, s = 1,2, 3,4 are such that

fs(x1)=fs(w4)={ N fs(évs):fs(@):{ Loy

Hence every admissible path begins and ends with 2.

Exercise: Show that
e Viterbi alignments are (2,1,2,2),(2,2,1,2),(2,1,4,2),(2,4,1,2);
e PMAP-alignment is (2,1, 1,2) — inadmissible;
e Rabiner’s 2-block alignment is (2,1, 1,2) — inadmissible;
e v(2) alignments are (2,1,4,2) and (2,4, 1,2), both admissible.

References: About HMM’s in general, read [29, 30, 28, 31|, about theory of segmentation
read (32, 33]
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