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1. Uhe kahekohalise tehtega algebralised struktuurid.

Olgu antud hulk A # @.

n-kohaliseks algebraliseks tehteks hulgal A nimetatakse kujutust f: Ax Ax...x A— A.
—_—

n tegurit
Hulka A koos temal def-tud kahekohalise algebralise tehtega f nimetatakseg riihmoidiks.
Olgu (4, f) rithmoid.
(4, f) on poolriihm <d=6f> Vx,y,ze A f(f(x, ), 2)=f(x f(y 2).
(4, f) on monoid g {Vx, yzed [y, =[x [ 2),
JleA : VxeA f(x,1)=f(1,x=x
Lause. Monoidis element 1 (iihikelement) on iiheselt maaratud.
e Vx,y,z€ A f(f(x,y),2) = f(x f(y 2),
(4, f) onrithm << J1eA : VxeA f(x,1)=f(1,x) =x
VxeA : JyeA fx,y=fyx=1
Lause. Rithmas igale elemendile x vastav element y nii, et f(x, y) = f(y, x) = 1 (ehk elemendi x poord-
element) on iiheselt masratud. Tihis: x~ = .

(4, f) onrithm,

(A, f) on Abeli riihm g
Vx,yeA fx,y)=fyx.

1. Naturaalarvude hulgal N on defineeritud kahekohaline tehe * vordusega:

a) a*b=max{a, b}; d) a*b:azbz; g) axb=a-b+1;
b) a* b=minia, b}; e) a*b=SUT(a, b);
¢ a*b=a" f) a*b=VUK(a, b); h) axb=a.

Uurige iga tehet, s.t. tehke kindlaks, kas see tehe on algebraline tehe, kommutatiivne, assot-
siatiivne, kas leidub selle tehte suhtes iihikelement ja millistel elementidel on olemas p66rd-
elemendid.

2. Positiivsete reaalarvude hulgal R* on defineeritud kahekohaline tehe * vordusega:



a) a*xb=Vab; c) a*b:ab; e) axb=1.

a
b) a*b=Vab; d) axb=;
Uurige iga tehet.

3. Olgu X # @ hulk ja 22(X) tema kdigi alamhulkade hulk. Uurige tehet * hulgal 22(X), mis
on defineeritud vordusega:

a) A*B=AUB; c) Ax B=AnNB;
b) A*B=A\B; d A*B=AAB=(A\B)U(B\A).

4. Tooge niide algebralisest tehtest mingil hulgal, mille suhtes leidub mingil elemendil
a) kaks, b) kolm péoérdelementi.

5. Tehke kindlaks, kas jirgmised hulgad on (Abeli) riihmad mainitud tehete suhtes:

a) tdisarvude hulk Z (i) liitmise, (ii) korrutamise, (iii) lahutamise suhtes;

b) paarisarvude hulk liitmise suhtes;

¢) paaritute arvude hulk liitmise suhtes;

d) ratsionaalarvude hulk @ liitmise suhtes;

e) nullist erinevate ratsionaalarvude (reaalarvude) hulk korrutamise suhtes;

f) positiivsete ratsionaalarvude (reaalarvude) hulk korrutamise suhtes;

g) selliste ratsionaalarvude, mille nimetajad on 2 mittenegatiivsed astmed, hulk liitmise
suhtes;

h) hulga X bijektiivsete teisenduste hulk .#(X) teisenduste korrutamise suhtes;

i) naturaalarvude hulga selliste bijektiivsete teisenduste, mis ei jdta paigale ainult 16plik-
ku hulka arve, hulk teisenduste korrutamise suhtes;

j) tasandi poorete (limber fikseeritud punkti) hulk pdorete kui kujutuste korrutamise
suhtes;

k) tasandi (ruumi) vabavektorite hulk vektorite liitmise suhtes;

D) ratsionaalarvuliste (reaalarvuliste, kompleksarvuliste) elementidega n. jarku regulaar-
sete ruutmaatriksite hulk (i) liitmise, (ii) korrutamise suhtes;

m) tdisarvuliste (ratsionaalarvuliste, reaalarvuliste, kompleksarvuliste) elementidega sel-

liste n. jarku ruutmaatriksite, mille determinant on (i) 1, (ii) +1, hulk korrutamise suh-
tes.

6*. Olgu R 16plik monoid. Tdestage, et iga element, millel on olemas parempoolne p66rd-
element, on péoratav.

7*. Olgu G l6plik rithm, milles on paarisarv elemente. Tdestage, et vihemalt kahe elemendi
g € G jaoks kehtib vordus g2 = 1, kus 1 on G iihikelement.

2. Uhe ja kahe kahekohalise tehtega algebralised struktuurid.
Olgu f ja g kahekohalised algebralised tehted hulgal A.
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(A, f) on Abeli rithm,

vx,y,z€ A g(f(x, ), 2) = f(g(x, 2), 83, 2),
vx,y,z€A g, f(y, 2) = f(gx, y), g(x, 2)),
(A, g) on monoid.

Ringis (4, f, g) Abeli rithma (4, f) ihikelementi tdhistame 0 ja nimetame nullelemendiks. Téhis 1 jadb
monoidi (4, g) tihikelemendi jaoks.

. def
(A f, g onring —

A on vihemalt kahe-elemendiline hulk,

(4, f, g onring,

Vx,yeA gx,y)=g, x),

Vxe A\{0} JyeA : gx, =g x) =1

def
(4, f, g) on korpus <=e>

def
Ringi (4, f, g) element x € A on pdératav = dyeA : gx, =80, x)=1
Ringi A pooratavate elementide hulka tdhistatakse U(A).

def
Ringi (4, f, g) element x € A\ {0} on nullitegur = dye A\{0}: (g(x, ) =0V gy, x)=0).

8. Tehke kindlaks, millised hulga R teisenduste hulgad on (Abeli) rithmad teisenduste kor-
rutamise suhtes:

a) {f:R—=R|f(x)=ax+b,a, beR, a#0};

b) {f:R—R|f(x)=x+b, beR};

o {ftR->R|f(x)=ax+b,a beR, a<0};

d {f:R->R|f(x)=ax+b,a, beQ, a>0}

e) {f:R—R|f(x)=2Fx, kez}.

9. Geomeetrilise kujundi teisendust, mis viib kujundi iseendaks, nimetatakse selle kujun-
di siimmeetriateisenduseks. Kujundi simmeetriateisendusteks on tema péorded ja peegel-
dused ning siimmeetriateisenduste hulk on rithm teisenduste korrutamise suhtes.

Leidke a) korrapérase kolmnurga, b) ruudu, c) rombi, mis ei ole ruut, d) ristkiiliku, mis ei ole
ruut, simmeetriateisenduste rithma Cayley tabel.

10. Olgu G loplik mittetiihi hulk koos temal defineeritud algebralise tehtega *. Tdestage, et
kui (G, *) on riithm, siis tehte * Cayley tabelis on igas reas koiki elemente tépselt iiks kord ja
igas veerus koiki elemente tédpselt iiks kord. Kas kehtib ka vastupidine implikatsioon?

11. Toestage, et ratsionaalarvude jarjestatud paaride (a, b) hulk, kus a # 0, moodustab riih-
ma tehte suhtes, mis on defineeritud vordusega (a;, b1)(az, b2) = (a1 az, a1 by + by).

12. Toestage, et kui A on rithm, mille iga elemendi a korral a® = 1, siis A on kommutatiivne
rithm (Abeli rithm).

13. Tehke kindlaks, millised hulgad on ringid v6i korpused. Iga iihikelemendiga ringi kor-
ral, mis ei ole korpus, leidke selle ringi koigi poératavate elementide hulk. Ulesannetes|a)Hg)|
on teheteks arvude tavaline liitmine ja korrutamine.



a)
b)
c)
d)

f)
g

h)

14*,

Ndpundiide: Uurige muuhulgas elementi bc — cbc.

Hulk 7;

paarisarvude hulk;

hulgad Q, R;

{a+bV2: a, beZ};

{a+bV?2:a,be Qkh

{a+bV3: a, be27};

koigi ratsionaalarvude hulk (taanda-
tud kujul), mille nimetajad ei jagu fik-
seeritud algarvuga p;

hulk Mat, (Q), kus n > 1, maatriksite
liitmise ja korrutamise suhtes;

i) hulk mZ ={ma: a€ Z},kus meN;
j) reaalarvude hulk liitmise ja korruta-
mise suhtes, mis on defineeritud vor-

dustega
adb = a+b-1,
a®b = a+b-ab;
k) reaalarvude  hulgal  defineeritud

lineaarfunktsioonide hulk funktsioo-
nide punktiviisilise liitmise ja funkt-
sioonide korrutamise (s.o. jdrjestra-
kendamise) suhtes.

Olgu R assotsiatiivne ring (voib-olla mittekommutatiivne, v6ib-olla iihikuta). T#hista-
me C(R) ={a€R: ab=ba Vb e R}. (Hulka C(R) nimetatakse ringi R tsentriks.)

Kehtigu ringis R iga elemendi a € R korral implikatsioon a* = 0 = a = 0. Toestage, et kui
element ¢ € R rahuldab tingimust ¢? = ¢ (st. ¢ on idempotent), siis ¢ € C(R).

3. Kahe kahekohalise tehtega algebralised struktuurid.

15. Toestage, et jirgmised maatriksite hulgad on ringid maatriksite liitmise ja korrutamise
suhtes.
Tehke kindlaks, millised neist ringidest on kommutatiivsed ja millised on korpused.
Nendes iihikelemendiga ringides, mis ei ole korpused, leidke koik pdoratavad elemendid.

Nulliteguritega ringides leidke koik nullitegurid.

a)

b)

c)

d)

(2% resee)
(5% )ravec)
I

I

Sy

):a,b€3Z};

a
b ):a,bEZ};
a

ST T T

a b ¢
e) 0 a b |:abceZy;
0 0 a

f) n.jarku (n > 1) reaalarvuliste elemen-
tidega diagonaalmaatriksite hulk;

g) kéigi 2. jarku ruutmaatriksite hulk iile
@, mis kommuteeruvad maatriksiga

(20}

16. Olgu H € Mat» (R) fikseeritud maatriks. Otsustage, millal hulk Mat; (R) on ring maatrik-
site tavalise liitmise ja korrutamise suhtes, mis on defineeritud vordusega

A®B=AHB.

17. Toestage, et jairgmised funktsioonide R — R hulgad on kommutatiivsed iihikelemendi-
ga ringid punktiviisilise liitmise ja punktiviisilise korrutamise suhtes. Leidke nende ringide
pooratavad elemendid. Millistes neist ringidest leidub nullitegureid?



a) Loigus [—1, 1] pidevate funktsioonide hulk;

b) 16igus [—1, 1] paarisfunktsioonide hulk;

¢) vahemikus (-1, 1) diferentseeruvate funktsioonide hulk;
d) 1oigus [—1, 1] tokestatud funktsioonide hulk.

18. Olgu n € N, n > 2. Oeldakse, et tdisavud a ja b on kongruentsed mooduli n jirgi, kui
arv a—bjagub arvuga n. Tdhistatakse a = b (mod n). Kontrollige, et a = b (mod n) parajasti
siis, kui a ja b annavad arvuga n jagamisel sama jdégi. Kontrollige, et kongruentsuse seos on
ekvivalentsusseos hulgal Z. Ekvivalentsiklassi @ = {b € Z: a = b (mod n)} nimetatakse arvu

a jédgiklassiks mooduli n jargi. Tahistame Z,, = {0, 1, ..., n—1} ja defineerime sellel hulgal
liitmise ja korrutamise vordustega
a+b=a+b, ab=a-b.

Tdestage, et Z, on ring nende tehete suhtes. (Sealhulgas tdestage, et need tehted on korrekt-
selt defineeritud!) Seda ringi nimetatakse jécdgiklassiringiks mooduli n jargi.

19. Koostage ringide Z5 ja Zg liitmis- ja korrutamistehte Cayley tabelid. Kas need ringid on
korpused?

20. Toestage, et
a) kui n on kordary, siis ringis Z,, leidub nullitegureid;
b) a€ Z, on pooratav siis ja ainult siis, kui SUT(a, n) = 1;
¢) Z, onkorpus siis ja ainult siis, kui 7 on algarv.

21. Leidke ringide Z, Z;2 ja Z7 kdik pooratavad elemendid.

22. Toestage, et maatriksid

o~(o0) o) s=(io] (11

tile Z, moodustavad maatriksite liitmise ja korrutamise suhtes korpuse. Koostage selle kor-
puse liitmise ja korrutamise Cayley tabelid.

23. Toestage, et hulga X # @ koigi alamhulkade hulk 22(X) on ring tehete A ja n suhtes,
kus A (hulkade stimmeetriline vahe) on defineeritud vordusega

AAB=(A\B)U(B\A),
A, B e 22(X). Mis on selle ringi tihikelement?

24*, Toestage, et kui ringis R on korrutised xy ja yx péoratavad, siis on pooratavad ka ele-
mendid x ja y.

25%, Toestage, et 1oplik kommutatiivne nulliteguriteta (assotsiatiivne, aga mitte tingimata
iihikuga) ring R, milles on vdhemalt kaks elementi, on korpus.



Néipundiide: Vaadelge kujutusi r-: R\ {0} — R\ {0}, kus r-(x) =rx, r € R\ {0}.

4. Kompleksarvud.
Viime hulka R? = {(x, ¥): x, y € R} sisse liitmise ja korrutamise:

def
(x1, y1) + (x2, J’2) =(x1+ X2, 1+ y2),
(x1, y1) - (x2, yz) (x1xz —Y1Y2, X1y2 + X2y1).
Téhistame C := (R?, +, -).
Lause. C on korpus.
Lause. Hulk R = {(x, 0): x € R} on korpuse C alamkorpus. Sealjuures korpused R ja R on isomorfsed;
isomorfismiks on ¢(x) = (x, 0).
Arvestades viimase lause tulemust, kirjutatakse sageli R < C.
Tahistame i:= (0, 1) ning seega (x, y) = x + yi.
Lause. Vx1, y1, X2, y2 €R  (x1 + y11) + (X2 + y21) = (x1 + x2) + (y1 + )2)i,
VX1, y1, X2, y2 €R (X1 + y1) - (w2 + y2i) = (x1x2 = y1y2) + (X1 y2 + y1 X2)1,

_ 1 .
V(x, 1) €ER*\{0,00} (x+yD) ' = 5— - (x—yi).
x“+y

Lause. Kujutus f: (0, o0) x [0, 27) — R%\ {(0, 0)}, kus f(r, ) = (r cos ¢, r sin ¢), on bijektsioon.

Olgu z = (x, y) € C. Kompleksarvu z kuju x + yi nimetatakse tema algebraliseks kujuks. Eelmises lauses
mirgitud bijektsiooni f kaudu leitud kuju r(cos ¢ +1i sin ¢) nimetatakse z frigonomeetriliseks kujuks.
Tihistades ' := cos ¢ +i sin ¢, saame kompleksarvu z eksponentkuju z = re'? = r exp(iyp).

Lause. Kehtivad jargmised arvutusreeglid:

Vr1, 12 20Ve1,p2 €R ri(cos @y +ising)-ra(cos @2 +ipy) = rira(cos(@r +@2) +isin(gy + ¢2)),
Vr>0VpeRVYneN (r(cos@+ising))” = ”(cos ne+isin ng) (Moivre'i valem),

@+2kn . . @+2kn
Vr>0VpeRVneN 3/r(cos@+ising)= cos +1sin 1 ke{0,1,...,n—1};.
n n

Olgu neN.

. def n
z€Con n-astme tthejuur — z" =1,

def
n-astme iihejuur z on n-astme algjuur —  {z,z%,..., 2" ={weC: w" =1}.

26. Leidke reaalarvud x ja y vorrandist

a) 2x—5i+7y+2xi=-7-5j; b) 2x-5yi—-x—-3yi=1-2i.
27. Arvutage:
a) (1+50)(-2+3); o L2 o A
1—521’ 2-i -~
i +i
b) (1-v2D@2+V3D; DEETRYY D
2+i 13+4i
28. Toestage vordus — = -.
3—-1i 17-9i

29. Kas kahe kompleksarvu ruutude summa voib olla negatiivne?

30. Millal on a + bi ruut puhtimaginaararv, st. kompleksarv kujul di, kus d € R?



31. Leidke antud kompleksarvude kaaskompleksarvud ning kujutage need arvud ja nende
kaaskompleksarvud komplekstasandi punktidena: a) 5; b) 2i; c) 2 + 3i.

32. Toestage vordused:

a) z+z=2Re z; €) Z1— 22 =21 —Z2; h) z'=Zz", neN;

b) z-z=2ilmz; f) z122 = 21 22; R
=) — . — i) |Z|=|Z|,

o (3)=5 ) (Zl) Z1 40 )
. — ==, 2 #0; N s

d) z1+22 =21 +2; ¥z "% ; ) zz=|zl".

33. Arvutage:

1 b) i k i . d) i 2 0.3 .n 4:

a) = ) 1", kus n on tdisarv; ) i+i°+17+...+i", n>4;
1 o it +il+i2 +i3 4 i, e i-i2-13-i*-.. ...

34. Esitage jargnevad kompleksarvud trigonomeetrilisel kujul:

a) 1; e) 4-3i; h) sin a¢ +icos q;

b) —i; ) _l_éi, i) 2(cos 10° —isin 10°);
¢ -1+i; 2 27 j) 4(— cos 15° —isin 15°).
d) V3-i; g) —cos?+isin?;

35. Kujutage komplekstasandil selliste punktide hulk, mis vastavad kompleksarvudele,
mille moodul r ja argument ¢ rahuldavad jargmisi tingimusi:

a) r:1,(p:g; c) r<3; e) 2<r<3; g)()g(pg%;
7
b) r=3; d r>3; f) P=7 h) 0<¢p<.

36. Kujutage komplekstasandil punktide hulk, mis vastavad kompleksarvudele z, mis ra-
huldavad jargmisi vorratusi:

a) Rez>0; f) |z+i|>1; K Rel<l;

b) Imz<2; g lz—il<2; z 2

c) |Rez|l<1; h) 1<|z—-1+2i|<3; ) lz-2|-|z+2|<2;
d) |Imz|<1,0<Rez<]1; i |z+3=-2i|>1;

e) |z| <1; j) lz—il+|z+il <4; m) |[z+1|<|1-2z|.

37. Milline on jargmiste suuruste geomeetriline tdhendus kompleksarvu z korral:

a) |zl; b) |Re z|; ¢ |Imz]?

38. Toestage, et mistahes kompleksarvude z; ja z, korral
21+ 22 +121 - 22 =2 (|21 * + | 221%) .

39. Millistel tingimustel a) |z; + z2| = |z1| +|22; b) 121 + 22| = |z1] — |22[2

40. Avaldage kompleksarvu moodul ja argument tema kaaskompleksarvu mooduli ja argu-
mendi kaudu.



41. Kirjeldage vorratuste abil jairgmised komplekstasandi punktide hulgad:

a) imaginaarteljest paremal pool asuv pooltasand;

b) esimene veerand;

¢) punktid, mille kaugus imaginaarteljest on vdiksem kui 1;

d) poolring (ilma ringjooneta) raadiusega 1, mille keskpunkt on koordinaatide algus-
punktis ning mis asub imaginaarteljest vasakul pool.

42. Arvutage:
a) 3(cos 50° +isin 50°) -4(cos 70° +1sin 70°);

T .. T 6r . . 67
b) 2(cos—+1sm—)-6 cos — +1isin — |;
7 7 7 7

37 . . 3m 2 . . 27 Mmoo .
c) |cos — +isin —|:-5|cos — +isin —|:-7[cos — +isin — |;
4 4 3 3 12

12
20 200
1+v3i 3 1
d) 1+ o [V f) (V3+D); g Vs L)
1-1 2 2
43. Toestage, etiga n € Nkorral (1+1)%" = 24",
44. Arvutage:
cos 140° +1i sin 140° 5(cos 109° +1i sin 109°)
; Y T . ;
cos 50° +i sin 50° 3(cos 49° +isin 49°)
cos 130° —i sin 130° g = V3i
cos 40° +isin 40° ’ 1-i °
45. Leidke juure koik vddrtused ja kujutage nad komplekstasandi punktidena:
4 3/c .
a) ‘/1—i\/§; c) \/3—1, f) Vi : By g —-1+i
d) V1+i; ) of 1AL 1-iv3’
b) V2 e) V(1+D)3; 8 V3+i

46. Leidke koik 2., 3.,4.,5., 6., 8., 12,, 16. ja 24. astme iihejuured ja kujutage nad kompleks-
tasandi punktidena.

47. Leidke 2., 3.,4.,5., 6., 8., 12., 16. ja 24. astme algjuured.

48. Toestage, et
a) n-nda astme tihejuure ja m-nda astme iihejuure korrutis on nm-nda astme iihejuur;
b) kui n ja m suurim tihistegur on 1, siis iga nm-nda astme iihejuur on esitatav n-nda
astme tihejuure ja m-nda astme tihejuure korrutisena;
¢) kui n ja m suurim thistegur on 1, siis n-nda astme algjuure ja m-nda astme algjuure
korrutis on nm-nda astme algjuur ning vastupidi.

n-1
49. Olgu z n-nda astme iihejuur. Arvutage Z z*. (NB! Vaadelge nii z #1 kuikaz=1.)
k=0
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50. Leidke koigi n-nda astme ithejuurte summa.
51. Avaldage sin ng ja cos n¢ (n € N) sin ¢ ja cos ¢ kaudu.
52. Toestage, et

a) 1+CL+C2+...+C'=2",

b) 1—Ci+Cfl—CfL+...=2% cos %;

n . N
c) C}I—Cfl+C2—C,71+...=22 smT.

53. Lahendage vorrandid:

a) |zl-2z=-3+6i; k 22-i=0;

b) 22=1+i; ) ZZ_L_L:();
0 z=25 V2 V2

d) 22=2""n>1 m) 22+2 (1+V3i) =0;
e) z°-4z+5=0; n) 22+i=0;

f) 22> —4z+3=0; 0) 22 +27=0;

g Z°-2z+1-2i=0; p) 2t -i=0;

h) 22— (3+20)z+5+i=0. Q z'-v3-i=o.

i 2'-1=0; I) zZ—Ziz4—izg—2=0;

j) Z22-1-i=0; s) 28 +iZ2+i-1=0.

54. Kasarvud 2 + 3ija 1 —ivdivad olla reaalarvuliste kordajatega ruutvorrandi lahendeiks?

55%. Olgu z # —1 kompleksarv, mille moodul on 1. Tdestage, et ta on esitatav kujul z =

1+1¢i
= kus t on teatud reaalarv.
—ti

56*. Olgu p ja q kompleksarvud, kusjuures g # 0. Toestage, et kui ruutvérrandi x* + px +

g* = 0 lahendite moodulid on vordsed, siis Z on reaalarv.

n
57*. Olgu z n-nda astme iihejuur. Arvutage Z k?Z5 1,
k=1
(NB!'Vaadelge nii z #1 kuika z=1.)

n n
Ndpundide: Arvutage koigepealt Z kz*~1, uurides avaldist ( Z kzk_l) -(1-2).
k=1 k=1

58*. Kirjutage programm, mis leiab koik n-nda astme juured kompleksarvust ja kujutab
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neid komplekstasandil. Joonistamiseks voib kasutada programmeerimiskeele lisateeki.

5. Alamstruktuurid ja isomorfismid.

Olgu @ # B < A. Olgu hulk A mingi algebraline struktuur (st. temal olgu méaratud mdned algebralised
tehted).

def e s

B on A alamstruktuur < B on A tehete suhtes sama tiilipi algebraline struktuur nagu A (arvestades
ka varjatud tehteid, nagu iihikelemendi nditamine ja po6rdelemendi leidmine).
Alamstruktuuri nduete kirjapanekul pole liigseid tingimusi vaja mérkida. Néiteks: olgu (A4, f) rithm ja
@ # B < A, siis
Vx,yeB f(x,y)€B,
VxeB 3AyeB : f(x,y)=f( x)=14.
Analoogiliselt piistitatakse nduded alamringi juures: nullelement, assotsiatiivsus ja distributiivsus ja-
relduvad automaatselt ja neid pole vaja mérkida.
Olgu antud algebralised struktuurid (4, f, g) ja (B, s, £). Olgu antud kujutus ¢: A— B.

teostades operatsioonid hulgas A ja rakendades kujutust ¢,
¢ on homomorfism & saame sama tulemuse, mis siis, kui rakendame kujutust ¢ ja

teostame seejdrel operatsioonid hulgas B.

def
(B, flgxp) onrithma (A4, f) alamrithm <:e> {

. def ¢ on homomorfism,

@ on isomorfism < L
¢ on bijektsioon.
Homomorfismide ja isomorfismide nouete kirjapanekul pole liigseid tingimusi vaja méarkida. Néiteks:
olgu (4, f)ja (B, g) rithmad ning ¢: A — B, siis
.. def

@ on rithmade homomorfisim << Vx,yeA @(f(x, ) =glpx), p()).
Analoogiliselt piistitatakse nouded ringide homorfismide juures: nullelemendi ja vastandelementide
tleviimine jarelduvad automaatselt ja neid pole vaja miarkida.

59. Olgu antud rithmoid A = {a, b, ¢, d} oma Cayley tabeliga

"abcd
ala c¢c d b
bla c b d
c|b b ¢ a
d|b ¢ a d

Tehke kindlaks, millised alamhulkadest {a}, {b, c}, {a, b, ¢} on rithmoidi (4, -) alamrithmoi-
did.

60. Tooge niiteid rithma a) (Mat; (R), +), b) (GL2 (R), -) alamrithmadest. (Siin GL; (R) on koi-
gi teist jarku podratavate maatriksite rithm.)

61. Leidke rithma (Z,, +) koik alamriihmad.
62. Toestage, et riihma alamrithmade tihisosa on samuti alamrithm.

63. Miks pole vaja rithma G alamriihma H definitsioonis nouda, et 1 € H?
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64. Tehke kindlaks, kas hulk
a 5b a 0
a) S—{(b p ).a,beZ}, b)S—{(O b).a,bez}
onringi R = Maty (R) alamring.

65. Olgu X ja Y mittetiihjad hulgad, Y < X. Tdestage, et hulk 22(Y) on ringi (Z(X), A, N)
alamring.

66. Leidke ringi R vihim alamring, mis sisaldab arvu v/5.
67. Leidke ringi Z;, koik alamringid.
68. Kas ring, mis ei ole korpus, voib sisaldada alamkorpust?

69. Leidke korpuse R vihim alamring ja alamkorpus, mis sisaldavad arvu

a) V2; b) V3; c) V2.

70. Leidke korpuse C vihim alamring ja alamkorpus, mis sisaldavad arvu
a) i; b) 1+ij; c) 2i.

71. Toestage, et monoidid (2 (X), N) ja (P (X), U) on isomorfsed.
72. Tehke kindlaks, kas rithmad (Zg, +) ja (U(Z7), -) on isomorfsed.
73. Tehke kindlaks, kas rithmad (Z;, x Z, +) ja (Z4, +) on isomorfsed.

74. Miks pole vaja riithmade G; ja G, homomorfismi f: G; — G; definitsioonis néuda, et
f(1)=1jaiga x€ Gy korral f(x™1) = f(x)~'2

75. Miks pole vaja monoidide A; ja A, isomorfismi f: A; — A definitsioonis nouda, et
f)=12

76. Toestage, et eileidu iihtegi siirjektiivset homomorfismi rithmast (Q, +) rithma (Z, +).
77. Kasrithmad (Z, +) ja (2Z, +) on isomorfsed?

78. Tehke kindlaks, kas rithmad (R, +) ja (R*, ) on isomorfsed. Tehke kindlaks, kas (Q, +) ja
(Q*, -) on isomorfsed.

79. Toestage, et jirgmised rithmad on isomorfsed:

a) n.astme kompleksarvuliste {ihejuurte hulk
2kn . . 2km . .
cos — +isin —:ke€{0,1,...,n—1}, korrutamise suhtes ja hulk Z, =
n n

{0,1,..., n—1} liitmise suhtes;
b) {f:R—=R | f(x) =ax+Db, a, beR, a#0}kujutuste korrutamise suhtes ja reaalarvude
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jarjestatud paaride (a, b) hulk, kus a # 0, tehte suhtes, mis on defineeritud vordusega

(a1, b1)(az, bz) = (a1az, a1 bz + by);

c) {( _Z Z ) ca,beR, a*+b* > O}ja C* = C\ {0} (korrutamise suhtes);

b
suhtes);

d) {( a 3Z ) . a,bEQ, a2+b2>0}jaG:{a+b\/§: a,be@ya2+b2>0} (kOrrutamise

b a
mise suhtes);

e) {( a -3b ) . g,be@,a2+b2>0}jaG:{a+bi\/§: a,beq, 612+b2>0} (korruta-

f) {( cosp —sing

sin ¢ cos ¢ ) e [R} jaG={zeC: |z| =1} (korrutamise suhtes);

g) selliste n. jarku ruutmaatriksite hulk, mille igas reas ja igas veerus on iiks {iks ja tilejda-
nud elemendid on nullid ja S;, (korrutamise suhtes).

80. Olgu G ratsionaalarvude aditiivne rithm ja g € Q \ {0}. Tdestage, et kujutus ¢: G — G,
¢(a) = qa, onrithma G automorfism.

81. Olgu ¢: R} — R, ringide isomorfism. Toestage, et ¢(0) =0, p(—a) = —¢(a) ja (1) = 1.

82. Olgu R ring tihikelemendiga e. Toestage, et kujutus ¢: Z — R, mis on defineeritud vor-
dusega ¢(n) = ne, on ringide homomorfism. Leidke ringi Z kujutis ¢(Z) selle homomorfismi
korral.

a
b

isomorfne korpusega, mis koosneb reaalarvudest kujul a + bV3,kusa, be Q.

3b
83. Toestage, et maatriksid kujul ( p ) , kus a, b € Q, moodustavad korpuse, mis on

84. Toestage, et maatriksid kujul ( Z ), kus a, b € Q, moodustavad korpuse, mis on

a
2b
isomorfne korpusega, mis koosneb reaalarvudest kujul a + b\/i, kus a, b€ Q.

85. Toestage, et maatriksid kujul ( _a

b
b ), kus a, b € R, moodustavad korpuse, mis on

isomorfne korpusega C.

86. Kas korpused {a +bV2:a,be Q)} ja {a +bV5:a,be Q)} on isomorfsed?

87. Toestage, et kui K ja K’ on isomorfsed korpused iihikelementidega 1 ja 1’ ning nullele-
mentidega 0 ja 0', siis iga naturaalarvu n korral n1 = 0 siis ja ainult siis, kui n1’ =0’
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88. Toestage, etkui@: R — S onringide isomorfism ja R on korpus, siis ka S on korpus.

89*. Olgu A = (A, +) Abeli rithm ning u, v: A — Ahomomorfismid. Defineerime kujutused
f,g: A— Aseostega
fl@=a-v(ua), gla)=a—-u(via) Vace A.
Toestage, et
a) fja g on homomorfismid;
b) hulgad Ker f:={a€ A: f(a)=0}jaKer g:={a€ A: g(a) =0} on A alamrithmad;
¢) Abeli rithmad Ker f ja Ker g on isomorfsed.

Népundiide: Néidake, et ulge,  : Ker f — Ker g ja ule, ¢ on Abeli rithmade isomorfism.

90*. Olgu A = (A, +) Abeli rithm ning u, v: A — Ahomomorfismid. Defineerime kujutused
f,g: A— Aseostega
fl@=a-v(ua), gla)=a—-u(via) Vace A

Toestage, et

a) kui g on pealekujutus, siis f on pealekujutus;

b) kui g on iiksiihene ja u on tiksiihene, siis f on iiksiihene;

¢) kui g on iiksiihene ja v on pealekujutus, siis f on tiksiihene.
Ndpundiide: Ulesandekﬁiki vaiteid voib toestuseta kasutada. Nditamaks, et f on pealekujutus (vdide
[0)), valige y € A suvaliselt, leidke z nii, et u(y) = g(2) ning tdhistage x := y + v(z2), siis f(x) = y. Véidete[b)]
ja[c)]toestamisel pange tidhele, et Abeli riihmade mistahes homomorfismi  iiksiihesus on samavéérne
tingimusega, et iga x korral /(x) = 0= x = 0. (Veenduge ka, et see tihelepanek on oige!)

6. Determinant. P6ordmaatriks.

Olgu K korpus.
an a2 t al,n
def azi azg az,n
Mat,,n(K) = . . . a1, .-, amn €K .
aml Aam,2 - Aam,n
Matj (K) := Mat, ,, (K).
. . . N m,n ~
Lithem tdhistusviis: (ai'j)i,jzl voi (a; j).
Olgu (a,‘yj) , [b,-,j] € Maty, »(K), olgu A € K.
def
(ai,j) + (bi,j) = (“i,j +bi,j) € Maty,n(K),
A (a,-yj) = (/lai,j] € Matm,n(K).
Olgu (a; i) € Maty, p (K) ja (by, ;| € Matp,n (K).
pon p m,n
m, )
(ai'k)i,kzl . (bk,ij =1 = (Z aj .+ bk,j) € Matm’n(K).
S s=1 i,j=1

Lause. (Mat,(K), +, -) on ring.
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o 1 ---
Maatriksit | ., . | . | tahistatakse sageli E, voi E ja nimetatakse iihikmaatriksiks.
OlguneNjao:{l,...,n}—1{1,...,n}

I def o
o on substitutsioon <= o on bijektsioon.

f . .
Fn de {o: o on substitutsioon hulgal {1, . . ., n}}.
Olgu o substitutsioon.
o inuersioonidearvdéef |{(i, Nefl, ..., n}z: i<jno(i)> o(j)}).
sien o def 1, kui o inversioonide arv on paarisarv,
8 - —1, kuio inversioonide arv on paaritu arv.
det A def Z (signo)-aj gq)--- .- ap,on) (Maatriksi A determinant).
oSy
al a2 o al,n

. . L ay  axp - an
Determinanti det A tdhistatakse ka . .

am1 Am,2 - Amn
def
Aonregulaarne < detA#0,

A on singulaarne g det A=0.
Teoreem. A, B € Mat, (K) = det(A- B) = (det A) - (det B).
Olgu ke (1, ..., n}. Kustutame maatriksis A mingid n— k rida ja n— k veergu. Saadud k-jérku maatriksit
nimetatakse maatriksi A alammaatriksiks ja tema determinanti maatriksi A miinoriks.
Teoreem (Laplace). Olgu I :={iy, ..., ig} €{1,..., n}. Siis
det A= . Z (_1)l1+...+lk+]1+...+]kMIJM}J)
J={j1,jit<ll, ., n}
kus My j on k-elemendilistele rea- ja veeruindeksite hulkadele I ja J vastav miinor ning M } jon(n— k)-
jarku miinor, mis vastab rea- ja veeruindeksite hulkadele {1, ..., n}\Ija{l,..., n}\J.
Arvu (=1 ikt ket M; ; nimetatakse ka miinorile M;,; vastavaks algebraliseks téiiendiks.
Olgu A € Mat (K).

oo . . def
B € Maty, (K) on maatriksi A péérdmaatriks < A-B=B-A=E.

Téhis: A7L. .
Ann Az - A
-1 1| Ar Az - Azn )
Lause.det A#0 = A " =(det A) . . . . ykus A; jon elemendile a; j
Am,l Am,2 : Am,n

vastav algebraline tdiend, st. méirgiga (-1)/*J varustatud miinorist, mis on saadud, kui maatriksis A
korvaldada i. rida ja j. veerg.
Maatriksi A po6rdmaatriksi leidmiseks saab kasutada tilaltoodud lauset voi jargmist algoritmi.

Samm 1. Moodustage (n x 2n)-maatriks (A|E), kus E on tihikmaatriks.

Samm 2. Kasutades ridade lineaarteisendusi, viige maatriks (A|E) kujule (E|B).

Samm 3. Kirjutage vilja podrdmaatriks: Al=B.
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91. Leidke inversioonide arv permutatsioonis
a) 3,5,4,1,2 c) 510,7,1,3,2,8,6,9,4;

b) 2,4,8,3,7,5,6, 1; d 9,8,7,6,54,3,2,1.

92. Arvutage determinant, kasutades determinandi iildist definitsiooni

1 3 0 -2 10 0 -2 2
o043y 04 0 1 0
0 -1 1 5 b0 0 -1 0 0
1 2 0 1 00 0 0 -3

05 0 0 0

93. Tuletage iildvalemid 2 x 2- ja 3 x 3-maatriksite determinantide arvutamiseks.

94. Toestage, et n x n-kolmnurkmaatriksi determinant vordub peadiagonaali elementide
korrutisega.

95. Olgu A n x n-maatriks. TOestage jirgmised determinandi omadused.
a) det A=det AT; b) det(AA)=A"-det A, kus 1€ K;

¢) mingirea korrutamisel elemendiga A € K korrutub determinant 1-ga;

d) kui determinandis on kaks vordset rida (v6i veergu), siis determinant vérdub nulliga,
e) kahe rea vahetamisel muudab determinant marki,

f) kahe veeru vahetamisel muudab determinant marki,

g) mingile reale A-ga korrutatud teise rea liitmine determinanti ei muuda (A € K).
96. Kas suvaliste (n x n)-maatriksite A ja B korral kehtib vordus

det(A+ B) = det(A) +det(B)?

97. Olgu antud maatriksid

a b c -2g -2h -2i
A=|d e f| ja B=|a+d b+e c+f].
g h i a b c

Leidke det B, kui det A = -3.

o Ul K
N WO
Il
o

1
98. Leidke a vairtus nii, et |4
1

99. Tahistagu E iihikmaatriksit. Millised alljargnevatest vdidetest on toesed suvaliste sa-
made mddtmetega ruutmaatriksite A ja B korral?
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a) det(A— B) =det A—det B; d) det(—B) = — det(B);
b) det(AB) = (det A)(det B); e) det(A’—E) = det(A—E) det(A + E);
c) det(AB) = det(BA); f) kuidet A=1, siis det(A2 —-E)=0.

100. Toestage, et kui kaldsiimmeetrilise maatriksi jark on paaritu ja char K # 2, siis tema
determinandi vddrtus on 0.

2 0 0\(1 2 3
101. Leidke maatriksi A determinant,kuiA={1 3 0]|0 1 2}.
4 2 1J\0 0 2

102. Arvutage determinant Gaussi elimineerimismeetodil

11 1 35 59 71 52
a1 2 3 ) 42 70 77 54|
1 3 6 & a9 68 72 52|
29 49 65 50
-2 2 -3
by -1 1 3§ 3/2 -9/2 -3/2 -3
2 0 -1 b 5/3 -8/3 -2/3 -7/3|
4/3 -5/3 -1 -2/3|
111 7 -8 -4 -5
cla b cf
a b ¢ 27 44 40 55
. b 20 64 21 40|
@ ISR 13 -20 -13 24
' 46 45 55 84
b b 1+b
IR e
1 -1 1 1 h) - ;
o 1 1 1/ 5/6 —4/3 4/3 14/3
L1 1 1 2/5 -4/5 1/2 12/5
alo0 1] . V6 V21 V10 -2v3
Y1 0 1) v10 2V15 5 Ve |
1 110 2 2v6 V10 V15
103. Millised alljargnevatest
ann a3 ax3 Ay c) |aus| @ (a32 a34)
a) |as) ass asz Az aqr Q44
asl  a43
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on determinandi
ar
azy
asy
as

a2
azo
asz
agp

ais
az3
ass
a3

a4
aza
asa
(227}

miinorid? Leidke nende tdiendusmiinorid ja algebralised tdiendid.

104. Arvutage determinant, kasutades determinandi arendamist rea voi veeru jargi
1 3 2 3 -5 2 -4
a |-1 2 -1j; ) -3 4 -5 3|
0 1 2 -5 7 =7 5/
8 -8 5 -6
2 -5 4 3
b) Z :3 ; Z ; 1 2 -1 -0,002
3 2 5 3 |3 8 0 —0,004)
2 2 -4 -0, 003
3 -5 -2 2 3000 8000 -—1000 -6
-4 7 4 4
c) 4 -9 -3 7 128 256 384 512
2 -6 -3 2 h) 1/4 3/8 1/8 1/4 |
1/64 1/64 1/64 -1/64|
53 5 8 2 0 -4 -12
o3 2 4 -8
2 -5 -7 5/
4 3 5 _6 1 10 100 1000 10000 100000
01 2 30 400 5000 60000
3 -3 -2 -5 .0 01 3 60 1000 15000
2 5 4 6| Dlo 0o o1 4 100 2000
O 5 8 7| o 0 0 01 5 150
4 4 5 6 0 0 0 0 0,1 6
105. Kasutades Laplace’i teoreemi leidke determinant
9 7 6 8 5 1 30 94 46 14 2
300 2 0 0o 7 6 9 4 0
al|b5 3 0 4 0f b) 0 0 3 5 0 0
1 0 0 0 O 0 0 2 3 0 of
7 5 4 6 0 0 5 1 4 3 0
2 7 47 23 15 1
106. Arvutage determinant valides ise arvutusmeetod
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3 4 2+11 1
a |1 2 1f Dl 1 P+ 1
3 0 2 1 1 x4+l
1 0 0 O 0 999 -9999
b) 0 1 0 0] k) [-999 0 e’ |;
0 0 1 o/ 9999 —¢”" 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 -3 2 p |t 2 L2
c)|4 5 6 1 1 2 3/
5 2 8 1 1 1 4
1 0 21 3 4 2
d |1 0 o 6 2 1 4 1
0 1 m) (6 3 9 12 6|
2 1 3 4 1
1 2 0 1 4 2 1 1
e) |13 -4 5|
0 6 0 0 0 1 3
0 0 2 4 ]
sint cost 1 n 1 1 V5 V7|
f) |-cost sint Of 1 -1 V6 V8
e’ 0 0
15 0,2 0,1 4
e!sint efcost 0 T 2n m  -n
g |-efcost e fsint 1; 13 Viz V3 -Va|
e! 0 1 V2 o2 1 V2
0o -1 3 1 2 3 4 5
1 4 9 0 2 3 4 5 6
h) ;
2 1 3 -1 pB 456 7
4 0 3 2 4 5 6 7 8
5 6 7 8 9
2 1 0 1
b B 2ze 2 8 88 888
1 2 1 3/ qQ 8888 88888 888888
0 3 1 1 8888888 88888888 888888888

107. Lzhtudes podrdmaatriksi valemist leidke iildine valem (2 x 2)-maatriksi p66rdmaat-
riksi leidmiseks.

108. Olgu A, B € Mat,(K), kusjuures AB = E, kus E on n-jiarku tihikmaatriks. Téestage, et
BA=E.
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-1 1 0 1 1 1
109. Kas maatriks ( 1 -2 1 ) on maatriksi (2 1 1) poordmaatriks?
1 -1 3 21

A

2
110. Millise A vddrtuse korral maatriks A = ( 5 - 3) ei ole regulaarne? Leidke A™! eel-

dusel, et A on regulaarne.
111. Millised alljargnevatest maatriksitest on pédratavad
1 0 11 1 -1 1 0
T T ) A

112. Millise k korral ei ole maatriks pooratav:

1 2 3
a (4 5 6];
7 8 k

113. Olgu A (n x n)-maatriks selline, et det (A*) = 0. Kas A on podratav?

114. Leidke podrdmaatriks

o (3 —a) 7" 100 ... 0"
-8 6 ’ 01 0 0
g) o 01 ... 0 ;
b) cos a —sina'_l‘ oo
sina cosa ’ 0 0 O 1
-1 -1
2 2 -1 2 -3 1
olz2 -1 2| ; h) 3 -2|
-1 2 2 1 2 -1
-1
o 2 1—1‘ . 1 4 2 .
11 ) il2 3 2 ;
1 0 -1
-1
1 1 O 1 4 2 -1
e) |4 5 3| ; pla o1 o3
1 0 2 2 3 4
2 2 0 -1\ 1 -3 2 -2\!
03 -1 -2| -1 3 -4 1
B o0 1 -=-2|" k) -4 -3 -1 0 ’
0 O 1 4 -1 1 -3
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3 -9 1\
Do 9 -6
3 -3 7

115. Leidke maatriksite

S (0

A=|3 6 2|jaB=
1 2 1 -1 -1 0 1
-1 -1 -1 0

poordmaatriksid.

116. Olgu A € Mat,, ,(K), B € Mat ,(K) ning A € K. Toestage vordused:

AB)T =BT AT, AAT =247,

117. Olgu A, B € Mat, (K) pddratavad ning A € K \ {0}. Téestage vordused:
AB)'=B7'a"t,  @Aahl=@ahHl,  aat=a1'al

118. Leidke (AB)™}, 34) 'ja (A1)}, kui

1 2 5 3 -3 4
Al1=13 1 6| ja B'=|5 1 3].
2 8 1 7 6 -1

119. Leidke regulaarne maatriks A, kui A = AB+2Aja

2 1 -1
B=10 3 2].
-1 4 1
120. Olgu A (n x n)-maatriks ja E (n x n)-tihikmaatriks. Millega vordub avaldis

(E+ A HYAE+A?

121. Olgu A, Bja C pboratavad (n x n)-maatriksid. Lihtsustage avaldis
Al lcta o™

[

22

122. Leidke korrutise

N

0\ (1
010
1/ \0

S = N



podrdmaatriks.

123. Olgu E ithikmaatriks ning A ja B sama jarku ruutmaatriksid. Téestage, et kui maatriks
E + AB on pooratav, siis on pooratav ka E + BA.
Ndipundiide: Voib ndidata, et kui maatriks C on maatriksi E+ AB p6drdmaatriks, siis maatriks
E — BCA on maatriksi E + BA podordmaatriks.

124. Leidke regulaarse maatriksi A p66rdmaatriks, kui
a) A°—4A+E=0; b) A*+5A*-3A-E=0; ¢) A*-A=0.
125. Toestage, et iga regulaarse maatriksi A saab ainult ridade voi ainult veergude elemen-

taarteisendustega teisendada tihikmaatriksiks. Kui neidsamu teisendusi rakendada samas
jarjekorras iihikmaatriksile, siis tulemuseks on maatriksi A pé6rdmaatriks.

126. Kuidas muutub maatriks A™!, kui antud maatriksis A

a) korrutada i. rida skalaariga k # 0;
b) liita i. reale k-kordne j. rida (i # j);

c) vahetada i.ja j.rida?

127. Toestage, et (E—A) ' =E+A+...+ A1 kui AF"1 #0ja AF=0.

128. Tdestage, et tdisarvuliste elementidega maatriksi A p66rdmaatriks on tdisarvuliste ele-
mentidega parajasti siis, kui det A= +1.

129. Olgu A, B ja C sellised maatriksid, et korrutised AB ja AC eksisteerivad. Kas vordusest
AB = AC jéareldub vérdus B = C?

130. Olgu Aja B regulaarsed ruutmaatriksid. Toestage, et vordused AB = BA, AB"' =B~ 1A
ja A"'B=BA™! on samaviirsed.

131. Olgu J, n-ndatjiarku ruutmaatriks, mille koik elemendid vorduvad 1-ga. TGestage, et

(E-J») '=E- Tn-

n—-1

132*, Arvutage (n x n)-maatriksi determinant:

1 2 3 - n 0 X1 Xo o Xp—1

-1 0 3 -+ n X1 1 0 .- 0
a) |71 -2 0 -+ n : b) | *2 0 1 0

-1 -2 -3 -+ 0 Xp-1 O O .- 1
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133*. On antud »n x n maatriks

1 1
-1 1 1
-1 1 1 O
A= ,
O -1 1 1

kus peadiagonaal ja selle korval asuvad diagonaalid on ainsad, mis sisaldavad nullist erine-
vaid elemente. Leidke det A.

134*. Toestage, et

1 2 ... 2014 2015
22 32 ... 20152 20162
3 3 3 3
3 4 ... 2016 2016° |z,
2015'2015 20162015 20162015 20162015

135*. Toestage, et kui n-jarku determinandis D on kdik elemendid hulgast {—1, 1}, siis eel-
dusel n > 3 kehtib vorratusdet D < (n—-1)(n—1).
Niépundide. Matemaatiline induktsioon.

136*. Olgu A (4 x 2)-maatriks ja B (2 x 4)-maatriks, mille korral

2 0 -1 5
o 2 3 -7
AB = 2 0 -1 0
-4 3 0 -1

Leidke maatriks BA.
137*. Olgu Aja B (n x n)-maatriksid, mille korral AB+ A+ B = 0. Toéestage, et AB = BA.

138*. Leidke (n x n)-maatriksi

2 -1 0 0 0

-1 2 -1 0 0
A= :

0 0 0 2 -1

0 0 0 -1 2

poodrdmaatriks AL
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139*. Kirjutage programm, mis leiab tdisarvuliste elementidega ruutmaatriksi determinan-
di tdpse vairtuse, kasutades ainult tehteid tdisarvudega.

7. Vektorruum. Vektorruumi alamruum.
Olgu V hulk ja (K, f, g) korpus. Olgu hulgal V defineeritud kahekohaline algebraline tehe + ning iga
A € K jaoks iihekohaline algebraline tehe (tdhistame stimboliga 1)

(V, +) on Abeli rithm,

def Vx,yeV VAeK Alx+y)=Ax+21y,

V on vektorruumiile K < VxeV VYA peK (f(A, W)x=Ax+pux,

VxeV VA ueK Aux)=(gA, wx,

VxeV lx=x.
Vektorruumi elemente nimetatakse sageli vektoriteks ning vastava korpuse elemente skalaarideks.
Olgu V vektorruum {ile korpuse (K, f, g).Olgug #U < V.
U on vektorruumi V alamruum &l {Vx, yeU x+yel,

VxeU VAeK AxeU.

Vektorruumi V suvalise otseastme V"' (kus 7 on mingi naturaalarv) elementi nimetatakse vektorsiistee-
miks. Tahiseid: {x1, x2, ..., xu}, X1, X2, ..., Xp VOi (X1, X2, . .., X;). Rohutame, et niitid ja edaspidi pole
keelatud looksulgudega holmata vektorruumi elementide komplekti, mille hulgas on korduvaid. Vek-
torsiisteemidega to6tamisel on téhtis vajadusel identifitseerida siisteemi iga elementi; kui see toimub
jérjestamise abil, on siisteemi vektorite jirjestus oluline! Uldiselt vaadeldakse ka vektorsiisteeme, mille
elementide arv on 16pmatu, enamasti sellised juhtumid véljuvad kdesoleva kursuse raamidest.

span{xy, x2, ..., Xn} dgf{/'llxl +Ao2xo+...+Anxp: A, A2, ..., Ap €K}
(vektorsiisteemi x1, X2, . .., X, lineaarkate).

Lineaarkatet tdhistatakse veel {(x1, x2, ..., Xp) vOi L(x1, X2, ..., Xz).
OlguX,YcV,1eKk.

X+7v ¥ty xex, yeyy,

Ax ©x: xe x).

140. Millised jargmistest arvuhulkadest on vektorruumid {ile R tavaliste tehete suhtes ar-
vudega: a) N, b) Z,¢) Q,d) R, e) C, f) R™?

141. Olgu a vektor ja a skalaar. Téestage, et aa = 0 parajasti siis, kui @ = 0 vdi a = 0.

142. Olgu a, b vektorid ja a, B skalaarid. Toestage, et aa + fb = fa + ab parajasti siis, kui
a=pBvoia=Db.

143. Olgu K korpus. Defineerime hulgal K" = {(ay, ..., an) | a1, . . ., a, € K} liitmise ja ska-
laariga korrutamise vordustega

(al»---;an)"‘(bl;---»bn) = (a1+b1y---;an+bn);
(kal,...,kan), keK.

k(all ceey an)
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Toestage, et selliste (komponenthaaval defineeritud) tehete suhtes on hulk K" vektorruum
ile K.

144. Tehke kindlaks, millised jargmistest hulga R* alamhulkadest on vektorruumid iile R
komponenthaaval defineeritud liitmise ja skalaariga korrutamise suhtes:

a) {(0,a,b,0)|a, beR}; c) {(a,b,-b,a)| a, beR};
b) {(1,a,b,¢c)la, b ceR}; d) {(a,b,c,d)|a, b c,deR, a+b=d}.

145. Kas jargmised vabavektorite hulgad on vektorruumid iile R, kui vektorite liitmine ja
reaalarvuga korrutamine on defineeritud vektoralgebra reeglite abil:
a) koigi vektorite hulk V;, mis on paralleelsed fikseeritud sirgega;
b) koigi vektorite hulk V3, mis on paralleelsed fikseeritud tasandiga;
c) koigi vektorite hulk, mis ei ole paralleelsed fikseeritud sirgega.

146. Defineerime hulgal V = R% = {(a1, a2): a1, ap € R} tehted vordustega
klar, a) = (ka1, ap), (a1, ap) + (b1, b)) = (a1 + by, az + by),
kus a;, ay, by, by, k € R. Kas V on vektorruum tile R?

147. Tehke kindlaks, kas jargmised maatriksite hulgad on vektorruumid iile R maatriksite

tavalise liitmise ja skalaariga korrutamise suhtes:
a) koigireaalarvuliste elementidega f) Mat,,; (R);

maatriksite hulk; g) Mat;(C);

b) kéigi n-ndat jarku regulaarsete 0 a), .
ruutmaatriksite hulk; h) b c¢) @ bceR;
c) kéigi kolmandat jarku singulaarsete 1 a). )
ruutmaatriksite hulk; D {( c ) rabce R}’

b
d) Maty, ,(R); ) a b
e) Mats(R); )] {( b a ) : a,be[R}.

148. Reaalarvuliste funktsioonide summa ja korrutis reaalarvuga on defineeritud punkti-
viisiliselt. Tehke kindlaks, kas jargmised funktsioonide hulgad on vektorruumid {ile R:

a) hukR®={f|f: R—R};

b) kéigi n. astme poliinoomfunktsioonide hulk;

c) koigi iilimalt 7. astme poliinoomfunktsioonide hulk;

d) koigi poliinoomfunktsioonide f: R — R hulk, mille korral
@ f)=1; (i) f(0)=0; (iii) 2f(0) -3f(1) =0; (V) fAO+f@)+...+ f(k)=0;

e) selliste n-muutuja funktsioonide f: R” — R hulk, mille korral f(x1,..., X;) = a;x; +
...+apx,+bkusay,...,a, beR.

149. Olgu X mittetiihi hulk ja 22(X) tema kéigi alamhulkade hulk. Defineerime hulga X
alamhulga A korrutised korpuse Z;, = {6, T} elementidega (skalaaridega) vordustega 1A = A,
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0A = @. Kas hulk 22(X) on vektorruum iile Z», kui liitmise osas vaadelda siimmeetrilist vahet
A?

150. Tehke kindlaks, millised jargmistest hulkadest on vektorruumi V (iile R) alamruumid.
a) fikseeritud tasandiga ortogonaalsete vabavektorite hulk, V = Es;
b) fikseeritud tasandiga paralleelsete vabavektorite hulk, V = E3;
¢) fikseeritud sirgega ortogonaalsete vabavektorite hulk, V = E3;
d) fikseeritud sirgega paralleelsete vabavektorite hulk, V = [E3;
e) {(ab,aba:abeR V=R
f) {(a,b,a, b, a):a beR, a+b=2}, V=R
g {(abcde:abcdecR a+re=b+d}, V=R

a b
h) {( b a).a,bE[R},V—Matz(lR),

b
j) reaalarvuliste elementidega n-jarku stimmeetriliste maatriksite hulk, V' = Mat,, (R);
k) reaalarvuliste elementidega n-jarku kaldsiimmeetriliste maatriksite hulk, V =

i) {( 1 Z):a,b,ce[R},V:Matg(lR);

Mat, (R);
0 Z1
)] {( ) :zl,zz,Z3€C},V=Matg(C);
Z2 Z3

m) {( a-'-cbl g ):a,b,ceR},V:Matz(C);

n) {a+bsin’ x+ccos® x: a, b, ceR}, V=R%;
0) {a+bsinx+csin2 x:a,b, ceR} vV =RR,

151. Tehke kindlaks, millised jargmistest hulkadest on vektorruumi V (iile C) alamruumid.
a) R V=C;
b) {a2-1): acR}, V=C;

) {( L oa ):zl,zz,Z3€C},V=Mat2(C)
Zy 23

a b+ci
d) {( di ai
e) {(a+bi,0,c+di):a,b,c,de[R};V:CS.

ta,bc de [R?}, V =Mat; (C);

152. Olgu V vektorruum iile K ja ay, . . ., a, € V. Toestage, et lineaarkate span{a,, ..., an}
on vektorruumi V alamruum.

153. Olgu L, =spaniay, ..., as} ja L, = span{by, ..., b;} vektorruumis V. Toestage, et keh-
tib vordus Ly + Ly = spaniay, ..., as, by, . .., by}

154. Olgu V vektorruum iile R. Kas vektorruumil V on nullist erinevaid 16plikke alam-
ruume?

155*. Leidke hulgast {(0, 0)} ja tithihulgast erinevad périsalamhulgad S;, S, ja S3 vektor-
ruumis R? nii, et
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a) S;+ 851 C S (pole vordne!),
b) S» €S2+ S2 (pole vordne!),
c) S3+S83=_83.

8. Lineaarne soltumatus ja soltuvus.

Olgu V vektorruum {ile korpuse K. Olgu x1, X2, ..., xp € V.
def
Vektorsiisteem x1, X2, ..., X, on lineaarselt soltumatu <
def
< VA, A2,..., 4, €K AMx1+Axo+...+Apxp=0=> A1=A2=...=1,=0.
. . def
Vektorsiisteem x1, X2, ..., X, on lineaarselt soltuv <
def
= ﬂ(xl, X2, ..., Xn onlineaarselt s()ltumatu].
Lause. Vektorsiisteem x1, X2, ..., X on lineaarselt soltuvy <
— 3dke{l,2,...,n} I, A2, ..., AneK: Aix1+A2x2+...+Anxn=0 A Ar#O.
Lause. Vektorsiisteem x1, X2, ..., X5 on lineaarselt soltuv <
«— 3Jke{l,2,...,n} Fu,..., 41 €K: xXp=p1x1+p2x2+.. .+ Up_1Xp—1-
Lause. Vektorsiisteem 0, x1, . . ., X, on lineaarselt soltuv.
Vektorsiisteem x1, x1, X2, ..., X5 on lineaarselt soltuv.

156. Millist tingimust peab rahuldama arv k € R, et vektorruumi R3 vektorid a = (k, 1,0),
ax =(1, k, 1) ja as = (0, 1, k) oleks lineaarselt séltuvad?

157. Millist tingimust peavad rahuldama arvud k, [, m € R, et vektorruumi R® vektorid a; =
a, k, k%), a=(1,1, %) jaas=(1, m, m?) oleks lineaarselt soltuvad?

158. Olgu a, b, ¢ vektorruumi V (iile korpuse K, mille karakteristika ei ole 2) vektorid. Kui
vektorid a, b, ¢ on lin-séltumatud, kas siis ka vektorid a + b, b+ c ja ¢ + a on lin-séltumatud?

159. Niidake, et vektorruumi V (iile R) vektorite siisteem on lineaarselt soltuv, leides nende
vektorite mingi mittetriviaalse lineaarkombinatsiooni, mis vérdub nullvektoriga:
a) a;=(1,25),a=53,1), a3 = (-15,-2,21), V=R%;
b) z1=2+4+5i,20=1-1i,23=6+29i, V=C;

1 2 3 2 1 5 -3 6 -5
c) Al—(o 1 1),142—(2 0 4)’A3_(—8 5 _11),V—Matz,3(R),

d) fitx) =sin® x, fo(x) = cos® x, 5(X) = x, f1(x) =3, fs(x) = e, V =R®,

160. Toestage, et jargmised vektorite siisteemid vektorruumis V (iile R) on lin-séltumatud:
a) a=531,a=(0,11),a=(1,4,2), V=R
b) a1=(x,93),a=2,x—y,1),x, yER, X #6, y # g, V=R3;
C) 21=2+b5i,22=1-1,V=C;

a fl(x)={ 0, kui x <1, x—-1, kuix<],

fz(x)={ N V=R~

x—1, kuil<x, kuil< x,
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161. Olgu vektorite siisteem ay, . . ., a,, lineaarselt soltumatu ja siisteem ay, . . ., a, x li-
neaarselt soltuv. Toestage, et vektor x avaldub tiheselt vektorite a;, . . ., a,, lineaarkombinat-
sioonina.

162. Uurige, kas vektorite siisteemid (vektorruumis [R{R) on lin-soltuvad ning jaatava vas-
tuse korral leidke mingi mittetriviaalne lineaarkombinatsioon, mis on vordne nullvektoriga:

a) x+2,x-2; d) e*, e**, e3%; g 1,sin? x, cos? x;
b) 6x+9,8x+12; e) x,e*, xe; h) sin x, cos x, sin 2x;
c) 1, (x— 1)2, x—1; f) sin x, cos x; i) sin x, sin(x +2), cos(x —5).

163. Olgu V vektorruum iile R. Milliste A véaartuste korral jareldub vektorite stisteemi a;, a,
lineaarsest soltumatusest vektorite siisteemi Aa; + ay, a; + Aap lineaarne soltumatus?

164*. Vektorruumi R® (iile R) vektorid f1ja f> on sellised, et iga (c1, ¢2) € R? korral funkt-
sioon ¢ fi + ¢2 f> séilitab marki, st.

Ve, 2€R (VXER 1 i) +2fo(x) =0 v YxeR ¢ fi(x)+c2fo(x)<0).

Toestage, et vektorite siisteem fi, f> on lineaarselt soltuv.

9. Baas.
Olgu V vektorruum {ile korpuse K. Olgu x1, x2, ..., xp € V.
. . def
X1, X2, ..., Xp on V moodustajate siisteem <= V =span{xjy, X2,..., Xn}
Lause.
Ucixy,...,x . -
. : Lo nh = U on lineaarselt s6ltumatu,
X1, ..., Xp on lineaarselt sdltumatu
{x1,...,xp} U, . .
L " = U on V moodustajate siisteem.
X1, ..., Xp on V moodustajate slisteem
def X1, X2, - . ., X5 on lineaarselt sdltumatu,
X1, X2,...,XponV baas <~ i i
X1, X2, . .., Xp on V moodustajate siisteem.
Lause.
X1, X2, ..., X; on V baas,
1, X2 m m=n.
Y1, Y2, ..., ynon V baas
. def
dmV=n < 3x,...,xp€V : Xx1,...,Xxzo0nV baas.
Lause.
dim V =n,
. ~ = X1, X2,...,Xno0nYV baas,
X1, X2, ..., Xp on lineaarselt sdltumatu
dim V =n,
. .. = X1,X2,...,XponV baas.
X1, X2, ..., Xp on V moodustajate siisteem

165. Igavektorruumijaoks iil-st[140d),[140k) [145| 145} 147} L4 | [LaFo)| [La ) L4 7h)]
147))} [148c)} [148k)| leidke mingi baas ja mddde.
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166. Tooge ndide vektorruumi R* a) baasist, b) lineaarselt soltumatust vektorite siisteemist,
mis ei ole baas, c) moodustajate siisteemist, mis ei ole baas, d) vektorite siisteemist, mis ei
ole lineaarselt sdltumatu ega moodustajate siisteem.

167. Leidke vektorruumi C (iile R) vektori —5 + 4i koordinaadid baasi —1 + 2i, 2 —i suhtes.

168. Leidke vektorruumi V = {a+ b sin® x + ¢ sin 2x: a, b, c € R} (iile R) vektorite

5 3 .
a) f(x)==+3sin® x+ = cos 2x, b) f(x)=5+sin2x

koordinaadid baasi 1, sin® X, sin 2x suhtes.

169. Tehke kindlaks, kas jirgmised vektorite siisteemid on vektorruumi R® baasid ning leid-
ke vektori b = (3, 7, 13) koordinaadid iga baasi suhtes:
a) e1=(1,0,0),e2=(0,1,0),e3=1(0,0, 1);
b) a;=(1,0,0),a,=(1,1,0),a3=(1,1,1);
ca=010,1,1,a,=(1,2,3),a3=(1,4,9).

a b

170. Leidke vektorruumi V = {( b e

) la, b, ce [R} (ile R) vektorite A = ( _j 411 ) ja

B

( 25 )koordinaadid baasi

-5 2
1 0 0 1 0 0
o 1/)’\-1 oJ'{lo 1

171. On antud vektorruumi R® vektorid e; = (2, 1, -3), e; = (3, 2, =5) jaes =(1,-1,1).
Niidake, et vektorsiisteem {ej, ez, e3} on selle vektorruumi baas. Leidke suvalise vektori
x = (x1, X2, x3) ja konkreetse vektori a = (6, 2, —7) koordinaadid sellel baasil.

suhtes.

172. Olgu e;, ey, e3 3-mdotmelise vektorruumi V (iile R) baas. Toestage, et ka vektorite siis-
teem e} =5e1—ex—2e3, €5 = 2e1+3ey, €3 = —2e) +e,+e3 on selle vektorruumi baas ning leidke
vektori a = e; + 4e, — e3 koordinaadid selle baasi suhtes.

173. Olgu V kahemdotmeline vektorruum iile korpuse K. Tehke kindlaks, kas hulk V?Z =
{(v1, v2): v1, 12 € V} on vektorruum {ile korpuse K tehete suhtes, mis on defineeritud vor-
dustega

(v1, v2) + (U1, Uz) = (V1 + 1, V2 + Up), k(vy, v2) = (kvy, kva).

Kui on, siis leidke selle vektorruumi mingi baas.

174. Iga alamruumi jaoks iil-st[1508)} [150b)} [1500)| [150d)} [15de)} [150)} [150h)} [150p)} [150k)|
15i1@)1 15(]5)[ 15(5)[ ISiF)l ISiE) leidke mingi baas ja mddde.

175*. Olgu V n-moodtmeline vektorruum iile korpuse K. Olgu antud r-mo6tmeline alam-
ruum W < V, kusjuures r < n. Tdestage, et W = Y, kus

Y =(){U: UonV alamruum, dimU=n-1, W c U}.
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Ndpundide: Sisalduvuse W 2 Y toestamisel ndidake, et elemendi v € Y \ W olemasolu viib vastuoluni.

176*. Olgu antud lin-séltumatud vektorid fi,..., f, € RI4?! (I6igul [a, b] médratud funkt-
sioonide vektorruum iile R). Toestage, et leiduvad punktid a,...,a, € [a, b] nii, et
det (( fitap); j:l) #0. Néipundiide: Matemaatiline induktsioon.

177*. Tooge niide pidevast funktsioonist v: R — R®, mis rahuldab jargmist tingimust:
suvalise kolme erineva reaalarvu t;, , t3 korral on vektorsiisteem v(t;), v(f2), v(f3) ruumi
R baas.

10. Astak.

Olgu V vektorruum {ile K. Olgu e < V vektorsiisteem.

rank e d=8f dimspan e (vektorsiisteemi astak).
Lause. rank e = max{k: e’ on k-elemendiline alamsiisteem e-s, ¢’ on lin-sdltumatu}.
Olgu A= (a,;j) € Maty,n(K).

rank A dgfrank{(alyl, ce,ain), - @mp, - -+, Gmn)} (vektorruumis K" iile K).

Teoreem. rank A = max{k: M on A k-jarku miinor, M # 0}.

Teoreem. Olgu e, ¢’ < V (vektorsiisteemid), kusjuures ¢’ on e-st saadud elementaarteisenduse abil.
Siis span e = span ¢’ ja seega ka rank e = rank e'.

Teoreem. Olgu A, Ae Mat;,,» (K), kusjuures A’ on A-st saadud elementaarteisenduse abil.

Siis rank A = rank A’.

Olgu M ja M' maatriksi A r- ja (r + 1)-jarku miinorid.

M’ ddristab M <d=ef> M’ on saadud M-st iihe rea ja ithe veeru lisamisel.
Lause.
M on A r-jarku miinor, M on A (r+ 1)-jarku miinor,
M#0, } = IM': { M’ d#ristab miinorit M,
rank A>r M #0

178. Leidke maatriksi astak:

a 0 0 0 1 1 0 01 2 -1 1 2 -6
a) 0 a 0 0 | 21 010 1 5 -2 3 4
0 0 a O ) o3 1 10 0 e)|3 4 -1 5 7 |;
0 0 0 au 3 2 0 1 1 3 -7 4 1 -7
4 2 1 01 0 11 -5 4 -4
01 1 0 O 21 4 -4 7
1 1 0 0 O o0 5 -7 9 17 51 27 31
b) 10100} &f21 -1 3 =2 193 25 14 121
0 01 01 21 9 =11 16 1 2 1 -1
1 0 0 1 1 8 4 1 5 1 35 104 55 61

179. Leidke maatriksi astak soltuvalt parameetrite reaalarvulistest vaartustest:
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a 1 1 4 a b 2 1 0 a+2 0
al1 »p 13| ola-1+20 3 1 |1 o o |
1 2b 1 4 a b b+32b-1 0 0 a*-

1 2 -1 1 a1 1 3 1 6 3 1 2
4 -1 3 0 1 a 2 -4 5 1 2 -1 1
bl s a1 1 Y a a1 7 aPls 1 oac1 1
3 4 -1 11 0 10 3 3 a 4 -1

180. Kuidas voib muutuda maatriksi astak, kui muuta selle maatriksi tihte elementi?

181. Kuidas voib muutuda maatriksi astak, kui muuta selle maatriksi a) iihe rea; b) k rea
elemente?

182. Toestage, et vektorsiisteemi astak on r parajasti siis, kui vektorstisteemis leidub r vek-
torist koosnev lineaarselt soltumatu alamsiisteem ning iga r + 1 vektoriline alamsiisteem on
lineaarselt soltuv.

183. Toestage, et kui vektorid a;, . . ., a avalduvad lineaarselt vektorite by, . . ., b; kaudu,
siis esimese siisteemi astak ei ole suurem kui teise siisteemi astak.

184. Toestage, et kahe maatriksi summa astak ei ole suurem kui nende maatriksite astakute
summa.

185. Toestage, et ekvivalentsete vektorite siisteemide astakud on vordsed. Kas kehtib ka
vastupidine vdide?

186. Toestage, et vektor b avaldub vektorite siisteemi ay, . . ., a, lineaarkombinatsioonina
siis ja ainult siis, kui selle vektorite siisteemi astak ei muutu vektori b lisamisel.

187. Olgu A, B € Mat,, ,(K). Millised alljargnevatest vdidetest on diged?
a) rank(A) = rank (A”);
b) rank(A) =rank(cA), kus c€ K;
¢) rank(A + B) > min{rank(A), rank(B)};
d) juhul m = n rank(AB) < rank(B).

188. Leidke koik ¢ vaartused, mille korral vektor b avaldub vektorite a;, a,, as lin-kombi-
natsioonina (vektor b ja vektorid a,, a,, az on antud koordinaatidega mingi baasi suhtes):
a) a;=(2,3,5),a,=3,7,8),a3=(1,-6,1), b= (7, -2, 1);
b) ai=4,4,3),a,=(7,2,1),a3=(4,1,6),b= (5,9, 1);
c) a1=@3,2,5),a=02,4,7),a3=(5,6,1), b=(1,3,5);
d a1=@3,2,6),a,=(7,3,9),a3=(5,1,3),b=(t,2,5).

189. Leidke vektorruumi R* kaks erinevat baasi, mis moélemad sisaldavad vektoreid a; =
(1’ 1) 0) 0) ja az = (0, 0) 1, 1)

190. Leidke vektorruumi V (iile R) vektorite siisteemi astak ja lin-katte mingi baas:
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1 1 1 O 2 1
a) A1=(2 0)’A2:(—1 2),A3=(1 2),V=Matz([R):

b) z1=142i,20=2-3i,23=4+i,V=C;
cam=00,1,1,1,a,=(1,-1,1,-1),a3=3,1,3,1), a4 = (2,0, 2, 0), V=R

191. Leidke vektorite siisteemi lineaarse katte baas ja m6dde, kui vektorid on antud koor-
dinaatidega mingi baasi suhtes:
a) a;=(1,0,0,-1),a,=(2,1,1,0),a3=(1,1,1,1), a4 =(1,2,3,4), a5 =(0, 1, 2, 3);
b) a1=(1,1,1,1,0),a,=(1,1,-1,-1,-1),a3=(2,2,0,0,-1), a4 = (1, 1, 5, 5, 2),
as=(1,-1,-1,0,0);
cam=01,212),a,=2,1,2,1),a3=(0,3,0,3),aa=(1,1,1, 1).

192. Leidke vektorruumi V vektorite siisteemi lineaarse katte baas ja modde:
a) fi=x8+xt h=x843x —x fr=xb-2x+x fi=xP—4axt+2x, V=Rs[X];

1 2 3 1 -1 0 3 36 1 56
b) Al_(l 1 1)’A2_(2 1 1)’A3_(4 3 3)’A4_(0 1 1)’

V = Maty3(R);
C) a) = (1) 1y 1) l)y ap = (21 0) 1) 1)’ as = (4v 21 3) 5)’ as = (0’ 2v ly 3)) V= R4-

193*. Olgu X € Mat,(R), kusjuures X olgu poOodratav ja tema veeruvektorid olgu
X1, Xo, ..., Xp. Olgu Y maatriks, mille veeruvektorid on X», X3, ..., Xj, 0. Tdhistame A =
YX 'jaB=X"'Y.Leidke rank A ja rank B.
Ndpundiide: Leidke mingi maatriks J nii, et Y = X J.

194*. Olgu A m x n maatriks ja B n x m maatriks, kusjuures n < m. Toestage, et maatriks AB
ei ole pooratav. Kas maatriks BA voib olla pooratav? (Andke vastus koigi m ja n voimaluste
jaoks.)

11. Lineaarvorrandisiisteemid.
bl all N ain bl
Olgu A= (a; j) € Maty, n(K), b=| : |jaA' = :
bm aml --- amn bm
Paari (A, b) nimetatakse lineaarvéorrandisiisteemiks. Seda pannakse sageli kirja kujul Ax = b, kus x €
Maty, 1 (K) on tundmatute veerg.
A - stisteemi maatriks,
b - vabaliikmete veerg,
A’ —siisteemi laiendatud maatriks.

def
a € Maty, 1 (K) on siisteemi Ax = b lahend & Aa=bh.
Arvestades vektorruumide Maty, 1 (K) ja K ™ jsomorfsust, kirjutame sageli @ € Mat, 1 (K) asemel a € K n

def
Siisteem Ax = b on vasturddkiv < sisteemil Ax = b puudub lahend.

def
Siisteem Ax = b on kooskolaline = stisteemil Ax = b leidub lahend.
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Teoreem.
A’ on Ax = b laiend. maatriks,

A’ on Ax = b laiend. maatriks, } = VaeMat,(K) (Aa=b< Aa=Dh).
A’ on A'-st saadud ridade elem. teisenduste abil

Gaussi meetod: ridade elementaarteisendustega (vajadusel ka veerge vahetades, see tdhendab muutu-

jate imbernummerdamist) viiakse siisteemi laiendatud maatriks kujule, kus vasakul iileval on diago-

naalmaatriks ning sellele jargnevad read on koik sellised, kus tundmatute kordajad on nullid.

Teoreem (Kronecker—Capelli). Siisteem Ax = b on kooskolaline <= rank A=rank A'.

m=n,

det A#0.

Crameri peajuhul lineaarvorrandisiisteeme saab lahendada Crameri valemite abil.

def
Stisteem Ax = b on Crameri peajuhul = {

Siisteem Ax = b on homogeenne g b=0.

Lause. Olgu m = nja b =0. Siis

detA#20 < VaeK"'(Aa=0=>a=0).

Teoreem. {a € K": Aa =0} =: V on alamruum vektorruumis K", kusjuures dim V +rank A = n.
Alamruumi V baasi nimetatakse siisteemi Ax = 0 lahendite fundamentaalsiisteemiks.
Teoreem. Olgu a siisteemi Ax = b lahend (erilahend). Siis

{ae K": Aa=Db}={ag+p: AB=0}.

195. Lahendage lineaarvorrandisiisteem Crameri valemite abil:
2x1 + X2 + x3 = 3 X1 + X + x3 = 6

a) X1 + 2x + X3 0; b -Xx1 + X2 + X3
X1 + X2 + 2Xx3 9 X1 — X2 + X3

I
o

Il
\S]

196. Lahendage vorrandisiisteem, kasutades podrdmaatriksi leidmise votet

3x1+x2+2x3=4 X1+3xp—x3=-5
a) <2x1—X2+x3=-3 ; b) < 2x1—xp+x3=9
X1 +3xy—x3=5 —X1+X2+2x3=5

197. Kasutades Gaussi meetodit leidke lineaarvorrandisiisteemi iildlahend ja tiks eri-
lahend:

5x1 + 3x2 + 5x3 + 12x4 = 10 —9x1 + 6x2 + 7x3 + 10x4 = 3
a)  2x1 + 2x2 +3x3 + 5x4 = 4 b) { —6x; + 4x, + 2x3 + 3x4 =2
X1+ 7x +9x3 + 4x4 = 2 —3x1 + 2xp — 11x3 — 15x4 = 1

198. Lahendage lineaarvorrandisiisteem Gaussi meetodil:

x+2y—- z=1 2z1 — (1+1)zy — 3iz3 = b
) {Zx +4y — 2z =2 b) { —2z1 + 1 +i)z, + (1+3i)z3 = by

2x1+ x4+ x3+ x4 =3 z3 = bs
0 3x1 +4x) — X3 — X4 =2

X1 +3x — x3+ x4 =4

5x1 — 3X2 + 6x3 + 3x4 =5

199. Leidke koik muutujate komplektid, mida v6ib valida vabadeks muutujateks:
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a) —X1+2X2+ X3— Xx4=3 b) 4x1 —6x2 +7x3=7
4xy +2x3 —2x4=1 6x1 —9x2 + x3=8.

200. Milliste parameetrite reaalarvuliste vdirtuste korral on lineaarvorrandisiisteemil

ax; + x2+ x3=0 X1+ X2+ x3+ x4=0
a) X1 +axy + x3=0; b aijx) + axxp, + asxs + agxg =0
X1+ Xxp+ax3 =0 ) afxl + a%xg + a%xs + aix4 =0
axy + X2 + X3+ x4 =0 ax) + ayxp + a3x3 + ayxs = 0
x1 + Q+a)xy + X3+ x4 =0
© x1 + X2 + C+a)xs + x4 =0
2x1 + 2x0 + B+a)xz + 2x4 =0

nullist erinevaid lahendeid?

201. Uurige lineaarvorrandisiisteemi kooskdlalisust ja leidke lahendite hulk:

3x1 — Xo + X3+ 2x4= 7 X1 +4xp) —6x3 + x4 =4
a) 3x1 + 3x2 —3x4 = 9 b) 3x1 — X2 +3x3 —2x4 =1
X1 — 2xp — 3x3 + 9x4 = -1 6x1 + 3x3 —3x4 =1
X1 + 2% —b5x4 = 8 5x1 + 4xp — 2x3 + x4 =3
X1 — X - X4 +2x5 =1
. X1+ X — X3 — 3x4 + 4x5 = 2
6x1 — X3 — 2x5 = 3
4x, — X3 — 2X4 + 2Xx5 = 3

202. Uurige slisteemi lahenduvust ja leidke tildlahend soltuvalt parameetri vadrtustest:

1+ X2+ x3=1 ax; + Xo + X3 =4
a){ X1+ axy + x3 =1 b) X1+ bxy + x3=3
X1+ X2+ axz =1 X1 + 2bxy + x3 = 4
2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 =3 ax) + Xo + X3+ X4
{4)@ + 6x2 + 3x3 + 4x4 =5 (a+1)x1 + (@+2)x2 + 2x3 + 2Xx4
c) d)
6x; + 9x2 + 5x3 + 6x4 = 7 ax; — axs +
8x1 + 12x2 + 7x3 + axqy =9 x1 + X2 + X3+ X4
1+a)x; + Xy + x3 = 1 ax; + bxy + x3 =1
e) { X1 + QA+a)xy + x3 = a f) X1 + abx, + x3=D>b
X1 + x2+(1+a)x3=a2 X1 + bxy + axz =1
1+a)x + X + x3 = a’+3a
g) { x1 + A+a)x, + X3 = a® +3a°
X1 + X2 + 1+a)xs = a*+3d®
3x1 + 2-a)xy + X3 = —-a
h) { ax; + (a—-1)x, + X3 = 2a
4a+3)x1 + Qa—1)xp + (a+4)x3 = 2a+3
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203. Lahendage lineaarvorrandisiisteem

a) tile korpuse Zs; b) iile korpuse Z;.

3x + y + 2z =
x + 2y + 3z
4x + 3y + 2z

Il
e N

204. Lahendage lineaarvorrandisiisteem

2x + y - z = 1
X + 2y + z = 2
x + y - z = -1

tile korpuse Zs.

205. Leidke homogeense lineaarvorrandisiisteemi iildlahend ja lahendite fundamentaal-
slisteem:

]

c) |

d A

X1 — X =0
2)(,'1—2)(,'2:0
X1+ x =0
X1+ X2+ x3 =0
Xo+ X3+ x4 =0
Xp-2 + Xp—1 + x5, =0
Xp-1 + x5 =0
X1 — X3+ x5 =0
Xo — X4 + X6 =0
X] — X+ X5 — X6 =0
Xo — X3+ X6 =0
X1 — X4 + x5 =0

b)

e)

f)

X1 —2X2+ X3 — X4+ Xx5=0
X1 +3xp —2x3 +3x4 —4x5 =0
2X1 —5Xp + X3 —2x4 +2x5=0

4x1 — 4xo - X5 = 0

2x1 + 2xp - X3 + X4 =
4x; + 3xp -— X3 + 2x4 =
8x1 + bHxy — 3x3 + 4x4 =
3x; + 3x — 2x3 + 2x4 =
X1 + X2 + X3 + X4 =
X1+ X2 - X3 - 2x =
X1 + X — Tx3 — 1llxy4 =
X1 + X2 — 9x3 - 1l4x4 =

206. Lahendage vorrandisiisteem korpuses Z5 ning avaldage lahend iihe erilahendi ja vas-
tava homogeense siisteemi lahendite fundamentaalsiisteemi kaudu:

x - 2y +
=-2x + y -
x - 3y -

3z

= -3,
lr

207. Kasutades Gaussi meetodit leidke lineaarvorrandisiisteemi iildlahend ja iiks erila-
hend, ning avaldage lahend iihe erilahendi ja vastava homogeense siisteemi lahendite fun-
damentaalsiisteemi kaudu:

a)

b)

51 + 3x» + 5bx3 + 12x4 =
2x1 + 2x + 3x3 + 5x4 =
X1 + Tx + 9x3 + 4x, =
-9x; + 6x» + 7x3 + 10x4
—6x; + 4x, + 2x3 + 3x4
—3x1 + 2xp — 1llxg — 15x4
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-9x1 + 10x, + 3x3 + Tx4 = 7
c) -4x; + x> + x3 + 3x4 = 5 ;
7x1 + 5% — 4x3 — 6x4 = 3
12x; + 9x2 + 3x3 + 10x4 = 13
d) 4x; + 3x, + X3 + 2x4 = 3
8x1 + 6x2 + 2x3 + 5x4 = 7
—-6x; + 9x + 3x3 + 2x4 = 4
e) —2x1 + 3xp, + bxg3 + 4dx4 = 2 .
—4x1 + 6xp, + 4x3 + 3x4 = 3

208. Lahendage maatriksvorrand X suhtes:
1 2 1 2 2 4
(—3 —G)X(—l —2)_(—6 —12)'

209. Toestage, et kui reaalarvuliste kordajatega homogeensel lineaarvérrandisiisteemil on
olemas nullist erinev kompleksarvuline lahend, siis on tal ka nullist erinev reaalarvuline la-
hend.

210. Leidke a) iihest vorrandist, b) kahest vorrandist, ¢) kolmest vorrandist koosnev homo-
geenne lineaarvorrandisiisteem, millele vektorite siisteem

Cl = (ly 4) _27 2r _1)) CZ = (3y 13, _1) 2) 1)) C3 = (2) 7) _Sr 4r _5)
on lahendite fundamentaalsiisteemiks.

211. Leidke reaalarvuliste kordajatega kuuppoliinoom f(x), kui

f=2)=1, f(-1)=3, f(1)=13, f(2)=33.

212*, Olgu arvud a;; mingid tdisarvud, i, j =1,..., n. Toestage, et vorrandisiisteemi
1
Exl = anxi+...+aipxn
1
Exn = amXxX1+...+apnXxn

lahendiks on ainult null-lahend.
Ndpundide: Stisteem on homogeenne. Niidake, et kui slisteemi determinant oleks 0, saaksime vastu-
olu.

213*. On antud tdisarvuliste kordajatega lineaarvorrandisiisteem oma laiendatud maatrik-
siga. Kirjutage programm, mis kasutades elementaarteisendusi ja tehteid tdisarvudega teeb
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kindlaks, kas stisteemil on null, tiks voi rohkem kui iiks lahend. Kui lahendeid on rohkem kui
iiks, siis programm véljastagu tihe voimaliku vabade tundmatute komplekti.

12. Jaguvus. Jdsgiga jagamine. Poliinoomid.
Olgu R nulliteguriteta kommutatiivne ring. Olgu a, b € R.

def
alb = JceR : ac=h.
Olgud, meR.

dla, d|b,

d=SUT(a, b) <&
VceR (clanc|b=c|d).

. def Jalm, blm,
m=VUK(a, b)) —
YceR (alcAblc=m]|c).
NB! Suurim iihistegur ja vdhim {ihiskordne pole tildjuhul tiheselt mé&ratud! (Vt. til. id)]) Seega tuleb
vordusi kujul SUT(a, b) = SUT(x, y) maista nii:
elementide a, b iga suurim iihistegur on ka elementide x, y suurim tihistegur, ja vastupidi.

def
a€ R\U(R) on taandumatu <= VYb,ceR a=bc=>beUR)vceUR).

def
Ring (R, +, ) on faktoriaalne =

xX=ay-... am,
Vxe R\(UR)uU{0}) HFai,...,ameR : .
elemendid ay, . .., a;; on taandumatud,
deof V taandumatute ay, ..., am, by ..., by € R\U(R)
= 0 ,...,m—1{l,...,n} 3ey,..., em

o on bijektsioon (seega ka m = n),
elemendid ey, . . ., e, on pooratavad,

Vkefl,...,n} ap= ekba(k).
Teoreem. Kehtigu

x=ai-...-am,
VxeR\(UR)U{O}) 3Fai,...,ameR : .

elemendid ay, . .., a;; on taandumatud.
Siis
R on faktoriaalne <= Va,b, peR pon taandux;rgz } =>plavplb.

Olgu (R, +, -) kommutatiivne ring. Olgu Ny = NuU {0}.
RIX1 % f(ag, a1, ..., ag,..): IneNy: Yk > n a =0} < RM.
Olgu (an)52y, (bn) 5y
def

(an) + (bp) = (an +bp),

def
(an) - (bn) = (@obn + arbp-1+. ..+ anbo).
Lause. (R[X], +, -) on kommutatiivne ring, kusjuures nullelemendiks on (0), elemendi (a;) vastandele-
mendiks on (—ay,) ning tihikelemendiks on (1, 0, 0, . . .).
Ringi (R[X], +, -) nimetatakse poliinoomide ringiks iile R.
an #0,

k> na=0. (poliinoomi aste)

deg(ag, a1, ...) :=n, kus {
deg 0:= —c0.
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Lause. {(a, 0,0, ...): a€ R} onringi R[X] alamring, kusjuures ta on isomorfne ringiga R.
Tahistame X := (0,1, 0,0, ...) ningiga a€ Rkorral a:=(a, 0,0, .. .).

Lause. (ag, a1,...,an,0,0,..)=a,-x"+...+a;-x+ay.

Lause.Vf, g€ R[X] deg(fg) <degf+degg.

Ron nulliteguriteta — Vf, g€ R[X] deg(fg)=degf+degg.

214. Olgu R nulliteguriteta kommutatiivne ring. Téestage, et mistahes a, b, c € R korral

a) albAblc=>alc b) albrnalc=>alb+c; c) alb=>albc.

215. Olgu R nulliteguriteta kommutatiivne ring. Téestage, et mistahes a, b, ¢, u € R korral
a) SUT(a, b)=a< al b;
b) SUT(a+ bc, b) =SUT(a, b);
c) uonpédoratav = SUT(au, b)=SUT(a, b);
d) uonpéoratav Ad=SUT(a, b)) = du=SUT(a, b).

216. Olgu R korpus. Olgu a, b, u € R\ {0}. Toestage, et a| b, u =SUT(a, b), u=VUK(a, b).

217. Leidke arvude 975 ja 645 suurim tihistegur ja vdhim tihiskordne
a) ringis Z, b) ringis Q.

218. Toestage, etring Z [\/ —5] = {a +bv-5:a,be Z} c C ei ole faktoriaalne.
219. Kasring Zg[X] on faktoriaalne? P6hjendage!

220. Tehke kindlaks, kas elementidel a, b ringist Z[\/ —5] on olemas suurim tihistegur ja
vihim tihiskordne, kui

a) a=3,b=1+V-5; b) a=6,b=3+3V-5; c) a=5b=1+V-5.

221. Toestage, et kui K on korpus, a, f € K\ {0} ja f, g € K[X], siis
SUT(f, g) = SUT(af, Bg).

222. Ringis R[X] leidke jagatis g ja jadk r, mis tekib poliinoomi f jagamisel poliinoomiga
g, kui

a) f=x4—4x3+5x2+x— 1, g:x2—2x—3;

b) f:5x4—x2+6,g:x2+3x+2;

c) f:2x2—3x+1, g:x3+4;

d) f=2x"-3x>+4x*>-5x+6,g=x"-3x+1.

223. Ringides Z3[X], Z5[X] ja Q[X] leidke jagatis g ja jadk r, mis tekib poliinoomi f jaga-
misel poliinoomiga g, kui

a) f=x5+x2—x—1,g=x3—2x+1;
b) f=2x4+x2+2x,g=x2—2.
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224*, Kas leidub poliinoom p € Z[X] nii, et p(7) =11, p(11) =13?

225*, Kirjutage programm, mis, kasutades ainult tehteid tdisarvudega, jagab ringi Z[X] iihe
poliinoomi ja4dgiga teisega. (Jagaja pealiikme kordaja peab olema 1 voi —1.)

13. Eukleidese ringid. Poliinoomid.

R on Eukleidese ring <d:6f>

YaeRVbeR\{0}d(ab) > d(a),
a=bqg+r,

def
<~ 36: R\{0} - NuU{0} : {
r=0vo(r)<dob).

Yae RVYbeR\{0}3q, r€R: {

Lause. Z on Eukleidese ring, kui valida 6 (x) = |x|.
Teoreem. Olgu K korpus. Siis K[X] on Eukleidese ring, kui valida 6 (f) = deg f.
Teoreem. Eukleidese ringis saab suurima tihisteguri leida Eukleidese algoritmiga.

Teoreem. Eukleidese ring on faktoriaalne ring.

226. Milliste a, b ja c viirtuste korral jagub poliinoom x* + ax® + b poliinoomiga x? + cx+1
ringis Q[X]?

227. Milliste a ja b viirtuste korral jagub poliinoom x* + a poliinoomiga x° + bx + 1 ringis
QIX]?

228. Kas poliinoom 2x + 1 on pdoératav a) ringis Z4[X], b) ringis Z5[X], c) ringis Z[X]?
229. Leidke koik tilimalt teise astme taandumatud poliinoomid iile korpuse Zs.
230. Tooge niiteid poliinoomidest, mille iihine tegur on x + 1.

231. Kasutades Eukleidese algoritmi leidke poliinoomide f ja g jaoks ringis Q[X] sellised
poliinoomid u ja v, et SUT(f, g) = u- f + v- g, kui

a) f:x4+2x3—x2—4x—2,g:x4+x3—x2—2x—2;

b) f=x®+3x + 3+ x2+3x+1, g=xt+2x3 +x+2;

c) f:4x4—2x3—16x2+5x+9,g:2x3—x2—5x+4;

d) f=3x3—2x2+x+2,g=x2—x+1;

e) f:x4—x3—4x2+4x+1,g:x2—x—1;

f) f=x—5x*—2x3+12x* —2x+12, g =x* - 5x* —3x +17.

232. Uurige Eukleidese algoritmi kditumist ringis R, kui igal sammul jadk korrutada 14bi
pdoratava elemendiga:
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a:bq1+r1,
b=61r1q2+r2,

e|ry =eaxraqs +1rs,

ek—2Tk—2 = €x-1Tk-1q9k + Tk
€r-1Tk-1 = €xTkgk+1,

kus ey, ..., ex on poodratavad ringis R. Kas algoritm iildse 16petab t66? Kas ry (v0i exry) on
SUT(a, b)? Kas algoritmis tagurpidi liikudes saab leida u ja v?

233. Olgu R Eukleideseringning f, g, d € R[X], kusjuuresdeg f = n,deg g =mjadegd =k
ning n > k ja m > k. Olgu d = SUT(f, g). Toestage, et leiduvad poliinoomid u, v € R[X] nii, et
degu<m—-k—-1,degv<n—-k-ljau-f+v-g=d.

234. Maiidramata kordajate meetodil leidke poliinoomide f ja g jaoks ringis Q[X] sellised
poliinoomid ujav,etu-f+v-g=1,kui

a) f=x° g=(01-x7 € f=x+3x+3,g=x-x-2;
b) f=x' g=x>-3x%+4; d) f=x'-4x3+1,g=x-3x%+1.

235. Ringides Z3[X], Z5[X] ja Q[X] leidke poliinoomide f ja g suurim iihistegur ja vdhim
uhiskordne, kui

a) f=x3+x2+2x+2, g=x>+x+1;

b) f:x4+x3—x2+1,g:x3—2x—1;

o f=x'-2x*+2x-2,g=x-x*+1.

236*. Toestage, et
a) Gaussi tdisarvude ring Z[i] = {a+ bi: a, b € Z} on Eukleidese ring;
b) ring Z[\/—_?)] ei ole Eukleidese ring;

{ a+bv-3

2

c) ring :a, beZonsama paarsusega} on Eukleidese ring.

14. Poliinoomide juured.

Olgu R nulliteguriteta kommutatiivne ring. Olgu f € R[x], kus f = apx" +...+ajx+ag,jaceR.
f©)=anc" +...+ayc+ay.
Teoreem (Bezout). Vge R[X]VreR f=q-(x—-c)+r = 1= f(c).

def
con f juur = flo=0.
Lause.con fjuur < x-c|f.
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Olgu p € R[X] taandumatu poliinoom, k € N.
k

pk | 1f

P

con f k-kordne juur g (x—c) on f k-kordne tegur.

Lause. Olgu f juurte koguarv (arvestades ka kordsusi) m. Siis m < deg f.
Olgu K korpus, char K = 0.

Teoreem. Olgu f € K[X] ja olgu p € K[X] taandumatu.

pon f k-kordnetegur = pon f’ (k—1)-kordne tegur.

Lause. Olgu f € K[X]jace K.

def
pon f k-kordne tegur = {

=flie)=...= fk D=
con f k-kordne juur <<~ ff;f)) fe=..=f ©=0,
e #o.
Teoreem (Viete'i valemid). Olgu f € R[x], kus f = x" +an_1xn_1 +...+a1x+ag (unitaarne polinoom).
ci+cp+ce3+...+cp = —ap-1,
fjuuredoncy,...,cn, = cieztact...+0-16n = an-2,
c1c....cn = (=1)"ag.
Teoreem (Lagrange’i interpolatsioonipoliinoom). Olgu cy, . . ., ¢x € K, kusjuures Vi, j i # j = ¢; # cj.
Olgu by, . .., by € K. Siis
deg f <n,
JfeK[X] : .
f (X] { V](—:{O,...,n}f(cj):bj.
n (x=cg) ...-(x—=cj_1)- (x—=cCjq1):...-(x—cp)
Sealjuures f(x) = Z bj- Jo1 Jj*1 " .
iz0 (cj=co)...-(cj—cj1)-(cj=Cjs1)...-(cj—cCn)
Lause. Olgu f € Q[x],kus f = anx" +. . .+aj x+ag, kusjuures ag, ai, . .., an € Z.Olgu S € Q poltinoomi

f juur, SUT(p, q) = 1. Siis p | ag, g | an.

237. Leidke poliinoomi f € Q[X] kordajate summa, kui
a) f=@2-5x+x)?M3-7x+9x*-5x%)1%;
b) f=(7-3x-3x)'00(5-x?—5x7)1000,

238. Leidke kolmanda astme poliinoom, millel on ithekordne juur 2 ja kahekordne juur —1.

239. Leidke ringis C[X] jagatis g ja jadk r, mis tekib poliinoomi f jagamisel poliinoomiga
g, kui

a) f=x'-2x+4x*—6x+8,gx)=x-1;

b) f=2x5—5x3 -8x,8(x)=x+3;

0 f=4x>+x g(x) =x+1+i;

d) f=x>-x*—x,gx)=x—1+2i.

240. Kasutades Horneri skeemi arvutage f(c), kui
a) f:x4—3x3+6x2— 10x+16, c = 4;
b) f=5x4—7x3+8x2—3x+7, c=3;

1
¢ f=2x"+2x"-3x>+4x* —6x+5, C:_E;
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d) f=2x"+0+20x -1 +3D)x%+7, c=-2—-1i;
e f=2x"+(1-2D)x*-@B+D)x*+7,c=-1+2i

241. Kasutades Horneri skeemi arendage poliinoom f(x) poliinoomi x — ¢ astmete jargi,
kui
a) f= 2.3 -3x%—4ax+1,¢c=-1;
b) f=x>,c=1;
o f=x"-8x>+24x" —50x+90 c=2;
d f= ¥t +2ix - (1+1)x -3x+7+i,c=-
e) f=x'+3-8)x>-(21+18)x*— (33— 201)x+7+181 c=-1+2i

242. Kasutades Horneri skeemi leidke poliinoomi f juure c kordsus, kui
a) f=x>-5x*+7x-2x* +4x-8, c=2;
b) f=x>+7x*+16x%+8x%-16x—-16,c=-2;
o f=x'-6x>+10x*-6x+9,c=3.

243. Poliinoomi f jagamisel poliinoomidega x — 1 ja x — 2 tekivad vastavalt jadgid —3 ja 4.
Leidke jadk, mis tekib f jagamisel poliinoomiga (x —1)(x —2).

244. Toestage, et 1 on jargmiste poliinoomide vihemalt kolmekordne juur:
a - nx™l+nx™ -1, n>2;
b) ™! 2+ DX +2n+Dx" =1, n>1;
c) m-2mx"—nx"""+nx"—(n-2m),n>3jan>m.

5

245. Leidke a, kui —1 on poliinoomi x” — ax® — ax + 1 vihemalt kahekordne juur.

246. Leidke samaviirne tingimus tuletise kaudu, mille korral poliinoomil f = x° + 10ax® +
5bx + c leidub tipselt kolmekordne nullist erinev juur.
247. Milliste p, g ja r korral jagub poliinoom f poliinoomiga (x — 2)3 ringis R[X], kui
a) f=x>+pxt+qgx+r o f=pxt+qx®+rx+1
b) f=x'+pP+gt+r
248. Milliste a véartuste korral omab poliinoom f kordset juurt —2 ning milline on selle
juure kordsus, kui
a) f:x3+3x2+ax—4 c) f:2x4+7x3+ax2—44x—40
b) f=x*+4x*+ax’ +4x+4

2 n
X X X
249. Toestage, et poliinoomil f =1+ I + e +...+ o ei ole kordseid juuri.
250. Leidke a nii, et

a) poliinoomi 3x> — 63x + a iiks juur oleks vordne kahekordse teisega;
b) poliinoomi x° + 12x? + a kahe juure summa oleks vordne kolmanda juurega;
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¢) poliinoomi 4x> — 80x + a kahe juure korrutis oleks vordne kolmanda juurega.

251. Poliinoomi x* + px3+gx?+rx+s e C[X] kahe juure summa on vordne kahe iilejaanud
juure summaga. Kuidas on omavahel seotud selle poliinoomi kordajad?

252. Leidke poliinoomi x*—16x%+86x°—176x+105 kaik juured teades, et nad moodustavad
aritmeetilise jada.

253. Kasutades Lagrange’i interpolatsioonivalemit konstrueerige poliinoom jirgmiste
vadrtuste tabelite pohjal:

,_x |1 234 ,_xJo1 2 3
Y Fol2 1 4 3 Yot -1 3 1

X 1 i -1 - X -2 -1 0 1 2
w1 2 3 a DFoT 1T 11 13

254. Leidke poliinoom g, millel on samad taandumatud tegurid, kui poliinoomil f, kuid
kordsusega 1 (s.t. eraldage poliinoomi f(x) kordsed tegurid), ning lahutage poliinoom f li-
neaartegurite korrutiseks tile C, kui

a) f=x%-2x-9x+4x3 +31x% +30x+9;

b) f=xb-2x°—x'+ax®-x®-2x+1;

c) f=x6—4x5+7x4—8x3+7x2—4x+ 1;

d) f=x"-8x*+25x>-38x%+28x-8.

255*, Toestage, et kui poliinoomi f e C[x], f = B+ax®+bx’+cx+d juured on koik reaalsed,
sisa=b=c=d=0.
Ndpundiide: Viete'i valemid.

256*. Olgu ¢ ja c, tiisarvuliste kordajatega poliinoomi g(x) = x* + ax + b juured ja f suva-
line tédisarvuliste kordajatega poliinoom. Toestage, et f(c;) + f(c2) on tédisarv.

257*. Kirjutage programm, mis leiab tédisarvuliste kordajatega poliinoomi f ja tdisarvu c
jargi poliinoomi f Taylori rea, s.t. esitab f(x) poliinoomina x — ¢ suhtes.

15. Ratsionaalmurrud.

Olgu K korpus.

QK[XN) ={(f, 8: f, g € K[X], g #0} (ratsionaalmurdude hulk).
Olgu (f, &), (f1, 81) € QK[XD).

(f, 8 =(f1, 81 & fe1=nhsg

(f, &+ (1, g0 E'fg1 + fig, g,

def
(f, 8- (f1, 80 S (f i, g81)-
Lause. Tehted + ja - hulgas Q(K[X]) on korrektselt defineeritud. (Q(K[X]), +, -) on kommutatiivne kor-
pus. Korpus K[X] on isomorfne alamkorpusega {(f, 1): f € K[X]} € Q(K[X]).
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Edaspidi tdhistame: ]EC =(f, 8.

deg jgc def deg f —deg g (ratsionaalmurru aste, NB! def. korrektsus!)
! on lihtmurd g deg ]é <0
deg f <degp,
f def
=onalgmurd < 3peK[X]: p on taandumatu,
4 )
g§=pr-
f f f (]; .. f on algmurrud,
ES ! 12 Jm . 1
Teoreem.Vg € Q(K[X]) 3'g € K[X] El.gl,..., am € Q(KI[X]): ]_c fl +f_m

g gl 8m
Ratsionaalmurru esitamisel poliinoomi ja algmurdude summana on pohiraskus algmurdude lugeja-

te médramisel, selleks saab kasutada mddramata kordajate meetodit: jaetakse lugejas olevad kordajad
esialgu médramata ning seejérel viiakse koik tihisele nimetajale (ehk korrutatakse algse ratsionaalmur-
ru nimetajaga 14dbi). Lugejas asuva poliinoomi tundmatute kordajate leidmiseks tekkiv vorrandisiis-
teem on alati lahenduv, kuna esitus algmurdudeks on olemas.

Lineaartegurite lugeja leidmiseks saab kasutada ka jargmist, resiidide teooriast parinevat votet. Olgu ¢

—C)’f

A
nimetaja g tihekordne juur. Esitame ]_0 = @+ ——, kus c ei ole ¢ nimetaja juur. Siis bma-f (x—c)p =
§ x=c g

A. Vottes vasakul x = ¢, saame leida A vairtuse.

A
Juhul, kui ¢ on nimetaja g m-kordne juur, siis esitame ! =@+ LI ————, kus c ei ole ¢
g x—c (x—c)m
. .. (x—o)™- f m m—1 = &
nimetaja juur. Seega ———— —(x—¢)""p = A1 (x—¢) +...+Ayy. Vottes vorduse pooltest (m—k)-
jarku tuletise kohal ¢, saame méérata kordaja Ay, kus k=1, ..., m.

258. E51£age éatsmnaalmurrud hulgasgt Q(R[X]) poliinoomi ja algmurdude summana.

a —— e) x_+1 ) —————
(x=2)(x+5)’ B2’ x(x2+2x+2)
b) ¥ +3x xt+2 ) L
(x+DRx+1)’ D ey Y 2ivax+s’
x*+2 1
) — = g ———; , kus deg f = n ja
X +x=2 X(x2+1) f( x)’ , .
(x+2)2 1 poliinoomil f on n eri-
d) (x— 1)2x; h) (x+1)(x% + 1); nevat reaalset juurt.
259. Esiztage ratsionaalmurrud hulgast % (C[X]) poliinoomi ja algmurdugde summana.
X X X
. c) —; s
D oy D02+ b ey
d) ; ;
1 X1, T
b) —— &) —— o0
xt+4 x(x2+2x+2)

1
260*. Olgu p algarv. Esitage P € Q(Zp[X]) algmurdude summana.
xP—x
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Ndépundide: Fermat’ vdike teoreem, Wilsoni teoreem.

261*. Esitage ratsionaalmurd 5 € Q(C[X]) poliinoomi ja algmurdude summana.

(x"-1)

16. Lineaarteisenduse maatriks. Sarnased maatriksid.

Olgu V1 ja V2 vektorruumid iile iihe ja sama korpuse K. Olgu f: V] — V5.

V1, X2 € Vi flx1 +x2) = fx1) + flx2),

Vxe V1 VAeK f(Ax) =Af(x).

Tahis: f € Hom(Vy, V») (koigi lineaarkujutuste hulk Vi — V53).

Kui V1 = V», 6eldakse lineaarkujutuse kohta lineaarteisendus. Hulga tahis: Hom(V, V) =: End(V).
Lause. f onlineaarkujutus <= Vx1,x2€ V] VAeK f(x1+Ax2) = f(x1) + Af(x2).

Lause. End(V) on ring, kui tehetena vaadelda punktiviisilist liitmist ja kompositsiooni. End(V) on vek-
torruum, kui tehetena vaadelda punktiviisilist liitmist ja skalaariga korrutamist.

def
f on lineaarkujutus << {

n
Olgu V1 =V, =V.Olgue={ey,..., ey} vektorruumi V baas. Olgu f(ej) = Z ajje;.
i=1

n
A? = (ai j)i - (lineaarteisenduse f maatriks baasi e suhtes)

Jj=
Teoreem. Olgu e vektorruumi V baas. Olgu ¢: End(V) — Mat,(K), kus iga f € End(V) korral ¢(f) =
A;. Siis ¢ on ringide isomorfism. Samuti on ¢ vektorruumide isomorfism.
Olgu A, B € Maty (K).
T onregulaarne,

BT LaT (maatriksid A ja B on sarnased).

def
A~B < EITEMatn(K):{

Teoreem. Olgu dim V = n. Siis
eja e’ on V baasid,
/ . A=A
A~B <= 3fe€eEndVdee cV: K
/
B= A; .
262. Olgu tasandil fikseeritud tihikristreeper {O; €1, é>}. Tehke kindlaks, kas tasandi p6ore
nurga « vorra {imber koordinaatide alguspunkti O on tasandi vabavektorite vektorruumi E;
lineaarteisendus. Kui on, siis leidke selle teisenduse maatriks baasi €7, &> suhtes.

263. Tehke kindlaks, millised alljargnevatest teisendustest ¢: Es — Es, kus Es on ruu-
mi vabavektorite vektorruum, on lineaarteisendused. Leidke lineaarteisenduste maatriksid
tihikristbaasi 7, 7, k suhtes. (Kui pole teisiti 6eldud, siis d ja b on ruumi E5 fikseeritud vekto-
rid.) Iga X = x17+ x27 + x3k € E3 korral

a) o =0; f) @& = (X, a) X i) e =2x17— (X1 +x2)] — x5k
b 9 90 =(2b) % 0 Q@) = 27+ %]+ x5

c) (%) =2%; h) &) = (X, a) b; D o) = xii

d p@)=x+7 ) @) =%xa kus plx)=xt

€ pR)=X+a a=2i+j+3k; m) @) = x7+x2].

Milline on teisenduste|[D]ja[m)|geomeetriline tdhendus?
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264. Tehke kindlaks, kas jargmised kujutused ¢ on vektorruumi R,[X] = {a,x" +
..+ a1 x+ag: a; € R} lineaarteisendused ning leidke lineaarteisenduste maatriksid baasi

1, x, X%, ..., x" suhtes, kui iga f € R, [X] korral
a) (¢ (f) x)=f-x); e) (D(f)) (x) = f'(x), seda teisendust ni-
b) (¢ (f)) @) =fx+1); metame diferentseerimisteisenduseks;
o) (¢ (f)) @) =flax+b),kusa#0jabon (@ () 0 = xf(x);
fikseeritud reaalarvud;
d (¢ () @ = fx+1) - F); 8 (o (£)) (x)=ff(x) dux.
265. Leidke vektorruumi R, [X] diferentseerimisteisenduse maatriks
a) baasi x", ..., x%, x, lzsuhtes;
_ _ n
b) baasil, x—-1, -1 ey =1 suhtes.
2 n!

266. Konstrueerige vektorruumi R, [X] kaks erinevat lineaarteisendust, mis alamruumil
R,—1[X] langevad kokku diferentseerimisteisendusega.

267. Leidke vektorruumi E3 xj x3-koordinaattasandiga paralleelselt x»-teljele projekteeri-
mise teisenduse maatriks ristbaasi 7, j, k suhtes.

268. Leidke vektorruumi {k sin x+ I cos x: k, [ € R} < R® diferentseerimisteisenduse maat-
riks baasi sin x, cos x suhtes.

269. Kas lineaarteisendus viib alati lin-s6ltuva siisteemi lin-sdltuvaks siisteemiks?
270. Kas lineaarteisendus viib alati lin-séltumatu stisteemi lin-séltumatuks siisteemiks?

271. Olgu vektorite siisteemid ay, ..., an, ja by, ..., b, ekvivalentsed. Kas iga lineaartei-
senduse ¢ korral on ka siisteemid ¢(ay), . . ., p(amn) ja@(by), ..., @(by,) ekvivalentsed?

272. Olgu ¢ : V; — V;, lineaarkujutus ja Ly, Ly vektorruumi V; alamruumid. Kas kehtivad
vordused a) @(L; + Ly) = @(L1) + @(L2); b) (L1 N La) = (L) N(L)?

273. Tehke kindlaks, millised vektorruumi R® teisendused ¢ on lineaarteisendused, kui iga
X = (x1, X2, X3) € R® korral

a) @(x) = (x1— X2+ X3, X3, X2); c) @(x)=(x1 +3x3, xg, X1+ X3).
b) (p(x) =(x1+2, xo+5, x3);

274. Vaatleme vektorruumis Mat, (R) baasi (§3), (53),(99),(39).0OlguA=(%5)jaB=

ef
gh)

Leidke selle baasi suhtes jargmiste vektorruumi Mat, (R) lineaarteisenduste maatriksid:
a) transponeerimisteisendus, s.t. teisendus X — X L
b) teisendus ¢4, mis on defineeritud vordusega ¢ 4(X) = AX
c) teisendus y 4,5, mis on defineeritud vérdusega y 4, 5(X) = AXB;
d) teisendus x 4 g, mis on defineeritud vordusega x 4 p(X) = AX + XB.
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275. Vektorruumi R,[X] lineaarteisenduse ¢ maatriks baasi 1, x, x° suhtes on
0 0 1
01 0
eidkdselfe feisenduse maatriks baasi
a) x—x% 1+2x+x% 1+3x+x% ¢) 3x°+2x+1, x> +3x+2,2x° +x+3
b) 3x%+2x,5x>+3x+1,7x° +5x+3;
suhtes.

276. Kui maatriksid A ja B on sarnased, siis leidub selline maatriks C, et B = C ' AC. Kas
see maatriks C on tiheselt madratud?

277. Olgu A € Mat,(K). Toestage, et hulk {C € GL,(K): A= CilAC} on rithm maatriksite
korrutamise suhtes.

278. Toestage, et kui vihemalt {iks maatrikseist A ja B on regulaarne, siis maatriksid AB ja
BA on sarnased. Tooge ndide kahest mitteregulaarsest maatriksist A ja B, mille korral AB ja
BA ei ole sarnased.

279. Leidke koik maatriksid, mis on sarnased ainult iseendaga.

280. Toestage, et kui maatriksid A, B € Mat, (K) on sarnased, siis on sarnased ka maatriksid
a) A% ja B b) A¥ja BF, keN; ¢) f(A)ja f(B), kus f € K[X].

17. Lineaarteisenduse tuum ja kujutis.
Olgu V1 ja V vektorruumid iile iihe ja sama korpuse K. Olgu f € Hom(V7, V2).

Ker f ©xe vi: foo =0
Lause. Ker f ja (V1) on alamruumid vektorruumides V; ja V5.
Teoreem. Olgu V; 16plikumdotmeline. Siis dim Ker f + dim f(V;) = dim V;.

281. Leidke lineaarkujutuse ¢: Es — R, ¢(X) = (X, d) (d € E3 on fikseeritud vektor), tuum ja
kujutis.

282. Leidke lineaarteisenduse ¢: Es — E3, ¢(X) =X x d (d € E3\ {0} on fikseeritud vektor),
tuum ja kujutis.

283. Leidke vektorruumi R, [X] diferentseerimisteisenduse tuum ja kujutis.

284. Leidke lineaarteisenduse ¢: R — R® tuuma ja kujutise baas, kui iga x = (X1, X2, X3)
korral

a) @(x) =(x1+x2+ X3, X1 + X2 + X3, X1 + X2 + X3);
b) @(x) = (2x1 — X2 — X3, X1 —2X2 + X3, X1 + X2 — 2X3).

285. Leidke lin-teisenduse ¢ tuuma ja kujutise baas, kui ¢ maatriks mingi baasi suhtes on

48



(1 1) 01 1 1000
a”“(12)’ o A=[1 1 1| 000 0
1 4 5 &A=l 5 5 0 1
2-1 1 1 1 0 0 1
1 2 -1 1-2 2
b)A:(g 6); dA=t 5 1511
1 0-1 3

286. Kas vektorruumi Vj iga alamruum on mingi lineaarkujutuse ¢: V; — V, tuum?

287. Leidke lineaarteisenduse ¢ maatriksi tildkuju sellise baasi suhtes, mille k esimest vek-
torit moodustavad a) ¢ tuuma baasi; b) ¢ kujutise baasi.

288. Olgu ¢ vektorruumi V pdoratav lineaarteisendus. Toestage, et ¢ pddrdteisendus on
kalineaarne.

289. Olgu ¢ vektorruumi V lineaarteisendus. Toestage, et Ker ¢ = 0 parajasti siis, kui ¢ on
injektiivne. Toestage, et kui V on loplikumootmeline, siis Ker ¢ = 0 parajasti siis, kui ¢ on
siirjektiivne.

290. Olgu ¢ vektorruumi V lineaarteisendus, L vektorruumi V alamruum ja LN Ker ¢ =

0. Toestage, et ¢ viib L iga lineaarselt sdltumatu vektorite siisteemi lineaarselt séltumatuks
vektorite siisteemiks.

291. Olgu ¢ vektorruumi V pooératav lineaarteisendus. Toestage, et ¢ viib lineaarselt soltu-
matu siisteemi lineaarselt sdltumatuks siisteemiks.

292. Olgu ¢ vektorruumi V lineaarteisendus ja L vektorruumi V alamruum. Toestage, et

a) kujutis ¢(L) ja originaal ¢! (L) on vektorruumi V alamruumid;
b) kui ¢ on pooratavija V on Ioplikumaatmeline, siis dim ¢(L) = dim ¢! (L) = dim L.

293*. Olgu ruumi vabavektorite vektorruumis E3 fikseeritud vektorid a ja b. Olgu kujutus
f: E3 — E3 defineeritud seosega f (X) = d x (X x b). Toestage, et f on lineaarkujutus, leidke f
maatriks tihikristbaasi (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) suhtes, leidke f tuum ja kujutis.

294*. Olgu fikseeritud reaalarv h # 0. Vaatleme vektorruumi R,[X] vaheteisendust
1

®n: Ry[X] — R,[X], mis on antud vordusega (¢, (f)) (x) = o (f(x+h) - f(x)). Leidke ¢,

tuum ja kujutis.

295*, Olgu X, Y ja Z vektorruumid iile iihe ja sama korpuse. Olgu lineaarkujutus f: X - Y

iiksiihene ja lineaarkujutus g: Y — Z pealekujutus. Kehtigu f(X) = Ker g. Kirjeldatud olu-

korra kohta 6eldakse, et ruumid X, Y ja Z moodustavad liihikese tdpse jadaning tdhistatakse

o—xLy&z o
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Toestage jairgmine samavadrsus: leidub lineaarkujutus U: Z — Y omadusega go U = Iz pa-
rajasti siis, kui leidub lineaarkujutus V: Y — X omadusega Vo f = Ix.

18. Lineaarteisenduse omaviirtused ja omavektorid.
Olgu V vektorruum iile K, olgu f € End V.

def
A€ K on f omavddrtus & 3xe V) {0}: f(x) =Ax.

def
x € V\ {0} on f omavektor é JAeK: f(x)=Ax.
Olgu A € Maty, (K). Maatriksi A karakteristlik poliinoom: det(A — xE).

def
A € K on A karakteristlik juur Paa det(A—AE) =0.
Lause.

p

e, ¢ on V baasid, }
p.

pjap’ on A]ep ja A;/ kar. pol.-d
Olgu e vektorruumi V baas.
Lause. 1 € K on f omavddrtus <= Aon A; karakteristlik juur.
Olgu A € K teisenduse f omavéartus.

def
A algebraline kordsus on k & Aon A‘} kar. pol. k-kordne juur.
def
A geomeetriline kordsus on k = dim{xeV: f(x) =Ax}=k.

296. Olgumaatriksil A € Mat,(K) n omavéartust korpuses K. Toestage, et maatriksi A oma-
vadrtuste summa ja korrutis on vastavalt vordsed A jilje ja determinandiga.

297. Toestage, et 16plikumddtmelise vektorruumi lineaarteisendus on péoratav parajasti
siis, kui 0 ei ole tema omavaértus.

298. Toestage, et lineaarteisenduse tuum koosneb omavéartusele 0 vastavaist omavekto-
reist ja nullvektorist.

299. Toestage, et lineaarteisenduse nullist erinevatele omavéértustele vastavad omavekto-
rid kuuluvad selle lineaarteisenduse kujutisse.

300. Toestage, et lineaarteisendusel ¢ — kly, kus k € K, on samad omavektorid kui vektor-
ruumi V (iile K) lineaarteisendusel ¢. Leidke seos nende lineaarteisenduste omavéaartuste
vahel.

301. Olgu ¢ vektorruumi V (iile K) lineaarteisendus. Toestage, et kui a on ¢ omavektor,
mis vastab omavairtusele A, siis a on omavektor ka lineaarteisendustele

Q) ¢% b) ¢F keN; o) flg), kus f € K[x].

Leidke vastavad omaviirtused. (Siinkohal métleme ¢?(x) = @(¢(x)), ning kui f = a,x" +
...+a1x+ay,siis f(p)=a, po...op+...+a1p+aply.)
N——r

n tegurit
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302. Toestage, et kui ¢ on 16plikumdotmelise vektorruumi péoratav lineaarteisendus, siis
teisendustel ¢ ja ¢! on samad omavektorid. Leidke seos nende teisenduste omaviirtuste
vahel.

303. Toestage, etkui A? on vektorruumi V (iile K) lineaarteisenduse (p2 omavaartus, siis tiks
korpuse K elementidest A ja —A on teisenduse ¢ omaviirtus. (Siinkohal matleme ¢?(x) =
@(p(x)).)

304. Leidke vektorruumi Mat,,(R) lineaarteisenduse X — X! omaviirtused ja omavekto-
rid.

305. Toestage, et lineaarteisenduse omavektorid, mis vastavad paarikaupa erinevatele
omavaartustele, on lineaarselt soltumatud.

306. Leidke vektorruumi V (iile korpuse R) lineaarteisenduse ¢ omavéirtused ja omavek-
torid, kui ¢ maatriks mingi baasi suhtes on

2 -1 2 4 -5 4 -5 7
a) 5 -3 3 |; c) 5 -7 ; e) 1 -4 9 |;
-1 0 -2 6 -9 -4 0 5
3 -1 0 0
01 0 7 -12 6 1 1 0 0
b) -4 4 0 [; d) 10 -19 10 |; f) 5 -3
-2 1 2 12 -24 13 4 -1 3 -1

307. Leidke vektorruumi V, iile korpuse Z,, lineaarteisenduse omavéértused ja omavek-
torid, kui tema maatriks mingi baasi suhtes on
1 2
b) ( B ), p=3,5.

1 1
yP=2,3;
a) ( 11 ) p 2 1
308. Toestage, et lineaarteisenduse maatriks mingi baasi suhtes on diagonaalmaatriks siis
ja ainult siis, kui see baas koosneb selle lineaarteisenduse omavektoreist.

309. Olgu Ay lineaarteisenduse ¢ omavaartus. Toestage, et omavéartusele A vastavate li-
neaarselt sdltumatute omavektorite arv (ehk Ay geomeetriline kordsus) ei tileta Ay kui ¢ ka-
rakteristliku poliinoomi juure kordsust (ehk Ay algebralist kordsust).

310. Tehke kindlaks, millised vektorruumi V (iile R) lineaarteisenduse maatriksid saab viia
diagonaalkujule uuele baasile tilemineku teel. Leidke selline baas ja teisenduse maatriks selle
baasi suhtes:

1 -1 3 12 -4 111
a)(—4 4)’ -1 -3 1| Hl-2 10
o [4 1), -1 -12 6 1 -1 0
) ( 12 ) 10 -3 -9
o ( 2 -1 ) e | -18 7 18|
1 2 ) 18 -6 -17
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311. Kas maatriksid

1 -1 1 -1 3 -1 0 0 0 1

a) 1 1 -1 | b) -3 5 -1} 0 0 01 0
0 -1 2 -3 3 1 01 0 O

1 0 0 O

on sarnased diagonaalmaatriksiga?

b -~ . . ~
312* Olgu A= ( CCZ d ) reaalsete positiivsete elementidega maatriks. Tdestage, et maat-
riksil A leidub omavektor ( ¥ ) € R? nii, et x ja y on positiivsed.

313*. Olgu antud 16pmatumdotmeline komplekssete jadade vektorruum
V={(an)$,: an€C, neN}.
Nihketeisendus S: V — V on defineeritud seosega
Sla, ap, az, ...) = (az, a3, aa, .. .), (a1, ap, a3,...)€V.
Leidke teisenduse S omavéirtused ja igale omavédrtusele vastavad omavektorid.

19. Eukleidiline ruum.
Olgu E vektorruum iile R. Olgu defineeritud kujutus y: E x E — R.
Vx,yeE y(x, )=y, x),
E on eukleidiline ruum &= VoyzeE vty 2=yl 2 +y(y 2,
Vx,yeE VAeR yAx,y)=A1-y(x, ),
Vxe E\N{0} 7y(x,x)>0.
Kujutust y nimetatakse skalaarkorrutamiseks. Elementide x, y € E skalaarkorrutist tdhistatakse sageli
(x, ), (x, y) vOi xy. Arvu y/{x, x) nimetatatakse elemendi x pikkuseks ehk normiks.
NB! Skalaarkorrutise tahist (x, y) ei tohi segi ajada lineaarkatte spanf{x, y} tdhisega (x, y)!
Lause. E on eukleidiline ruum = {Vx, y.2eE (% y+a=(x yitis, 2),
Vx,yeE VAeR (x,Ay)=A-(x, ).

Olgu E eukleidiline ruum.
. def
Vektorid x, y € E on ortogonaalsed <— (x,y)=0.

def

Vektorsiisteem {x1, . .., Xp} € E on ortonormeeritud (ON) =

def Vke{l,...,n} (xp, xp)=1,

=

Yk, le{l,...,n} k#l=(x, x;)=0.
Teoreem.
{x1,..., xp} € E onlin-sdltumatu —
,...,Yn onortonormeeritud,
= 3dyy,...,yn€E : n n
span{xi, ..., Xp} =span{yi, ..., ¥n}.

Siisteemi x1, . . ., X, pohjal ON siisteemi y1, .. ., y» leidmiseks saab kasutada Gram-Schmidlti ortogo-
naliseerimisprotsessi:
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¢ koigepealt valitakse y; = x3;
* induktiivselt eeldades span{xy, ..., x;} = span{yy, ..., yi}, valitakse y;; nii, et yz4; L y; iga
ie€{l,..., k} korral, kusjuures span{xy, ..., Xg+1} =span{y1, ..., Yi+1}-

* Lopuks normeeritakse vektorid, jagades nad l1dbi oma normiga.
Gram-Schmidti protsessi voib rakendada ka lineaarselt soltuvale siisteemile. Siis nende vektorite ko-
hal, mis séltumatust ei lisa, annab protsess vélja nullvektori. Jattes nullvektorid korvale, saadakse selli-
sel viisil algse slisteemi lineaarkatte ON baas.
Teoreem (Cauchy-Bunjakovski-Schwarz). Vx, ye E  [{x, »)| < I xllll yll.
Olgu x, y € E\ {0}.

2(x, ) def arecos x, y)

il - Nyl

314. Olgu x = (x1, x2), y = (1, y2) vektorruumi R? suvalised vektorid. Niidake, et sellel
vektorruumil voib skalaarkorrutamise defineerida vordusega

a) (x,y)=x1)1+X2)2; b) (x,y)=x1y1+xX1¥2 + X2 )1 +2X2 2.
Arvutage molemal juhul vektorite x = (1, 1) ja y = (-3, 2) skalaarkorrutis.

(vektorite x ja y vaheline nurk).

315. Kasutades ortogonaliseerimisprotsessi, leidke ortonormeeritud baas tilimalt teise ast-
me reaalarvuliste kordajatega poliinoomide vektorruumis R,[X] vottes esialgseks baasiks
1, x, x° ja kasutades skalaarkorrutamist, mis on defineeritud vérdusega

a) (f,g)= f fxgx) dx;

b) (f, g) = aoho + a1 by + azby, kui f(x) = azx* + a1 x + ag, g(x) = byx* + by x + by.

316. Defineerige tilimalt n-nda astme reaalarvuliste kordajatega poliinoomide vektorruu-

2 n
X X
mil R,,[X] skalaarkorrutamine nii, et baas 1, x, o7 T oleks ortonormeeritud.
! n!
317. Toestage, et kui eukleidilise ruumi vektor on ortogonaalne vektoritega ay, . . ., a;,, siis

on ta ortogonaalne ka koigi lineaarkombinatsioonidega ki a; +. . .+ kpy,ap-

318. Toestage, et kui eukleidilise ruumi nullist erinevad vektorid x ja y on ortogonaalsed,
siis vektorsiisteem x, y on lin-séltumatu.

319. Olgu E eukleidiline ruum ortonormeeritud baasiga ey, . . ., e,. Toestage, et iga x € E
korral
x=(x,ene1+...+(x, ey ey.

320. Toestage, et 1oigus [—m, ] pidevate funktsioonide vektorruumis trigonomeetrilise
stisteemi 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . . ., cos nx, sin nx, . .. suvalised kaks erinevat vekto-
T

rit on ortogonaalsed skalaarkorrutise (f, g) = f f(x)g(x) dx suhtes.
-7

321. Toestage, et kui eukleidilise ruumi vektorite siisteem a;, . . ., a,, on ortogonaalne, siis
lay +...+am ||2 =|la; ||2 +...+] amll2 (tildistatud Pythagorase teoreem).
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322. Toestage jirgmised normi omadused:
VxeE |x|=0x=0,

VxeEVAeR |Axll=IAl-lxl,

Vx,yeE lx+yl<Ilxl+Iyl.

323. Leidke kolmnurga abc kiilgede pikkused ja sisenurgad eukleidilises ruumis R°, kui
kiiljevektorid on
a=2,4,2,4,2), b=(6,4,446), ¢=(5,7,572).

324. Veenduge, et vektorid a;, a; € R* on ortogonaalsed ning tiiendage siisteem ay, a, or-
togonaalseks baasiks:

a) a) = (1r _2) 2) _3)r ap = (2, _3) 2) 4); b) ay = (1r ]-r ]-) 2)1 a = (1r zr 3) _3)~

325. Tiiendage vektorite siisteem a;, a,; ortonormeeritud baasiks:

212 12 2 1111 11 1 1

a) a=\zhb 2=\ 5"5 ) b) a=\--o-phb@=l0 5 o
333 33 3 2222 22 2 2

326. Kasutades ortogonaliseerimisprotsessi, konstrueerige vektorite ay, . . ., a,, lineaarse

katte ortogonaalne baas:
a) a;=(1,2,2,-1),a,=01,1,-5,3),a3=(3,2,8,-7);
b) a;=(1,1,-1,-2),a,=(5,8,-2,-3),a3=(3,9, 3, 8);
c) my=2,1,3,-1),a,=(7,4,3,-3),a3=(1,1,-6,0),a,=(6,7,7, 8).

327. Olgu vektorruumil R skalaarkorrutamine defineeritud vordusega
(X, y)=X1y1 = X1Y2 — X2 )1 +2X2Y2 — X2 )3 — X3 Y2 + 2X3Y3 — X3 Y4 — X4 Y3+ 2X4 Y4
mistahes x = (x1, X2, X3, X4), ¥ = (J1, Y2, ¥3, Ya) € R* korral. Kasutades ortogonaliseerimis-
protsessi, leidke vektorruumi R* ortonormeeritud baas lihtudes baasist
a) a = (11 Oy 0) 0)r ay = (0) 1! Oy 0)7 as = (07 0; 1! O)r as = (07 07 Or 1);
b) a) = (1y _ly 07 0)) ay = (0) 1) _1) O)r as = (Or Oy 1! _1)) ag = (1) 0) 0) 1)-

20. Ortogonaalne tdiend.
Olgu E eukleidiline ruum ja L tema alamruum.

I+ dgf{x € E:VyeLx 1y} (alamruumi L ortogonaalne téiiend).

328. Toestage, et

a) L' onE alamruum; d (L1n Lg)L = Lll + LzL;
b) (LYt =1; e) EX=1{0}
o) (Li+L)t=LinLy; f) {0}F =E.

329. Leidke ortogonaalse tdiendi Lt ortogonaalne baas, kui L = {(a;, a», az) ja
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a) a1=(1,021,a,=(2,1,23),a3=(0,1, -2, 1);
b) a) = (11 3} O) 2)r ap = (3y 7} _ly 2)! as = (2) 4) _11 O);
car=211,-1),a=01,1,30),a3=(1,2,81)

330. Olgu L eukleidilise ruumi E alamruum. Tdestage, et iga vektor a € E esitub iiheselt
summana a = b+c, kus b € L ja ¢ € L*. Vektorit b nimetatakse vektori a ortogonaalseks
projektsiooniks alamruumile L ja vektorit ¢ nimetatakse vektori a ortogonaalseks tdiendiks
alamruumi L suhtes.

331. Leidke vektori a ortogonaalne projektsioon ja ortogonaalne tdiend, kui
a) a=4,-1,-3,4) ja L on vektorite a; = (1,1,1,1), a» = (1,2,2,-1), a3 = (1, 0, 0, 3) li-
neaarne kate;
b) a = (5,2,-2,2) ja L on vektorite a; = (2,1,1,-1), a» = (1,1,3,0), a3 = (1,2,8, 1) li-
neaarne kate.

332*, Otsustage, kas ruumil R? leidub selline skalaarkorrutis, et ((x, ), (x, y)) = (|x] + |y)?
iga (x, y) € R korral.

Néipundide: Eukleidilise ruumi E skalaarkorrutis rahuldab ré6pkiiliku vordust: 2{u, u) +2(v, v) = (u+
v, u+v)+{u—v, u—-v)igau, ve E korral.

333*. Olgu x1, xp, . . ., X, suvalised reaalarvud. Tdestage, et kehtib varratus
2 2 2
X X X
nn+1) |2+ 24+ 2 2t )P
n n-1 2

Ndpundiide: Cauchy vorratus.

21. Ortogonaalsed ja siimmeetrilised teisendused.
Olgu A € Mat, (R).

def
A on ortogonaalne & AAl=A'A= Ej.
Olgu E eukleidiline ruum, olgu f € End E.

def

f on ortogonaalteisendus = VxeE(f(x), f(x))=(x, x).
Lause. f on ortogonaalteisendus = Vx, y€E (f(x), f(3)) =(x, y).

Teoreem. f on ortogonaalteisendus — iga ON baasi e korral Aji on ortogonaalne.

(EI ON baas e: A; on ortogonaalne) = [ on ortogonaalteisendus.

. . def ¢
Aon siimmeetriline < A=A".

def
f on siimmeetriline = Vx, ye EXf(x), ) ={(x, f(¥)).
Teoreem. f on siimmeetriline = iga ON baasi e korral A; on siimmeetriline.

LEI ON baas e: A;i on sﬁmmeetriline) = [ onsiimmeetriline.

eoreem.
f on simmeetriline,

A € Con f karakteristlik juur } = AeR
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Teoreem. Olgu dim E = n. Siis
eon E baas,

on simmeetriline <= Je: . . .
f { koik e vektorid on f omavektorid.

334. Veenduge, et tegu on ortogonaalse maatriksiga ja kirjutage vidlja p60rdmaatriks:

1 0 1
L -1 0 1
V2lo v2 o
335. Leidke jargmiste maatriksite hulgast ortogonaalsed ja arvutage nende determinandid:
2 1 1 2 1
veae) egla )
-2 0 0 12 2 3 1 V6
1 1
C=0\/§1,D=§21—2,F:Z 1 3 -6
0 -1 V3 -2 2 -1 -v6 V6 2

336. Toestage, et ortogonaalmaatriksi determinant on 1 véi —1. Kas kehtib vastupidine vai-
de?

337. Olgu antud maatriks A € Mat,,(K) nii, et AA" = E,,. Testage, et A on ortogonaalmaat-
riks.

338. Olgu eja ¢ ortonormeeritud baasid. Tdestage, et {ileminekumaatriks C®® on ortogo-
naalmaatriks.

339. Toestage, et ortogonaalmaatriksi poordmaatriks on ka ortogonaalmaatriks.
340. Millisel tingimusel on diagonaalmaatriks ortogonaalne?

341. Toestage, et eukleidilise ruumi ortogonaalsete teisenduste hulk on rithm teisenduste
korrutamise suhtes.

342. Toestage, et kui eukleidilise ruumi kaks vektorit a ja b on sama pikkusega, siis leidub
ortogonaalne teisendus ¢, mis viib vektori a vektoriks b.

343. Tehke kindlaks, kas vektorruumi R, [X] lineaarteisendused
a) (¢(N) ) = f(-x); b (@(H) ) = 2" f (l)
X
on ortogonaalteisendused, kui skalaarkorrutamine on defineeritud valemiga

<f, g) =Clnbn+.. .+6l1b1+610b0,
kus f(x)=apx" +...+a1x+apjag(x) = byx" +...+byx+ b.

344. Toestage, et

a) regulaarse siimmeetrilise maatriksi p66rdmaatriks on siimmeetriline;
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b) iga maatriksi B korral on maatriks A = BB! siimmeetriline;
¢) simm. maatriksite A ja B korrutis on siimmeetriline parajasti siis, kui AB = BA.

345. Maatriksit A nimetatakse kaldsiimmeetriliseks, kui A’ = — A. Toestage, et

a) regulaarse kaldsiimmeetrilise maatriksi p66rdmaatriks on kaldstimmeetriline;

b) kaldstimm. maatriksite A ja B korrutis on siimmeetriline parajasti siis, kui AB = BA;

¢) kaldsiimm. maatriksite A ja B korrutis on kaldstimmeetriline parajasti siis, kui AB =
—BA.

346. Toestage, et kahe siimmeetrilise teisenduse summa on siimmeetriline. Kas sama oma-
dus kehtib ortogonaalteisenduste kohta?

347. Toestage, et simmeetriliste teisenduste reaalarvuliste kordajatega lineaarkombinat-
sioon on siimmeetriline.

348. Olgu ¢ ja v suvalised lineaarteisendused eukleidilisel ruumil E. Tdestage, et ¢ = ¥
parajasti siis, kui (p(x), y) = (v (x), y) iga x, y € E korral.

349. Toestage, et kahe stimmeetrilise teisenduse ¢ ja y korrutis ¢y on stimmeetriline siis
ja ainult siis, kui ¢ ja ¢ kommuteeruvad.

350. Toestage, et kui ¢ ja ¥ on stimmeetrilised teisendused, siis ¢ + 1 ¢ on stimmeetriline
teisendus.

351. Leidke lineaarteisenduse omavektoreist koosnev ortonormeeritud baas ja teisenduse
maatriks selle baasi suhtes, kui teisenduse maatriks mingi ortonormeeritud baasi suhtes on

2 ( 11 ) 1 2 2 11 1 1
1 1) alz2 1 2| gt ot 1o
- 2 2 1 1 -1 1 -1 ]
b) ( > g ); 1 -1 -1 1
00 0 1
11 2 -8 17 -8 4 001 0
ol 2 2 10 |; e) | -8 17 -4 |; &1o1 0 0
8 10 5 4 -4 11 100 0

352*. Olgu ¢ siimmeetriline teisendus ning x ja y tema omavektorid, mis vastavad erine-
vatele omavidrtustele. Toestage, et x L y.

353*. Olgu y 16plikumbotmelise eukleidilise ruumi E ortogonaalteisendus. Ruumi E alam-
ruumi L nimetatakse v -invariantseks, kuiy(x) € Liga x € L korral. Toestage, et y-invariantse
alamruumi L ortogonaalne tdiend on ka y-invariantne.
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Vastused ja lahendused

[1}[@)] On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, leidub iihikelement, péoratavate elementide
hulk on {1}.

[6)]On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, ithikelementi ei leidu.

[0)]On algebraline tehe, ei ole kommutatiivne, ei ole assotsiatiivne, iihikelementi ei leidu.

On algebraline tehe, kommutatiivne, ei ole assotsiatiivne, tihikelementi ei leidu.

[©)]Olgu a, b € N. Me kirjutame a | b, kui leidub k € N nii, et ak = b. (Analoogilise jaguvuse definitsiooni
saab kirja panna ka olukorras, kus N asemel on Z.)

Arv ¢ = SUT(a, b) on defineeritud jargmiselt:

iycla,c|b;

ii) kui mingi d korral d | ajad | b, siis d | c.

Kahe arvu a, b € N korral on SUT(a, b) alati olemas ja naturaalarv, selle leidmiseks saab niiteks kasuta-
da Eukleidese algoritmi (6pikus lk 205) vdi avaldist astendajate kaudu (lk 204).

On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, iihikelementi ei leidu.

Arv ¢ =VUK(a, b) on defineeritud jargmiselt:

alc blc

ii) kui on naturaalarv d omadusega a | d, b| d, siis c | d.

Leidmiseks vdib kasutada avaldist astendajate kaudu (lk 204).

On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, leidub tihikelement, pooratavate elementide hulk
on {1}.

[8)]Pole algebraline tehe.

[R)]On algebraline tehe, ei ole kommutatiivne, on assotsiatiivne, iihikelementi ei leidu.

[2[2)]On algebraline tehe, kommutatiivne, pole assotsiatiivne, ithikelementi ei leidu.

Sama nagu

[0)]On algebraline tehe, iilejédnu sama nagu iil. [[jc)}

[D]On algebraline tehe, pole kommutatiivne, pole assotsiatiivne, iihikelementi ei leidu.

[£)]On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, ithikelementi ei leidu.

On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, leidub iihikelement, péoratavate elementide
hulk on {@}.

[6)]On algebraline tehe, pole kommutatiivne, pole assotsiatiivne, iihikelementi ei leidu.

On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, leidub tihikelement, pooratavate elementide
hulk on {X}.

On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, leidub iihikelement, koik elemendid on p6ora-
tavad.

[4] 1gatahes ei tohi tehe olla assotsiatiivne, vastasel korral oleks igal elemendil iilimalt iiks pd6rdelement.
a) Olgu A = {e, a, b}. Anname iihe sobiva tehte jirgmise tabeliga:

Siin a podrdelemendid on a ja b ning tabelisse voib ? kohale kirjutada mida tahes (kasvdi niiteks e).
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b) Lahendusidee on analoogiline punktiga a).

B () on,

(i) ei ole (pooratavate elementide hulk on {-1, 1}),
(iii) ei ole (pole kommutatiivne ega assotsiatiivne),
[B)on,

ei ole (pole algebraline tehe),

[d)]on,

[&)]on,

Dlon,

[g)]on,

kui X on vdhemalt kolme-elemendiline, siis ei ole (pole kommutatiivne),
ei ole (pole kommutatiivne),

[)]on,

[©]on,

(i) ei ole (pole algebraline tehe),

(i) ei ole (pole kommutatiivne),

[m)]ei ole (pole kommutatiivne).

[@] mittekommutatiivne riihm,
[6)]Abeli rithm,

ei ole algebraline struktuur,
[@)]mittekommutatiivne rithm,
[e]lAbeli rithm.

[9} Tdhistame teisendused: samasusteisendus &; pdérded 120° ja 240° vorra 71 ja m2; pdorded 90°, 180°
ja 270° vorra n3, 74 ja w5 ning peegeldused o1, 02, 03 (kolmnurga telgede sihis), 04, o5 (ristkiiliku
telgede sihis), g, 07 (rombi telgede sihis). Saame jargmised tabelid.

o I V3] T2 o1 g2 o3
£ £ 1 T g1 g2 o3
1 V3] T2 t o3 o1 (o)
a) 7 | 7 £ Ty O 03 O]
g1 01 (o) g3 £ 5] T2
oy | 0o 03 01 T2 £ T
o3 o3 g1 g2 ] T2 £

o £ T3 T4 s 04 g5 O6 a7
£ £ T3 T4 5 04 g5 Og g7
3 3 T4 143 &€ Og a7 o5 04
T4 T 5 £ T3 g5 g4 g7 (o
b) 7n5 | 75 € T3 T4 O7 O 04 Os
(o} (o} g7 o5 06 £ T4 5 3
g5 05 (o 04 o7 T4 € 3 V143
¢ Og6 04 o7 05 T3 Tis5 £ T4
a7 o7 o5 06 (o} T 3 T4 &
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o £ T4 ¢ a7
£ € T4 (o a7
C) 7y | My £ o7  0Op
06 06 a7 € T4
o7 o7 g T4 £

T4 04 05
£ £ g 04 05

d) my | my € 05 04

04 04 o5 € T4

g5 g5 (o} 7 £
Olgu G rithm. Kui mones reas oleks iihte elementi topelt, nt. x * y = x * z, siis kasutame 4ra elemendi
x~ ! leidumise. Koik elemendid kindlasti esinevad, sest vorrandi x * z = y lahendame x~! abil.
Vastupidine véide ei kehti. Vt. nditeks

Uhikelementi ei leidu.

m Vahetu kontroll; iithikelement on (1, 0) ja elemendi (a, b) po6rdelement on (%, — %)
Toestada vordused abab =1 ja aabb = 1.

kommutatiivne ring, ei ole korpus, pooratavate elementide hulk U(2) = {-1, 1};

[b)]ei ole ring (puudub iihikelement);

korpused;

kommutatiivne ring, ei ole korpus, pooratavate elementide hulk {a + bv/2: a®—2b? | a, a®-2b% | by
[&)]korpus;

ei ole ring (puudub iihikelement);

kommutatiivne ring, ei ole korpus, pooratavate elementide hulk {% :a€Z,beN,pta, pt b}
Ih)|mittekommutatiivne ring, ei ole korpus, U(Mat, (Q)) = {A € Mat,(Q): det A #0};

[Dljuhul m =1 vt. til.[a)} juhul m > 1 ei ole ring (puudub iihikelement);

[]korpus;

[K)ei ole ring (distributiivsus ei kehti).

@kommutatiivne ring, ei ole korpus, pooratavate elementide hulk

{( Z 3: ) a,bez, a*-3b%|a, a —3b2|b} nullitegurid puuduvad;

[B)lkorpus;
ei ole ring (puudub tihikelement), nullitegurid puuduvad;
a b

b ) (a,b)eZ} kus Z =

d)| kommutatiivne ring, ei ole korpus, pooratavate elementide hulk {(

a

) : Ialzl}, koik

{(a,b)eZ?: a#0, a>-b? | a, a®>-b* | b}u{(0,1), (0, —1)}, kéik nullitegurid on kujul ( a Z ) ja

—a

( a -a ),kusa;éo;
a

o
QT o

e)| kommutatiivne ring, ei ole korpus, péoratavate elementide hulk { (

o © Q

60



oo

0 c
nullitegurid on kujul ( 0 b ), kus |b| +|c| > 0;

0 0
[B]korpus;
[g)]korpus.
Uhikelemendi olemasolu tdhendab, et H on pdératav.
17 @Hd]psoratavuse tingimus on f(x) # 0 Vx € [-1, 1], leidub nullitegureid.
Vastavalt jadgiga jagamise lausele on jddk jagamisel naturaalarvuga n iiheselt méératud ja hulgast
{0,...,n—1}1.0lgua=qin+rijab=gon+ro.Kehtigua=b (mod n),siis n|a—b=n(qy1—q2)+(r1—r2),
millest n | ry — 1o, jérelikult r1 = . Vastupidi, kui 1 = r», siis a — b = n(q1 — g2) jagub n-ga.
Kongruentsuse seose refleksiivsuse, simmeetrilisuse ja transitiivsuse kontroll on vahetu.
Tuleb veenduda, et jadgiklasside liitmine ja korrutamine on korrektselt defineeritud, see téhendab, ei
soltu esindajate valikust. Olgu @ = € ja b = d. Néitame, et a+b = c+d ja a-b = c-d. Selleks paneme
tdhele, etaea=—c, mistéttun|c—ajan|a-c, analooglhselt nlb-djan|d-b.Niuidxea+b e
nla+b-xsnla+b+(c-a)+(d-b)=c+d-xsxec+d. Samutix € a- abenlab-xen|
ab+b(c—a)+cld-—b)—x=cd- xoxec-d.
Edasine ringi aksioomide kontroll on juba vahetu.

19
Zs5,+) |0 1 2 3 1 (Zs,) |0 1 2 3 1
0 01 2 3 1 0 0 0 0 0 ©
1 1 2 3 242 0 1 01 2 3 1
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3
3 3 24 0 1 2 3 0 3 1 12 2
1 4 0 1 2 3 1 0 4 3 2 1
Zg,+) |0 1T 2 3 4 5 Zg,) |0 1T 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5 0 0 0 0 0 0 O
1 1 2 3 4 5 0 1 0 1 2 3 4 5
2 2 3 4 5 0 1 2 0 2 4 0 2 14
3 3 4 5 0 1 2 3 0 3 0 3 0 3
Z 4 5 0 1 2 3 1 0 4 2 0 4 2
5 5 0 1 2 3 1 5 0 5 4 3 2 1

Ring Z5 on korpus. Ring Zg pole korpus.

iOlgu n kordarv, siis leiduvad a ja b, kus 1 < a, b < n, nii, et n = ab. Niiiid @-b= a-b =7 = 0 ning
oleme leidnud nulliteguri a.
Olgu a pooratav, see tadhendab, leidub b nii, et a- Db=1.See tdhendab, et a-b=1ehketleidub ke Z
nii,etab—1=kn.llmselt1 | ajal | n.Kehtigud | ajad | n,siisd | ab—kn = 1. Olemegi ndidanud,
etd | 1, mis annab, et 1 = SUT(a, n).
Teiselt poolt, kehtlgu SUT(a, n) = 1. Siis Eukleidese algoritmi pohjal leiduvad u, v € Z selliselt, et 1 =
au+nv.Seegal=a-U+7n-U=a-u+0-7=a-u. Niisiis on @ péordelemendiks 7.
[0)] Olgu Z,, korpus. Siis on tema koik nullist erinevad elemendid pdoratavad, mis osa 2) pohjal té-

hendab, et SUT(a, n) = 1igaa=1,2,..., n—1 korral. Vaja on niidata, et n on algarv. Oletame vii-
tevastaselt, et mingi k hulgast {2, ..., n— 1} on arvu n jagaja. Siis k | SUT(k, n), sest k | k, k | n. Kuna
SUT(k, n) = 1, siis k | 1, mis on vastuolus ndudega, et k € {2, . .., n—1}. Saadud vastuolu niitab, et n on
algarv.

Teiselt poolt, olgu n algarv. Olgu a€{2,..., n—1}. llmselt 1 | ajal| n.Olgukad | ajad| n.Kunad | n,
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siis d = 1 voi d = n. Viimane juhtum on véimatu, sest d | a. Seega d = 1 jajdrelikult d | 1. Oleme saanud,
et SUT(a, n) = 1, mis tdhendab, et @ € Z,, on pdoratav. Jarelikult Z,, kdik nullist erinevad elemendid on
poodratavad, mis tdhendab, et Z; on korpus.

Ulesande[2db)|osa pohjal U(Z10) = (1,3, 7,9}, UZ12) = {1, 5,7, 11} ja U(Z7) = Z7\ {0} (kuna osa[20p)]
ttleb, et Z7 on korpus).

224

+]|0 E s T |0 E s T
olo E s T olo o0 0 o
E|E O T s E|lO E S T
S|s T 0 E slo s T E
T|T S E O T|o T E S

23| Uhikelement on X.

(x, y) =0, —1);(x, Y= (1, %]
)| -17-75b)] @+ V6) + (vV3-2v2)i[o)] - + Eisfd)] - £ - Eisfe] £ - Eisfp] & - &i.
[28] Lahendus 1. Kontrollime, et (2 +1)(17 — 9i) = (3 —i) (13 + 4i).

24 _ 1., 1 _ 13+4i
Lahendus 2. Veendume, et 5= s =it =15

[29} jah.
[0} juhul |al = |b] # 0.
- a) 5; b) —2i; ¢) 2 -3i.
3 2, Kasutades tihiseid z = a+ bi,Re z=a,Im z=b, |z| = V a2 + b2, Z = a— bi, saab vahetult kontrollida
koigi vorduste kehtivust. Vorduste[f)Hh)|jaoks on mugavam kasutada trigonomeetrilist kuju.

1, kui n mod 4 =0, 0, kui » mod 4 =0,
kuinmod4=1, i, kuinmod4=1,

i
33 )i [b) -1, kuinmod4=2, i—-1, kuinmod4=2,
—i, kuinmod4=3; -1, kui n mod 4 =3;
34 a cosO+1sm0 c0532” +ism x. c) V2. (cos +1sm3£),2~(cos 1(13”+1s1n 1}3”),
3 4n

6m 6m.
COS — arctan 3 1 +isin (— arctan 4]) CoS 3 + isin 3 ’ Cos v +isin v ({01 (E—(Z) +

isin (3 -a I2 cos 350° +i sin 350°) I4 cos 195° +1isin 195°).
[B6}[)]rongas kahe ringjoone vahel, ringjoonte keskpunkt on 1—2i ja raadiused 1 ning 3;[)]fookustega —i
jaiellipsi sisepiirkond;k()ik, mis jadb véljapoole ringi keskpunktiga 1 ja raadiusega l;vt. hiiperbool
fookustega 2 ja —2, noutav punktihulk jaéb parempoolsest harust vasakule; punktid, mis on 1-le
ldhemal kui —1-le.
[38l vahetu kontroll.

9 a) z2 = Az1, kus A > 0, voi vastupidi; b) zp = Az1, kus A <0, voi vastupidi.

Rez>0 O<(p\2,Imz<1|z|<1 Re z<0.
12(cos 120° +1isin 120°); . 12 c 35 n212(1 +1i); .29 \/§i);2” (cos & +isin ZE);

+71
.(1+1)2 21
ﬁ‘ln i;|c) 3(00560 +1isin 60°);(d \/iexp( i

V2exp (-% \/zexp( ]\/Eexp( )\/zeXp(%”i];exp(%'
exp I\/iexp (&), \/Eexp( J \/Eexp(1 )\/iexp( e :
oo ). 0 (3 Bl .5 e (35 3 (585 5 e -

H )] —i.

=
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e) exp (—i] exp (?i ; ) exp (§i), exp (Ti]’ exp(

exp (11” ) h) exp (§i), exp (?i], exp( 2 p

i) exp ({51), exp ( ) exp [%1) exp (l—i), exp (l—i), exp [l—i], exp (l—i), exp (1—1)
48| [@)]Olgu a™ =1, ™ = 1, siis (a )™ =

Olgu SUT(n, m) =1 ja a™™ =1, siis 1 = un + vm mingite tdisarvude u ja v korral, tdhistame § = a%"

jay=a’™, siis " =1jay" =1ning fy = a.

Olgu SUT(n, m) = 1 ning olgu a = exp [EZni) n-nda astme algjuur (st. SUT(k,n) = 1) ja § =

exp (m2m) m-nda astme algjuur (st. SUT(/, m) = 1). Siis af§ = exp (%Zni), kusjuures SUT(km +

In, nm) = 1. Téepoolest, olgu selline algarv p, et p | km + In ja p | mn. Vaatame juhtu, kus p | m, siis

plln. Et SUT(, m) = 1, siis p | n, mis on vastuolus vordusega SUT(m, n) = 1. Juhtu p | n vaadeldakse

analoogiliselt.

Olgu niitid a = exp (%Zni] n-nda astme {ihejuurja g = exp (%Zni) m-nda astme tihejuur ning oletame,

etaf =exp (%Zni] onselline, et SUT(km+In, nm) = 1. Nditame, et « ja § on vastavalt n-nda ja m-
nda astme algjuured. Oletame, et « ei ole n-nda astme algjuur, see tdhendab, leidub algarv p nii, et p | k
jap|n. Niiid p| km+ Inja p | nm, mis on vastuolus vordusega SUT(km + I n, nm) = 1. Analoogiliselt
tuleneb vastuolu sellest, et § ei ole m-nda astme algjuur.

0, kuiz#l,
n, kuiz=1.

20} 0.
@ (cos @ +isin @)™ = cos ng +isin ng, (cos ¢ —isin )" = cos ng —isin ny, seega
AL n i n P n_ i n
cos ng = (cos ¢+isin @) ;—(costp isin ) jasin ne = (cos +i sin ¢) 2i(cos<p isin ) )
52 1+1)”,(1+z)”
53} (o) 2 = 4-3i; ) ze {2 (cos 1+8k L8kn) : ke0,1,2,3,4,5,6, 7}};z € {0, +1, +ij;
d) kui n = 3, siis z € { L +isin kz”) r=0,kef0,1,2, 3}}, muul juhul z = 0 vdi z €
s”’iﬂsmi’f{ kez } z—2+1 z: J_r\/z,z_1+\/_1 zt—:{l—i,2+3i};z€

[*1, _1};z e {2 (cos 152K L ke (0,11} 0| 2 € {oos Ltk +isin Lt ke o, 11};

ze€ {cos 1+88k7r+1sm L+8k 7. ke o, 1}; z€ {2 (cos 8+6kn+1sm 8+6k ) ke o, 1}}; z€
cos %n-ﬂsin %n' kefo, 1, 2}}' z € {3 (cos 1+32kn+1sm 1+32k ) 1 kefo, 1,2}}; z €

Ltk L z € {{‘/E(cos L8k 5 1 sin 143K 7 ) 1kef{o,1,2, 3}};
z € {cos 1JjT‘lknﬂsm 1+84kn: ke0,1,2, 3}} U {g/i(cos L4k 5 1 sin 142K 7 ) :kefo, 1,2}}; z €
{cos L2k 7 +isin 42k7: ke o, 1, 2}} u{{s/i (cos 944K 7 1 i sin 9+64kn) 1 keio,1, 2}}.

ei. (Viete'i valemid.)

alamriithmoidid on {a} ja {b, c}.

60} a) skalaarmaatriksid, C; b) nullist erinevad skalaarmaatriksid, maatriksid determinandiga 1.

61} Kui n = pq, kus p, g €N, siis hulk {0, g, 24, . . ., (p — 1) g} on Z, alamrithm. K6ik Z, alamrithmad on

sellisel kujul: olgu Z,, mingi alamriithm A, siis 0 € A ja A l6plikkuse t&ttu leidub g := min{u € N: 7 € A}.

{COS
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Sealjuures q | n, vastasel korral jagaksime n jidgiga g-ga ja tekiks n = ag+r,kusre{l,...,q—-1},
mistottu 0 = ag + 7, jdrelikult 7 € A, vastuolu ¢ minimaalsusega.

Imselt §,24, ..., n—1)q € A. Kui oleks mingi b € A omadusega kg < b < (k+ 1)q, siis ka b—kq =
b- kq € A, kusjuures 0 < b— kq < g, vastuolu g minimaalsusega. Niisiis A= {0, g, 24, ..., (p— D g}.
[62 vahetu kontroll.

Kuna alamriihm H on mittetiihi, siis mingi x € H, mistottu 1= x-x~! € H.

[64} [)]jah; [b)]jah.

[65} vahetu kontroll.

{a+bV5: a,beZ}.

Kuna iga alamring peab sisaldama 1, on ainus alamring Z5.

68} jah, nditeks K < Mat, (K), C < Maty (R), samuti K < K[X] (poliinoomide ring), kus K on korpus.

a) alamring Z + v2Z := {a+ bVv/2: a, b € Z}, alamkorpus Q + v2Q;

b) alamring Z + V3z, alamkorpus Q + \/§@;

¢) alamring Z + V27 + ¥4z, alamkorpus Q + V20 + v40.

a) alamring Z +iZ := {a + bi: a, b € Z}, alamkorpus Q +iQ;

b) alamring Z +iZ, alamkorpus Q +iQ;

¢) alamring Z + 2iZ, alamkorpus Q +iQ.

(Kui loobuda iithikelemendi olemasolu ndéudest, siis osas b) tuleb vdhim alamring {a + bi: a, be Z, 2|
a+ b} ja osas ¢) tuleb vihim alamring 47 + 2iZ.)

f(A) =X\ A.

Jah. f (0) =1, edasi paneme tihele, et rithmas Zg vordust x + x = 0 rahuldavad ainult 0 ja 3, seega
f(3) = 6. Rithmas Zg vordusi x+x = yja y+y = x rahuldavad ainult (x, y) = (2, 4) ja (x, y) = (4, 2); samad
lahendid on ka vérranditel x-x = y ja y -y = x rithmas U(Z7). Vaatleme juhtu f(2) =2 ja f(4) = 4; kuna
1+2=3, peab kehtima f (1) -2 = 6, mistottu f MH=3 ja f (5) = 5. Kontroll niitab, et f on isomorfism.
Juhul f(2) =4ja f(4) =2 saame f(1) =5 ja f(5) = 3 ning ka selline f on isomorfism.

Ei. [lmselt Z» x Z, nullelement on (0, 0). Lisaks nullile nii (T, 0) kui (0, 1) rahuldavad vordust x+x = 0,
ent rithmas Z4 on sellist vordust rahuldavaid nullist erinevaid elemente ainult iiks (2).

Saame, et f(1) = f(1-1) = £(1)- f(1), millest f(1)~!-ga korrutamisel jireldub, et f(1) = 1. Saame, et
f-feh=fe-xhH=Ffu=1

Kuna f on siirjektiivne, siis leidub a € A; nii, et f(a) = 1. Niid 1 = f(a) = f(a-1) = f(a)- f(1) =
1-f(1) = fQ).

Olgu f: Q — Z siirjektiivne ja omadusega f(a+b) = f(a)+ f (b). Siis leidub x € Q selliselt, et f(x) = 1.
Niiiid 1 = f(x) = f(5) + f(3) =2f(3). Ent ei leidu tédisarvu y, mille korral 2y = 1.

jah, f(x) =2x.

jah (f (x) = 2%), ei (kui f(x) = 2, siis § + § = x, mistottu f (%)2 =2, mis on vdimatu).

f (cos % +isin %] =k

D) F(f) = (a, b);

[8)]Sn elemendid on hulga {1, . . ., n} iiksiihesed pealekujutused. Defineerime isomorfismi F jargmiselt:
igale bijektsioonile f: {1,..., n} — {1, ..., n} seame vastavusse n x n maatriksi, mille i. reas on kdik
elemendid nullid, vélja arvatud f(i). veerus asub 1.

@la+b)=qla+b) =qa+qb=pla)+eb); kui p(a) = p((b), siis ga = qb, millest a = b; kui x € G,

siis ¢ :q-gzx.
[1} vt.[74]ja[75]
B2} ¢(2) ={ne: nez}.
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ei. Toepoolest, olgu f isomorfism, siis f(\/f) =a+bVs mingite a, b € Q korral. Samas f(1) = 1, mis
annab f(x) = x iga x € Q korral. Niiiid 2 = f(v2-v2) = (a+ bv/5)% = a® + 5b% + 2ab+/5, millest ab = 0,
seega a = 0 voi b = 0. Kui b = 0, siis @® = 2, mis on vdimatu. Kui a = 0, siis 2 = 5b%, mis on samuti
voimatu.

Tshistame w = ¢~ 1. Lihtne kontroll niitab, et : S — R on samuti ringide isomorfism. (Niiteks
oy(a)+yb) =ey(a)+e ) =a+b=epyla+b)), milest y(a)+y(b) =w(a+ b). Analoogiliselt
korrutamisega.) Olgu z € S\ {0}. Veendume, et ¢(y(2)) - z = 1. Saame, et (p(u/(z)_l) -z = (p(u/(z)_l)~
Pw(2) = pw(2) "L -w(2) = p(1) = 1. (Analoogiliselt teistpidine korrutamine.)

[B11[a)] 7;[6)] 14;[c)] 22;[d)] 36.

92L& - 12;B)15.

ail  az
az1  a

an  aiz a3
= ailazy —appapy, | az1 dzz  az3 | = 411422433 — A11423432 — 412421433 +
azy  asz  ass

93|

aiz2az3as] +ay3a1asz — ai3a2asl .

Vaatleme olukorda, kus peadiagonaali kohale jddvad elemendid on koik nullid. Tegur ay ;) on
nullist erinev vaid juhul, kui o(k) < k. Valides jarjest k =1, 2, ..., n, leiame tdnu o injektiivsusele, et
koik lildetavad peale selle, mis vastab samasusteisendusele, on nullid.

Kui peadiagonaali alla jadvad elemendid on koik nullid, arutleme analoogiliselt; sel juhul on ay. 4k
nullist erinev vaid juhul, kui o (k) > k; valida tuleb jarjest k=n,n-1,..., 1.

OlguB = AT, siis bij = aji ning bl,o(l) e ~'bn,0(n) =dag1),1'---"Ag(n),n = al,a’l(l) .. .-anlaq(n).
Sealjuures substitutsioonil endal ja tema poéordkujutusel on sama paarsus, kuna podérdkujutuse vot-
misel vahetatakse substitutsioonitabeli read.

liidetavad onkujul Aa; ;1) G2,62) - - - An,o(n) distributiivsust kasutades toome A sulgude ette;
A—ga on korrutatud koiki 7 rida;

Olgu asj = ayj. Determinandi arendises koos iga liidetavaga, mis sisaldab a5 (s) - a1,0(r), on ka liide-
tav muudetud kujul a5y - a5 (5) (muud tegurid on samad), kusjuures substitsiooni paarsus muutub.
Iga sellise liidetavate paari summa on 0.

Olgu s ja t antud reaindeksid. Olgu B maatriks, kus bsj = ay; ja a;j = bsj ning muud read on samad
mis maatriksis A. Siis B determinant on méjutatud asjaolust, et by g (s) * by, (1) = Gr,0(s) * Gs,0 (1), tAPSe-
malt, maatriksi B liidetavale vastab maatriksis A liidetav, kus o on asendatud substitutsiooniga ¢’ nii,
eto’(s) =o(t) jao' () = o(s). Seega sign o’ = — sign o, mistdttu det B = — det A.

Kasutage[a)]jale)}

Olgu maatriks B saadud maatriksist A nii, et tema s-nesrida on asj +Aay;. det B sisaldab liidetavana
as,5(s) + Ay g(s), sulgude avamisel saame kaks summat: esimene vastab arvule det A ja teine vastab
sellise maatriksi (1-ga korrutatud) determinandile, kus s-nes ja t-nes rida on vordsed.

Ei. (Nditeks A olgu n-jarku tihikmaatriks ja B olgu maatriks, kus iiks peadiagonaali element on 1,
mujal kogu maatriksis 0.)

©7) |B| = —6.

a=2.

99} [a)] vdir; [b)] toene; [c)] toene; [d)] toene juhul, kui ridade (veergude) arv on paaritu; [e)] toene; [F)] véar.
aame, et det(—A) = (-1)" det A = — det A, teiselt poolt det(—A) = det(AT) = det A. Kokkuvottes
2 det A=0, millest det A=0.

12. (Moistlik on kasutada teoreemi maatriksite korrutise determinandist.)

[102][0)] 1; )] 18;[0)] (b - @) (c — @) (c — b);[D]1 + a+2b;[e)] -8 )] -2; )]~ 1010; )] 1; ] 1; )] 1; 0] 9 30 - 18v/5.
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a) ei ole miinor; b) on miinor,

c) on miinor,

azi
LodRlo:plsfo]27:

arl
a1

[105] [a)] 120;[B)]3.
7;1;0;—1;—30;—et sin t;e_2t+cos l‘;—83;45;x6(x3 +3);0;3;0;
4;[0)]0;[p)] 0; [a)] 0.

ar

107 (
a2l

-1
a2 ) _
az

32
Mm

a2
a2
a

aig
az4
as

1

, alg. tdiend selle vastandarv; d) ei ole miinor.

apy dz2—azay

an
asl

( a
—ap)

a2
as

4
lool17:p]-s45f]-5:fl1-

-ayz )
an

, alg. tdiend sama;

[T08]AB = E = (det A)- (det B) = det(A- B) = det E = 1. Seega det A # 0 ja A on pdoratav, mistgttu leidub
mingi C nii, et AC = CA = E. Niilid B = CAB = C, millest jireldub, et BA=E.

[109} jah.

o aia=cian

[I11] [a)] on;[B)] on;[c] ei ole;[d)] on.
M2 @k = -9B]ke(-1,0, 1}.

Ei. (Kasutage teoreemi maatriksite korrutise determinandist ning asjaolu, et korpuses puuduvad

nullitegurid.)

1

T 2312

|

A-3
-2

-2

)

1(-6 -4 cosa sina 1 2 2 1 1 -1 1 10 -2 3
114 a)i(_s _5); b) (—sina cosa); g2 -1 2 ;1) (_1 2);e)§ -5 2 =3
-1 2 2 -5 1 1
1 00 0
12_22_22_85 0 10 0 1 -1 3 -3 4 2
N & il |0 01 Of; | [2 -3 8P 2[4 -3 2P
0 0 6 12 Co : 5 -7 18 3 4 -5
0 0 0 6 o :
0 0 0 1
3 22 —10 -41 -19 15 21
4=l22 o 11 |0 I~ o ;ID|pole poodratav.
121 o o 1) 229 13 -11 -15[
-60 -28 22 30
-2 1 0 (1) -1 11 _11
At=111 3 -7|;B7!= o - )
o 7 o -1 1 0 -1
1 -1 1 0

Maatriksi AB i. rea j. veeru element on Zzzl a;k by, seega transponeeritud maatriksi i. rea j.
veeru element on ZZ:I ajiby;. Maatriksi BT AT j.rea j.veeru elemendi iildkuju on ZZ:I byiajg.
Analoogiliselt, vaadeldes elementide {ildkuju vasakul ja paremal, tdestatakse teine vordus.

Kontrollida tuleb, et (B~ A™1)(4B) = E, (A")T AT = Eja (A"1A~1)(14) = E. Teise vorduse toes-
tamisel on otstarbekas kasutada iil. kolmanda vorduse tdestamisel uurida vasakul seisva maatriksi
elemendi tildkuju.
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1 2 5
2 35 1 B33 1 3 2
118 (AB)—1=(14 35 34);(3A)—1= 1 3 2 ;(AT)—lz(z 1 8).
23 12 70 5 6 1
2 8 1
|| 3 3 3
4 1 -1
119, A=[0 5 2
-1 4 3
120} E.
121l E.
30 -22 5
122 (—22 17 -4
5 -4 1
[123] Teame, et (E+ AB)C = C(E+ AB) = E ehk C+ ABC = C+ CAB = E. Saame, et (E— BCA)(E+ BA) =

E+BA-BCA-BCABA=E+BA-BCA-B(E-C)A=E.

124][a)) A1 =4E - 4;
b)]A~1 = A2 +5A-3E;
olA"l =E.

Ridade elementaarteisendused tdhendavad vasakult korrutamist elementaarmaatriksitega. Tei-
sendused saame 10puni viia, sest nullidest koosnevat rida ei teki (kuna elementaarteisendused ei muu-
da maatriksi astakut). Kui leiame elementaarmaatriksite korrutise X nii, et XA = E, siis A= X 1E =
X~1, millest A~ = X = XE.

Ei(k)_1 = Ei(%), seega (E,-(IC)A)_1 = A_lEi(k)_1 = A_lEi(%), niisiis esialgne A7l ines veerg
korrutub arvuga %

(E,-j(lc))‘1 = E;j(-k), seega (El-j(k)A)_1 = A_lEij(—k), niisiis esialgse A~ i. veerule liitub —k-ga
korrutatud j. veerg.

Vahetamine vastab vasakult maatriksiga E; j (1) Ej; (-1) E; j (1) korrutamisele.

Kuna (E;j(DEj; (-1 E; R E;j(-1)Ej;(1)E; j(-1) ning see rakendub paremal, siis vahetuvad i. ja

. veerg, kusjuures uus i. veerg on niitid miinusmaérgiga.
Vajaleida (E+A+...+ A" (E— A)ja (E— A)(E+A+...+AF1),
Imselt kui det A = +1, siis, kasutades A~ kuju adjungeeritud maatriksi kaudu, tulevad A~! ele-
mendid koik tdisarvud.
Olgu A~! elemendid tiisarvud. Siis det A, det A~! € Z, kuna nad avalduvad summana vastavalt A ja
A7! elementide korrutistest. Saame, et 1 = det E n = det AA7! = det A-det A!. Kahe tdisarvu korrutis
on 1 parajasti juhul, kui mdlemad tdisarvud 1 ja 1 vdi —1ja —1. Seega det A€ {1, —1}.
ei. (Aga jareldub, kui A on regulaarne ruutmaatriks.)
Kehtigu AB = BA. Siis (AB)™! = (BA)™!, millest B~1A™! = A71B~!. Seega AB™1A™! = B~1, mil-
lest AB~1 = B~1 A. K6ik sammud on péoratavad, mis annab samavéirsuse.
Analoogilise vottega AB=BA < A"!B=BA™L.
Vaja korrutada kokku ja veenduda, et tuleb iihik.
1140} a) ei, b) ei, c) ei, d) jah, e) jah, f) ei.
Kehtigu aa = 0. Kui a = 0, on implikatsioon tGestatud. Kui a # 0, siis leidub a~1. Korrutame vor-

1 siis saame, et a !(aa) = a0, millest (a"'a)a =0, seega la = 0, mis

duse aa = 0 skalaariga a™
annab a =0.
Vastupidi, kui a = 0, siis kasutame asjaolu, et 0a = (0+0)a = 0a+0a, millest standardsel viisil jireldame,

et 0a = 0. Analoogiliselt kditume olukorras, kui a = 0.
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Vordus aa+ b = Ba+ ab on samavairne vordusega (@ — ) (a— b) = 0. Niiiid kasutame iilesannet
411
Kontrollida on vaja: et tegemist on algebraliste tehetega, et liitmine on assotsiatiivne, kommuta-
tiivne, et liitmise suhtes leidub nullelement, et igal elemendil on vastandelement, et liitmine ja ska-
laariga korrutamine on seotud distributiivsuse seadustega, et skalaaridega vektori korrutamine on as-
sotsiatiivne, et ithikskalaariga korrutamine ei muuda vektorit.
a) jah; b) ei; c) jah; d) jah.
[145] [)]jah, [b)]jah, [c]] ei.
[I46l ei.
[147)[a)]Ei (iitmine pole alati defineeritud);[b)|ei (maatriksi ja tema vastandmaatriksi summa pole regu-
laarne);ei (saab koostada singulaarsed maatriksid, mille summa on regulaarne); jah; jah; jah;
jah; [0)]jah; D] ei (elementide liitmisel tuleb iiles vasakule 2 # 1, seega liitmine pole algebraline tehe
antud hulgal);[)]jah.
[148] [)]jah, [b)]ei, [c)]jah,
[D @) ei, (ii) jah, (iii) jah, (iv) jah,
[e)jah.
jah.
[150}[a)]on, [B)]on, [)] on, [d)] on, [e)] on, [ ei ole, [g)] on, [R)] on, [D]ei ole, ] on, )] on, [§]on, [m)] on, [n)]on, [0)]on.
[151}[a)lei ole, [b)lei ole, [c) i ole, [d) ei ole, [e)] on.
Lineaarkatte span{ay, . . ., an} elemendi tildkujuon Aya; +...+ Apau, kus Ay, ..., A, € K. Tarvis
on néidata, et sellisel kujul elementide summa ja korrutis skalaariga on samuti sellisel kujul.
Olgux€L1 +Lo,slisx=y+z,kusyelL;,zelp.Seegay=A1a1+...+Asasjaz=pu1 by +... utby,
millestx=y+z=A1a1+...+Asas+u1b1+...+urbrelay, ..., as, by, ..., by).
Vastupidi, olgu x € ay, ..., as, by,..., by), siis x = Ayay +...+ Asas + pi1by +. ..+ urby. Tdhistame
y=MAMar+...+Asasjaz=p1b1+...+ by, siisyelyjaze Lyningx=y+z€ L] +Lo.
Olgu E vektorruumi V nullist erinev 16plik alamruum, siis leidub element x € E nii, et x # 0. Niiiid
iga A € R korral Ax € E. Kuna reaalarvude hulk on 16pmatu (koguni mitteloenduv), siis peavad leiduma
erinevad A1, A2 € Rnii, et 1] x = Ao x. Niitid (1; —A2) x = 0, millest iil.tc“)ttu A1—A2 =0.Seegal; =12,
vastuolu. Niisiis sellist alamruumi E ei leidu.
ke{-v2,0,v2}.
57 k=1voik=mvoil=m.
char K # 2 tdhendab, et 1 + 1 # 0; jah.
@@—5(11 +4ap + as,
—521 +4z9 + z3,
—5A1 +4A; + Az,
D13 f1+3f2~ fa.

5A1+A2+A3=0
160}[a)[A1 a1 + Apax + A3a3 =0= { A1+ A2+4A3=0 =>A1=A2=13=0,

A +A2+213=0

xA1+222=0
b)A1a; +Az2a2 =0=>% yA1+(x—-A2=0 =11 =12=0,
31+A2=0
_ 2A1+A2=0 .
C)ﬂ,121+1222—03{ 5111y =0 =>A1=12=0,
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Mfl +A2fo=0=2>A1 1)+ A2 fo(x) =0VXeER > { M0+ A2/2(0)=0 > { A2+ (=D =0

MA@ +22£2(2)=0 A-1=0
1=A2=0.

Kuna siisteem ay, . .., a;;, x on lin-soltuv, siis leiduvad skalaarid A1, ..., A;;, A selliselt, et nad
koik pole nullid ning A1a; +. ..+ Amam + Ax = 0. Muuseas A # 0, vastasel korral kehtiks Aja; +...+
Amam =0, millest stisteemi ay, . . ., a;; lin-soltumatuse tottu A1 =...=A1;,, =0.

Niisiis x= A" a1 —... A A mamear, . .., am).

Niitame, et vektori x esitus stisteemi ay, .. ., a;; kaudu on iihene. Kehtigu x = A1a; +... + Apam =
pray+...+umam. Siis (A1 —p1)ay +. ..+ Am — pm)am =0, millest ay, . . ., ay lin-séltumatuse tottu

Ag—Mp=0ehk A =ppigak=1,..., mjaoks.
[[62} )] fi(x) = x+2, fo(x) = x— 2. Niisiis 11 fi + 2o = 0 & Vx e R(A1 fi + A2 o) (%) = 0(x) & Vx €

241 —212 =0,
[Rz/llfl(x)+7L2f2(x)=0©Vx€[R/11(x+2)+/12(x—2)=0:>{ 311_/122:0

= A1 = A2 =0. Siisteem
N1, f> onlineaarselt s()ltumatu.lin-s()ltuv, 4f1 -3/,

[Olin-soltumatu, [d)]lin-soltumatu, [)]lin-soltumatu, [)]lin-s6ltumatu, [g)|lin-soltuv, fi — fo — f3,
[)]lin-soltumatu, [)]lin-séltuy, (cos 7) fi — (cos 5) f2 + (sin 2) f3.

A# L

[165}[T40[) 1, dim R = 1;[T40F) 1, i, dim C = 2;[T45h)|sirge sihivektor, dim V = 1;[I45p)|tasandi rihivekto-
rid, dim V = 2; selliste maatriksite siisteem, kus tihel kohal on 1 ja mujal 0, dim Mat;; ,([R) =
mn; sama sorti baas, dim Maty(R) = 4; [f)| sama sorti baas, dim Mat; 1(R) = n; baasiks so-
bib maatriksite siisteem, kus tihel kohal on 1 v6i i ja mujal 0, dim Maty(C) = 8; |h)| baasiks sobib

0 1 0 0 0 0 o . . . 1 0 0 1 . .
(0 0),(1 0),(0 1),m00de0n3,baas1kssob1b(0 1),(_1 0),m00deon2,

1, X, ..., x"", médde on n+1 (Vandermonde);xl, ..., Xn, 1, mododeon n+1.
Olgue; =(1,0,0,0),e2 = (0,1,0,0), e3=(0,0,1,0), e4 = (0, 0,0, 1).
a) ey, e2, €3, e4; b) e1; c) e1, e, €3, e4,0; d) 0.
67} 1, -2.
[168}[a)]4, 0, 0,
b5, 0, 1.
[169][a)]on baas, a=3a; + 7az + 13as,
[B)on baas, a = —4a; —6ay + 13as,
[c]on baas, a = a; + a + as.
A=(3,4,-2),B=(2,5,0).
m (=3x1 —8x2 —5x3,2x1 +5x2 +3x2, X1 + x2 + x3), (1, 1, 1).
Niitame, et e}, e}, e on lineaarselt soltumatu. Aje] + Aze) + Azef = 0 & A1(5e; — ex — 2e3) +
A2(2e1 +3e2) + A3(—2e1 +ex +e3) =0 < (5A] +2A2 —2A3)e; + (=41 +312 + A3)e2 + (—2A1 + A3)e3 =
511 +212 -213 =0,
0:>{ -A1+342+13=0, =>A1=2A2=13=0.
—-2A1+A3=0
Niitame, et e}, e/, e} on moodustajate siisteem. Valime suvalise vektori @ = a) e] + azeo + ages. Vordus
a= e +ppel + uze; on samaviirne vordusega (51 + 242 — 23 — ap)ey + (—fu1 +3uz + U3 — az)ez +
{ 51 +2pp —2u3 = ay,
(—2pu1+pu3—asz)ez3 =0, millest§ —py +3p2+p3 =ap, jarelikult (uy, po, pu3) = 3ay —2ax+8as, —ay +
=2 +pu3 =ag
ap —3az, 6a; —4ap + 17a3). Konkreetsel juhul, kui (a1, ap, az) = (1,4, 1), saame, et (u1, K2, 43) =
(—13,6, -27).
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V2 on vektorruum iile K; olgu V baas ej, e, siis V2 baas on niiteks (e1, 0), (e2, 0), (0, e1), (0, e2).

tasandi normaalvektor, mddde on 1; tasandi riht, mé6de on 2; suvalised kaks
sirgega ristuvat mittekollineaarset vektorit, mdéode on 2; sirge sihivektor, modde on 1;
(1,0,1,0,1),(0,1,0,1,0), moode on 2; 1,o0,0,0,-1),(0,1,0,0,1),(0,0,1,0,1), (0,0,0,1, 1),

1 1
maade on 4; [150h) ( 0 (1) )( _01 0 ) moade on 2; [150) moode on 2U5HL; 15(*0 moade on

0 1 0 i 0 0 s . 1 0 i 0 0 1
)( 0 0 ),( 0 0 ), ( 0 i ),moodeon6,150m)( 0 0 ),( 0 0 ),( 1 0 ),
mo6de on 3;{1500)| f1 (%) = 1, f>(x) = sin® x, m6ode on 2; 15!@ fi) =1, fo(x) =sin x, f3(x) = sin® x,
modde on 3;[151k) (1, 0, 0), (0, 0, 1), mddde on 2.

'II sgn aj| +|sgn a2|+|sgn asl + | sgn aq|;[0)]5;[0)]3; [d]2;[€)] 3;
b)]

n(n-1).
=5 150

uia= 1]ab— 5, siis 2, muidu 3;

kui a = £3, siis 3, Inu1du4
[O]kui b =1v6i a=0ja b =5, siis 2, muidu 3;
[d]4;
[Blkui a = -2, siis 1, kui a = 2, siis 2, muidu 3;
Dlkui a = +3, siis 3, muidu 4.
voib muutuda hulgas {-1, 0, +1}.
a) voib muutuda hulgas {-1, 0, +1};
b) voib muutuda hulgas {-k, —-k+1,..., k, k+1}.
Olgu r =dim spanf{ay, . . ., an}. Viskame slisteemist ay, . . ., a nii kaua vélja vektoreid, kuni enam
iikski vektor ei avaldu teiste kaudu. Saadud siisteem on lin-sdltumatu ja moodustajate siisteem. Seega
on ta span{ay, . .., ay} baas ja jarelikult on seal r vektorit. Valime mingi (r + 1)-elemendilise alam-
stisteemi a; , . .., a;,,, ning oletame, et ta on soltumatu. Siis spani{a;,, ..., a;,,,} S spaniay, ..., an},
mistottu ka mdodtmed on samapidi jarjestatud: r + 1 < r. Vastuolu.
Leidugu stisteemil ay, ..., an r-elemendiline séltumatu alamsiisteem (iildisust kitsendamata olgu
see aj, ..., ar) ja iga (r + 1)-elemendiline alamsiisteem olgu soltuv. Lisades sinna {ikskdik milli-
se vektori ar41,...,ap, saame sdltuva siisteemi. Seega sealt miski avaldub eelmiste kaudu, see
peab olema lisatud vektor (muidu saaksime vastuolu ay, ..., ar séltumatusega). Niisiis a;+1,..., an
avalduvad ajy, ..., ar kaudu, aga siis ka koik span{ay, ..., a,} elemendid avalduvad ay, ..., ar kau-
du, mistottu ta on span{a, ..., ay} moodustajate slisteem. Seega ta on span{ay,..., a,} baas ja
dim span{ay, ..., anl=r.
Meil kehtib spanfa,...,a;} < spaniby,..., b;}. Seega ka dimspaniai,...,a;} <
dim span{by, ..., b}.
Olgu antud maatriksid A ja B oma veeruvektoritega Aj, ..., Ay ja B, ..., By. Vektorsiisteemi

Ai,...,Apn, By,..., By astak on iilimalt rank A + rank B. (Kui oleks suurem, siis sisaldaks ta rank A +
rank B+1 vektorist koosnevat lin-sdltumatut alamstisteemi, mis sel juhul sisaldaks viahemalt rank A+1
vektorit Ay, ..., Ay, seast voi vahemalt rank B + 1 vektorit By, . .., By seast, vastuolu.)

Vektorstisteemi Ay +By, . . ., Ap+ By, iga vektor avaldub siisteemi Ay, . .., Ay, B1, . .., By vektorite kau-
du. Seega iil.[I83]pohjal rank(A + B) <rank(Ay, ..., Ap, B1, ..., Bp) <rank A+rank B.

Saame, et spanfaj,...,ar} = span{by,...,b;}, seega ka dimspan{aj,...,a;} =
dim span{bs, ..., b}. Vastupldlne véide ei kehti, nalteks ruumis R? vaatleme vektoreid e; = (1, 0) ja
e» = (0, 1), siis susteemlde e] ja ep astakud on 1, aga ej ¢ (e2) (ega mitte ka vastupidi).

Kehtigu b= A1a; +...+ Ayay. Siis stisteemid ay, . .., anja ay, . . ., an, b on ekvivalentsed, seega

nende astakud on vordsed (iil.[185).
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Vastupidi, olgu ay, ..., anjaa, ..., ay, b astakud vordsed. Olgu ay, . . ., a, siisteemi ay, . . ., a; mak-
simaalne lin-séltumatu siisteem. Siis ay, . . ., ar, b on lin-sdltuv. Siit leiame, et b € span{ay, . . ., ar}.
[187}[a)]6ige (miinorite vordumine vai mittevérdumine nulliga ei muutu transponeerimisel);[b)]vale, kui
¢ =0, muidu dige (elementaarteisendused ei muuda astakut); Vale (vt. nditeks regulaarne ruutmaat-
riks ja tema vastandmaatriks); |d)| dige (maatriksi AB iga rida on maatriksi B ridade lineaarkombinat-
sioon).
rank(ay, ap, ag) = 2, niiteks siisteem a;, ap on lin-séltumatu. Meid huvitab ¢ viirtus, mille
korral rank(a,, ay, as, b) = 2. Kuna ag avaldub ay, ap kaudu, siis rank(ay, az, b) = rank(ay, ay, as, b).
Selleks, et rank(aj, ap, b) = 2, on tarvilik ja piisav, et determinant ridadega a;, a2, b oleks 0. See on
samaviddrne noudega ¢ = 15.
rank(al, ap, az) = 3, seega sobib iga ¢ (siisteem ay, az, az on R3 baas).
[©]Juhul  # 12 on rank(ay, az, as) = 3, mistottu b avaldub ay, az, as kaudu. Juhul £ = 12 on
rank(ay, az, az) = 2, lin-séltumatu silisteem on nditeks aj, ax. Kuna rank(ay, ap, b) = 3, siis sel juhul b
eiavaldu a;, ap, aga seega ka ay, ap, a3 kaudu.
rank(ul, ap, az) = 2, niditeks aj, ap on lin-sdltumatu. Arutledes nagu a)-osas leiame, et sobib iga ¢.
Alternatiiv: selgitame avaldumise voimalikkust lineaarkattesse kuulumise kaudu.
2A1+32+ 13 =7,
@) b = Aya; + Apap + A3az on samavéddrne vorrandisiisteemiga < 31; +71p —61A3 = -2, Kas
511 +8Ax2+A3=t.
Kronecker—Capelli teoreemi (stisteem on kooskolaline parajasti siis, kui maatriksi astak = laiendatud
maatriksi astak) pohjal voi vahetul lahendamisel selgub, et siisteemi kooskdlalisus on samavéddrne tin-
gimusega ¢ = 15.
Olgue; =(1,0,0,0), e2 =(0,1,0,0), e3=(0,0, 1,0), eg = (0,0, 0, 1).
Iimselt ay, az, ey, €2, e3, e on R* moodustajate siisteem ja ei ole tema baas. Baasi saamiseks peame
eemaldama kaks vektorit. Saame néiteks baasid ay, ap, e1, e3 ja aj, az, ez, e3.
Lineaarkatte baasi leidmiseks kas

* otsime siisteemi vektorite seast maksimaalse s6ltumatu komplekti (vajadusel kasutades teoree-
mi maatriksi astakust),

* lisame soltumatule siisteemile nii kaua vektoreid, kuni saame moodustajate siisteemi,
¢ eemaldame siisteemi vektorite seast vektoreid nii kaua, kuni saame séltumatu siisteemi,

¢ vdi teostame elementaarteisendusi vektoritega nii kaua, kuni on lihtne baas vilja valida (ele-
mentaarteisendused ei muuda lineaarkatet).

[190}[a)] A1 + A2 — A3 =0, seega rank(A1, Az, A3) < 3. Kuna niiteks A, A2 on lin-séltumatu, siis
rank(Aj, Ay, A3) =2ja Ay, A2 sobib (A1, A2, A3) baasiks.

221 +2zp—2z3 =0, seegarank(z], 22, z3) < 3. Kunanditeks z1, zp onlin-séltumatu, siis rank(z;, z, z3) =
2ja z1, zp sobib (zj, zp, z3) baasiks.

rank(al, ap, az, ag) =2jaay, az, as, as) baasiks sobib ay, ay.

[191}[a)|rank(ay, az, as, a4, as) =3, (a1, az, a3, a4, as) baasiks sobib niiteks ay, az, as.

rank(al, a», as, ag, as) =3, (a1, az, az, a4, as) baasiks sobib niiteks ay, ay, as.

[O]rank(a1, a2, as, as) =2, (a1, az, as, as) baasiks sobib néiteks a1, az.

Alternatiiv: kuna elementaarteisendused ei muuda lineaarkatet, teostame vektoritega (kui maatriksi
ridadega) elementaarteisendused. Leiame lineaarkatte baasid.
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[@le1=(1,0,0,-1),e2=0(0,1,1,2), e3=(0,0, 1, 1).
61 =(2,2,0,0,-1),e2=1(0,4,2,0,-1),e3=(0,0,2,2,1).
el =(1,2,1,2),e2=(0,1,0,1).
fi1—f2+f3—f1 = 0, kusjuures niiteks f1, f2, f3 onlin-séltumatu. Seega ta sobib baasiks ja moode
on 3.
rank(Al, Az, A3, Ag) =2 ja baasiks sobib niiteks Aj, Ao;
rank(al, ap, az, ag) = 3 ja baasiks sobib niiteks ay, ap, as.

(0 36)@(321)
= 11r X2 = :ﬁr X3 = %Z» 1=2, xo=-1, x3=4.

[m @(2 c1—9¢2, —5¢c1 — 2,4, 462), c1,2€R, (2,0,0,0);
% 8c1,—11c2,802) c1, ¢ €R, (16,24, —11, 8).

LEE @( 2c1+co+1,c1,0),c1,02€R;

H b1+l112_b3' _b1+lz]12_7b3 + bl_bi_5b3 i, b3];

c)[(1,0, -1, 2).

[[991[)] (x3, x4), (x2, x4), (x2, X3);

XQ, X1.

[200}[@)a=—-2vdia=1;

[B)lkui a1, az, as, a4 seas on vordseid (Vandermonde’i determinant);

Ola=-1voia=0v6ia=1.

{%(107, ~27,-53, -39)};

b)|3;

{(—Cl +2c2, —2c1 +4cp -1, —6¢c1 +10¢c2 -3, 1, €2): €1, c2 ER}.

[202}[2)] kui @ = 1, siis on {ildlahend (1 —¢] — ¢2, ¢1, €2), ¢1, 2 ER,

kui a = -2, siis on siisteem vasturdakiv,

muudel juhtudel on tildlahend (ﬁ, ﬁ, ﬁ];

kul (a, b) = ( ) siis on {ildlahend (2-¢, 2, ¢), c€e R,

kui (a—1)b # 0, siis on iildlahend (bz(zzll) , %, Z“hb(;f}i;l ],

muudel juhtudel on vasturdikiv;

[0)]iildlahend on (-3¢ +2, 2¢, -1, 0), cER;

[@)]kui a =1, siis on iildlahend (-c -4, 2,3, ¢), ce R,
kui a =0, siis on siisteem vasturéikiv,

muul juhul on iildlahend (O 2 3 a5 ),

rara’ " a
[&)kui a = -3 v6i a = 0, siis on vasturékiv,

muudel juhtudel on tildlahend (a(afs)r u2(2+§), 3;2(215?71);

kui a=b = -2, siis on tildlahend (c, —%c— %, c), ceR,
ui a = b=1,siis on iildlahend (1 - ¢1 — ¢, ¢1, €2), €1, 2 €ER,

kui b(a—1)(a+2) # 0, siis on {ildlahend ((a_‘ll)_(gﬂ) , (El“_%)(zzg) , (a_‘f)_(zﬂ) ),

muudel juhtudel on vasturdakiv;

kui a = -3, siis on iildlahend (¢, ¢, ¢), ce R,

kui a = 0, siis on iildlahend (—c¢; — ¢, c1, ¢2), €1, 2 ER,

muudel juhtudel on iildlahend 2 - a2, 2a -1, a3 + 242 - a—1);
@kui a=0vo0i a =1, siis on vasturaikiv,

3 2 3 — 2_
muudel juhtudel on iildlahend (“ *25’(;_115)“9, “azr(ffﬁg, 3 ;2‘?“(?1) 3) ]
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a) vasturadkiv;

b) (2,6, 5).

.4,2)

[205][a)] iildlahend on (c, ¢), ¢ € R, LFS baasivektor on e = (1, 1) ning iildlahend on Ae, A € R;
ﬁldlahend on (-c¢, —c, ¢, 2¢, 0), LFS baasivektor on e = (-1, —1, —1, 2, 0) ning iildlahend on Ae, 1 € R;
kui n=23kvoin=3k+1,siis tildlahend on (0, 0, . . ., 0) ning LFS puudub, kui n = 3k+2, siis tildlahend
on(-1,1,0,-1,1,0,..., -1, 1), LFS baasivektoron e=(-1,1,0,-1, 1,0, ..., —1, 1) ning tildlahend on
Ae, LeR;

tldlahend on (¢} — ¢2 + ¢3, ¢1, €1 + €3, €1 + €3, €2, C3), €1, C2, c3 € R, LFS baasivektorid on e; =
1,1,11,0,0), eo = (-1,0,0,0,1,0), e3 = (1,0,1,1,0,1) ning tildlahend on Aje; + Aze2 + Azes,
A1, A2, A3 € [R;{(O, 0,0,0,0,0)}, ei leidu;{(cl —¢p,C1—C3,C1,C2,C3) : 1, C2, c3 €RY, (1,1,1,1,0,0), (-
1,0,0,0,1,0), (0,-1,0,0,0,1).

@ L={(2,3c,0):ceZ5}={(2,0,0),(2,3,1),(2,1,2), (2,4,3), (2,2,4)}={(2,0,0)+¢(0,3,1): ce Z5} =

0, 0)} + L({(0, 3, 1)})

% i {(er, e, 9322, 532 10) - ¢y e R}, (2,0,0,0), {(2,0,0,0) + ¢1(11,0,1,-5) +
c2(0,11,-9,1): ¢c1,c2 € R}; .{(cl,CZ, —33c1 +22¢2 —11,24¢1 —16¢2 +8): c1,¢2 € R}, (-1,-1,0,0),
{(-1,-1,0,0) + c1(1,0, -33,24) + 2(0, 1,22, -16): c1, c2 € R}; [0)] &; [d)] {(0,0,1,1) + ¢1(1,0, -4, 0) +
c2(0,1,-3,0): c1,c2 € R @ {(c1, €2,6 + 10cy — 15¢p, =7 — 12¢1 + 18¢2): c1,¢2 € R}, (0,0,6,=7),
{0,0,6,-7)+¢c1(1,0, 10, =12) + ¢2(0, 1, =15, 18): c1, ¢2 € R}.

{(c1, €2, (c1 —9¢c2 —2)/11, (=5¢1 + ¢ +10)/11) |c1, c2 € R}, (0,1,-1,1);
{(cl, c2, —33c1 +22¢c2 — 11, 24c1 — 16¢2 + 8)) |1, c2 € R}, (-1, -1, 0,0);
[ 2;
[@]{(c1, c2, 1—4c1 =3¢, 1) Ie, c2 €RY, (1,-1,0,1);

e)l{(c1, c2,6+10c1 —15¢2, =7 —12c1 +18¢2) |1, 2 €R}, (1,1,1,-1).

{(2+b 62c+2d b)lb c,de[R}

Olgu z = x + iy vOrrandisiisteemi Ax = 0 lahend. Seega Ax +iAy = 0, millest Ax = 0 ja Ay = 0.
Jérelikult x (ja y) on samuti slisteemi Ax = 0 lahendid.

IImselt tundmatuid on 5. Olgu siisteemi mingiks vorrandiks aj x1 + ap X2 + azx3 + as x4 + as x5 = 0.
Et c1, ¢, c3 on vorrandi lahendid, tekib kordajate ay, az, a3, as, as médédramiseks vorrandisiisteem

a + 4ay - 2a3 + 2a4 - as = 0,
3a; + 13apy - as + 2a4 + as = 0,
2a1 + 7a - 8a3 + 4a4 - 5a5 = 0.

Selle siisteemi tildlahend on (70c¢; —5¢p, —16¢1 + ¢2, 4¢1 — €2, €1, C2), €1, C2 ER.
a) On teada, et kui siisteemi tildlahendis on k vaba tundmatut, siis sisaldab LFS k vektorit. Seega praegu
peab siisteemi iildlahendis olema 3 vaba tundmatut. Uhe vorrandi puhul on siisteemi maatriksi astak
0 (kui vorrand on kujul 0 = 0) voi 1. Seega vabu tundmatuid jd&b kas 5—0 =5 vdi 5—1 = 4, aga mitte 3.
Jarelikult noutavat siisteemi ei leidu.

{ 70x;y — 16x2 + 4x3 + x4 = 0,
b)

-5x1 + Xo - X3 + x5 = 0.

¢) saame punktist b), kui lisame kolmandaks vorrandiks tilejadnud kahe vorrandi lineaarkombinatsioo-
ni (néiteks kordame moénd vorrandit vmms).

Fx)=x3+3x% +4x+5.
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leidugu b, ¢’ € Rnii, et ab’ = bja bc' = ¢, siis a(b'c’) = ;

b)|leidugu b’, ¢’ € R nii, et ab’ = bja ac’' = ¢, siis a(b’ + ') = b+¢;

c)|leidugu b’ € R nii, et ab’ = b, siis a(b'c) = bc.

Kehtigu a=SUT(a, b), siis a | b. Vastupidi, kui a | b, siis seetdttu, et a | a, kehtib a = SUT(a, b).
Olgu d=SUT(a, b),siisd | a, d | b, mistottu d | bcjad | a+ bc.

Kui p|a+bcjap|b,siis p| bc, mistottu p | a. Jarelikult p | d. Kokkuvéttes d = SUT(a + bc, b).

Olgu u € R pooratav ning d = SUT(a, b). Siis d | au.

Kui p | auja p | b, siis leidub p’ nii, et pp’ = au, millest p(p'u™1) = a, seega p | a. Jirelikult p | d.
Kokkuvottes d = SUT(au, b).

Olgu u pooratav ja d = SUT(a, b). Siis d | a, millest da’ = a, seega du(u~'a') = a. Jarelikult du | a.
Analoogiliselt nditame, et du | b.

Kui p|ajap|b,siis p | d, millest pd’ = d, seega p(d'u) = du. Jérelikult p | du. Kokkuvottes du =
SUT(a, b).

Saame, et a- (a~1b) = b. Kui x | a, siis x # 0, seega x | u. Jaguvus u | x kehtib niikuinii (ka juhul, kui
x=0).

a) SUT(975, 645) = 15, VUK (975, 645) = 41925; b) SUT(975, 645) = 1, VUK(975, 645) = 1.
Téhistame N(a+by/=5) = a®+5b. Lihtne kontroll niitab, et iga z1, z € Z[v/=5] korral N(z -22) =
N(z1)- N(z2) ning z | z2 = N(z1) | N(zp). (Vasakul on jaguvus ringis Z[v/~5], paremal ringis Z.)
Paneme tihele, et pooratavad elemendid U (Z[v=5]) = {1, —1}. Téepoolest, oletame, et z € Z[vV=5] on
pobratav, siis z | 1, seega N(z) | 1, millest N(z) = 1. Seega z = 1 v6i z = —1. Siit jareldub ka, et Z[v/=5]
koik assotsieeritud elemendid on vordsed voi erinevad mérgi poolest.

Paneme tihele, et (2 v/=5)- (2+v/=5) =9 = 3-3. IImselt tegurid ei ole assotsieeritud. Nitame, et nad
on taandumatud. Oletame, et z € {3, 2+ v/=5} ja z = z; - 2, kus 21, 22 € Z[V=5]. Siis 9 = N(2) = N(z1) -
N(zp). Kuna a’+5b% #3 iga a, b € Z korral, siis kas N(z1) = 1 v0i N(zp) = 1. Siit jareldub, et z; vdi zp on
pooratav.

Ei ole, sest ringis Zg[X] leiduvad nullitegurid, aga faktoriaalne ring on defineeritud eeldusel, et
nullitegurid puuduvad.

Néiitame, et SUT (3, 1 +v/=5) = 1. Kehtigu p | 3, p | 1+ v/=5. Siis N(p) | 9 ja N(p) | 6. Seega
N(p) |3 =SUT(9, 6). Jarelikult N(p) = 1 vdi N(p) = 3. Kuna N(p) = 3 on vdimatu, siis p € {+1}, millest
jareldub, et p | 1.

Olgu niitid £ = VUK (3, 1+ v=5). Siis 3| rja 1 +v-51 ¢, seega 9| N(¢), 6 | N(¢), mistdttu 18 = VUK(9, 6) |
N(1).

Samas 3 | 3+ 3v/~5 ning 1+ v/=5 | 3+ 3v/=5, millest jdreldub, et ¢ | 3 + 3v/=5, seega N(f) | 54. Ana-
loogiliselt 3 | 6 ja 1+ v/=5 | 6, mistdttu ¢ | 6 ja jarelikult N(f) | 36. Saadud tulemused annavad, et
N(t) | VUK(54, 36) = 18.

Kokkuvdttes N(f) = 18. Ent see on véimatu, kuna ei leidu tiisarvusid a ja b omadusega a® + 5b% = 18.
Seega VUK (3, 1+ \/—_5] ei eksisteeri.

[p)|Olgu d = SUT (6,3+3v/=5). Kuna d | 6, d | 3+3v/=5, siis N(d) | 36 ja N(d) | 54, mistottu N(d) | 18.
Samas 1+v—516 jal+ V=513 +3v/=5, mistottu 1+ v=5 | d, seega 6 | N(d). Analoogiliselt 3 | 6 ja
313+3v/=5, millest3| d, jarelikult 9 | N(d). Kokkuvottes 18 | N(d).

Ent N(d) = 18 on vdimatu, jarelikult SUT (8, 3 +3v/=5) ei eksisteeri.

Olgu ¢ =VUK (6, 3+3v/=5), siis 6| £ ja3+3v/=5| t. Jarelikult 36 | N(¢) ja 54 | N(¢), millest 108 | N(z).
Teiselt poolt, 6 | 18 ja 3 +3v/=5 | 18, mistottu ¢ | 18, seega N(z) | 324. Analoogiliselt, 6 | 6+ 6v/=5 ja
3+3v/=5|6+6v/~5, mistottu ¢ | 6+6v/—5 ja jarelikult N(£) | 216. Kokkuvottes N(z) | VUOK(324, 216) = 108.
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Niisiis N(#) = 108. Juhtum a®+5b% = 108 on aga voimatu (vt modulo 5, siis vasakul on 0, 1 v4i 4, paremal
aga 3). Seega VUK (6, 3 +3+/=5) ei eksisteeri.

Olgu p 5, pl1++v/=5,siis N(p)|25ja N(p) | 6, millest N(p) | 1 = SUT(6, 25). Seega p = +1. Kokku-
vottes SUT (5,1+v/-5) =1.

Olgu m = my + mpv/=5.Kui5 | m, 1 +v=5| m, siis leiduvad p = p1 + p2vV=5 ja g = q1 + g2 V-5 selliselt,
et5p; +5p2\/—_ =my+ mz\/—_ =q1-5q2+ (q1 + qz)\/—_5 Seostest 5p1 = g1 —5qg2 ja5p2 = q1 + g2
saame, et5| g1, 5 | go. Niisiis 5(1 + vV=5) | g (1 +v/=5) =

Kuna 5 (1+ v=5) on ka arvude 5 ja 1 + v/=5 kordne, siis VUK (5, 1 + vV=5) =5 (1 + v=5).

Olgu h = SUT(f, g). Néitame, et h = SUT(a f, Bg).

Kunaleiduvad fi, g1 € K[X] omadusega fih = fjagih=g,slisafih=af jafgi h=pg. Niisiis h| af,
hipg.

Olgu niitid poliinoom p € K[X] omadusega p | af, p | Bg, st. leiduvad f>, g2 € K[X] omadusega fop =
afjagop=Pg siisalfop=fijap lgp=g Jarelikult p| fjap|g, mistdttu p| h.

[ g0 = x2 —2x+4, r(x) =3x+11;

qx) = 5x% —15x +34, r(x) = —72x — 62;

qx) =0, r(x)=2x*-3x+1;

q(x) =2x% +3x+11, r(x) = 25x 5.

223 Ringis Zg [X]:

la)| g(x) = x% +2, r(x) =

b)|g(x) =2x%+2, r(x) = 2x+T.

Ringis Z5[X]:

) =x2+2, r(x) =3x+2;

q(x) =2x%, r(x) =2x

Ringis Q[X]:

g =x*+2, r(x) =3x-3;

qx) = 2x% +5, r(x) = 2x +10.

(@ b,c)=(A+1,1,0),kus L€ Q,vdi(a, b, c)=2-12,1,1), L€ Q.

(a, b)=(-1,0).

a) jah, b) ei, c) ei.

229, x, x+T, x+§, §x, §x+T, §x+§, x2 +T, x2 +x+§, x2 +§x+§, ixz +§, Exz +x+T, Exz +2x+1.
3@ u(x) =-x—-1, v(x) = x+2;

)| u(x) = 1 v(x) -x-1;

ofu()=3x-3, vi)=-5x2+5x+1;

ﬂ] u(x) = x, v(x) = —3x2 —x+ 1

@ ux)=-x-1,v(x) = X +x2-3x— 2;

u(x) 1J52+2,1/(x) 1yt x2-1.

- Algoritm l6petab t606, sest pooratava e ja nullist erineva r korral § (er) = §(r). Toepoolest, 6 (er) >
5(r)=d(e"ter) = 8(er).

Asjaolu, et ry. = SUT(a, b), ndidatakse analoogiliselt sellega, et standardne Eukleidese algoritm tagastab
suurima tihisteguri. (Pooratava elemendiga korrutamine ei méjuta jaguvust.)

Eesmark on esitada ry = au+ bv. Saame, et r; = a— bqp, millest e;r] = eya—e; q1 b. Teisest reast rp =
b—eyriq: =b—(e1a—e1q1b)gs. Seega exra = eab — ex(eja— e q1b)go. Niiiid kolmandast reast r3 =
e1r1 —exraq3 jne. Ndeme, et u ja v avaldis sisaldab antud pdoratavaid tegureid ey, . . ., ey.

Eukleidese algoritm garanteerib mingid u, v € R[X] nii,etd =u'- f+1v'-g. Kuidegu' < m -k ja
deg v’ < n— k, siis on lahendamine l6ppenud.

2
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Oletame niiteks, et deg u' > m—k.Kuna d = SUT(f, g), siisleiduvad fi, g1 € R[X] omadustega f d-fi
ja g =d-g1.Sealjuures d - (u f1+v'g1) = d, millest jireldub, et deg(u’ f; + v’ g1) = 0. Jagame v’ jiigiga
g1-ga, nii leiame ¢q, r € R[X] nii, et ' = g1 - g +7.

Ja4gi r kohta on kaks voimalust.

1) Kui r = 0, siis deg(u f; + v'g1) = 0 téttu saame deg g1 +deg(q fi + v') = 0. Juhul g fi + v’ # 0 kehtib
deg g1 = 0, mis on vastuolus ndudega deg g > deg d. Juhul v’ = —g- f; saame deg((g1-q)-fi—(q-f1)-g1) =
0, mis on voimatu.

2) Seega 0 < deg r < deg g1 = m—k. Tahistades u:=rjav:= fi-g+v', kehtibd=v/-f+v"-g=u-f+v-g.
Ilmselt deg u < m— k—1. Saame, et m+deg v =deg(v-g) =deg(d—u- f) =deg(u-f) =n+degu <
n+m-k—1.Seegadegv<n—-k-1.

)] ux) = —3x+4, v(x) =3x2 +2x+1;

u(x) = 16x2 gx+16,v(x)=—%x3+f’—6x2+i;

u@) = Fx— 17, v =—F*+ Hx-

u(x) = 136 2 337x+ v(x)—136x3 533x2—%x—%.
2235 Ringis Z3:
2)|SUT(f, g) = x+2, VUK(f, ) = x +x%+71;
b)[SUT(f, g) = x+1, VOK(f, &) = x5 +2x% +2x +2;
0|SUT(f, g =1, VOK(f, ) = x” +2x8 + 2%+ 2x* + 2x3 + 2x + 1.
Ringis Z5:
SUT(f,g):T,VUK(f,g):x5+§x4+Zx3+71x+§;
b)[SUT(f, g) = x? +3x+2, VOK(f, g) W +3xt + 23 +3x% + x+2;
0|SUT(f, g) = x+3, VUK(f, g) = 28 + x® + x®> +2x + 1.
Ringis Q:
SUT(f,g)=1,VUK(f,g):x5+2x4+4x3+5x2+4x+2;
b)[SUT(f, g) = x +1, VUK(/, g) B -3x*+2x2—x-1;
0|SUT(f, g =1, VUK(f, g) = x” — x8 —2x% +5x* —4x3 +2x - 2.
237 [)]0; b)] 1.
[238] (x - 2)(x+1)2.
q(x):x3—x2+3x—3,r:5;
q(x) =2x*—6x3 +13x% —39x+109, r = -327;
qx) = 4x —(@4i+3)x+ (7i—1), r =8—6i;
d)| g(x) = x% - 2ix — (2i+5), r =8i—9.

E.l% .286 131 [a|37 - 85is[e)] ~23i - 29.

241)fa)] f(0) = (x+ DF -2+ 13 =3+ D2 +4(x+ D) + 15

b)| f(x) = (x—1® +5(x—D*+10(x- 13 +10(x - 1)2 +5(x - 1) +1;
f(x) = (x—2)*—18(x—2) +38;

d)| £(0) = (x+ D% = 2i(x+1)3 - A +D) (x +1)% - 5(x +1) + (7 +51);

o) f(x) = (x—2i+1)*—(x -2+ 13 +2(x—2i+1) +]1.

242} [a)]3; )] 4;[O)] 2.

7x-10.

Tuletise abil tuleb veenduda, et f(1) = f/(1) = f'(1) =
245l a = —5.

Tingimuseks on f(z) = f'(z) = f"(z) = 0, f""'(2) # 0, z # 0. Ahelvordusega (tingimusel z # 0) on
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samavairne siisteem
22 +10az3 +5bz+c =
Zt+6az2+b =
zZ2+3a =

Z2+a #

cocooo

2
Kaks viimast seost on samavéirsed tingimustega a = — %, a #0.Tingimus z # 0 on samavédirne seosega
¢ # 0. Teine seos on iimber kirjutatav kujul b = 942. Esimene seos aga kujul ¢ = —z-24a® = —24a%+/=3a.
Seega sobib nditeks tingimus

—24a2\/—3a = ¢
{ b = 9a2,
c # 0.
=-6,g=12,r=-8;
blp=-18. g=5,r= -1
Olp=-g5.4=31=-3

[248}[a)]a = 0, kordsus 2;
[b) @ = 5, kordsus 2;

I] a = -6, kordsus 3.

3 n 2

C c _ s C
Oletame, et ¢ on poliinoomi f kahekordne juur, siis 1 + ¢ + 2 +5+...+ g =0ningl+c+ 5+

st (Zn_m = 0. Vorduste lahutamisel selgub, et ¢” = 0, mis on véimatu (¢ = 0 ei ole poliinoomi f juur).

0 —+6\/§;

b)la=-216;

C)]a € {—100, —64}.

Olgu X1+Xx2 =x3+x4 =T,5iis2T = —p, xl(T—x1)+T2+x3(T—x3) =q,x1(T-x)T+Tx3(T—x3) =
-, xl(T—xl)x_o,(T—xg):s

SIS

3
Saame, et Tx3(T — x3) = —— —Tx1(T-x1) + 2 millest Txl(T X1) =-r + B4y Tx1(T—x1)— —

Jarelikult 4pq = 87+ p3. Lisaks sellele kehtib — (x; (T—xl))2 +(g— T)xl (T—-x1)—s = 0. Kompleksarvudes
on see vorrand alati lahenduv ja x; (ent siis ka x2, x3 ja x4) alati leitav. Seega s on suvaline.

Olgu xj. = a+kd, kus k =1, 2, 3, 4 ning a ja d on mingid fikseeritud arvud. Juurte summa avaldisest
leiame, et 4a+10d = 16, mistottu 2a+5d = 8. Kuna (x— (a+d)) (x— (a+2d)) (x— (a+3d)) (x— (a+4d)) =
(x2 - Ra+5d)x+(a+d)(a+4d))-(x* — 2a+5d) x+ (a+2d) (a+3d)), siis on meil poliinoom uue muutuja
x% — 8x suhtes. Tegurdame antud poliinoomi liikkme x? — 8x suhtes: x* — 16x3 + 86x% — 176x + 105 =
(x2 —8x)2 +22(x% — 8x) +105. Politnoomi 12 +22¢+105 juured on —15 ja —7, millest leiame x véirtused:
x> —8x+15=0annab, et x=3, x =5, ning x> —8x+7=0annab, et x=7, x = 1.

f(x) = —%x3+10x - %5x+15

f=-8xd 12+ Byt 5

fx)=x3-3x2+1;

254 [2) g(x) = x2 —2x -3 = (x=3)(x + 1), F(x) = (x-3)2(x + D%
b)g(x)=x*-1=(x-1)(x+1), f(x) = (x-D*x+ D>

g =23 - +x-1=x-DE2+1), f(x) = (x—D*(x—i) (x +1i);
g)=x2-3x+2=(x-2)(x-1), f(x) = x-23(x-1)%.

13
14 1. ly 3)_ 4 _, 4. — 241 43 4 _9 . 2 _
x+5+x—2’(2x 4) 2x+1+x+1’(x 1)+x+2+x—l’x x—1+(x_1)2’1+x—1
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1
1_ 1. _4.,2 2 3 |l __x . 2 x=1 .fof1 X+2 8x+32 .
x x2'1 xt x2 trrt (x+1)2' x x2+1’ X+ T 202+ [ x T XZi2xe2 x 4+ x2+4x+8’
1 1 .
(x—cl)f’(cl) + e FEen kus c1 ¢y on poliinoomi f juured

ﬂ B _GE 5 .
4(x 1) 4(x+1) 4(x+1) 4(x 1) xX— (1+1) x—(@{- 1) x+(+1) x+(i—
1

)|+ +5 o
3(x D~ (3f1+3)~(x— le ) (3v/3i-3)- (x+ \f1+1) (1+1)(x i+1) © (-1 (x+i+1)
) o1 €Xp —2k(: Dr
e k=0 n(x exp 2kn)

. . cosa -—sina
62| on lineaarteisendus, . .
sin a cos a

[@]nullmaatriks;

b)|pole lineaarteisendus, vélja arvatud juhul, kui @ = 0;
2 0 0

c))l 0 2 0 |;

0 0 2

@ pole lineaarteisendus;

e)|pole lineaarteisendus, vilja arvatud juhul, kui @ = 0;
ﬂ pole lineaarteisendus, vilja arvatud juhul, kui @ = 0

(ab) o 0

ol o <Zi, E> o |;
0 0 <Zi, b)

aiby  axby  azbh

h)| aibe  axby  asby |;
a1b3 (lzbg d3b3

T o 3 -1
i) -3 0 2 ;
1 -2 0
12 0o o
bl -1 -1 0 |;
0 0 -1
[K)]pole lineaarteisendus;
1 0 O
DIf 0 0 0 |;
0 0 O
/1 0 o
m)|| 0 1 0
0 0 O
] 1 0 0 0
0 -1 0 0
264} ja) 0 0 1 0 ;
0 0 0 ... (-D"
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(=)
o
—

b)

S O - O .-

c)

oooo.-.
cC o= O -
SEN

d)

e)
0 0 0
0 0 0

oo 3 o

265} [a)

o o of
IS
(=2

b)

[=eNelNo}

Uks teisendus olgu D ise, teise maatriksiks (baasi 1, x, x2, ..

S QT O .-
Sy
S

—

cococo

0

Epole kujutus R, [X] — R, [X];[g)]pole kujutus Ry, [X] — Ry [X].

0 0 0 0
0 0 0 0
0 00 0

n-2 00 0|
0 2 00
0 ... 010

0
0
0
0
0
1
0
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jah.
70} ei. (vt. nullkujutust)
[271} jah.
W a) jah; b) ei. (vt. nt. L1 = (e, e2) ja Ly = ez, e3) ning ¢p(e1) = ¢(e3) = e2, p(e2) =0)

272]
273] [a)]jah; [b)]ei; [c)] ei.
274} 1)

ﬁN
©

0

- o O O

S
oo ST o~O

Q
O ©OR S oo o~

ae ag be bg

ce cg de dg ;

d)

|
—

c
0
275 OlguA:( 0
1
1
Q)| T = 2
1

—_— 0
~_—— O = O

17

(¢

(4]

aQ

[Y) s

Bl

—

S

~

Il
—

|

[&;]
o = O

- o O
N ——"

4
01 3 1 0 0
b|T=| 2 3 5 |seegar'aT=| -1 -4 -5 |;
3 5 7 3 3 4
B 1 2 3 -Loz2
o|lT=| 2 3 1 ),seega T—IAT:( % % —% )
8 12 5 -3 3
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Ei. Kui néditeks A = © (nullmaatriks), siis voib C olla iildse suvaline (regulaarne).
[277 vahetu kontroll.
A regulaarne, siis A" ABA = BA. Sarnaste maatriksite astakud on vordsed, seega sobivad A =
( 0 o0 ) B= ( 1 0 )

1 1) 1 0)
Maatriksid, mis kommuteeruvad kéigi regulaarsete maatriksitega. Kui A on selline, siis B= C~! AC
annab, et C"1CA = B, millest A = B. Vastupidi, kuna A ~ C~1 AC mistahes pooratava maatriksi C korral,
siis juhul, kui A= C™1 AC iga péoratava maatriksi C korral, saame CA = AC.
vahetu kontroll.

@(X) =0 tdhendab, et X L d. Seega Ker ¢ on tasand, mille normaal on . Kujutis Im ¢ =R, sest iga
A € R korral qo(Lé) =A

lal?
@ (%) = 0 tdhendab, et % || 4. Seega Ker ¢ = (@). Im ¢ on tasand, mis on risti vektoriga 4.
Ker D=(1),Im D = R;_1 [X].
[284][)]|Ker ¢ =((-1,1,0), (-1,0, 1)), Im ¢ =((1, 1, 1));
b)|Ker p=((1,1,1)), Im¢p=(2,1,1), (-1, -2, 1)).
Kuna A on pobratav, siis Ker ¢ = 0 ning Im ¢ = R2. (Lihtne kontroll.)
b)|Ker ¢ baasiks sobib nditeks (2, —1) ning Im ¢ baasiks sobib (1, 3).
Ker(p =0,Im¢p= R3.
[D]Ker ¢ baasiks sobib niiteks (4, 0, -5, -3), (0, 4, 3, 1) ning
Im ¢ baasiks sobib nditeks (2, -1, 2, 1), (-1, 1, 1, 0).
Ker ¢ baasiks sobib niiteks (0,1,0,0),(0,0,1,0) ning Im¢ baasiks sobib niiteks
(1,0,2,1),(0,0,1,1).
Parajasti siis, kui alamruumi V; € V; korral dim V; —dim V] < dim V. Votame alamruumi V| <
V1 ning Vl’ baasi ay, .. ., aj. Siis saame ta tdiendada kogu ruumi baasiks ay, . . ., a,. Valime V»-s lin-
soltumatud vektorid by 1, . .., by ning defineerime ¢@(a;) =...=@(a) =0,¢(a;) =b;,i=k+1,...,n.
SiisKerp =(ay, ..., ar) = Vl’, kuna ¢(¥; 1;a;) = 0 annab, et Z?=k+1 Aib; =0, mistdttu Ap 1 =...=
An, eth,- Aiai € Vl,'
Kui dim V] —dim Vl’ > dim V5, siis peab siisteem ¢(dy1), . . ., ¢(an) olema l-soltuv, mistottu leidub ¢
tuuma kuuluv ag, 1, . . ., an kaudu esituv nullist erinev vektor. Jarelikult Ker ¢ 2 (a3, ..., ai) = Vl’ .
a) k esimest veergu on nullveerud, tilejdénud n — k veergu on soltumatud
b) k esimest rida on soltumatud ja iilejidnud n — k rida on nullread.
Olgu ¢ poordteisendus . Et ¢ on bijektiivne, siis iga x, y € V korral leiduvad u, v € V nii, et ¢ (1) =
X, o) =y.Nutid y(x+1y) =y (W) + L) =w(@u+Av)) =u+Av=yx) + Ay (y).
Kui ¢ on injektiivne, siis ¢(x) = 0 = ¢(0) annab, et x = 0. Kui Ker ¢ = 0, siis olukorras ¢(x) = ¢(y)
saame, et p(x—y) =0, seega x — y € Ker ¢ = {0}, mistottu x = y.
Olgu dim V = n. Vastavalt valemile dim Ker ¢ + dim ¢(V) = n on Ker ¢ = 0 samavéérne sellega, et
dim ¢(V) = n. See on samavéaarne asjaoluga, et ¢(V) = V ehk ¢ on siirjektiivne.
Kuiey, ..., e; on Llin-sdltumatu siisteem, siis A1 p(e1) +. ..+ A1 @(er) =0 annab, et p(A1e1 +.. .+
Aker) =0, millest A1e1 +...+ Arep =0,seegad; =... =1, =0.
Erijuht eelmisest: L = V ja Ker ¢ = 0, kuna ¢ on {iksiihene.
Kui x, y € Im o, siis @(a) = x, ¢(b) = y, mistdttu @(a+ Ab) = x + Ay. Kui x, y € ¢~ (L), siis
@(x), p(y) € L, mistottu ¢(x+ Ay) € L.
pooratav lineaarteisendus viib baasi baasiks. Olgu ¢(ey), ..., ¢(ey) vektorruumi (L) baas, siis
el1,..., e, onlin-sdltumatu siisteem alamruumis L. Tegemist on ka L moodustajate siisteemiga: oleta-
me, et leidub vektor ep ¢ ey, ..., ex), eg € L, siis ey, . . ., ej on lin-sdltumatu, mistottu ¢(ep), . . ., @(ex)
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on lin-soéltumatu ¢(L)-s, vastuolu.

Olgu ey, ..., e, vektorruumi ¢~1(L) baas, siis ¢(e1),..., @(e;) on vektorruumis L lin-soltumatu.
Tegemist on ka L moodustajate siisteemiga. Nimelt, kui oleks mingi ay € L omadusega, et ag ¢
{ple1), ..., pler)), siis ¢ pooratavuse tottu saaksime tdhistada ep nii, et ¢(eg) = ap. Niiid on
@(eg), ..., p(er) lin-sdltumatu, mis on véimatu.

Maatriksi A € Mat, (K) omavéértused A1, . . ., 1, on parajasti poliinoomi det(A— AE) juured. Seal-
juures arendades seda poliinoomi, néieme, et ta on kujul (=1)?A" — (=1)"(a11 +. . .+ an) A" L +.. . +
det A. Viete'i valemite pohjal jarelduvad siit {ilesande viited.

Element 0 on ¢ omavéirtus parajasti siis, kui Ker ¢ # 0.

Olgu ¢ pooratay, siis ¢ on injektiivne ja seetdottu Ker ¢ = 0, mistottu 0 ei ole ¢ omavéartus.

Vastupidi, kui Ker ¢ = 0, siis dim Im ¢ + dim Ker ¢ = dim V tottu on Im ¢ mdd6de vordne kogu ruumi
modtmega. Seega langeb Im ¢ kogu ruumiga kokku (st. ¢ on siirjektiivne) ning Ker ¢ = 0 tdttu on ¢
injektiivne. Jarelikult on ¢ pooratav.

vahetu kontroll.

Kui x # 0 on ¢ omavektor, siis ¢(x) = Ax, kus A # 0. Niisiis x = (171 x) € Im ¢.

Tahistame ¥ = ¢ — k1y. Olgu x lineaarteisenduse ¢ omavektor, siis mingi A korral ¢(x) = Ax.
Saame, et ¢ (x) = (A — k) x, mistottu x on ka ¢ omavektor, mis vastab omavéadrtusele 1 — k.

Vastupidi (et ¥ iga omavektor on ¢ omavektor) on analoogiline.

Olgu ¢(a) = Aa, siis p(@(a)) = ¢(Aa) = A%a. Analoogiliselt iilejizinud osad.

Olgu ¢ pooratay, ¢(a) = Aa. Ulesandep(')hjal A #0. Saame, et (A~ a) = a. Seega ¢~ 1(a) =
A" a.

Teiselt poolt, kui tp_l (a) = pa, siis a = pp(a), millest p(a) = y_l a.

Olgup(p(a) = A2a. Oletame, et A ei ole ¢ omavédrtus. Siis kehtib iga x korral implikatsioon ¢ (x) =
Ax = x =0. Paneme téhele, et @(p(a) + Aa) = A(¢(a) + La), millest jareldub, et p(a) = —1a.

Olgu ¢ transponeerimisteisendus vektorruumil Maty (R). Olgu X selline, et ¢(X) = AX mingi A
korral. Siis X = p(p(X)) = A2 X, millest jareldub, etkas X =0voil = A2, Seega A =1voi A =—1. Esimesel
juhul sobivad omavéartusteks kdik siimmeetrilised, teisel juhul aga kaldstimmeetrilised maatriksid.
Induktsioon vektorite arvu jargi. Omavektor pole nullvektor, seega juhul n = 1 vdide kehtib. Ol-
gu X1, ..., X, X4 sellised nullist erinevad vektorid, et ¢(x;) = A;x;, i = 1,..., k+1, kus skalaarid
ALy« oy Ajy Ajy1 on koik erinevad. Teame, et x3, . . ., X} on soltumatud. Néitame, et x7, ..., Xf, Xj41
on soltumatu siisteem. Olgu ajx) +...+ QX + gy Xgs1 = 0, siis ¢ rakendamisel Zf:ll Aiaix; =0
ning Ay 1-ga korrutamisel Z;‘:l Ak+1a;x; = 0. Lahutame need kaks vordust, siis saame, et Zle A=
Aks)a@ix; =0, seega (A; — Apy1)a; =0, mistottu a; = ... = a} = 0. Niitid muidugi ka aj,; =0, sest
Xj1 7 0.

A1,2,3 = —1 (algebraline kordsus 3), vastav omavektor c(1, 1, —1) (geomeetriline kordsus 1,
ceR\{0});

/112,3 = 2 (algebraline kordsus 3), vastav omavektor cj (1, 2, 0) + ¢2(0, 0, 1) (geomeetriline kordsus 2,
lc1]+]c2] > 0);

)Ll,g =0, A3 = 1, omavéértusele 0 vastav omavektor on cj (1, 2, 3) ning omavéértusele 1 vastav oma-
vektoron cz(1, 1, 1) (c1, c2 € R\ {0});

11,2 =1, A3 = —1, omavéirtusele 1 vastav omavektor on ¢y (1,0, —1) + ¢2(0, 1, 2) (kus |c1| + |c2| > 0),
omavédrtusele —1 vastav omavektor on ¢(3, 5, 6) (kus c € R\ {0});

[e)]A1 =1 (algebraline kordsus 1), vastav omavektor c(1, 2, 1), kus c € R\ {0};

11'2'3,4 =2, vastav omavektoron ¢y (1,1, 1,0) + c2(0, 0, 1, 1), kus |c1 | + |c2| > 0.
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juhul p = 2 on omavairtus 0 ning omavektor (1, 1); juhul p = 3 on omavéértused 0 ja 2, oma-
vadrtusele 0 vastavad omavektorid (1, 2) ja (2, 1) ning omavéértusele 2 vastavad omavektorid (1, 1) ja
2,2);
juhul p = 3 omavéartused puuduvad; juhul p = 5 on omavaartused 0 ja 2, omavéadrtusele 0 vastavad
omavektorid on ¢(3, 1), kus ¢ € {1, 2, 3, 4} ning omavéértusele 2 vastavad omavektorid on ¢(2, 1), kus
€{l1,2,3,4}.
vahetu kontroll.
Olgu Ap geomeetriline kordsus d ning olgu ¢ maatriks mingi baasi suhtes A. Nditame, et (x—/lo)”Z |
det(A — xE). Olgu ey, ..., e4 lin-sdltumatud omavektorid, mis vastavad omavéartusele Ag. Jatkates
el1, ..., eq kogu vektorruumi baasiks e, on ¢ maatriks e suhtes selline, et esimesed d diagonaali ele-
menti on Ap ning selles veerus mujal on 0. Sealjuures on A ja B sarnased, sest nad on sama lineaar-
teisenduse maatriksid eri baaside suhtes. Kuna sarnastel maatriksitel on samad karakteristlikud po-
liinoomid, siis det(A — xE) = det(B — xE). Arendades det(B — xE) esimese d veeru jirgi, saame, et
(x— Ag)d | det(B xE), mida oligi tarvis.

1 -1)(1 1 0 0
310"‘) (—4 4)(1 —4):(0 5)’

)| ka ekordsele omavédrtusele 3 vastab ainult iiks séltumatu omavektor (1, 1), seega maatriksit diago-
naalkujule viia ei saa;
kahekordsele omavédrtusele 0 vastab ainult tiks sdltumatu omavektor (1, 2), seega maatriksit diago-

naalkujule viia ei saa;
] 1

3 8 2\ 3 12 -4 3 8 2 3 0 0
dff -1 -3 -1 -1 -3 1 -1 -3 -1 =10 2 0|
-3 -7 =2 -1 -12 6 -3 -7 =2 0 0 1

-1

1 0 1 10 -3 -9 1 0 1 1 0 0
e)| O 3 -2 -18 7 18 0 3 =2 |=10 1 0 |;
1 -1 2 18 -6 -17 1 -1 2 0o 0 -2

Eon ainult tiks tihekordne reaalne omavéartus 1, seega maatriksit diagonaalkujule viia ei saa.
ei (1 geom. kordsus liiga viike);

jah;

[cljah.

skalaarkorrutise aksioomide kontroll on mélemal juhul vahetu;

@]<x, ) =

<x =

I e (x) f (sest peab olema ka normeeritud),

normeerimata ez(x) =x+k- kus k médrame seosest f (x+ k- %) . % dx =0, seega k = 0 ja

\f,
&0 =52,

normeerimata eé ) =x>+k- x\/‘g +1- f’ kus k méddrame seostest fl (x +k-x+1- 1) dx =0 ja
Y [x +k-x+1- 1) -xdx =0, seega k = OJal——i,mlllesteg,(x) 3;\‘[[ 2‘([

.e =1,

normeerimata ez(x) x+k, kus k=0, seega e’z(x) =X
normeerimata es(x) x®+kx+1,kus[=0ja k=0, seega e’3(x) =
(f, 8) = apbo + a1 b1 + @2)2azby + (3D2aghs +. ..+ (M)2anbp, kui f(x) = anx" +. ..+ ap, gx) =
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bpx™+...+bg.

(a, kiay +...+kmam)=ki{a, a1) +. ..+ km{a, am) =0

Olgu Ax + uy = 0, korrutame seda vordust skalaarselt x ja y-ga. Saame, et A(x, x) =0ja u(y, y) =
Siit A =pu=0.

Korrutage vordust x = Ayej +. ..+ A, ey, skalaarselt jarjest koigi vektoritega e, . . ., ep. Selgub, et
Ak = (X, eg).

B2Il (a1 +...+am, a1 +...+am) = (a1, a1) +...+{am, am).

- Esimene omadus jdreldub asjaolust, et ||x|| > 0, kui x # 0. Teine jareldub sellest, et a € R korral
\/_2 = |a|. Kolmnurga vorratuse saame nii, et tdestame (x+ y, x+ y) < ([l x|| + ||y||)2 kasutades Cauchy
vorratust 2¢x, y) < 2| x|l yll.

|a| = 2V11, |bl = 2V/30, ¢ = 2v/38, cos Z(a, b) = \/»r cos Z(a, c) = %ﬁ’ cos Z(b, ¢) =

2W V38’
(a1, ap) = 2+6+4—12 = 0, nduame iilejidnud baasivektoritelt a = (a1, @2, a3, a4) omadust

(a, a1) =0, (a, ap) = 0, mis annab vorrandisiisteemi LFS-ga (2, 2, 1, 0), (-17, —10, 0, 1). Votame az =
(2,2,1,0)ningolgu a4 = (-17, —10, 0, 1)+ ka;y + lap + mag, kusjuures nduame, et a4 oleks ortogonaalne
aj, ap ja az-ga. Tarvis on saada ainult ortogonaalsus az-ga: —34 —20+ m(4 + 4 + 1) = 0, millest m = 6;
valime a4 = (-5, 2, 6, 1).

(ay,ap) = 0, a = (ay,a, a3, ay) midramiseks tekkiva vorrandisiisteemi LFS on
1,-2,1,0),(-7,50,1), siit a3 = (1,-2,1,0) ja a4 = (-7,5,0,1) + m(1, -2, 1, 0), millest tingimu-
se (a4, az) =0 abil m = %, seega a4 = é(—ZS, —4,17,6).

2
T

2 1).
'3 3)*
1 1 1 _ 1 11 1
03-( 33D z)’“4-(—z’2vz'—z
3261 = (1,2,2,-1), ap = (2,3, -3,2), ag = (2, -1, -1, -2);

Bla =1,1,-1,-2), a2 = (2,5, 1, 3);

ar=(2,1,3,-1),a2 =3, 2, -3, -1), az = (463, 1589, 342, 3541).

Tegemist on toesti skalaarkorrutamisega, kuna (x — X2)2 + (X2 — x3)2 + (o3 — xa)2 + xi = 0 parajasti
juhul, kui (x1, x2, x3, x4) = (0, 0, 0, 0).

a)la; =(1,0,0,0),a,=(1,1,0,0),a3=(1,1,1,0), a4 =(1,1,1, 1);

a = \/Lg 1,-1,0,0), ap = \/LTO @4,1,-5,0), az = \/W (5,3,-1,-7), as = \/LBT) 10,9,7,4).

Lt={xe€E:VyeLxlyh.

[@]Vahetu kontroll skalaarkorrutamise omaduste abil.

Valime L ortogonaalse baasi ey, . . ., e, ning jatkame selle E ortogonaalseks baasiks e, ..., e;. Va-
hetu kontroll néitab, et iga x € span{eg,1,..., e} korral on x ortogonaalne koigi vektoritega alam-
ruumist L. Vastupidi, kui x L y iga y € L korral, siis esitades x = Aje; +...+ Apey, osutub, et x €
span{ey.y, ..., en}. Seega Lt = span{ey.1, ..., ex}. Rakendades sarnast arutelu alamruumi Lt jaoks
leiame, et (L)1 = spanfey, ..., ex} = L

Olgu x € (L1+Ly)", see tahendab, et igaye€ Ly, z€ Lp korral x L y+z. Muuhulgas, vottes z = 0 saame,
et x L y, vOttes y =0 saame, et x L z. Seega x € Li‘ jaxe Lé‘.

Vastupidi, kui x € Li— ja x € LL, siis iga y € L1, z € Ly korral x L y ja x L z, millest x L y + z, seega
x€(Ly+ L)t

Ly +1F = (LF+ LD = (@ht n @ Ht = L n L)t

e)|Olgu x € EL, siis (x, x) = 0 (sest x € E), seega x = 0.

plioy*- = (EHt =E.
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B29}[a)]LFS on (-2, 2,1, 0), (-1, -1, 0, 1). Need vektorid on juba ortogonaalsed.
[B)ILFS on (4, -2, 0, 1), (0, 2, 8, —3), ortogonaliseerimisel saame néiteks (4, 2, 0, 1), (1, 1, 6, =2).
©|LFSon (2, -5,1, 0), (1, -1, 0, 1), ortogonaliseerimisel saame nditeks (2, -5, 1, 0), (16, 5, =7, 30)
& Esitumine on lahendatud juba ﬁl.@ Oletame,eta=b+c=by+cy,kusbh, by e Ljac,c1 € Lt
Siis b— by = ¢1 — c. Oleme saanud, et b—b; € LN LJ-, millest jareldub baasi esituse kaudu, et b— by =0.
Seegab=Db1jac=cj.
[B31] [a)| ndeme, et baas alamruumile L := span{ay, az, as} on e; = (1,1,1,1), ez = (1, 2, 2, —1). Valides
a=Are1+Azex+cleiame,etb=(1,-1,-1,5)jac=(3,0,-2,-1).
baas alamruumile L := spanf{ay, az, azglone; = (2,1,1, -1),ex2 = (1, 1, 3,0). Validesa = 11e1 +A2e2+c
leiame,etb=(3,1,-1,-2)jac=(2,1, -1, 4).

1 -1 0
334 \/LE (0 0 \/E)

1 1 0
ortogonaalsed on: B, D, F;
det A=5,detB=1,det C=-8,det D=1,det F=1.
(det A)? = (det A) - (det A") = (det A) - (det A™1) = det(AA™!) =det E= ;

_ 2 3)(2 3\"' (5 8
1 27731 21 2) T\s 13/

Kui AA? = Ey, siis A on regulaarne (teoreem maatriksite korrutise determinandist), seega leidub
A~L. Korrutades vordust AA? = E;, vasakult A~1-ga, leiame, et A’ = A71,

vastupidine viide ei kehti, nditeks

Cll 012 [ Cln
C21 C22 Cn , A ey

338, Olgu C = . . . . -Kuna e; = cjje1 +...+cpien mng()‘,-yj:(ei,ej):cliclj+
chl Cn2 ... Cnn

C2iC2j+. ..+ Cp jCp,j, siis maatriksi C!-C elemendid on 6;,j ehk C!.C = E. Seega C on ortogonaalmaat-
riks.

Toestus tugineb tuntud omadusele (A™?) = (A? )71.

Diagonaalmaatriksi diagonaalil olgu A1, . . ., A, poérdmaatriksi diagonaalilon A71, .. ., /1;1 (see-
ga need peavad eksisteerima, st. A1 Az ... A, # 0). Noutav on, et diagonaalmaatriks transponeerituna
(st. tema ise) langeks kokku poordmaatriksiga, seega 11 = /III jne. Niisiis on diagonaalmaatriks orto-
gonaalne parajasti siis, kui diagonaalil seisavad ainult arvud 1 voi —1.

Olgu ¢ ja v ortogonaalsed teisendused, siis ((py)(x), (py)(x)) = (P (x), p(¥(x))) =
(¥ (x), w(x)) = (x, x), niisiis on tegemist alamrithmaga koigi teisenduste rithmas.

Kui a = b, siis sobib niiteks samasusteisendus I. Kui a = —b, siis sobib —I. Muul juhul on
rank(a, b) = 2. Vaatleme ruumi E alamruumi spanf{a, b} baasi a, b, teeme temast ON baasi ja jatka-
me selle ruumi E ON baasiks. Tarvis on niiiid vektorite a ja b poolt mddratud tasandil podrata vektor

a vektoriks b (aga tasandiga ortogonaalsed vektorid jétta paigale). Olgu cos ¢ = %, siis sellise tei-
cosgp —-singp 0 0 ... O
singp cosg 0 O 0
0 0 1 0 0

senduse maatriks on A = 0 0 0 1 0 | Lihtne kontroll niitab ka, et tegemist
0 0 0o 0 ... 1

on ortogonaalmaatriksiga, seetdttu on vastav teisendus ortogonaalteisendus.
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B43l[)] (0 () () = an(=1)"x" +... + ag, seega (p(f), p(&)) = anbn(-1)?" +... agho = (f, 8);

b)| (p(f))(x) = apx™ +.. .+ an, seega (p(f), p(g)) = aobo +. . .+ anbp.

[]kuna E = (AA™1)! = (A~1)! A" ja Ka teistpidi, siis on (A1)~ = (A™1)!, seega (A=)’ = (4) 7! =
A~ eeldusel, et A = A;

E(BB[)I — (BZ’)EBI — BBt;

lo)lkui (AB)? = AB, siis BY A" = AB, millest BA = AB; kui BA = AB, siis (AB)! = B'A' = BA= AB.
analoogiline eelmise iilesandega.

{(@+)(x), ) = (p(x), ¥) + (@ (), ¥) = (x, @) + {x, w(P) =, (@ +Y)(P).
Ortogonaalteisenduste jaoks vidide ei kehti. Toepoolest, kui vaadata ortogonaalteisenduse maatriksit
ON baasi suhtes, peaks determinandiga 1 maatriksite summa olema determinandiga 1 maatriks, mis
iildiselt ei kehti.

eelmise tilesande idee peale (vaja on skalaarkorrutamise aditiivsust ja homogeensust).

Olgu ey,..., e, ON baas. Siis iil. pohjal vektori x koordinaadid baasil ej,..., e, on
(x, e1), ..., {x, en). Niisiis on iga x korral ¢(x) koordinaadid samad, mis vy (x) koordinaadid (vt y rolli
jérjestey, ..., ey). Seega @(x) = y(x).

Olgu pv stimmeetriline. Eelmise tilesande valguses piisab ndidata, et {(pw)(x), y) = {((y)(x), )
iga x ja y korral. Saame, et (@ (x)), y) = (x, o (1)) = {p(x), y (1)) = (Y (@(x)), ).

Kommuteerugu ¢ ja y. Siis (¢ (y (x)), y) = (W (@(x)), y) = {px), w(y)) = {x, oy (y)).

Alternatiiv: olgu A ja B vastavalt ¢ ja ¥ maatriksid mingi ON baasi suhtes. Siis A’ = A, B’ = B ning
iilesande viide on, et (AB)? = AB parajasti siis, kui AB = BA. Arvestades vordust (AB)? = B' A%, on
niiiid védide ilmne.

(pu+ye)(x), y) = {py(x), »)+{We(x), y) = (W (x), (¥)+{@(x), ¥ (1) = {x, wo () +{x, oy () =
x, (py + @) ().

Ka selle iilesande saab lahendada maatriksite keeles: (AB+BA)! = BP A"+ A’B' = BA+ AB = AB+BA,
kus A ja B on vastavalt ¢ ja ¢ maatriksid mingi ON baasi suhtes.

@. Loeme algse ON baasi vektoriteks e, es jne, ning uue baasi esitame selle suhtes.

ol ~(s )t = h (o 2 )
bl - (G5 ) 4 -G 34§ 1)
] 18 0 0
W)()()( 2 0 )
0 0 -9

R 5 0 0
R P SV LY
R 270 0
it s 0)
§lei=(%’_%,_%y_%)ye§:(‘/%’VL@’O’O)'eé:(JLE’_JLE’\/Lé'o)’ef(ﬁgr—ﬁgy—ﬁg,%),

-2 0 0 O
SRR

0 0 0 2
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