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1. Jaguvus. Aritmeetika pohiteoreem

1.1. Taisarvud

Kaéesoleva kursuse pohiliseks uurimisobjektiks on téisarvud ja nende omadused. Teatavasti on tédisarvude hulk

Z=A..,-2,-1,0,1,2 ...} jirjestatud kommutatiivne ring, s.t., et sellel hulgal on defineeritud liitmistehe + :
Z X 7 — 7, korrutamistehe - : Z X Z — 7Z ning jarjestusseos <C Z x Z nii, et

Z1. (Va,b,ce Z)((a+b)+c=a+ (b+0¢)) (liitmine on assotsiatiivne);
Z2. (0 €Z)(Va€eZ)(a+0=a=0+a) (leidub nullelement);
Z3. (Va€Z)(3(—a) €Z)(a+ (—a)=0=(—a)+a) (igal téisarvul leidub vastandarv);
Z4. (Va,beZ)(a+b=0b+a) (liittmine on kommutatiivne);
Z5. (Va,b,c € Z)((ab)c = a(be)) (korrutamine on assotsiatiivne);
Z6. (31 € Z)(Ya € Z)(al = a = la) (leidub dhikelement);
Z7. (Va,b € Z)(ab = ba) (korrutamine on kommutatiivne);
Z8. (Ya,b,c € Z)(a(b+ c) = ab+ ac) (liitmine on korrutamise suhtes distributiivne);
Z9. (Va,b,ceZ)(a<b=a+c<b+¢) (jérjestus on kooskolas liitmisega);
Z10. (Va,b,c€ Z)(a < bAc> 0= ac < bc) (jirjestus on kooskdlas mittenegatiivsete arvudega korrutamisega).

Lisaks nendele on tdisarvude ringil veel teisigi omadusi. Naiteks
Z11. (Va,b,c € Z)(ac=bcAc# 0= a =1b);

Z12. (Va,beZ)(ab=0<=a=0Vb=0);

Z13. Va,beZ)(ab=1<=a=b=1Na=b=—1);

s.t. tdisarvude ring on taandamisega, nullitegureita ning ainsad pooratavad elemendid on —1 ja 1.
Téisarvude hulk sisaldab naturaalarvude hulka N = {1,2,3,...}. V&ib vaadelda kujutust | |: Z — NU{0}, mis
on defineeritud vordusega
|a|:{ a, kuia >0,
—a, kuia<O0.

Mittenegatiivset tdisarvu |a| nimetatakse tdisarvu a absoluutvidrtuseks. Absoluutviirtuse tdhtsamad omadused
on jargmised:

ABS1. (Va € Z)(Ja] =0 < a =0);
ABS2. (Va,b € Z)(|ab| = |al|b]) (absoluutvidrtus on kooskélas korrutamisega);
ABS3. (Va,b e Z)(|a+b| < |a| + |b]) (kolmnurga vorratus).

1.2. Taisarvude jaguvus. Suurim iihistegur ja vihim iihiskordne

Viga oluline koht arvuteoorias on jaguvuse moistel.

Definitsioon 1.1. Oeldakse, et tiisarv a jagab téisarvu b (ja tihistatakse a | b), kui leidub selline téisarv ¢, et
ac =Db.

Fakti, et a | b, voib tidhistada ja viljendada viiga mitmel moel. Koik jirgnevad kirjutised ja viited téhendavad
taisarvude a ja b korral iihte ja sedasama:

a|lb = arvajagabarvub= b ‘a = arv b jagub arvuga a
= aonbjagaja = aonbtegur = bonakordne = (Ic€ Z)(ac=0b).
Definitsioonist jérelduvad lihtsalt mitmed jaguvusseose omadused.

Lause 1.2. Tdisarvude jaguvusseosel on jirgmised omadused: iga a,b,c € Z korral



1. kuia|bjab|ec, siisalc (transitisvsus);
2. kuia|bjaale siisal(bxe);
3. kui a | b, siis ac | be (jirelikult ka a | be);
4. a| 1 parajasti siis, kui a € {—1,1}.
TOESTUS. Neljas viide jareldub omadusest Z13. Esimene véide kehtib sellepéirast, et mistahes a, b, ¢ € Z korral

albAble = (Id,e € Z)(ad =bAbe =c) = c=be = (ad)e = a(de) Nde € Z =—>_alc.
Def. [I1] 75 Def. [T
Ulejidnud kaks viidet saab toestada analoogiliselt. O

Jaguvusseose abil saab defineerida taisarvude suurima iihisteguri ja vihima iihiskordse.

Definitsioon 1.3. Mittenegatiivset tdisarvu d nimetatakse tiisarvude a ja b suurimaks ihistequriks (tdhistatakse
d = SUT(a,b) ehk lithidalt d = (a,b), antud kursuses eelistame viimast tdhistust), kui

(i) d|ajad| b
(ii) iga tédisarvu ¢ korral, kui ¢ | a ja ¢ | b, siis ¢ | d.
Kui a ja b suurim iihistegur on 1, siis 6eldakse tihti, et a ja b on thistegurita.

Definitsioon 1.4. Mittenegatiivset téisarvu m nimetatakse téisarvude a ja b véhimaks dhiskordseks (tdhistatakse
m = VUK(a, b) ehk m = [a, b]), kui

(i) a | mjab|m;
(ii) iga téisarvu ¢ korral, kui a | ¢ ja b | ¢, siis m | c.

Eelmises kahes definitsioonis nduame mittenegatiivsust selleks, et nii suurim iihistegur kui ka véhim iithiskordne
oleks iiheselt midratud (toepoolest, niiteks ka —(a,b) rahuldab definitsiooni tingimusi (i) ja (ii)). Monikord
(nagu ka konspekti eelmiste aastate versioonides) mittenegatiivsust el nduta ja siis suurim iihistegur ja vihim
iiheskordne on defineeritud mérgi tdpsuseni.

Mirkus. Uldiselt siin on tegemist vihima iilemise (supremum) ja suurima alumise (infimum) rajadega eeljirjestatud hulgal. Meenu-
tame, et hulk X on osaliselt jarjestatud relatsiooniga <C X x X, kui < on

(R) refleksiivne, s.t. Vz € X = < z,

(A) antisiimeetriline, s.t. Vz,y € X (x <y Ay <z) = z =1y,

(T) transitiivne, s.t. Vz,y,2 € X (t <yAy<z) = z <z

Siis kahe elementide a,b € X véihim iilemine raja sup(a, b) on selline element m € X, et
(i) a<mjab=<m;

(ii) iga elemendi ¢ € X korral, kui a < ¢ ja b < ¢, siis m < c.

Lihtne on niha, et osaliselt jirjestatud hulgas kahe elemendi vihim iilemine raja (kui ta leidub) on iiheselt mé#ratud (on vaja lihtsalt
kasutada antisiimmeetrilisust). Osaliselt jérjestatud hulga néited on hulk Z tavalise arvude jérjestusega < ja hulk N jaguvusseosega |.

Oletame niiiid, et relatsioon < ei ole osaline jérjestus vaid on ainult eeljdrjestus, s.t. ta on refleksiivne ja transitiivne, kuid ei pruugi
olla antisiimmeetriline. Siis definitsiooni kohaselt voivad leiduda elemendid z,y € X nii, et ¢ < y ja y < x, kuid = # y. Eeljirjestatud
hulga néide on hulk Z jaguvusseosega |.

Osutub aga, et iga eeljiarjestatud hulk loomulikul viisil tekitab teatud osaliselt jirjestatud hulka. Tédpsemalt, kui defineerida relat-
siooni ~ nii, et

Ve,ye X x~y L rT<yNy =<z,

siis ~ osutub ekvivalentsusseoseks ning X esitub paarikaupa ldikumatute ekvivalentsklasside (nagu & = {y € X : y ~ z}, z € X)
iithendina. Faktorhulgal ehk ekvivalentsklasside hulgal X/~ = {Z : € X} v6ib niiiid defineerida osalise jérjestuse

i< & Vecivney ¢<n e Jecidey £<n <= z<uy.
Niitid on selge, et eeljérjestatud hulgas rahuldab element m tingimusi (i) ja (ii) iileval parajasti siis, kui m € sup(d,f)), kusjuures
ekvivalentsklass sup(a, b) (kui ta eksisteerib) voib sisaldada ka mitu elementi.
Meie juhul (hulk Z eeljéirjestatud jaguvusseosega |) téisarvule a € Z vastav ekvivalentsklass on (reeglina kaheelemendiline) hulk
{—a, a}. Kahe tiisarvu vithima iihiskordse [a, b] v&iks seega samuti vaadata klassina sup(a, b), mis vérdub {—m, m} mingi m € Z korral,
aga see voib olla natuke tiilikas. Seetottu konspektis nimetame vihimaks iihiskordseks selle klassi mittenegatiivset elementi ehk |m]|.

Sama asi kéib ka suurima iihisteguri kohta.

Suurimal iihisteguril on jargmised omadused.



Lause 1.5. Iga a,b,c € Z korral

1. (a,b) = |a| parajasti siis, kui a | b;

2. (a,0) = |al;

3. (a,b) = 0 parajasti siis, kui a =0 ja b= 0;
4- ((a,0),¢) = (a, (b,c)).

TOESTUS. Tdestame niitena esimese véite. Kui a = (a,b), siis definitsiooni tingimuse (i) pdhjal a | b. Kui
—a = (a,b), siis samamoodi a | (—a) | b. Vastupidi, eeldame, et a | b. Kuna lisaks sellele a | a, siis @ on a ja b
ithine tegur. Oletame, et ka ¢ | a ja ¢ | b. Siis ilmselt ¢ | a, mis tdhendab, et ka definitsiooni tingimus (ii) on
rahuldatud ning |a| on tdesti a ja b suurim iihistegur. O

Jargmine lause on lugejale kindlasti tuttav. Lithidalt Geldes véidab ta seda, et iga tdisarvu voib jadgiga jagada
iga naturaalarvuga.

Lause 1.6. Olgu a tdisarv ja b naturaalarv. Siis leiduwvad dheselt mddratud tdisarvud q (jagatis) ja r (jadk), nii et
a=bg+r ja 0<r<hb.
TOESTUS. Olgu antud a € Z ja b € N. Vaatleme hulka
A={a—bx |z €Z,a—bx >0} CNU{0}.

Paneme tihele, et a + a®> > 0. Toepoolest, a > 0 korral on see vorratus ilmne, a < —1 ehk —a > 1 korral
a? = (—a)? > —a omaduse Z10 pohjal ning a® + a > 0 omaduste Z9 ja Z3 pohjal. Jarelikult a — b(—a?) = a+ ba? >
a+a® > 0 ning seega a — b(—a?) € A. Kuna hulga N U {0} igas mittetiihjas alamhulgas leidub vihim element, siis
leidub ka hulga A vihim element r = a — bg € A, kus ¢ € Z. Naitame, et r < b. Selleks oletame vastuviiteliselt, et
r>b.Slis0<r=r—b=a—->b(¢g+1) € Ajar <r, mis on vastuolus r valikuga. Niiviisi oleme leidnud sellised
q,rE€Z,eta=bg+rjald<r<hb

Néitame, et ¢ ja r on iiheselt méaratud. Selleks oletame, et leiduvad téisarvud g1, g2, 71,72 nii, et

a=0bqg1+7r1=bga+12 ja 0<ry,me <b.

Siis b(q1 — q2) =ro —r1. Kuna b > 1, [ro — r1| < b ja q1 — q2 € Z, siis vordusest |ro — 71| = |b]|q1 — ¢2| = blg1 — ¢2|
jareldub, et g1 — g2 = 0 ja seega ka ro — 1 = 0. Sellega oleme néidanud, et g1 = g2 ja r1 = 79. O

Vorreldes lauset definitsiooniga voime delda, et naturaalarv b jagab téisarvu a (ehk a jagub arvuga b)
parajasti siis, kui arvu a jagamisel arvuga b tekkiv jadk on 0.

Lausest jareldub muuhulgas, et kahe tdisarvu suurima iihisteguri leidmiseks saab kasutada Eukleidese algo-
ritmi. Eukleides (stindis u. 350. aastal e.m.a.) oli kreeka matemaatik, kes elas ja tootas Aleksandrias. Eukleidese
algoritm sisaldub Eukleidese pdhiteose “Elemendid” VII raamatus. Algoritm ise vois olla teada kuni 200 aastat
enne Eukleidest.

See algoritm téotab jirgmiselt. Olgu eesmérgiks leida tiisarvude a ja b suurim iihistegur. Uldisust kitsendamata
voime eeldada, et a = b > 0 (sest (a,b) = (la|,|b]), (a,b) = (b,a) ja b = 0 korral on selge, millega (a,b) vordub).
Kobigepealt jagame arvu a jédgiga arvuga b:

a=bqy + 11, 0<r <b.
Kui r =0, siis b | a ja seega (a,b) = b. Kui 71 # 0, siis jagame arvu b arvuga r:
b=1r1qs + 1o, 0<ry < ry.

Kui ro = 0, siis 16petame; vastasel juhul jagame arvu ry arvuga ro:

r1="2q3 + 3, 0<rs <ra.
Niimoodi jitkame senikaua kui saame mingil sammul jadgiks r,11 = 0. Varem voi hiljem peab see juhtuma,
sest b > ry > re > ... 2 0 ja el leidu lopmatuid kahanevaid naturaalarvujadasid. Osutub, et a ja b suurimaks

ithisteguriks on viimane nullist erinev jaék r,, (tGestuse voib leida raamatust [1], k. 196-197). Algoritmi voib kokku
votta jargmise tabelina.



Eukleidese algoritm.

a = bq +r, 0<r <b,

b = rig+re, 0<ry <rys

L = T2q3+73, 0<rsz<ry,
Tn—3 = Tn—2Qn—1 + Th—1 0<rp1 <Tp—2,
Tn—2 = Tn—1qn + Tn 0< Tn < Tn—1,
Tn—1 =  TpQny1+ 0.

1.3. Vorrand az + by = ¢

Paljudel arvuteooria probleemidel on jirgmine kuju: kui f on téisarvuliste kordajatega (ithe- vdi mitmemuutuja)
poliinoom, siis kas vorrandil f = 0 on téisarvulisi lahendeid? Selliseid vorrandeid on hakatud kreeka matemaatiku
Diophantose auks nimetama diofantilisteks vorranditeks. Diophantos elas 3. sajandil ja to6tas Aleksandrias. Tema
pOhiteos oli “Aritmeetika”, milles ta muuhulgas kisitles tehteid ratsionaalarvudega, kasutas algelist algebralist
stimboolikat ja lahendas mitme tundmatuga vérrandeid.

Uheks lihtsamaks diofantiliseks vorrandiks on vorrand az + by = ¢, kus a, b, ¢ on téisarvud ja z,y tundmatud.
Jargnevas anname tarviliku ja piisava tingimuse selle vorrandi lahenduvuseks ja eeskirja koigi lahendite leidmiseks.

Teoreem 1.7. Antud tdisarvude a, b, c korral leidub diofantilisel vorrandil
ar +by =c (2)
taisarvuline lahend parajasti siis, kui (a,b) | c.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Oletame, et leiduvad sellised tiisarvud zq ja yo, et axg + byp = ¢. Kuna (a,b) | a ja
(a,b) | b, siis lause 2, 3) pohjal ka (a,b) | axo + byo = c.

Pusavus. Olgu (a,b) = r, leitud Eukleidese algoritmi abil. Et (a,bd) | ¢, siis leidub selline s € Z, et r,s = c.
Liikudes tabelis alt iiles, saame r, avaldada a ja b kaudu:

Tn = Tpn-2 = Tn-1qn = Tn-2 = ("n—3 = Tn—2Gn-1)qn = (1 + @n-1qn)"n—2 — @uTn-3 = ... = ax’ + by,
kus z',y’ € Z. Seega a(x's) + b(y's) = (az’ + by')s = r,s = ¢, s.t. tiisarvupaar x’s,y’s on vorrandi lahend. O
Teoreemist [I.7] saab teha mitmeid kasulikke jdreldusi.
Jédreldus 1.8 (Bézout’ lemma). Nullist erinevate tdisarvude a ja b jaoks leiduvad tiisarvud  ja y nii, et
az + by = (a,b).

Jédreldus 1.9. Olgu a,b,d € Z sellised, et d | a, d | b ja d # 0. Siis vordus (a,b) = |d| on samaviirne vérdusega
a b\ __

(54)=1

TOESTUS. Olgu a,b,d € 7Z sellised, et d | a, d | b ning d # 0 (siis muuhulgas % ja g on tiisarvud). Téhistame

d" = (a,b). Definitsiooni [1.3| pohjal teame, et d | d’. Seega d’' = |d| parajasti siis, kui d’ | d. Jérelikuls

a b
d=ld <= d|d et (3z0,Y0 € Z)(azo + byo = d) <= (Fx0, Yo € Z) (dl’o + oY = 1>

a b a b
— - =1 = - =] =1
Teor. [IL7 d d Lause4) d d

Jédreldus 1.10 (Eukleidese lemma). Mistahes a,b,c € Z korral, kui a | be ja (a,b) =1, siis a | c.

TOESTUS. Kuna (a,b) = 1, siis leiduvad sellised téiisarvud zq ja yo, et axg + byo = 1. Jérelikult axgc+ byoc = ¢. Et
a jagab selle vorduse vasakut poolt, siis peab ta jagama ka paremat poolt, s.t. a | c. |

Meenutame, et algarvuks nimetatakse naturaalarvu p > 1, mille ainsad naturaalarvulised jagajad on 1 ja p.
Naturaalarvu, mis on suurem kui 1 ja mis pole algarv, nimetatakse kordarvuks.

Jédreldus 1.11. Mistahes b,c € Z ja algarvu p korral, kui p | be, siis kas p | b voi p | c.



TOESTUS. Algarvu p ainsad tiisarvulised jagajad on +1 ja £p. Seega (p,b) = p voi (p,b) = 1. Esimesel juhul p | b.
Teisel juhul saame jérelduse pdhjal, et p | c. O

Jareldust kasutades saab lihtsalt toestada jargmise véite.

Jdreldus 1.12. Mistahes tiisarvude a1, as,...,a, € Z ja algarvu p korral, kui p | a1as...ay,, sis leidub selline
ke{1,2,...,n}, et p| ak.

Kuna ainus algarv, millega mingi algarv jagub, on see algarv ise, siis saame jargmise tulemuse.

Jédreldus 1.13. Kuip,q1,42,---,qn on algarvud ja p | q1qs - - - Gn, siis leidub selline k € {1,2,...,n}, et p = qs.

Niitena nende omaduste rakendamisest vaatleme jargmist vdidet, mille toestas juba kreeka matemaatik ja
filosoof Pythagoras (569-500 e.m.a.).

Niide 1.14. /2 ei ole ratsionaalarv.

Oletame vastuviiteliselt, et leidub ratsionaalarv, mille ruut on 2, s.t. 2 = (2)2, kus a ja b on taisarvud ja
(a,b) = 1. Siis b? = 2a? ning seega a | b*> = bb. Jéirelduse pohjal peaks a | b ning jérelikult 1 = (a,b) = |a] ja
b%? = 2, mis on vastuolu, sest ithegi tdisarvu ruut pole 2. Saadud vastuolu niitabki, et v/2 ei saa olla ratsionaalarv.

Lopetuseks toestame teoreemi, mis néitab, kuidas leida diofantilise vorrandi koik taisarvulised lahendid, kui
on teada selle vorrandi iiks (eri)lahend.

Teoreem 1.15. Olgu a,b ja c tdisarvud. Kui vihemalt iks arvudest a ja b ei ole 0 ning xg, yo on vorrandi ax+by = ¢
mingt lahend, siis selle vorrandi koik lahendid x,y saadakse valemite

T = To (CL, b) ) Y=1Yo (a7 b)

abil, andes muutujale t koik tdisarvulised vidrtused.

TOESTUS. Olgu meile teada vorrandi ax + by = ¢ mingi lahend xg,yo. Kui 2,3 on selle vorrandi mingi teine
lahend, siis azg + byg = ¢ = az’ 4 by’, millest jireldub, et a(x’ — z9) = b(yo — y’). Kui vihemalt iiks arvudest a
ja b ei ole 0, siis (a,b) # 0. Tahistades d = (a,b), saame leida sellised tdisarvud o’ ja V', et a = da’ ja b = db,
kusjuures jérelduse 1.9 pohjal (a/, ') = (%,%) = 1. Jarelikult da’(2’ —20) = db' (yo — '), millest arvu d taandamisel
(tdisarvude omadus Z11) saame

&' — 20) = (g0 — ¥). 3)
Meil on olukord, kus a’ | ¥'(yo — ¢') ja (a’,b") = 1. Kasutades jireldust saame, et a’ | (yo — '), s.t. leidub
selline t € Z, et yo —y' = a’t. Asendades yo — 3’ vorduses ning taandades arvu a’ (juhul kui a # 0), saame
2’ — xg = b't. Seega niieme, et lahend z’,y" avaldub kujul

/ / b / / a
r=x0+bt=20+-—5t Y =yo—at=yo— —=t.
(a,b)

(a,0) "

Kui a = 0, kuid b # 0, siis toimime analoogiliselt lihtudes asjaolust, et b’ | a’(z' — x0).
Teisest kiiljest, on lihtne kontrollida, et iga ¢ € Z korral sellised arvud rahuldavad vérrandit az + by = ¢:

SR i +b
alx - =azr =
" a) RO A
O
Mairkus 1.16. Vaatleme vorrandit ax+by = c iile reaalarvude ning kirjutame selle vorrandi reaalarvulisi lahendeid

jérjestatud paaridena (x,y). Eeldame, et vihemalt iiks arvudest a ja b ei ole 0. Siis lineaaralgebrast on teada, et
sellest iithest vorrandist koosnevale lineaarvorrandisiisteemile vastava homogeense siisteemi ax + by = 0 lahendite

fundamentaalsiisteem sisaldab iihe lahendi (z1,y1) (selleks voib votta niiteks paari (x1,y1) = <(abb) L (aab)> € R?)

ning siisteemi ax + by = ¢ koigi reaalarvuliste lahendite hulk avaldub kujul

(zo,yo) + {t{z1,y1) | t € R} = {{z0 +tz1,90 + ty1) | t € R},

kus (xo,y0) € R? on selle vorrandi mingi erilahend (vt. [1], teoreem 5.5.3). Teoreem iitleb, et kui vaadelda
vorrandit ax + by = c iile tédisarvude, siis tema koigi lahendite hulk avaldub sisuliselt samasugusel kujul.



Naiide 1.17. Lahendame diofantilise vorrandi
172z + 20y = 1000.

Selleks leiame Eukleidese algoritmi abil (172, 20):

172 = 20-8+12
20 = 12-1+8
12 = 8-1+4
8 = 4.2,

kust niieme, et (172,20) = 4. Kuna 4 | 1000, siis vorrandil on lahend olemas. Avaldame niiiid arvu 4 arvude 172 ja
20 “lineaarkombinatsioonina’:

4=12-8=12—(20—12)=2-12-20=2- (172 —20-8) — 20 = 2- 172 + (—17) - 20.

Korrutades saadud vorduse molemaid pooli arvuga 250, saame 1000 = 500 172 + (—4250) - 20, seega xo = 500, yo =
—4250 on antud vorrandi iitheks lahendiks. K&ik iilejdsnud tédisarvulised lahendid saame arvutada valemeist

x =500 + 22t = 500 + 5t,
y = —4250 — 12¢ = —4520 — 43¢,

kus t on téaisarv.

Leiame veel niiteks selle vorrandi kdik positiivsed lahendid (s.t. lahendid, kus > 0 ja y > 0). Positiivsete
lahendite korral peab t rahuldama vérratusi 500+ 5¢ > 0 ja —4250 — 43t > 0, ehk samavéérselt —100 < t < —98%.
Ainus tédisarv, mis neid tingimusi rahuldab, on ¢ = —99. See tdhendab, et antud vorrandil on vaid {iks positiivne
lahend x =500+ 5 - (—99) =5, y = —4520 — 43 - (—99) = 7.

1.4. Aritmeetika pohiteoreem

Jargnevalt toestame viite, millele tugineb suur osa naturaalarvude aritmeetikas tdestatavatest teoreemidest ja
mis périneb Eukleidese “Elementide” IX raamatust.

Teoreem 1.18 (Aritmeetika pohiteoreem). Iga naturaalarvun > 1 saab esitada algarvude korrutisena (s.t. leiduvad
r € N ja algarvud p1,...,p, nii, et n = py ...p,.) ning see esitus on ihene tegurite jirjekorra tipsusens.

TOESTUS. Néitame esiteks matemaatilise induktsiooniga, et iga naturaalarvu n > 1 saab esitada algarvude korru-

tisena. Arvu n = 2 korral on viide ilmne. Oletame, et n > 2 ja iga naturaalarvu 1 < m < n saab esitada algarvude

korrutisena. Naturaalarv n peab olema kas algarv v6i kordarv. Esimesel juhul pole midagi téestada. Kui aga n on

kordarv, siis leidub naturaalarv d | n, kusjuures 1 < d < n. Olgu n = da,a € N; siis ka 1 < a < n. Induktsiooni

eelduse pohjal avalduvad d ja a algarvude korrutisena ning jarelikult ka n avaldub algarvude korrutisena.
Uhesuse niitamiseks oletame, et n saab algarvude korrutisena esitada kahel viisil:

n=pip2...Pr = q142-.-4s,

kus (iildisust kitsendamata) r < s ja algarvud p; ja ¢; on mittekahanevas jarjekorras, s.t. p1 < p2 < ... < py ja
1 < g2 < ... < ¢gs. Kuna py | quqa - .. ¢s, siis jirelduse pohjal p; = g mingi k € {1,..., s} korral; kuid siis
p1 = q1. Samamoodi saame ¢; > p; ning kokkuvottes p; = g1. Arvu p; taandades saame pops...pr = @243 - - - Qs-
Korrates seda mottekdiku saame po = ¢2 ja psps...pr = q3qs-..qs- Kul r < s, siis niimoodi jéitkates jouame
vorduseni 1 = ¢, 41¢ry2 - - -gs, mis on aga vdoimatu, sest ¢; > 1iga i € {1,...,s} korral. Seega r = s ning p; = ¢,
P2 = qa,-...,Dr = qr, mida oligi tarvis tdestada. O

Naturaalarvu esitust algarvude korrutisena nimetame tema algtequreiks lahutuseks ning selles lahutuses esinevaid
algarve nimetame antud arvu algtequreiks. Soltuvalt tegurite jirjekorrast voib algtegureiks lahutusi olla mitu. Vahel
on siiski otstarbekam kasutada arvu {ihesemat esitust.

Jareldus 1.19. Iga naturaalarvu n > 1 saab tiheselt esitada kujul

n=pyph? ... phe, (4)

kus k; € N, p; on algarvigai=1,2,...,s korral ning p1 < p2 < ... < ps.

Naturaalarvu n esitust kujul nimetame selle arvu standardkujuks.



Niide 1.20. 180 =2-5-2-3-3=2-2-3-3-5 = 22.32.5!, kus viimane korrutis on arvu 180 standardkuju.

Aritmeetika pohiteoreem annab veel ithe voimaluse SUT ja VUK arvutamiseks. Kui m,n > 1 on naturaalarvud
ja {p1,...,ps} on nende arvude algtegurite hulkade iihend, siis voime need arvud esitada kujul m = ph .. pks,
n = pll1 ...pk, kus py,...,ps on paarikaupa erinevad algarvud ja k; > 0,1; > 0,43 = 1,...,s. (NB! Tegemist pole
standardkujudega, sest astendajate hulgas v&ib olla nulle.)

Lause 1.21. Olgu m,n > 1 naturaalarvud, m = p]fl coophsn = plf ..ple, kus p1,...,ps on paarikaupa erinevad
algarvud ja k; > 0,1; > 0,i=1,...,s. Siis

~

m | n parajasti siis, kui k; < 1; igai=1,...,s korral;

2. (m,n) =pi*...p%, kus u; = min(k;, ;) igai=1,...,s korral;
3. [m,n] =pi*...pY%, kus v; = max(k;, ;) igai=1,...,s korral;
4. (em,cen) = || - (m,n) iga ¢ € Z korral;

5. [em,cn] = |c| - [m,n] iga ¢ € Z korral.

TOESTUS. 1. TARVILIKKUS. Eeldame, et m | n. See tihendab, et leidub selline a € N, et ma = n. Kui a = 1,
siis jareldub véide vahetult aritmeetika pohiteoreemist. Kui a > 1, siis tdnu aritmeetika pohiteoreemile ei saa a
algtegurite hulgas olla selliseid algarve, mis ei ole n algtegurid. Seega on a kujul a = p* ... pZs, kus ji,...,js > 0.
Jarelikult

. L . W A , ;
py L phetis = (pll p’;) (p]ll pgs) =ma=n=p. .. pk.

Aritmeetika pohiteoreemi pohjal k; + j; = [;, millest jareldubki, et k; < [; iga i =1,..., s korral.

Prisavus. Olgu k; < l; igai=1,...,s korral. Siis m (plllfl€1 ...pis_k5> =n, ehk m | n.
2. Tahistame d = pi* ... p%. Kuna u; < k; jau; <l;, i =1,...,s,slis vdite 1 pdhjal d | m ja d | n. Oletame, et ¢ | m
ja ¢ | n, kusjuures ¢ = pJ' ... pJs. Jillegi viite 1 pohjal j; < k; ning j; < l;, i = 1,...,s. Seega j; < min(k;, ;) = uy,

1 =1,...,s, millest jireldub, et c | d.
Viite 3 saab tdestada analoogiliselt. Viited 4 ja 5 jarelduvad sellest, et min(j + k,7 + 1) = j + min(k,!) ja
max(j + k,j + 1) = j + max(k, ) mistahes mittenegatiivsete tiisarvude j, k ja I korral. O

Tuleb mérkida, et lause [1.21] omab tédhtsust pigem teoreetilistes arutlustes, sest naturaalarvu algtegureiks lahu-
tamine on enamasti viga to6mahukas. Suurima iihisteguri praktiliseks leidmiseks kasutatakse reeglina Eukleidese
algoritmi.

Kuna mistahes mittenegatiivsete tdisarvude k ja [ korral min(k,[) +max(k,l) = k+1, siis kehtib jargmine lause.

Lause 1.22. Mistahes naturaalarvude m ja n korral
(m,n) [m,n] = mn.

Niide 1.23. Olgu m = 36 ja n = 27. Lahutame nad algarvude astmete korrutiseks: m = 22 -32 jan = 2° - 33,
Kasutades lauset saame, et (m,n) =2°-32 =9 ja [m,n] =22 3% = 108.

Niide 1.24. Leiame [172,20]. Néite pdhjal teame, et (172,20) = 4. Jérelikult

172.20  172-20
172,20] = - = 4320 = 860.
[172,20] (172, 20) 4




2. Algarvud

2.1. Algarvulisuse kontrollimine

Meenutame veelkord, et naturaalarvu p > 1 nimetatakse algarvuks, kui tema ainsad naturaalarvulised jagajad
on 1 ja p. Naturaalarvu, mis on suurem kui 1 ja mis pole algarv, nimetatakse kordarvuks. Kodigi algarvude hulka
tdhistame edaspidi stimboliga P.

Kuidas antud naturaalarvu korral kindlaks teha, kas ta on algarv véi kordarv? Koéige lihtsam viis on jagada
seda arvu koigi talle eelnevate naturaalarvudega. Kui ta iithegagi neist (vilja arvatud 1) ei jagu, siis on ta algarv,
vastasel juhul kordarv. Kuigi see meetod on lihtne, ei kélba ta praktikas kasutamiseks arvutuste liiga suure mahu
tottu.

Arvutuste mahtu saab veidi vihendada, kui paneme téhele jairgmist kordarvude omadust. Olgu a > 1 kordarv,
s.t. a = be, kus 1 < b, ¢ < a. Eeldades, et niiteks b < ¢, saame, et b? < be = a ja seega b < v/a. Et b > 1, siis leidub
arvul b vihemalt iiks algtegur p. Siis p < b < /a, ning kuna p | b ja b | a, siis p | a. Niisiis, kui a on kordarv, siis tal
leidub selline algtegur, mis pole suurem kui v/a. Ehk samavéarselt: kui iikski algarv p < 1/a ei ole arvu a jagaja, siis
a on algarv. Niisiis arvu a algarvulisuse kontrollimiseks piisab, kui kontrollime, kas ta jagub algarvudega p < /a.

Naiide 2.1. Kas 101 on algarv?
Et 10 < v/101 < 11, siis tuleb kontrollida jaguvust algarvudega 2, 3, 5 ja 7. Kuna 101 {ihegagi neist ei jagu, siis
on ta algarv.

Eespool niigime, et kui iikski algarv p < 1/a ei ole arvu a jagaja, siis a on algarv. Sellel faktil pohineb kreeka
matemaatiku Eratosthenese (276-194 e.m.a.) poolt vilja to6tatud meetod mingist fikseeritud naturaalarvust n
mittesuuremate algarvude leidmiseks, mida nimetatakse “Fratosthenese séelaks”. Alljargnev kirjeldus on parit
Boethiuse (u. 480-524 m.a.j.) raamatust “Aritmeetika alustest”.

“Nende arvude [algarvude] genereerimine ja leidmine on vdetud uurimusest, mida Eratosthenes, muuhulgas,
nimetas “soelaks”, sest kui koik paaritud arvud on pandud keskele kokku, siis kunsti abil, mida me tahame edasi
anda, soelutakse teiste hulgast viilja iga arv, mis on kas esimest voi kolmandat liiki [s.t. on algarv]. Olgu koik
paaritud arvud alates kolmest paigutatud mistahes pikkusega jarjestatud ritta: 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21,
23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47. Nende arvude sellise jada korral peame vaatama, mis on esimene
arv, mida saab moota esimene arv reas. Siis ta jirgmisena moodab arvu, mis on kahe arvu kaugusel esimesest ja
selleks, et moota arvu tolle méddetud arvu jdrel, peab veel kaks arvu vahele jatma ning samamoodi edasi, kui need
kaks arvu on vahele jéetud, siis arv, mida jéille kord moddetakse, on méodetud esimese arvu poolt; niimoodi iga
moodetava arvu ja eelmise moddetud arvu vahel on kaks ja nii jdtkatakse esimesest arvust 16pmatuseni.

Kuid las ma teen seda mitte iildisel ja segasel moel. Esimene arv méodab oma suurusega seda, mis paikneb
kahe arvu jarel péarast teda ennast. Nii kolm, jittes kaks arvu vahele, see on 5 ja 7, mdoodab iiheksat ja moodab
teda iseenda suurusega, see on kolm korda. Kolm korda kolm moddab {iheksat. Kui pérast itheksat jdtan vahele
kaks arvu, siis saan arvu, mis tuleb nende jarel ja on moddetud esimese paaritu arvu poolt teise paaritu arvu
suuruse abil, see on viie abil. Nii et kui péarast 9-t me jiatame vahele 2 arvu, see on 11 ja 13, siis kolmandat arvu,
15-t, mdodetakse [jada] teise arvu suuruse abil, see on viie abil, kolm mdddab 15-t viis korda. Jélle, kui alustades
viieteistkiimnest ma jétan vahele kaks arvu, mis on paigutatud jadas tema jérele, siis esimene arv on tema [s.o.
arvu 3] moot jada kolmanda paaritu arvu abil. Kui pérast 15-t ma jéitan vahele 17 ja 19, siis ma jouan 21-ni, mis
on moddetud arvu kolm poolt seitse korda. Arvust 21 on kolm seitsmendikosa, ja tehes seda 1dpmatult, ma leian,
et jada esimene arv, kui jadas kaks arvu jérjest vahel jatta, suudab moota koiki jargnevaid arve, ja seda jérjest
selle jada paaritute arvude suuruste abil.

Kui arvu viis korral, mis asub jadas teisel kohal, tahaks keegi leida esimese ja jérgnevad arvud, millele 5 on
modduks, tuleks vahele jatta 4 paaritut arvu pérast 5-t, kuni tuleb see, mida 5 modta saab. Vahele jaetakse 4
paaritut arvu, see on 7, 9, 11 ja 13. Pérast neid on 15, mida viis méodab esimese paaritu arvu suurusega, see
on kolmega. 5 mdodab 15-t kolm korda. Kui seejérel jaetakse vahele neli arvu, siis seda, mis asetseb nende jérel,
moddab jada teine arv, see on 5, oma suurusega. Nii pdrast 15-t, kui arvud 17, 19, 21 ja 23 jatad vahele, siis parast
neid leiame 25, mida viis méodab iseenda suurusega. Viis korrutades viiega kasvab 25-ni. Kui péarast seda jaetakse
vahele jargmised neli arvu, siilitades sellega sellesama jada konstantsuse, siis arvu, mis jirgneb, méodab viis jada
kolmanda arvu, see on seitsme, suurusega; ja see protsess on lopmatu.

Kui kolmas arv, millega saab modta, on vilja otsitud, ja kuus kohta on vahele jaetud, siis jouab jéarjestus
seitsmenda arvuni, seda saab mdota esimese arvu, see on kolme, suurusega; ja pérast seda arvu, kui kuus arvu
paned vahele, siis arvu, mille jada siis annab, saab moota viiega, jada teise arvuga, ja see mdodab 15-t kolm
korda. Kui siis jéetaks vahele veel kuus vahepealset arvu, siis arvu, mis jirgneb, seitsmendat arvu [21] saab moota
seitsmega kolme suuruse abil; ja see kindel kord jatkub jada viimase arvuni.”

Juba Eukleides oma “Elementides” néitas, et ei saa olla suurimat algarvu.
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Teoreem 2.2 (Eukleides). Algarvude hulk on lopmatu.

TOESTUS. Olgu algarvud téhistatud p1 = 2,p2 =3, p3 =5, p4 = 7,... . Oletame vastuvéiteliselt, et leidub suurim
algarv p,. Vaatleme naturaalarvu a = p1pa...p, + 1. Et @ > 1, siis peab leiduma algarv, mis arvu a jagab. Kuna
oletasime, et p1,...,p, on ainsad algarvud, siis peab leiduma selline i € {1,...,n}, et p; | a. Lause pohjal
saame, et p; | a — p1p2 . ..pn, = 1, mis on vastuolus sellega, et p; > 1. a

2.2. Algarvud ja aritmeetilised jadad

Lause tottu voib iga naturaalarvu esitada iiheselt kas kujul 4k, 4k + 1, 4k + 2 voi 4k + 3, kus k € N U {0},
soltuvalt sellest, millise jidigi annab see naturaalarv jagamisel 4-ga. On selge, et arvud 4k ja 4k + 2 = 2(2k + 1),
k € N, on paarisarvud ja seega kordarvud. Paaritud arvud jagunevad kahte l6pmatusse jadasse: ithed, mis on kujul
4k + 1, s.t.

1,5,9,13,17,21, ...

ja teised, mis on kujul 4k + 3, s.t.
3,7,11,15,19,23, ... .

Modlemas jadas on nii alg- kui kordarve. Osutub, et analoogiliselt eelmise teoreemiga, saab toestada, et teine jada
sisaldab Iopmata palju algarve. Selleks tGestame enne iihe tillukese lemma.

Lemma 2.3. Kui kaks naturaalarvu on kujul 4k + 1, siis nende korrutis on samal kujul.

TOESTUS. Olgum =4k + 1 jan =41+ 1, k,l € NU{0}. Siis mn = (4k + 1)(4] + 1) = 4(4kl + k + 1) + 1. O

Teoreem 2.4. On lopmata palju algarve kujul 4k + 3.

TOESTUS. Oletame jéllegi vastuvéiteliselt, et on vaid 16plik arv algarve kujul 4k + 3. Olgu nad téhistatud gy, .. ., gn.
Vaatleme naturaalarvu a = 4¢1q2 ... g —1 = 4(q1q2 .. . g — 1) + 3. Olgu a = 17y ... 75 arvu a lahutus algtegureiks.
Kuna a on paaritu arv, siis iikski r; ei ole 2. Seega iga r; on kas kujul 4k + 1 v6i 4k + 3. Lemma tottu peab
vihemalt iiks tegureist r1,...,7s olema kujul 4k + 3. Olgu r; = 4k + 3,k € NU {0}. Siis peab leiduma selline j, et
ri = q; > 1. Jarelikult r; | a — 4q1¢2 . . . ¢, = —1, vastuolu. |

Tegelikult on ka jadas (4k 4 1)renugoy 16pmata palju algarve (vt. lauset ?7) ja veelgi enam, kehtib saksa
matemaatiku Dirichlet’ (1805-1859) poolt 1837. a. tdestatud teoreem algarvude kohta aritmeetilises jadas, mida
me siinkohal ei toesta.

Teoreem 2.5 (Dirichlet). Kui a ja b on naturaalarvud ja (a,b) = 1, siis aritmeetilises jadas
a,a+b,a+2b,a+3b,...

on lépmata palju algarve.
Lihtne on tdestada jargmist tulemust.
Lause 2.6. Igas aritmeetilises jadas on lopmata palju kordarve.

TOESTUS. Vaatleme aritmeetilist jada a,a + b,a 4+ 2b,... = (a + kb)renugoys a,b € N. Kui kéik selle jada liikmed
on kordarvud, siis on véide ilmne. Kui aga leidub I € N U {0} nii, et a + Ib = p, kus p on algarv, siis iga m € N
korral on a + (I +mp)b = a + Ib 4+ mpb = p(1 + mb) kordarv ja seega jada (a + kb)renu{o} sisaldab lopmata palju
kordarve. |

2004. aastal onnestus briti matemaatikul Ben Greenil (siind. 1977) ja austraalia matemaatikul Terence Taol
(siind. 1975) tdestada, et iga naturaalarvu n korral leidub aritmeetiline jada pikkusega n, mis koosneb algarvudest.
Niiteks n = 3 ja n = 4 korral on sellisteks jadadeks 3,5,7 ja 251,257,263, 269.
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2.3. Algarvude jaotus

Et algarvude hulk on l6pmatu, oleks huvitav teada, kuidas nad paiknevad teiste naturaalarvude seas. Jérjesti-
kuste algarvude vahe voib olla viike, nagu néiteks paaride 11 ja 13, 17 ja 19 voi 1000 000 000 061 ja 1 000 000 000 063
korral. Selliseid jarjestikuste algarvude p ja p+2 paare nimetatakse algarvukaksikuiks. Kas selliseid paare on 16pmata
palju voi mitte, ei ole teada.

Samas voivad kaks jérjestikust algarvu olla teineteisest kuitahes kaugel. Tépsemalt, iga naturaalarvu n korral
leidub n jarjestikust kordarvu. Nendeks on niiteks

m+D)!+2,(n+1)+3,...,(n+ 1)+ (n+1).

Kui tahame saada néiteks nelja jirjestikust kordarvu, voime votta

5142 = 122 = 2-61
5143 = 123 = 3-41
5144 = 124 = 4-31
5!4+5 = 125 = 5-25.

Loomulikult on ka viiksemate jérjestikuste kordarvude nelikuid, nt. 24,25, 26,27 voéi 32, 33, 34, 35.
Jargmine teoreem iitleb, et naturaalarvule n jargnevat algarvu ei pea siiski viga kaugelt otsima.

Teoreem 2.7 (Tsebdsov). Kuin > 3 on naturaalarv, siis n ja 2n — 2 vahel leidub vihemalt iiks algarv.

Selle teoreemi tdestas esimesena 1850. a. vene matemaatik Pafnuti Tsebosov (1821-1894). Hiipoteesina sonastas
selle viite 1845. a. prantsuse matemaatik Joseph Bertrand (1822-1900) ning seetdttu kutsutakse seda véidet vahel
ka Bertrand’i postulaadiks. Tegelikult kehtib isegi tugevam véide.

Teoreem 2.8. Kuin > 5 on naturaalarv, siis n ja 2n vahel leidub vihemalt kaks erinevat algarvu.

Veel on loomulik kiisida, et kui palju on antud naturaalarvust viiksemaid algarve. Naturaalarvu n korral olgu
m(n) koigi arvust n viiksemate algarvude arv. Tédpset valemit 7(n) arvutamiseks pole. Mitmed matemaatikud
leidsid proovides, et suurte naturaalarvude korral on m(n) ligikaudu vordne avaldisega n/In(n). Ja tdepoolest,
1896. aastal dnnestus prantsuse matemaatikuil Jacques Hadamard’il (1865-1963) ja Charles de la Vallé Poussinil
(1866-1962) teineteisest soltumatult toestada, et

1n7(1n) protsessis n — oo ehk nh_}n;o n;rl(nn()n) =

m(n) ~

Paneme tihele, et sellest jireldub, et 7(2n) on asiimptootiliselt 2 korda suurem kui 7(n), sest

7(2n) 2 In(n) _ 21n(n) _ 21n(n)
m(n) In(2n) n In(2n)  In(2) 4 In(n)

~ 2  protsessis n — oo.

Sajandeid on matemaatikud otsinud valemit, mille jirgi saaks vilja arvutada kéik algarvud. Kui see ei dnnestu,
siis viihemalt leida selline funktsioon, mille médramispiirkond oleks naturaalarvude hulk ja muutumispiirkond oleks
algarvude hulga mingi alamhulk. Keskajal oli laialt levinud arvamus, et ruutfunktsioon

f(n)=n?+n+41

omandab vaid algarvulisi véédrtusi. Tegelikult see muidugi nii ei ole, sest n = 40 ja n = 41 korral saame vastavalt
f(40) =40 - 41 + 41 = 412 ja f(41) = 41 -42 + 41 = 41 - 43. Jirgmine véiirtus f(42) = 1747 osutub jille algarvuks.
Pole teada, kas funktsioonil f on lopmata palju algarvulisi vdartusi.

See, et n = 40 ja n = 41 korral saime kordarvud, polnud sugugi juhuslik. Kehtib iildisem teoreem, mille
tdestamisel kasutame jargmist fakti (vt. [1], lause 7.1.9.).

Lause 2.9. n-nda astme tihemuutuja polinoomil iile nullitequreita kommutatiivse ringi ei ole selles ringis rohkem
kui n juurt.

Teoreem 2.10 (Euler). Uhegi tdisarvuliste kordajatega mittekonstantse ihemuutuja poliinoomi vidrtused ei ole
koigt muutuja naturaalarvuliste vidrtuste korral algarvud.
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TOEsTUS. Oletame vastuviiteliselt, et leidub mittekonstantne poliinoom
f(:v) =apmz™ + amflxm_l + ...+ a2$2 + a1z + ag,

kus ag, ..., a,, € Z, mille viirtus iga naturaalarvu n korral on algarv. Siis muuhulgas f(1) = a,, + ...+ a9 = p on
algarv. Kui ¢t € N, siis kasutades Newtoni binoomvalemit saame

f(l+tp) =am(1+tp)" + ... +ar(1+1tp) + ap = (am + ...+ a1 +ag) +pg(t) = p+ py(t) = p(1+ g(t)),

kus g(z) on tiisarvuliste kordajatega poliinoom muutuja x suhtes. Jirelikult p | f(1 4 tp), millest eelduse tdttu
saame, et f(1+tp) = p iga t € N korral. Seega tiisarvuliste kordajatega mittekonstantsel poliinoomil f(x) — p on
1opmata palju tdisarvulisi juuri, mis on vastuolus lausega [2.9] O

1947. a. toestas William H. Mills, et leidub selline positiivne reaalarv 8 = 1,3063... (nn. Millsi konstant), et
avaldise f(n) = L93”J vidrtus, kus |¢] tihistab reaalarvu t alumist tiisosa, s.t. suurimat tdisarvu, mis ei ole suurem
kui z, on algarv iga n € N korral. Funktsiooni f : N — N esimesed véiartused on 2,11,1361,2 521008 887,.... Ei
ole teada, kas 6 on ratsionaalarv. Kahjuks ei ole funktsioonist f praktilist kasu, sest 8 tédpse védrtuse leidmiseks
peaks eelnevalt teadma funktsiooni f koiki vadrtusi. Samuti on funktsiooni f muutumispiirkond algarvude hulga
viga viike alamhulk.

Veel ithe “looduses esineva” viisi genereerida algarve leidis 2008. a. Eric S. Rowland. Ta niitas, et rekurentse
seosega

[ 7,
Qp = Qp—1 + (n,an,1)7 n > 1a

defineeritud jada sisaldab ainult algarve ja tihtesid.

2.4. Aditiivseid probleeme

Uheks kuulsamaks algarvude kohta kiivaks lahendamata probleemiks on preisi matemaatiku Christian Gold-
bachi (1690-1764) poolt kirjavahetuses $veitsi matemaatiku Leonhard Euleriga (1707-1783) aastal 1742 piistitatud
hiipotees.

Hiipotees 2.11 (Goldbach). Iga positiivne paarisarv on esitatav summana a + b, kus nii a kui ka b on kas algarv
voi 1.

Voi natuke iildisemalt: kas iga 2-st suurem paarisarv on esitatav kahe algarvu summana? On lihtne n#iha, et
viikeste paarisarvude korral see tGesti nii on:

2 = 1+1

4 = 2+42=1+3

6 = 3+3=1+5

8§ = 3+5=1+4+7

10 = 3+7=5+5

12 = 5+7=1+11

14 = 34+11=74+7=1+13
16 = 3+13=5+11

18 = 5 4+13=7T4+11=1+4+17
20 = 3+17=7+13=1+19.

Goldbachi hiipoteesist jarelduks ndrk Goldbachi hiipotees: iga 7-st suurema paaritu arvu saab esitada kolme paa-
ritu algarvu summana. Nimelt, kui n on 7-st suurem paaritu arv, siis n — 3 on paarisarv ja suurem kui 4. Kui n — 3
saaks esitada kahe paaritu algarvu summana, siis n oleks kolme paaritu algarvu summa. Uheks mérkimisvairsemaks

Goldbachi hiipoteesiga seotud tulemuseks oli vene matemaatiku Ivan Vinogradovi (1891-1983) teoreem 1937. aas-
41,96

tast, kus ta tdestas, et leidub naturaalarv N (kaks aastat hiljem leiti, et N = Leee ' J; aastal 2002 toestati, et

piisab arvust N = €319 ~ 2.10'3%6), millest suuremad paaritud arvud on esitatavad kolme algarvu summana.
Norka Goldbachi hiipoteesi téielikult lahendas 2013. aastal Peruu matemaatik Harald Helfgott (siind. 1977).

Teoreem 2.12. Iga 7-st suurema paaritu arvu saab esitada kolme paaritu algarvu summana.
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Sellest tulemusest jiareldub ka, et koik 10-st suuremad paarisarvud on esitatavad iilimalt 4 paaritu algarvu
summana.

Goldbachi probleem kuulub arvuteooria valdkonda, mida nimetatakse aditiivseks (s.o. liitmisega seotud) arvu-
teooriaks. Veel tuntum kui Goldbachi probleem on aga jargmine aditiivse arvuteooria tulemus.

Teoreem 2.13 (Fermat’ suur teoreem). Kuin > 3 on naturaalarv, siis vorrandil
gyt = 2 (5)
et ole mittetriviaalseid ratsionaalarvulisi lahendeid.

Triviaalseks loetakse lahendit, mille vihemalt iiks komponent on 0.

Sellise hiipoteesi piistitas juba 1630. aastate 16pus prantsuse matemaatik Pierre de Fermat (1601-1665). Ta ise
andis selle viite toestuse juhul, kui n = 4. Kolme aastasaja kestel néiitasid paljud matemaatikud Fermat’ teoreemi
toestust otsides, et vorrandil ei ole lahendeid ikka suuremate ja suuremate astendajate korral. Korrektne toestus
iildjuhu jaoks onnestus aga leida alles moodunud sajandi 16pul. 23. juunil 1993. aastal teatas inglise matemaatik
Andrew Wiles (siind. 1953) Cambridge’is peetud loengus, et on tdestanud Fermat’ teoreemi. Toestamiseks kasutas
ta algebralise geomeetria vahendeid, muuhulgas elliptilisi koveraid ja modulaarseid vorme. See tdestus, mille ta
véilja pakkus, oli kiill pisut vigane, kuid ta suutis need vead parandada ning 16plikult ilmus tema t66 ajakirja
Annals of Mathematics 1995. a. mainumbris.
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3. Kongruentsi moiste ja lihtsamad omadused

3.1. Kongruentsi moiste

Kongruentsi maiste vottis kasutusele saksa matemaatik Carl Friedrich Gauss (1777-1855) oma teoses “Disquisi-
tiones Arithmeticae” (kirjutatud 1798, ilmunud 1801), mis pani aluse kaasaegsele arvuteooriale.

Definitsioon 3.1. Olgu a,b € Z ja n € N. Oeldakse, et a ja b on kongruentsed mooduli n jérgi (ja kirjutatakse
a="b (mod n)), kui n | b— a, s.t. kui leidub selline k € Z, et b = a + kn ehk a = b+ (—k)n.

Niide 3.2. 7=22 (mod 5),sest 5|15 =22 —7ehk 22=7+3-5.

Kuna mooduli 1 jérgi on koik tdisarvud paarikaupa kongruentsed, siis see juhtum ei paku meile huvi. Edaspidises
eeldame kongruentsidest koneldes, et moodul n on vihemalt 2.

Lause 3.3. Mistahes tiisarvude a ja b korral a = b (mod n) parajasti siis, kui a ja b annavad arvuga n jiigiga
jagamisel sama jddgi.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu @ = b (mod n), s.t. leidugu selline k € Z, et b = a + kn. Jagades a arvuga n, saame
mingi jddgi : a = gn+ 7, kus 0 < r < n. Jarelikult b =a+ kn = (gn+ ) + kn = (¢ + k)n + r, mis tdhendabki, et
b annab arvuga n jagades sama jadgi r, mis a.

Prsavus. Oletame, et a = gn+rjab=gm+r,kus0<r <n.Slisb—a= (gan+7r) — (an+7r) = (g2 — q1)n,
kust saame, et n | b — a ehk a = b (mod n). O

3.2. Jaagiklassid

Lausest jareldub vahetult jargmine kongruentsusseose omadus.

Lause 3.4. Tdisarvude kongruentsusseos on ekvivalentsusseos.
Tahistame siimboliga @ koigi selliste tdisarvude hulga, mis on kongruentsed tdisarvuga a mooduli n jérgi, s.o.
a={beZ|a=b (modn)}={a+kn|keZ},
ja nimetame selliseid hulki jddgiklassideks mooduli n jargi. Kongruentsusseose refleksiivsuse tottu a € a.
Lause 3.5. Iga a,b € Z korral @ = b parajasti siis, kui a = b (mod n).

TOESTUS. TARVILIKKUS. Kui @ = b, siis b € @ ja jérelikult a = b (mod n).
Prisavus. Kui @ = b (mod n), siis b € @. Iga ¢ € Z korral, kui ¢ € b, s.t. b = ¢ (mod n), siis kongruentsusseose
transitiivsuse tottu ka a = ¢ (mod n) ja ¢ € @. Seega b C a@. Analoogiliselt kehtib @ C b ning jérelikult @ = b. a

Lause 3.6. Mooduli n jirgi leidub tdpselt n erinevat jadgiklassi.

TOESTUS. Vaatleme jaidgiklasse 0,1,...,n — 1 mooduli n jirgi. Kui a € Z ja a jagamisel arvuga n tekib jiik r,
st.a=ng+r, 0<r <n,sls a=r (modn) ning lause pohjal @ = 7. Seega iga jidgiklass mooduli n jirgi
on vordne iihega jasgiklassidest 0,1,...,n — 1. Lause tottu iga i,7 € {0,1,...,n — 1} korral, kui ¢ # j, siis
1 # j (mod n) (sest 7 ja j annavad arvuga n jagades erinevad ja#igid ¢ ja j) ning lause téttu siis ka 1 # 7, s.t.
jadgiklassid 0,1,...,n — 1 on kdik erinevad. O

3.3. Konguentsusseose omadused

Kongruentsusseost voib vaadelda kui vordusseose iildistust: kui tdisarvud on vordsed, siis on nad kongruentsed,
kuid mitte tingimata vastupidi. Sellegipoolest on kongruentsidel mitmed vérdustega sarnased omadused. Naiteks
voib kongruentside vastavaid pooli omavahel liita ja korrutada.

Lause 3.7. Kuia; =b; (mod n) ja ag = bs (mod n), siis a1 + ag = by + by (mod n) ja ajas = biby (mod n).

TOESTUS. Oletame, et n ‘ by —ay jan | bs—as. Siisn | (b1 —a1)+(b2—a2) = (b1 —|—b2)—(a1 —|—a2), S.t. a1 +ag = by +bsy
(mod n). Et b1by — aras = by (b2 — az) + az(by — ay), siis n | bibs — ajas ning jarelikult ajas = bibe (mod n). O

Jareldus 3.8. Kui f(x) on tdisarvuliste kordajatega poliinoom ning a = b (mod n), siis f(a) = f(b) (mod n).
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TOEsTUS. Olgu f(x) = ammm—l—am_lmm_l—l—_. ..Fa1x+ag, kus ag, . .., a4, € Z, ning olgua =b (mod n). Kasutades
lauset [3.7] saame, et igai = 1,...,m korral a’ = b’ (mod n). Kuna a; = a; (mod n), siis jillegi lauset [3.7 kasutades
saame, et a;a’ = a;b* (mod n) iga i =1,...,m korral. Siis aga ka

fla) = ama™ + 10 4 ara+ ag = amb™ + am 18"+ ab+ag = f(b) (mod n).

Niide 3.9. Niitame, et poliinoomil 22 — 117z + 31 ei ole téisarvulisi juuri.

Vaatleme moodulit n = 2. Iga téiisarvu a korral kas a = 0 (mod 2) v6i @ = 1 (mod 2) ja seega, kui f(z) on
téisarvuliste kordajatega poliinoom, siis jirelduse pohjal kas f(a) = f(0) (mod 2) voi f(a) = f(1) (mod 2).
Kui f(2) = ama™ + am_12™ 1 + ...+ a1x + ag, siis £(0) = ag ja f(1) = am + am_1 + ...+ a1 +ag. Jérelikult, kui
f(z) € Z[z] ning f(0) ja f(1) on molemad paaritud arvud (s.o. kongruentsed 1-ga mooduli 2 jirgi), siis poliinoomil
f(z) ei ole téisarvulisi juuri, sest kui a € Z oleks poliinoomi f(z) juur, siis oleks f(a) =0 =0 (mod 2).

Et 31 ja 1 — 117+ 31 on paaritud arvud, siis poliinoomil z? — 117z 4 31 ei saa olla téisarvulisi juuri. Samamoodi
ei saa tiisarvulisi juuri olla ka niiteks poliinoomidel 222 — 2z + 1 ja 323 + 222 + 2 + 3.

Toestame veel moned kongruentsusseose omadused.
Lause 3.10. Iga tdisarvu k # 0 korral a = b (mod n) parajasti siis, kui ka = kb (mod kn).
TOESTUS. Olgu k # 0. Kasutades seda, et nullist erineva tiisarvu voib vorduse molemalt poolelt taandada, saame

a=b (modn) < n|b—a<= (c€Z)(nc=">b—a)
< (JeeZ)((kn)c=kb—ka) <= kn | kb— ka <= ka = kb (mod kn).

Lause 3.11. Kui ka = kb (mod n), siis a = b (mod ﬁ)

TOEsTUS. Kui d = (k,n), n = dn’ ja k = dk’, siis jirelduse pohjal (n', k") = 1. Kuna n | kb — ka, siis leidub
selline ¢ € Z, et nc = kb — ka. Asendades viimases vorduses n ja k saame vorduse dn'c = dk'b — dk’a. Et n # 0,
siis ka d # 0 ning jérelikult n'c = k'b — k’a. Sellest, et n’ | k'b— k'a = k'(b—a) ja (n/, k') = 1, saame jireldust
kasutades, et n’ = % | b — a, ehk a = b (mod %5). O
Jédreldus 3.12. Kui ka = kb (mod n) ja (k,n) =1, siis a = b (mod n).
Niide 3.13. Sellest, et 33 = 15 (mod 9) ja (3,9) = 3, saame lause pohjal, et 11 = 5 (mod 3). Sellest, et
—35 =45 (mod 8) ja (5,8) = 1, saame jirelduse pohjal, et =7 =9 (mod 8).
3.4. Jaguvustunnused

Niitena kongruentsusseose omaduste rakendamisest vaatame, kuidas nende abil tuletada jaguvustunnuseid.

Lause 3.14. Olgu
n=am- 10"+ am_1-10"" "+ ... +a;-10+ap = amam—1 ... 4109, >

kus 0 < a; <9 ja am # 0 (s.0. n on arv, mille kimnendnumbreiks on am,...,aq). Siis

1.3|n<=3|ag+a1+...+ am;

229|n<=9ag+ar+...+am;

3. 11 |n<=1l|ag—a;1+az—...+ (=1)"an.

TOESTUS. Vaatleme poliinoomi f(z) = apmz™ + am_12™ 1 4+ ... + a1z + ag. Siis n = f(10).

2. Kuna 10 =1 (mod 9), siis jirelduse pohjal n = f(10) = f(1) =ag+ a1 + ... + ay (mod 9). Seega arvud n
jaag+a + ...+ a, annavad 9-ga jagades sama jidgi, muuhulgas n jagub 9-ga (s.0. annab jiégi 0) parajasti siis,
kui agp + a1 + ... + an, jagub 9-ga. Tunnuse 1 saab tdestada analoogiliselt.

3. Et 10 =—1 (mod 11), siis n = f(10) = f(—1) =ao — a1 + a2 — ... + (—1)™ay, (mod 11), millest jareldubki, et
n jagub 11-ga parajasti siis, kui ag — a1 + a2 — ... + (—=1)"a,, jagub 11-ga. a

Niide 3.15. Kuna f(8) = f(1) (mod 7),slis 7 | n <= 7| ap+ a1+ ...+ am, kui n = apmam—1. --a1a9,. Kuna
1000 = —1 (mod 7),siis 7| n<=T]ap—a1 +az — ...+ (=1)™am, kui n = @;nam_1 . 0180, 00
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4. Jaagiklassiringid
4.1. Jasgiklassiringid ja nende otsekorrutised
Téhistame koigi jddgiklasside hulka (mooduli n > 1 jérgi) stimboliga Z,, s.t.
Zn={alacz}={0,1,...,n—1}.

Selle hulga saame muuta kommutatiivseks ringiks (s.t. hulgaks, millel on defineeritud liitmis- ja korrutamistehe nii,
et selle hulga elemendid rahuldavad tingimusi Z1-Z8) defineerides liitmise ja korrutamise vordustega

G+b=a+b,
ab = ab,

iga @, b € Z,, korral. Lausest jéreldub, et need definitsioonid on korrektsed, s.t. ei soltu jidgiklasside esindajate
valikust. Ringi definitsiooni tingimuste tdidetus jareldub tdisarvude vastavatest omadustest. Ringi Z, nimetatakse
jadgiklassiringiks mooduli n jargi.

Edaspidises laheb vaja kahte lemmat.

Lemma 4.1. Kui arvud ny,...,ns,n € N on sellised, et igai =1,...,s korral (n;,n) =1, siis (ny...ng,n) = 1.

TOESTUS. Oletame, et (ny...ns,n) = d > 1. Siis leidub selline algarv p, et p | d ning seega p | n1...ns ja p | n.
Jéarelduse pohjal peab leiduma selline ¢, et p | n;. Siis aga p | (n;, n), mis on vastuolus sellega, et (n;,n) = 1. O

Lemma 4.2. Kui arvud ny,...,ns,a € N on sellised, et igai=1,...,s korral n; | a ja igai,j € {1,...,s}, 1 # j,
korral (n;,n;) =1, siis ny...ns | a.

TOESTUS. Toestame selle viite induktsiooniga s jargi. Kui s = 1, siis on k&ik korras. Oletame niiiid, et s > 1 ning
et s — 1 korral viide kehtib. Siis n;...ns_1 | a. Lemma pohjal (ny...ns_1,ns) = 1. Jdrelikult teoreemi
pohjal leiduvad sellised tdisarvud x ja y, et ny...ns_1x + ngy = 1. Korrutades viimase vorduse mélemaid pooli
arvuga a saame nj ...NMs_1aT + ngay = a. Ndeme, et ny...ng jagab selle vorduse vasakut poolt ja seega peab
jagama ka paremat poolt ehk arvu a. O

Viimasest lemmast saame teha iihe kasuliku jérelduse.

Jareldus 4.3. Olgu a tdisarv ja olgu naturaalarv n = plfl ...p% > 1 antud standardkujul. Siis n | a parajasti siis,
kui pf aigai€{l,...,s} korral.

TOESTUS. Tarvilikkus on ilmne. Piisavus jareldub lemmast sest i # j korral (pi.“, pfj) =1. O

Naiide 4.4. Teeme kindlaks, kas arv n = 1234567887654321 jagub 99-ga.

Kuna 99 = 32.11, siis ténu jéirelduselepiisab, kui kontrollida n jagumist 9 ja 11-ga. Et arvu n ristsumma (koigi
numbrite summa) 2(1+2+...48) = 2:4-9 = 72 jagub 9-ga ja arv 1 —2+3—4+5—6+7—8+8—7+6—5+4—-34+2—-1=0
jagub 11-ga, siis lause 3.14] ja jérelduse [£.3] pohjal n jagub 99-ga.

Jadgiklassiringide uurimisel kasutame moningaid ringide iildisi omadusi, andes ka nende omaduste tdoestused
iildjuhul.
Meenutame, kuidas defineeritakse ringide Ry, ..., Rs otsekorrutis R; X ... X R,. Nimelt voetakse hulkade
R1,..., Rs otsekorrutis
Ry X...xRs=A{(r1,...,7s) | 7 € Ry}

ja defineeritakse sellel hulgal tehted komponentide kaupa, s.t.

(r1yeeosrs) + (P, yrl) = (ri+ 7y, o rs +10),

(r1y ooy rs) (P oyml) = (rar), .o, msTl).
Tulemuseks on ring, mille nullelemendiks on (0,...,0), kus elemendi (r1,...,rs) vastandelemendiks on element
(=r1,...,—7s) ning ithikelemendiks on (1,...,1).
Teoreem 4.5. Kui arvudny,...,ns € N on paarikaupa ihistequrita jan = ny ...ns, s1s ringid Zy, 6 ZLn, X. . . XL,

on isomorfsed.
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TOESTUS. Defineerime kujutuse f : Z,, — Z,, X ... X Z,, jirgmiselt:

f(@) = (ay,...,as),

mistahes a € Z,, korral, kus @; on arvu a jédgiklass mooduli n; jargi.

Veendume, et f on korrektselt defineeritud. Selleks oletame, et @ = b, s.t. n |b—a. Et n; |n, i =1,...,s, siis
jaguvusseose transitiivsuse tottu n; | b — a, s.t. @ = b; ja (@1, ...,as) = (b1,...,bs).

Niitame, et f on injektiivne. Selleks oletame, et f(@) = f(b), see tihendab, et (@y,...,as) = (51, ... ,BS). Siis
@; = b;, millest jéreldub, et n; | b —a igai = 1,...,s korral. Et arvud ny,...,n, on paarikaupa iihistegurita, siis

lemma 4.2 pohjal n | b — a ehk @ = b.
Sellest, et f on injektiivne ja |Z,| =n=n1...ns = |Zy, X ... X Z, |, jireldub, et f on siirjektiivne.
Arvestades, et tehted ringide otsekorrutisel on defineeritud komponenthaaval, saame, et

f@+0b) = fla+b)=(a+by,...,a+bs) = (ay+by,..., a5 +bs)
= (a,...,as) + (b1,...,bs) = f (@) + f (b)

ja analoogiliselt f (ab) = f (@) f (b). Lisaks sellele f(1) = (1y,...,1,).
Seega f on ringide isomorfism. O

Niide 4.6. Teoreemi pohjal Zqo = Z4 X Zs. Uheks isomorfismiks [ Zis = Z4 x Zz on kujutus, mis on
defineeritud tabeliga

4.2. Jaagiklassiringi pooratavad elemendid

Ringi elementi nimetatakse pddratavaks, kui tal leidub korrutamise suhtes poordelement. Kui ax = za = 1
ringis R, siis elemente a ja x nimetatakse teineteise péordelementideks ja tihti kirjutatakse x = a=! (voi a = 271).
Ringi R koigi pooratavate elementide hulka téhistatakse U(R), vahel ka R*. Niisiis

UR)={ae€R| 3z € R)(ax =za=1)}.
Kui U(R) = R\ {0}, siis ringi R nimetatakse korpuseks. Seega jadgiklassikorpus on jidgiklassiring, mille iga
nullelemendist (s.o. jidgiklassist 0) erinev element on pddratav.

Lause 4.7. Ringi R péiratavate elementide hulk U(R) on rihm korrutamise suhtes.

TOEsTUS. Olgu a,b € U(R). Siis leiduvad sellised =,y € R, et ax = za = 1 ja by = yb = 1. Jarelikult (ab)(yz) =
a(by)r = ax = 1 ja (yz)(ab) = y(za)b = yb = 1, s.t. ab € U(R). Seega korrutamine on algebraline tehe hulgal
U(R). Korrutamine on assotsiatiivne kogu ringil, seega ka hulgal U(R). Lisaks sellele 1 € U(R) ja U(R) iga elemendi
poordelement on samuti péoratav. O

Lause 4.8. Kui f : R — S on ringide R ja S isomorfism, siis f(U(R)) = U(S). Seega kujutus U(R) — U(S),
a — f(a) on rihmade isomorfism.

TOESTUS. Olgu a € U(R), s.t. leidub « € R, nii et ax = xa = 1. Néitame, et f(a) € U(S). Toéepoolest, f(a)f(z) =
flaz) = f(1) =1 ja analoogiliselt f(x)f(a) = 1. Seega f(U(R)) C U(S).

Olgu niiiid u € U(S), s.t. leidub v € S nii, et uv = vu = 1. Kujutuse f siirjektiivsuse tottu leiduvad a,b € R nii,
et f(a) =wuja f(b) =v. Seega f(1) =1 =wuv = f(a)f(b) = f(ab). Kujutuse f injektiivsusest jéreldub, et ab = 1.
Analoogiliselt ba = 1, mis téhendab, et a € U(R) ja seega u = f(a) € f(U(R)). Jirelikult ka U(S) C f(U(R)). O

Teoreemist [4.5] ja lausest saame jargmise viite.

Jdreldus 4.9. Kui arvud nq,...,ns € N on paarikaupa ihistequrita ja n = ny...ns, siis rihmad U(Z,) ja
U(Zp, X ...XZLyp,) on isomorfsed.

Leiame ringi Z,, ptoratavad elemendid.
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Teoreem 4.10. Iga n > 1 korral
U(Zn) ={a € Zn | (a,n) =1}.

TOESTUS. Olgu @ € Z, pooratav, s.t. leidugu selline b, et T = @- b = ab. Lause |3.5| pohjal tihendab see seda, et
ab =1 (mod n). Jérelikult leidub selline k € Z, et ab =1+ kn ehk ab — kn = 1. Teoreemi tottu siis (a,n) = 1.
Seega U(Zy) C{a € Z, | (a,n) =1}.

Toestame vastupidise sisalduvuse. Olgu (a,n) = 1. Siis teoreemi pohjal leiduvad sellised z,y € Z, et
ax + ny = 1. Jarelikult

l=axFfny=ax+ny=a-c+0-y=a-T.

0-
See téhendab, et @ on pooratav ja seega {a € Z,, | (a,n) = 1} C U(Z,). O
Jareldus 4.11. Jddagiklassiring Z,, on korpus parajasti siis, kui n on algarv.
Naiide 4.12. Ringi Zg pooratavate elementide hulk

Seejuures T 1, 7' =5 (ja seega 5= 2), 1= 7 ja 3 '_3

Niide 4.13. Ténu lausele on rithm

isomorfne rithmaga

U(Z4 X Z3) = {(Tvi)’ (175)7 (ga T)) (575)}

Definitsioon 4.14. Ringi R elementi r # 0 nimetatakse nulliteguriks, kui leidub teine selle ringi element s #£ 0
nit, et rs = 0.

Lause 4.15. Jddgiklassiringi Z, iga element on kas 0, pdoratav voi nullitegur.

TOESTUS. Ilmselt viide kehtib, kui jifigiklassiring Z,, sisaldab vaid nullelementi ja pésratavaid elemente (sel juhul
on meil tegu jiidgiklassikorpusega). Oletame niiiid, et jidgiklassiringis Z,, leidub nullist erinevaid mittepooratavaid
elemente. Fikseerime vabalt iihe sellise, néiteks a € Z,. Tdestuse 16petamiseks piisab, kui me niitame, et @ on
nullitegur. Kuna @ ei ole pooratav, siis teoreemi pohjal (a,n) > 1 (juht (a,n) = 0 ei ole vdimalik, sest n > 0).
Téhistame d = (a,n), n’ = %5 ja o’ = §. Paneme téhele, et d > 1 tottu 1 < n' < n. Jarelikult n/ #0. Samas

a-n=addn=d-d=d -n=a-0=0,

ehk @ on toepoolest nullitegur.
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Lisa 1
Abstraktse algebra pohimoisteid

Definitsioon. Olgu A mittetiihi hulk ja n € NU{0}. Kujutust w : A™ — A nimetatakse n-kohaliseks algebraliseks
tehteks hulgal A.

Definitsioon. Riihmaks nimetatakse hulka A, millel on defineeritud iiks kahekohaline tehe * (tdhistame *(a,b) =
a*b), nii et

G1l. (Va,b,c€ A)((a*xb)xc=ax (bxc)) (assotsiatiivsus);
G2. Gec A)Vae A)(axe=exa=a) (leidub dhikelement);
G3. Vac A)(Fat e A)laxat=a"txa=e¢) (igal elemendil leidub pddrdelement).

Oeldakse, et A on rithm tehte * suhtes ja kirjutatakse (A, *).

Kui hulgal A on defineeritud kahekohaline tehe, mis on assotsiatiivne, siis A on poolrihm. Kui poolrithmas
leidub {ihikelement, siis teda nimetatakse monoidiks.

Kahekohaline tehe * hulgal A on kommutatiivne, kui kehtib samasus

COMM. (Va,be A)(axb=">bxa).

Rithma, mille tehe on kommutatiivne, nimetatakse kommutatiivseks ehk Abeli rithmaks.
Tihti tdhistatakse Abeli rithma tehet mérgiga “+” ja nimetatakse liitmiseks. Sellisel juhul vétavad Abeli rithma
aksioomid jargmise kuju:

AG1. (Va,b,ce A)((a+b)+c=a+ (b+¢)) (assotsiatiivsus);
AG2. (30€ A)(Vae A)(a+0=na) (leidub nullelement);
AG3. Vae A)(F—a€ A)(a+ (—a)=0) (igal elemendil leidub vastandelement);
AG4. Va,be A)(a+b=b+a) (kommutatiivsus).

Definitsioon. Ringiks nimetatakse hulka R, millel on defineeritud kaks kahekohalist tehet, + (liitmine) ja -
(korrutamine), nii et

R1. (R,+) on Abeli rithm;
R2. (R,-) on monoid;
R3. (Va,b,ce R)(a-(b+c¢)=a-b+a-c ja (a+b)-c=a-c+b-c) (distributiivsus).

(Tihti defineeritakse ringid ilma noudeta R2. Sellisel juhul kutsutakse meie poolt vaadeldavaid ringe assotsiatiiv-
seteks iihikelemendiga ringideks.) (Kui mingis algebralises struktuuris koneldakse korrutamistehtest -, siis enamasti
jdetakse tehtemirk dra ning kirjutatakse a - b asemel lihtsalt ab.)

Definitsioon. Ringi (R, +,) nimetatakse korpuseks, kui igal nullist erineval elemendil on olemas pdérdelement.
Sel juhul (R\ {0},-) on rithm.

Ringi (korpust) nimetatakse kommutatiivseks, kui tema korrutamine on kommutatiivne.

Ringi R nullist erinevat elementi a nimetatakse nulliteguriks, kui leidub selline nullist erinev element b € R, et
ab = 0.

Lause. Korpuses ei ole nullitegureid.

Definitsioon. Vektorruumiks iile korpuse K nimetatakse mittetiihja hulka V, millel on defineeritud iiks kaheko-
haline tehe + (liitmine) ning iga k € K ja a € V korral on defineeritud korrutis ka € V, nii et

VS1. (V,+) on Abeli rithm;
VS2. (Va,be V)(Vk € K)(k(a+b) = ka + kb);
VS3. (Va € V)(vk,1 € K)((k+ l)a = ka + la);
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VS4. (Va € V) (Vk,l € K)((kl)a = k(la));
VS5. (Va € V)(la = a).
Vektorruumi V elemente kutsutakse vektoriteks ning korpuse K elemente skalaarideks.

Definitsioon. Olgu G; ja G rithmad. Kujutust ¢ : Gy — G2 nimetatakse (rithmade) homomorfismiks, kui

HG. (Va,b € G1)(p(ab) = p(a)p(bh)). (korrutamise séilitamine)

Definitsioon. Olgu R; ja R ringid iihikelementidega 1 ja 1/, vastavalt. Kujutust ¢ : R; — Ry nimetatakse
(ringide) homomorfismiks, kui

HR1. (Va,b € Ry)(e(a+b) = p(a) + ¢(b)); (liitmise séilitamine)
HR2. (Ya,b € Ry)(p(ab) = ¢(a)p(b)); (korrutamise siilitamine)
HR3. o(1)=1". (iihikelemendi siilitamine)

Definitsioon. Olgu V; ja V5 vektorruumid iile korpuse K. Kujutust ¢ : Vi — V5 nimetatakse (vektorruumide)
homomorfismiks ehk lineaarkujutuseks, kui

HVS1. (Va,b € Vi)(p(a+b) = ¢(a) + ¢(b)); (liitmise séilitamine)
HVS2. (Va € V1)(Vk € K)(p(ka) = kp(a)). (skalaariga korrutamise séilitamine)

Algebraliste struktuuride isomorfismiks nimetatakse nende bijektiivset homomorfismi. Kui leidub isomorfism
iihest algebralisest struktuurist teise, siis neid struktuure nimetatakse isomorfseteks. Korpusi loetakse isomorfseteks,
kui nad on isomorfsed kui ringid.

Definitsioon. Olgu (G, -) rithm. Mittetiihja hulka H C G nimetatakse rithma G alamrihmaks, kui

SG1. (Va,be H)(ab € H); (kinnisus korrutamise suhtes)
SG2. (Va € H)(a™! € H). (kinnisus poordelemendi votmise suhtes)
Kui a on rithma G mingi fikseeritud element, siis hulk (a) = { a2 a1 1=ad%a,a?,.. } C G on rithma G

alamrithm. Seda alamriithma nimetatakse elemendi a poolt moodustatud (tekitatud) alamrihmaks. Kui see rithm on
I6pmatu, siis 6eldakse, et element a on lopmatut jirku. Kui aga see rithm on 16plik, siis leidub selline naturaalarv
m, et (a) = {a, a?,...,am g™ = 1}. Kui m on véhim sellise omadusega naturaalarv, siis 6eldakse, et elemendi
a jark rihmas G on m ning tihistatakse ordg(a) = m. Kui rithm G on moodustatud iihe elemendi poolt, s.t. kui
G = (a), siis celdakse, et rithm G on tsikliline.

Lopliku rithma jarguks nimetatakse tema elementide arvu. Seega elemendi jirk on tema poolt moodustatud
alamrithma jérk.

Lagrange’i teoreem. Lopliku rithma mistahes alamrithma jérk on selle rithma jargu jagaja. Muuhulgas 16pliku
rithma iga elemendi jark on selle rithma jargu jagaja.

Definitsioon. Olgu (R, +, -) ring iithikelemendiga 1. Mittetiihja alamhulka R’ C R nimetatakse ringi R alamringiks,
kui

SR1. (Va,be€ R')(a+be R, (kinnisus liitmise suhtes)
SR2. (Va € R')(—a € R'); (kinnisus vastandelemendi vdtmise suhtes)
SR3. (Va,b€ R')(ab€ R'); (kinnisus korrutamise suhtes)
SR4. 1 € R (kinnisus tihikelemendi suhtes)

Definitsioon. Olgu (K, +, ) korpus. Mittetiihja alamhulka K’ C K nimetatakse korpuse K alamkorpuseks, kui

SF1. (Va,be K')(a+be K'); (kinnisus liitmise suhtes)

SF2. (Va € K')(—a € K'); (kinnisus vastandelemendi vétmise suhtes)
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SF3. (Va,be K')(ab € K'); (kinnisus korrutamise suhtes)

SF4. (Va e K\ {0})(a™! € K). (kinnisus poordelemendi votmise suhtes)

Definitsioon. Olgu V vektorruum. Mittetiihja alamhulka U C V nimetatakse vektorruumi V' alamruumiks, kui

SVS1. (Va,beU)(a+beU); (kinnisus liitmise suhtes)
SVS2. (Va € U)(Vk € K)(ka € U). (kinnisus skalaariga korrutamise suhtes)

Definitsioon. Riihma G alamrithma N nimetatakse normaalseks alamrihmaks ehk normaaljagajaks, kui
NSG. (Va € G)(Vb € N)(a"'ba € N).

Kommutatiivses rithmas on iga alamriihm normaalne.

Olgu N rithma G normaaljagaja. Alamhulki aN = {ab|b € N}, kus a € G, nimetatakse korvalklassideks
normaaljagaja N jérgi. Téhistame koigi korvalklasside hulga {aN | a € G} = G/N ning defineerime sellel hulgal
korrutamistehte vordusega

(alN)(agN) = alagN.

Saab néidata, et G/N on rithm selle tehte suhtes. Seda rithma G/N nimetatakse rithma G faktorrihmaks normaal-
jagaja N jargi.

Definitsioon. Ringi R mittetiihja alamhulka I nimetatakse ideaaliks, kui

I1. Va,be)(a+bel);

12. (Va € R)(Vi € I)(ai,ia € I).

Olgu I ringi R ideaal. Alamhulki a4+ 1 = {a+ i | i € I'}, kus a € R, nimetatakse korvalklassideks ideaali I jérgi.
Lihtne on n&ha, et iga a,b € R korral a + I = b+ I parajasti siis, kui a — b € I. Téhistame koigi kérvalklasside
hulga {a + I | a € R} = R/I ning defineerime sellel hulgal korrutamis- ja liitmistehte vordustega

(a1 4+ 1)+ (ag+ 1) = (a1 + a2) + I;
(a1 +I)(a2+I) = (a1a2)+l.

Saab niidata, et R/I on ring nende tehete suhtes. Seda ringi R/I nimetatakse ringi R faktorringiks ideaali I jérgi.
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