Viktor Abramov

Diferentsiaalgeomeetria

Koverad - Pinnad - Muutkonnad - Fliiisika

Tartu Ulikool






Sisukord

Sisukord

I Koverateooria

1 Tasandiliste koverate teooria
1.1 Tasandi geomeetria . . . . . . . . .. ...
1.2 Tasandilise kovera moiste . . . . . . . ... ... L.
1.3 Kaarepikkus. Loomulik parameeter . . . . . ... .. .. ...
1.4 Tasandilise joone koverus ja evoluut . . . . . . . ... .. ...

2 Ruumiliste koverate teooria
2.1  Ruumilise joone koverus . . . . . . .. ..o

IT Pinnateooria

3 Vektorviljad
3.1 Vektorvéljad . . . . .. ... oo
3.2 Kovariantne tuletis . . . . . . . ...

4 Diferentsiaalvormid
4.1 Diferentsiaalvormi moiste . . . . . . . . . ... .. ..

5 Pind
5.1 Pinmamdste . . . .. ... oo
5.2 Weingarteni operaator . . . . . . ... ..o

6 Koverused
6.1 Normaalkoverus ja peakoverused . . . . .. ... ... .. ..
6.2 Gaussi ja keskmine koverus. . . . . ... ...
6.3 Jooned pinnal . . .. . ...



4 SISUKORD

6.4 Poordpinna Gaussi ja keskmine koverus . . . . . . ... L. 87
Indeks 94

Kirjandus 97



Osal

Koverateooria






Peatiikk 1

Tasandiliste koverate teooria

1.1 Tasandi geomeetria

Kéesolevas peatiikis meie vaatleme koverjooni eukleidilisel tasandil. Fuklei-
dilist tasandit tidhistame E? ja tasandi punkte hakkame tihistama ladina
téhestiku suurte tdhtedega. Kui P, ) € Ej on tasandi punktid, siis suuna-
tud loiku PQ) nimetame seotud vektoriks alguspunktiga punktis P ja lopp-
punktiga punktis Q).

Pikkused, nurgad ja ristkoordinaadid. Eukleidilise geomeetria téht-
saimad struktuurid on kaugused ja nurgad. Kuna meie vaatleme eukleidilist
tasandit, siis tasandil £? on miiratud kaugused ja nurgad. Kui on antud
tasandi punktid P, (), siis on méaratud kaugus punktide vahel ja see on reaal-
arv. Vastavat arvu tdhistame d(P, )). Kaugusel on jargmised omadused:

1. d(P,Q) > 0, kusjuures d(P, Q) = 0 parajasti siis, kui P = Q;

2. d(P,Q) = d(Q, P);
3. d(P,Q) +d(Q, R) > d(P, R), st kaugus rahuldab kolmnurga vorratust.

Seotud vektori@ pikkuseks nimetame punktide P ja () vahelist kaugust
ja tdhistame |PQ|. Seega |[PQ| = d(P,Q). Olgu antud kaks seotud vek-
torit PQ), PR alguspunktiga punktis P. Nurgaks seotud vektorite PQ, PR
vahel nimetatakse nurka, mis tekib seotud vektori P() pooramisel timber
punkti P lithemat teed pidi seotud vektorini PR. Nurka seotud vektorite
PQ, PR vahel tihistame /(PQ, PR). Mainime, et suvalise tasandi punkti
P korral ja suvaliste seotud vektorite PQ), PR alguspunktiga punktis P kor-
ral sellisel teel defineeritud nurk seotud vektorite vahel rahuldab vorratust
0<Z(PQ,PR) <.
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Olgu P tasandi mingi punkt ja TpE? seotud vektorite alguspunktiga

punktis P hulk, st N
TpE* = {PQ: Q € E*}.

Olgu antud kaks vektorit / @, PR alguspunktiga punktis P ja olgu PQSR
seotud vektoritele PQ), PR ehitatud réopkiilik. Seotud vektorit PS € T; »E?
nimetatakse vektorite PQ) ja PR summaks, st PQ + PR = PS. Olgu a € R
reaalarv ja PQ seotud vektor. Seotud vektori PQ korrutiseks reaalarvuga A
nimetatakse seotud vektorit A PQ, kus [\ PQ| = || £| ja A PQ on sama-
suunaline seotud vektoriga PQ, kui A > 0, ning A P() on vastassuunaline
seotud vektoriga PQ, kui A < 0. On ilmne, et A PQ) on seotud null-vektor
punktis P, kui A = 0. On lihtne kontrollida, et TpE? on kahemddtmeeline
vektorruum (iile reaalarvude korpuse R) seotud vektorite liitmise ja reaal-
arvuga korrutamise suhtes. Vektorruumi TpE? jirgnevas nimetame tasandi
seotud vektorite alguspunktiga punktis P vektorruumiks. Selle vektorruumi
tahtis struktuur on seotud vektorite skalaarkorrutis. Olgu PQ, PR kaks seo-
tud vektorit alguspunktiga punktis P. Vektorite skalaarkorrutist téhistame
< PQ, PR > ja midrame valemiga

< PQ, PR >= |PQ||PR| cos £ (PQ, PR). (1.1.0.1)

Kahemootmeline vektorruum 7pFE? varustatud seotud vektorite skalaarkor-
rutisega (1.1.0.1) moodustab eukleidilise vektorruumi.

Iga seotud vektor P(Q) tekitab vordsete seotud vektorite klassi ja vastavat
klassi (ekvivalentsiklassi) nimetatakse vabaks vektoriks voi lihtsalt vektoriks.
Vektorite tdhistamiseks kasutame ladina téhestiku véikesi téhti. Néaiteks, kui
vektor on indutseeritud seotud vektori P() abil, siis vastavat vektorit voime
tahistada a = 1@ Kui on antud tasandi punkt P ja vektor d, siis vordsete
vektorite klassis @ alati leidub iiks ja ainult iiks seot& vektor P() selline,
et a= @ Sellisel viisil moodustatud seotud vektori P kohta deldakse, et
seotud vektor P(@) on vektor d rakendatud punktist P. Seega, kui on antud
tasandi vektor @ ja tasandi punkt P, meie voime rakendada vektorit @ punk-
tist P ja selle operatsiooni tulemuseks on seotud vektor P@Q), mida jirgnevas
tahistame (P; @). Seega kehtib PQ = (P;d).

Vektori pikkust defineerime valemiga |@| = |PQ)|, kus PQ on suvaline
seotud vektor vordsete seotud vektorite klassist @. Sellest jéreldub, et kehtib
@ = |(P;@)|. Olgu @,b tasandi vektorid. Fikseerime suvaliselt tasandi punk-
ti P. Rakendame vektoreid @, b punktist P ja tdhistame vastavaid seotuid
vektoreid PQ PR Nurgaks vektorite a, b vahel nimetame seotud vektori-
te PQ PR vahelist nurka. Seega Z(@,b) = / (PQ PR) Tasandi vektorite
skalaarkorrutist defineerime valemiga

-

< @b >=|a||b| cos £(a,b). (1.1.0.2)



1.1. TASANDI GEOMEETRIA 9

Seotud vektorite liitmine ja reaalarvuga korrutamine tekitab vektorite liit-
mist ja reaalarvuga korrutamist ning on lihtne veenduda, et liitmise ja reaal-
arvuga korrutamise suhtes vektorid moodustavad kahemootmeelise vektor-
ruumi iile reaalarvude korpuse R. Tasandi vektorite vektorruumi téhistame
E2. Vektorruumi E? vektorite jaoks on defineeritud sellised mdisted nagu vek-
tori pikkus, vektorite vaheline nurk ja kahe vektori skalaarkorrutis. Jéarelikult
E? on eukleidiline vektorruum.

Fikseerime tasandil E? ristreeperi R = {O; €1, &}, kus O € E? on ristree-
peri alguspunkt ja {€}, €} on vektorruumi E? ortonormeeritud baas, st vek-
torid €1, €; on teineteisega risti ja vektorite pikkus on 1 (ithikvektorid). Lisaks
eeldame, et ristreeperi R orientatsioon on parema kée orientatsioon. Oleta-
me, et baasivektorid €y, € on rakendatud alguspunktist O ja vastavad seotud
vektorid on OP OQ Niiiid poorame seotud vektorit OP fimber alguspunkti
lithemat teed pidi seotud vektorini OQ Kui poore toimub kellaosuti liiku-
misele vastupidises suunas (vastu péeva), siis 6eldakse, et reeperi orientat-
sioon on parema kée orientatsioon.

Ristreeper R tekitab tasandil E? koordinaatteljestikku jirgmiselt: abst-
sisstelg on sihivektoriga €; sirge, ordinaattelg on sihivektoriga e, sirge ja
molemad sirged ldbivad reeperi alguspunkti O. Olgu P tasandi mingi punkt
ja O‘fj punkti P kohavektor. Olgu PrelO? Prz, OP kohavektori ristprojekt-
sioonivektorid vastavalt vektorite €7, €5 sihile. Kehtib

O? = Pl"é'lO? + PrgQO_}>j.
Kasutades vektorite skalaarkorrutamist voime kirjutada

Prgl()? =< O?, ep > 51, Pré’20? =< O?, €y > €.

Kordajaid » =< O?,e“l >y =< (ﬁ, €> > nimetatakse punkti P rist-
koordinaatideks ja tdhistatakse P(x,y) abil. Punkti P kohavektor avaldub
ristkoordinaatide kaudu jargmiselt

OP = 26, +yé.

Kui tdhistada punkti P kohavektori pikkust r abil, kohavektori O? ja esimese
baasivektori €] vahelist nurka ¢ abil, siis

r = < O?, ey >= |O_}>’| |€1| cos A(O_}%,a) =T COS P,
y = <OP,& >=|0P||&)| cos Z(OP, &) = r sin .

Baasivektorid &, €, moodustavad eukleidilise vektorruumi E? ortonormeeri-
tud baasi, seega suvalist vektorit @ saab kirjutada kujul @ = x €, + y és, kus
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kordajad x,y on vektori koordinaadid. Kui ristreeper R on fikseeritud ja
vektori @ koordinaadid on x,y, siis kirjutame @ = (x,y). Olgu antud kaks
vektorit d; = (x1,y1),d2 = (x2,y2) ja reaalarv A. Vektorite dy,d, summa,
vektori @; korrutis reaalarvuga A ja vektorite skalaarkorrutis avalduvad vek-
torite koordinatide kaudu jargmiselt

ay+dy = (o1 +22,y1 + 1),
/\61 = (/\l’l,/\yl),

< dy,d2 > = T122+ Y1 Y.

Valemitest (1.1.0.3) ja (1.1.0.2) jéreldub, et vektori @ = (x,y) pikkuse arvu-
tamiseks voime kasutada valemit |@| = /22 + 2.

Seotud vektorite korral kehtivad sarnased valemid. Olgu @ seotud vektor,
mis on moodustatud vektori @ rakendamise abil punktist P. Sellisel juhul
kirjutame @ = (P; @). Kui vektori d koordinaadid on zy,yy, st @ = (71,41),
siis kirjutame @ = (P; x1,y1). Olgu b = (P; x5, y») mingi mingi teine seotud
vektor punktis P ja A reaalarv. Kehtivad valemid

a+b = (Pyzy+x2,y1 +4o),
Na = (P; \xy, \yy),
<ﬁ,b> = T1%2+ Y1 Y2.

Kui Py(z1,vy1), Pa(z2,y2) on tasandi punktid, siis kaugus punktide vahel
d(P, Q) avaldub punktide ristkoordinaatide kaudu jargmiselt

d(P, Q) = \/(xl - IQ)Q + (y1 - y2)2. (1103)

Jargnevas tasandi (ja ruumi) varustamiseks koordinaadisiisteemiga kasu-
tame ainult ristreepereid ja seepérast lihtsustame terminoloogia kasutamist
nimetades ristreeperit lihtsalt reeperiks ja ristkoordinaate koordinaatideks.

Tasandi kompleksne struktuur. Olgu @ € E? vektor. Fikseerime tasan-
di punkti P ja rakendades vektorit @ punktist P saame seotud vektori PQ.
Niiiid poorame seotud vektorit P(Q) iimber punkti P kellaosuti liikumesele
Vastupidiseﬁlunas (vastu péeﬂ taisnurga vorra ja saadud seotud vektorit
tahistame PR. Seotud vektori PR poolt tekitatud vektorit tdhistame b. On
ilmne, et sellisel viisil konstrueeritud vektor b ei soltu punkti P valikust. Seega
iilalpool kirjeldatud operatsioon, mis tugineb seotud vektorite pocrdel téais-
nurga vorra iimber seotud vektori alguspunkti, on eukleidilise vektorruumi
E2 teisendus. Sellist teisendust nimetatakse tasandi komplekseks struktuuriks
ja tihistatakse J : E? — E2. Kompleksne struktuur J on vektorruumi E?
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lineaarteisendus ja see jéreldub sellest, et teisendus J baaserub seotud vek-
torite poordel. Jarelikult suvaliste vektorite @, b ja suvaliste reaalarvude g, A

korral kehtib

J(d+ Ab) = p J(@) + X J(b).

Kui lineaarteisendust J rakendada kaks korda jarjest, siis vektor @ muutub
vastandvektoriks —a. Seega kehtib J? = —idgz, kus idg2 on eukleidilise vek-
torruumi E? samasusteisendus (idg2(@) = @). Vektorite skalaarkorrutis soltub
ainult vektorite pikkustest ja nurgast vektorite vahel. On ilmne, et need suu-
rused ei muutu poodrde korral, jarelikult lineaarteisendus J séilitab vektorite
skalaarkorrutist. On teada, et vektorid on teineteisega risti parajasti siis, kui
vektorite skalaarkorrutis on null. Seega meil on téestatud

Lause 1.1.0.1. Suvaliste vektorite d, b korral kehtivad Jargmised omadused:
1. J? = —idgs;
2. < J(@),J(b) >=< @,b>:
3. < J(a),d >=0.

Eeldame, et tasandil on antud reeperi R poolt mé&dratud koordinaa-
disiisteem. Kehtib J(€1) = é;, J(€3) = —€}. Seega lineaarteisenduse J maat-

riks on
0 -1
AJ—<1 ) )

Jarelikult, kui @ = (z,y), siis lineaarteisendus J teisendab vektorit @ vekto-
riks J(@) koordinaatidega (—y, z). Toepoolest

(1) ()=

Komplekse struktuuri valem tasandi koordinaatides on J(z,y) = (—y, x).

Naitame, et tasandi kompleksne struktuur J on seotud kompleksarvude
korpusega C. Selleks eeldame, et tasandil on antud koordinaadisiisteem. Defi-
neerime kujutust E> — C valemiga @ — 2z, kus @ = (7,y) ja 2z = v +1iy. On
ilmne, et kujutus @ — 2z on bijektsioon (iiks-ithene peale kujutus). Suvalise
vektori @ = (z,y) korral kehtib valem

2i@) = A—ya) = —Y+iT =i(T +iy) =iz,

mis néitab, et tasandi vektori @ teisendamine lineaarteisenduse .J abil on
samavéirne vastava kompleksarvu zz korrutamisega imaginaariihikuga . Bi-
jektsioonil @ — zz on jargmised omadused:

-

28] = ||, zaz;=<a,b>+i <@ J(b) >, (1.1.0.4)
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kus esimeses valemis |zz| on kompleksarvu moodul ja teises valemis vasakul
seisab kompleksarvude korrutis.

Mainime, et kompleksset struktuuri saab defineerida tasandi suvalises
punktis P. Téepoolest sellisel juhul vaatleme lineaarteisendust Jp : TpE? —
TpE?, kus Jp on seotud vektori alguspunktiga punktis P péore iimber punkti
P vastu péeva tdisnurga vorra. Seega Jp(P;d) = (P; J(veca)).

Polaarkoordinaadid. Tasandi teine koordinaadisiisteem, mida laialt ka-
sutatakse tasandiliste koverate teoorias, on polaarkoordinaadisiisteem. Liihi-
dalt tuletame meelde polaarkoordinaadisiisteemi struktuuri. Fikseerime ta-
sandil iithe punkti O ja sirge L nii, et sirge ldbib punkti O ja sirgel on néida-
tud positiivne suund. Punkti O nimetatakse polaarkoordinaadisiisteemi poo-
luseks ja sirget L polaarteljeks. Vaatleme tasandi suvalist punkti P vélja
arvatud poolus O. Punkti P polaarraadiuseks nimetatakse 16iku O P pikkust
ja punkti polaarraadiust tavaliselt téhistatakse r. Punkti P polaarnurgaks
nimetatakse nurka ¢, mis tekib polaartelje poéramisel {imber poolust O kel-
laosuti litkumisele vastupidises suunas (vastu péeva) 16iguga O P iihtimiseni.
Polaarraadius r ja polaarnurk ¢ on punkti P polaarkoordinaadid. Juhime
tahelepanu sellele, et kdesoleva raamatu késitluses polaarkoordinaadid ei ole
médratud pooluses. Seega polaarkoordinaadisiisteemi méaaramispiirkond on
r > 0,0 < ¢ < 2m, st polaarkoordinaadisiisteem katab kogu tasandit E?
vilja arvatud poolus O.

Kui tasandil on antud ristkoordinaadisiisteem z,y ja polaarkoordinaa-
disiisteem r, ¢, kusjuures poolus asub ristkoordinaadisiisteemi alguspunktis,
polaartelg iihtib abstsissteljega, siis punkti ristkoordinaadid x,y avalduvad
polaarkoordinaatide kaudu jargmiselt:

r=7rcosp, y=rsingo. (1.1.0.5)

1.2 Tasandilise kovera moiste

Parametriseeritud kover ristkoordinaatides Antud punktis eeldame,
et eukleidiline tasand E? on varustatud ristreeperiga R = {O; €1, &} ja vasta-
va koordinaadisiisteemiga. Olgu I C R kas 16plik vahemik (a, b), pool-16pma-
tu vahemik (—o0,b), (a, +00) voi lopmatu vahemik (—oo, +00).

Definitsioon 1.2.0.2. Kujutust a: I — E?, kus a(t) = (z(t),y(t)), t € I,
nimetatakse tasandiliseks parametriseeritud koveraks, kui funktsioonid x(t),y(t)
on lopmata diferentseeruvad funktsioonid. Vahemikku I nimetatakse para-
metriseeritud kdvera mddramispiirkonnaks, kujutuse o kujutist (punktihul-
ka Ima C E?) nimetatakse parametriseeritud kovera jiljeks ja muutujat ¢
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nimetatakse parameetriks. Valemit «(t) = (z(t),y(t)) nimetatakse paramet-
riseeritud kovera parameetriliseks vorrandiks.

Mdrkus 1.2.0.3. Parametriseeritud kovera definitsioonis (1.2.0.2) médramis-
piirkond 7 on vahemik, kuid sageli on kasulik vaadelda parametriseeritud
koverat, kus médramispiirkond I on 16ik voi poolldik. Kui vaadeldava para-
metriseeritud kdvera a(t) = (z(t),y(t)) madramispiirkond on poolldik I =
(a,b], I = [a,b) voi 16ik I = [a,b], siis eeldame, et leidub parametriseeritud
kover a(t) = (&(t),§(t)) : I — E? selline, et

1.[C1:;

2.2 =2(), 9Ol =y().

Mirkus 1.2.0.4. Kui on antud lopmata diferentseeruv funktsioon y = f(x)
médramispiirkonnaga I, siis voime moodustada parametriseeritud kovera « :
I — E? kus at) = (¢, f(t)). Seega Iopmata diferentseeruv funktsioon y =
f(z) tekitab parametriseeritud koverat. Vastavat parametriseeritud koverat
nimetame funktsiooni f(z) poolt tekitatud parametriseeritud koveraks. On
ilmne, et funktsiooni f(z) graafik iihtib parametriseeritud kovera « jiljega.

Definitsiooni (1.2.0.2) kohaselt suvalise t € I korral a(t) = (z(t),y(t)) on
eukleidilise tasandi E? punkt. Selle punkti kohavektorit tihistame @(t). Ma-
inime, et kohavektori koordinaadid on vordsed punkti «(t) koordinaatide-
ga, st a(t) = (x(t),y(t)). Antud vorrand méirab kujutust @ : I — E?
st kujutuse a vadrtus suvalise t € I korral on tasandi vektor. Kujutust
@ : I — E? nimetatakse vektor-funktsiooniks. Vektor-funktsiooni @(t) ni-
metatakse 16pmata diferentseeruvaks vektor-funktsiooniks, kui z(t), y(t) on
lopmata diferentseeruvad funktsioonid. Seega parametriseeritud kovera pa-
rameetriline vorrand «(t) = (z(t),y(t)) médrab 16pmata diferentseeruvat
vektor-funktsiooni a@(t) = (x(t),y(t)). Tehted vektoritega (liitmine ja korru-
tamine arvudega) tekitavad tehted vektor-funktsioonidega ja sellega seoses
monikord parametriseeritud kovera uurimiseks on mugavam kasutada vektor-
funktsiooni a(t) = (z(t),y(t)). Olgu

a(t) = (z1(t), 11 (1), Bt) = (za(t),32(t)), t €I CR,

lopmata diferentseeruvad vektor-funktsioonid ja f(t),t € I 16pmata diferent-
seeruv ithemuutuja funktsioon. Defineerime summa, funktsiooniga f korru-
tist ja vektor-funktsioonide skalaarkorrutist jargmiselt

=,

@+A)0) = @O+A0, DO =IO, (1200
<G> () = walt) malt) + ya(t) pa(t), (1.2.0.7)
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Definitsioonist ja funktsiooniteooria teoreemidest jéreldub, et summa ja funkt-
siooniga korrutis on 16pmata diferentseeruv vektor-funktsioon ja vektor-funkt-
sioonide skalaarkorrutis on I6pmata diferentseeruv funktsioon. Vektor-funkt-

siooni tuletist defineeritakse valemiga

Kehtivad jargmised omadused:
L (@+8) =a+§;
2. (fa) = fla+ fa’;
3. <ad,f>=< 07',5> + < 62,5’ >,
Naide 1.2.0.5. Olgu antud reaalarv r > 0. Parametriseeritud koverat
a(t) = (r cost,r sint), I = [0, 2],

nimetatakse raadiusega r ringjooneks. Kui r = 1, siis parametriseeritud ko-
verat nimetatakse thikringjooneks.

Naiide 1.2.0.6. Olgu a > b > 0 reaalarvud. Parametriseeritud koverat
a(t) = (a cost,bsint), I =]0,2n],
nimetatakse ellipsiks. Reaalarvud a, b on ellipsi poolteljed.
Naiide 1.2.0.7. Parametriseeritud koverat
alt) = (t%,t%), I = (—o0,+00).
nimetatakse poolkuupparabooliks.

Definitsioon 1.2.0.8. Olgu a : [ — E? parametriseeritud kover, kus a/(t) =
(x(t),y(t)). Parametriseeritud kovera kiiruvektoriks voi puutujavektoriks kove-
ra punktis p = a(ty), to € I nimetatakse seotud vektorit @ ’(t,) alguspunk-
tiga punktis p, kus

a’(to) = (p; C;_flp’ (i[_ty|p) = (p:2'(t0), ¥ (t0))-

Kasutades vektor-funktsiooni & = (z(t), y(t)), parametriseeritud kovera kii-
rusvektori voime kirjutada kujul

a'(to) = (alto); &'(to)),



1.2. TASANDILISE KOVERA MOISTE 15

kus a’(ty) = (2'(to), vy (to)) on vektor-funktsiooni tuletis punktis ¢, € I.
Parametriseeritud koverat nimetatakse requlaarseks, kui parametriseeritud
kovera igas punktis kilrusvektor on seotud null-vektorist erinev vektor, st
vt € I kehtib @”’(t) # 0. Kui parametriseeritud kévera a/(t) suvalises punktis
t € I kiirusvektor @’(t) on iihikvektor, st suvalise ¢ € I korral [a/(t)| = 1,
siis parametriseeritud koverat nimetatakse dhikkiirusega parametriseeritud
koveraks.

Definitsioon 1.2.0.9. Parametriseeritud kdvera o : I — E? a(t) = (x(t),y(t))
kiirendusvektoriks parametriseeritud kovera punktis tg € I nimetatakse vek-
torit

(1) = (alty); 2 (ko) ¥/ (ko).

Ellips a(t) = (a cost, b sint) on regulaarne parametriseeritud kover. Téepoo-
lest kehtib
a’(t) = (at); —a sint, b cost).

Arvestame, et a > b > (0. Seega
[@’(t)|* = a® sin®t + b* cos®t = (a® — b?)sin®t + b* > 0,
kust jireldub, et suvalise ¢ € [0, 27] korral & (t) #ﬁ

Uurime poolkuupparabooli a(t) = (t2,%) regulaarsust. Leiame a’'(t) =
(a(t); 2t,31?). Valemist jéreldub, et poolkuupparabool on regulaarne suva-

2Ty
1T /
X
1 1
1 | 1 ]
-1 1 2
_1__ Y
_2_._

Joonis 1.1: Poolkuupparabool

lise t vaartuse korral vélja arvatud ¢t = 0, kus kiirusvektor on null-vektor.
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Parameetri ¢ védrtusele 0 vastab tasandi punkt koordinaatidega (0, 0). Seega
koordinaadisiisteemi alguspunktis poolkuupparabooli kiirusvektor on null-
vektor ja poolkupparabool ei ole regulaarne, st punkt O(0,0) on parametri-
seeritud kovera singulaarne punkt (vt joonis 1.1). Poolkuupparabool muutub
regulaarseks parametriseeritud koveraks, kui méaramispiirkonnaks valime va-
hemikut I = R\ {0}, st reaalarvude hulk R eemaldatud punktiga 0.

Jargnevas eeldame, et regulaarsuse tingimus on taidetud, st kiirusvektor
kovera suvalises punktis on null-vektorist erinev vektor, ja seetottu kasuta-
me terminit “parametriseeritud kover” vaikselt eeldades, et parametriseeritud
kover on regulaarne.

Parametriseeritud kdovera parameetriline vorrand «(t) ei ole itheselt mééra-
tud, st on voimalik, et parametriseeritud koverad o(t) = (z(t), y(t)) ja 5(t) =
((t),y(t)) on erinevad, kuid nende jéljed langevad kokku Im o = Im . Sel-
lisel juhul on loomulik radkida sellest, et « ja 8 on iihe ja sama tasandi
punktihulga erinevad parametriseerimised. Néiteks, parametriseeritud kove-
rad a(t) = (a cost,b sint) ja B(t) = (a sint,b cost) on iihe ja sama ellipsi
erinevad parametriseerimised.

Definitsioon 1.2.0.10. Olgu « : I — E? parametriseeritud kdover ja h :
J — I 16pmata diferentseruv funktsioon, kus vahemik .J C R on funktsiooni
h méadramispiirkond, vahemik I C R on funktsiooni A muutumispiirkond (st
h(I) = J) ja W(r) # 0, Y7 € J. Tahistame t = h(7), kus t € I,7 € J.
Parametriseeritud koverat

B=aoh:J—=E* B(r)=a(h(r)),

nimetatakse punktihulga Im « imberparametriseerimiseks funktsiooni h abil.

Kui kasutatakse parametriseeritud kovera a(t) vektor-funktsiooni @(t), siis
t = h(r),h : J — J nimetatakse vektor-funktsiooni muutujavahetuseks,
st kui vektor-funktsioonist @(#) minnakse iile vektor-funktsioonile 5() =
a(h(r)), siis 6eldakse, et toimub vektor-funktsiooni muutujavahetus.

Definitsioonist jareldub, et Im o = Im 3, st iimderparametriseerimisel para-
metriseeritud kovera jélg jadb samaks. Uurime, kuidas teiseneb parametri-
seeritud kovera kiirusvektor, kui toimub timberparametriseerimine.

Lause 1.2.0.11. Olgu « : I — E?* parametriseeritud kover ja 3 = o h :
J — E? selle iimberparametriseerimine. Kehtib

B'(r) = B(r) @' (h(r)). (1.2.0.8)

Valemit (1.2.0.8) nimetatakse parametriseeritud kovera ahelreegliks.
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Toestus. Olgu a(t) = (x(t),y(t)), siis (1) = (z(h(7)),y(h(7))). Kasutades

liitfunktsiooni diferentseerimist, leiame

) = <a<h<f)>;df”(jf” WO, - (a(hir), Dede dhdy,

= K @h(1)); Wiy, D)ooniry) = W) B (A(T). D

Toestatud teoreemist jareldub, et 5 = a o h on regulaarne parametriseeritud
kdver parajasti siis, kui o on regulaarne.

Funktsiooni tasemejoon. Tasandilise joone médramiseks vorrandi abil
voime kasutada joone ilmutamata vorrandit. Olgu F'(z,y) 1opmata diferent-
seeruvat kahemuutuja funktsiooni, kus D C E? on selle funktsiooni mééra-
mispiirkond.

Definitsioon 1.2.0.12. Olgu p € D. Funktsiooni F'(z,y) gradiendiks punk-
tis p nimetatakse seotud vektorit V F ‘ alguspunktiga punktis p, kus

= OF, OF
VF| = (p;%lp,a—ylp)-

Seega ﬁF!p e T,E>.
Definitsioon 1.2.0.13. Olgu ¢ € R. Tasandi punktihulka
¢ =F"'(c)={p(z,y) € B : Flz,y) =c},

nimetatakse funktsiooni F' tasemejooneks korgusega c, kui on tédidetud jarg-
mised tingimused:

1. vorrandi F(z,y) = c lahendihulk % ei ole tiihi, st leidub vdhemalt
iiks tasandi punkt p(z,y), mille koordinaadid rahuldavad vorrandit

F(z,y) =

2. funktsiooni F' gradient §F ‘p on null-vektorist erinev vektor punkti-
hulga % igas punktis p.

Vorrandit F(z,y) = ¢ nimetatakse tasemejoone € ilmutamata vérrandiks.

Niide 1.2.0.14. Olgu F(x,y) = z—; + z—i kahemuutuja funktsioon, kus a > b
on positiivsed reaalarvud. F(z,y) on teise astme kahemuutuja poliinoom,
seega F'(z,y) on lopmata diferentseeruv funktsioon tasandi suvalises punktis.
Olgu ¢ = 1. Vaatleme vorrandit

2 g
F(z,y) —c©—+b—2 = 1. (1.2.0.9)
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Selle vorrandi lahendihulk ei ole tiihi, sest néiteks punkti p(a, 0) koordinaadid
rahuldavad vorrandit (1.2.0.9). Uurime funktsiooni F'(z, y) gradienti. Tasandi
suvalises punktis p(z, y) kehtib

= x

VF|p = 2(p;;,b—y2).
Seega gradient on null-vektor tasandi ainult tithes punktis O(0, 0), kuid koor-
dinaadististeemi alguspunkt O ei kuulu vorrandi (1.2.0.9) lahendihulka. Jére-
likult vorrandi (1.2.0.9) lahendihulga igas punktis gradient on null-vektorist
erinev vektor. Seega definitsiooni (1.2.0.13) kaoik tingimused on tdidetud ja
¢ = F~1(1) on funktsiooni F' tasemejoon korgusega 1. Tasemejoont € nime-
tatakse ellipsiks. Teame, et parametriseeritud kover «(t) = (a cost,b sint)
on ellipsi parametriseerimine.

Jargmine teoreem néitab, et iga tasemejoon on lokaalselt parametriseeritav,
st lokaalselt tasemejoon on parametriseeritud kover.

Lemma 1.2.0.15. Olgu ¢ = F~'(c) funktsiooni F(x,y) tasemejoon kérguse-
ga ¢ ja p(xg,yo) tasemejoone punkt, st F(zo,yo) = c. Leidub punkti p(zo, yo)
dmbrus U C D, kus D on funktsiooni F' mddramispiirkond, ja requlaarne
parametriseeritud kover a: I — U, a(t) = (x(t),y(t)) selline, et

1. z(ty) = xo, y(to) = yo, kus to € I (« labib punkti p);
2. F(z(t),y(t) =c.

Parametriseeritud koverat o nimetatakse funktsiooni F(z,y) tasemejoone kor-
gusega ¢ lokaalseks parametriseerimiseks punkti p(xo, yo) timbruses.

Toestus. Tdestus baaserub ilmutamata funktsiooni teoreemil. Tuletame meel
de, et funktsiooni tasemejoone definitsiooni kohaselt funktsiooni F'(x,y) gra-
dient punktis p(zo,yo) on null-vektorist erinev vektor. Seega funktsiooni
F(z,y) vdhemalt iiks osatuletis punktis p on nullist erinev. Oletame, et
%—5|p # 0. Imutamata funktsiooni teoreem véidab, et leidub punkti p(zg, yo)
timbrus U C D, kus vorrand F(z,y) = ¢ médarab y kui x funktsiooni, st
y = y(z), kus funktsiooni y(x) médramispiirkond on / C R, muutumispiir-
kond on J ja kehtib

l.agel,yeJ, I xJCU;
2. y = y(z) on 16pmata diferentseeruv funktsioon ja yo = y(xo);

3. F(z,y(x)) =c, kus z € I.
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Moodustame parametriseeritud kovera a(t) = (¢,y(t)),t € I. Funktsiooni
y(x) omadustest jareldub, et o : I — U, a(xg) = (zo,y0), st parametriseeri-
tud kover « ldbib punkti p, ja

a'(w0) = (p; 1,9/ (w0)) #0,

st a on regulaarne parametriseeritud kover. Juhul kui g—f| p # 0 toestus on
analoogiline. [

Teoreem 1.2.0.16. Olgu 4 = F~(c) funktsiooni F(z,y) tasemejoon korgu-
sega ¢, p(xg,yo) tasemejoone punkt ja o : I — € tasemejoone lokaalne para-
metriseerimine punkti p imbruses, kus a(ty) = p, to € I. Parametriseeritud
joone kitrusvektor @' (ty) on risti funktsiooni F gradiendiga punktis p, st

a'(t) LVF.

Toestus. Olgu a(t) = (z(t),y(t)), t € 1. Kehtib x(ty) = o, y(to) = Yo, %0 €
I ja F(z(t),y(t)) = c. Diferentseerime samasust F'(z(t),y(t)) = c t jargi ja
paneme t = ty. Saame

or, , oF

— | 2 (to) + =1 9'(ty) = 0.

J Ip (o) ay|py(o)

Saadud valemi vasakpool on funktsiooni F' gradiendi punktis p ja paramet-
riseeritud kovera « kiirusvektori punktis P skalaarkorrutis. Seega

< ?Flp,a\/(to) >= 0.
Jarelikult kiirusvektor on risti funktsiooni gradiendiga. [

Tasemejoon on lokaalselt parametriseeritav, kuid parametriseerimine ei ole
tiheselt madratud. Teoreemist (1.2.0.16) jéreldub, et tasemejoone lokaalsete
parametriseerimiste (punkti p iimbruses) kiirusvektorid on risti gradiendiga
ja seega nad on kollineaarsed. Jarelikult kiirusvektorid tekitavad iihte ja sama
sirget, mis l&bib tasemejoone punkti p (puutepunkt), kui kasutame neid sirge
sihivektoriteks. Vastavat sirget nimetatakse tasemejoone puutujasirgeks.

Definitsioon 1.2.0.17. Olgu ¢ = F~!(c) funktsiooni F(z,y) tasemejoon
korgusega ¢, p(zo,1yo) tasemejoone punkt ja o : I — E? tasemejoone €
lokaalne parametriseerimine punkti p timbruses, kus a(ty) = (zo,y0) = p-
Tasemejoone € puutujasirgeks joone punktis p nimetatakse punkti p labivat
sirget sihivektoriga a/(to).
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Leiame tasemejoone puutujasirge vorrand. Funktsiooni gradient on puutu-
jasirge normaalvektor, seega puutujasirge vorrand tasemejoone F(z,y) = ¢
punktis p(xg, yo) on

oF OF
%‘p(ﬂf—fo) + 6_y|p (y — ) = 0.

Parametriseeritud kover polaarkoordinaatides. Paljude koverate vor-
randite kuju on kompaktsem ja lihtsam polaarkoordinaatides ja selle péarast
neid méaadratakse polaarkoordinaatide abil. Sellisel juhul parameetrilise vorran-
di parameetriks valitakse polaarnurka. Olgu tasandil £? antud polaarkoordi-
naadisiisteem, mille koordinaadid on tdhistatud r, ¢.

Definitsioon 1.2.0.18. Parametriseeritud koveraks tasandi polaarkoordi-
naatides r, ¢ nimetatakse kujutust o : I — E?, kus kujutuse méiramispiir-
kond I on vahemik, a(¢) = (r(¢), ¢) ja r(¢) on lopmata diferentseeruv funkt-
sioon. Parametriseeritud kévera parameetriliseks vorrandiks polaarkoordi-
naatides nimetatakse vorrandit r = r(¢).

Naiide 1.2.0.19. Parametriseeritud koverat, mis on méaidratud polaarkoordi-
naatides vorrandiga

r=ae?,

kus a, b on positiivsed reaalarvud, nimetatakse logaritmiliseks spiraaliks.

-1000 —

Joonis 1.2: Logaritmiline spiraal
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1.3 Kaarepikkus. Loomulik parameeter

Olgu a : I — E? parametriseeritud kover, kus I = [a, b].

Definitsioon 1.3.0.20. Parametriseeritud kévera o : I — E? pikkuseks
nimetatakse reaalarvu s,, mis méaratakse valemiga

/ @(t)] dt. (1.3.0.10)

Naitame, et parametriseeritud kovera pikkus ei soltu parametriseerimisest.

Lause 1.3.0.21. Olgu o : [ — E? parametriseeritud kover, kus I = [a, b]. Ol-
gu B=caoh:J— E? parametriseeritud kovera o iimberparametriseerimine

funktsiooni t = h(t) abil, kus J = [c,d] ja h(J) = I. Kehtib
Sa = S53.-

Toestus. Oletame, et ' > 0. Kasutades integraali omadusi ja parametrisee-
ritud kovera ahelreeglit, saame

o - /w |dr—/|h’ )& (h(r))] dr
- /y )| W (r) dT_/l t)dt = sa(P, Q).

Juhul, kui A’ < 0 toestus on analoogiline. [J

Definitsioon 1.3.0.22. Olgu « : I — E? parametriseeritud kaver ja ¢ € 1.
Parametriseeritud kovera kaarepikkuse funktsiooniks alguspunktiga punktis
¢ nimetatakse funktsiooni

/ [ (u)] du.

Parametriseeritud kovera pikkust saab kasutada parametriseeritud kovera
jélje parametriseerimiseks.

Teoreem 1.3.0.23. Olgu « : [a,b] — E? requlaarne parametriseeritud kover.
Leidub parametriseeritud kovera o tihikkiirusega timberparametriseerimine.

Toestus. Vaatleme parametriseeritud kovera « kaarepikkuse funktsiooni
S4(t) alguspunktiga punktis a, kus

/] w)| du, a<t<b.
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Kaarepikkuse funktsiooni tuletise ¢ jargi arvutamiseks kasutame valemit: kui
on antud parameetrist ¢ soltuv integraal

()
g(t) = /1/) f(u,t) du, (1.3.0.11)
B(t)

kus ¢(t), ¢(t), f(u,t) on lopmata diferentseeruvad funktsioonid, siis selle in-
tegraali tuletis parameetri ¢ jéargi avaldub jargmiselt

P(t)
- /M Fi(u,t) du+ 9/(0) F(0(2),1) = (1) F(6(0),1),  (13.0.12)

kus f/(u,t) on funktsiooni f(u,t) osatuletis ¢ jargi. Kaarepikkuse funtsiooni
korral ¢(t) = ( ) =t ja integraali all seisav funktsioon ¢ ei séltu. Seega
¢'(t)=0,v¢' ) 1, (|a’(u)]); = 0. Kasutades valemit (1.3.0.12) leiame

Teoreemi eelduse kohaselt a on regulaarne parametriseeritud kover, jarelikult
sh (t) > 0. Poordfunktsiooni teoreemist jéreldub, et sellisel juhul leidub kaa-
repikkuse funktsiooni s, (t) poordfunktsioon ¢ = #(s), kus poordfunktsioon
on lopmata diferentseeruv, 0 < s < s,(b) ja

dt 1

= — > 0.
ds

Moodustame parametriseeritud kdovera 3(s) = a(t(s)) : [0, 54(b)] — E?. On
ilmne, et 8 on parametriseeritud kovera « iimberparametriseerimine funkt-
siooni t(s) abil. Niiiid néditame, et § on iihikiirusega parametriseeritud kover.
Tdepoolest kehtib

dt —\y

)] = |5 &) = 1706 =

si(t(s))=1.0

67

t=t(s)

Teoreemi (1.3.0.23) toestuses kasutatud iihikkiirusega parametriseerimist ni-
metatakse loomulikuks parametriseerimiseks. Sellisel juhul parameetrit s ni-
metatakse parametriseeritud kovera loomulikuks parameetriks.

Néide 1.3.0.24. Olgu antud funktsioon y = a cosh(2), kus a > 0 on posi-
tiivne reaalarv. Moodustame parametriseeritud kovera

a(t) = (£ cosh(é)). (1.3.0.13)
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Parametriseeritud koverat (1.3.0.13) nimetatakse aheljooneks. Aheljoon te-
kib teoreetilises mehaanikas vabalt ripuva ahela kuju uurimisel ([4]). Leiame
aheljoone iihikkiirusega parametriseerimise. Aheljoone kiirusvektor ja selle
pikkus on

N . BN Lt t
a'(t) = (a(t);1,sinh—), [a’(t)] =4/1+ (sinh —)? = cosh —.
a a a
Seega kaarepikkuse funktsioon (alguspunktiga punktis ¢ = 0) on
! U t (VT mnk t
s(t) = / cosh —du = a / cosh — d(—) = a sinh—| = a sinh —.
0 a 0 a a al, a

Kaarepikkuse funktsiooni péérdfunktsioon on ¢ = a arcsinh 2. Aheljoone pa-
rametriseerimine kaarepikkuse abil on

B(s) = (a arcsinh E, a cosh(arcsinh f))
a a

Parameetrilise vorrandi funktsiooni a cosh(arcsinh 2) véime lihtsustada ka-
sutades tuntud samasust

cosh(arcsinh x) = V1 4 22.

Loplikult saame

B(s) = (a arcsinh 2, Vs? 4 a?).

Lause 1.3.0.25. Olgu # : I — E2iihikkiirusega parametriseeritud kover.
Suvalise s € I korral kitrendusvektor 3" (s) on risti kiirusvektoriga 3 '(s), st

8"(s) LB(s).
Toestus. Suvalise s € I korral kehtib |§’(s)|2 =1 voi < F'(s),?’(s) >=1.
Diferentseerime selle vorduse molemad pooled s jargi. Vasakul saame

JEELN —

(<B'(s),B'(s)>) = <B"(5),B'(s)>+<B(s),B"(s) >
= 2 <B'(s),5"(s) >

Vorduse parempoole tuletis vordub nulliga, seega
<B'(s),B"(s) >=0,
kust jireldub, et kiirendusvektor B\”(b) on risti kiirusvektoriga F’(s). O

Leiame parametriseeritud kovera pikkuse arvutamise valemi polaarkoordi-
naatides. On antud polaarkoordinaadisiisteem r, ¢ ja parametriseeritud kove-
ra vorrand polaarkoordinaatides r = r(¢), ¢g < ¢ < ¢;. Valime ristkoor-
dinaadisiisteemi nii, et ristkoordinaadisiisteemi alguspunkt asub pooluses ja
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x-koordinaattelg iihtib polaarteljega. Sellisel juhul ristkoordinaadid avaldu-
vad polaarkoordinaatide kaudu jargmiselt

r=7rcoso, y=rsinao.
Seega parametriseeritud kovera parameetriline vorrand ristkoordinaatides on

a(¢) = (r(9) cos@,r(¢) sing), ¢o < ¢ < ¢1.

Parametriseeritud kovera kiirusvektor on
=/ Lot : I
a'(¢) = (a(t);r" cos¢ —r sing,r’ sing + r cos @),

kust leiame
@) = () + 12

Jarelikult kaarepikkuse valem ristkoordinaatides on

¢1
Sq = V()2 412 de.
%0

1.4 Tasandilise joone koverus ja evoluut

Antud paragrahvis késitletakse tasandilise joone koveruse moistet. Eelmises
paragrahvis on toestatud, et suvalise regulaarse parametriseeritud kovera kor-
ral leidub selle {ihikkiirusega parametriseerimine. Seega parametriseeritud
joone koveruse moiste uurimist voime alustada eeldades, et joon on para-
metriseeritud kaarepikkuse abil. Olgu antud tihikkiirusega parametriseeritud
kover 8 : I — E? st |8/(s)] = 1, Vs € I. Kasutades klassikalise mehaa-
nika ldhenemist, voime vaadelda parametriseeritud koverat g liikuva punkti
trajektoorina. Kui punkt liigub piki parametriseeritud koverat, siis iildiselt
kiirusvektori suund muutub ja kiirusvektori suuna muutmise pohjustab joo-
ne koverus. On ilmne, et mida rohkem joon on koverdunud, seda kiiremini
kiirusvektori suund muutub, kui punkt liigub piki joont. Kiirusvektori suu-
na muutmise kiiruse mootmiseks kasutame kiirusvektori tuletise pikkust, st
kasutame kiirendusvektori pikkust |8 “(s)|. Ulalpool tehtud eeldus, et pa-
rametriseeritud kover on tihikkiirusega, on téhtis. Tdepoolest sellisel juhul
punkti liikumisel piki joont § kiirusvektori 5 '(s) pikkus ei muutu (joone
igas punktis |3 '(s)| = 1), jérelikult kiirendusvektori pikkus niitab ainult
kiirusvektori suuna muutmise kiirust.
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Koverus. Olgu 3 : I — E? tihikkiirusega parametriseeritud joon. Tuleta-
me meelde, et kiirendusvektor 8 “(s) on risti kovera kiirusvektoriga §'(s).
Jérelikult kiirendusvektor 3 ”(s) on kollineaarne vektoriga J(3 '(s)), kus J
on tasandi £? kompleksne struktuur.

Definitsioon 1.4.0.26. Tasandilise parametriseeritud joone koveruseks ni-
metatakse funktsiooni x(s), mis maaratakse tingimusega

B"(s) = k(s) J(B(s)). (1.4.0.14)

Lause 1.4.0.27. Tasandilise parametriseeritud joone koverus on null para-
jasti siis, kui parametriseeritud joon on sirge.

Toestus. Analiiiitilises geomeetrias néidatakse, et tasandilise sirge para-
meetriline vektorvorrand on 7(t) = ¢ @+ 7o, kus 7(¢) on sirge muutuva punkti
kohavektor, @ on sirge sihivektor, 7, on sirge mingi fikseeritud punkti koha-
vektor ja t on parameeter. Mérgime, et sirge parametriseerimiseks on mu-
gavam kasutada vektor-funktsiooni 7(¢). Kui sirge sihivektoriks on valitud
ithikvektor €, kus

L a

€= o,
al
siis vektorvorrand 7(s) = sé&+ 7 on sirge tihikiirusega parametriseerimine.
Kehtib

(s)=¢, 7"(s)=0,

kust jareldub, et sirge koverus on null. Niiiid eeldame, et parametriseeritud
joone kdverus on null, st k(s) = 0 (k(s) = 0 suvalise s korral). Parametrisee-
ritud joone koveruse definitsioonist jareldub, et

5"(s)| = Iw()| 1T (" ()] = [s(s)];

st parametriseeritud joone koveruse absoluutvidrtus on vordne kiirendus-
vektori pikkusega. Seega, kui £(s) samaselt vordub nulliga, siis | B (s)] =0,
kust jéreldub §”(s) = 0. Kui y = f(z) on harilik reaalvirtustega funkt-
sioon ja selle funkltsiooni teine tuletis vordub nulliga, siis funktsioon on li-
neaarne, st f(x) = az + b. See kehtib ka vektor-funktsioonide korral. Seega
E (s) =se+ By, kus €, 50 on konstantsed vektorid ja € on iihikvektor. Jareli-
kult parametriseeritud joon on sirge. [

Valemiga (1.4.0.14) defineeritud tasandilise joone kdverus on mérgiga kdove-
rus. Olgu parametriseeritud joon f3 ei ole sirge. Koveruse definitsioonist jérel-
dub, et, kui kiirendusvektor 3 ” on samasuunaline vektoriga J(3 '), siis joone
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koverus on positiivne ning, kui nad on vastassuunalised vektorid, siis joone
koverus on negatiivne. Kehtib

[ >0, kui B" 11 J(B),
w(s) ‘{ <0, kui gL J(BY).

Parametriseeritud joone koverus on defineeritud tingimusel, et parametrisee-
ritud joon on iihikkiirusega joon. Vaatamata sellele, et eelmises paragrahvis
on toestatud regulaarse parametriseeritud kovera iihikiirusega timberpara-
metriseerimise olemasolu, iihikkiirusega iimberparametriseerimise arvutami-
ne on sageli tehiliselt raske. Naiteks ellipsi korral kaarepikkuse funktsioon
on elliptiline integraal ja pdordfunktsioni leidmine on raske. Leiame para-
metriseeritud joone koveruse arvutamise valemi, kui on antud joone suvaline
parametriseerimine.

Olgu antud regulaarne parametriseeritud joon o : I — E? ja [a,b] C I.
Eelmises paragrahvis on toestatud, et leidub parametriseeritud joone « :
la,b] — FE? iihikiirusega parametriseerimine 3 : [0,s,] — FE?, kus s, on
parametriseeritud joone pikkus. Olgu s(t),t € |a, b] parametriseeritud joone
a kaarepikkuse funktsioon ja ¢ = #(s),s € [0, s,] kaarepikkuse funktsiooni
poordfunktsioon. Parametriseeritud joone [(s) koverust x(s) defineeritakse
valemiga

B(s) = r(s) J(B(s)).
Selle vorduse molemad pooled skalaarselt korrutame vektoriga J (4'(3))
<B"(s), J(B"(s)) >=n(s) |J(B"(s))I*

N

Arvestades, et J(3 '(s)) on iihikvektor, saame
K(s) =< B "(s), J(B'(s)) > . (1.4.0.15)
Definitsioon 1.4.0.28. Parametriseeritud joone a(t) kdverust x(t) definee-

ritakse valemiga r(t) = r(s(t)).

Koveruse definitsioonist (1.4.0.28) ja valemist (1.4.0.15) jareldub, et para-
metriseeritud joone «(t) koveruse arvutamise valem on

K(t) = K(s(t)) =< B "(s(t)), J(B (s())) > . (1.4.0.16)

Selles valemis ﬁ”(s(t)),ﬁ'(s(t)) on parametriseeritud joone ((s) kiirendus-
vektor ja kiirusvektor (diferentseerimine s jérgi), milles s on asendatud kaa-
repikkuse funktsiooniga s(t). Kehtib a(t) = 5(s(t)), kus s(t) on kaarepikkuse
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funktsioon. Diferentseerime parameetri ¢ jirgi ja kasutame parametriseeritud
joone ahelreeglit. Saame

) =) B(s(t) = B'(s(t)) = (1.4.0.17)

Niitid diferentseerime viimast valemit ¢ jargi

B — [T = (3O ()
S(0F " (60) = T ,

kust leiame

B"(s(t)) = o ) (1.4.0.18)

Mérgime, et kehtib

a'tt) _ J@')

HE N = ) = T

Asendame (1.4.0.17), (1.4.0.18) valemisse (1.4.0.16)

| <@WIE W) > EW ) <F0.IE W) >
< TP '

Kehtib @”/(t) L J(a"’(t)), kust jareldub < @”(t), J(@’(t)) >= 0 ja murru
lugeja teine liige vordub nulliga. Seega
< a(t), J(@'(t)) >

A Ok

(1.4.0.19)

Naiide 1.4.0.29. Leiame ellipsi kdveruse. Olgu a > 0 ellipsi suurem pooltelg
ja b > 0 viiksem pooltelg, kus a > b. Ellipsi parameetriline vorrand on

a(t) = (a cost,b sint), I =|0,27].
Ellipsi kiirusvektor @ ’(t) ja kiirendusvektor @ ”(t) avalduvad jérgmiselt
a'(t) = (a(t); —a sint,b cost), @”(t) = (a(t); —a cost,—b sint).
Seega J(@'(t)) = (a(t); —b cost,—a sint) ja

<@"(t), J@'(t)) = ab.
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Ellipsi kdverus on antud valemiga

ab
(aZsin?t + b2 cos? t)3/2

K(t) =

Uurime ellipsi koveruse valemit. Kirjutame kdveruse valemi kujul

ab
[(a2 — b?) sin®t + b2]3/2°

K(t) =

Sellest valemist jareldub, et ellipsi koveruse vadrtus on maksimaalne nendes
punktides, kus funktsiooni sin ¢ vadrtus on minimaalne ja koveruse vaartus on
minimaalne nendes punktides, kus funktsiooni sin ¢ vdartus on maksimaalne.
Seega ellipsi tippudes, mis asuvad y-koordinaatteljel (t = Z, 37), kéverus on

2772
minimaalne 3 b
T T
H(g) = H(T) =2

ja ellipsi tippudes, mis asuvad z-koordinaatteljel (¢t = 0,7), ellipsi koverus
on maksimaalne

Kui a(t) = (x(t),y(t)), siis

a't) = (a(t):2'(t),y'(t), @"(t) = (a(t);2"(t),y" (1),
J@'(t) = (at);—y'(t),2'(1), [@'(t) =/ (a"(t)+ (' (1)

Siit leiame

<a’(t), J@'(t) =z'(t)y"(t) — =" (t)y'(t) =

‘ . (1.4.0.20)

Asendades valemisse (1.4.0.19), saame tasandilise parametriseeritud joone
koveruse arvutamise valemi

Z, (1.4.0.21)

vOl
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Kooldumisringjoon ja evoluut. Olgu antud parametriseeritud kover « :
I — E? kus a(t) = (z(t),y(t)),t € I. Parametriseeritud kovera a poolt
méadratud vektor-funktsioon on @(t) = (x(t), y(t)). Fikseerime parametrisee-
ritud kovera o parameetri ¢ ithe védartuse ty € I. Punktis ¢ = ¢y kehtib

alt) =d(ty) + At a'(te) + 7(At),
kus
T(At)
AtS0 At
Selle valemi liige A t- @'(to) on esimest jarku lopmata viike vektor-funktsioon.

Sellega seose Geldakse, et parametriseeritud kovera kiirusvektor @’(t) méadrab
esimest jarku puutumist parametriseeritud koveraga.

=0.

Leiame sellise ringjoone, mis ldbib parametriseeritud kovera punkti a(ty) =
P ja méiédrab teist jirku puutumist parametriseeritud koveraga a. Eelda-
me, parametriseeritud kdvera a punktis «(tg) = P kdverus on nullist erinev
K(to) # 0. Olgu C(a, b) selle ringjoone keskpunkt ja R ringjoone raadius. Olgu
to,to + At € I ja aty + At) = Q) parametriseeritud kovera punkt. Punkti-
de C, Q ldbiva sirge 16ikepunkti ringjoonega téhistame K. Loigu QK pikkus
|QK | néitab ringjoone hélbimist (deviatsiooni) parametriseeritud joonest o.
Ringjoone teist jarku puutumine parametriseeritud koveraga o punktis P
tiahendab, et |QK| on vihemalt kolmandat jarku l6pmata viike suurus At
suhtes, st peab kehtima
. |KQ| _

Ahtglo (At)? N

Kehtib |QK| = |CK| — |CQ)|. Niitame, et |CK| — |CQ| ja |CK|? — |CQ|?
on ekvivalentsed lopmata véikesed suurused, kui At — 0. Téepoolest

[CK]* — |CQI* _ (ICK|+|CQNICK] - |CQ)
[CK| - |CQ) |CK| = |CQ)

ja, kui At — 0, siis K — P,(Q — P ning

0. (1.4.0.23)

= [CK[+1CQ),

(ICK|+]CQl) =2 k.

lim
At—0
Olgu 7y = (a,b) ringjoone keskpunkti kohavektor. Moodustame funktsiooni
F(t) = R* —|a(t) — 7o) (1.4.0.24)

Funktsiooni F(t) véirtused on vordsed |CK|* — |CQ|? parametriseeritud
kovera punktides. Naiteks, kui ¢ = tg + At, siis

Gty + At) — 7 = |CQI?, |CK|? = R
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Joonis 1.3: Teist jarku puutumine

Seega F(to + At) = R* — |a(ty + At) — 1> = |CK[]*> — |CQJ*. Kehtib
a(tg) — 7o = CP, kust jireldub |a(ty) — 75| = R? ja F(ty) = R* — R* = 0.

Arendame funktsiooni F'(t) astmeritta punktis t = ¢,
1

F(t) = F(ty) + F'(to) At + 3 F"(to) (A1) + O(AY), (1.4.0.25)
kus O(AD)
Ahtglo (At)? =0.

Eespool néitasime, et F'(¢y) = 0. Seega teist jarku puutumise tingimus (1.4.0.23)
on tédidetud, kui

F'(ty) = 0, (1.4.0.26)
F"(ty) = 0. (1.4.0.27)

Kasutades vektor-funktsioonide skalaarkorrutise diferentseerimist, leiame funkt-
siooni F(t) esimese tuletise punktis ¢ = ¢,

F,<t0) =-2< &/(to),&(to) — 7?0 > .
Seega esimese vorrandi (1.4.0.26) kuju on jérgmine

< @'(to), dlto) — Fy >=< @'(t),CP >= 0.
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Jarelikult a'(tg) L C_f)’ Seega ringjoone keskpunkt C' asub parametriseeri-
tud kovera normaalil, kus parametriseeritud kdvera normaal on sirge, mis
labib parametriseeritud kovera punkti ja on risti parametriseeritud kovera
puutujaga.

Arvutame funktsiooni F'(t) teise tuletise. Leiame
F”(tO) = -2 ( < O_Z”(to),&(to) — 7?0 > +|&/(t0)|2)

Seega teist jarku puutumise tingimused (1.4.0.26),(1.4.0.27) on samavéérsed
vorrandisiisteemiga

< O_é‘/<t0),0_2(t0) — 7?0 > = 0,
< a(ty),d(ty) — o > +la’'(te)|> =0,

kus ringjoone keskpunkti kohavektor 7 on otsitav. Esimese vorrandi voime
lahendada jargmiselt

a(te) — o = X J(d'(to)), (1.4.0.28)
kus A on mingi nullist erinev arv. Eelmise vorrandi kirjutame kujul
o = dl(to) + A J(@'(to)),

ja kordaja A leidmiseks asendame vorrandisiisteemi teisse vorrandisse, kus
leiame

|’ (to)|?
— . 1.4.0.29
< a(ty), J(A'(ty)) > ( )
Vorrandisiisteemi lahend on leitud
=/ t 2
o = d(ty) + a’(to)] J(d'(ty)). (1.4.0.30)

< O?”(to), J(&/(to) >

Uurime leitud ringjoont. Esiteks, kasutades parametriseeritud kovera kove-
ruse valemit (1.4.0.20), valemi (1.4.0.29) voime kirjutada kujul

1
A= PONEEIR (1.4.0.31)

Ringjoone raadius R on vordne vektori d(ty) — 7y pikkusega, seega

R = |a(to) — 7ol = |Al[J(@" (to))| = [Al|@"(to)] =

| (to)|
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Definitsioon 1.4.0.30. Arvu

nimetatakse parametriseeritud joone a koveruse raadiuseks joone punktis
a(ty). Ringjoont raadiusega R ja keskpunkti kohavektoriga (1.4.0.30) nime-
tatakse parametriseeritud kovera o kooldumisringjooneks punktis a(ty).

Kasutades koveruse valemit, kirjutame valemi (1.4.0.30) kujul

1@ t)
K(to)

7y = alty) + ). (1.4.0.32)

F(t) = a(t) + ——J(

nimetatakse parametriseeritud kovera o : I — E? evoluudiks.

Bartels-Frenet-Serret valemid. Olgu o : I — E? parametriseeritud
kover. Kujutust X, mis seab parametriseeritud kovera igale punktile (%)
vastavusse iiheselt méédratud seotud vektori punktis «(t), nimetatakse vek-
torvdljaks piki parametriseeritud koverat o.. Vektorvélja saab kirjutada kujul
X(t) = (a(t); &(t),n(t)), kus &(t),n(t) on ithemuutuja funktsioonid méira-
mispiirkonnaga I. Funktsioone £(t), n(t) nimetatakse vektorvélja komponen-
tideks. Kui vektorvilja komponendid on 16pmata diferentseeruvad funktsioo-
nid, siis vektorvilja nimetatakse lopmata diferentseeruvaks vektorviljaks.
Jargnevas vaatleme ainult lopmata diferentseeruvaid vektorvalju. Olgu X
vektorvili piki parametriseeritud koverat «. Kui parametriseeritud kove-
ra suvalises punktis a(t) vektor X(¢) on kollineaarne (risti) parametrisee-
ritud kovera kiirusvektoriga @’ (t), siis vektorvilja X nimetatakse puutuja-
vektorviljaks (normaalvektorvéljaks) piki parametriseeritud koverat o Kui
parametriseeritud kovera suvalises punktis «(t) kehtib | X (t)| = 1, siis vek-
torvélja X nimetatakse {ihikvektorvéljaks piki parametriseeritud koverat a.

Olgu X,Y vektorviljad piki parametriseeritud kéverat o : I — E?, kus
X(t) = (aft); €(t),n(t)) ja Y(t) = (a(t); ((t), x(t)). Vektorviljade X, Y sum-

ma defineerime valemiga

(X +Y)(t) = (a(t); £(t) + C(t), n(t) + x(1)). (1.4.0.33)
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On ilmne, et summa X +Y on (I6pmata diferentseeruv) vektorvili piki para-
metriseeritud koverat o. Olgu f : I — R lopmata diferentseeruv funktsioon.
Defineerime funktsiooni f ja vektorvilja X korrutist f - X jargmiselt:

(f - X)) = (a(t); f(2) &(), f(E) n(L)).

Korrutis f - X on (I6pmata diferentseeruv) vektorvili piki parametriseeri-
tud koverat «. Kahe vektorvilja skalaarkorrutist < X,Y > defineeritakse
valemiga

<X,V > (t) =< X(t),Y(t) > .

Definitsioonist jareldub, et kahe vektorvilja skalaarkorrutis on (Iopmata di-
ferentseeruv) funktsioon (médramispiirkonnaga I).

Vektorvialja X tuletist X’ defineeritakse jargmiselt:

X'(t) = (a(t);€'(t),7'(t)).

Vektorvilja tuletis on (I6pmata diferentseeruv) vektorvéli piki koverat a.
Kehtivad valemid

(f-X) = f-X+f-X, (1.4.0.34)
(<X, V> = <X V>4+<X) YV >. (1.4.0.35)

Lause 1.4.0.32. Kui X on tihikvektorvdlt piki parametriseeritud koverat o :
I — E?, sus X' | X, st parametriseeritud kovera o suvalises punktis a(t)
vektor X'(t) on risti vektoriga X (t).

Toestus. X on iihikvektorvili, seega < X, X >= 1. Diferentseerides ¢ jérgi,
saame < X', X >+ < X, X' >= 0, kust jareldub X' 1 X. O

Olgu 8 : I — E? iihikkiirusega parametriseeritud kover. Defineerime vek-
torvilja T piki kdverat 3 valemiga T'(s) = 3 '(s),s € I. T on iihikpuutuja-
vektorvili piki koverat 3. Defineerime vektorvélja N piki koverat § valemiga
N(s) = J(B'(s)). N on iihiknormaalvektorvili piki parametriseeritud kdve-
rat [.

Lause 1.4.0.33. Kehtivad valemid

T = k-N, (1.4.0.36)
N' = —-T, (1.4.0.37)

kus k on parametriseeritud kovera [ koverus.
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Tdestus. Vektorvili 1" on defineeritud valemiga 7'(s) = E' s). Diferentsee-
rides s jérgi, saame T"(s) = 3 "(s) = k(s) J(8'(s)) = k(s) N(s) ja esimene
valem (2.1.0.1) on toestatud.

Kehtib 7" L N. Seega < T, N >=0ja (< T, N >)" = 0. Kasutades valemit
(1.4.0.35), saame

<T' N>+ <T,N >=0=<T,N >=—-<T N>.
Kehtib 77 = k - N ja, asendades iilalpool tuletatud valemisse, saame
<T,N >= —k. (1.4.0.38)

Lausest (1.4.0.32) jareldub, et N L N. Seega N'||T, st N’ on kollineaarne 7T'.
Jérelikult leidub funktsioon f : I — R nii, et N' = f-T. Asendades valemisse
(1.4.0.38), saame f = —k. Seega N’ = —k - T ja teine valem on toestatud. O

Valemeid (2.1.0.1), (2.1.0.2) nimetatakse Bartels-Frenet-Serret valemiteks ta-
sandiliste koverate korral.



Peatiikk 2

Ruumiliste koverate teooria

2.1 Ruumilise joone koverus

Antud peatiikis geomeetriliseks ruumiks on eukleidiline kolmemootmeline
ruum F3. Vabade vektorite kolmemadtmelist vektorruumi tihistame E3. Seo-
tud vektorite alguspunktiga punktis P € E® kolmemodtmelist vektorruumi
tahistame TpE® ja edaspidi nimetame ruumi £° puutujarrumiks punktis P.
Seega TpE? = {PQ : Q € E3}. Suvalise seotud vektori PQ alguspunktiga
punktis P voime kirjutada kujul @ = (P;a), kus @ = ]@ € E3 on vaba
vektor. Kui seotud vektor on kirjutatud kujul PQ = (P;@), kus P on selle
alguspunkt ja @ on vaba vektor, siis iitleme, et seotud vektor P on va-
ba vektor @ rakendatud punktist P ja seotud vektori 16pp-punkti tdhistame
P+ @, st Q = P+ @. Jiargnevas eeldame, et ruumis £% on antud parema
kée orientatsiooniga ristreeper R = {O; €}, €, €3}, mis médrab ristkoordi-
naadisiisteemi.

Parametriseeritud joone kéverus. Ruumilise parametriseeritud kove-
ra moiste on sarnane tasandilise parametriseeritud kovera moistega. Pa-
rametriseeritud koveraks ruumis E° nimetatakse kujutust o : I — E3,
kus a(t) = (z(t),y(t),2(t)) ja x(t),y(t),z(t) on lopmata diferentseeruvad
funktsioonid méa#dramispiirkonnaga I. Parametriseeritud kovera kiirusvekto-
rit punktis a/(ty) tahistame @’(y), kus

a'(to) = (a(to); z'(to), y'(ta), 2" (t0)).

Jargnevas eeldame, et parargetriseeritud kover on regulaarne, st suvalise t € [
korral on tiidetud @’(t) # 0. Parametriseeritud kévera o : I — E? iimberpa-
rametriseerimiseks funktsiooni A abil nimetatakse parametriseeritud koverat
B:J—E3kusB=aoh, h:J—1Ih(J)=1H(T)#0Vr € J.

35
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Olgu « : [a,b] — E® parametriseeritud kover. Nii, nagu tasandiliste koverate
korral (vt valem (1.3.0.10)), ruumilise parametriseeritud kovera o pikkust s,

médratakse valemiga
b
sa:/ @) dt.

Antud valemi voime kirjutada kujul

= [ VEOP T WOF+ 0P

Eelmises peatiikis on toestatud, et parametriseeritud kovera pikkus ei soltu
parametriseerimisest ja suvalise (regulaarse) parametriseeritud kovera korral
leidub iihikkiirusega timberparametriseerimine. Need teoreemid kehtivad ka
kolmemodtmelises ruumis £2, kuna vastavate teoreemide toestused ei soltu
ruumi dimensioonist.

Olgu « : I — E? parametriseeritud kover. Vektorvili piki koverat a on
kujutus X, mis seab parametriseeritud kovera « igale punktile «(t) vas-
tavusse iitheselt méédratud seotud vektori X (¢) punktis a(t). Suvalise vek-
torvalja X piki parametriseeritud kovera o voime kirjutada kujul X () =
(a(t); €(t),n(t),((t)). Edaspidi eeldame, et vektorvélja koordinaatfunktsioo-
nid &(t),n(t), ((t) on lopmata diferentseeruvad. Tehteid vektorviljadega piki
parametriseeritud koverat a ja vektorviljade tuletist parameetri ¢ jéargi defi-
neeritakse nii, nagu see on naidatud eelmises peatiikis tasandiliste koverate
korral. Kui X on iihikvektorvéli piki ruumilist parametriseeritud koverat a,
siis X’ L X. Antud viide on toestatud eelmises peatiikis tasandiliste joonte
korral, kuid toestuses kehtib suvalise dimensiooniga ruumis ja seega viide
kehtib ka ruumis E£3.

Olgu 3 : I — E? iihikkiirusega parametriseeritud kover ruumis E3.

Definitsioon 2.1.0.34. Parametriseeritud kovera [(s) koverust s(s) defi-
neeritakse valemiga

k(s) = [B"(s)].

kus (3 ”(s) on parametriseeritud kdvera (3 kiirendusvektor.

Lause 2.1.0.35. Olgu 8 : I — E? dihikiirusega parametriseeritud kover.
Parametriseeritud kovera B koverus samaselt vordub nulliga k = 0 parajasti
siis, kui B on sirge ruumis E>.

Tdestus on analoogiline tasandiliste koverate korral antud toestusega (Lause
1.4.0.27).
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Bartels-Frenet-Serret valemid. Olgu § : I — E? iihikkiirusega para-
metriseeritud kover. Vektorvélja T' piki parametriseeritud koverat § mééra-
me valemiga T'(s) = 8 '(s). Vektorviilja T' nimetatakse puutujavektorviljaks
piki parametriseeritud koverat #. On ilmne, et puutujavektorvéli T" on iihik-
vektorvili piki parametriseeritud koverat 3, st |T'(s)| = 1,Vs € I. Vektorvilja
T tuletis on vektorvali 7" (piki parametriseeritud koverat [3) ja T” on risti
vektorviljaga T'. Suvalise s € I korral kehtib |77(s)| = k(s).

Oletame, et parametriseeritud kovera [ suvalises punktis koverus on nullist
erinev, st kehtib k(s) # 0 suvalise s € I korral. Defineerime vektorvilja N
piki parametriseeritud koverat § jargmiselt:

1
N(s) = —T'(s).
(5)= 75 T)
Vektorvilja N nimetatakse peanormaalvektorviljaks piki parametriseeritud
koverat 3. Peanormaalvektorvili N on iihikvektorvali [N (s)| = 1,Vs € I, ja

ta on risti puutujavektorvéljaga T, st N(s) L T'(s) suvalise s € I korral.

Puutujavektorvili 7" méarab parametriseeritud kovera [ igas punktis 5(s)
seotud vektorit T'(s) (parametriseeritud kovera § kiirusvektor) ja peanor-
maalvektorvéli N méadrab parametriseeritud kovera (3 igas punktis £(s) seo-
tud vektorit N(s). Moodustame seotud vektorite T'(s) ja N(s) vektorkorru-
tise B(s) = T(s) x N(s), kus B(s) on seotud vektor alguspunktiga para-
metriseeritud kovera § punktis §(s). Niitid parametriseeritud kovera 5 igas
punktis 5(s) on médratud seotud vektor B(s), seega B on vektorvali piki pa-
rametriseeritud koverat 5. Vektorvilja B nimetatakse binormaalvektorviljaks
piki parametriseeritud koverat . Binormaalvektorvéli B on iihikvektorvéli
piki koverat 8 ja B L T, B 1 N. Toepoolest vektorkorrutise definitsioonist
jareldub, et suvalise s € I korral B(s) L T'(s), B(s) L N(s) ja

[B(s)| = [T(s)| N (s)] sin 5 = 1.

Vektorviljad T, N, B moodustavad parametriseeritud kovera (3 igas punktis
B(s) parema kée orientatsiooniga ristreeperi {7'(s), N(s), B(s)}.

Definitsioon 2.1.0.36. Kolmikut {7, N, B} nimetatakse Bartels-Frenet-Serret
reeperviljaks piki parametriseeritud koverat 5.

Teoreem 2.1.0.37. Olgu 3 : I — E? ihikiirusega parametriseeritud kover
ja k(s) > 0,Vs € I. Kehtivad valemid
T = k- N, (2.1.0.1)
N = —x-T + 7-B, (2.1.0.2)
B = —7- N, (2.1.0.3)
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kus funktsiooni T : I — R mimetatakse parametriseeritud kévera [ vddndeks.
Valemeid (2.1.0.1),(2.1.0.2),(2.1.0.3) nimetatakse Bartels-Frenet-Serret va-
lemiteks.

Toestus. Analiiiitilises geomeetrias nédidatakse, et, kui kolmemodtmelises
eukleidilises ruumis E? on antud ristreeper {O; €, €y, €3}, siis suvalise vektori
a koordinaatide ay, as, az arvutamiseks voime kasutada valemit

a1 =< a,€; >, ag =< d,ey >, ag =< a,€3 > .
Seega suvalise vektori @ korral kehtib valem
a=< C_l:7 51 > €1+ < 6, 52 > €2+ < a, 53 > gg. (2104)

Analoogiline valem kehtib vektorviljade korral. Olgu X suvaline vektorvali
piki parametriseeritud koverat (. Parametriseeritud kovera [ igas punktis
B(s) vektorvéljad T, N, B moodustavad ristreeperi T'(s), N(s), B(s). Seega
kehtib valemiga (2.1.0.4) analoogiline valem

X=<X,T>T+<X N> -N+<X,B>"-B. (2.1.0.5)
Kui selles valemis X = T", siis
T =<T.T>T+<T ,N>-N+<T,B>-B. (2.1.0.6)

Puutujavektorvéli T on iihikvektorvali, jarelikult 77 L T ja < T',T >=
0. Seega valemi (2.1.0.6) esimene liige vordub nulliga. Teise liikme kordaja
leidmiseks kasutame peanormaalvektorvélja definitsiooni N = % -T". Seega

<T N >=<T, 1yl IT'|? = l|F”|2 R
K K K K

Peanormaalvektorvélja N definitsioonist jareldub, et N on kollineaarne vek-
torvéljaga T’. Binormaalvektorvéli B on risti peanormaalvektorviljaga N,
seega B on risti vektorviljaga T, kust jareldub < 7", B >= 0 ja valemi
(2.1.0.6) viimane liige on null. Seega

T'=k-N,

ja Bartels-Frenet-Serret esimene valem on toestatud.

Olgu niiiid valemis (2.1.0.5) X = N, st

N =< N'T> T+ < N',N > -N+ < N'.B > -B. (2.1.0.7)
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Kehtib < N, T >= 0. Diferentseerides antud valemit, saame < N',T >=
— < N, T’ >. Mainime, et analoogiliselt niidatakse, et kehtivad valemid

<N B>=—-<N,B' ><B T>=—-<BT >.
Kasutades toestatud valemit 7" = k - N, leiame
<N.,T>=—-<NT >=—<N,k-N>=—k|N* = —&.

Valemi teise liikkme kordaja < N’, N > vordub nulliga selle parast, et N
on iihikvektorvéli ja N L N. Valemi (2.1.0.7) kolmanda litkme kordajat
< N', B > téhistame 7, st 7 =< N, B >. Seega

N =—x-T+71-B,
ja teine Bartels-Frenet-Serret valem on toestatud.
Kui valemis (2.1.0.5) X = B’ siis
B ' =<B'T>T+<B N> -N+< B B> -B.

Kolmas liige vordub nulliga selle pérast, et binormaalvektorvali B on iihik-
vektorvili ja B’ 1 B. Naitame, et esimene liige on null. Téepoolest kehtib

<B . T>=—-<BT >>—-<B,k-N>=—xk<B,N>=0.
Kordaja < B’, N > arvutame jirgmiselt:
<B N>=—-<B,N >>—-<B,—k-T+7-B>=—7|B?=—1.

Jarelikult
B =—7-N.O

Bartels-Frenet-Serret iildistatud valemid. Olgu « : I — E? paramet-
riseeritud joon ja B : J — E3 selle parametriseeritud joone iihikkiirusega
parametriseerimine, kus a(t) = f(s(t)) ning s : J — [ parametriseeritud
joone a kaarepikkuse funktsioon. Kehtib s'(t) = [a(t)|. Olgu xs(s), 75(s)
parametriseeritud joone S koverus ja viddne. Olgu rg(s) iihikkiirusega pa-
rametriseeritud joone 3 koverusefunktsioon ja 1j, Ng, Bz parametriseeritud
joone (3 Bartels-Frenet-Serret reepervilja vektorviljad.

Definitsioon 2.1.0.38. Parametriseeritud joone « : I — E® kdveruseks
nimetatakse k,(t) = rg(s(t)) ja vadndeks 7,(t) = 73(8(s(t))). Puutujavek-
torvéljaks T, piki parametriseeritud joont o nimetatakse vektorvilja T, (t) =
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Ts(s(t)). Peanormaalvektorviljaks NV, piki parametriseeritud joont v nime-
tatakse vektorvilja N, (t) = N3(s(t)). Binormaalvektorvéljaks B, piki para-
metriseeritud joont o nimetatakse vektorvilja B, (t) = Bs(s(t)). Kolmikut
{T,, Nu, B, } nimetatakse Bartels-Frenet-Serret reepervéljaks piki paramet-
riseeritud joont a.

Definitsioonist jareldub, et koik vektorvaljad T,,, N,, B, on iithikvektorvéljad,
nad on paarikaupa risti ja vektorviljade kolmik {7, N,, B, } on parema kée
orientatsiooniga.

Teoreem 2.1.0.39. Olgu funktsioon v : I — R madadratud valemiga v(t) =
[@’(t)|. Kehtivad valemid

T, = VKq - Na, (2.1.0.8)
N, = —vky Ty + vT4- Ba, (2.1.0.9)
B, = —0Tq - Ny. (2.1.0.10)

Valemeid (2.1.0.8),(2.1.0.9),(2.1.0.10) nimetatakse tildistatud Bartels-Frenet-
Serret valemiteks.

Toestus. Kasutame puutujavektorvélja T;, definitsiooni T,(¢t) = Ts(s(t)).
Vektorvilja piki joont korral kehtib ahelreegel, seega diferentseerides t jargi,
saame

TI(t) = (To(s0) = £ (O T(5)|
Kehtib s'(t) = [@’(t)| = v(t). Kasutame Bartels-Frenet-Serret esimest vale-
mit (2.1.0.1)

T[IS(‘S)‘s:s(t) = (Hﬁ(‘S) ) Nﬁ(s)) |s:s(t) = "ia(t) : Na(t)a

kust jareldub iildistatud Bartels-Frenet-Serret esimene valem. Ulejéénud va-
lemite toestus on analoogiline. [J

Lemma 2.1.0.40. Olgu o : I — E3 requlaarne parametriseeritud joon. Keh-
tivad valemad

a' = v-T,, (2.1.0.11)
a” = v -Ty+v*Kq - N (2.1.0.12)

Toestus. Kehtib a(t) = ((s(t)). Kasutades ahelreeglit, saame
(1) = S (OB ()] gy = 0O To(6)] = (0) Tul).

Diferentseerides tuletatud valemit ¢ jéargi ja kasutades iildistatud Bartels-
Frenet-Serret esimest valemit (2.1.0.8), saame

a(t) =0 () Ta(t) +v(t) T (t) = V' (t) Ta(t) + (v(t)? Kalt) No(t). O
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Teoreem 2.1.0.41. Olgu o : I — E3 regulaarne parametriseeritud joon ja
suvalise t € I korral kq(t) > 0. Kehtivad parametriseeritud joone o Bartels-
Frenet-Serret reepervilja {T,, Ny, Bo} arvutamise valemid

" & X
Ta: ) Na:Ba XTCX? Ba

]

_|a xa|’

ja koveruse ko, ja vddnde 1, arvutamise valemid

|a X //| B (ﬁ/)ﬁ//)ﬁ///)
Ra = |Oé'|3 ’ Ta = |a Xa”|2 )

AN AN . .
kus (@', @, @) on vektorite segakorrutis.
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Peatiikk 3

Vektorviljad

3.1 Vektorviljad

Antud paragrahvis vaatleme eukleidilist ruumi E”, kus n = 2 (ruumi E?
nimetame tasandiks) voi n = 3 (E? nimetame kolmemodtmeliseks ruumiks).
Eukleidilise ruumiga E™ assotsieerub vabade vektorite vektorruum E". Euklei-
dilises ruumis E™ on antud ristreeper {o; €1, €5, ..., €,}, kus o € E™ on reepe-
ri alguspunkt ja vektorid €1, €3, .. ., €, moodustavad eukleidilise vektorruumi
E™ ortonormeeritud baasi. Ristreeper tekitab ruumis E™ koordinaadisiistee-
mi jargmiselt: kui p € E™ on eukleidilise ruumi suvaline punkt, siis selle
kohavektor op on esitatav kujul op = p'é;, + p2és + ... + p"€, ja kordajaid
pl,p?, ..., p" nimetatakse punkti p koordinaatideks. Reeperi poolt tekita-
tud koordinaadisiisteemi koordinaadid tdhistame z',22,...,2". Juhul, kui
eukleidiline ruum on tasand E?, koordinaadid téhistame z = 2!,y = 22 ja

kolmemddtmelises eukleidilises ruumis E? tahistame z = 2!,y = 22, z = 2.

Olgu U C E™ lahtine alamhulk. Lopmata diferentseeruvate (siledate) funkt-
sioonide mééramispiirkonnaga U hulka tdhistame C*(U).

Definitsioon 3.1.0.42. Kujutust X : p — T,E", mis seab hulga U igale
punktile p vastavusse iiheselt méaédratud seotud vektori X, = (p;v) € T,E™,
kus v € E", nimetatakse vektorvdljaks hulgal U.

Kui X, Y on vektorvéljad hulgal U ja A on reaalarv, siis vektorviljade summaks
nimetatakse vektorvilja X + Y, kus suvalises punktis p € U

(X+Y), =X,+Y,, (3.1.0.1)
ja vektorvilja X korrutiseks reaalarvuga A nimetatakse vektorvélja A X, kus

(AX), = \X,. (3.1.0.2)

45
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Olgu f : U — R mingi funktsioon méaéramispiirkonnaga U. Vektorvilja X
korrutist funktsiooniga f defineerime valemiga

(fX)p = f(p) Xp- (3.1.0.3)

On ilmne, et f X on vektorvéli. On lihtne kontrollida, et korrutamisel funkt-
sioonidega on jargmised omadused:

L. fX+Y)=fX+fY,
2. (f+9)X=[fX+gX,
3. (fg)x=f(g%).

Eukleidilise ruumi E™ suvalises punktis p on méératud seotud vektor (p; €;),
kus i =1,2,...,n. Seega kujutus p — (p; €;) madrab vektorvilja ja vastavat
vektorvélja tdahistame U;. Kehtib (U;), = (p;é;). Olgu X mingi vektorvili
hulgal U ja seotud vektor (p;¥) vektorvélja X védrtus X, punktis p, st X, =
(p; ¥). Vaba vektori ¢ voime kirjutada kujul

T=vlé|+0v2@+...+0"E,,

kus v!,v?%,...,v" on vektori ¥ koordinaadid. Seega
X, = (p;v' € +vi ey 4 ...+ u"E,)
= o' (p;é) FvP(p:éy) + ...+ v (p;€y)
= v (U), + 07 (Up), + ... + 0" (Up), (3.1.0.4)

Vektorvilja definitsioonist jéreldub, et kordajad v avaldises (3.1.0.4) soltu-
vad hulga U punktist p (voi selle koordinaatidest). Jarelikult hulgal U on
médratud n funktsiooni X, X2, ..., X" ja nende funktsioonide viirtused
punktis p on kordajad v, v?, ... 0", st

X'(p) = v, X3(p) =% ... X"(p) ="
Valemi (3.1.0.4) voime kirjutada kujul
Xp = X' (p) (U1)p + X2(p) (U2)p + ... + X" (D) (Un)p,
ja sellest valemist jéareldub
X=X'U+ X?Up+ ...+ X"U,, (3.1.0.5)

kus korrutis X?U; on defineeritud valemis (3.1.0.3). Valem (3.1.0.5) niitab, et
suvaline vektorvili X hulgal U on méiratud n funktsiooniga X*, X2, ... X",
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kus iga funktsiooni X* mé#dramispiirkond on U ehk X*: U — R. Funktsioo-
ne X', X2 ..., X" nimetatakse vektorvilja komponentideks. Vektorvilja X
nimetatakse 16pmata diferentseeruvaks voi siledaks vektorviljaks, kui selle
komponendid on 16pmata diferentseeruvad funktsioonid. Jargnevas vaatleme
ainult siledaid vektorvilju. Siledate vektorvéljade (hulgal U) hulka téhistame
D(U). On lihtne naidata, et ©(U) on vektorruum iile reaalarvude korpuse R
vektorvéljade liitmise (3.1.0.1) ja korrutamise reaalarvuga (3.1.0.2) suhtes.

Definitsioon 3.1.0.43. Vektorviljade siisteemi {E;,Es,...,E,}, kus E; €
D(U), nimetatakse reeperviljaks hulgal U, kui U suvalises punktis p € U

seotud vektorid (E1),, (E2)p, - - -, (Ey), moodustavad ruumi £™ puutujaruumi
T,E™ baasi.

Kui {Ey, Es, ..., E, } onreepervili hulgal U, siis suvalise vektorvilja X [in®(U)
voime kirjutada kujul

X=X'FE,+X%?FEy+...+ X"E,.

On ilmne, et {Uy,Uy,...,U,} on ruumi E™ reepervili ja antud reepervilja
nimetatakse ruumi E" kanooniliseks reeperviljaks.

Definitsioon 3.1.0.44. Olgu f € C*°(U). Funktsiooni gradiendiks nimeta-
takse vektorvilja
of of of

df=——-1U — U
grad f ozl 1+8x2 2+ +8m”

U,.

On ilmne, et lopmata diferentseeruva funktsiooni korral gradient on l6pma-
ta diferentseeruv ehk sile vektorvili, st grad f € ©(U). Gradiendi véértus
mingis punktis p € U on seotud vektor alguspunktiga puntis p

ofy of of

Bt gzl gy

(grad f), = (p

3.2 Kovariantne tuletis

Funktsiooni suunatuletis. Olgu U C E™ lahtine alamhulk ruumis E",
fecC®U),peUijav=(pv) € T,E" kus 7 = (v',v?,...,v"). Vektor
U médrab sirget a(t) = p + t U, kus ¥ on selle sirge sihivektor. Sirge a 1dbib
punkti p. Téepoolest, kui ¢ = 0, siis «(0) = p. Selle sirge parameetriline
vorrand on a(t) = (z(t), 2%(t), ..., 2™(t)), kus 2°(t) = p'+t vt japl,p?, ..., p"
on punkti p koordinaadid.
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Definitsioon 3.2.0.45. Funktsiooni suunatuletiseks punktis p seotud vek-
tori T suunas nimetatakse arvu

Tlf] = %(f(pﬂﬁ))\to

Kasutades liitfunktsiooni diferentseerimise valemit, leiame

P = 0+ D)y = Do o], T 0]y = D 50 o
=1 =1

Jéarelikult
v [f] =< (grad f),, v > . (3.2.0.6)

Funktsiooni suunatuletisel on jargmised omadused:
i) olaf+bgl=av|[f] +bv]g], kus f,g € C=(U) jaa,b €R;

i) O[f -9l =Tflg(p) + f(p)T [g]-

Olgu X sile vektorvili hulgal U. Vektorvali X hulga U suvalises punktis p
médrab seotud vektorit X, € T,E". Seega, kui f : U — R on sile funktsioon,
siis hulga U igas punktis on méadratud arv X,[f], st hulgal U on m&ératud
funktsioon X[f], mille vadrtus punktis p on X,[f]. Valemist (3.2.0.6) jareldub,
et kehtib valem

X[f] =<X,grad f > . (3.2.0.7)

Kahe sileda vektorvélja skalaarkorrutis on sile funktsioon ja valemist (3.2.0.7)
jareldub, et X[f] on sile funktsioon. Seega vektorvili X € ©(U) médrab sile-
date funktsioonide algebra C*°(U) teisendust X : f — X[f] ja suunatuletise
esimesest omadusest jareldub, et vektorvélja poolt méaédratud teisendus on
vektorruumi C™ lineaarteisendus. Suunatuletise teisest omadusest jareldub

X[f -9l =1f1-9+f Xgl. (3.2.0.8)

Algebra lineaarteisendust, mis rahuldab tingimust (3.2.0.8), nimetatakse al-
gebra derivatsiooniks. Jarelikult iga vektorvili X € ®(U) méérab funktsiooni-
de algebra C>°(U) derivatsiooni ja jargnevas vektorvilja vaatleme, kui funkt-
sioonide algebra derivatsiooni. Valemist (3.2.0.7) vahetult jareldub, et kanoo-
nilise reepervélja vektorviljade U; korral kehtib valem

of

Uil f] = D’
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kus f on suvaline sile funktsioon. Jérelikult, kui vaatleme vektorvilja U;
funktsioonide algebra derivatsioonina, siis voime kirjutada

0
U, = —. 3.2.0.9
oxt ( )
Jérelikult suvalise funktsiooni korral kehtib
0 of
Ul = A = -
==t
Suvaline vektorvili X € ©(U) on esitatav kujul
X=X'U + X%Uy+ ...+ X"U,.
Kasutades valemit (3.2.0.9), antud valemi voime kirjutada kujul
0 0
X=X'—4+X*—+.. . +X"—. 2.0.1
o7l + 972 +...+ B (3.2.0.10)
Suvalise funktsiooni f € C*°(U) korral kehtib
0 3} 0
X[f] = X! or + X? of + .+ X" / =< X, grad f >, (3.2.0.11)

Ox! Ox? oz
ja saime veel kord enne tuletatud valemi (3.2.0.7).
Vektorvilja kovariantne tuletis. Olgu X € ©(U) vektorvali hulgal U,
p € U mingi punkt, 7 = (p; ) € T, »E" seotud vektor alguspunktiga punktis
p. Olgu «(t) = p + t ¥ sirge, mis ldbib punkti p ja ¥ on selle sirge sihivektor.

Kui vektorvilja X ahendame sirgele «, siis X(t) = X(«(t)) on vektorvéli piki
sirget a.

Definitsioon 3.2.0.46. Vektorvilja X kovariantseks tuletiseks punktis p ni-
metatakse seotud vektorit V, X € T, punktis p, kus

VoX=X(t)|,_, =X(p+t0)]|,_,
Olgu X = X'U; + X2Uy + ...+ X"U,. Kehtib
X(t) = X(a(t)) = (a(t); X' (a(t), X*(a(?)), ..., X" (a(t))).
Kasutame vektorvélja piki joont tuletise definitsiooni

d d

VX =X()|,_, = (p; %Xl(&(t))\t:ov s aXn(a(t))}tﬂ)'
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Kui niiiid kasutame funktsiooni suunatuletise definitsiooni, siis ndeme, et
vektorvilja X komponentide X!, X2, ..., X" tuletised ¢ jirgi punktis ¢ = 0

on vastavate funktsioonide X', X2 ... X" suunatuletised punktis p seotud
vektori ¥ suunas. Téepoolest

d d - [y

EX (a(t))’tzo = EX (p+tv)‘t:0 =0 [X"].

Jarelikult voime kirjutada
VX = (po [X,7[X%],... 0 [X"]). (3.2.0.12)

Kasutades suunatuletise valemit (3.2.0.6), eelmise valemi voime kirjutada
kujul

V,X = (p;<7, (grad X'), >,..., <7, (grad X"), >). (3.2.0.13)
Kovariantsel tuletisel on jargmised omadused:
i) kuia,beR,v,weT,E"jaX e D), siis kehtib

Vcw—i—wa = avvx+bvwxa

ii) kuia,b€R,TET,E" X,YEDWU), siis kehtib
Vola-X+b-Y)=a-V,X+b-V,Y,
iii) kui f € C*(U),Xx € D(U),v € T,E", siis kehtib
Vo(f - X) =T[f]%, + f(p) Vo X,
iv) kuive T,E"X,Y € D(U), siis kehtib
V[<XY>| =<V, XY, >+ <X, V, Y >.
Kovariantse tuletise omadused saab tdestada kasutades suunatuletise oma-

dusi ja valemeid (3.2.0.12),(3.2.0.13).

Olgu X, Y € ©(U) vektorvéljad. Vektorvili X alamhulga U igas punktis p
médrab seotud vektorit X, € T,E" ja vektorvélja Y kovariantne tuletis Vy, Y
punktis p seotud vektori X, suunas on seotud vektor punktis p. Jérelikult
kovariantne tuletis méérab kujutust p € U = Vg, Y € T,E" ja definitsioni
kohaselt see on vektorvéli hulgal U. Vastavat vektorvilja tdhistame Vx Y ja
edaspidi nimetame vektorvilja Y kovariantseks tuletiseks vektorvilja X jirgs.

Kovariantse tuletise omadused i) - iv) kehtivad ka vektorviljade korral:
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1) kui f,g e C*U), X,Y,Z € D(U), siis kehtib

VixegyZ=f-VxZ+g-VyZ,

2) suvaliste reaalarvude a, b ja suvaliste vektorvéljade X, Y, Z korral kehtib

Vila-Y4+b-Z)=a-VxY+b-VxZ,
3) kui feC®U)jaXYeDU), siis kehtib
Vi (f - X) =X[f]-Y+ [ VxY,
4) suvaliste vektorviljade X, Y, Z korral kehtib

X[KY,Z>]=<VxY,Z>+ <Y, VyZ>.

Mérgime, et valemid (3.2.0.12), (3.2.0.13) kehtivad hulga U igas punktis p.
Seega nad kehtivad ka siis, kui seotud vektorit 7 asendada valemites vek-
torvéljaga Y. Jarelukult kehtivad kovariantse tuletise arvutamise valemid

VvX = Y[XYU +Y[X?Us+...+Y[X"]U,

) d
= Y[ XY —4+Y[X—=+... +Y[X"]— 2.0.14
(X g a tYIX o+ +Y[XT o2, (3.2.0.14)
ja
Vek =) <YgradX'> U =) <YgradX' > oo (320.5)

i=1 i=1

Naide 3.2.0.47. Olgu n = 2, st eukleidiline ruum on tasand E? ristkoordi-
naatidega x,y. Tasandi kanooniline reepervéli koosneb kahest vektorvéljast

Uy, Uy, kus
0 9]

U1:— UQZ—.

ox’ oy

Suvaline vektorvéali X tasandil avaldub kujul

0 0
X = Xl(l‘,y>U1 + X2(m7y)U2 = Xl(ZE,y) 8_ZE + X2($,y) a_y7
kus X'(z,y), X?(x,y) on lopmata diferentseeruvad (siledad) kahemuutuja
funktsioonid. Vaatleme vektorvilja X, kus X! (z,y) = —y, X?(z,y) = z, st

0 0
X:—yUl—l—:UUQ:—y%—i—xa—y.
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Leiame kovariantsed tuletised Vy, X, Vy,X. Kasutame valemit (3.2.0.14)
Vi, X = Uy[—y] Uy + Uy [x] Us.

Leiame 5 5
Oif-4] = () =0, Bfa] = () =1
Jarelikult

Vle == U2.

Analoogiliselt leiame
VUQX == _Ul-



Peatiikk 4

Diferentsiaalvormid

4.1 Diferentsiaalvormi moiste

Vektorruumi kaasruum. Olgu V n-moétmeline vektorruum iile reaalar-
vude korpuse R.

Definitsioon 4.1.0.48. Kujutust ¢ : V' — R nimetatakse kovektoriks, kui ¢
on lineaarkujutus, st rahuldab lineaarsuse tingimust

pla v+ bu) = ap(¥) + b o(w),
kus a,b € R on reaalarvud ja ¢,w € V on vektorruumi V' vektorid.

Seega antud definitsiooni kohaselt kovektor on lineaarfunktsioon (), mil-
le argumendiks on vektorruumi V' vektor. Olgu ¢, kovektorid ja a € R
reaalarv. Kovektorite summa ¢ + 1 ja korrutist reaalarvuga a - ¢ méaédratakse
valemitega

(v +9)(0) = (V) +P(0),  (a-@)(¥) = a-p(0), (4.1.0.1)

kus ¢ on vektorruumi V' suvaline vektor. Liitmine ja reaalarvuga korrutami-
ne (4.1.0.1) méarab kovektorite hulgas vektorruumi struktuuri ja jargnevas
kovektorite vektorruumi tdhistame V*. Kovektorite vektorruumi V* nime-
tatakse vektorruumi V' kaasruumiks. Kaasruum on 16plikumootmeline vek-
torruum ja selle dimensioon on vordne ldhtevektorruumi dimensioonga, st

dimV = dimV* = n. Olgu €}, 65, ...,¢é, vektorruumi V baas. Defineerime
kovektoreid e!, €?, ..., e" valemitega e'(€;) = 5;-, kus 5;- on Kroneckeri siimbol.
Kovektorid e!, e?, ..., e® moodustavad kaasruumi V* baasi ja suvalise kovek-

tori ¢ voime kirjutada kujul
g0:<p161+g0262+...+<pne":ngiei. (4.1.0.2)
i=1

93
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Kaasruumi V* baasi nimetatakse vektorruumi V' baasi €1, és, . . ., €, duaalseks
baasiks.

Esimest jirku diferentsiaalvormid. Olgu E" n-mootmeline eukleidiline
ruum ja {o; €1,€s,...,¢&,} selle ruumi ristreeper. Olgu U C E™ eukleidilise
ruumi lahtine alamhulk. Eukleidilise ruumi E™ puutujaruum punktis p €
E"™ on tahistatud T,E™ ja T,E™ on seotud vektorite alguspunktiga punktis
p vektorruum. Puutujaruumi 7, E" kaasruumi téhistame 77 E". Kaasruumi
Ty E"™ elemendid on kovektorid ¢ : T7E™ — R.

Definitsioon 4.1.0.49. Kujutust w: p € U — w, € T;E", mis seab lahti-
se hulga U igale punktile vastavusse iiheselt méératud kovektori w, € T E"™
punktis p, nimetatakse esimest jarku diferentsiaalvormiks voi I1-diferentsiaal-
vormiks. Olgu X sile vektorvéli hulgal U, st X € ©(U). Defineerime funktsioo-
ni w(X) : U — R valemiga w(X)(p) = w,(X,), kus p € U. 1-diferentsiaalvormi
w nimetatakse siledaks 1-diferentsiaalvormiks, kui suvalise sileda vektorviilja
X € D(U) korral funktsioon w(X) on sile funktsioon, st w(X) € C>(U).

Siledate 1-diferentsiaalvormide hulgal U hulka tdhistame Q'(U). 1-diferent-
siaalvorm w € Q' (U) on tiielikult méiratud, kui suvalise vektorviilja X €
D(U) korral on nididatud, kuidas tuleb leida funktsiooni w(X) € C>(U).
Naiteks valemid

(w1 + wa)(X) = w1 (X) + wa(X), (aw)(X) = aw(X), (4.1.0.3)

on l-diferentsiaavormide wi,ws summa ja 1-diferentsiaalvormi w korrutise
reaalarvuga a korrektsed definitsioonid. Valemitest jareldub, et suvaliste 1-
diferentsiaalvormide wy, ws summa wy +ws on sile 1-diferentsiaalvorm ja ana-
loogiliselt korrutis a w on sile 1-diferentsiaalvorm. 1-diferentsiaalvormide liit-
mine ja korrutamine arvuga méaravad siledate 1-diferentsiaalvormide hulgal
vektorruumi struktuuri. Seega Q'(U) on vektorruum.

Olgu f € C>(U) sile funktsioon ja w € Q'(U) sile 1-diferentsiaalvorm.

Definitsioon 4.1.0.50. 1-diferentsiaalvormi w korrutiseks funktsiooniga f
nimetatakse 1-diferentsiaalvormi, mis méiratakse valemiga

(f - w)(X) = fw(X),

kus valemi paremalpoolel seisab kahe finktsiooni korrutis. On ilmne, et f - w
on sile 1-diferentsiaalvorm.

Korrutamise funktsiooniga omadused:
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L. flawi+bwy) =a(f-wi)+b(f -w2),kusa,beR, feC®U), wy,ws €
Q)
2. (af+bg)w=a(fw)+b(g-w),kusa,beR, f,g e C®U),weQ(U),
3. (fg) ‘W= f ’ (g-W), kus fag € COO(U)7W € QI<U)7

4. kui 1 on iihikfunktsioon, st hulga U suvalises punktis p kehtib 1(p) = 1,
siis 1w = w.

Niide 4.1.0.51. Olgu f € C*°(U) sile funktsioon. Defineerime 1-diferentsiaal-
vormi df valemiga

df (X) = X[f]. (4.1.0.4)
Valemist (3.2.0.7) jareldub, et
df (X) =< X,grad f > . (4.1.0.5)
Kui
A= ; X Oxt’
siis
=3 X5 (1.1.0.)

On ilmne, et df on sile 1-diferentsiaalvorm, st df € Q'(U). Seega sile funkt-
sioon f tekitab 1-diferentsiaalvormi df.

Seotud vektorid (p; &), kus ¢ = 1,2, ..., n, moodustavad puutujaruumi 7, E"
baasi ja iga baasivektor (p; €;) tekitab eukleidilise ruumi E™ vektorvéilja U;,
kus (U;), = (p; €;). Kasutades suunatuletise moistet, voime samastada

0 0

Ui Oxt’ (U Oxt ‘P'

Jarelikult vektorid 5

0 0

moodustavad eukleidilise ruumi £™ puutujaruumi 7, E™ punktis p baasi. Selle

p7

baasi duaalse baasi kovektoreid téhistame dat|,, da?|,, ..., dz"|,. Seega keh-
tib 5
dxlyp(axi ) =d;. (4.1.0.7)
Eukleidilise ruumi E™ igas punktis p on méaératud n kovektorit
dz'|,, dz?|,, ..., dz"],.

Jarelikult sellega on méiratud n siledat 1-diferentsiaalvormi dat, da?, . . ., da™.
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Teoreem 4.1.0.52. Olgu w € QY(U) sile 1-diferentsiaalvorm. Leiduvad iihe-
selt mdadratud siledad funktsioonid wy,ws, ... ,w, € C®(U) sellised, et

n
w= g w; dxt.
i=1

Tdestus. w; = w(7).

Toestatud teoreemist jareldub, et suvaline sile 1-diferentsiaalvorm w euklei-
dilises ruumis E™ on iiheselt esitatav kujul

W= Z w; da’, (4.1.0.8)
i=1

kus kordajateks (funktsioonide) w; leidmiseks kasutame valemit

0
oxt

w; = w(=).
Valemit (4.1.0.8) nimetatakse 1-diferentsiaalvormi kanooniliseks kujuks. Néiteks
leiame 1-diferentsiaalvormi df kanoonilise kuju. Leiame kanoonilise kuju kor-

dajad jargmiselt:
0 of
df(@a:i) - Ozt

Seega 1-diferentsiaalvormi df kanooniline kuju on

Mérgime, et antud valem on sarnane funktsiooni téisdiferentsiaali valemiga,
kuid juhime téhelepanu sellele, et kaasaegses diferentsiaalgeomeetrias antud
valemile antakse teine tdhendus, kus dx’ on mitte koordinaatide diferent-
siaalid, vaid 1-diferentsiaalvormid. Jargnevas néitame, kasutades vélisdife-
rentsiaali maistet, et dz’ on koordinaatfunktsioonide x* vilisdiferentsiaal.



Peatiikk 5
Pind

5.1 Pinna moste

Kaéesolevas paragrahvis kasutame kahte eukleidilist ruumi, kus esimene ruum
on tasand E? ja teine ruum on kolmemoodtmeline ruum E3. Eeldame, et nii
esimeses ruumis, kui ka teises on antud ristreeper, mis tekitab ristkoordi-
naadisiisteemi. Tasandi £? muutuva punkti koordinaadid tdhistame u,v ja
ruumi £2 mutuva punkti koordinaadid z, v, 2.

Parametriseeritud pind. Olgu U C E? tasandi lahtine alamhulk ja ¢ :
U — E3 kujutus, kus

d(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (5.1.0.1)

ja z(u,v),y(u,v), z(u,v) on lopmata diferentseeruvad funktsioonid mééra-
mispiirkonnaga U.

Definitsioon 5.1.0.53. Kujutust ¢ : U — E® nimetatakse parametriseeri-
tud pinnaks eukleidilises ruumis E® ja valemit (5.1.0.1) nimetatakse paramet-
riseeritud pinna parameetriliseks vorrandiks. Kui kasutatakse parametrisee-
ritud pinna punkti ¢(u,v) kohavektorit gz?(u,v), siis parameetrilise vorrandi
kirjutatakse kujul

—

¢(U, U) = (x(u, U)v y(uv U)’ Z(“? U))

Tasandi hulga U kujutist S = ¢(U) C E? ruumis E® nimetatakse lihtpin-
naks. Tasandi E? koordinaatidega u, v nimetatakse parametriseeritud pinna
parameetrite tasandiks ja alamhulka U C E? nimetatakse parametriseeritud
pinna méadramispiirkonnaks.

57
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Niide 5.1.0.54. Olgu ¢ : U — E3, kus

T
2
o(u,v) = (cosucosv,sinucosv,sinv). (5.1.0.2)

U = {(w,v) € E*:0<u<2m,— <v<g},

Vorrandit (5.1.0.2) nimetatakse dhiksfidri parameetriliseks vorrandiks..

Moodustame maatriksi

Jo=1| v v, | (5.1.0.3)
2z

kus

SO, 0 0y, 0, 0

Yoouw Tt o T oY ot T ouT Y Ov]
on parameetrilise vorrandi funktsioonide z(u,v), y(u,v), z(u, v) osatuletised
u,v jirgl. Maatriksit (5.1.0.3) nimetatakse kujutuse ¢ : U — E® Jacobi
maatriksiks. Jacobi maatriksi esimese veeru elementidest moodustame ruumi

E3 seotud vektori

6. = (B, v): 2l o 2L, (5.1.0.4)
ja teise veeru elementidest vektori
EJ’ = (p(u,v); 20, 9., 2). (5.1.0.5)
Tahistame
E =< @’,@’ >, F =< @’,EL’ >, G =< ?U’,E;’ > . (5.1.0.6)

Definitsioon 5.1.0.55. Olgu ¢ = (uo, vp) tasandi alamhulga U mingi punkt
ja p = ¢(ug,vp) rTuumi £ punkt. Parametriseeritud pinna punkti p nimeta-
takse requlaarseks punktiks, kui on taidetud iiks ekvivalentsetest tingimustest:

i) Jacobi maatriksi J, astak tasandi punktis ¢ on 2, st rank J4(q) = 2,

A\
ii) seotud vektorid ¢, , ¢,/ punktis p on lineaarselt séltumatud,

b x b, #0,

punktis g kehtib

111

1v

)
)
)
)

E F 9
’ r G ‘ =FEG—-F°#0.
Parametriseeritud pinda nimetatakse regulaarseks, kui parametriseeritud pin-

na iga punkt on regulaarne.
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Naide 5.1.0.56. Olgu « : I — E? regulaarne tasandiline parametriseeri-

tud kover, kus a(u) = (x(u),y(u),0),u € I parametriseeritud kdovera pa-
rameeter on téhistatud w-ga). On ilmne, et a(f) C E2,, kus EZ, on xy-

koordinaattasand. Eeldame, et parametriseeritud kovera igas punktis kehtib
y(u) > 0, st parametriseeritud kovera « jélg asub pooltasandil E§y+, kus

El ={(z,y,2) € E°:y >0,z =0}.

Kui parametriseeritud koverat poorame iimber z-koordinaattelje, siis poora-
misel tekib parametriseeritud pind

o(u,v) = (z(u),y(u) cos v,y(u) sin v), (5.1.0.7)

kus (u,v) € I x [0,2r]. Parametriseeritud pinda (5.1.0.7) nimetatakse pa-
rametriseeritud poordpinnaks. Nididake, et parametriseeritud podrdpind on
regulaarne.

Olgu ¢ : U — E? parametriseeritud pind ja S = ¢(U) C E>.
Definitsioon 5.1.0.57. Parametriseeritud pinda ¢ : U — E® nimetatakse

koordinaatpinnaks, kui

1. U on tasandi E? lahtine alamhulk,
2. parametriseeritud pind ¢ : U — E® on regulaarne,
3. kujutus ¢ : U — S on bijektiivne kujutus,

4. posrdkujutus ¢t : S — U on pidev kujutus, st leidub ruumi £ lahtine
alamhulk W ja pidev kujutus v : W — E? sellised, et S ¢ W, U C

(W), 9ls = ¢~

Kujutuse diferentsiaal. Olgu ¢ : U — E3 1opmata diferentseeruv kuju-
tus, kus U C E% Olgu q € U,w = (¢;w) € T,E% Vaba vektor @ miirab
tasandi sirget ¢+t w, mis ldbib tasandi punkti ¢ ja w on selle sirge sihivektor.
Kui kujutust ¢ ahendame sirgele g+ ¢, siis 1(q+t @) on parametriseeritud
kover ruumis E3.

Definitsioon 5.1.0.58. Kujutuse ¢ : U — E? diferentsiaaliks voi puutuja-
kujutuseks punktis ¢ € U nimetatakse kujutust (¢,),, mis seab tasandi igale
E? puutujavektorile w = (q;w) € T,E? punktis ¢ iiheselt méiratud ruumi
E3 puutujavektori (1.),(W) € Ty E® punktis p = 1(q), kus

(¥)y(@) = %(w(q + tzﬁ)) o (5.1.0.8)

st kujutuse ¢ diferentsiaal punktis ¢ seab tasandi puutujavektorile W vasta-
vusse parametriseeritud joone (g + t ) kiirusvektori punktis p = 1(q).
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Tihistame tasandi E? kanoonilise reepervilja {U;, U} ja ruumi £ kanooni-
lise reepervilja {U;, Uy, Us}. Olgu

W= (g;0) = (g w',w?) = w! (U1)g +w? (Ta),,
ja
w(uv U) = (f(u’ U)a 77(% U)v C<u7 1)))

Teoreem 5.1.0.59. Kujutuse ¢ : U — E? diferentsiaal (¢.), : T,E* —
Ty E? tasandi punktis ¢ € U suvalise tasandi puutujavektori w e T,E?
korral avaldub jdarmiselt:

(2)o(@) = w' B, + w2V, (5.1.0.9)

Kujutuse diferentsiaal U igas punktis on lineaarkujutus (v.), : T,E* —
Ty E? ja selle maatriks on kujutuse ¢ Jacobi maatriks.

Toestus. Definitsioonist jareldub

@)@ = o (bla+ D),

i
- <sq+tw>>\t_0,%<n<q+tw>>|t_o,i g+ t)],y)
(p

dt(
0[], @[], @ [n]),
= (p,<ﬁgrad§|q >, < W, gradn|, >, < , grad {|, > (5.1.0.10)

Q.l&

Viimases avaldises grad ¢|, = &, (Uy), + &, (Us),, osatuletised &, &/ on arvu-
tatud tasandi punktis ¢ ja funktsioonide 7, { gradiendid avalduvad analoogi-
liselt. Jarelikult

<w,gradél, > = w'§, +w’E,
<w,gradn], > = w'i, +w’,
<w,grad(l, > = w'  +w?(,

ja, asendades valemisse (5.1.0.10), saame

(¥:)g(®@) = w' (3 €m0 C1) + w0 (B €070, 1),
kust jéreldub valem (5.1.0.9).

Tdestatud valemist jareldub, et tasandi hulga U igas ounktis kujutuse dife-
rentsiaal on lineaarkujutus. Kujutuse diferentsiaali maatriksi leidmiseks ka-
sutame tasandi E? ja ruumi E® kanoonilist reepervilja. Definitsiooni koha-
selt lineaarkujutuse maatriksi esimese veeru elemendid on ruumilise vektori
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(¥.)4((U1),) koordinaadid reeperis {(U;),, (Uz),, (Us),}. Vektori (Uy), korral
w! = 1,w? = 0 ja rumilise vektori (¢.),((U1),) koordinaatide leidmiseks ka-
sutame valemit (5.1.0.9), kus w! = 1, w? = 0. Saame

(a)g(@)g) = B = &, (U1)y + 11, (Us) + C, (U),-

Seega kujutuse diferentsiaali maatriksi esimese veeru elemendid on &, 7., ¢,
ja analogiliselt leiame, et teise veeru elemendid on &, 7, (. Jéarelikult kuju-
tuse diferentsiaali maatriks on

& &
‘]¢ - n,u 771,) )
Co G

ja see on kujutuse 1 Jacobi maatriks. []

Parametriseeritud pinna puutujatasand. Olgu ¢ : U — E? paramet-
riseeritud pind, ¢ € U parameetrite tasandi mingi punkt ja p = ¢(q) € 5,
kus S = ¢(U). Kui p on parametriseeritud pinna ¢ regulaarne punkt, siis
kujutuse ¢ Jacobi maatriksi astak on maksimaalne, st rank J, = 2. Eel-
mises punktis on toestatud (teoreem 5.1.0.10), et kujutuse ¢ diferentsiaali
maatriks on Jacobi maatriks. Seega kujutuse ¢ diferentsiaali ¢, maatriksi
astak punktis ¢ € U on maksimaalne, kust jareldub, et kujutuse diferentsiaal
(¢)q : T,E* — T,E® parametriseeritud pinna regulaarses punktis ¢ on in-
jektiivne kujutus. Téhistame (¢, ),(T,E?) = T,S C T,E?. On ilmne, et T,,S
on vektorruumi 7,FE? alamruum ja 7,S on isomorfne vektorruumiga 7, E?>.
Seega dim 7,5 = 2.

Definitsioon 5.1.0.60. Olgu ¢ : U — E3 regulaarne parametriseeritud
pind. Vektorruumi 7,5 nimetatakse parametriseeritud pinna puutujatasan-
diks punktis p ja vektorruumi 7,5 vektorit nimetatakse parametriseeritud
pinna puutujavektoriks.

Parametriseeritud pinna puutujatasand on viga téhtis parametriseeritud pin-
na uurimiseks diferentsiaalgeomeetria meetodite abil. Puutujatasand on mééara-
tud parametriseeritud pinna regulaarses punktis. Seega jiargnevas vaikselt
eeldame, et parametriseeritud pind on regulaarne.

N\
Teoreemi 5.1.0.59 toestusest jéreldub, et vektorid ¢, , ¢,” on parametriseeri-
LGN

tud pinna ¢ puutujavektorid, st ¢, %f T,S. Kui parametriseeritud pind
¢ on regulaarne, siis puutujavektorid ¢, ¢,/ on lineaarselt soltumatud ja
seega moodustavad parametriseeritud pinna puutujatasandi reeperi. Valem
(5.1.0.10) niitab, et parametriseeritud pinna suvaline puutujavektor 5 € T,S

. . . . . . 4/ 4/ . .
parametriseeritud pinna punktis p on puutujavektorite ¢,,, ¢, lineaarkombi-
natsioon.
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Lause 5.1.0.61. Kui on antud (requlaarse) parametriseeritud pinna ¢ : U —
E3 swvaline puutujavektors € T,S punktis p = ¢(q), siis leidub parametri-
seeritud kover a : I — E3 selline, et a(I) C S = ¢(U) (parametriseeritud
kovera o iga punkt a(t) asub lihtpinnal S), parametriseeritud kover a libib
punkti p (a(0) = p) ja parametriseeritud kovera kiirusvektor a’(0) on’s.

Toestus. Kujutuse ¢ diferentsiaal (¢.), : T,E* — T,S punktis ¢ on vektor-
ruumide isomorfism, seega suvalise vektori s € T, korral leidub tasandi E?
puutujavektor w punktis ¢ nii, et (¢.),(w) = 5. Moodustame tasandi sirge
q+tw, kust € I = {t:|t|] < d}. Sirge labib punkti ¢ ja @ on sirge sihivektor.
Kujutus t € I — ¢(q+tw) € S madrab ruumilist parametriseeritud koverat
a : I — E3. On ilmne, et parametriseeritud kdvera « jilg asub lihtpinnal
S ja «a labib punkti p, kui ¢ = 0. Néitame, et parametriseeritud kovera o
kiirusvektor on 5. Tdepoolest kehtib

&/(0) = L (olg +10))] y = ()o@ =% O

Pinna moéiste. Olgu M C E? ruumi alamhulk.

Definitsioon 5.1.0.62. Ruumi E? alamhulka M nimetatakse pinnaks, kui
suvalise punkti p € M korral leidub selle punkti lahtine iimbrus V ruumis E3
ja koordinaatpind ¢ : U — E3 selline, et ¢(U) = M NV . Koordinaatpinda ¢ :
U — E? nimetatakse pinna parametriseerimiseks pinna punkti p iimbruses
ja tahistatakse (¢, U).

Olgu ¢ : U — E3 koordinaattpind. On ilmne, et ¢(U) C E* on pind.

Lause 5.1.0.63. Olgu ¢ : U — E? regqulaarne parametriseeritud pind, kus U
on E? lahtine alamhulk. Lihtpind ¢(U) C E* on pind.

Niide 5.1.0.64. Olgu z = f(z,y) sile kahemuutuja funktsioon ja U C EZ,
selle funktsiooni méadramispiirkond. Moodustame parametriseeritud pinna ¢ :
U — E3? jargmiselt:

o(u,v) = (u,v, f(u,v)). (5.1.0.11)
Niitame, et ¢ on regulaarne parametriseeritud pind. Leiame
¢y = (6(u,0); 1,0, f), &, = (¢(u,v);0,1, f;),

¢u, X ¢v, = (¢(u7 U)a _f{u _len 1) 7& 0.

Seega (5.1.0.11) on regulaarne parametriseeritud pind. Jarelikult ¢(U) on
pind ja vastavat pinda nimetatakse Monge’i pinnaks.
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Olgu V C E? ruumi lahtine alamhulk ja F : V — R sile funktsioon.
Definitsioon 5.1.0.65. Olgu ¢ € R reaalarv. Punktihulka
M =F*c)={(z,y,2) € B*: F(z,y,2) =c} C E*
nimetatakse funktsiooni F' tasemepinnaks (korgusega c), kui
L Fi(e) £,
2. suvalise punkti p € S = F~!(c) korral on tiidetud tingimus

gradF‘p %ﬁ

F(z,y, z) = ¢ nimetatakse tasemepinna M vorrandiks.

Niide 5.1.0.66. Olgu F(z,y,2) = 2® + y*> + 2? ja ¢ = 1. Funktsiooni
F(z,y, z) tasemepinda korgusega 1 nimetatakse iihiksfaériks (sfdér raadiu-
sega 1) ja tihistatakse S?. Seega iihiksfiiri vorrand on

S 4yt =1
Teoreem 5.1.0.67. Tasemepind on pind.
Pinna puutujatasand. Olgu M pind, ¢ : U — M,é:U — M pinna M
koordinaatpinnad, S = ¢(U),S = ¢(U), SNS#Djape SNS.

Teoreem 5.1.0.68. Koordinaatpinna ¢ : U — M puutujatasand T,S punktis
p € M iihtib koordinaatpinna ¢ : U — M puutujatasandiga T,S punktis p, st
T,S =1T,S.

Téestus. Olgu ¢ = ¢~ (p) e U,j= ¢ *(p) € U ja
V=¢YSNS)CE? V=¢4SNS)cCE.
On ilmne, et ¢ € V,§ € V. Moodustame kujutuste korrutise
y=¢logp:V V.

On voimalik niidata, et x on difeomorfism. Naitame, et 7,5 C T,S. Olgu
S€ T,S. Kujutuse ¢ diferentsiaal ¢, on vektorruumide isomorfism U suvalises
punktis, seega leidub w € T,E? selline, et (¢,),(w) =3. Moodustame tasandi
puutujavektori @’ = (x.)q(W) € T;E?. Kehtib (¢,)4(@") =7, kust jéreldub,
et s € Tpg . Analoogiliselt saab naidata, et Tpg C T,S. Seega 1,5 =T, pS‘ O
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Definitsioon 5.1.0.69. Olgu M pind, p € M, ¢ : U — M pinna M koordi-
naatpind punkti p iimbruses ja S = ¢(U). Pinna M puutujatasandiks punktis
p nimetatakse koordinaatpinna (¢, U) puutujatasandit 7),S.

Teoreem 5.1.0.70. Olgu M = F~Y(c) funktsiooni F tasemepind jap € M.
Suvalise tasemepinna puutujavektori s € T,M korral kehtib S L gradF v
st pinna M suvaline puutujavektor punktis p on risti vektorviljaga gradF
punktis p. Vektorvilja grad F' punktis tasemepinna punktis p nimetatakse ta-
semepinna normaalvektoriks.

Toestus. Olgu (¢, U) pinna M koordinaatpind punkti p iimbruses ja
5= (p;s', 8% s%) € T,M.

Lausest 5.1.0.61 jéareldub, et leidub parametriseeritud kover o : I — S =
#(U) C M selline, et a(0) = p,a’(0) =3. Olgu a(t) = (z(t), y(t), z(t)) selle
parametriseeritud kovera parameetriline vorrand. Kehtib

2'(0) = s, o/ (0) = 5% 2(0)=s>

Moodustame liitfunktsiooni F'(«(t)). Parametriseeritud kover a asub tase-
mepinnal M. Jarelikult liitfunktsioon F'(«(t)) on konstantne funktsioon ja
suvalise ¢ korral F'(a(t)) = c. Seega liitfunktsiooni tuletis ¢ jargi samaselt
vordub nulliga. Teiselt poolt, liitfunktsiooni tuletis punktis ¢ = 0 avaldub
jargmiselt:

d F F F
—(F(a®)],_, = 88_33 ,2'(0) + aa—y ,y'(0) + %—Z ,%(0)

dt
oF, , OF, , OF, .,
= %ps +8_yps +§PS
= <grad F|,,5>. (5.1.0.12)

Seega < grad F|,, 5 >=0jas L grad F‘p. O

Olgu M funktsiooni F' tasemepind, p tasemepinna punkt, (zo, yo, 20) punkti
p koordinaadid ja 7y = (xq, Yo, 20) punkti p kohavektor. Olgu 7 = (z,y, z)
tasemepinna puutujatasandi 7, M punktis p suvalise punkti kohavektor. Siis

(p;7— 7o) = (p; & — o,y — Yo, 2 — 20) € T,M

on tasemepinna puutujavektor punktis p ja toestatud teoreemist jareldub, et
peab rahuldama tingimust

oF oF oF
I (@ —x0) + a—y]p(y — o) + a\p(z — %) =0. (5.1.0.13)

Vorrand (5.1.0.13) on tasemepinna puutujatasandi punktis p(zo, yo, z0) vorrand.
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Vektorviiljad pinnal. Olgu ¢ : U — E3 parametriseeritud pind.
Definitsioon 5.1.0.71. Kujutust X : U — ¢(U) x E3, kus

X(u,v) = (¢(u,v); X (u,v)), (u,v) €U (5.1.0.14)

ja Y(u, v) = (XY(u,v), X*(u,v), X3(u,v)),, nimetatakse vektorviljaks para-
metriseeritud pinnal ¢ : U — E3. Kui X' (u,v), X*(u,v), X3(u,v) on siledad
funktsioonid, siis vektorvilja X nimetatakse siledaks vektorvéljaks.

Definitsioonist jéreldub, et vektorvili X parametriseeritud pinnal ¢ : U — E?
seab parametriseeritud pinna igale punktile p = ¢(u,v) vastavusse seotud
vektori X, = (p; Y(p)) € T,E? punktis p. Kui parametriseeritud pinna igas
punktis X, on pinna puutujavektor, siis vektorvélja X parametriseeritud pin-
nal nimetatakse puutujavektorviljaks. Olgu X vektorvili hulgal U C EZ.
Kasutades kujutuse ¢ diferentsiaali ¢, moodustame vektorvélja X paramet-
riseeritud pinnal ¢y — E2 jirgmiselt:

On ilmne, et sellisel viisil moodustatud vektorvéli parametriseeritud pinnal
¢ : U — E? on puutujavektorvili. Parameetrite tasandi E? vektorviljad
Uy, Uy moodustavad tasandi reepervilja. Seega vektorviljad ¢,(U;), ¢,(U3) on
puutujavektorviljad parametriseeritud pinnal ¢ : U — E3. Tuletame meelde,
et parametriseeritud pinna igas punktis on méératud kaks puutujavektorit
b, , ¢, . Seega kujutus (u,v) € U — ¢,/ méirab vektorviilja parametriseeritud
pinnal ¢ : U — E3, mida tihistame ¢/ . Analoogiliselt kujutus (u,v) € U —
¢,/ miidrab vektorviilja parametriseeritud pinnal ¢ : U — E3 mida tidhistame
¢!,. Teoreemist kujutuse diferentsiaalist jareldub, et kehtib

0(U1) = ¢, ¢:(02) = ¢

Vektorvilja N parametriseeritud pinnal ¢ : U — E3 nimetatakse normaal-
vektorvaljaks, kui U igas punktis (u,v) seotud vektor N(u,v)) on risti para-
metriseeritud pinna puutujutasandiga 7,5, kus p = ¢(u,v) ja S = ¢(U).
Kui parametriseeritud pinna igas punktis N, on iihikvektor, st |N,| = 1, siis
normaalvektorvilja N nimetatakse parametriseeritud pinna orientatsiooniks.
Parametriseeritud pinda ¢ : U — E? nimetatakse orienteeritavaks, kui para-
metriseeritud pinnal leidub iihiknormaalvektorvali. Parametriseeritud pind
on orienteeritav. Todepoolest sellisel juhul puutujavektorviljade ¢!, ¢! vek-
torkorrutis ¢, X ¢§}4 on normaalvektorvali ja parametriseeritud pinna igas
punktis ¢,/ x ¢,/ # 0, kust jireldub, et vektorvili
1

— / /
N—w%xﬁbm
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on méaadratud parametriseeritud pinna igas punktis ja N on iithiknormaalvek-
torvali.

Definitsioon 5.1.0.72. Olgu M pind. Vektorvaljaks pinnal M nimetatakse
kujutust X : M — M x E3, kus pinna igas punktis X : p > X, = (p;5) =35 €
T,E3, st vektorvili X pinaal M seab pinna igale punktile p vastavusse ruumi
E3 puutujavektori X, pinna punktis p.

Olgu p € M pinna suvaline punkt, (¢, U) koordinaatpind punkti p iimbruses
ja X vektorvéli pinnal M. On ilmne, et X o ¢ on vektorvili koordinaatpinnal
¢ : U — M. Vektorvilja X pinnal M nimetatakse siledaks vektorviljaks,
kui pinna suvalise punkti p korral ja selle iimbruses suvalise koordinaatpinna
(p,U) korral vektorvili X o ¢ parametriseeritud pinnal on sile vektorvili.
Siledate vektorviljade pinnal M hulka tdhistame D (M) ja jargnevas vaatleme
ainult siledaid vektorvalju.

Olgu W C E? kolmemdotmelise ruumi lahtine alamhulk ja M C W. Olgu
X € ©(W) sile vektorvili hulgal . Kui vektovélja X ahendame pinnale M,
siis X|ps on vektorvéli pinnal M. On lihtne néidata, et X|»; on sile vektorvéli
pinnal M.

Olgu M pind. Pinna igas punktis p on méératud pinna puutujatasand 7,M.
Moodustame hulga
TM — UpGMTpMy

ja defineerime kujutust = : TM — M jirgmiselt: kui 5 = (p;§) € T,M on
pinna puutujavektor punktis p, siis 7(3) = p. Hulka 7'M nimetatakse pinna
M puutujakihtkonnaks ja kujutust = : TM — M nimetatakse puutujakiht-
konna projektsiooniks pinnale.

Definitsioon 5.1.0.73. Puutujavektorvéljaks pinnal M nimetatakse kuju-
tust
X: M —TM,

mis rahuldab tingimust moX = idy,, kus idy; : M — M on pinna samasustei-
sendus. Puutujavektorvélja X pinnal M nimetatakse siledaks vektorviljaks,
kui pinna suvalise punkti p korral ja selle iimbruses suvalise koordinaatpinna
(¢, U) korral vektorvéli X o ¢ parametriseeritud pinnal on sile vektorvili.

Vektorvilja N pinnal M nimetatakse normaalvektorviljaks, kui pinna su-
valises punktis p kehtib N, L T,M. Uhiknormaalvektorvilja pinnal M ni-
metatakse pinna orientatsiooniks. Kui selline vektorvéli leidub, siis pinda M
nimetatakse orienteeritavaks pinnaks. Mainime, et suvaline pind M on orien-
teeritav lokaalselt, st suvalise pinna punkti p iimbruses. Téepoolest lokaalselt
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pind on parametriseeritav koordinaatpinna abil, kuid suvaline koordinaat-
pind on orienteeritav. Kui pind M on joonsidus, siis M on orienteeritav pind
ja pinnal eksisteerib ainult kaks orientatsiooni.

5.2 Weingarteni operaator

Antud paragrahvis eeldame, et pind M on orienteeritav pind ja N on iihik-
normaalvektorvali pinnal M.

Vektorvilja pinnal kovariantne tuletis. Olgu p pinna M mingi punkt
jas = (p;§) € T,M pinna puutujavektor punktis p. Eelmises paragrahvis
toestatud lausest 5.1.0.61 ja pinna definitsioonist jareldub, et leidub para-
metriseeritud kover a : I — M selline, et a(0) = p ja@’(0) = s.

Definitsioon 5.2.0.74. Olgu f sile funktsioon pinnal M. Funktsiooni suu-
natuletist s[f] punktis p puutujavektori s suunas méératakse valemiga

s[f] = %(f(a(t))}t:O'

Kui f : W — R on sile funktsioon, kus W C E3 on ruumi lahtine alamhulk,
ja M C W, siis funktsiooni f ahend f = f|y; pinnale M on sile funktsioon
pinnal M. Eelmise paragrahvi suunatuletise valemist jareldub, et

s[f] =< s, grad f, > .

Kui (¢,U) on pinna M parametriseerimine koordinaatpinna abil ja p =
#(q),s = ¢.(W), kus w € T,FE?, siis funktsiooni suunatuletise avaldub jéirg-
miselt:

s[f] = w[f(u,v)]. (5.2.0.15)
Olgu X € ©(M) vektorvéli pinnal M.

Definitsioon 5.2.0.75. Vektorvilja X kovariantseks tuletiseks pinna M punk-

tis p nimetatakse
d
VX = %(X(a(t))’tzo.

Kui X = X'U; + X2U, + X3U3 € ©(W) on vektorvili ruumi lahtisel hulgal T
ja M C W, siis X tekitab vektorviilja X = X|,; pinnal M. Sellisel juhul kehtib
valem

VX = (p; < s,gradf(l\p >, < s,grad)p\p > < s,grad)?‘g]p >). (5.2.0.16)
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Olgu (¢,U) pinna M koordinaatpind punkti p timbruses ja X(u,v) = X o
d(u,v) = ((u, v); X (u,v), X?(u,v), X?(u,v)). Leidub w € T,E? kus ¢(q) =
p, nii, et ¢.(w) = s. Valemist (3.2.0.12) jéreldub, et sellisel juhul

VX = (p; w[X 1 (u,v)], w[X?(u,v)], w[X?(u,v)]). (5.2.0.17)

Kasutades valemit (5.2.0.17), saame néidata, et kovariantsel tuletisel pinnal
M on jargmised omadused:

i) kuia,beR,s,reT,M jaXon vektorvili pinnal M, siis kehtib

Vst X = a VX + bV, X,

ii) kuia,beR,seT,M, XY on vektorviljad pinnal M, siis kehtib
Vs(a-X+b-Y)=a-VsX+b-VyY,
iii) kui f € C*(M), X on vektorvéli pinnal M, s € T,M, siis kehtib
Vi(f-X) =s [f1% + f(p) VsX,
iv) kuise T,M,X,Y € ©(M), siis kehtib

s[<X,Y>] =< VXY, >+ <X, Vs Y >.

Tdestame viimast omadust. Selleks kasutame pinna parametriseerimist koor-
dinaatpinna abil. Olgu (¢, U) koordinaatpind punkti p timbruses. Téhistame
p=9(q), (W) =s ja
X(u,v) = Xoo(u,v) = (¢(u,v); X (u,v), X*(u,v), X*(u,v)),
Y(u,v) = Yoo(u,v) = (¢(u,v); Y (u,v), Y*(u,v), Y?(u,v)).

Vektorviljade skalaarkorrutis vordub
3
< X(u,0), Y(u,v) >=> " X*(u,0) Y'(u,0). (5.2.0.18)
i=1

Kasutame valemit (5.2.0.15) ja suunatuletise tasandil £? omadisu

s[<X,Y>] = w[<X(u,v),Y(u,v) >]
= D (WX (4,0)] Yi(q) + X*(g) w[Y'(u,v)])5.2.0.19)

=1
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Teiselt poolt valemist (5.2.0.17) jéreldub, et

VX = (py WX (u, )], WX (u,0)], w[X 7 (u, ),
VoY = (p;w[Y(u,v)], w[Y?(u,v)], w[Y?(u,v))]).

Siit leiame

<VeX, Y, > = > wX'(u,0)]Y(q), (5.2.0.20)
<X, Vs¥> = > Xi(q) w[Y'(u,v)]. (5.2.0.21)

Valemite (5.2.0.20), (5.2.0.21) summa on vordne valemiga (5.2.0.19) ja sellega
kovariantse tuletise viimane omadus on toestatud.

Niide 5.2.0.76. Olgu F(z,y,2) = 2>+ y* + 2% ja S, funktsiooni F taseme-
pind S, = F~1(r?). Tasemepinna definitsioonist jireldub, et tasemepinna S,
vorrand on

2+ iyt 42 =1
ja see on sfidr raadiusega r ja keskpunktiga koordinaadisiisteemi alguspunk-
tis. Funktsiooni F gradient grad F on vektorvili ruumis £3. Ruumi £ lah-
tisel hulgal U = E*\ {O} moodustame sileda iihikvektorvilja X jirgmiselt:

_ grad F
~ |erad F|

(5.2.0.22)

Kui ahendame vektorvilja X sfaéri S, pinnale, siis N = X|g, on ithiknormaal-
vektorvali sfaaril S,. Seega sfadril S, on médratud orientatsioon. Mainime,
et sfadri igas punktis ithiknormaalvektorvéli N on suunatud sfaéri sissepoole.

Arvutame funktsiooni F' gradiendi ja selle pikkuse
grad ' = 2x-U; + 2y - Uy + 22 - Us,
lgrad F'| = 2+/a%+y?+ 22
Asendades valemisse (5.2.0.22), saame
x - Uy y - Ug z-Us
[12 + 2 + 22 \/x2+y2—|—22 \/x2+y2+22'

Arvutame vektorvilja X sfiédri punktis p koordinaatidega (0,0,7), see on
sfadri ”pohjapoolus”. Leiame X, = N, = (p;0,0,—1). See on sfdéri ihik-
normaalvektor punktis p ja suvaline sfiari puutujavektor punktis p on risti

X =

(5.2.0.23)
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vektoriga N,. Jarelikult vektorid kujuga s = (p; s1, s2,0), kus s1, s3 on suva-
lised reaalarvud, moodustavad sfééri S, puutujatasandi 7},S, punktis p.

Olgu s = (p;s1,$2,0) sfddri suvaline puutujavektor punktis p. Arvutame
ithiknormaalvektorvilja kovariantse tuletise Vg N punktis p. Selleks kasutame
valemit (5.2.0.16). Olgu X!, X2 X3 vektorvilja X komponendid. Leiame

grad X! = — (y* +2%) Uy ry - Uy rz - U3
(22 + 2+ 22)3/2 T (22412 +22)32 | (a2 + 42 + 22)3/2
grad X2 — (SUy) Uy o (I’2 + 22) - Uy Yyz - U3
(.T2 +y2 + Z2>3/2 (.ZCQ +y2 +22)3/2 (iL‘2 _|_y2 +22)3/2’
.U .U 2 2.y
arad X* — (z2) - Uy n (y2) - Us @ +y) Uy

(I2+y2—|—22>3/2 ($2+y2+22)3/2 <m2+y2+z2)3/2'

Leitud valemitest jareldub, et

1 1 —
(graXm)p = o (Ul)pa (grad XQ)p = o (Us3)p, (gradX?’)p =0,
ja
1 1
<s,(grad X'),> = ——sy,
r
1
<s,(grad X?), > = —— sy,
r

<s,(grad X*), > = 0.

Uhiknormaalvektorvilja N kovariantne tuletis punktis p vordub

1 1 1
Vall = (pi =81, =~ 82,0) = ——s. (5.2.0.24)

r

Leitud kovariantne tuletis néitab, et (VsN), € T,,S,, st sfidri iithiknormaal-
vektorvélja kovariantne tuletis punktis p on puutujavektor samas punktis p.
o

Olgu M orienteeritud pind orientatsiooniga N, p € M pinna mingi punkt,
T,M pinna puutujatasand ja s € T, M pinna puutujavektor punktis p.

Lemma 5.2.0.77. Suvalise pinna M puutujavektori s korral VgN on pinna
puutujavektor, st VoN € T,M. Puutujatasandi teisendus s — VN on lineaar-
teisendus.

Tdestus. Pinna suvalises punktis kehtib |[N|? =< N,N >= 1. Kasutades vek-
torvilja pinnal kovariantse tuletise punktis p viimast omadust, leiame

S[<N,N >] =< VgN,N, > + <N, VaN >=2 < N, VN > .
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Funktsioon < N,N >= 1 on konstantne ja seega valemi vasakpool on vordne
nulliga, kust jareldub
< N, VgN >= 0,

ja VgN L N,. Seega VgN >€& T,M. Puutujatasandi teisenduse s +— VN
lineaarsus jareldub kovariantse tuletise omadustest. [

Definitsioon 5.2.0.78. Orienteeritud pinna M puutujatasandi 7, M lineaar-
teisendust s — —VN nimetatakse Weingarteni operaatoriks punktis p ja
tahistatakse G,(s) = —VgN.

Niites 5.2.0.76 leitud valemist jéareldub, et sfadri S, Weingarteni operaator
sfadri pohjapooluses on vordne &,(s) = %s.

Teoreem 5.2.0.79. Olgu M pind, N pinna orientatsioon, p pinna punkt ja
s € T,M pinna puutujavektor punktis p. Olgu o : I — M parametriseeritud
kover pinnal M selline, et a(0) = p,a’(0) =s. Kehtib

< a"(0),N, >=< G,(s),s > .

Teoreem 5.2.0.80. Olgu M pind, N pinna orientatsioon, p € M pinna su-
valine punkt. Weingarteni operaator &, : T,M — T,M on simmeetriline
operaator, st suvaliste pinna M puutujavektorite sq,ss korral kehtib

< 6p(51),82 >=< Sl,6p(82) > .

Toestus. Toestame kasutades pinna lokaalset parametriseerimist. Olgu ¢ :
U — M pinna M koordinaatpind pinna punkti p timbruses ja ¢(q) =
p,qg € U C E?. Uhiknormaalvektorvélja N parametriseerimist pinna lokaal-
se koordinaatpinna ¢ abil tdhistame N(u,v) = N(¢(u,v)). Tuletame meelde,
et ¢!, = ¢.(U1), ¢, = ¢.(Us) on pinna M lokaalsed puutujavektorvéljad. On
ilmne, et teoreem on toestatud, kui nditame, et kehtib

< 6y(): B, >=< ¢}, 6,(¢),) > . (5.2.0.25)

Kasutades Weingarteni operaatori definitsiooni selle valemi voime kirjutada
kujul
< V% N,QS; >=< ¢;, V% N>.

Olgu e; = (¢;1,0) € T,E? ey = (¢;0,1) € T,F?. Kehtivad valemid

Vg N= Ve N(u,v), Vg N= Ve, N(u,v). (5.2.0.26)
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Olgu N*(u,v), N*(u,v), N3(u, v) ithiknormaalvektorvélja N komponendid (lo-
kaalses parametriseerimises koordinaatpinna ¢ abil). Siis

Vg N = (p; < ey, grad N'|, >, < ey, grad N?|, >, < e;, grad N*|, >)
B <'8N1‘ (9N2’ 8]\73“
= W Ty e Ty e Ty e
0
= —(N)| =N 5.2.0.27
L], =w,(0) (5.2.0.27)

ja analoogiliselt
Ve N =1,(q). (5.2.0.28)

Seega teoreem on toestatud, kui nditame
<N,(q), ¢, >=<N,(q), ¢, > .

Meenutame, et N on pinna iithiknormaalvektorvili ja ¢!, ¢! on pinna puutu-
javektorviljad. Seega U igas punktis kehtib

< N(u,v), ¢, >=0, <N(u,v),¢, >=0.

Diferentseerime esimest vordsust parameetri v jargi ja teist vordsust para-
meetri v jargi. Saame

<N,(q), ¢, >= — <N(u,v),dr, >, <N (q),¢, >=— <N(u,v),¢ >.
0

Teist jarku osatuletiste omadusest

SO (gl 0)) = 5o (9(u,0),

kus g(u,v) on suvaline diferentseeruv funktsioon, jareldub, et ¢!/ = ¢! ja

<N, (q), ¢}, >=<N,(q), ¢, >. O

Pinna fundamentaalvormid ja Weingarteni valemid. Olgu (¢,U)
pinna M lokaalne parametriseerimine pinna punkti p € M iimbruses. Ol-
gu & : I — U C E? parametriseeritud kaver, a(0) = ¢, a(t) = (u(t),v(t)),
¢(q) = p. Siis a = poa: I — M on parametriseeritud kover pinnal M ja «
libib pinna punkti p, st a(0) = p. Kovera « kiirusvektor @ ’(¢) on pinna M
puutujavektor punktis a(t) € M, st @’(t) € Ty M. Pinna punkti p iimbruse
»(U) C M parametriseerimine méaérab kahte vektorvilja ¢/, ¢/ . Pinna suva-
lises punktis ¢ € ¢(U) puutujavektorid gb;|q, ¢;‘q on lineaarselt soltumatud
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ja moodustavad puutujatasandi rihi. Seega suvaline puutujavektor on puutu-
javektorite ¢, » gb’v|q lineaarkombinatsioon. Seega parametriseeritud kovera
igas punktis kehtib

du dv
—y _ WYy v

Puutujavektori @ ’(¢) pikkuse ruut avaldub jargmiselt

—7 2 WoN2 Y d_d_v 2
du. 2 du dv dv. 2
= E(dt) +2FE%+G((#) (5.2.0.30)

Tahistame g(du, dv) = E (du)?+2 F dudv+ G (dv)?. On ilmne, et pinna pa-
rametriseeritud kovera «(t) suvalises punktis g(du, dv) on ruutvorm. Valemi
(5.2.0.30) voime kirjutada kujul

@' (t)|? dt* = g(du, dv).

Tuletame meelde, et korrutis [a’()| dt on parametriseeritud kévera kaare-
pikkuse diferentsiaal ja parametriseeritud kovera kaarepikkuse diferentsiaali
tahistatakse ds. Seega leidsime, et pinna parametriseeritud kovera kaarepik-
kuse diferentsiaali ruut avaldub jargmiselt

ds® = g(du, dv) (5.2.0.31)

Definitsioon 5.2.0.81. Pinna ruutvormi g(du, dv) = E (du)? + 2 F dudv +
G (dv)? nimetatakse pinna esimeseks fundamentaalvormiks pinna lokaalses
parametriseerimises (¢, U). Kordajad E, F,G on pinna parameetrite u, v di-
ferentseeruvad funktsioonid ja neid nimetatakse esimese fundamentaalvormi
kordajateks.

Pind asub kolmemé&dtmelises eukleidilises ruumis £ ja ruumi eukleidiline
struktuur pinna suvalises punktis tekitab eukleidilist struktuuri pinnal. Pin-
na esimene fundamentaalvorm néitab, kuidas pinna eukleidilise struktuuri
karakteristikud, st pikkused ja nurgad, avalduvad pinna lokaalse parametri-
seerimise parameetrite kaudu.

Moodustame skalaarkorrutise < &,(a’(t)),a’(t) >. Kehtib

., ., dv , dv , . du , dv
<6p(a <t>>7 (t) >=<6 (dt¢ +E¢U>E¢U+E

=< (60,00 > (5)" +2 < &,(0l). 0, > o
F<&,00).0, > () (52032

¢y, >,
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Selle valemi vasakut poolt voime vaadelda ruutvormina, mille muutujad
on parameetrite u, v diferentsiaalid du,dv. Téhistame vastavat ruutvormi
h(du,dv) =1 du® 4+ 2m dudv + n dv?, kus

I =<8y(¢,), 0, >, m=<6y(¢,), ¢, > n=<6,(¢,) ¢, >
(5.2.0.33)
Valemi (5.2.0.32) voime niitid kirjutada kujul
<G, @’(t),a’(t) > dt* = h(du,dv). (5.2.0.34)

Definitsioon 5.2.0.82. Ruutvormi h(du, dv) = [ du?®+2m du dv +n dv? ni-
metatakse pinna teiseks fundamentaalvormiks. Parameetritest u, v soltuvaid
funktsioone [, m, n nimetatakse teise fundamentaalvormi kordajateks.

Teoreemi (5.2.0.80) toestuses on tuletatud valemid (5.2.0.27), (5.2.0.28)
&,(¢) = —N,, &,(¢),) = —N. (5.2.0.35)
ja valemid (5.2.0.29)
<N, ¢, >=— <N, ¢l > <N ¢ >=—<Ng! >.
Analoogiliselt saab néiidata, et kehtivad
<N, ¢, >=— <N, g, > <N, ¢ >=— <N, >.

Kasutades neid valemeid, voime leida teise fundamentaalvormi kordajate ar-
vutamisevalemid pinna lokaalses parametriseerimises. Toepoolest

| = <&,(0), ¢, >= — <N, ¢, >=<N.¢, > (5.2.0.36)
= <&y(¢,), ¢, >=— <N, ¢}, >=<N,¢y, > (5.2.0.37)
< G,(d)), ¢, >=— <N, ¢, >=<N,¢l[, >. (5.2.0.38)

(2

A Ap
A=
( A9 Ago >

Weingarteni operaatori maatriks pinna mingis punktis p rihis ¢/, ¢!, st

S

Olgu

S,(¢l,) = An ¢, + Ay &), (5.2.0.39)
Sy(d,) = A ¢, + Ag @, (5.2.0.40)

Mainime, et Weingarteni operaator on siimmeetriline operaator, kust jérel-
dub, et A on siimeetriline maatriks, st A7 = A. Esimese valemi skalaarselt
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labi korrutame vektoriga ¢!, ja vektoriga ¢!, ning samad teisendused teeme
teise valemiga. Saame

I = <6,(¢,), ¢, >=An E+ Ay F,
m = <6y(¢,), ¢, >= An F + An G,
m = <6&,(d),d, >= A E + AnF,
no= <G,(d),d, >= A F + Ay G.

Kirjutame maatrikskujul

I m\ (E F An Anp
m n ) \F G Ay Ap )

Siit avaldame

An A\ _(E F - I m
( Agr Ag ) B ( F G ) ( m n ) : (5.2.0.41)
Arvutame poordmaatriksi
E F\ 1 G -F
( F G ) “FEG_ 2 ( _F E ) . (5.2.0.42)

Teoreemi (5.2.0.80) tdestuses on néidatud, et Vy N = N, Vi N = NI, kust
jareldub

6p(¢/u) = —N,, 6p(¢;) = —N,.
Asendades valemisse (5.2.0.39),(5.2.0.40) ja kasutades (5.2.0.41), (5.2.0.42),

leiame

IG —mF mE —IF

—N = AP+ Ay @) = ! ! 2.04
u 11 ¢y, + A21 9, EG—F2¢“+EG—F2¢v’ (5.2.0.43)
o , ,_mG—nF ,  nE—mF ,

N, = Awdu+And, = o7 du+ pa— e 90(5:2.044)

Valemeid (5.2.0.43), (5.2.0.44) nimetatakse Weingarteni valemiteks.
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Peatiikk 6

Koverused

6.1 Normaalkoverus ja peakoverused

Definitsioon 6.1.0.83. Olgu M pind, p pinna M mingi punkt ja s € T,M
pinna iithikpuutujavektor punktis p, st |[s| = 1. Pinna normaalkéveruseks
punktis p puutujavektori s sihis nimetatakse reaalarvu

kp(s) =< Sp(s),s > .

Pinna iithikpuutujavektorite (punktis p) 16pp-punktid moodustavad ringjoone
S, ={s € T,M : |s| = 1}. Pinna normaalkoverust punktis p véime vaadelda
funktsioonina k, : S} — R ringjoonel S}. On ilmne, et k,(s) on pidev funkt-
sioon ja S; on puutujatasandi kompaktne alamhulk. Seega leidub pinna M
tthikpuutujavektor s; punktis p, mille korral normaalkoveruse vaartus k,(s;)
on maksimaalne ja analoogiliselt leidub teine pinna M iihikpuutujavektor s,
selline, et normaalkoveruse védrtus k,(s2) on minimaalne.

Definitsioon 6.1.0.84. Pinna M normaalkoveruse k,(s) maksimaalset vadr-
tust k1(p) = kp(s1) ja minimaalset vadrtust ko(p) = k,(s2) punktis p nime-
tatakse pinna peakoverusteks pinna punktis p. Uhikpuutujavektoreid sq, so
nimetatakse pinna peasihtideks pinna punktis p. Kui pinna punktis p nor-
maalkoverus kj, : S; — R on konstantne funktsioon, siis punkti p nimetatakse

pinna dmaruspunktiks.

Teoreem 6.1.0.85. Olgu M pind, p pinna punkt, ki, ks pinna peakoverused
punktis p ning s1, 8o pinna peasihid punktis p.

1. Kuip on pinna timaruspunkt, siis ki(p)

= ko(p) = k, ja suvalise pinna
puutujavektori s € T,M korral kehtib S,(s)

=k, s,

7
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2. Kui p ei ole imaruspunkt, siis ky(p) # ka(p), peakoverused ky(p), ka2(p)
on Weingarteni operaatori omavddrtused ning peasihid s1,8, on vasta-
vad omavektorid, st kehtib

Gp(sl) = ki(p) s1, 6p(S2) = ka(p) so.

ToOestus.

1. Oletame, et p on pinna timaruspunkt. Siis pinna normaalkoverus k,(s) ei
soltu puutujatasandi sihist s ja normaalkoverust voime téhistada k. Jéreli-
kult suvalise puutujavektori s korral kehtib < &,(s),s >= k,. Olgu {e;, es}
puutujatasandi 7, M mingi ristreeper, st vektorite ey, e; alguspunkt on puu-
tujatasandi T, M puutepunkt p, vektorid e;, e, on iihikvektorid ja e; L es.

Olgu
A Ag
A —
( Agp A
Weingarteni operaatori &, maatriks ristreeperis ey, e;. Maatriks A on siimmeet-
riline maatriks, st AT = A véi Ao = Ay, Kehtib

Syer) = Aner+ Ay ey,
6p(e2) = A12 e + A22 [SHR

Esimest valemit skalaarselt korrutame vektoriga e ja teist valemit skalaarselt
korrutame vektoriga e,. Saame

Ay = Agy = k.

Niiiid korrutame esimest valemit vektoriga e, (voi teist valemit vektoriga es).
Saame Ay =< G,(e;), e2 >. Moodustame puutujavektori

e1+e2

V2

See on ithikvektor |s| = 1. Jérelikult < &,(s,s) >= k,. Teiselt poolt

e +ey, e +ey
V2 V2

1
= §(< Syler),e1 > +2 < S,(e1),ea > + < Gp(eq), €2 >)

<B,u(s,8) > = <Gy( ),

1
= 5(]{3:0 +2 < 6p(e1),e2 > +kfp) = kp—i— < 6p(81),82 > .
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Siit jareldub, et k,4+ < Sp(e1),es >=k,, seega < G,(e1),e; >=0ja Ay =
Aoy = 0. Leidsime, et Weingarteni operaatori maatriksi kuju on

— kp 0
=55

Suvalise puutujavektori s = s; e; + s5 e, korral kehtib

. kp 0 S1 o k'p S1 o
610(8) - ( O kp ) ( So > — ( k?p S9 ) == k’p S,
ja teoreemi esimene punkt on toestatud.

2. Oletame, et p ei ole imaruspunkt. Jérelikult ki(p) # ko(p). Leidub iihik-
puutujavektor e; € T, M, mille korral normaalkdveruse k,(s), kui tthikpuutu-
javektori s funktsiooni, védrtus on maksimaalne, st ky(e1) =< &,(e1),e; >=
k1(p). Vektori e; votame puutujatasandi ristreeperi esimeseks vektoriks. Rist-
reeperi teiseks vektoriks votame iihikvektori eq, kus e; | e ja vektorid e, ey
moodustavad puutujatasandi parema kée orientatsiooniga ristreeperi. Maini-
me, et selliste tingimustega vektor e, on iiheselt méaratud.

Olgu
Ay A
A= 11 12
Ay Agy
Weingarteni operaatori maatriks ristreeperis {e1, es}. Toestuse esimesest punk-
tistjéireldub, et All =<< Sp(el), e >= k?l(p), Alg = Agl ja A22 =< 6p<eg), €y >.

Suvalise tihikpuutujavektori s € T, M saame kirjutada kujul
s=cosp-e+sinp-e;, 0<p <2, (6.1.0.1)

kusjuures igale vaartusele ¢ € [0,27) vastab iiks ja ainult iiks ithikpuu-
tujavektor. Jarelikult normaalkoverust voime vaadelda parameetri ¢ funkt-
sioonina ja vastavat funktsiooni téhistame k,(p). Selle funktsiooni médra-
mispiirkond on poolldik [0, 27). Tuletame meelde, et pinna normaalkoverus
pinna punktis p soltub ainult iihikpuutujavektori s poolt méaratud sihist, st
ky(s) = k,(—s). See niitab, et funktsioon k,(¢) on perioodiline funktsioon,
st ky(p + m) = ky(¢). Seega piisab, kui uurime funktsiooni k,(¢) poolldigul
[0, 7). Kasutades ithikpuutujavektorite parametriseerimist (6.1.0.1), leiame
funktsiooni k,(y) kuju

ky(p) = < Gp(cosp-e;+sing-ey),cosp-e; +sing - ey >
= cos’p < G,(e)),e; > +2sinpcosp < &,(e), ey >
+sin® p < G,(es), €9 >
= cos® ¢ ki(p) + 2 sinpcos Ay + sin® ¢ Ags. (6.1.0.2)
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Siit leiame, et k,(0) = k1(p). Seega punkt ¢ = 0 on funktsiooni k,(y) mak-
simumpunkt. Jarelikult funktsiooni tuletis ¢ jérgi selles punktis on null.
Leiame tuletise
d
dp
ja punktis ¢ = 0 tuletis on 2 Aj5. Seega A;5 = Ay = 0 ja funktsiooni ning
selle tuletise kuju on

(kp(@)) =2 singcosp (—ki(p) + Ag2) + 2 (cos® ¢ — sin? ) Ajo,

d
de
Teisest valemist jareldub, et Ags < kq(p). Toepoolest ki (p) on funktsiooni
k() maksimaalne védrtus ja seega Aso < ky(p). Kuid Ass ei saa olla vordne
k1(p), sest siis funktsiooni k,(y) tuletis ¢ jérgi on samaselt vordub nulliga
(tuletise valem) ja jérelikult funktsioon on konstantne ning p on pinna iima-
ruspunkt. See on vastuolus toestuse teise punkti eeldusega. Seega Asy < k1(p)
ja cos® o (ki (p) — Agz) > 0. Esimesest valemist (funktsiooni kuju) jéreldub, et
sellisel juhul funktsiooni &, () miinimumpunktid on kohtades, kus cos ¢ = 0.
Arvestades, et funktsiooni madramispiirkond on poolldik [0,7), ndeme, et
cos ¢ on null ainult {ihes punktis ¢ = 7. Seega see on miinimumpunkt ja
funktsiooni k,(y) véértus selles punktis on teine pinna peakoverus kq(p).
Teiselt poolt funktsiooni kujust jéreldub, et k,(3) = Ag. Seega Az = ka(p)
ja Weingarteni operaatori maatriksi kuju ristreeperis {e;, e} on

4= ( kl(()p) ka(()p) ) '

Antud kuju néitab, et k1 (p), k2(p) on Weingarteni operaatori omavairtused ja
ristreeperi vektorid ey, e; on Weingarteni operaatori omavektorid omavaértus-
tega vastavalt kq(p), k2(p). O

kp(p) = cos® ¢ (ki(p) — An) + As, (kp(p)) = sin 2 (Aga — ki(p))-

6.2 Gaussi ja keskmine koverus.

Definitsioon 6.2.0.86. Olgu M pind ja p pinna punkt. Pinna Gaussi kove-
ruseks nimetatakse funktsiooni K : M — R, mille vaidrtus pinna punktis p
on vordne Weingarteni operaatori determinandiga, st

K(p) = det 6,,.

Pinna keskmiseks koveruseks nimetatakse funktsiooni H : M — R, mille
véaartus pinna punktis p on vordne Weingarteni operaatori jéljega, st

1
H(p) = éTr S,.
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Olgu M orienteeritud pind orientatsiooniga N. Olgu X, Y puutujavektorvaljad
pinnal M sellised, et pinna suvalises punktis p € M pinna puutujavekto-
rid X,, Y, on lineaarselt soltumatud. Pinna Weingarteni operaator teisendab
puutujavektorvilja X (Y) teiseks pinna puutujavektorvéljaks &(X) (&(Y)).

Teoreem 6.2.0.87. Kehtivad valemid

S(X) x 6(Y) =K -X XY, (6.2.0.3)
SX)XxY+Xx6(Y)=2H -XxY. (6.2.0.4)

Toestus. Pinna suvalises punktis p puutujavektorid X,,Y, on lineaarselt
soltumatud, jérelikult nad moodustavad puutujatasandi 7,,M reeperi ja su-
valine pinna puutujavektor punktis p on vektorite X,,Y, lineaarkombinat-
sioon. Seega, kui Z on pinna M puutujavektorvili, siis Z on esitatav kujul
Z=f-X+g-Y, kus f, g on siledad funktsioonid pinnal M. Ulalpool on maini-
tud, et &(X), &(Y) on pinna puutujavektorviljad, jarelikult voime kirjutada

6(X) = fu-X+fa Y,
S(Y) = fio X+ fao-V¥,

kus f;; on siledad funktsioonid pinnal M. Weingarteni operaatori maatriks
reepervéljas {X,Y} on

Jir S

Ja fo )

Jarelikult pinna M Gaussi koverus on funktsioon K = fi1fos — fi2fo1 ja
pinna keskmine koverus on funktsioon H = f11+ foo. Arvutame vektorvéljade
vektorkorrutise &(X) x &(Y). Leiame

6(X) x &(Y) = (firfor — frafor) XX ¥ =K -X x Y,

ja sellega esimene valem on toestatud.

Teise valemi toestamiseks arvutame vektorkorrutise
SX)xY = (fuu-X+fou-Y)xY=f1;-XxY.

Analoogiliselt X x &(Y) = fos - X X Y, kust jéreldub teine valem. O
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Teoreemist jareldub, et pinna Gaussi ja keskmise koveruse voime arvutada
jargmiste valemite jargi

o <6@)x6W%XxY>’ (6.2.0.5)
X x Y|?

o S XY+ XX S(Y)XxY> (6.2.0.6)
21X x Y2

Analiiiitilises geomeetrias toestatakse, et suvaliste kolmemodtmelise euklei-
dilise ruumi vektorite @, b, ¢, d korral kehtib Lagrange’i samasus

G xb,&xd>= g (6.2.0.7)

oL oy

>
>

SRl
@1 @1

<
<

Kasutades Lagrange’i samasust, voime Gaussi koveruse valemi (6.2.0.5) kir-
jutada kujul

<B6(X),X> <6(X),Y>
<6(Y),X> <6(Y),Y>

K:‘

6.2.0.8
KPP~ (<X 5] (6209
Analoogiliselt keskmise kdveruse valemi kirjutame kujul

<6(X),Xx> <G6(X),Y> < |XJ? <X Y>
<Y,X> |Y|? <6(Y),X> <&(Y),Y>
2([XPIY[? = (< X, ¥ >)?)

H =

(6.2.0.9)
Leiame pinna Gaussi ja keskmise koveruse kasutades pinna parametriseeri-
mist. Olgu ¢ : U — E3 kas regulaarne parametriseeritud pind véi pinna
lokaalne parametriseerimine pinna mingi punkti timbruses (koordinaatpind).
Vektorviljad ¢, ¢! on parametriseeritud pinna puutujavektorvéljad ja pinna
igas punktis p = ¢(q), ¢ € U puutujavektorid ¢/ |,, ¢,|, on lineaarselt soltu-
matud. Jarelikult teoreemi (6.2.0.87) tingimused on téidetud ja Gaussi ning
keskmise koveruse arvutamiseks voime kasutada valemeid (6.2.0.8), (6.2.0.9).
Saame

<1€5E¢L;,¢Li> <1€5E¢L;,¢Li> ,
<6(d), ¢, > <6&(d), ¢, > In—m
K= o ca s o ~ TG (6.2.0.10)

Analoogiliselt leiame valemi keskmise koveruse jaoks

G —=2mF +nkE
H = ) .2.0.11
2(EG — F?) (6.2.0.11)
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Weingarteni pind ja minimaalpind.

Definitsioon 6.2.0.88. Olgu M pind, K pinna Gaussi koverus ja H pinna
kesmine kdverus. Kui pinna Gaussi ja keskmise koveruse vahel kehtib funkt-
sionaalne seos f(H, K) = 0, siis pinda M nimetatakse Weingarteni pinnaks
voi W-pinnaks.

Weingarteni pinna definitsiooni voib sonastada kasutades pinna peakoveru-
si. Olgu kq, ks pinna M peakdverused. Pind M on Weingarteni pind, kui
pinna peakoveruste vahel kehtib mingi seos, st kui leidub sile kahemuutuja
funktsioon f selline, et pinna suvalises punktis f(k;, ks) = 0. Niiteks, olgu
f(k1,ka) = k1 + ko. Sellisel juhul pinna suvalises punktis peakoverused ra-
huldavad tingimust k; + ky = 0 ja vastavat Weingarteni pinda nimetatakse
minimaalpinnaks. Arvestades, et H = % ndeme, et minimaalpind on pind,
mille keskmine kdverus pinna igas punktis on null, st H# = 0. Minimaalpinnad
on Weingarteni pindade klassi vaga téahtis alamklass. Teine tuntud alamklass
on konstantse Gaussi kdverusega pinnad. Olgu f(kq, ko) = k1 ks — ¢, kus ¢
on mingi konstant. Weingarteni pinda, mis rahuldab tingimust k; ko —c =0
nimetatakse konstantse Gaussi koverusega pinnaks. Toepoolest peakdveruste
korrutis on vordne pinna Gaussi koverusega ja tingimus ki ks — ¢ = 0 on
samavadrne sellega, et Gaussi koverus on konstantne K = c.

Definitsioon 6.2.0.89. Pinda M nimetatakse tasaseks pinnaks, kui pinna
suvalises punktis Gaussi koverus on null, st K(p) = 0,Vp € M.

Mainime, et kaasaegse diferentsiaalgeomeetria iiheks lahtiseks probleemiks
on Weingarteni pindade klassifikatsioon [5].

Naiide 6.2.0.90. Kruuvipinnaks nimetatakse parametriseeritud pinda
d(u,v) = (u cosv,u sinv, bv),

kus u > 0,—o00 < v < o0 ja b > 0 on konstantne reaalarv. Arvutame
kruuvipinna Gaussi ja keskmise koveruse. Leiame

&, = (¢(u,v);cosv,sinv,0), ¢ = (Pp(u,v); —u sinv,u cosv,b).
Seega esimese fundamentaalvormi kordajad on

E=|¢[P=1, F=<¢,¢,>=0, G=I¢|"=u*+17

ja EG — F? = u? + b2
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Teise fundamentaalvormi kordajate leidmiseks kasutame (5.2.0.36)-(5.2.0.38).

Selleks peab olema leitud pinna orientatsioon N. Orientatsiooniks voime va-

lida pinna puutujareepervilja {¢!, ¢!} normeeritud vektorkorrutist. Seega

_ dxd,
|6 X &y
ja, kasutades vektorkorrutise valemit ristkoordinaatides, leiame

1
_ —(gb(u, U); b sinw, —b coswv, U)

N =
JET P

Diferentseerides pinna puutujareepervilja vektorviljad u ja v jargi, leiame

o “riff)

L
T

iy
i

Iy
W
1\

[
I
)

]
AL

.

%

b
\‘&‘

Al
VI
I

Joonis 6.1: Kruuvipind

Guu = (d(u,v); 0,0,0),

uu

Grn = (0(u.v); —sinv,cosv,0),

uv

o = (¢(u,v); —ucosv, —usinwv,0).

VU

Seega

[=<N,¢, >=0, m=<N,¢, >=— , n=<N,¢!l >=0.

u? + b?
Siit leiame kruuvipinna Gaussi koveruse
2 b2

In—m
v =go=m = w@rer

Kasutasdes keskmise koveruse arvutamise valemit (6.2.0.11), leiame H (u,v) =

0. Jarelikult kruuvipind on minimaalpind.
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6.3 Jooned pinnal

Koverusjooned.

Definitsioon 6.3.0.91. Olgu M pind ja o : I — M parametriseeritud joon
pinnal M. Parametriseeritud joont o pinnal M nimetatakse koverusjooneks
pinnal, kui parametriseeritud joone igas punktis «(¢) tihikkiirusvektor

s(t) = ! a'(t)

on pinna peasiht.

Olgu p € M pinna punkt. Oletame, et p ei ole pinna {imaruspunkt. Siis pinna
puutujatasandis 7, M on kaks peasihti ja nad on teineteisega risti. Jarelikult
pinna punkti p labib kaks koverusejoont ja nad on teineteisega risti.

Teoreem 6.3.0.92. Olgu M orienteeritud pind orientatsiooniga N ja o : I —
M parametriseeritud joon pinnal M. Orientatsiooni N ahendit parametrisee-
ritud joonele o tihistame Ny, st N, (t) = N(a(t)).

A) Parametriseeritud joon o on pinna M koverusjoon parajasti siis, kui
parametriseeritud joone igas punktis o(t) kiirusvektor @'(t) on kolli-
neaarne vektoriga N.,, kus

od
N, = - ((a(t))

on vektorvalja N, (t) tuletis parameetri t jirgi.

B) Kui« on pinna M kéverusjoon, siis pinna peasihile &' (t) vastav peakove-
rus k(a(t)) on vordne

<a@(t), No(t) >

)=

Toestus.

A) Toestame tarvilikust. Olgu v : I — M pinna kdverusjoon ja

-/
S

[a’|
. . . e . . . .. —
ithikkiirusvektor. Niitame, et parametriseeritud joone « kiirusvektor @’ on
kollineaarne vektoriga N/,. Koverusjoone definitsiooni kohaselt s on pinna
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peasiht, seega s on Weingarteni operaatori & omavektor, st kehtib &(s) =
k s, kus k on peasihile s vastav pinna peakoverus. Siit jareldub, et

G@)=ka’,

ja antud valemist jireldub, et vektorid &(a'”’), @’ on kollineaarsed vektorid,
st &(a”’) || @’. Weingarteni operaatori definitsioonist &(a”’) = —Vg N
jareldub, et vektor &(a”’) on kollineaarne vektoriga

R d
Va N = %(Noa) =N,

kust jireldub, et @’ || N/,. Piisavust toestatakse analoogiliselt.
B) Kui a on pinna M kéverusjoon, siis s, kus

1,

on pinna M peasiht. Seega peasihi s peakoverus on vordne

1 L 1
k= k(s)=k(= O‘/):<6(‘§/|O‘/)’|§/|O‘I>

1

]2

<a’ N, >.0

Teoreem 6.3.0.93. Olgu M orienteeritud pind orientatsiooniga Ny, B ta-
sand, Ny tasandi thiknormaalvektorvdli ja o pinna M ning tasandi B loike-
joon. Kui nurk vektorviljade Ny |q, Na|o vahel on konstantne (ei soltu loikejoo-
ne o punktist), siis pinna ja tasandi loikejoon o on pinna M koverusjoon.

Toestus. On ilmne, et Ny on konstantne vektorvili ja tasandi B suvalises
punktis p kehtib (Ny), = (p; @), kus 7 on tasandi iihiknormaalvektor (vaba
vektor). Seega N, on konstantne vektorvéli piki 1oikejoont « ja

(]a)' = (o)) =0 (630.12)

Teoreemi eelduse kohaselt vektorviljade skalaarkorrutis
< Nila, Na|o >= cos b,

kus € on nurk vektorvéljade Ni|,,Nso|, vahel, on konstantne funktsioon (ei
soltu loikejoone punktist). Jérelikult

d
£< < N1|Q,N2|a > ) =0.
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Kasutades skalaarkorrutise diferentseerimise valemit ja (6.3.0.12), leiame
< (N1|a)/,N2|a >= 0.

Seega (Ni|o)" L No|,. Analoogiliselt, diferentseerides vordsust < Ny |q, Ni|o >=
1, saame < (Ny|o)",N1|o >= 0, kust jareldub (Ni|,)" L Ny|,. Seega (Ni|,)" L
Nalo ja (N1|a)" L Ni|o. Kuid ldikejoone kiirusvektor @’ korral kehtivad samad
tingimused, st @’ L Ny|, ja@’ L Ni|,. Oletame, et vektorid Ny |4, Na|o on mit-
tekollineaarsed. Siis (N1|o)" = k @”’. Arvestades (Ni|o) = Vg N, = —&(a”),
saame &(a’) = —k @', ja see niitab, et @’ on peasiht ja seega 16ikejoon «
on pinna kéverusjoon. Kui vektorid Ny |4, Na|, on kollineaarsed, siis 16ikejoone
« igas punktis kehtib kas Ni|, = Na|, vOi Ny|, = —Nsl,. Igal juhul Ny|, on
konstantne vektorvili ja (N;|,)" = 0. Seega &(a’) = 0 ja @’ on Weingarteni
operaatori omavektor (omavéirtusega 0) ning o on kdverusjoon. [J

Niide 6.3.0.94. Antud teoreemist jareldub, et poordpinna meridiaanid ja
paralleelid on poordpinna kdverusjooned.

Geodeetilised jooned.

Definitsioon 6.3.0.95. Olgu M pind ja o : I — M parametriseeritud joon
pinnal M. Parametriseeritud joont o nimetatakse geodeetiliseks jooneks, kui
parametriseeritud joone igas punktis kiirendusvektor on risti pinna puutuja-
tasandiga, st @’ (t) L T, M.

6.4 Poordpinna Gaussi ja keskmine koverus
Ruumi E? koordinaadisiisteemi xy-koordinaattasandit t#histame E;fy. Olgu
+ 2 .
El, ={(z,y,0) € £, : y > 0},
a: I — E} parametriseeritud joon, kus a(u) = (g(u), h(u),0) ja suvalise

u € I korral h(u) > 0. Poorame tidhelepanu sellele, et parametriseeritud joon
« on regulaarne joon ja antud juhul see tdhendab, et kehtib

Kui parametriseeritud joont o péérame ruumis E? iimber z-koordinaattelje,
siis joone pooramisel tekib poordpind M,,. Selle poordpinna parameetriline
vorrand on

d(u,v) = (g(u), h(u) cosv, h(u) sinw), (6.4.0.13)
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kus u € I,v € [0,2x]. Teiste sonadega poordpinna parameetriline vorrand
médrab kujutust ¢ : U — E3 kus U = I x [0,27]. Pé6rdpinna M, igat
punkti p = ¢(ug, vg) 1dbib kaks parametriseeritud joont oy : [ — M,, s :
0, 27] — M, kus

ar(u) = é(u,v0) = (g(u), h(u) cos vo, h(u) sin o),
az(v) = @(ug,v) = (g(up), h(ug) cosv, h(ug) sinv).

Jargnevas parametriseeritud joont a; nimetame péordpinna meridiaaniks ja
parametriseeritud joont as nimetame pocrdpinna paralleeliks.

Poordpinna M, puutujatasandi T'M,, reeper koosneb meridiaani ja paralleeli
kiirusvektoritest

a(u) = ¢, = (6(u,v);g'(u), h'(u) cosv, k' sinv),
ay(v) = ¢ = (¢(u,v);0,—h(u)sinv, hcosv).

Siit leiame poordpinna esimese fundamentaalvormi kordajad
E=a/?=(¢)+ () F=<a/,a >=0, G=ay*=hr% (64.0.14)

Poordpinna esimene fundamentaalvorm g(du, dv) voi meetrika avaldub jérg-
miselt

g(du,dv) = ((¢')? + (W)?) du® + h* dv*. (6.4.0.15)

Podrdpinna teise fundamentaalvormi arvutamiseks valime péordpinna orien-
tatsiooni (ithiknormaalvektorvilja) puutujatasandi reeperi vektorite vektor-
korrutise abil .,

a X @

[a) x @
Kehtib [a) x @)/|* = EG — F? = h/(¢)? + (V)2 = hVE ja

o, xay = (¢(u,v); hh', —hg' cosv,—hg sinv),

ning
I " cosv "sinwv
N oy, — Ly, 9 Us.

VE ' VE VE

Leiame teist jarku tuletised

¢l = (¢(u,v);¢", h" cosv, h” sinv),
¢, = (¢(u,v);0,—h' sinv, b cosv),

¢l = (¢(u,v);0,—h cosv, —h sinv).

02
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Teise fundamentaalvormi kordajad avalduvad jargmiselt

1 h/ /
I = <N>¢Z2>:ﬁ‘h// gg// )
m = <N, ¢ >=0,
h/
n = <N@h>= J

v \/E
Rakendame Weingarteni operaatorit & poéordpinna puutujatasandi reeperi

vektoritele @/, @, . Weingarteni operaator teisendab neid poérdpinna puutu-
jatasandi vektoriteks, seega

6(@/) = aay +ba), 6(@y)=ca)+da,.
Kordajate a,b leidmiseks esimest vordsust skalaarselt korrutame iiks kord

vektoriga @, ja teine kord vektoriga @, . Arvestame, et

— —y g

<a/,a)>=F, <a/,a) >=F =0, <@, o >=G,
<B(@)),a) >=1, <6(@)),ay >=m=0.

Saame l
6(@’) = Eﬁlx
ja analoogiliselt
—\ n —\
S(ay) = q ay

Saadud valemitest jareldub, et meridiaanide ja paralleelide kiirusvektorid on
Weingarteni operaatori omavektorid, seega on nad péérdpinna peasihid. Siit
jareldub, et péordpinna meridiaanid ja paralleelid on péordpinna koverusjoo-
ned.

Tuletatud valemitest jéreldub, et

l
b= k= (6.4.0.17)

on poordpinna peakdverused. Siit leiame, et poordpinna Gaussi koverus K
on vordne

3

/

g h/ g/

K=k ky= 6.4.0.18
1 h2 h[(g/)2 + (h/)2]2 hl/ g// Y ( )
ja keskmine kdverus H on
hh/ //_h /h// N3 /h/2
o M hg W (g) 4 g () (6.4.0.19)

(P + W)PP
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Joonis 6.2: Rongaspind

Naiide 6.4.0.96. Olgu ruumis antud tasand ‘B ja sellel tasandil sirge L ja
ringjoon S, kusjuures sirge ei loika ringjoont. Kui ringjoont S p6érame timber
sirge L, siis tekib poordpind, mida nimetatakse tooriks voi rongaspinnaks. Ta-
sandiks P valime xy-koordinaattasandit, sirgeks L valime x-koordinaatteljet
ja ringjoone S keskpunkt asub y-koordinaatteljel punktis koordinaatidega
(0, R,0), kus R > 0. Ringjoone raadiust téhistame r ja eeldame, et ta rahul-
dab vorratust r < R. Ringjoone parameetriline vorrand on

a(u) = (r cosu, R+ sinu, 0).

Seega g(u) = r cosu, h(u) = R + r sinu. Rongaspinna parameetriline
vorrand on

¢(u,v) = (r cosu, (R +r sinu) cosv, (R+ r sinu) sinv), (6.4.0.20)

kus w, v € [0, 27]. Diferentseerimine annab

g = —rsinu, K =r cosu, ¢ = —r cosu, h”" = —r sinu.

Seega rongaspinna Gaussi koverus on vordne
sin u
K= , .
r(R+r sinu)

Naiide 6.4.0.97. Aheljoon on médratud vorrandiga
y:acoshz, z=0,
a

kus a > 0 on konstantne reaalarv. Vorrand niitab, et aheljoon asub zy-
koordinaattasandil. Kui aheljoont poérame timber x-koordinaattelje, siis te-
kib pooérdpind, mida nimetatakse katenoidiks. Katenoidi parameetriline vor-
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Joonis 6.3: Katenoid

rand on

¢(u,v) = (u,a cosh L cos v, a cosh Y sin v). (6.4.0.21)
a a

Varreldes poordpinna vorrandiga (6.4.0.13) leiame, et g(u) = wu,h(u) =
a cosh &. Diferentseerides saame

1
Jg=1, 4"=0, h':sinhg, B = = cosh 2.
a a a
Seega
LU U h q 1 U
(¢)? + (h)? =1+ (sinh 5)2 = cosh? = ‘ B 5,, =— cosh -

ja, kasutades poordpinna Gaussi koveruse valemit (6.4.0.18), leiame

1
K=——Fr—7—. 4.0.22
a? (cosh #)* (64.0.22)

Keskmise koveruse valemi murru lugeja liitkmed on vordsed

hh'g" _ 0,
1
—hg' W' = —(a cosh g) (5 cosh g) = —(cosh 3)2’
u
(g/>3 +g/ (h/)Q _ (COSh _)2,

a
ja nende summa on 0. Jarelikult katenoidi keskmine koverus H on null ja
katenoid on minimaalpind. <

Jargmine teoreem annab minimaalpindade klassifikatsiooni poérdpindade klas-
sis.



92 PEATUKK 6. KOVERUSED

Teoreem 6.4.0.98. Kui piordpind on minimaalpind, siis podrdpind on

1. tasand voi tasandi osa,

2. katenoid voi katenoidi osa.

Toestus. Olgu poordpind M tekitatud parametriseeritud joone
a:l— E° a(u) = (g(u), h(u),0), h(u) >0, (¢)+(h)*>0,

pooramise {imber z-koordinaattelje abil. On ilmne, et p66rdpind on taielikult
médratud, kui on leitud parametriseeritud joon «. Sellisel juhul péérdpinna
vorrand on

o(u,v) = (g(u),h(u) cos v, h(u) sinv).
Poordpinna keskmise koveruse valem on
hh g// o hg/ h! + <g/)3 + g/ (h/)Q
[(9")? + (R')?]2 '
Teoreemi eelduse kohaselt M on minimaalpind, seega H = 0. Minimaal-
pindade klassifikatsioon on leitud ja teoreem on toestatud, kui on leitud selle
vorrandi koik lahendid, kus otsitavaks on parametriseeritud joon a(u) =

(9(uw), h(u),0) voi selle parameetrilise vorrandi funktsioonid g, k. Vorrand
H = 0 on samavéérne vorrandiga

Wi g// . hg’ R 4 (g/)3 4+ g/ (h’)2 =0. (6.4.0.23)

Seega tuleb leida diferentsiaalvorrandi (6.4.0.23) koikvoimalikud lahendid,
kus tundmatuteks on funktsioonid g, h.

H =

Vorrandi (6.4.0.23) esimeseks lahendiks on parametriseeritud joon a(u) =
(g(u), h(u),O) selline, et ¢’ = 0. Toepoolest sellisel juhul ¢’ = 0 ja vorrand
(6.4.0.23) on rahuldatud. Mérgime, et sellisel juhul & on suvaline sile funkt-
sioon, mis rahuldab kahte tingimust h(u) > 0,(h’)* > 0. Millist paramet-
riseeritud joont « méérab selline lahend? Vorrandist ¢ = 0 jareldub, et
g(u) on konstantne funktsioon, st g(u) = ¢, kus ¢ on mingi reaalarv. Para-
meetriline vorrand a(u) = (¢, h(u),0) méédrab soltuvalt funktsiooni A muu-
tumispiirkonnast kas poolsirget (ta on risti z-koordinaatteljega ja asub xy-
koordinaattasandi {ilemisel poolel nii, nagu y-koordinaattelje positiivne osa)
voi selle osa. Poolsirge (voi selle osa) tekitab tasandit (voi selle osa), kui seda
poorame iimber x-koordinaattelje. Seega esimene lahend méérab tasandit.

Niitid iildsust kitsendamata eeldame, et ¢’ # 0. Sellisel juhul leidub funkt-
siooni t = g(u) poordfunktsioon u = g(t). Tahistame f(t) = h(g(t)). Niud
otsitava joone parameetriliseks vorrandiks on vorrand

'Y(t) = (ta f(t)> 0)7



6.4. POORDPINNA GAUSSI JA KESKMINE KOVERUS 93

ja tundmatuks funktsiooniks on ainult iiks funktsioon f. On ilmne, et v on pa-
rametriseeritud joone o imberparametriseerimine funktsiooni u = g(¢) abil.
Otsitava joone uue parametriseerimise korral diferentsiaalvorrand (6.4.0.23)
votab kuju

frr=1+(% (6.4.0.24)

Selle diferentsiaalvorrandi lahend on
£(t) = a cosh (g +b), (6.4.0.25)

kus a, b on lahendi konstandid. Parametriseeritud joon «(t) = (¢, a cosh (% +
b),0) tekitab katenoidi, kui seda poérame timber z-koordinaattelje. O
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