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EESSONA

Kéesolev kursus “Korgem matemaatika II”” koosneb kolmest suuremast osast, mida kisitleme
eraldi loengukonspekti osades.

Esimeses osas tutvume algebra ja geomeetria tdhtsamate mdistetega, tuletame meelde
vektoritega seotud tehteid ja 1opuks tutvume sirge ja tasandi vorranditega ruumis.

Teise o0sa alguses tutvume arvridade ja astmeridade mdistetega ja nende
koondumiskriteeriumidega. ~ Seejérel ~ tegeleme  mitme  muutuja  funktsioonide
diferentsiaalarvutusega, integraalarvutusega ning kordsete integraalidega.

Kolmandas osas Opime lahendama erinevaid diferentsiaalvorrandeid. Alustame koige
lihtsamatest vorranditest, mille lahendamisel piisab vaid integreerimisest, edasi tutvume
esimest jarku diferentsiaal-vorrandite erinevate liikidega ja nende lahendusmeetoditega.
Jatkame teist jarku diferentsiaalvorranditega, korgemat jarku diferentsiaalvorranditega ning
16puks uurime kahe muutuja funktsiooni jaoks osatuletistega diferentsiaalvorrandite
lahendamist.

Iga osa 10opus on ka loetelu kirjandusest, kust vastav Oppematerjal parineb ning kust on voimalik
huvi korral oma teadmisi tdiendada.

Kursuse “Korgem matemaatika II” ldbinud iilidpilane on ettevalmistatud jitkukursusteks
matemaatika, matemaatilise statistika, fiilisika, keemia ja informaatika alal, kus vdidakse ka
antud materjali osaliselt korrata. Kindlasti on kursuse eesmirgiks ka iilidpilaste matemaatilise
motlemisoskuse arendamine, mis tuleb kasuks igal erialal ja igal to6kohal.

Kursuse épieesmirgid, mis on kirjas Oppeinfosiisteemis, on jirgmised:
Selle kursuse ldbinud iilidpilane:

1. Oskab defineerida vektorruumi ja oskab leida vektorite skalaarkorrutist, vektorkorrutist ja
segakorrutist.

2. Oskab defineerida ja leida osatuletisi ja tdisdiferentsiaali mitme muutuja funktsioonile.

3. Oskab leida kahe- ja kolmekordseid integraale.

4. Oskab leida funktsiooni ekstreemumeid, tunneb Lagrange’i meetodit.

5. Teab hariliku diferentsiaalvorrandi moistet, oskab lahendada eralduvate muutujatega
vorrandit, eksaktset vOrrandit, lineaarset esimest ja teist jarku diferentsiaalvorrandit.

6. Tunneb osatuletistega diferentsiaalvorrandeid, oskab lahendada neist lihtsamaid.

7. Tunneb numbrilisi meetodeid diferentsiaalvorrandite lahendamiseks.
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Algebra ja geomeetria

|l PTK VEKTORID, VEKTORRUUMID

SISSEJUHATUS

Selles peatiikis tutvume algebra iihe olulise mdistega, milleks on vektorruum. Tegemist on
teatava ehitusega mittetiihja hulgaga. Vektorruumi mdiste on tegelikult iildisem, kui selles
kursuses vaatleme, kus reaalarvude hulga osas on suvaline korpus. Meie kursuses on korpuse
osas konkreetne korpus, milleks on reaalarvude korpus R. Kuna meie kursuses korpuse mdistet
ei vaadelda, siis reaalarvude korpust vaatleme kui reaalarvude hulka. Korpuse mdistet
tutvustatakse loengukursuses ,,Algebra I*.

Lisaks vektorruumi mdistele tutvume jargmiste moistetega: vektorruumi alamruum, lineaarne
kate, vektorruumi baas ja linecaarne soltuvus. Seejdrel Opime lineaartehteid vektoritega,
vektorite skalaar-, vektor- ja segakorrutise moisteid ning nende arvutamist.

Teises peatiikis tutvume sirge ja tasandi vorranditega ruumis. Vaatleme ruumi, tasandit, sirget
vOi punkti meie igapdevases ettekujutuses. Nad on meie jaoks defineerimata moisted ehk
algmdisted. Punkti on aastatuhandeid niitlikult ette kujutatud, kui pikkuseta ja laiuseta objekti.
Sirge, tasand ja ruum on teatud punktihulgad ja me tahistame neid vastavalt E,, [E, ja [E; abil.

Siin kasutatav tdht [E on esimene tdht sonast eukleidiline. Kuna sageli pole oluline, kas

defineeritava vektorruumi korral kasutatakse ruumi, tasandi vi sirge punkte, siis me Kirjutame
lihtsalt E.

Neid suurusi, mida on vdimalik iseloomustada tihe arvuga, nimetatakse skalaarseteks
(temperatuur, mass, t66). Neid suurusi, mille iseloomustamiseks on vaja arvu ja suunda,
nimetatakse vektoriaalseteks (joud, kiirus, kiirendus).

Kdigepealt tuletame meelde geomeetriliste vektorite kohta kdivad mdisteid, mis on koolist juba
tuttavad.

Vektoriks nimetatakse suunatud 16iku tasandil voi ruumis, 16iku millel tehakse vahet alguse ja

16pu vahel. Kui vektori algus on punktis 4 ja 13pp punktis B, siis vektorit tihistatakse AB v&i
d. Vektor on kindla sihi, suuna ja pikkusega 15ik. Siht on teda kandava sirge siht. Suund on
alguspunktist 16pp-punkti poole.

Vektori mooduliks nimetatakse tema pikkust, see on 16igu AB pikkus ja téhistatakse |ﬁ| =
AB, |d| = a. Vektori moodul on skalaarne mittenegatiivne suurus.

Nullvektoriks nimetatakse vektorit, mille algus- ja 16pp-punkt langevad kokku. Nullvektori
moodul on alati vordne nulliga, tema suund ei ole méiératud.

Uhikvektoriks nimetatakse vektorit, mille moodul on 1.

Kollineaarseteks vektoriteks nimetatakse vektoreid, mis asuvad iihel sirgel vdi paralleelsetel

sirgetel. Kollineaarseid vektoreid tdhistatakse c‘illI;. Kollineaarsed vektorid vodivad olla

samasuunalised @ 11 b vdi suunatud vastupidiselt @ 1L b.

Vastandvektoriteks nimetatakse kahte vastassuunalist iihepikkust vektorit d, —d.

Vordseteks nimetatakse kahte wvektorit, kui nad on kollineaarsed, samasuunalised ja
tihepikkused (ei pea olema rakendatud samast punktist).

Komplanaarseteks vektoriteks nimetatakse vektoreid, mis asuvad {iihel tasandil voi
paralleelsetel tasanditel.

Kohavektoriteks nimetatakse vektoreid, mille algus ja 1opp on ette antud, vektorid on seotud
kindla kohaga.
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Libisevateks vektoriteks nimetatakse vektoreid, mille alguspunkti voib suvaliselt nihutada
teda kandval sirgel. Naiteks jdigale kehale rakendatud joud.

Vabavektoriteks nimetatakse vektoreid, mis voivad olla rakendatud suvalisest ruumi punktist,
igat vektorit voib iile kanda paralleelselt iseendaga suvalisse ruumi punkti.

1.1. VEKTORRUUM ULE REAALARVUDE
Vaatleme mittetiihja hulka IV, mille elemente nimetame vektoriteks.

Definitsioon 1.1.

Mittetiihja hulka V nimetatakse vektorruumiks iile reaalarvude hulga R, kui sellel
hulgal on defineeritud lineaarsed tehted: hulgaV elementide liitmine ja hulga V
elementide korrutamine skalaaridega nii, et on tdidetud jargmised tingimused:

Hulk V on kinnine elementide liitmise suhtes: iga a, b € V' korral kehtib
a+bev.

1) Liitmine on assotsiatiivne: iga a,b,c € V korral kehtib

(a+b)+c=a+ (b+c). (VR1)
2) Leidub nullelement 0 € V, nii etiga a € V korral kehtib:
a+0=0+a=a. (VR2)
3) lgaa €V korral leidub vastandelement —a € V, nii et:
a+(—a)=—a+a=0. (VR3)
4) Liitmine on kommutatiivne: iga a,b € V korral kehtib
a+b=>b+a. (VR4)
Hulk V on kinnine skalaariga korrutamise suhtes: iga k € R jaiga a € V korral
kaeV.

Kehtivad distributiivsused:

5) lgak € Rjaigaa,b €V korral

k(a+ b) = ka + kb. (VR5)
6) lgak,l € Rjaiga a €V korral

(k+Da=ka+la. (VR6)
7) Skalaariga korrutamine on assotsiatiivne: iga k,l € R jaiga a € V korral

k(la) = (kDa. (VR7)

8) Unitaarsuse tingimus: iga a € V korral
la = a. (VR8)

Edaspidi nimetame vektorruumi iile reaalarvude hulga R lithidalt vektorruumiks. Vektorruumi
elemente nimetame vektoriteks, nullelementi nimetame nullvektoriks ja vastandelementi
nimetame vastandvektoriks.

Vektorruumi definitsioonist saame teha jargmised jareldused.
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Jareldus 1. Vektorruumis on ainult iiks nullvektor.
Jireldus 2. Vektorruumis on igal vektoril ainult {iks vastandvektor.

Vektorite a, b € V vaheks a — b nimetatakse vektorit
a—b=a+ (—b).

Vektorite lahutamisel kehtivad liitmisega analoogilised arvuga korrutamise distributiivsuse
omadused.

Jireldus 3. lga k € Rjaigaa, b € V korral kehtib
k(a— b) = ka — kb.
Jireldus 4. lga k,l € Rjaiga a € V korral kehtib

(k—Da = ka - la.
Jireldus 5. Iga a € V' korral kehtib:

O0a = 0.
Jireldus 6. Iga k € R korral kehtib:
k0 = 0.
Jéreldus 7. Iga a € V korral kehtib:
(-1a = —a.

Olulisemad vektorruumide tiiiibid: geomeetrilised ja aritmeetilised. Geomeetrilisteks
vektorruumideks on tasandi vabavektorite hulk E, ja kolmemdotmelise ruumi vabavektorite
hulk E5, milles defineerime tehted punktis 1.5. Aritmeetilised vektorruumid on hulgad R™, kus
n € N, millel tehted on defineeritud komponenthaaval:

(aq,...,a,) + (by,...,by) == (a; + by, ...,a, + by),

k(aq,..,a,) = (kay, .., kay,),
kui k,a4, ..., a,, by, ..., b, € R.

Niide 1. Koigi reaalarvude hulk R on arvude liitmise ja korrutamise suhtes vektorruum.

Niide 2. Kompleksarvude hulk € on vektorruum, kui liitmisena vaadelda kompleksarvude
liitmist ning reaalarvu c ja kompleksarvu a + bi korrutis defineeritakse kui c(a + bi) := ca +
chi.

Niide 3. Koik (m x n) maatriksid Mat,, , on maatriksite liitmise ja reaalarvuga korrutamise
suhtes vektorruumid (m, n € N). Vektorruum R™ on sisuliselt sama, mis Mat ,, .

1.2. VEKTORRUUMI ALAMRUUM. LINEAARKATE.
Olgu U vektorruumi V mittetiihi alamhulk.

Definitsioon 1.2.

Vektorruumi alamruumiks nimetatakse vektorruumi V mittetiihja alamhulka U, kui
U on vektorruumi V tehete (liitmise ja arvuga korrutamise) suhtes vektorruum iile
reaalarvude hulga R.
Liitmine ja arvuga korrutamine vektorruumis V on teheteks tema mittetiihjal alamhulgal U,
kui

1)iga a,b € U korral kehtib

a+beU. )
2)iga k € R jaiga a € U korral kehtib
kaeU. 2
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Kuna alamruum U c V, siis saame mittetiihja alamhulga U vektoreid liita ja arvuga korrutada.

Teoreem 1.1. Vektorruumi V mittetiihi alamhulk U on tema alamruum siis ja ainult siis, kui
vektorruumi V tehted on alamhulga U teheteks.

Tingimused (1) ja (2) on samavaérsed jargmise tingimusega:

3) lga k,l e R jaiga a,b € U korral kehtib ka + Ib € U. 3)
Niide 4. Vektorruum on iseenda alamruum, sest V. c V ja V # @ ning alamhulk V' on
vektorruumi V tehete suhtes vektorruum.

Niide 5. Vektorruumi nullvektorist koosnev alamhulk {0} on tema alamruum, sest mistahes
kahe arvu k,l € R ja mistahes kahe vektori a = 0,b = 0 korral vaadeldavast alamhulgast
kehtib tingimus (3), sest

kO+10=0+0=0.

Neid kahte alamruumi nimetatakse triviaalseteks alamruumideks. Vektorruumi 0 = {0}
nimetatakse triviaalseks vektorruumiks.

Niide 6. Kui vektori a € V, siis hulk {ka, k € R } on vektorruumi V alamruum.

Kuna nullvektor sisaldub igas vektorruumi V alamruumis, siis ei ole vektorruumi kdigi
alamruumide iihisosa tiihi.

Niide 7. Hulk U = {(k, 0,0), k, | € R} on alamruum vektorruumis R3.

Niide 8. Fikseeritud sirgetega paralleelsete vabavektorite hulk on alamruum tasandi
vabavektorite vektorruumis [E,.

Lause 1. Vektorruumi iga alamruum sisaldab nullvektorit.

Lause 2. Vektorruumi V iga alamruum on ise ka vektorruum tehete suhtes, mis on defineeritud
samamoodi nagu vektorruumi V tehted.

Teoreem 1.2. Vektorruumi V mistahes kahe alamruumi U; ja U, iihisosa U; N U, on samuti
vektorruumi alamruum.

Olgu a4, a,, ..., a,, vektorruumi V elemendid ja m € N. Mistahes avaldist
kia; + kya, + ...+ kpapy,

kus ki, ..., k., € R, aga ka selle avaldise poolt médratud V elementi, nimetatakse vektorite
a,..,a,, lineaarseks kombinatsiooniks. Skalaare kq,...,k,, nimetatakse selle
lineaarkombinatsiooni kordajateks.

Definitsioon 1.3.

Vektorruumi V elementide a4, a,, ..., a,, lineaarkatteks ehk lineaarseks katteks
nimetatakse hulka

L(al, a,, ..., am) = {k1a1 + kzaz + ...+ kmam, kl,kz, ,km € R}

Teoreem 1.3. Lineaarkate L(aq,ay,...,an ), Kusaq, a,,..,an, €V, on vektorruumi V
alamruum.

Niide 9. Vektorruumi R3 vektorite u = (1,0,0) ja v = (0,0,1) lineaarne kate on alamruum
L(u,v) ={(k,0,0),k, 1l € R}.
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1.3. VEKTORSUSTEEMI LINEAARNE SOLTUVUS JA
SOLTUMATUS

Votame vektorruumist teatav arv vektoreid, niiteks n € N vektorit. Uhte ja sama vektorit vdib
votta mitu korda, tdhtis on vektorite jérjestus.

Vektorsiisteemiks nimetatakse vektorite a4, ..., a,, € V komplekti a4, ..., a,,, kus on fikseeritud
elementide jarjekord.
Koige lihem vektorsiisteem koosneb iihest vektorist.

Definitsioon 1.4.

Vektorsiisteemi a;,...,a,, himetatakse lineaarselt soltumatuks, Kkui mistahes
k4, ..., k, € R korral vordusest
k1a1 + kzaz + ...+ knan =0 (4)

jareldub, et
k1=kz= =kn=0 (5)

Vektorite siisteemi nimetatakse lineaarselt soltuvaks, kui ta ei ole lineaarselt soltumatu.

Lineaarkombinatsiooni nimetatakse triviaalseks, kui koik tema kordajad on nullid. Kui
vihemalt iiks kordaja on nullist erinev, siis Oeldakse, et see lineaarkombinatsioon on
mittetriviaalne.

Teoreem 1.4. Uhest elemendist koosnev vektorsiisteem a on lineaarselt sdltuv siis ja ainult siis,
kui vektor a = 0 (vektor a on nullvektor).

Jireldus. Uhest elemendist koosnev vektorsiisteem a on lineaarselt sdltumatu siis ja ainult siis,
kui vektor a # 0 (vektor a ei ole nullvektor). Kui siisteem koosneb iihest vektorist, mis ei ole
nullvektor, siis see siisteem on lineaarselt sdltumatu, sest vordus ka = 0 kehtib vaid juhul, kui
k = 0.

Kui iiks vektoritest, nditeks a; on nullvektor, siis siisteem aq, ..., a,, on lineaarselt soltuv, sest
(4) kehtib juhul, kui votta niditeks k; =1,k, = .=k, =0. Kui o0sa vektoritest
aq, -, am, m < non lineaarselt soltuvad, siis on ka kogu slisteem lineaarselt soltuv, sest kehtib
vordus kiay + kya, + ...+ kpa,, = 0. Saame vorduse (4) kui votame kpppq = ... =k, = 0.

Teoreem 1.5.
Vektorsiisteem, milles on vdhemalt kaks vektorit, on lineaarselt soltuv siis ja ainult siis, kui
selle vektorsiisteemi viahemalt iiks vektor avaldub lineaarse kombinatsioonina iilejadnutest.

Toestus. Tarvilikkus.

Olgu vektorisiisteem ag, ..., a, lineaarselt soltuv siis on tdidetud tingimus (4) kusjuures
vahemalt iiks kordaja k,,, m = 1, ..., n on erinev nullist. Oletame, et k,, # 0. Siis vordusest (4)
saab avaldada

ap=—7—0a; ——
k
n

See tdihendab, et a,, on lineaarne kombinatsioon iilejddnutest.

Piisavus.
Olgu niiteks tiks vektor a,, avaldatav lineaarse kombinatsioonina iilejaanutest a,, = k;a, +
kya, + ...+ k,_qa,_1.
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Kirjutame vorduse teisiti kjaq + kya, + ...+ kp_1a,-1 + (—1)a, = 0. Siis on tdidetud
vordus (4) kusjuures k,, # 0, mis tdhendab, et vektorid on lineaarselt sdltuvad. "

Jireldus. Vektorsiisteem, milles on vdhemalt kaks vektorit, on lineaarselt sdoltumatu siis ja
ainult siis, kui sellest vektorsiisteemist ei saa avaldada iihtegi vektorit iilejidnud vektorite
lineaarkombinatsiooni kaudu.

Definitsioon. Vektorsiisteemi aq,...,a, alamsiisteemiks nimetatakse vektorsiisteemi
a, , ..., a;, kuiarvud k, iy, ..., i) € N selliselt, et i; < - < .

Teoreem 1.6. Vektorsiisteem, millel on lineaarselt sdltuv alamsiisteem, on lineaarselt soltuv.

Jireldused:

1. Lineaarselt s0ltumatu vektorsiisteemi koik alamsiisteemid on lineaarselt s6ltumatud.
2. Vektorsiisteem, mis sisaldab nullelementi, on lincaarselt soltuv.

3. Lineaarselt sdltumatu vektorsiisteem ei sisalda nullelementi.

Niide 10. Olgu V vektorruum. Kas kehtib jargmine véide: kui a,b,c € V on lineaarselt
soltumatud vektorid, siis ka a + 2b; b + 2c ja ¢ + 2a on lineaarselt soltumatud?

Oletame, et k(a+2b)+1I(b+2c)+m(c+2a)=0, kus k,,m on mingisugused
reaalarvud. Kasutades vektorruumi aksioome, saame, et ka (k + 2m)a + (2k + )b + (21 +
m)c = 0.
Kuna vektorid a,b,c on lineaarselt soltumatud, siis sellest vordusest jareldub, et
lineaarkombinatsiooni koik kordajad on vordsed nulliga:

k+2m=2k+1=2l+m=0.

Jarelikult 4m —1=0=2l+m, kust 9m =0 ja seega m=1=k = 0. Seega oleme
ndidanud, et lineaarkombinatsioon k(a + 2b) + l(b + 2c¢) + m(c + 2a) on triviaalne, mis
tahendab, et vektorid a + 2b; b + 2c ja ¢ + 2a on lineaarselt soltumatud.

Naiide 11. Naidata vektorite siisteemi 2x + 1; x — 2 lineaarselt soltumatust.

Oletame, et k(2x + 1) + [(x — 2) = 0. Funktsioonid on vdrdsed, kui nende vaartused on koigi
argumendi vaartuste korral vordsed. Seega iga x, € R korral k(2x, + 1) + I[(xy — 2) = 0 ehk
2k + Dxy + k — 21 = 0. Vottes x, = 0, saame k = 21. Vottes x, = 2, saame 5k = 0. Seega
k =1 = 0 ja siisteem on lineaarselt s0ltumatu.

Definitsioon 1.5.

Vektorruumi V vektorite siisteemi M nimetatakse moodustajate siisteemiks ehk
tekitajate siisteemiks, kui vektorruumi V iga vektor avaldub siisteemi M kuuluvate
vektorite lineaarkombinatsioonina.

Enamasti on vektorruumil palju moodustajate siisteeme, moned neist suuremad, mdned
védiksemad. Eriti kasulikud on moodustajate siisteemid, mille kaudu iga vektori saab avaldada
tapselt tihel viisil.

Vastavalt definitsioonidele voime Gelda, et siisteem aq, ..., a; on vektorruumi ¥V moodustajate
siisteem parajasti siis, kui I/ on selle siisteemi lineaarne kate:

V = L(ay, ..., ag).

Lemma 1. Olgu ay, ..., ay vektorruumi V moodustajate siisteem. Kui selle siisteemi mingi
vektor avaldub iilejadnud vektorite lineaarkombinatsioonina, siis selle vektori viljajdtmisel
slistemist a4, ..., ag saame jallegi vektorruumi V moodustajate slisteemi.
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Kuna siisteem aq, ...,a; on lineaarse katte L(a, ..., a,) moodustajate siisteem, siis saame
lemmast 1 teha jargmise jarelduse.

Jireldus. Kui vektor a;, kus i € 1,2, ...,n, avaldub siisteemi ay, ..., a,, llejdganud vektorite
lineaarkombinatsioonina, siis

L(ay,...,a,) = L(ay,a;_1,Qjyq, ) Qp)-

Niiteks L(a, b,a,c,b,b) = L(a,b,c) mistahes vektorite a, b, c € V korral.

1.4. VEKTORRUUMI BAAS. VEKTORI KOORDINAADID.

Definitsioon 1.6.

Vektorruumi V baasiks {ey, ..., e,,} nimetatakse vektorruumi V lineaarselt soltumatut
moodustajate siisteemi.

Teoreem 1.7. Vektorruumi kdikides baasides on samapalju elemente.

Vektorruumi modtmeks ehk dimensiooniks nimetatakse elementide arvu vektorruumi baasis.
Ainult nullvektorist koosneva vektorruumi maotmeks loetakse arv 0. Selles vektorruumis ei ole
baasi, sest ei ole lineaarselt sdoltumatuid vektorite siisteeme.

Vektorruumi V moddet tahistatakse dim (V).

Kui vektorruum V on n-mddtmeline, siis vektorruumi baasiks on {e,...,e,} ja baasi
definitsiooni kohaselt avaldub vektor a € V reaalarvude x4, x5, ..., x,, € R kaudu jargmiselt:

a=Xxqeq + X289 + ...+ Xn€n-

Definitsioon 1.7.

Vektori a koordinaatideks baasil {eq,...,e,} nimetatakse kordajaid xq,x,,...,x,
avaldises
a = Xxq1éq + X2€7 + ...+ Xn€n.

Vektori koordinaadid igal baasil médratakse iiheselt.
Vektorite liitmisel, lahutamisel ja arvuga korrutamisel tuleb vektorite koordinaadid vastavalt
liita, lahutada ja arvuga korrutada.

Olgu vektorruumi V kaks erinevat baasi {e,, ..., e,} (vana baas) ja {es, ..., en} (uus baas) ning
kuulugu vektor a € V vektorruumi V. Avaldugu vektor a uue baasi kaudu jargmiselt:

a=xje; +x3e; + ...+ x5ep.
Uue baasi elemendid avaldugu vana baasi kaudu jérgmiselt
e; = a8+ aze; + .+ age,
€y = Q61 + Ay + ..t Apaey
en = Qupey + ayney + ...+ apnen
Leiame a koordinaadid vanal baasil:

a=xje; +x3e; + ..+ x5, =
Y ’
=x;(ay161 + azre; + .+ apey) + x5(a0e + aze, + o+ agze,) + oo
+ x5 (aypey + apnes + ot apnen).
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Votame kokku litkkmed vana baasi kaudu, saame:

_ ! 2 r ! r !
a = (xja;1e1 + x1a3165 + ...+ x1a16,) + (x3a1261 + X5a9,65 + ..+ X5a.e,) + ..
+ (xj,a1p61 + Xpan65 + oo+ X Qpnen) =
_ ’ ! ! ! ’ ’
= (x1a11 + X501 + ..+ xpa1)e; + (x1ay1 + X505, + o+ Xpa0,)€ + oo
+ (X1Ap1 + X50p2 + .+ XpApp)en.

Saime koordinaatide teisenemise valemid tileminekul tihest baasist teise:
—_ ! ! !
X1 = QX1 + Q1% + o+ agpXy,
—_ ! ! !
Xy = Ap1X) + AppXy + .o+ AgpXy,
Xp = Ap1X1 + ApaXy + oo+ QupXo.

Antud seost on voimalik esitada maatrikskujul jargmiselt:

!
X1 A1 Q12 - Qqn X1
Xp | _ [ Q21 Q22 - G2n || x5
Xn An1 QAnz - dnpn x;l
Tahistame maatriksi
A1 QA2 - Qip
a21 a22 e aZn
A=
Ap1 Qpz - Qpp

Maatriksit A nimetatakse baasiteisenduse maatriksiks tileminekul vanalt baasilt uuele baasile.
Baasiteisenduse maatriks on regulaarne, see tahendab, et |A| # 0.
Saame iileminekuvalemid kirjutada liihemal kujul:

X1 X
*21_4 X3
Xn x;l
Kehtib ka vastupidine seos:
X3 X1
x’2 — A_1 X2
x;l Xn

Niide 12. Toestage, et hulk U = {(uq, uy,.., Up_1,U1) | Uy, Uy, ..., Up—1 € R} € R™ 0N
vektorruumi R™ alamruum ning leidke selle alamruumi baas ja mdode.

Niitame, et hulk U on vektorruumi R™ alamruum. Kuna (uq,uy,..,Up_q,U;) +
(Wi, V2, V1, 1) = (Ug + V4, e, Up—q + Upp, Uy + 1) € U, sest viimase vektori esimene
ja viimane komponent on vdrdsed, siis U on Kkinnine liitmise suhtes. Kuna
k(uy,uy, .., up_q,uy) = (kuq, kuy, .., ku,_1, kuy) € U,siis U on kinnine ka reaalarvuga
korrutamise suhtes. Seega U on alamruum. Alamruumi U vektorite siisteem

e; = (1,0,0,...,0,1),
e, = (0,1,0, ...,0,0),

en_1 = (0,0,0, ...,1,0).

10
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on lineaarselt soltumatu, sest tikski vektor ei avaldu iilejadnute lincaarkombinatsioonina. Ta on
ka moodustajate siisteem, sest alamruumi U iga vektor (uq, u,,..,u,_1,u;) € U avaldub kujul
(Ug, Uy, .o, Up_q1, Uq) = Ugeq +Uzey + oo+ Uy 1651

Jarelikult e, ey, ...,e,—; oOn alamruumi U baas. Kuna vektorruumi moddde on tema
baasivektorite arv, siis dim U = n — 1.

1.5. VEKTORID. LINEAARTEHTED VEKTORITEGA

Edasi vaatame vabavektoreid ja defineerime vabavektorite jaoks lineaartehted.
Lineaarteheteks vektoritega on vektorite liitmine ja vektori korrutamine skalaariga.

Vektorite @, b € E summaks nimetatakse vektorit € = @ + b, mille alguspunkt langeb

kokku vektori @’ alguspunktiga ja 15pp-punkt vektori b 16pp-punktiga. Eeldusel, et vektor b
on rakendatud vektori @’ I6pp-punkti. Kahe vektori korral kehtib roopkiiliku reegel. Seda
definitsiooni on vdimalik iildistada suvalise 10pliku arvu vektorite jaoks. Suvalise 16pliku arvu
vektorite korral kehtib hulknurga reegel.

b

b

8|

Vektori a korrutiseks arvuga k nimetatakse vektorit ka’, mis on vektoriga a
samasuunaline kui k > 0 ja temaga vastassuunaline kui k < 0.

Lineaartehete omadused. a
T+b=b+7a kommutatiivsus >
. (@+b)+cT=a+(b +¢) assotsiatiivsus .
ki(k,a’) = (kiky)a —0,5a 0,5a
(ki + ky)a = kya + kya’ —
k(@+b)=ka +kb By

e

Toestus
Kuik > 0,04 =a,0A, =ka, AB =b, A,B, =kb.

Liidame algul @ + b ja leiame k(@ + b ).

|
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Siis leiame ka’, kb’ ja lildame. Saame sama vektori.

Sarnased kolmnurgad
OA AB OB

_— =S = — =
04,  A.B, 0B,

S,

0B, =k-0B, OB =a+b, OB,=ka +kb.
Iga vektori @’ voib esitada iihikvektori e (|e’| = 1) abil, mis on vektoriga a” samasuunaline
a =|al-e voi
1

e =—a.
la’l B C
M

Niide 13. Olgu ristkiiliku kiiljed AB = @; AD = b . a
Leida AC; MA; MB'; CD nende vektorite kaudu.

AC =AD +DC =@ +b), A Y D

MA = —-AM = _EAC = —E(a +b),

1, = 1, -
MB = MA + AB =—§(a +b)+a =5(a —b),
CD =-DC =—-AB = —a’.

1.6. VEKTORI PROJEKTSIOON TELJEL
Punkti A projektsiooniks sirgele I nimetatakse punkti A4, A

milles sirge [ 16ikub tasandiga, mis 1dbib punkti A ja on risti sirgega [.

Olgu AB = @ suvaline vektor. Téhistame A; vektori AB alguspunkti
A projektsiooni teljel [ ja B; vektori AB 16pp-punkti B projektsiooni
teljel 1.

Vektori AB = @ komponendiks teljel I nimetatakse vektorit
A{B; = a;, mille alguspunkt langeb iihte vektori AB alguspunkti

projektsiooniga teljel [ ja 16pp-punkt vektori AB 16pp-punkti A B
projektsiooniga samal teljel.

722 ’
Vektori AB = @ projektsiooniks teljel I nimetatakse arvu Ay B,

prAB = +|4,B, | = +la;.

Vektori projektsioon tuleb varustada plussmirgiga, kui komponentvektori suund langeb iihte
telje suunaga ning miinusmargiga, kui vektori komponent teljel on teljega vastassuunaline.

Vektori projektsiooni omadused.
1. vdrdsete vektorite projektsioonid samale teljele on vordsed

12
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vektori korrutamisel arvuga korrutub sama arvuga ka tema projektsioon

3. vektorite summa projektsioon mingile teljele vordub liidetavate

vektorite projektsioonide summaga samal teljel

4. vektori projektsioon teljel vordub selle vektori pikkuse ning vektori ja

telje vahelise nurga koosinuse korrutisega pr;a’ = |@’| - cos ¢.

Olgu meil antud koordinaadid 3-mo&tmelises ruumis.

Z r' N
A1 1

s /
[‘ —————— P{x,y,z)
| | |
| r IZ |
I | |
: "

[ s
| X 0 I // ;
nyy
P, 'y

Punkti P kohavektoriks nimetatakse vektorit 7, mille projektsioonid koordinaattelgedel

vorduvad punkti P koordinaatidega.

Vektori koordinaatideks nimetatakse vektori projektsioone koordinaattelgedele. Vitame

kohavektori

7 =(x,y,z) 7 =0P =0P, + PP, + PP

komponendid ruumilise teljestiku telgede sihtidest. Toome sisse koordinaattelgede suunalised

thikvektorid
T = (1,0,0), [Tl =1; 7 =(01,0), 17

—_— L s

OP, = xU; PP, =yJ; PyP =zk.

Lk =(01), [k]=1

Teoreem 1.8. Iga vektorit 7 = (x,y, z) v&ib iihesel viisil esitada kujul ¥ = xT° + yJ + zk .

Toestus.

Olgu 7 suvaline vektor 3-mddtmelises ruumis ja x, y, z tema projektsioonid koordinaattelgedel.
Kuna vaatleme vabu vektoreid, siis vdime rakendada vektori 7" punktis 0. Saame kohavektori

OM =7, mille koordinaadid on samuti x, y, z.

VA
r N C
“ M /// /7:
B B M
T : u? = x% + y? : - I
. ' r? =u?+ z* | |
k| /. | r2=x%+y%24+22 | :
7 ] | . R | 0 - >
0 | / y | / y
______ % A YD
X /
X
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Vastavalt vektorite liitmise reeglile voime kirjutada OM = OA + AD + DM,

AD =0B, DM =0C, OM =0A +0B +0C.

Avaldame vektori OM komponendid tema projektsioonide ja telgede iihikvektorite kaudu

_— L —

OA =xU; OB =vyJ; 0C = zk .
Saime 7 = xU + yJ + zk . n
Kui vektor on rakendatud koordinaatide alguspunkti, siis tema projektsioonid
koordinaattelgedele x,y,z langevad kokku 10pp-punkti M koordinaatidega. Kuna
koordinaatteljed on omavahel risti, siis vektori 7 = OM pikkus vdrdub vektoritele xt, yJ’, zk

ehitatud risttahuka diagonaali pikkusega |7°| = /x2 + y?2 + z2. Asetsegu vektori a’ alguspunkt
punktis A ja 16pp-punkt punktis B:

0A =x,U+y,J +z:k; OB =x,0 +v,] +2z,k; OB =O0A +A4B.

Avaldame vektori AB :

AB = OB - OA = xz? + yz_]_) + Zz? - (x]_? + yl_T + Z]_F)) =
= (t; —x)T+ (72 —y)J + (2, — 2k

Saimea = (x; — x4,Y2 = Y1,Z; — z1); |a’| = \/(xz —x1)%+ (Y2 —y1)? + (22 — z1)%

1.7. VEKTORITE SKALAARKORRUTIS
Olgu antud vektorid @ = (xy,y1,21) jab = (xz Vo, 25).
Kahte vektorit loetakse vordseks, kui nende vastavad koordinaadid on vordsed

X1 =X2,Y1=Y2,Z1 = Z3.
Vektorite summa ja vahe koordinaatkujul avaldub jargmiselt

T+b = (xlT +y 7 + Zlf) + (x27 +y,7 + ZZF) =
= ()T + 01 290 + (@ 2 2k,
@b =1 %,y1 £ Y221 + 2,).
Vektori korrutamine skalaariga
2@ =AU+ T+ Zlf) = 1,0+ T + Azyk,
Ad’ = (Axq, Ayq,Azy).

Kahe vektori skalaarkorrutis.
Olgu antud vektorid @, b € E.

Definitsioon 1.8.

Vektorite @’ ja b skalaarkorrutiseks nimetatakse arvu, mis vérdub nende vektorite
pikkuste ja nendevahelise nurga koosinuse korrutisegaa - b = |a’| |b | CoSs .

14
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Vektori @’ = (xq,y1,2,) pikkuse arvutamise valem

la’| = /xi +yi + 25,
Skalaarkorrutise omadused.

1. Kommutatiivsus @b = b - @

@b =|alph @b =|b|pna, b-a@=|b|l@]|cos(2m— ) = a||b]cos .
2. Distributiivsus@ - (b +¢€)=a b +@ - ¢.

Eta-b = |a] |b|cos<pja

. _[@l[p|cosp  _ [@||p]|cosg
prgb = @ pa = T

)

prab = |b|cosp, pry@ =|a|cosp, @-b =|a|prb =|b|pra,

a-(b+0)=alpr(b +7) =Ia| (prab +praC) = @ prab + || prC =
=a-b+a-c
Distributiivsus jareldub vektori projektsiooni omadustest.

3. Assotsiatiivsus skalaariga korrutamise suhtes
@a-(ab)=@a) b =A(a-b).

Jareldub vektori projektsiooni omadustest.

——>

= |a’| |&@’] cos0 = |a’|?,

la’| =vVa -a /x1+y1+zl, v =k -k =1.

Skalaarkorrutise arvutamise valem koordinaatkujul. Et leida skalaarkorrutist

koordinaatkujul, leiame iihikvektorite skalaarkorrutised. Et 7,7,k on paarikaupa risti, siis
skalaarkorrutised

T-T=T-k=7-k =0.
Leiame korrutise

E)F: (x17+y1f+ le)) ) (XZT+y2]_)+ ZZE)) =
= x0T 1) + 207, )+ 212,(T k) + 310G D) + 31520 D + vz (7 k) +

+zlx2(F . T) + Zlyz(F T) + 7,2, (F . F) = X1Xy + V1Vy + 212,.

Skalaarkorrutise arvutamise valem koordinaatkujul

—

E) b = X1X2 + yY1)Y2 + Z12Zy.

Vektorite ristseisu ja kollineaarsuse tingimused.
1. Ristseisu tingimused.

Kui vektorid ristuvad, siis nendevaheline nurk on 90 kraadi, seega
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T n_o
<p—2, cosz— .

Skalaarkorrutise vordumine nulliga annab vektorite ristumise tingimuse

a - F =0, X1X2 + Y1Y2 + 212, = 0.

2. Kollineaarsuse tingimused.

Kui vektorid on kollineaarsed, siis nad on paralleelsed iihe sirgega ja voib Kirjutada @’ = kb,
kus k on mingi arv (x4, y1,21) = (kx,, ky,, kz,). Vektorite vordsusest saame

xl = kxz,yl == kyz,Zl = kZZ.

Kahe vektori kollineaarsuseks on tarvilik ja piisav vektorite vastavate koordinaatide

vordelisus
X1 Y1 7
— T e— T e— k.
X2 Y2 Z

1.8. KAHE VEKTORI VAHELINE NURK

Lihtume skalaarkorrutise definitsioonist @ -b = [a’||b | cos . Avaldame seosest suuruse
cos ¢, tulemuseks saame kahe vektori vahelise nurga arvutamise valemi.

Vektorite vahelise nurga koosinus avaldub skalaarkorrutise valemi kaudu

—

E' b X1X2 +y1y2 +lez

i
FIL s+t 493+ 2

0s @

1.9. VEKTORI SUUNAKOOSINUSED

Vektori suunakoosinusteks nimetatakse nende nurkade koosinusi, mis
vektor moodustab koordinaattelgede positiivsete suundadega. 4
Suunakoosinusi tdhistame cos a, cos 8, cosy. z
Kui leiame skalaarkorrutise vektorist a” = (x,y;1,21) ja
ithikvektorist © = (1,0,0), saame

a T=x"1+y,-0+2,-0=x,.

Skalaarkorrutis on avaldatav ka jargmiselt:

a-1=|al|ll| cosa, cosa=-—.

|a’|

Analoogiliselt saame leida suunakoosinused

Y1 z
cosf =ﬁ; cosy=ﬁ.

16
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Tdstame koik suunakoosinused ruutu ja lildame kokku

2 2 2 2 2 2
X y z x{+yitz
2 2 2 1 1 1 1 1 1
Ccos“ a + cos + cos ===+ = —— = —
p VSR @r T er la’|?

Et|a| =Va - @ = x? + y? + z2, siis cos? a + cos? B + cos?y = 1.
Olgu vektor e’ vektoriga a” kollineaarne iihikvektor, siis [e’] = 1.

— X1 Y1 Z1
@ al @l = (cosa,cosf,cosy).

Niide 14. On antud vektor @ = (1,—2,2). Leida vektori pikkus ja iihikvektor, mis on
samasuunaline vektoriga a’.

Arvutame  koigepealt vektori @ pikkuse: [a@’| = /12 + (=2)2 + 22 =3. Vektori
suunakoosinused on:

_oxp 1 oy 2 oz 2
cosa—la,l—3 cosﬁ—la,l— 3 COSY_IE’I_S'

Vektoriga @’ samasuunaline tihikvektor on seega

d_(l 22)
Y =\3""3"3)

Niide 15. Kontrollida, millised vektoritest @ = (—=1,2,3),b = (1,—2,—3),¢ = (2,1,0) on
kollineaarsed, millised asetsevad risti.
- 1
allb,sest ——=—=—.
a ” Ses 1 )

Kontrollime vektorite ristseisu:

—

@ C=-2+24+0=0 =2 alc b-T=2-2+0=0 =0b |C.

1.10. VEKTORITE VEKTORKORRUTIS

Mittekomplanaarset kolmevektorilist vektorsiisteemi @, b, ¢ nimetatakse parema (vasaku)

kie kolmikuks, kui vektori @’ pdoéramisel lithemat teed pidi vektori b poole toimub kellaosuti
litkumise suunale vastupidises suunas (kellaosuti litkumise suunas).

Vasaku kae kolmik Parema kie kolmik
Olgu antud vektorida’, b € Ej.
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Definitsioon 1.9.

Vektorite @’ ja b’ vektorkorrutiseks nimetatakse vektorit ¢, mis rahuldab tingimusi:
1. Vektor € on risti tasandiga, mis on méératud vektoritega @ ja b :
(@xb)la,(a@xb)Lb
2. Kehtib parema kie reegel: tema suund on selline, et parema kée poidla ja esimese

sorme seadmisel vastavalt vektorite @’ ja b suundadesse niitab peopesa poole podratud
keskmine sorm vektori suunda;

voOi: vektorkorrutise suunaks on parema kie kruvi liikumise suund, kui kruvi pead
pOdrata esimeselt vektorilt teise suunas lithimat teed modda;

voi: vektorsiisteem a@’, F, @ x b on parema kie kolmik.
3. Vektori @ x b pikkus on vérdne |[@ x b | = |a@’||b | sin ¢.

Joonis 1.1. Vektorkorrutis.

Vektorkorrutise omadused.
1. Vektorkorrutise vektori pikkus on arvuliselt vordne vektoritele @ ja b’ ehitatud
roopkiiliku pindalaga.
2. Vektorkorrutis ei ole kommutatiivne, tulemus soltub tegurite jarjekorrast
@xb=-bxd.
3. Vektorkorrutis on vordne nulliga, kui iiks vektoritest on nullvektor voi vektorid on
kollineaarsed

axb =0 @|b sing=0, [a|=0]b]=0.
4. Vektorkorrutise pikkus [@ x b | = |@| [b'|, kui @ Lb  (on risti).
5. Skalaariga A korrutamine: (Aa) x b =@ x (Ab) = 1 (@ x b).

6. Vektorkorrutise distributiivsus: @ x (b +¢) =@ xb +a@ X ¢.
VEKTORKORRUTISE LEIDMINE KOORDINAATKUJUL.

Samade iihikvektorite vektorkorrutised on kollineaarsuse tttu vordsed nulliga vektorkorrutise
3. omaduse pdhjal:

UXT=7%x7=k xk =0.

Erinevate iihikvektorite vektorkorrutised on vdrdsed nendega ristuva kolmanda tihikvektoriga,
mark parema ke reegli jargi:

UXJ] =k, kxv=7, Txk =1,
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TXT=-k, TUxk=-], kxJ=-T

Koordinaatkuju ~ saamiseks leiame  vektoritt @ = (x;,v4,2;) ja b = (X2, ¥2,22)
vektorkorrutise, arvestades ihikvektorite vektorkorrutiste vaartusi:

E)XF: (xll_>+y1]_)+21?) X (x2?+y2j)+22?) =
= x0T X TV) + ., XJ) + x122(? X F) +y1%( X D) +y1y.(G %)) +
+y12,(J" % F) + lez(E) XT)+ zlyz(E) x7)+ leZ(F X E)) =

=Tz — 21Y2) + ] (21%, — X12,) + E)(Xﬂ’z — Y1X2).

Vektorkorrutise arvutamise valem koordinaatkujul on

E’xf—(yl Z1| |Z1 x1| |x1 }’1|)
Y2 Za1’1z; X1’ 11X Yal)”

Teine esitusviis:

L L —

E’XF= L J k :TJ’1 Z1|+ﬁ|l1 x1| — X1 )’1|
Y1 Y1z v, 2zl 7 |z, x, X2 Y2l
X2 Y2 23

Niiide 16. Leida vektorkorrutis @ x b_ja roéopkiiliku pindala, kui @ = (0,5,1),b = (=3,2,1).
Koigepealt leiame vektorkorrutise, rodpkiiliku pindala on vektorkorrutiseks oleva vektori
pikkus.

= A S D=0 S Do

|@ xb'| =9 +9 +225 = v243.
Niiide 17. Leida k nii, et vektorid @ = (1,—-2,2) jab = (3,4, k) asetseksid risti (@’ Lb ).
Vektorite ristseisu tunnuseks on skalaarkorrutise vordumine nulliga:
5) ' F = 0, xle + ylyz + lez = O
Leiame skalaarkorrutise ja vordsustame nulliga, saadud avaldisest avaldame k.

3:1-4-2+2-k=0=k=25.

1.11. KOLME VEKTORI SEGAKORRUTIS

Olgu antud kolm vektorit @, b, ¢ € Es.
Definitsioon 1.10.

Vektorite @, b ja ¢ segakorrutiseks nimetatakse arvu@ b ¢ = (@ x b ) - C.

Segakorrutis sisaldab nii skalaarkorrutist kui ka vektorkorrutist.
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Niitame, etkui @, b jac on mittekomplanaarsed, siis nende segakorrutis vordub vektoritele
ehitatud rooptahuka ruumalaga. Mittekomplanaarsus tihendab seda, et vektorid ei ole
paralleelsed iihe tasandiga.
Vektoritele @, b ehitatud rodpkiiliku pindala on S = |@ X b |. Siis segakorrutis on vdrdne
@b T =|axb||c|cosy = S,H=V.
Ro6ptahuka ruumala on vordne pohjapindala ja kdrguse korrutisega
H = |c’| cosy.

Segakorrutis on vordne rodptahuka ruumalaga ainult sel juhul, kui tegurid moodustavad parema
kie kolmiku, vastasel korral on korrutis miinusmérgiga.

Joonis 1.2. Segakorrutis.

Segakorrutise omadused.

1. (E) X F) c=a- (F X F’), sest vektorid madravad sama rodptahuka ja moodustavad sama
orientatsiooniga kolmiku. Kehtivad ka vordused:
c-(@xb)=(@xb)c=(bx7) @
Oluline ei ole, kumb méark on vektorkorrutise, kumb skalaarkorrutise mark. Vektorkorrutises

jérjekorra vahetamisel mirk muutub @ X b = —b X @.
2. Kahe korvutiasuva teguri omavaheline vahetamine muudab segakorrutise mérgi.

—

@dbc=-bac=-ach=bca=cab=-Cha.
Tegurite tsiikliline vahetus segakorrutist e muuda.

SEGAKORRUTISE LEIDMINE KOORDINAATKUJUL

Koigepealt leiame vektorite a = (xq,v1,2¢) ja b = (x5,¥2,2,) vektorkorrutise, mille
korrutame skalaarselt vektoriga ¢ = (x3, v3, 23).

I
o L e B[ 87
pr— x Z — .
1 N A Y2 Zp Zy X X2 Y2
Xo Y2 Zp
X1 Y1 7
— TN — Y Z Z; X X1 N
aXb)c= |-x +| | | |'Z = |X2 Y2 Zy|.
( ) Y2 Zp 3 Zz Xy 3 X2 Y2 3
X3 Y3 Z3

Determinandis on tehtud kahel korral kahe rea omavaheline vahetus, mille tulemusena mark
ei muutu.
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Segakorrutise leidmise valem koordinaatkujul on
X1 Y1 Z1

X2 Y2 23
X3 Y3 Z3

abc=(axb)c=

Kui kolm vektorit asuvad iihel tasandil, siis neid nimetatakse komplanaarseteks. Kui vektorid

a,b ja ¢’ on komplanaarsed, siis nende segakorrutis vordub nulliga, vektoritest moodustatud
rooptahuka korgus on null.

Niide 18. Olgu antud vektorid @ = (3,1,2), b = (2,2,3) ja ¢ = (1,3,1). Leida vektoritele
ehitatud rodptahuka ruumala.

312
abc=[2 2 3/=-12
131

Saime ruumala véartuseks VV = 12. Vektorid ei ole komplanaarsed aga ei moodusta parema kie
kolmikut, seega vektorkorrutise mérk tuli negatiivne, ruumala on alati positiivne suurus.

1.12. MONINGAID ANALUUTILISE GEOMEETRIA
TAHTSAMAID ULESANDEID

1. Kahe punkti vaheline kaugus. z
O|gU antUd punktid A= (Xl, Y1, Zl)' B = (le Y2, Zz).AB =7

OA +AB ZOB, AB ZOB _OA, AB =(x2—x1,y2—y1,22—21).

AB = \/(x; —x1)? + (y2 — y1)? + (2, — 7).

2. Loigu jaotamine antud suhtes A. X

Olgu antud punktid A = (x4, v4,21), B = (x3,Y5,2,). Jaotada 156ik AB etteantud suhtes A ehk

leida niisugune punkt C, mis rahuldab tingimust

Ac =1 C = AC=A-CB
CB_ ) - (xly)Z)l - .

Et vektorid AC ja CB on samasuunalised, siis kehtib sama
seos ka nende vahel AC’ = 1 - CB . Kdigepealt leiame vektorid 4 A

z
AC = (x — %1,V — y1,2 — 71), CB = (x, — X,V, — ¥, 25 — Z). \
Vektorite vastavad koordinaadid peavad olema vordelised arvuga A:

x—x, = Alx; — x), y—y1 =42 —y), z— 21 = Mz, — 2).

X1 + sz Y1 + ),yz Zq + AZZ
X=————— =

1+ 7" T1+2 0 fTTisa 0
Erijuhul, kui punkt C on 16igu keskpunkt, siis x
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_AC_1 X1t X 1ty zZ1+ 2z,
g YTT 2 YT 7 2

A

Niide 19. Jaotada 16ik AB nii, et esimene osa oleks kaks korda pikem teisest, kui on antud 16igu
otspunktid A = (—6,4,3), B = (9,2,6).

Antud iilesandes A = 2. Leiame punkti C koordinaadid x, y ja z.

_x1+Ax2__6+2'9_4 _y1+/1y2_4+22_8
YTTHE1 T 142 P YTTIF1 T 142 T3
mAAz, 3426

141 142

c=(1%5)
- )3) .

Niide 20. Antud on kolmnurk PQR: P(—2,—3),Q(6,5), R(0,7). Leida mediaanide 16ikepunkt
M.

7Z =

R
Otsitavateks on punkt K (x, y), mis jaotab 16igu PQ kaheks

vordseks osaks ja seejéarel punkt M (X, Vi)-

—-2+6 —-3+5
X = > =2, y=

RM:MK, 2:1, A=2. p K Q

=1, K(2,1).

_x1+/1x2_0+2'2 4'

Xy = = ==

1+2 1+2 3

i+ ly, 7421 (4 3) z
Ym = T 1+2 '

3. Kolmnurga pindala.

Kolmnurga tippude koordinaadid olgu jargmised: A
A= (x1,Y1,21), B = (%2,¥2,22), C = (x3,¥3,23). 0 y

—_— —_— 1 —_ —_—
Sepk = |AB X AC'|, Sppc = > |AB" x AC |, x

AB = (x3 — x1,Y2 —¥1,23 — 21),AC = (X3 — X1,¥3 — Y1,Z3 — Z1),

Y2—W1 Zz_Z1| |Zz_Z1 Xz_x1| |x2—x1 }’2_}’1|)
) ) .

AB x AC =
¢ (Y3—3’1 Zz —Z11' 123 —2Z7 X3 —Xq11'[X3 — X1 Y3 — )1

1—) —_—
SaBc =E|AB X AC |

_ 1 y2—y Zz—Z1|2 |22—Z1 xz—x1|2 |x2—x1 Y2 = ¥1|?
2. 01¥Y3—Y1 23— 73 Z3— 71 X3— X1 X3 —X1 Y3 —Yil ’

Erijuhul, kui kolmnurk asub xy tasandil, siis kdigi tippude z koordinaadid on nullid ja pindala
avaldub:
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-+

1\/752—751 J’z—)’1|2

Sy == 1|x2—x1 Y2—1
ABC ™ 9 llx3—x1 yY3—)1 21x3

—X1 Y3 Y1l
Mirkidest tuleb valida see, mis annab pindalale positiivse védrtuse.

Niide 21. Leida kolmnurga ABC pindala, kui A(—2,1), B(3,5),C(0,—1).

lixa—x1 y2—0n

Sape = += 4
ABC ™ =9 X3 — X1 Y3 — 1

_2|=9. PR .

15
| +—E|2
4. Tetraeedri ruumala.

Olgu tetraeedri tippudeks A = (x1,y1,21), B = (X3, ¥2,25),
C = (x3,¥3,23),D = (x4, Y4, 24).

—_— s ———> 1 —_— s ——
Ve = AB"AC AD', Vagep = AB AC 4D,

A

AB —X1,Y2 = Y1,Z2 — Z1), AC = (x3 —X1,Y3 — ¥Y1,23 — Z1),

—_—

(x;
AD (X4 — X1, Y4 — V1,24 — Z31).

Vektoritele AB,AC ja AD ehitatud tetraeedri ruumala avaldub valemiga
X2—=X1 Y2=V1 22— 73
X3 = X1 Y3 —YV1 23— Z4.
X4 —=X1 Ya—V1 24— 74

—_—

AB AC AD =+

O\ =

Vascp = -
ABCD 6

Kui punktid asuvad iihel tasandil, siis nende poolt moodustatud tetraeedri ruumala vordub
nulliga.

Tingimus nelja punkti asumiseks samal tasandil on:
X2 =X1 Y2—=V1 22— 71

X3—X1 Y3 — Y1 Z3—Z;
Xoe = X1 YVa—Y1 Zy— 7y

= 0.

1.13. AFIINSED KOORDINAADID

Fikseerime tasandil mingi punkti 0 ja valime kaks mittekollineaarset vektorit e, e;. Nimetame
punkti 0 koordinaatide alguspunktiks ja vektoreid ey, e, baasivektoriteks. y

Tombame sirged, millele kuuluvad vektorid e, e,.

Fikseerime positiivsed suunad. Saime kaks koordinaattelge 0x, 0y. A,

See on iildistatud Descartes’i ehk afiinne koordinaatsiisteem. A
Olgu @’ tasandi suvaline vektor, mille rakendame punktist 0. Ey/ &

Saame 0A = a’. Vektor @ avaldub siisa” = xe; + ye,. e;
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Arve xja y nimetatakse iildistatud Descartes’i koordinaatideks ehk afiinseteks
koordinaatideks @’ = (x,y), A = (x,y).

Koordinaat x on 16igu OA; pikkus mdddetuna mastaapldoigu OE; abil, koordinaat y on 16igu
0A, pikkus mdddetuna mastaapldigu OE, abil. Erijuhul, kui e; 1 e; ja |e;| = |e;| = 1, saame
Descartes’i ristkoordinaadistiku.

Analoogiliselt tuuakse sisse afiinne koordinaatsiisteem ruumis. Fikseerime ruumis punkti O ja
valime kolm mittekomplanaarset vektorit e;,e,,es. Olgu @ ruumi suvaline vektor, mille

rakendame punktist 0. Saame OA = a’. Vektor @ avaldub siis a’ = xe; + ye, + zes.
Arve x,y ja z nimetatakse iildistatud Descartes’i koordinaatideks ehk afiinseteks
koordinaatideks @’ = (x,y,2), A = (x,y,z).

1.14. POLAARKOORDINAADID

Punkti M polaarkoordinaatideks nimetatakse tema y !
polaarraadiust g ja polaarnurka ¢.
Igale punktile tasandil vastab iiks polaarraadiuse véirtus o M(x,y)
ja polaarnurk ¢, mis on maératud tapsusega 2Kk, ’
kus k on suvaline tdisarv. 0
y
4
0 X
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Il PTK. SIRGE JA TASAPIND RUUMIS
2.1. PINNA JA JOONE VORRANDID

Analiititilises geomeetrias késitletakse jooni ja pindu kui punktide hulka, mis rahuldavad teatud
tingimusi.

Sfadriks nimetatakse niisuguste punktide geomeetrilist kohta, mis asuvad iihest kindlast
punktist C (x,, Vo, Zo) samal kaugusel .

Olgu M (x, y, z) sfairi suvaline punkt, siis kaugus keskpunktist on [CM| = . Kuna vektori CM

koordinaadid avalduvad CM = (x — xo,y — Vo, Z — 2,), Siis kaugus

|Z’T/I)| =J(x—x)2+ (Y —y0)?+(z—2z)? =.

Ehk

(x —x0)2 + (¥ — ¥9)? + (2 — 29)* = 12.
Erijuhul, kui € = (0,0,0), siis x? + y? + z2 = r2,
Pinna vdrrandiks tildkujul on funktsionaalne soltuvus F(x,y,z) = 0.
Koverat (joont) voib ruumis vaadelda kui kahe pinna 16ikejoont:

F(x,y,z) =0
{G(x, y,z) =0
Vaatleme néiteks vorrandisiisteemi
{xz +y2+ 22 =r?
z=0 '
See vastab punktide hulgale, mis asuvad iiheaegselt nii sfiril kui ka tasandil z = 0. Uhisosaks
on ringjoon.

2.2. TASAPINNA VEKTORVORRAND

Olgu T suvaline tasand ruumis.
Tasapinna normaalvektoriks nimetatakse iga tasandiga T risti olevat nullist erinevat vektorit.
Kui on teada tasapinna mingi punkt M, (x,, o, Zo) ja liks temaga ristiolev vektor 7 = (4, B, C),
siis sellega on tasand tdielikult médratud. Votame suvalise punkti tasandil M(x,y,z). Siis
MM L 7.
W = (x_xOJy_yO'Z_ZO)!ﬁ'W: 0.

Siis

A(x —x9) + B(y —yo) + C(z — zy) = 0.

b 7 (6)
See on tasandi vorrand, mis labib punkti M, (x,, yo, Zo) jaon | M
M, /

vektoriga 71 = (4, B, C) risti.

Niide 22. Koostada tasandi vorrand, mis ldbib punkti M,(4, —5,6) ja mille normaalvektoriks
on7n = (1,2, —3).

Kasutades vorrandit (6), saame 1-(x —4) + 2+ (y — (—5)) + (—3) - (z — 6) = 0 ja tasandi
vorrand on:

x+2y—3z+24=0.
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2.3. TASAPINNA ULDVORRAND

Teisendame  vorrandit (6)  jargmiselt: Ax + By + Cz + (—Ax, — By, — Cz,) = 0.
Tahistame D = —Axy, — By, — Cz,.

Tasapinna iildvorrand on kujul

Ax+By+Cz+ D =0.

Tasapinna normaalvektor = (4, B, C).

Erijuhud.

1. Kui D = 0,Ax + By + Cz = 0. Siis tasapind 14bib koordinaatide algust, sest punkt (0, 0, 0)
rahuldab seda vorrandit.

2. Kui A=0,By+Cz+D =0. See on x teljega paralleelne tasapind, sest tasapinna
normaalvektor 77 = (0, B, C) on risti teljega x (tema projektsioon x teljele on null).

Kui B = 0,Ax + Cz + D = 0, siis tasapind on paralleelne y teljega.
Kui € = 0,Ax + By + D = 0, siis tasapind on paralleelne z teljega.

3. KuiA=D =0,By+ Cz =0, siis tasapind 1abib x telge. Kuna on paralleelne x teljega ja
samas labib koordinaatide alguspunkti, jarelikult peab labima x telge.
Analoogiliselt, kui B = D = 0,Ax + Cz = 0, siis tasapind 1dbib y telge,
kui € = D = 0,Ax + By = 0, siis tasapind 14abib z telge.

4. Kui A=B =0,Cz+ D = 0, siis tasapind on paralleelne xy tasandiga. Tasapind peab
olema paralleelne x teljega, sest A = 0 ja y teljega, sest B = 0, jarelikult peab tasapind
olema paralleelne xy tasandiga. Analoogiliselt, kui A = € = 0, By + D = 0, siis tasapind
on paralleelne xz tasandiga ja
kuiB = C = 0,Ax + D = 0, siis tasapind on paralleelne yz tasandiga.

5. Kui A=B=D=0,Cz=0,z=0, siis tegemist on xy tasandiga, kuna tasand on

paralleelne xy tasandiga ja ldbib koordinaatide alguspunkti, siis jarelikult on see xy tasand.
Analoogiliselt, kui B = € = D = 0, Ax = 0,x = 0, on tegemist yz tasandiga ja
kuiA=C=D =0,By =0,y =0, on tegemist xz tasandiga.

Niide 23. Koostada vorrand tasapinnale, mis 1dbib x telge ja punkti M, (1,2 — 1).

Kui tasapind ldbib x telge, siis A=D =0,By + Cz =0. Kordajad B ja C midrame
tingimusest, et punkti M, koordinaadid peavad rahuldama tasandi vorrandit, ehk
B-2+C-(—1) = 0. Siit saame, et C = 2B ja asetades avaldise tasandi vorrandisse, Saame
y+2z=0.

2.4. TASANDI VORRAND LABI KOLME PUNKTI

Olgu antud kolm punkti, mis ei asu tihel sirgel:

A(xy, Y z1), B(x,, Y2, Z3), C(X3. V3, Z3)-

Olgu M(x, y, z) tasandi suvaline punkt. Moodustame vektorid

AB = (X2 = X1, Y2 = V1,22 — Z1), AC = (X3 — X1,¥3 — Y1, 23 — Z1),

AM = (X — x4,y — V1,2 — 21).

Need kolm vektorit on komplanaarsed, mistdttu nende segakorrutis on null. AM AB AC = 0.
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Tasandi vorrandi léibi kolme punkti saame vordusest:
X—X%X1 Y= Z—z;
X2 —=X1 Y2—Y1 Z2—Z1| =0.
X3 —X1 Y3 —YV1 23— 73

Niide 24. Koostada tasandi voOrrand, mis ldbib punkte M,(1,—4,9), M,(—2,—5,7),
M3(3,_6,8).

—_—

Moodustame  vektorid M;M, = (—3,—-1,—-2),M;M; = (2,-2,-1),M\M = (x — 1,y +
4,z—-9)
Nende vektorite segakorrutise vordumisest nulliga saame:

x—1 y+4 z-9
-3 -1 -2 =0, 3x+7y—8z+97=0.
2 -2 -1

2.5. KAHE TASAPINNA VASTASTIKUNE ASEND

Olgu antud kaks tasandit oma iildvorranditega:
Alx + Bly + Clz + Dl = O,Azx + Bzy + sz + D2 = O

Tasandite normaalvektorid on
n—l) = (A1,Bl: Cl):n_z) = (Az,Bz, Cz)-

Kaks tasandit on paralleelsed ainult siis, kui nende normaalvektorid on paralleelsed
(kollineaarsed). Jarelikult
A, B, (G
A, B, C,
Kui lisaks on vordelised ka vabaliikmed, siis need tasandid iihtivad
Ay_Bi_Ci_Di_,
A, B, C; D,
Uhest vorrandist saame teise mingi teguriga korrutades.
Tasandite ristseisu tingimus: kaks tasandit on teineteisega risti, kui on risti nende
normaalvektorid: n; 1 n, ehk ny - n,; = 0, siis

A1A2 + BIBZ + C1C2 =0.

Niide 25. Médrata jargmiste tasandite vastastikune asend: 2x — 3y +z—2 =0ja4x + 3y +
z+5=0.
Kodigepealt uurime, kas kordajad on vordelised:
2 -3
173
Kontrollime ristumise tingimust: 2 -4 + (=3) -3 + 1 -1 = 0. Jarelikult tasandid on omavahel

risti.
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NURK KAHE TASANDI VAHEL

Olgu antud kaks tasandit iildvorranditega: Ayx + B;y + C,z+ D; = 0,A,x + B,y + Crz +
D2 = 0

Nurgaks kahe tasandi vahel nimetatakse nurka nende tasandite normaalide n; =
(All Bl' Cl) ja ﬁ; = (Az, Bz, Cz) Vahel.

Kahe tasandi vahelise nurga koosinus avaldub

Iny-nz| |A142 + B1B; + C1C,|
Iny| - 3]

cos @ =

\/A% + B2 + (% -\/A% + B2 + C%

2.6. SIRGE VORRANDID RUUMIS

Sirge on ruumis médratud, kui on teada tema suund (sihivektor) ja iiks punkt sirgel. Tuletame
vorrandi sirgele, mis 1dbib punkti M, (x,, o, Zo) ja mille sihivektor on s = (m, n, p). Olgu sirge
suvaline punkt M(x,y, z). Siis vektor MM = (x — xo,y — Vo, Z — 2,). Vektorid § ja MyM
peavad olema kollineaarsed.

Sirge kanoonilised vorrandid
X=X _Y~Yo_2" 20
m n p

()

Tegemist on sirge vorrandiga 14bi etteantud punkti antud suunavektoriga. Vorrandist (7) saame
kolmest vorrandist koosneva siisteemi

X—Xo Y—DYo

m n '
X—xo Z—Zo

)

m p
Y—Yo Z— 2y

)

n p

millest kaks esimest on olulised, kolmas juba jareldus. Vektor § ei saa olla nullvektor, kiill aga
vOib olla moni tema koordinaatidest 0 ja on vdimalik jargmine kirjaviis:

X—Xo Y—Yo Z— 2o

0 - n T ®)

Sihivektori koordinaatidest vdib vorduda nulliga iilimalt kaks, et sihivektor § oleks ikka veel

nullvektorist erinev. Kui valemis on nimetajas null, siis teeme sellise kokkuleppe, et votame
lugeja vordseks nulliga. Seega saame seose (8) kirjutada kujul

n p

{Y—J’o:Z—Zo
x—xy=0

Kui sihivektori kaks koordinaati on vOrdsed nulliga, nditeks n = p = 0, siis saame siisteemi

{y—yo=0
z—2zy=0"

28



| osa ALGEBRA JA GEOMEETRIA

Niide 26. Koostada vorrandid sirgele, mis on risti tasandiga x — 2y + z — 1 = 0 ja lébib selle
tasandi ja x telje 16ikepunkti.

Leiame antud tasandi 16ikepunkti x teljega: y =z = 0,x = 1; (1,0,0).

Sirge on risti tasandiga kui ta on paralleelne tasandi normaalvektoriga (1, —2,1):

x—1 y—-0 z-0
1 =2 1

SIRGE VORRANDID LABI KAHE PUNKTI

Olgu teada kaks sirgel asuvat punkti M;(xy,v1,21) ja M,(x2,v,, 2,). Sellisel juhul

suunavektoriks on M;M, = (x, — x4, V, — V1,2, — Z,). VOtame etteantud punktiks M, siis
saame sirge vorrandi l1dbi kahe punkti.

Kahte punkti M (x1,y1,21) ja My (x5, y3,Z3) ldbiva sirge vorrand on kujul

X—X1 Y—=V1 Z— 73

X2 —=X1 Y2—Y1 22— 21

SIRGE KUI TASANDITE LOIKEJOON

Sirget ruumis vOib vaadelda kui kahte mitteparalleelse tasandi

A1x+Bly+Clz+D1 = OjaAzx‘l‘Bzy‘l‘sz‘l‘Dz == 0
16ikejoont.

Sirge iildvorrandid ruumis
{A1x+31y+ CIZ+D1 =0
A2x+ Bzy+ C2Z+D2 =0

Niide 27. Koostada kanoonilised vorrandid sirgele, mis on antud oma iildvorranditega

{2x—5y+z+4=0,
x+2y—z+2=0.

Normaalvektorid avalduvad jargmiselt: n; = (2,—5,1),n, = (1,2,-1).

S$=M XNy = (| 2 _1|'|—1 1|’|1 2 |) = (33.9).
Kanooniliste vorrandite koostamiseks on vaja teada kaht sirgel asuvat punkti. Kui votame z =
0, saame siisteemi
{Zx —5y+4=0,
x+2y+2=0,

mille lahenditeks on x = —2 ja y = 0. Seega iiheks sirgel asuvaks punktiks on punkt
A(—2,0,0). Kui votame x = 0, saame jargmise siisteemi:
—5y+z+4=0,
{ 2y—z+2=0,
mille lahenditeks on y = 2 ja z = 6. Seega teiseks sirgel asuvaks punktiks on punkt B(0,2,6).
Moodustame vektori AB = (2,2,6), saame
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SIRGE TASANDIL

Sirget vOib vaadelda kui kahe tasapinna 1oikejoont. Vaatleme erijuhtu, kus iiks tasanditest on
xy-tasand:

{Ax+By+Cz+D=O
z=0

Asendame esimesse vorrandisse z = 0, saame

{Ax +By+D=0
z=0
Normaalvektor on 77 = (4, B, 0).

Kui eelnevalt on teada, et sirge asub xy tasandil, jaetakse z = 0 lihtsalt &ra.

Sirge iildvorrand tasandil

Ax+By+D = 0.

Niide 28. Koostada tasandi vorrand, kui tasand 14dbib punkte A(0,0,3), B(—4,2,1,),C(1,3,—1).

Normaalvektori saamiseks arvestame, et vektorid AB, AC asuvad tasandil ja AB x AC on risti
tasandiga, ehk 7 = AB x AC. Arvutame vektorid AB = (—4,2,—2),AC = (1,3, —4). Seega
normaalvektori saame jargmiselt:

= 202 )= como
Tasandi vOrrand on: x + 9y + 7z — 21 = 0.

Niide 29. Tasand ldbib kahte punkti A(2,—4,3), B(1,—2,5) ja on paralleelne vektoriga @ =
(2,—3,1). Koostada tasandi vorrand.

Kuna vektor AB asub tasandil, siis vektorid AB ja d peavad olema komplanaarsed. Tasandi
normaalvektoriks v3ib vdtta AB X d. Seega AB = (—1,2,2) ja normaalvektoriks saame

i=(5 1 G S)-es-o

Tasandi vorrand on: 8x + 5y —z+ 7 = 0.

2.7. SIRGETE VASTASTIKUNE ASEND RUUMIS

Olgu antud kaks sirget vorranditega:

X=X Y=Yy Z—=7Z X=X Y=Y, Z—72
- — , — — ,

my ny P1 m; n; P2

Sirgete sihivektorid ja punktid sirgetel on jargmised:

5_1> = (my,ny, p1); 5_5 = (my,n,, Pz)r M, (x1r}’1r Z1), My (x5, Y2, Z,).
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Votame vektori
§=(x;— X1,Y2 = Y1, Z2 — Z1).

Kaks sirget on kiivad siis kui vektorid
51,528

on mittekomplanaarsed, siis segakorrutis ei vordu nulliga
my ny P1

m, n, P2
Xo—=X1 Y2—=V1 22— 73

* 0.

Sirged asuvad samal tasandil siis ja ainult siis kui vektorid

51,52,8
my n, D1
on komplanaarsed, siis | M2 n; P2 |=0.
X2—=X1 Y2—=V1 22— 73

Sirged léikuvad, kui vektorid on komplanaarsed ja ei ole tdidetud tingimus
m_m_p
m, n, 2
Sirged on paralleelsed, kui on tdidetud tingimus
M _™_P1
m; n, p;

Sirged iihtivad, kui vektorid on kollineaarsed.

NURK SIRGE JA TASANDI VAHEL
Olgu antud sirge vorrandiga

X=Xy Y—=V1_Z—Z
m n p

ja tasand vorrandiga

Ax+By+(Cz+D = 0.
Sirge sihivektor olgu § = (m, n, p). Tasandi normaal olgu 77 = (4, B, C).
Loeme nurga ¢ (nurk sirge ja tasandi vahel) teravnurgaks, y olgu nurk tasandi normaali ja sirge
sihivektori vahel.

T
Q@ =E—1/J,sin<p = cosy,

Sirge sihivektoriga s = (m,n,p) ja tasandi normaalvektoriga n = (4, B, C) vahelise
nurga koosinus avaldub valemiga
Am+ Bn + Cp .
cosy = = sin @.
VA% + B% + (% - \/m? + n? + p?
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Niide 30. Leidke sirge
{3x+5y—7z+16=0
2x— y+ z— 6=0

jatasandi 5x — z — 4 = 0 vaheline nurk. Loikumise korral leidke ka 16ikepunkt.

Sirge on antud oma iildvorranditega ruumis, kui kahe tasandi 18ikejoon. Tasandite
normaalvektorid on n; = (3,5, —7),n, = (2,—1,1), seega sirge sihivektor on

semxi= (5 JUT B 5D -camro

-1
Sirge ja tasandi vahelise nurga valemi jargi saame
) Am + Bn + Cp —-10+0+13 3
sing = = —

VAT T BZ+C2-m? +n2 +p2  VA62:V26 23003

seega sirge ja tasandi vaheline nurk on

3
~ 1,6°.
2v30 3)

Sirge ja tasand 16ikuvad. Loikepunkti leidmiseks peavad olema rahuldatud kdik kolm varrandit,
seega peame lahendama jargmise vorrandisiisteemi:

{3x+5y—7z+16=0

arcsin (

2x— y+ z— 6=0
5x —z— 4=0
Lahenditeks on x = 2,y = 4 ja z = 6. Jarelikult sirge ja tasandi 1dikepunkt on L = (2,4, 6).

2.8. PUNKTI KAUGUS TASANDIST

Olgu antud punkt A(x,, o, Zo) ja tasand
n=(4,B,C), Ax+By+Cz+D=0.

n
Tuleb leida sirge vorrand, mis 1dbib punkti A ja on paralleelne I
normaalvektoriga 7. Kehtivad vdrrandid: | l
X7X _Y~Yo_2"2% M
A B C

Ax +By+Cz+ D = 0.
Leiame 1dikepunkti

A

A
x—%=§@—%l x=%+§@—ml

C C
Z—%=§@—ml z=%+§@—ml
Paneme tasandi vorrandisse

A C
A x0+§(y—yo)]+By+C[zO+§(y—y0)]+D=0.

Leiame y:
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—ABXO + Azyo - CBZO + Czyo - DB
A? + B?2 4 (? '
Eesmirk on leida kahe punkti vaheline kaugus.

_ —ABxy + A%y, — CBzy + C?yy — DB — A*yy — By, — C%y,

y:

YYo= A2 + B2+ (2
—B(Axy + By, + Czy + D)
B A2+ BZ 4 C? ’
A —A(Axy + Byy + Czy + D)
x_xozg(y_J’o)= 21 B2+ (2 )
C —C(Axy + Byy + Czy + D)
Z_Zozg(y_J’o)= 21 B2+ (2 )

B (A% + BZ + C2)? N
Ax+By+Cz+D =0

\/(Axo + Byo + Czo + D)2(A% + B? + C?) _ |Ax, + By, + Czo + D

x—xozy—YO:Z—Zoz
A B C

t

Saame
x = At + x, y = Bt +y,, z = Ct + z,.

Kirjutame eelmised vorrandid jargmisel kujul:
X —x9 = At, y — ¥, = Bt, z—2zy = Ct.

Asendades x, y, z slisteemi esimesse vorrandisse, saame

A(At +x) + B(Bt +y,) + C(Ct + zy) + D = 0.
Teisest vorrandist saame
t(A% + B? + C?) = —(Axy + Byy + Czy + D).

Avaldame siit suuruse t:

_ Axo+Byo+Czy+D At = Axy+ Byy+Czy+ D

B A2+ B2+(C2 B A2+B2+C2

Axy + Byy+Czy+ D Axy+ Byy+Czy+ D
Bt = —g2Xo Yo 0 , ct = X Yo 0
A% + B? 4 (? A2+ B% +(C?

Punkti A(x, ¥o, 2o) kaugus tasandist Ax + By + Cz+ D =0
d = |Ax0 + Byo + CZO +D|

VA% + B? + (?

Niide 31. Leida punkti P(1,2, 1) kaugus tasandist : 15x — 10y + 6z — 190 = 0.

Punkti kauguse leidmiseks tasandist kasutame saadud vorrandit ning paneme punkti P(1, 2, 1)
koordinaadid ning tasandi normaalvektori koordinaadid 77 = (15, —10, 6) valemisse, saame
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VAZ+BZ+C2 152+ (-10)2+62 V225+136 19 19’

g _|Axo+Byo+Cz+D| _115-20+6-190] _|-189] _ 189 _ 18
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