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Eessona

Matemaatiline analiiiis on matemaatika valdkond, mille tédhtsaimaks uurimisobjektiks
on funktsioon ning pohiliseks uurimismeetodiks piirvdartuse meetod. Neli koige olulisemat
mérksona, mis seda valdkonda iseloomustavad, on koonduvus, pidevus, tuletis ja integraal.

Matemaatiline analiitis I on esimene sissejuhatav loengukursus nimetatud valdkonda.
Selle eesmiérgiks on
e esitada esmane iilevaade ithe muutuja funktsioonide analiiiisi moistetest, tulemustest ja
meetoditest,

e anda esmased oskused tulemuste rakendamiseks konkreetsete iilesannete lahendamisel ja

e juhatada iiliopilased matemaatika pohilise arutlusmeetodi — véidete toestamise — juurde.

Viimasega seoses olgu margitud, et valik véidetest, mis selles kursuses toestatakse, holmab
vaid vaikese osa koigist esitatud véidetest, seejuures on vélja valitud tehniliselt lihtsamad
toestused. Moned toestused on esitatud véikeses kirjas, need ei ole kohustuslikud ja on
moeldud lugejale, kes asjast rohkem huvitatud.

Kéesolev loengukonspekt koosneb 13 peatiikist, iga peatiikk holmab {ihe loengu materjali.
Peatiiki 16pus antakse lithike sisukokkuvote, et lugejal oleks lihtsam kogu materjalist {ildist
pilti saada. Péaris palju on tekstis nn. aktiviseerimiselemente, nendeks on liingad toestustes
ja aruteludes, mis lugejal endal téita tuleb, need on mérgitud siimboliga »X.

Moistetest, probleemidest ja toodud néidetest paremaks arusaamiseks on piiiitud neid
jooniste abil geomeetriliselt illustreerida. Joonised on koostanud Ksenia Niglas.
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MATEMAATILINE ANALUUS I 5
1 Reaalarvud

Ké&esolev matemaatilise analiiiisi kursus tegeleb funktsioonidega, mille puhul nii argumendi
kui ka funktsiooni vadrtused on reaalarvud. Seetottu alustame reaalarvude hulga R ning
tema omaduste kirjeldamisega.

1.1 Ratsionaalarvud

Téhistame tdhega N koigi naturaalarvude hulga, niisiis
N:={1,2,3,...}.

Olgu Ny := {0} UN ja
Z:=NoU{-n|neN},

hulga Z elemente nimetatakse tdisarvudeks. Téisarvude abil moodustatud harilikud murrud
kirjeldavad ratsionaalarve, tahistame

Q::{%MnEZ,nEN}.

Seejuures loeme hulga Q elementidena vordseteks murrud 2 ja §, kui neil on sama vadrtus,
néiteks % = %.
Erinevalt naturaal- ja tdisarvudest on ratsionaalarvude hulk kinnine aritmeetiliste tehete

suhtes: arvude r = ™ € Q ja s = § € Q puhul on

mgtnp o, _M4Tne o MPL T _ M (1.1)

ng ng nq s np

r4+s=

samuti ratsionaalarvud (jagatise £ puhul eeldame, et s # 0). Lisaks vaadeldud tehetele on
iga kahe ratsionaalarvu r = 2 ja s = § puhul nende vahel méératud jarjestus seosega

r<s & mq—np<0. (1.2)

Maérgime veel, et iga ratsionaalarvu on voimalik esitada kas lopliku voi perioodilise
kiimnendmurruna, naiteks A )

3 =0,8 ja 3 =0,666....

Ratsionaalarvudest piisab igasugusteks modtmisteks ja nendega seotud arvutusteks, see-
juures omandatakse ratsionaalarvudega arvutamise votted juba pohikoolis. Nende puuduseks
on hulga Q liinklikkus, mis tuleb ilmsiks, kui vaatleme arvude geomeetrilist mudelit — arv-
sirget.

-2 -1 0 1 2 3 4

v

Joonis 1.1: Arvsirge.

Olgu mingil sirgel fikseeritud kaks punkti, mis vastavad arvudele 0 ja 1. Suunda punkti 0
poolt punkti 1 poole — tavaliselt paikneb punkt 1 punktist 0 paremal — nimetame positiivseks,
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vastupidist suunda negatiivseks. Punkte 0 ja 1 {ihendava sirgldigu pikkuse loeme iihikuks.
Antud ratsionaalarvu ”* puhul jagame selle 16igu n vordseks osaks ning kanname osaldigu
pikkusega % punktist 0 alates m korda positiivses suunas, kui m > 0, ja —m korda negatiivses
suunas, kui m < 0. Saadud punkt sirgel vastab ratsionaalarvule 7*. Nii saame kanda arvsirgele
koik ratsionaalarvud.

Osutub, et ratsionaalarvud ei tdida kogu arvsirget. Teisisonu, leidub sirgloike, mille
pikkust ei saa viljendada ratsionaalarvuga. Uheks selliseks 16iguks on ithikruudu
diagonaal: kui ruudu kiilje pikkus on 1, siis Pythagorase teoreemi kohaselt on tema diagonaali

pikkuseks /2 (vt. joonis 1.2), mis jirgmise lause pohjal ei ole ratsionaalarv.

v

0 1 V2

Joonis 1.2: Arvsirge punkt v/2, millele ei vasta iikski ratsionaalarv.

Lause 1.1 /2 ei ole ratsionaalarv.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et q :% on ratsionaalarv omadusega ¢°= 2. Eeldame, et %

on taandatud murd, s.t. tdisarvudel m ja n ei ole iihiseid tegureid. Kuna (%) = 2, siis m?= 2n?,

jirelikult on m? paarisarv. Paaritu arvu ruut on paaritu arv (kontrollida!)’H, seega peab ka m
olema paarisarv, niisiis kehtib seos m = 2¢ mingi téiisarvu 7 korral. Esialgne vordus m?= 2n? saab
kuju 4i°= 2n? ehk n?= 2i?, mis iitleb, et ka n on paarisarv (selgitada!)X.Tdhendab, nii m kui
n on paarisarvud, nad molemad sisaldavad tegurit 2, see on vastuolus meie eeldusega. Viide on
toestatud. m

1.2 Reaalarvude hulk, selle aritmeetika ja jarjestus

Koigi reaalarvude hulk R, millele baseerub matemaatiline analiiiis, defineeritakse selliselt, et
ta sisaldaks koik ratsionaalarvud, kuid hulgas Q olevad liingad oleksid taidetud. Seejuures
eeldatakse, et hulgas R kehtivad teatavad tingimused, oma olemuselt on need kolme tiiiipi:
1) aritmeetilised ehk tehetega seotud tingimused,

2) jérjestusega seotud tingimused ja

3) taielikkuse tingimus.

Aritmeetika. Eeldame, et hulgas R on defineeritud reaalarvude liitmine ja korrutamine
jargmiste omadustega:
(A1) a+ b= b+ a koikide a,b € R korral (liitmise kommutatiivsus),
(A2) (a+b)+c=a+ (b+ c) koikide a, b, c € R korral (liitmise assotsiatiivsus),
(A3) b+ 0=1bigabe R puhul (nullelemendi olemasolu),
(A4) iga b € R puhul leidub —b € R omadusega b+ (—b) = 0 (vastandelemendi olemasolu,),
(M1) ab = ba kaikide a,b € R korral (korrutamise kommutatiivsus),
(M2) (ab) ¢ = a(bc) kaikide a, b, ¢ € R korral (korrutamise assotsiatiivsus),
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(M3) 1b =biga b € R puhul (ihikelemendi olemasolu),
(M4) iga b € R\ {0} puhul leidub b~! € R omadusega bb~ = 1 (pddrdelemendi olemasolu),
(D) (a+ b) ¢ = ac + be koikide a, b, c € R korral (distributiivsus).

Neist aritmeetika aksioomidest' tulenevad iilejisinud arvutuseeskirjad, mis on seotud te-
hetega. Muuhulgas garanteerivad nad ka selle, et pocrdtehted lahutamine

a—b:=a+(-b)

ja jagamine
a:b:= % = ab™!, eeldusel, et b # 0,

on hulgas R méaaratud.

Jéarjestus. Nouame, et hulk R oleks jirjestatud seosega <, mis rahuldab jargmisi tingi-
musi:
(01) suvaliste a,b € R puhul kehtib parajasti iiks tingimustest a = b, a < b, b < a (trihho-
toomia reegel),
(02) kui a < bjab < ¢, siis a < ¢ (transitiivsus),
(03) kui a < b, siis a + ¢ < b+ ¢ (liitmise monotoonsus),
(04) kui a < b ja c > 0, siis ac < be (korrutamise monotoonsus).?
Nendest reaalarvude jirjestuse aksioomidest tulenevad koik iilejadnud jérjestusega seotud
arvutuseeskirjad, muuhulgas ka jargmised véaited:
1"kuia<bjac<d,siisa+c<b+d,
20 kui @ < b ja ¢ < 0, siis be < ac,
3% vorratused a < b ning —b < —a on samavéirsed,
P kui0<a<bsis0<g<i

Veel paneme téhele, et iga kahe reaalarvu vahel leidub alati reaalarve: kui a,b € R ja
a < b, siis

1 1 1 1 1 1
— Cat-a<cat-b<bt-b=b
@=gatgasgatabsgbty
(pohjendadal! PX, niisiis
a+b
a < 5 <b

ehk kahe reaalarvu aritmeetiline keskmine on nende arvude vahel.

Lepime siinkohal kokku, et edaspidi kasutame me séna arv reaalarvu tdhenduses. Niisiis,
jargnevas on sonad arv ja reaalarv siinoniiiimid.

Arve a > 0 nimetame positiivseteks ja arve a < 0 negatiivseteks. Kirjutame a < b, kui
kehtib iiks tingimustest a < b ja a = b. Arve a > 0 nimetame mittenegatiivseteks ja arve
a < 0 mattepositiivseteks.

Definitsioon. Kui reaalarvude hulgas X leidub niisugune element a, et

x> a igazr € X korral,

ITshed A ja M on parit tehete ingliskeelsetest nimetustest addition ja multiplication.
2Taht O tuleneb ingliskeelsest sdnast order ning b > a on vérratuse a < b teine kirjutusviis.
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siis iitleme, et @ on hulga X wdhim ehk minimaalne element, seda tdhistame min X voi
min {x | x € X}.
Samamoodi defineeritakse suurim ehk maksimaalne element, mida tdhistame kas max X
vol max {x | z € X}.
Niisiis,
b=maxX & [be X, x <bigax e X korrall
ja
a=minX < [a € X, a<zigax e X korral].

Kui hulk X C R on 16plik, siis on tal nii suurim kui vihim element (kontrollida!)*X.

Reaalarvude tokestatud alamhulgad. Definitsioon. Oeldakse, et alamhulk X C R
on flalt tokestatud, kui leidub selline M € R, et vorratus x < M kehtib iga x € X  korral.
Arvu M nimetatakse sel juhul hulga X dlemiseks tokkeks.

Analoogiliselt nimetatakse hulka X C R alt tokestatuks, kui leidub m € R, et iga v € X
korral kehtib vorratus z > m. Arvu m nimetatakse siis hulga X alumiseks tokkeks.

Oecldakse, et hulk X on tékestatud, kui ta on nii iilalt kui ka alt tokestatud.

Kahte eelnevat definitsiooni vorreldes nideme, et kui hulgas X C R on suurim (vihim)
element, siis see on hulga X tlemine (alumine) toke. Kuid, nagu selgub jargmisest néitest,
ei pruugi ilalt tokestatud hulgal suurimat ega alt tokestatud hulgal vdhimat elementi olla.

Naiide 1.1. Alamhulk X := {z € R | 0 < 2 < 1} on nii alt kui ka iilalt tokestatud: arvud
0 ja 1 on vastavalt alumine ja iilemine toke (selgitada!)X. Samas ei ole dkski arv b € X

selle hulga suurim element: kuna b < ”Tl < 1, siis arvude b ja 1 aritmeetiline keskmine &£t

2
kuulub hulka X ja on suurem kui b. Analoogiliselt saame, et 0 < § < a iga a € X puhul

(selgitadal X, jarelikult ei ole iikski arv a hulga X vdhim element.

Selge, et igal iilalt (alt) tokestatud hulgal leidub lopmata palju iilemisi (alumisi) tokkeid:
kui M on hulga X C R iilemine toke ja d > M, siis ténu jirjestuse omadusele (O2) on ka d
hulga X iilemiseks tokkeks (selgitadal K. Samamoodi ndeme, et kui m on hulga X alumine
toke, siis on seda ka iga reaalarv ¢ < m. Niisiis ei ole {ilemiste tokete hulgas maksimaalset
ega alumiste tokete hulgas minimaalset. Kiisimus on vdhima iilemise ning suurima alumise
tokke olemasolus.

1.3 Reaalarvude hulga tiielikkus

Algebras nimetatakse hulki, milles on defineeritud liitmine ja korrutamine omadustega (A1)
- (A4), (M1) — (M4) ja (D), korpusteks. Kui korpuses on defineeritud jirjestus oma-
dustega (O1) — (0O4), siis koneldakse jarjestatud korpusest. Meie eelneva arutelu kohaselt
on reaalarvude hulk R jarjestatud korpus, lihtne on veenduda, et seda on ka ratsionaal-
arvude hulk Q. Seetottu on vahetult aritmeetikast ja jérjestusest tulenevad arvutuseeskir-
jad ratsionaal- ja reaalarvudel samad. Kéesolevas alapunktis késitleme reaalarvude hulga
R téielikkuse omadust, mis (see selgub analiiiisi jirgnevates kursustes) méérab jarjestatud
korpuse R iiheselt.
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Hulga iilemine ja alumine raja. Definitsioon. Kui iilalt tokestatud mittetiihjal hul-
gal X C R on olemas vdhim iilemine toke, siis seda nimetatakse hulga X dlemiseks rajaks
ehk supreemumiks ja tdhistatakse sup X voi sup {x | z € X}.

Alt tokestatud mittetithja hulga X C R suurimat alumist toket (kui see eksistee-
rib) nimetatakse selle hulga alumiseks rajaks ehk infiimumiks ja téhistatakse kas inf X voi
inf {z | x € X}.

Lause 1.2 Olgu X C R mittetihi hulk. Arvb € R on hulga X dlemine raja (s.t. b = sup X)
parajasti siis, kui

(i) < b iga x € X korral ja

(ii) iga ¢ € R korral, mis rahuldab vorratust ¢ < b, leidub selline xo € X, et ¢ < xq.
Seejuures voib tingimuse (ii) esitada temaga samavddrsel kugjul

(ii') iga € > 0 korral leidub selline zq € X, et b— e < xg.

Tdestus. Toepoolest, tingimus (i) tahendab, et b on hulga X iilemine toke, tingimus (ii)
aga seda, et likski arvust b viiksem arv ei saa olla hulga X iilemiseks tokkeks. m

Lause 1.3 Olgu X C R muttetiihi hulk. Vordus int X = a kehtib parajasti siis, kui
(i) > a iga x € X korral ja

(ii) iga d € R korral, mis rahuldab vorratust d > a, leidub selline xo € X, et xy < d.
Tingimuse (i) voib esitada temaga samavddarsel kujul

(ii') iga positiivse € > 0 korral leidub selline xg € X, et xg < a + €.

Toestus. Iseseisvalthd m

Vaatleme hulka X C R, milles on suurim element, olgu b := max X. Kuna x < b iga
x € X korral, siis on b hulga X {iilemine toke. Teisalt, kuna b € X, siis hulga X iga iilemine
toke ¢ peab rahuldama vorratust ¢ > b. Kokkuvéttes on b hulga X véhim iilemine toke, s.t.
b = sup X. Niisiis, me toestasime jargmise véite.

Lause 1.4 Kwi hulgas X eksisteerib suurim element, siis see on hulga X tilemine raja, s.t.
sup X = max X. Analoogiliselt, kui min X eksisteerib, siis inf X = min X.

Pidevuse aksioom. Nagu me eelpool veendusime (vrd. ndide 1.1), ei pruugi iilalt
tokestatud alamhulgal olla maksimaalset ega alt tokestatud hulgal minimaalset elementi.
Selge ei ole ka iilemise ja alumise raja olemasolu, seda ei ole aritmeetika ja jarjestuse ak-
sioomidest ldhtudes voimalik toestada. Seepérast eeldatakse (s.t. postuleeritakse), et reaal-
arvude hulgas R kehtib jargmine véide, mida nimetatakse pidevuse aksioomiks:

(P) igal dlalt tokestatud mittetiihjal hulgal X C R leidub tilemine raja.
Reaalarvude hulga seda omadust nimetatakse tema tdaielikkuseks.

Jargneva lause kohaselt jéreldub aksioomist (P) alumise raja olemasolu igal alt tokestatud
alamhulgal. Selle toestamisel rakendame me mitmel korral jarjestuse aksioomidest jarelduvat
omadust 3°.

Lause 1.5 Igal alt tokestatud mittetihjal alamhulgal X C R on olemas alumine raja.
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Toestus. Eeldame, et X C R on mittetiihi alamhulk, mis on alt tokestatud reaalarvuga
m, s.t. m < z iga € X korral. Eelpool mainitud omaduse 3° kohaselt

—xr < —miga x € X korral

(selgitadal K. Téhistame
Y ={-z|ze X}

ja paneme tihele, et hulk Y on tilalt tokestatud (selgitada!)PX. Pidevuse aksioomi (P) pohjal
leidub tal {ilemine raja ¢ :=supY.

Nditame, et arv a := —c on hulga X alumine raja. Kuna —x < ¢, siis * > —c = a iga
x € X korral (pohjendadal! )X, mis tdhendab, et a on hulga X alumine toke. Osutub, et
ta on alumistest toketest suurim. Et selles veenduda, votame suvalise d > a ja kontrollime
niisuguse xy € X olemasolu, mis rahuldab tingimust g < d. Teisisonu, me néitame, et lause
1.3 tingimus (ii) on tdidetud.

Vorratusest d > a tuleneb, et —d < —a = ¢, ja kuna ¢ = sup Y, siis lause 1.2 tingimuse
(ii) pohjal leidub selline yo € Y, et yo > —d. Seejuures yo = —xo mingi zo € X korral,
mistottu —xg =yg > —d ehk 2o < d. m

Naiide 1.2. Olgu a,b € R ja a < b, veendume, et hulga
X ={reR|a<z<b}

korral kehtivad seosed a = inf X ning b = sup X.

Kuna b = max X (selgitadal)X, siis lause 1.4 kohaselt b = sup X. On selge, et arv a on
hulga X alumine toke: kui z € X, siis x > a. Jadb kontrollida, kas a on hulga X suurim
alumine toke. Selleks peame vastavalt lausele 1.3 néditama, et iikski arv d, mis on suurem kui
a, ei ole hulga X alumine toke. Olgu d > a, siis

a-+d
2

a < < d.

Kui 234 > b, siis b < d, mistdttu d ei ole hulga X alumine toke. Kui aga ¢3¢ < b, siis 3¢ € X
ja kuna %i < d, siis ei ole d ka sel juhul hulga X alumine toke. Me toestasime, et a = inf X.

Jargmine lause kirjeldab liitmisega seotud arvutuseeskirju supreemumi ning infiimumi
leidmisel. Selle lause toestus esitatakse kursuses Matemaatiline analiits I11.

Lause 1.6 Olgu X ja 'Y mittetiihjad reaalarvude hulgad.
(a) Kui X ja'Y on tlalt tokestatud, siis on ka hulk {z +y | x € X, y € Y} dlalt tokestatud

ja
sup{r+y|lre X, yeY} =supX +supV.

(b) Kui X ja'Y on alt tokestatud, siis on ka hulk {x +y |z € X, y € Y} alt tokestatud ja

inf{r+y|lreX, yeY} =inf X +infV.
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Arvsirge, millest oli juttu seoses ratsionaalarvudega, on reaalarvude hea geomeetriline
mudel. Positiivsele arvule a seame arvsirge positiivsel poolel vastavusse punkti, mille kaugus
nullpunktist on a, negatiivse a puhul fikseerime arvtelje negatiivsel poolel punkti kaugusel
—a. Pidevuse aksioom (P) garanteerib selle, et igale arvsirge punktile vastab mingi
theselt mddratud reaalarv.

Et selles veenduda, fikseerime arvsirgel suvalise punkti P, mirgime tihtedega X ja Ynende
reaalarvude hulga, millele vastavad arvsirge punktid paiknevad punktist P vastavalt vasakul ja
paremal. Koikide z € X ja y € Y korral kehtib vorratus x < y, meie eesmérgiks on niidata, et
leidub selline ¢ € R, mis rahuldab tingimust

r < c < ysuvaliste x € X jay €Y korral, (1.3)

sel juhul reaalarv ¢ vastabki arvtelje punktile P.

Paneme téhele, et
1) iga y € Y on hulga X iilemine toke ja
2) iga z € X on hulga Y alumine toke.
Seega on hulk X iilalt tokestatud, mistottu pidevuse aksioomi kohaselt eksisteerib ¢ := sup X,
selge, et © < ¢ koikide z € X puhul. Kuna ¢ on hulga X vihim iilemine toke, siis ¢ < yigay € Y
korral, kokkuvottes kehtib tingimus (1.3).

Tahtsad teoreemid. Me esitame siinkohal toestuseta neli tdhtsat teoreemi reaalarvude
hulga R omaduste kohta, mis tulenevad tema téielikkuseomadusest. Esimene neist véidab, et
erinevalt ratsionaalarvudest on igal mittenegatiivsel reaalarvul n-astme juur suvalise n € N
korral.

Teoreem 1.7 (n-nda juure olemasolu). Iga mittenegatiivse reaalarvu b ja iga naturaal-
arvu n korral leidub diheselt mddratud mittenegatiivne reaalarv x omadusega ™ = b.

Definitsioon. Arvu x > 0 omadusega 2" = b nimetatakse arvu b > 0 n-daks juureks ja
tihistatakse V/b.

Teoreemist 1.7 jareldub muuhulgas, et Q ;Cé R, niisiis, alamhulk R\ Q C R ei ole tiihi.
Definitsioon. Reaalarve x € R\ Q nimetatakse irratsionaalarvudeks.

Jargmised kolm teoreemi kirjeldavad vastavalt naturaalarvude hulga N, ratsionaalarvude
hulga Q ja irratsionaalarvude hulga R\ Q omadusi reaalarvude hulgas R.

Teoreem 1.8 (Archimedese printsiip). Alamhulk N C R ei ole tlalt tokestatud, s.t. iga
reaalarvu a korral leidub temast suurem naturaalarv n. Teisisonu,

Vo e R3IneN:n>a.

Teoreem 1.9 (ratsionaalarvude hulga tihedus). Kaoigi ratsionaalarvude hulk Q on tihe
hulgas R jdrgmises mottes: kui a,b € R ja a < b, siuis leidub selline ratsionaalarv r, et
a<r<b.

Teoreem 1.10 (irratsionaalarvude hulga tihedus). Irratsionaalarvude hulk R\ Q on
tihe hulgas R: kui a,b € R ja a < b, siis leidub selline irratsionaalarv p, et a < p < b.
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1
X::{—\nEN}
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alumise ja iilemise raja. Lihtne on veenduda, et arv 1 on hulga X suurim element, lause 1.4
kohaselt sup X = 1. Néitame, et inf X = 0.

Kuna hulga X koéik elemendid on positiivsed arvud, siis on 0 hulga X alumine toke.
Néitame, et 0 on selle hulga suurim alumine toke, s.t. iikski positiivne arv ei ole alumiseks
tokkeks. Olgu € > 0, Archimedese printsiibi pohjal saame leida sellise naturaalarvu ng, mis
on suurem kui % Siis (vrd. jirjestuse aksioomidest jirelduv omadus 4°)

Naiide 1.3. Leiame hulga

1
no

< < =g,

ml»al [SY

mis iitlebki, et tkski € > 0 ei ole hulga X alumine toke. Niisiis, inf X = 0.

Reaalarvude kiimnendesitused. Nagu eespool mérgitud, saab ratsionaalarve mitmel
viisil esitada, peale harilike ning kiimnendmurdude on selliseid esitusi teisigi. Sama kehtib
ka reaalarvude puhul, kuid sel juhul on esitused keerulisemad. Neist iiks lihtsamaid on esitus
lopmatute kimnendmurdudena. Osutub, et iga positiivne reaalarv a € R on {ihesel viisil
esitatav lopmatu kiimnendmurruna

o, d1asg .. .,

mis ei 16pe numbriga 9 perioodis (murrud o, ajasas ... @,999. .. ja a, cpasas ... (a, +1) =
a, 0nan0s ... (a, +1)0. .. loetakse vordseteks) ja igale sellisele 16pmatule kiimnendmurrule
vastab iiheselt méadratud reaalarv. Kui lugeda 16plikud kitmnendmurrud perioodilisteks (s.o.
perioodiga 0), siis voib 6elda, et kdigi lopmatute kimnendmurdude hulgas vastavad ratsio-
naalarvudele parajasti perioodilised kiimnendmurrud.

1.4 Absoluutviaartus. Intervallid

Absoluutvéirtus, selle omadused. Definitsioon. Arvu a € R absoluutvddrtuseks nime-
tatakse arvu
1 a, kui a > 0,
al =
—a, kui a < 0.

Definitsioonist jareldub vahetult seos
|a| = max {a, —a},

selle abil on lihtne veenduda, et

1) a <lal ja —a < |al,

2) |a| >0,

3) |—al = |a] ja

4) |a] = 0 parajasti siis, kui a = 0

(kontrollida! K. Paljudes jérgnevates arutlustes méngib olulist rolli jairgmine absoluutviirtuse
omadus.

Lause 1.11 Reaalarvude a ja ¢ korral kehtib vorratus |a| < ¢ parajasti siis, kui —c < a < c.
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Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et |a| < ¢, ja veendume, et siis —c¢ < a < ¢. Toepoolest,
kui |a| < ¢, siis
a <max{a,—a}=la| <c
ja
—a < max {a, —a} = |a| < ¢,

mis tingimuse 3° kohaselt tihendab, et —c < a. Kokkuvéttes —c < a < c.
Piisavus. Niiid eeldame, et —c < a < ¢, siis —a < ¢ (vrd. tingimus 30), mistottu

la| = max {a, —a} < c.
Lause on toestatud. m

Lause 1.12 Reaalarvude a ja b puhul kehtivad jargmised vdiited:
(a) |a+b| < |a|+ |b| (absoluutvidrtuse kolmnurgaomadus),

(b) la—b] < |a| + 0],

(¢) [la] = [b]] <fa—0],

(d) |abl = |a| [b].

Toestus. (a) Kuna a <|a| ja b <|b|, siis
a+b <la| + |b|
(pohjendadal!)PX. Samamoodi saame seostest —a < |a| ja —b < |b], et
—(a+b)=—-a—b<|a|+0].

Kokkuvottes
la +b|=max{a+b,—(a+b)} <|a|+ |b].

Viide (b) tdestatakse analoogiliselt (iseseisvalt!)*.

Viite (c) toestamisel kasutame toestatud vorratust (a). Esitades arvu a kujul @ = (a — b) + b,
saame vorratuse |a| < |a — b| + |b| ehk |a| — |b| < |a — b|. Vordusest b = b — a + a saame analoo-
giliselt, et |b| <|a — b| + |a| (peame silmas, et |b — a| =|a — b|) ehk |a| — [b] < |a — b|. Seega

|la| = [b]] = max {|a[ —[b], = (Ja] = b))} < |a—0b].

(d) Kui a >0 jab >0, siis ab > 0 ja |ab| = ab = |a] |b]. Seda asjaolu kasutame ka {ilejdinud
juhtude tdestamisel. Kui a < 0 ja b < 0, siis —a = |a| > 0 ning —b = |b| > 0, mistottu

|abl = |(=a) (=0)| = [—a| [=b] = al [0]

Erimérgiliste arvude a ja b puhul on korrutis ab mittepositiivne, seega niiteks juhul a < 0 ja b > 0
saame analoogiliselt eelnevaga, et

|ab] = — (ab) = (—a) b = [—al [b] = |a| [b]

(pohjendada! M. m
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Tokestatud alamhulkade kirjeldamine absoluutvairtuse abil. Eelpool toodud
definitsiooni kohaselt on alamhulk X C R tokestatud parajasti siis, kui

dm, M € R:m < x <M igaxr € X puhul. (1.4)
Veendume, et (1.4) on samavdidrne tingimusega
dK >0: |z| <K igax € X korral, (1.5)

selleks kasutame lauset 1.11. Kui (1.5) kehtib, siis —K < x < K koikide z € X puhul, seega
kehtib tingimus (1.4), kus m := —K ja M := K. Vastupidi, kui tingimus (1.4) on téidetud,
valime arvuks K suurima arvudest |m| ja | M|, s.t. K := max {|m/|,|M]|}, siis

—K<—ml<m<z<M<|M <K

(selgitadal pK, seega —K < x < K ehk |z| < K (vrd. lause 1.11) iga z € X korral.
Kokkuvottes oleme ndidanud, et tingimusest (1.4) jareldub tingimus (1.5) ja vastupidi, mis
tdhendabki, et need tingimused on samavéirsed.

Intervallid. Arvsirge kui reaalarvude hulga geomeetriline mudel on oluliselt kujunda-
nud ka reaalarvudega seotud terminoloogiat. Naiteks nimetame me reaalarve ka arvsirge
punktideks, teatavaid reaalarvude hulki aga intervallideks.

Definitsioon. Intervalliks nimetatakse sellist alamhulka X C R, millel on jérgmine
omadus: kui a,b € X jaa <z < b, siisx € X.

Iga kaks reaalarvu a ja b, kus a < b, maidravad dra neli intervalli:
vahemiku (a,b) :={z € R|a <z < b},
poolloigud (a,b] :={r €R|a<x <b}jala,b):={r€R|a<z<Db}ning
loigu [a,b] :=={x € R| a <z <b}.
Lisaks neile neljale intervallide tiiiibile tuleb meil tegemist ka tokestamata intervallidega

(—o0,b):={zeR|z<b}, (a,0):={zeR|a<zx}
ja
(—oo, b :={zeR|z<b}, [a,00):={zeR|a<x},
neile lisandub (—oo, 00) := R.
L I

)
\ ! ]
a—9 a a+4d

\

Joonis 1.3: Arvu a )-timbrus.
Definitsioon. Olgu a mingi arv. Vahemikku
(a—96,a+6)=:Us(a),

kus d on mingi positiivne arv, nimetatakse arvu a (ehk punkti a) §-imbruseks (vt. joonis
1.3). Arvu ¢ nimetatakse seejuures iimbruse Us (a) raadiuseks.
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Igal punktil a € R on lopmata palju timbrusi, s.h. kuitahes véikese raadiusega. Sellest

tuleneb, et
(\Us (a) = {a},
§>0

teisisonu, kui mingi arv x kuulub punkti a igasse timbrusse, siis * = a (selgitada! )X.

Definitsioon. Punkti a € X nimetatakse hulga X C R sisepunktiks, kui leidub selline
d >0, et Us(a) C X. Hulga X koigi sisepunktide hulka tdhistame X°. Alamhulka X C R,
mis koosneb vaid sisepunktidest, nimetatakse lahtiseks.

Néiteks koik vahemikud (a,b) ja tokestamata intervallid (—oo,b), (a,00) ja (—o00,00)
koosnevad ainult sisepunktidest (selgitada!)X, niisiis, X = X°, kui X on iiks neist interval-
lidest. Seevastu koigi naturaalarvude hulgal N ei ole iihtegi sisepunkti (pohjendadal X, s.t.
N° = @.

Joonisel 1.4 esitatud hulga X = (0,1) U {2} U [3,4) sisepunktideks on vahemike (0, 1)
ja (3,4) punktid, niisiis X° = (0,1) U (3,4), (veenduda, et arvud 2 ja 3 ei ole hulga X
sisepunktid! )X,

v

L A JAIY Y
Ut Y N Y
a 1 2 3 4

o T

Joonis 1.4: Hulga sisepunktid.

Siimbolid oo ja —oo — nende jaoks kasutame vastavalt nimetust (pluss) lopmatus ja
maiinus lopmatus — , mida me eespool intervallide téhistamisel tarvitasime, et ole reaal-
arvud ja nendega ei saa sooritada aritmeetilisi tehteid. Kiill aga kasutatakse neid
reaalarvude ja nende hulkadega seotud omaduste kirjeldamisel.

‘
£ >
M

Joonis 1.5: Lopmatuspunkti co iimbrus.

Definitsioon. (i) Intervalli (M, co) =: Ups (00), kus M > 0, nimetatakse lpmatuspunkti
oo timbruseks (vt. joonis 1.5).
(ii) Intervalli (—oo,—M) := Uy (—00), kus M > 0, nimetatakse lopmatuspunkti —oo
timbruseks.

Kokkuvote

Ratsionaalarvude oluliseks puuduseks on nende hulga Q liinklikkus. See tuleb esile,
kui uurida ratsionaalarvude paiknemist arvsirgel: sellel on punkte, millele ei vasta iikski
ratsionaalarv. Leidub sirgloike, mille pikkust ei saa véljendada ratsionaalarvuga, mitmed
"elutdhtsad”konstandid ei ole ratsionaalsed, nende hulgas ka 7, s.o. ringjoone pikkuse ja
diameetri suhe. Hulga Q liinklikkuse tottu ei saa teda rakendada noudlikumate matemaati-
liste mudelite konstrueerimisel ja — see on meie jaoks eriti téhtis — analiiiisi kui matemaatilise
teooria iilesehitamisel.
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Reaalarvude defineerimisel seatakse eesmiérgiks moodustada selline arvusiisteem, mis ka-
taks arvsirge téielikult ja mille aritmeetika ning jérjestus alluksid ratsionaalarvude korral
kehtivatele reeglitele. Reaalarvude hulk R méaratakse aksiomaatiliselt jargmiste tingimuste-
ga:

1) ta sisaldab koik ratsionaalarvud,

2) selles médratud aritmeetilised tehted rahuldavad korpuse aksioome (A1) — (A4), (M1)
B (M4) ja (D)a

3) selles méiratud jarjestus rahuldab jarjestatud korpuse aksioome (O1) — (O4) ja

4) on rahuldatud pidevuse aksioom (P).

Just viimane aksioom (P), mille kohaselt igal iilalt tokestatud arvuhulgal leidub iilemine
raja ehk supreemum, s.o. vahim iilemine toke, garanteerib liinkade puudumise hulgas R.
Niisiis kehtib hulga R ja arvsirge punktide vahel {iksiihene vastavus, seetottu koneleme me
reaalarvudest ka kui (arvsirge) punktidest.

Iga reaalarvu a korral defineeritakse tema absoluutvéaértus |a|, milleks on arvteljel punkti
a kaugus nullpunktist 0. Selle abil méératakse reaalarvude a ja b omavaheline kaugus |a — b|.
Koikvoimalike arvuhulkade hulgas méngivad olulist rolli intervallid, nii nimetatakse hulka
X C R omadusega

[a,be X,a<z<b=zeX.

Iga reaalarvuga a on seotud tema timbruste siisteem, mis koosneb tokestatud intervallidest
keskpunktiga a.

Reaalarvudel (nagu ratsionaalarvudelgi) on erinevaid esitusi. Neist tuntuim ning liht-
saim on esitus lopmatute kiimnendmurdudena, seega kujul o, ajasas. .., kus a on mingi
taisarv ja ag € {0,1,...,9} iga indeksi k£ puhul. Seejuures eeldatakse, et kiimnendmurd ei
16pe numbriga 9 perioodis. Osutub, et koigi lopmatute kiimnendmurdude hulgas vastavad
ratsionaalarvudele parajasti perioodilised kiimnendmurrud.

Reaalarvude hulga R iildiste omaduste juurde, millest tdhtsaim on fakt, et nii ratsionaal-
arvud kui ka irratsionaalarvud (s.o. arvud a € R\ Q) paiknevad hulgas R teatavas mottes
tihedalt, tullakse tagasi kursuses Matemaatiline analiiis I11. Jirgnevates analiiiisi kursustes
toestatakse ka, et eelpooltoodud aksioome rahuldav arvusiisteem R toepoolest eksisteerib ja
on seejuures iiheselt méaratud.
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2 Funktsioonid ja jadad

Funktsioon on matemaatilise analiiiisi pohiline uurimisobjekt. Tegemist on matemaatilise
moistega, mille abil saab kirjeldada looduses ja iihiskonnas toimuvate protsesside omavahelisi
seoseid.

2.1 Funktsioonid

Definitsioon. Olgu D mittetiihi reaalarvude hulk, s.t. D C R ja D # @. Kui igale arvule
x hulgast D on mingi eeskirja jargi seatud vastavusse tiheselt mdadratud arv y, mida me
tahistame f (z), siis 6eldakse, et hulgas D on defineeritud funktsioon f.Hulka D nimetatakse
funktsiooni f madramispiirkonnaks, hulka

(D) =A{f(z) |z e D}
aga vdadrtuste hulgaks. Punktide hulka
Grf:={(z,f(2)) |z € D}

xry-tasandil nimetatakse funktsiooni f graafikuks.

Niimoodi defineeritud funktsiooni tdhistame f: D — R, monikord ka y = f (z).

Funktsioonide analiiiitiline esitus. Kui funktsioon f : D — R on esitatud valemiga

y=f(z),

siis muutujat x nimetame soéltumatuks (teda nimetatakse ka funktsiooni f argumendiks),
muutujat y aga soltuvaks muutujaks. Mingi reaalset protsessi kirjeldava funktsionaalse soltu-
vuse puhul on médramispiirkond D enamasti méadratud selle protsessi tingimustega. Kui
funktsioon f on antud valemiga y = f () ilma méadramispiirkonda D fikseerimata, siis
voetakse selleks koigi nende reaalarvude z hulk, mille korral avaldis f (z) omab motet.

Naiide 2.1. Olgu funktsioon f antud seosega

T
x—>5

y:

Selle parem pool omab motet vaid juhul, kui —#+ > 0. Selleks on kaks voimalust:

a) x > 0 jaz > 5 ning

b) z <0jaxz <5.

Juhul a) on molemad vérratused rahuldatud, kui z > 5, juhul b) aga siis, kui =z < 0.
Kokkuvottes on funktsiooni f médramispiirkonnaks hulk D := (—o0,0] U (5,00).

Tihti on funktsioon f: D — R oma mé&aramispiirkonna D erinevates osades médratud
erinevate valemitega. Olgu D = D; U Dy U --- U D, ning D, N D; = @& suvaliste erinevate
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indeksite k,i € {1,...,n} korral. Kui igas alamhulgas D; on méératud funktsioon fy, siis
voime defineerida funktsiooni f : D — R seosega

f1 (JZ), kui x € Dl,
f (LU) — fg(l’), kUJ xr € DQ,

fn(x), kuiz e D,.

Vaatleme moningaid lihtsamaid funktsioone.

e Konstantne funktsioon
fTR—=R, f(z):=c,

kus ¢ € R on fikseeritud. Selle graafikuks zy-tasandil on x-teljega paralleelne sirge, mis ldbib
y-teljel punkti ¢ (vt. joonis 2.1).

A

Y

0 x "

Joonis 2.1: Konstantne funktsioon y = c.

e Lineaarne funktsioon
fTR—=R, f(z):=azx+b,

kus kordajad a,b € R on fikseeritud. Kui a # 0, siis selle funktsiooni graafikuks on sirge,
mis 1dbib punkte (—%, 0) ja (0,b). Juhul @ = 0 saame konstantse funktsiooni, teine téhtis
erijuht, kui b = 0 ja a = 1, kirjeldab identsusfunktsiooni y = x.

A y=axr+b
y/

0 x

Joonis 2.2: Lineaarne funktsioon y = ax + b.

e Poliinoom

fiR=R, f(2):=a2"+ap 12" "+ 4+ a1z + ao,
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kus kordajad aq, . . ., a, € R on fikseeritud. Kui n = 2, saame ruutpoliinoomi y = az?+bx+-c,
mille graafikuks (eeldusel a # 0) on parabool tipuga punktis <—%, c— %) (vt. joonis 2.3).

Selge, et ka lineaarne funktsioon on poliinoom, sel juhul n = 1.

YA
y=ar?+br+c

b2

4a

51 4

|
0 _b

2a

Joonis 2.3: Ruutpoliinoom y = ax? + bz + c.

e Dirichlet’ funktsioon

' |1 kuizeQ,
FiR=R, f(2) '_{ 0, kuizeR\Q.
e Tdisosa-funktsioon

fTR=R, f(z):=z]:=nkuiin<zx<n+1ljancZ,

selle graafikut illustreerib joonis 2.4.

— y=[1]
_—
_—
} } >t } } } >
2 -1 0 1 2 3 4 *

Joonis 2.4: Téisosa-funktsioon y = [z].

o Absoluutvddrtust kirjeldab funktsioon

[ R—=R, f(x):=|x|={ z,  kuiz €[0,00),

—z, kuiz € (—o00,0),
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y = ||

51

0 1

Joonis 2.5: Funktsioon y = |z|.

mille graafik on joonisel 2.5.
o Signumfunktsioon
1,  kuiz € (0,00),
fTR—=R, f(x):=sgnz:=<¢ 0, kuixz=0,
-1, kuiz € (—00,0),

selle graafik on esitatud joonisel 2.6.

1 y=sgnx

Joonis 2.6: Signumfunktsioon y = sgnz.

Paaris- ja paaritud funktsioonid. Olgu funktsiooni f ma&ramispiirkond D siimmeet-
riline nullpunkti suhtes, s.t. —x € D iga € D korral. Funktsiooni f nimetatakse
1) paarisfunktsiooniks, kui f (—z) = f (z) iga « € D korral,
2) paarituks funktsiooniks, kui f (—x) = —f (x) iga z € D korral.
Niiteks absoluutvéartus on paaris-, signum-funktsioon aga paaritu funktsioon. Paarisfunkt-

siooni graafik on zy-tasandil siimmeetriline y-telje suhtes, paaritu funktsiooni graafik aga
nullpunkti suhtes (kontrollida!)X.

Tokestatud funktsioonid. Definitsioon. Utleme, et funktsioon f: D — R on alam-
hulgas X C D tokestatud, kui vaartuste hulk f(X) := {f (z) | = € X} on tokestatud, s.t.

Im,M eR:m < f(z) <M iga z € X korral. (2.1)
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Lihtne on néha (vt. joonis 2.7), et tingimust (2.1) rahuldava tokestatud funktsiooni graa-
fik paikneb xy-tasandil ribas

{(z,y) [z €R, m<y< M}.

Joonis 2.7 illustreerib seda l6igus [a, b] tokestatud funktsiooni puhul.

Joonis 2.7: Tokestatud funktsiooni graafik.
Mirgime veel, et (2.1) on samavédrne tingimusega

dK > 0:|f (z)] < K iga € X korral
(kontrollidalX; vrd. tingimused (1.4) ja (1.5) eelmises peatiikis).

Naiide 2.2. Siinusfunktsioon

fR=>R, f(z):=sinz
ja koosinusfunktsioon

f:R—=R, f(x):=cosz

on tokestatud, kuna molemal juhul f (R) = [—1,1] (vt. joonised 2.8 ja 2.9).

Ya
AN f t f ‘>
— _T us s 3 —=sinx
. . '\?/ﬂy

Joonis 2.8: Siinusfunktsioon y = sinz.

Seevastu tangensfunktsiooni

f:]R\{EJrlmr\keZ}—ﬂR, f(2) = tanz = 20
2 cosS X

vaartuste hulk ei ole tokestatud, tdpsemalt, f (]R\ {% + k| ke Z}) =R (vt. joonis 2.10).
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YA
/\ /—yZCOSJC
- 0 : i 2
" 7 PZEE

Joonis 2.9: Koosinusfunktsioon y = cos z.

| Ya | | 1
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
I I I 1y = tanx
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | —
_x T T 3 On  5m, T
| | | ™ |
2 | 2 | 2 | 2 |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
Joonis 2.10: Tangensfunktsioon y = tan x.
Kuna sin (—z) = —sinz, cos (—z) = cos z, siis tan (—z) = — tanx suvalise € R puhul,

seega on siinus- ja tangensfunktsioon paaritud, koosinusfunktsioon aga paarisfunktsioon.

Funktsiooni ekstremaalsed vairtused. Kui funktsioon f on hulgas X C D tokestatud,
siis vadrtuste hulk f(X) on nii iilalt kui alt tokestatud, mistottu pidevuse aksioomi ning
lause 1.5 pohjal eksisteerivad sup f (X) ja inf f (X). Erijuhul, kui hulgas f (X) on ole-
mas suurim voi viahim element, siis neid nimetatakse vastavalt funktsiooni f suurimaks ja
vahimaks (ka maksimaalseks ja minimaalseks) vadrtuseks hulgas X. Seejuures, kui z; € X

jamax f(X) = f(x1), s.t.
f(z) < f(z1) iga z € X korral,

siis Geldakse, et funktsioon f saavutab hulgas X C D suurima véartuse kohal z;. Kui x5 € X
ja
f(x) > f(z2) iga z € X korral,

siis min f (X) = f (x2) ning funktsioon f saavutab hulgas X C D véhima véirtuse kohal 5.
Suurima ja vihima vadrtuse puhul koneldakse selle funktsiooni ekstremaalsetest vadrtustest.
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Tehted funktsioonidega. Olgu f ja ¢ hulgas D C R maéédratud funktsioonid, s.t.
f: D —TRjag: D— R. Defineerime uued funktsioonid

f+9:D—=R, (f+g)(x):=f(z)+g(z) (funktsioonide f ja g summa),
f—9:D—=R, (f—g)(x):=f(x)—g(x) (funktsioonide f ja g vahe),
Af:D—=R, (Af)(x):=Af(z) (funktsiooni f A-kordne, A € R),
fg: D =R, (fg)(x):= f(x)g(x) (funktsioonide f ja g korrutis),
z: D — R, i) () == f (@) (funktsioonide f ja g jagatis),
9 9 g(x)

viimasel juhul eeldame, et g (z) # 0 kéikide = € D korral. Nendega seotud arvutusvalemite
kohta mérgime, et

(f+g) (@) =f@)+g(@)=g(x)+[f(@)=(+]) ()
iga x € D korral (selgitadal X, s.t. f + g = g+ f. Analoogiliselt veendutakse, et
fo=gf, (f+9)+h=F+(g+h), (foh=[(gh), f(g+h)=Ffg+fh

suvaliste hulgas D mé#ratud funktsioonide f, g ja h puhul (kontrollida!)X.

Liitfunktsioon. Definitsioon. Olgu f: D — R ja h : E — R sellised funktsioonid, et
f (D) C E. Funktsiooni

hof:D—R hof(x):=h(f(z))
nimetatakse funktsioonide f ja h liitfunktsiooniks ehk kompositsiooniks.

Niide 2.3. Funktsioon y = 1 4+ +/4 — 3z on funktsioonide

f: (—oo,%} —R, f(z):=4—-32

ja
h: [0,00) = R, h(z):=1++x
4

kompositsioon ho f: (—oo, 5] — R.

Niide 2.4. Kui h(z) :=2? + 1 ja f (z) := Vx — 1, siis
hof (@) =h(f (@) = (f@)f +1=(x—1)+1=x

iga x € [1,00) korral. Seega ho f: [1,00) — [1,00) on identsusfunktsioon intervallis [1, c0).
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2.2 Arvjadad, nende koonduvus

Definitsioon. Arvjadaks nimetatakse funktsiooni, mille mé#dramispiirkonnaks on koigi natu-

raalarvude hulk N.

Selline funktsioon z : N — R seab igale naturaalarvule n vastavusse reaalarvu x (n),
mis tavaliselt kirjutatakse kujul z,. Neid funktsiooni véartusi x, nimetatakse arvjada x
litkmeteks, naturaalarve n € N aga indeksiteks. Arvjada = ennast téhistame siimboliga (z,,),
kasutame ka tahistust (xq,xs,...). Tavaliselt iitleme arvjada asemel lihtsalt jada.

Rohutame, et oluline on eristada jada (x1,zs,...) ja tema liikkmete hulka {x, | n € N}.
Jadas on alati 16pmata palju (tédpsemalt loenduv arv) liikmeid, kuigi tema liikmete hulk voib
olla 16plik. Niiteks jada (0,1,0,1,...) likkmete hulk {0, 1} koosneb vaid kahest elemendist.

Ménikord on otstarbekam votta indeksite hulgaks Ny = NU {0}, sel juhul saame jada

(ZL’o,Il,IQ, .. ) .
Tokestatud jadad. Tokestatud funktsiooni definitsiooni kohaselt (vrd. tingimus (2.1))
on jada (z,) tokestatud parajasti siis, kui
Im, M eR :m <x, <M igan €N korral,

selle tingimuse voime esitada kujul

K > 0: |z, < K igan € N korral.

Koonduvad jadad. Definitsioon. (a) Arvu a nimetatakse jada (z,) piirvddrtuseks

(kirjutame kas lim x,, = a voi z,, — a), kui
n—oo

Ve>03dNeN:n>N= |z, —a| <e. (2.2)

(b) Oeldakse, et lopmatuspunkt oo on jada (z,) piirvédrtus (kirjutame lim z, = oo voi
n—oo

T, — 00), kui
VM >03dNeN:n>N =z, > M. (2.3)

Analoogiliselt, lim =z, = —oco (ehk z,, = —o0) tdhendab, et
n—oo
VM >0dNeN:n>N=z,<—-M.

(c) Kui jadal on loplik piirviirtus, siis nimetatakse seda jada koonduvaks, mittekoonduvat
jada nimetatakse hajuvaks.

Seega on hajuvad sellised jadad, millel ei ole piirvéartust (naiteks (0,1,0,1,...) (vt.
niide 2.7 allpool)) voi mille piirvadrtuseks on iiks 16pmatuspunktidest co ja —oo (néiteks
(1,2,3,...)).

Koaige lihtsam koonduv jada on konstantne jada (a,a,...), s.t. jada (x,), kus z,, = a iga
n € N korral. Siis suvalise £ > 0 puhul

|z, —a] =]a—al] =0 < e igan € N korral,

piirvédrtuse definitsiooni pohjal x,, — a.



MATEMAATILINE ANALUUS I 25

Vorratus |z, — a| < e piirvddrtuse definitsioonis (2.2) on vastavalt lauses 1.11 esitatud
absoluutvéartuse omadusele samavidrne tingimusega —¢ < x,—a < cehka—e <z, < a+e¢
(selgitada! X, niisiis saame tingimuse (2.2) esitada kujul

Ve>03dNeN:n>N=uz,€(a—¢e,a+¢).

Siit tuleneb jada piirvairtuse geomeetriline tihendus: jada (x,) koondub arvuks a para-
jJasti siis, kui punkti a iga imbruse U, (a) = (a —e,a + €) korral leidub selline indeks N, et
x, € U (a) koikide n > N puhul.

Naiide 2.5. Niitame, et jada (n%), kus o > 0, koondub arvuks 0. Olgu £ > 0 suvaline,
votame N := [=] +1 (siin [=] on arvu = téisosa, seega N € N). Kuin € Njan > N,
siis % < % ning X X

— < — < 1/a @ —

n® = No (6 ) ©
(selgitadal )P Niisiis, kui fikseeritud arvu ¢ > 0 korral votta N := [Ell/a} + 1, siis kehtib
implikatsioon

1
n>N=|——0|<eg,
nOé
piirvédrtuse definitsiooni (2.2) kohaselt lim -% = 0 juhul a > 0.
n—oo
Niaide 2.6. Niitame, et lim gf;g = —1. Olgu ¢ > 0 suvaline, meie eesméirgiks on

n—o0

w42 _ (—1)| < e igan > N korral.

veenduda sellise indeksi N € N olemasolus, et

3—n2
Paneme tihele, et koigi indeksite n > 2 korral n? > 3. Sel juhul, kui téhistada x,, := g:*g,
siis ) )
n“+2+3-n ) 5
n — —]_ = n ]_ = = =

ja tingimus |z,, — (—1)| < £ on téidetud parajasti siis, kui n® > 2 + 3 ehk n > /2 + 3.
Olgu N := [,/2 + 3] + 1, kui n > N, siis |z, — (—1)| < e (selgitada! X, piirvédrtuse

definitsiooni (2.2) kohaselt lim gi;g =—1.
n—o0

Niide 2.7. Veendume, et jadal (z,) := ((—=1)") = (=1,1—1,1,...) ei ole piirviértust.
Selge, et lopmatuspunktid co ja —oo ei saa olla vaadeldava jada piirvéirtuseks. Oletame
vastuvditeliselt, et x, — a, kus a € R. Votame ¢ := 1, definitsiooni kohaselt leidub selline
N e N, et |z, —a|l <1ehk -1 < a—x, <1 koikide n > N korral. Seega peavad korraga
olema tédidetud tingimused

—1<a—-1<1 ehk O0<a<?2
ja

—1<a+1<1 ehk —2<a<0
(selgitada! PK, mis ei ole voimalik. Saadud vastuolu kinnitab, et jadal ((—1)") ei ole piir-
vaartust.

Tegelikult saab samamoodi veenduda, et suvaliste arvude «a, f € R puhul, kus o # f3, ei
ole jadal («, 8, «, 3,...) piirvddrtust (iseseisvalt!)X.
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2.3 Koonduvate jadade omadused

Koonduvate jadade omaduste kirjeldamist alustame koonduvuse ja tokestatuse vahe-
korra selgitamisega.

Lause 2.1 Iga koonduv jada on tokestatud.

Toestus. Olgu z, — a, s.t. iga e > 0 korral leidub selline (arvust € soltuv) indeks N € N,
et z, € (a —e,a+¢) igan > N puhul. Votame € := 1 ja leiame sellise N € N, et

a—1<x,<a-+1 kuin>N.

Teatavasti on igas 10plikus arvude hulgas nii suurim kui vahim element, jarelikult eksistee-
rivad

m = min{zy,xs,...,Tn_1,a — 1} ja M := max{z,xs,...,xny_1,a+ 1}.
Seejuures m < xz,, < M iga n € N korral (selgitada! X, s.t. (z,,) on tokestatud jada. m
Lause 2.2 Kui x, — 0 ja (y,) on tokestatud jada, siis x,y, — 0.

Toestus. Olgu € > 0 suvaline. Meie eesmérk on leida niisugune N € N, et
|TnYn| = |Tnyn — 0] < € iga n > N korral.
Kuna (y,) on tokestatud jada, siis leidub arv K > 0 omadusega
lyn] < K iga n € N puhul. (2.4)
Eelduse z,, — 0 kohaselt saame valida N € N niimoodi, et
20| = |2, — 0] < % iga n > N korral (2.5)

(pohjendada! k. Tingimustest (2.4) ja(2.5) saamegi, et |7,y = |2,| |[yn] < 7K = ¢, kui
n>N. m

Jargmine lause esitab pohimotteliselt tdhtsa fakti: igal koonduval jadal on vaid iiks
piirvairtus.

Lause 2.3 Koonduva jada piirvddrtus on tihesell mdadratud: kui x, — a ja x, — b, siis
a=Db.

Toestus. Eeldame, et x,, — a ja x, — b, olgu € > 0 suvaline. Meie eesmérk on niidata,
et |a — b| < e: kuna sel juhul mittenegatiivne arv |a — b| on viiksem igast positiivsest arvust,
siis see téhendab, et |a — b| = 0 ehk a = b.

Vastavalt piirvadrtuse definitsioonile leiame sellised Ny, Ny € N, et
€
3

Kui n := max { NV, Ny}, siis tdnu absoluutviirtuse kolmnurgaomadusele (vt. lause 1.12(a))

€
n2N1:>\xn—a|<§jan2N2:>|:vn—b|<

3

\a—b\:]a—xn+xn—b|g\a—xn|+]xn—b|<%+2

=¢.
Vaide on toestatud. m

Jargnevad kaks lauset kirjeldavad jada piirvédrtuse jarjestusega seotud omadusi.
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Lause 2.4 Olgu (z,) ja (y,) sellised koonduvad jadad, et

1) z, — a,

2) y, — b ja

3) leidub niisugune Ny € N, et x, < y,, kuin > Ny.

Siis a < b.
Toestus. Oletame vastuvéiteliselt, et a > b, ja veendume, et see oletus viib vastuolule.
Votame € = “T_b, siis € > 0. Kuna z, — a ja vy, — b, siis vastavalt piirvadrtuse

definitsioonile saame valida niisugused Ny, Ny € N, et

n>N = |z, —a|<e jan>Ny= |y, — b <e¢

ehk
a—e<zx,<a+te kuin>Np, ja b—e<y,<b+e, kuin> N,. (2.6)
Olgu n := max { Ny, N1, No}. Kuna
b+€:b+a—_b:a+b:a—a_b:a—5,
2 2 2

siis seostest (2.6) saame, et
Yp<b4+e=a—-e<ux,

(selgitada! X, mis on vastuolus eeldusega 3) (peame silmas, et n > Np). Viide on tdestatud.
|

Lause 2.5 (keskmise muutuja omadus). Kui x, — a ja y, — a ning seejuures leidub
selline Ny € N, et
Tn < 2n < yn tga n > Ny korral,

SUS Z, — a.

Toestus. Eeldame, et
Tn < 2, < yYp, kui n > Ny, (2.7)

ning x, — a ja y, — a, olgu € > 0 suvaline. Piirvédrtuse definitsiooni kohaselt on meie
eesmirgiks toestada niisuguse N € N olemasolu, et kehtiks tingimus

|zn, —a| < eigan > N korral. (2.8)
Vastavalt eeldusele x,, — a leiame N; € N omadusega
n>N = |z, —a| <e.
Analoogiliselt, kuna y,, — a, siis leidub Ny € N, et
n > Ny = |y, —al <e.

Votame N := max{Ny, N, No}. Kui n > N, siis |z, —a| < € ja |y, —a|] < ¢, teisisonu,
a—e <, <a+ening a—¢e <y, < a+ec. Pidades silmas vorratusi (2.7), saame, et

a—e<wx, <z, <y, <a+e igan > N puhul.
Seega |z, —a| < ¢, kui n > N, niisiis kehtib (2.8). =

Koonduvate jadade omaduste kirjeldamise 16petame lausega tehetega seotud omadus-
test. Seejuures piirdume vaid ithe omaduse toestusega.
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Lause 2.6 Kui x, — a ja y, — b, siis
(a) z,, + Yn — a+ D,

(b) z,y, — ab,

(¢) Ayp — Ab iga X € R puhul,
(d) z, — yp — a — b,

( — ¢ (eeldusel, et b#0),
( — ¢ (eeldusel, et b #0).

spos|-

Toestus. Toestame siinkohal vaid viite (a). Eeldame, et z,, — a ja y, — b, olgu € > 0.
Meie eesmérgiks on veenduda, et leidub N € N omadusega

n>N=[(x,+yn) — (a+0b)| <e.
Kuna z,, — a ja y, — b, siis leiduvad sellised Ny, N, € N, et

5 £
n2N1:>|:En—a|<§ ja n2N2:>|yn—b|<§.

Seega iga n > N := max { Ny, No} korral

€

9~ ¢

€
(@ +yn) = (@ + )] < |20 —al +[ya = b < 5+

(selgitadal PX, s.t. z, +y, > a+b. W

2.4 Tahtsad piirviartused

Koigi jargnevate tédhtsate piirvadrtuste leidmisel on aluseks binoomuvalem

n(n — 1)u"_2v +.”+7L(Tz— 1)...(n—k+ 1)u”_kvk

5 o +- - nue™ ™,

u+v)" = u+nu" o+
( )

kus u,v € R jan € N. Juhul w =1 ja v > 0 saame valemist

-1
(1+v)”:1+nv+%v2+~~+v”
vorratused
(1+v)" >nv (2.9)
ning
-1

(1+v)">1+ %02 (2.10)

(selgitadal ).

Lause 2.7 Kui 0 < a < o0, siis

0, km0<a<l,
lma*"=<¢ 1, kwa=1,
e oo, kuta > 1.
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Toestus. Juhtudel @ = 0 ja a = 1 on jada (a") konstantne, sel juhul viide kehtib. Kui
0<a<1,siis £ >1ningv:=1-1>0, valemi (2.9) kohaselt

1 = (l)n: (1+v)" > nv,

a” a
mistottu 0 < a™ < % iga n € N korral. Kuna lim % = % lim % = 0, siis lause 2.5 pohjal
n—oo n—oo
lim a" = 0 (selgitadal ).
n—oo

Kuia > 1, siis v := a — 1 > 0 ja valemist (2.9) saame, et
a" = (14 v)" > nv koikide n € N puhul.
Olgu M > 0 suvaline, leiame N € N omadusega N > % Iga n > N korral
a >nv > Nv> M,

s.t. lim @™ = oo (pohjendada!PX. =

n—o0

Lause 2.8 Kui 0 < a < 00, siis

lim {/a = 1.

n—oo

Toestus. Kui a = 1, siis viiide ilmselt kehtib. Olgu a > 1, siis ka /a> 1 (selgitada!)’X, seega
Ja= 1+ v, kus v,:=/a—1 > 0 suvalise n €N korral. Seose (2.9) tottu

1
a= (1+v,)" >nv, ehk 0 < v,< a— iga n €N korral.
n

Siit saame ténu lausele 2.5, et v,— 0 ehk /a— 1 protsessis n — oo.
Kuia < 1, siis b ::é> 1, mistottu eelneva arutelu pshjal V/b— 1 ning

1 1
lim /a = lim % = lim 1.

n—00 n—00 n—00 (‘/[_)

Viide on toestatud. m

Lause 2.9 lim /n=1.

n—oo

Toestus. Kuna {/n> 1, siis v,:={/n—1 > 0 ehk /n= 1+ v, igan = 2,3,... korral. Valemi
(2.10) kohaselt

2(n—1) 2
vfb ehk UZ<M:—, kuin=23,....
n

n=(14+wvy,) +— =1 =

Niisiis, 0 < vn<\/£%, lause 2.5 pohjal lim,, ., /n=1 (pohjendada!PH. m

Toestuseta esitame jargmise téahtsa véite.
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Lause 2.10 Jadal ((1 + %)n) eksisteertb prirvddrtus
1 n
lim (1 + —) =:e.
n— 00 n

Arvu e = 2, 71828182845 ... nimetatakse Fuleri arvuks. Arv e on irratsionaalarv, ta on
naturaallogaritme alus, s.t. log, a =: Ina.

Kokkuvote

Definitsiooni kohaselt on jada selline funktsioon, mille méaramispiirkonnaks on koigi
naturaalarvude hulk N. Niisiis, kui igale naturaalarvule n € N vastab iiheselt m&aratud
arv x, € R, siis on médratud jada, mida me tahistame kas (z,) voi (z1, 22, ...). Jada (z,)
nimetatakse tokestatuks, kui tema liikmete hulk {z, | n € N} on tokestatud. Kui jada (x,)
liikmed protsessis n — oo piiramatult ldahenevad mingile arvule a € R, siis 6eldakse, et ta
koondub piirvadrtuseks a (vt. definitsioon (2.2)). Hajuvate (s.o. mittekoonduvate) jadade
hulgas on erilisel kohal jadad, mille piirvéértus on kas oo voi —oo (vt. definitsioon (2.3)).

Koonduvatel jadadel on rida tédhelepanuvéérseid omadusi:

e koonduv jada on tokestatud,

e tema piirvadrtus on iiheselt méaaratud,

e kui x,, = a ja y, — b ning z, <y, mingist indeksist /N alates, siis a < b,

e kui z,, — a ja y, — a ning x, < z, < y, mingist indeksist N alates, siis z,, — a,

e kui z, = ajay, — b, siis x, *y, — axb, r,y, — abja z—: — ¢ (viimasel juhul eeldame,
et b#0).

Jargnevates peatiikkides méngivad olulist rolli jargmised véited:
ea" =0, kui0<a<l, jaa™— oo, kuia>1,
° Ya—1,

b \n/ﬁ % 17
1

e jada ((1+ %)) on koonduv, tema piirvisrtuseks on Euleri arv e (naturaallogaritmi alus).
J n
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3 Funktsiooni piirvairtus

Funktsioonide uurimisel taanduvad paljud probleemid kiisimusele, milline on antud funkt-
siooni vadrtuste muutumise iseloom argumendi vaadeldavate muutuste puhul. Selle kiisimu-
sega on seotud jargnevates peatiikkides késitletavad pidevus ja diferentseeruvus, molemad
baseeruvad piirvddrtuse moistele. Kdesoleva peatiiki eesmérk on anda funktsiooni piirviartuse
definitsioon erinevate piirprotsesside korral, kirjeldada piirvadrtuse omadusi ja temaga seo-
tud arvutuseeskirju. Heine kriteerium (vt. teoreem 3.2) voimaldab selleks kasutada koondu-
vaid jadasid.

3.1 Funktsiooni piirvairtused

Piirvairtuse idee ja iildine definitsioon. Idee paremaks moistmiseks vaatleme piirvair-
tust teatava protsessi — nimetame seda piirprotsessiks — lopptulemusena. Arvu A loeme
funktsiooni f piirvdartuseks kohal a (a on kas arv véi l6pmatuspunkt), kui argumendi x
vadartuste piiramatul lihenemisel punktile a funktsiooni vidrtused f (x) lihenevad piiramatult
arvule A, lithidalt, kui

r—a= f(z) > A (3.1)

Tingimuste © — a ja f () — A matemaatiliselt korrektseks formuleerimiseks — neile iiheselt
moistetava sisu andmiseks — kasutatakse punkti {imbruse moistet. Meenutame, et
e arvu a iimbrusteks nimetatakse vahemikke Us (a) = (a — d,a + 6), kus § > 0,
e I6pmatuspunktide oo ja —oo iimbrusteks vastavalt tokestamata intervalle Uy (00) = (N, 00)
ja Uy (—o0) = (=00, —N), kus N > 0.
Viljendi muutuja = vidrtused lihenenevad piiramatult punktile a ehk x — a all moistetakse
jargmist tingimust: punkti a tga timbruse U korral on muutuja x muutumise protsessis
selline moment (erinevate timbruste korral on see reeglina erinev), millest alates = € U.
Analoogiliselt moistame ka protsessi f (x) — A, kusjuures ka seda voime laiendada juhule,
kus A on l6pmatuspunkt.

Protsessidele © — a ja f () — A antud sisu voimaldab tingimuse (3.1) sonastada piir-
vddrtuse tldise definitsioonina.

Definitsioon. Punkti A nimetatakse funktsioon: f: D — R pitrvidrtuseks punktis a,
kui punkti A iga timbruse V korral saab valida punkti a sellise imbruse U, et f (z) € V
iga punktist a erineva x € U N D puhul, s.t.

re (UNA{a})ND = f(x)eV. (3.2)

Funktsiooni 16plik piirvairtus antud punktis a € R. Tingimus x # a eelnevas de-
finitsioonis on l6pmatuspunkti puhul (s.t. juhul a = oo v6i @ = —00) automaatselt tdidetud,
kuid arvu a korral on tal oluline tdhendus. Ta garanteerib selle, et piirvaédrtuse olemasolu
ning vaartus kohal a ei soltu funktsiooni vaédrtusest selles punktis. Tédnu tingimusele x # a
ei oma eelneva definitsiooni seisukohalt mingit tdhtsust see, kas a on mé&aramispiirkonna D
element voi mitte.

Kiill aga peab punkti a igas iimbruses U leiduma arvust a erinevaid méédramispiirkonna D
punkte, vastasel juhul kehtiks implikatsioon (3.2) iga punkti A korral, s.t. iga punkt A oleks
funktsiooni f piirvédrtus kohal a. See tdhelepanek on ldhtekohaks jargmisele definitsioonile.



32 3 Funktsiooni piirvaértus

Definitsioon. Arvu a nimetatakse hulga D C R kuhjumispunktiks, kui
(U, (a)\A{a}) N D # @ iga p > 0 korral,
s.t. kui punkti a iga {imbrus, millest arv a ise on vilja jaetud, sisaldab hulga D elemente.

Kuhjumispunkti definitsiooni juurde méargime, et
e kui D on suvaline intervall otspunktidega a ja b, kus a < b, siis hulga D kuhjumispunk-
tideks on koik arvud z € [a, b] (selgitadal X,
e kui c € D := (a,b), siis ¢ on nii hulga D N (—o0, ¢) kui ka hulga D N (¢, 0o) kuhjumispunkt
(pohjendadal )P4,
e arv 0 on mdlema hulga {—% | n € N} ja {1 | n € N} ainuke kuhjumispunkt (pshjendadal K.

Olgu a funktsiooni f médramispiirkonna D kuhjumispunkt. Eelpool toodud definitsiooni

jargi on arv A funktsiooni f piirvaartus kohal a parajasti siis, kui arvu A iga iimbruse
U. (A) = (A — ¢, A+ ¢) korral leidub arvu a selline timbrus Us (a) = (a — 6,a + ), et

€ (Us(a)\A{a}) N D = [(x) € U (A)
(vt. joonis 3.1). Pidades silmas, et
O<|z—a|<deze(a—dat+d)\{a}

ja
lf(z) —Al<es f(x)e(A—e, A+e),

saame nn. e-0-keeles esitada jéargmise piirvadrtuse definitsiooni.

Definitsioon. Olgu arv a hulga D C R kuhjumispunkt. Arvu A nimetatakse funktsiooni
f: D — R piirvadrtuseks punktis a (ehk kohal a) ja kirjutatakse lim f (x) = A, kui iga
T—ra

positiivse (kuitahes viikese) arvu e korral saab leida sellise § > 0, et kui argumendi védrtus
x rahuldab tingimust
0<|z—al <,

siis kehtib vorratus

|f (z) — Al <e.
Niisiis,

limf(z)=A:&Ve>03d=0(c)>0: [z €D, 0< |z —a|] <d]=|f(x)— Al <e.
Tr—a
(3.3)
Esitatud definitsiooniga seoses rohutame, et
e lim f () = A parajasti siis, kui lim (f (z) — A) = 0 (pohjendadal )X,
r—a r—a
e kuna a on médramispiirkonna D kuhjumispunkt, siis iga d > 0 puhul téepoolest leidub
funktsiooni f argumendi vadrtusi z # a omadusega |xr — a| < 0,
e piirvdartuse lim f (z) olemasolu ja tema vaartus ei soltu funktsiooni vddrtusest kohal a,
T—a

seetottu voib funktsioonil f olla piirvadrtus punktis a ka siis, kui f ei ole selles punktis
madratud,
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Joonis 3.1: Funktsiooni piirvaértus.

e kui lim f (x) = A, siis arv § > 0 seoses (3.3) soltub arvust ¢ > 0. Uldjuhul, mida viiksem
r—a

on etteantud € > 0, seda viiksem § > 0 tuleb valida, et tingimus (3.3) kehtiks.

Naiide 3.1. Néitame, et lin%f (x) = 4, kus
T—

_f x+2, kuixe R\ {2},
f(2) '_{ 0, kui x = 2.

Olgu € suwvaline positiivne arv. Meie eesmiérgiks on veenduda, et letdub selline 6 > 0, mille
korral tingimus
O<l|r—2|<d

garanteerib vorratuse |f (x) — 4] < e. Paneme téhele, et kui x # 2, siis
f () =4 = |z —2|.
Seega, kui votta § := ¢, siis
O<|z—2|<d=|f(x)—4|<e

ehk
€ (2-6,2+0), v #2]=f(x)e(d—¢e,4+¢).

Me veendusime, et lin% f (z) = 4 soltumata sellest, milline on funktsiooni f vaartus kohal
T—r

2. Veelgi enam, pole oluline kas arv 2 kuulub funktsiooni méa#dramispiirkonda voi mitte.

Naiteks, kuna

2
—14
g (x) =7 5 =x+2=f(z) iga = # 2 korral,
x_

siis liI% g (z) = 4 (peame silmas, et funktsiooni g médramispiirkonnaks on hulk R\ {2}).
x—

Niide 3.2. Niitame, et lim \/x = y/a iga a > 0 korral. Funktsiooni

r—a
y=+vz
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médramispiirkonnaks on intervall D := [0, 00), seega on iga positiivne arv a hulga D kuhju-
mispunkt (tema iga timbrus (a — J, a + 9) sisaldab positiivseid arve, s.o. hulga D elemente).
Olgu € > 0 suvaline, meie eesmérgiks on veenduda sellise positiivse d olemasolus, et

‘\/E_\/a‘ <ég,

kui
0<|z—al <é.

Paneme téhele, et

Vit a Ve

Vi e WAV (EH Ve r—a

seega
|z — al |z — al

VeVal= G s

Votame 0 := y/ae. Kui 0 < |z — a| < 0, siis

| — al 6 ae

Va T a o Ja o

[Vz —+a| <

Definitsiooni kohaselt lim y/z = +/a.
r—a

Jatame lugejale iseseisvalt’ lahendada vaadeldud iilesanne juhul a = 0.

Uhepoolsed piirviirtused. Me laiendame funktsiooni piirvidrtuse maistet antud punk-
tis @ € R juhule, kus argumendi x vaértused ldhenevad arvule a vaid iihelt poolt, mérgime
seda vastavalt * — a—, kui z < a, ja x — a+, kui = > a. Selliste piirvdartuste kirjeldamiseks
defineerime koigepealt punkti a iihepoolsed timbrused.

Definitsioon. Arvu a vasakpoolseks ja parempoolseks imbruseks loeme vastavalt inter-
valle
(a —0,a) = Us (a—) ja [a,a+0)=:Us(a+),

kus ¢ on suvaline positiivne arv.

Tanu seostele

reUs(a—)\Ha} & 0<a—z <,
reUs(a+)\{a} ©0<z—a<$
saame eespool esitatud iildisest piirvadrtuse definitsioonist ldhtudes vasak- ja parempoolse

piirvaartuse moiste.
Definitsioon. (a) Olgu a € R hulga D N (—o0, a) kuhjumispunkt, s.t.

(a — p,a) N D # & iga p > 0 korral.
Oecldakse, et arv A on funktsiooni f: D — R wasakpoolne piirvidrtus punktis a, ning

tahistatakse lim f (z) = A, kui iga € > 0 korral leidub selline § > 0, et

r—a—

weD,0<a—a<d=|f(x)— A <e. (3.4)
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yl
B+62-
B_
3762'
A—€1'
A_
A+eq A
0
y=[f(x)

Joonis 3.2: Uhepoolsed piirvéirtused.

(b) Olgu a € R hulga D N (a, c0) kuhjumispunkt, s.t.
(a,a+ p) N D # @& iga p > 0 korral.

Oeldakse, et arv A on funktsiooni f parempoolne piirvidrtus punktis a, ning tihistatakse
lim f(x) = A, kui iga € > 0 korral leidub selline 6 > 0, et

r—a+
reD, 0<z—a<d=|f(x)—Al<e. (3.5)
Jargmisest néitest selgub et, tdhepoolsed piirvidrtused antud punktis vorvad olla erinevad.
Naide 3.3. Olgu f: R — R signum-funktsioon, s.t.

1, kuiz >0,
f(x) =sgnx = 0, kuiz=0,
—1, kuix <0.

Néitame, et lim sgnxr = —1 ning lim sgnz = 1.
z—0— z—0+

Olgu € > 0 suvaline. Kuna iga x < 0 puhul
lsgnz — (=1)| =|(-1)+ 1| =0 < ¢,
siis kehtib implikatsioon
0<0—z<d=|f(x)—(-1)|<e

téiesti suvaliselt valitud 0 > 0 korral. Seega h%l sgnr = —1.
x—0—

Vordus lir(r)1+sgnx = 1 kontrollitakse samamoodi (iseseisvalt!)"X.
T—

Situatsiooni, kus funktsiooni vasak- ja parempoolne piirvadrtus antud punktis ei lange
kokku, illustreerib ka joonis 3.2.

Piirviaartuse ja iihepoolsete piirvaiartuste vahekord. Vordleme vasakpoolse piir-
vadrtuse definitsiooni piirvadrtuse definitsiooniga (3.3). Paneme téhele, et
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e kui lim f () = A ja a on hulga D N (—o0,a) kuhjumispunkt, siis lim f(z) = A (kontrol-

r—a Tr—a—

lida! )X,

e kui lim f(x) = A ja a ei ole hulga D N (a,00) kuhjumispunkt, siis lim f(z) = A
T—a— T—a

(selgitadal )P Néiteks, kui funktsiooni f médramispiirkonnaks on intervall (—oo, 1), siis keh-
tib vordus hr{l f(x)= lin% f (z) eeldusel, et iiks neist piirvadrtustest eksisteerib.
T—1— T—

Analoogiline arutelu on 6ige muidugi ka parempoolse piirvadrtuse puhul. Jargmine lause
kirjeldab olukorda, kus funktsiooni ma#dramispiirkond, millest on vilja jaetud punkt a, 16ikub
selle punkti tga vasakpoolse ja parempoolse iimbrusega.

Lause 3.1 Olgu a mélema hulga D N (—o00,a) ning D N (a,c0) kuhjumispunkt. Piirvadrtus
lim f (x) eksisteerib parajasti siis, kui molemad thepoolsed piirvidrtused lim f (x) ning
r—a

rT—a—

lim+ f (z) eksisteerivad ja on vérdsed.
Tr—a

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et lim f (z) = A. Olgu suvalise € > 0 korral § > 0 valitud

T—a

vastavalt tingimusele (3.3), siis on kehtivad ka implikatsioonid (3.4) ja (3.5) (selgitada!)X,
st. lim f(x)= lim f(z)= A.
T—a— r—a+
Piisavus. Eeldame, et lim f(z) = lim+f () = A, ja nditame, et lim f (z) = A. Olgu
Tr—a— r—a Tr—a

e > 0 suvaline ja olgu arvud d; > 0 ning d, > 0 valitud vastavalt {ihepoolsete piirvairtuste
definitsioonidele (a) ja (b), s.t.

[reD, 0<a—xz<d]|=|f(r)—Al<e
ja
xeD, 0<z—a<d)=|f(z)— Al <e.
Kui argument x rahuldab tingimust
0<|z—a|l <d:=min{d,d},

siskas 0 <a—x<d < (kuiz<a)viil<z—a<d <o (kui z > a) (selgitadal X,
seega molemal juhul kehtib vorratus |f (z) — A| < . Kokkuvottes

ze D, 0<|z—a|<d]=|f(z)— Al <e,

niisiis, lim f (z) = A. =
T—a

Niide 3.4. Leiame piirviirtuse 111% f(z), kui
xr—

f(z) = r+2, kuix<?2,
"l 6—x, kuixz>2.
Néite 3.1 ning lause 3.1 kohaselt lir? f(x) = lilgl (x 4+ 2) = 4 (selgitadal . Niitame, et
r—2— r—2—
ka lim (6 —x) = 4, siis lause 3.1 pdhjal lir% f (z) = 4. Olgu £ > 0 suvaline, meie eesmirgiks
Tr—r

r—2+4
on leida selline 6 > 0, et kui 0 < z — 2 < 9, siis

lz—2|=16—2—4| <e.
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Selleks votame § := ¢, siis
O<z—2<d=|f(x)—4=x—2|<e¢,

seega lim f () = 4 ning kokkuvottes lim f (z) = 4.
T2+ z—2

Piirvairtused l1opmatuspunktides. Jargnevad moisted saadakse funktsiooni piirvér-
tuse iildisest definitsioonist, kui arvestada, et 16pmatuspunktide oo ja —oo iimbrused on
vastavalt kujul Uy (00) = (N, 00) ja Uy (—o0) = (—o0, —N), kus N > 0.

Definitsioon. (a) Olgu funktsiooni f: D — R mé#ramispiirkond D 4lalt tokestamata
hulk, s.t.

(M,00) N D # & iga M > 0 korral.

Oecldakse, et arv A on vaadeldava funktsiooni f piirvédrtus lopmatuspunktis oo (kirjutatakse
lim f(x) =A), kui
T—>r00

Ve>03dIN>0:[x€D,z>N|]=|f(z)— A <e.
(b) Olgu funktsiooni f: D — R mé#dramispiirkond D alt tokestamata hulk, s.t.
(=00, —M)N D # @ iga M > 0 korral.

Oeldakse, et A on funktsiooni f piirvidrtus lopmatuspunktis —oo (lithidalt lim f (z) = A),
T—>r—00
kui

Ve>03IN>0:[ze€D,z<—N]=|f(z) - 4| <e.

Naide 3.5. Niitame, et

. ox+1 R |
lim = lim =
xr—00 T T——00 X

1.

Selge, et seosega y = xT“ médratud funktsiooni f médramispiirkond (—oo,0) U (0, 00) on nii

iillalt kui ka alt tokestamata. Olgu € > 0 suvaline. Kui  — oo, voime eeldada, et = > 0,
seega
1

xz

rz+1
X

[f (z) = 1] =

Y

1
T

_1‘:

ning vorratus |f () — 1| < € kehtib parajasti siis, kui = > % Votame N := %, siis tingimus
x> N garanteerib vorratuse |f (z) — 1] <e¢, s.t. lim 22 =1,
T—>00

Kui z — —o0, siis eeldame, et x < 0, seega

r+1 1 1
|If (x) — 1] = —1‘:__:_.
x r -
Olgu N = %, tingimusel + < —N ehk —x > N > 0 saame vorratuse _Lx < % = ¢, s.t.

|f (r) — 1] < e. Niisiis, lim 2! =1.

T——00



38 3 Funktsiooni piirvaértus

Maérgime, et eelmises peatiikis vaadeldud jada piirvaartus on erijuht funktsiooni piirvéér-
tusest lopmatuspunktis oo (selgitadal K. Teiseks paneme téihele olulist tosisasja, et kui funkt-
siooni f: (a,00) — R puhul lim f(x) = A ja xz,, — oo, siis f (z,) — A protsessis n — 0o

T—r00

(pohjendadal )X

Lopmatud piirvadrtused. Seni defineerisime me erinevates protsessides funktsiooni
piirvadrtuse A kui arvu. Kuid alapunkti alguses esitatud iildine definitsioon voimaldab anda
sisu ka seostele

lim f (z) = oo ja lim f () = —o0,

selleks vaatleme me punktina A esimesel juhul I6pmatuspunkti oo, teisel juhul —ooc.

Definitsioon. Olgu a € R funktsiooni f: D — R mééramispiirkonna D kuhjumispunkt.
(a) Utleme, et oo on funktsiooni f piirvidrtus punktis a, ning kirjutame lim f (z) = oo, kui
Tr—a

VM >036>0:[zxe€D,0< |z —a|l <= f(z)> M.

(b) Utleme, et —oo on funktsiooni f piirvidrtus punktis a, ning kirjutame lim f (z) = —oo,
Tr—a
kui
VM >030>0:[z€eD,0<|z—a|<d]= f(z)<—-M.

Analoogiliselt defineeritakse lopmatud piirvaartused protsessis ¢ — a—, * — a+, T — 00
ja x — —oo (iseseisvalt!).

Naiide 3.6. Olgu funktsioon f médratud valemiga y = ﬁ, siis tema médramispiirkon-
naks on hulk D := (—o0,2)U(2, 00), punkt a = 2 on mélema hulga (—o0,2)ND ja (2,00)ND
kuhjumispunkt. Niitame, et lirél f(z) =00ja 1ir§1+f (x) = —00.

T—2— z—

Olgu M > 0 suvaline, peame veenduma, et

1
0<2—z<d=>—>M, (3.6)
2—zx
1
0<z—-2<d=> <—-M (3.7)
2—x
mingite 6; > 0 ja do > 0 puhul. Vorratus ﬁ > M kehtib parajasti siis, kui x < 2 ja

2—x< ﬁ, s.t. kui 2 — % <r<2ehk0<2-—-2x< ﬁ Analoogiliselt saame, et ﬁ < —-M
1

parajasti siis, kui 0 < z — 2 < ;. Seega voime seostes (10.3) ja (10.4) vdtta 01 1= by := 7.

3.2 Funktsiooni piirviairtuse omadused

Vaatleme funktsioone f, g ja h, mis kdik on médratud hulgas D C R, eeldame jargnevas (kuni
kéesoleva peatiiki 16puni), et @ € R on hulga D kuhjumispunkt. Funktsiooni piirvaértuse
omaduste kirjeldamist alustame jargmise teoreemiga, mis voimaldab meil edaspidi rakendada
eelmises peatiikis esitatud koonduvate jadade omadusi. Seda teoreemi nimetame piirvdadr-
tuse Heine kriteeriumaks, siinkohal esitame vaid tema tarvilikkuse osa toestuse, terve-
nisti toestatakse Heine kriteerium kursuses Matemaatiline analiiiis I11.
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Teoreem 3.2 Arv A on funktsiooni f: D — R purvddrtus punktis a parajasti siis, kui iga
arvuks a koonduva argumendi vddrtuste jada (z,) korral, kus x, # a, funktsiooni vidrtuste
jada (f (x,)) koondub arvuks A. Teisisonu, im f (z) = A parajasti siis, kui kehtib implikat-
sioon .
[z, € DN\ {a} (neN), z, —a]= f(z,) = A
Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et il_rg f (z) = A. Olgu (z,,) hulgas D\ {a} selline punk-

tide jada, mis koondub arvuks a, meie eesmérk on néidata, et f (z,) — A.
Olgu ¢ suvaline positiivne arv. Vastavalt funktsiooni piirvédrtuse definitsioonile (3.3)
leiame sellise 0 > 0, et

[z € DNAa},0< |z —a|<d]=|f(x)— A <e. (3.8)

Kuna z, — a, siis jada piirvidrtuse definitsiooni (2.2) kohaselt saame fikseerida niisuguse
indeksi N, et 0 < |z,, — a| < ¢ koikide n > N puhul. Tingimuse (3.8) pohjal

|f (x,) — A| < eigan > N korral,
seega f (z,) = A (vrd. (2.2)). =

Jargmise lause kohaselt on funktsiooni piirvadrtus (kui ta eksisteerib) itheselt méaaratud.
Selle toestamisel demonstreerime, kuidas Heine kriteerium voimaldab eelpool téestatud koon-
duvate jadade kohta kéivad viited {ile kanda funktsiooni piirvéartusele.

Lause 3.3 Kui lim f (x) = A ja lim f () = B, kus A, B € R, siis A = B.
Tr—a

r—a
Toestus. Eeldame, et lim f(z) = A ja lim f (z) = B, olgu (z,) selline arvjada, et
Tr—a Tr—a
x, € D\ {a} iga n € N korral ja z, — a. Heine kriteeriumi pohjal tuleneb eeldusest
lim f () = A, et f(z,) = A, samas saame eeldusest lim f (z) = B, et f(z,) — B. Kuid
r—a r—a

lause 2.3 kohaselt on koonduval jadal (f (z,)) vaid iiks piirvairtus, seega A = B. ®
Analoogilist votet kasutatakse ka jargmiste lausete toestamisel.

Lause 3.4 Olgu f: D — R ja g: D — R sellised funktsioonid, et
1) lim f (z) = A,
Tr—a
2) limg(x) = B ja
Tr—a
3) leidub niisugune § > 0, et f(x) < g(z) iga x € (D\ {a}) N (a —d,a+ ) korral.
Sits A < B.

Jareldus 3.5 Kui f: D — R on selline funktsioon, et
1) lim f (z) = A ja
Tr—a
2) leidub niisugune § > 0, et f(x) < B iga x € (DN {a}) N (a — d,a + 0) korral,
sits A < B.

Lause 3.6 Olgu f: D - R, g: D — R ja h: D — R sellised funktsioonid, et
1) lim f (z) = lim g (z) = A,
Tr—a Tr—a
2) leidub niisugune 6 >0, et f(x) < h(x) < g(z) iga x € (DN {a}) N (a —0,a+ 0) korral.
Siis lim h (z) = A.

T—ra
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Toestus. Eeldame, et tingimused 1) ja 2) on tdidetud. Olgu (x,) selline arvjada, et
a # x, € Digan € N korral ja x,, — a, Heine kriteeriumi kohaselt on meie eesmérgiks
néidata, et h (x,) — A (selgitadal)X.

Vastavalt jada piirvaartuse definitsioonile (2.2) saame valida sellise N € N, et |z, —a| < §
koikide n > N korral. Niisiis,

n>N=a—-0<zx,<a-+0
ehk
€ (DNAa})N(a—d,a+9), kuin > N,
mistottu eelduse 2) pohjal

n>N= f(z,) <h(z,) <g(z,).

Kuna lim f () = lim g (z) = A, siis teoreemi 3.2 kohaselt f (x,) = Ajag(z,) — A. Ndeme,
Tr—a Tr—a

et jadad (f (z,)), (g (x,)) ning (h(z,)) rahuldavad koiki lause 2.5 tingimusi, selle kohaselt
h(x,) — A. Lause on toestatud. m

Lause 3.7 Kui lim f (x) = A ja lim g (x) = B, siis
() lim (f () +g (1)) = A+ B,
(b) hmf( )g(x) = AB,

(c) hm )\f( ) = AA iga X € R puhul,
(d) hm( (r) —g(x)) = A- B,

( = £ (ecldusel, et B #0) ja
() lim < (x = 4 (eeldusel, et B #0).

Laused 3.3, 3.4 ja 3.7 ning jareldus 3.5, mis siin on sonastatud piirvaértuste jaoks protses-
sis x — a, kehtivad ka siis, kui * — a—, * — a+, © — —o0 vdi x — oco. Niiteks iihepoolsete
piirvadrtuste puhul kehtivad jargmised véaited.

Lause 3.8 (a) Kui
1) lim f(z) = A4 ja
T—a—
2) leidub niisugune 6 >0, et f(x) < B (f (x) > B) iga x € DN (a — d,a) korral,
sits A < B (vastavalt A > B).
(b) Kui
1) lim+f () =A ja
Tr—a
2) leidub niisugune § > 0, et f(x) < B (f (x) > B) iga x € DN (a,a+ ) korral,
sits A < B (vastavalt A > B).

Kokkuvote

Piirvidrtuste meetod on matemaatilise analiiiisi pohiline uurimismeetod. Oeldakse, et
A on funktsiooni f piirvaértus kohal a, kui f(x) — A protsessis z — a. Implikatsioonile
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r — a= f(xr) — A iiheselt moistetava sisu andmiseks kasutatakse punkti timbruse moistet:
punkti A iga iimbruse V' korral leidub punkti a selline iimbrus U, et f (U) C V. Vaadeldes
juhte, kus a ja A on kas arvud voi [opmatuspunktid oo ja —oo, saame funktsioonide jaoks
erinevat tiilipi piirvaartused.

Eelmises peatiikis késitletud jada piirvadrtus on erijuht funktsiooni piirvaédrtusest juhul
xr — oo. Téanu jada lihtsa struktuuriga médramispiirkonnale D = N on tema piirvaédrtusega
seotud omadused lihtsamini kirjeldatavad. Piirvadrtuse Heine kriteerium véimaldab neid
rakendada iilejadnud funktsioonide piirvadrtuste omaduste uurimisel, seda demonstreerivad
eespool lausete 3.3 ja 3.6 tdestused.



42 4 Pidevad funktsioonid

4 Pidevad funktsioonid

Pidevuse moiste ldhtekohaks matemaatikas on joone pidevus s.o. mittekatkevus. Lihtsus-
tatult koneldes, pidevateks nimetame neid funktsioone, mille graafik on pidev joon. Selle
moiste korrektseks esitamiseks ning analiiiitilise sisu kirjeldamiseks kasutatakse piirvaartuse
moistet.

4.1 Pideva funktsiooni moiste ja omadused

Definitsioon. Olgu a € D hulga D kuhjumispunkt. Funktsiooni f: D — R nimetatakse
pidevaks punktis a (ehk kohal a), kui

lim f (x) = f(a).

r—a

Kui a € D on hulga D N (—o00,a) voi hulga D N (a,00) kuhjumispunkt ning kehtib vastavalt
vordus lim f(z) = f(a) voi hm+ f(z) = f(a), siis koneldakse vastavalt vasakpoolsest ja
r—a— T—a

parempoolsest pidevusest punktis a.

Pidades silmas e-d-keeles esitatud piirvadartuse definitsiooni (3.3), saame jérgmise viite:
funktstoon f on pidev oma mdadramispiirkonna D kuhjumispunktis a € D parajasti siis, kui

Ve>030>0:[zeD, |[x—a|l<d)=|f(x)— f(a)] <e. (4.1)

Naiide 4.1. Niitame, et funktsioon

r, kuiz >0,
—x, kuixz <0,

FRSE f(0) = el = {

on pidev igas punktis a € R.
Olgu € > 0 suvaline, votame § := ¢. Kui |z — a| < 4, siis lause 1.12(c) kohaselt

|lz| = lal| <[z —a| <0 =e¢,
seega tingimuse (4.1) pdhjal on funktsioon f pidev kohal a.

Naide 4.2. Vaatleme kolme funktsiooni fi, f> ja f3, mis on médratud vastavalt seostega

1'2

fi(z) ::;—kl,

_ Jxz+1, kuiz #0,
f2 (2) { 0, kui z = 0,
fa(z):=x+1

(vt. joonis 4.1). Funktsiooni f; médramispiirkonnaks on hulk Dy := R\ {0}, funktsioonidel
f2 ja f3 on selleks Dy := D3 := R. Lihtne on néha, et

1) fi(x) = fo(x) = f3(x) iga z € Dy korral ja

2) arv a = 0 on koigil kolmel juhul médramispiirkonna kuhjumispunkt (selgitada!)?X.
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Ya YA YA
y= fi(x) y = fa(z) y = fa(z)
/ /1' :
of 1 = of 1 = o 1 =

Joonis 4.1: Naide 4.2.

Selge, et lin% fi(x) = 1igai=1,2,3 puhul (kontrollida! )X, seejuures on funktsioon f3 pidev
T—

punktis @ = 0 (veenduda!X. Funktsioonid f; ja fy ei ole selles punktis pidevad: f; ei ole
kohal @ = 0 méadratud, funktsioon f, on kiill méaratud, kuid tema véartus ja piirvadrtus
kohal 0 ei lange kokku.

Naide 4.3. Veendume, et ruutfunktsioon
f:R—=R, f(x):=2

on pidev kohal a = 1.

Olgu € > 0 suvaliselt fikseeritud. Meie eesmérk on leida selline § > 0, et kui |z — 1| < 6,
siis |22 — 1| < € ehk |z + 1]z — 1| < &. Seejuures voime me eeldada, et otsitav § > 0 on
piisavalt viike, nouame, et 0 < § < 1. Paneme téhele, et kui |z — 1| < § < 1, siis

—l<z—-1<1
ehk
l<z+1<3,
niisiis
lt+1]=2+1<3. (4.2)

Votame 6 := min {1,£}, olgu [z — 1| < 6. Kuna |z — 1] < 1, siis kehtib vorratus (4.2).
Samas |z — 1| < £ ning kokkuvottes

£

]x2—1\:\x+1ux—1\<33

=E&.

Pidevuse seos vasak- ja parempoolse pidevusega. Uhelt poolt, kui f on nii vasakult
kui ka paremalt pidev kohal a, siis

fla)=lim f(x)= lim f(z)

r—a— T—a+

ning lause 3.1 kohaselt lim f (z) = f (a), s.t. funktsioon f on kohal a pidev.
r—a

Teisalt, olgu funktsioon f pidev oma méadramispiirkonna D sisepunktis a € D. Sel
juhul on @ loomulikult hulga D kuhjumispunkt, kuid ta on ka molema hulga D N (—o0,a)
ja D N (a,00) kuhjumispunkt. Kuna eelduse kohaselt lim f (z) = f (a), siis lause 3.1 pohjal

Tr—a

lim f(z)= hm+ f(x) = f(a), s.t. f on kohal a nii vasakult kui paremalt pidev.
a— T—a

T—
Kokkuvottes toestasime jargmise viite.
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Lause 4.1 Funktsioon on oma mddramispiirkonna sisepunktis pidev parajasti siis, kui ta
on selles punktis vasakult ja paremalt pidev.

Naiide 4.4. Olgu funktsioon f: [0,4] — R méédratud seosega

x2, kui z € [0,2],

fla):= { r—4)%, kuiz e (2,4].
Kuna

lim f(z)= lim 22=4=f(2) ja lim f(z)= lim (z—4)>=4=f(2),

r—2— T—2— T—2+ r—2+

siis on f méadramispiirkonna [0, 4] sisepunktis a = 2 paremalt ja vasakult pidev, seega on ta
selles punktis pidev.

Naiide 4.5. Olgu funktsioon f: [0,4] — R méératud seosega

[ a2 kui 2 € [0,2],
f(z) = { (22 —3)*, kuixz € (2,4].

Siis

lim f(z)= lim 2> =4=f(2) ja lim f(z)= lim (22 —3)>=1# f(2),

r—2— r—2— r—2+ r—2+

seega on f punktis a = 2 kiill vasakult pidev, kuid ei ole selles punktis paremalt pidev.

Tehted pidevate funktsioonidega. Lause 3.7 abil on lihtne tdestada jargmist lauset.

Lause 4.2 Olgu funktsioonid f: D — R ja g: D — R pidevad punktis a, siis ka funktsioonid
f+a f—g, \f, fg ja § on punktis a pidevad (funktsiooni % puhul eeldame, et g (x) # 0
iga x € D korral).

Toestus. Eeldame, et funktsioonid f ja ¢ on kohal a pidevad, ja veendume, et ka
nende korrutis fg on pidev selles punktis. Ulejidinud tehete puhul on tdestus samasugu-
ne (iseseisvalt! K.

Kuna eelduse kohaselt lim f () = f (a) ja limg(z) = g (a), siis

r—ra r—a

lim fg (x) = lim f () g () = lim f () lim g () (vt. lause 37(5)
— f(@)g(a) = fg(a).

mis tdhendabki funktsiooni fg pidevust kohal a. m
Naiide 4.6. Poliinoom

fiR=R, f(2):=a,2" +ap 12" "+ 4+ a1z + ag
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on igas punktis a € R pidev funktsioon. Toepoolest,
lim f (x) = lim (anx" +a, 12"+ a ao)
T—ra T—ra

= a, im 2" + a,_1 im 2" ' + -+ 4+ a; im = + aqg (lause 3.7(a), (c))
Tr—a Tr—a r—a

= pa" + Qp_1a" 4 -+ ara + ag (lause 3.7(b))
= [f(a).
Naide 4.7. Olgu funktsioon f médratud seosega

»4+r+1

Y= 2 5546

Kuna z? — 5z + 6 = (z — 2) (x — 3), siis arvud 2 ja 3 on murru nimetaja nullkohad, seega
funktsiooni f méaaramispiirkonnaks on hulk D := (—00,2) U (2,3) U (3,00). Murru lugeja
ja nimetaja on poliinoomid, seega on nad molemad pidevad igas punktis a € D, lause 4.2
pohjal on funktsioon f (kui pidevate funktsioonide jagatis) pidev oma méadramispiirkonna
igas punktis.

Liitfunktsiooni pidevust kirjeldab jargmine viide.

Lause 4.3 Olgu a € D hulga D kuhjumispunkt ning olgu f: D — R ja h: E — R sellised
funktsioonid, et f (D) C E. Kui f on pidev punktis a ja h on pidev punktis b := f (a), siis
lintfunktsioon ho f : D — R on pidev punktis a.

Toestus. Rakendame eelmises peatiikis toodud piirvadrtuse Heine kriteeriumit (vt. teo-
reem 3.2). Olgu (zy) selline jada, et zp € D\ {a} ja x; — a. Teoreemi 3.2 kohaselt on meie
eesméirgiks nididata, et ho f (xx) = ho f (a).

Funktsiooni f pidevusest punktis a jareldub, et

ug = f(xg) = f(a) =0

Seega jareldub funktsiooni h pidevusest punktis b koonduvus h (uy) — h (b). Niisiis,

ho f(xr) = h(f (zx)) = h(ux) = h(b) = h(f(a)) =ho f(a),
s.t. h o f on pidev kohal a. m

Katkevuspunktide klassifikatsioon. Funktsiooni f: D — R katkevuspunktiks nime-
tatakse hulga D kuhjumispunkti a, milles f ei ole pidev. Kui katkevuspunktis a on funkt-
sioonil f molemad 16plikud iihepoolsed piirvaédrtused, siis koneldakse esimest liiki katke-
vusest, iilejadnud juhtude puhul teist liiki katkevusest. Kui esimest liiki katkevuse korral
xlgglﬁ flz) = Ilirgf () (seega eksisteerib glgr;f (x)), kuid }B}lf (x) # f(a) voi funktsioon
f ei ole punktis a méadratud (s.t. a ¢ D)), siis eldakse, et funktsioonil f on punktis a
korvaldatav katkevus. Katkevuse korvaldamiseks médratakse funktsiooni vaartuseks punktis
a tema piirvadrtus ilg(ll f (z). Tegelikult tdhendab selline katkevuse korvaldamine esialgse

funktsiooni f asendamist uue funktsiooniga ]7, kus

. f(z), kui x € DN\ {a},
fla) = { lim f (z), kuiz=a.

r—a
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Niiteks on funktsioonidel f; ja fy néites 4.2 kohal a = 0 korvaldatav katkevus, sel juhul
saab nad molemad asendada pideva funktsiooniga f3 (selgitadal)’X.
Sellise esimest liiki katkevuse puhul, kus her f(z) — lim f(z) # 0, nimetatakse seda
r—a r—a—

vahet funktsiooni f hippeks punktis a. Niiteks téisosa-funktsiooni f (z) = [z] puhul on iga
punkt a € Z esimest liiki katkevuspunkt hiippega 1 (kontrollida!)»X.

4.2 Funktsiooni pidevus miiramispiirkonna alamhulgas

Definitsioon. Olgu X funktsiooni f mé&ramispiirkonna D alamhulk. Kui f on pidev igas
punktis z € X siis oeldakse, et ta on hulgas X pidev. Funktsiooni f: D — R nimetatakse
pidevaks, kui ta on oma médramispiirkonnas D pidev.

Néiteks, funktsiooni f: [a,b] — R pidevus tdhendab selle pidevust igas punktis x, kus
a < x < b. Seejuures 16igu otspunktides a ja b kehtivad vastavalt seosed hm+ f(z)=f(a)ja
r—a

1111171 f(x) = f(b), seega on neis punktides sisuliselt tegemist vastavalt parem- ja vasakpoolse
x—b—

pidevusega.

Intervallis pideva funktsiooni omadused. Me esitame toestuseta kolm olulist véidet
intervallis pidevate funktsioonide kohta, nende toestused antakse kursuses Matemaatiline
analiits 111.

Teoreem 4.4 (Bolzano-Cauchy teoreem). Pidev funktsioon teisendab intervalli inter-
valliks.

Teoreem 4.5 (Weierstrassi esimene teoreem). Ldigus [a,b] pidev funktsioon f on
selles loigus tokestatud, s.t.

In, M e R:m < f(z) < M iga x € [a,b] korral.

Teoreem 4.6 (Weierstrassi teine teoreem). Loigus [a,b] pideval funktsioonil f on sel-
les loigus suurim ja vihim vddrtus, s.t.

1,29 € [a,b] - f(x1) < f(x) < f(x2) iga x € [a,b] korral.

Rohutame, et teoreemid 4.5 ning 4.6 ei pruugi jadda kehtima, kui asendada neis 16ik
mingi teist tiiiipi intervalliga.

Pooratavad funktsioonid, p6ordfunktsiooni pidevus. Kui f: D — R on mingi
funktsioon, siis vastab tema argumendi igale vaértusele x € D funktsiooni iiheselt masratud
vadrtus f (x) =: y. Seevastu z ei pruugi olla ainuke arvule y vastav argumendi vé#rtus.
Niiteks ruutfunktsiooni y = z? puhul vastavad funktsiooni véirtusele y = 1 argumendi
vadrtused —1 ja 1, siinusfunktsiooni y = sinx puhul kehtib iga y € [—1, 1] puhul vordus
sinz = y lopmata paljude arvude z korral.

Definitsioon. Kui funktsiooni f: D — R igale viirtusele y € f (D) vastab ainult iiks
argumendi vidrtus x € D, siis {itleme, et funktsioon f on pddratav. Sel juhul funktsiooni

ffD) =D, f7(y) = kusy = f(z),
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Joonis 4.2: Pooratav funktsioon.

nimetatakse funktsiooni f pddrdfunktsiooniks.

Pooratava funktsiooni geomeetriliseks tunnuseks on see, et iga x-teljega paralleelne sirge
16ikab tema graafikut mitte rohkem kui ithes punktis (vrd. joonis 4.2). Seejuures on funkt-
sioonil ja tema poordfunktsioonil iihine graafik.

Osutub, et funktsiooni podratavus on tihedalt seotud tema monotoonsuseomadustega.
Definitsioon. Funktsiooni f: D — R nimetatakse alamhulgas X C D
kasvavaks, kui vorratusest x; < xo hulgas X jareldub vorratus f (z1) < f (z2),
rangelt kasvavaks, kui vorratusest x; < x5 hulgas X jareldub vorratus f (z1) < f(x2),
kahanevaks, kui vorratusest x; < zo hulgas X jareldub vorratus f (zq) > f(x2),
rangelt kahanevaks, kui vorratusest z; < xo hulgas X jareldub vorratus f(x1) > f(x2),
monotoonseks, kui ta on hulgas X kas kasvav voi kahanev,
rangelt monotoonseks, kui ta on hulgas X kas rangelt kasvav voi rangelt kahanev.

Naiteks téisosa-funktsioon y = [z| on kogu mé#dramispiirkonnas R kasvav, kuid ei ole
rangelt kasvav (kontrollida! pX. Ruutfunktsioon y = z? on intervallis (—oo, 0] rangelt kahanev
ning intervallis [0, 00) rangelt kasvav.

Veendume, et iga rangelt monotoonne funktsioon f: D — R on pooratav. Toepoolest,
kui mingi funktsiooni viirtuse y € f (D) korral f (x;) = f(x2) = y, siis 1 = x9, sest kui
oletada, et x; < xo, siis saaksime range vorratuse f (x1) < f (x2) (rangelt kasvava funktsiooni
f puhul) voi f (z1) > f (22) (rangelt kahaneva funktsiooni f puhul). Niisiis, igale funktsiooni
vadrtusele y vastab tépselt iiks argument x; = x5, jarelikult on f poéoratav funktsioon.

Osutub, et rangelt kasvava funktsiooni f: D — R poordfunktsioon ¢ := f~1: f (D) — D
on samuti rangelt kasvav. Et selles veenduda, oletame vastuviiteliselt, et ¢ ei ole rangelt
kasvav. Siis leiduvad funktsiooni f sellised vadrtused y; = f(x1) ja yo = f(x2), et y1 < yo,
kuid ¢ (y1) > ¢ (y2) ehk x; > x9. Kuna f on rangelt kasvav funktsioon, siis f (1) > f (x2)
ehk y; > y,. Viimane vorratus on vastuolus ldhte-eeldusega, jéarelikult vastuvéiteline oletus
©(y1) > ¢ (y2) ei kehti. Seega on rangelt kasvava funktsiooni poordfunktsioon toepoolest
rangelt kasvav, samasugune véide kehtib ka rangelt kahaneva funktsiooni puhul.

Kokkuvottes toestasime me jargmise véite.

Lause 4.7 Iga rangelt monotoonne funktsioon on podratav. Seejuures on rangelt kasvava
(rangelt kahaneva) funktsiooni podérdfunktsioon samuti rangelt kasvav (rangelt kahanev).
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Toestuseta esitame jéargmise tdhelepanuvédrse teoreemi, mis kirjeldab poordfunktsiooni
pidevust.

Teoreem 4.8 Olgu funktsioon f: D — R intervallis D rangelt monotoonne ja pidev. Siis
tema pdordfunktsioon f~1 on intervallis f (D) pidev.

Elementaarfunktsioonid. Esitame loetelu funktsioonidest, mida nimetatakse pohi-
listeks elementaarfunktsioonideks.

1. Konstantne funktsioon
fTR=R, f(x):=c

kus ¢ on mingi fikseeritud reaalarv. Selle funktsiooni vaartuste hulk R koosneb ainsast punk-
tist ¢, s.t. R = {c}.

2. Eksponentfunktsioon
[T R—=R, f(z):=d",

kus a > 0 ja a # 1, defineeritakse jargmiselt:

o { Vam, kui x = 7 € Q,

lim a™, kui x € R\Q jar, — x, kus r, € Q.

k—o0

Arvu a > 0 eksponent a® = /a™ on loomulikul viisil defineeritud kéigi ratsionaalarvude
r = ™ korral. Suvalise irratsionaalarvu z jaoks saab (ténu eespool toodud teoreemile 1.9
ratsionaalarvude hulga tihedusest) leida sellise ratsionaalarvude jada (ry), et ry — x, see-
juures osutub, et jada (a"*) on koonduv. Eksponentfunktsiooni f véértused on positiivsed,
s.t. R = (0,00), jargnevad viited toestatakse kursuses Matemaatiline analiiis I11:

(a) f on pidev igas punktis z € R,

(b) f(z+y) = f(2) f(y),st. a®¥ = a®a? kdikide z,y € R puhul,

(c) f on rangelt kasvav, kui a > 1, ning rangelt kahanev, kui a < 1.

Viimase viite kohaselt on f pooratav funktsioon.

YA YA
y=a",
a>1
:aI7
0 T 0 T

Joonis 4.3: Eksponentfunktsioon y = a”.
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3. Logaritmfunktsioon
f:(0,00) = R, f(z):=log,z,

kus a > 0 ja a # 1, on eksponentfunktsiooni péordfunktsioon, seega R = R. Arvestades
eelpool toodud eksponentfunktsiooni omadusi (a), (b) ja (c), saame, et

(a’) f on pidev igas punktis z € (0,00),

(") f(xy) = f(x)+ f(y), s.t. log, (xy) = log, x + log, y suvaliste x,y € (0, 00) puhul,

(¢) f on rangelt kasvav, kui @ > 1, ning rangelt kahanev, kui a < 1 (vrd. lause 4.7).

Juhul @ := e nimetatakse arvu log, x =: Inx arvu x > 0 naturaallogaritmiks.

4. Astmefunktsioon defineeritakse liitfunktsioonina kujul
f:(0,00) =R, f(x):=2":=eM?,

kus a on suvaline reaalarv, sel juhul R = (0, 00) . Kuna eksponent- ja logaritmfunktsioon on
pidevad, siis ka astmefunktsioon on pidev.

A A

y = log, x,
O<ax<l1

o
—
8

Joonis 4.4: Logaritmfunktsioon y = log, z.

5. Siinus- ja koosinusfunktsioon
y =sinx ja y = cosx,
on méiratud hulgas R, molemal juhul R = [—1, 1], mdlemad on pidevad.

6. Tangens- ja kootangensfunktsioon

sinx COS T
ja y=cotx :=

Yy =tanx = -
COS T sinx

on médratud vastavalt hulgas R\ {% + k7 | k € Z} ja R\ {kn | k € Z}. Molemad funkt-
sioonid on pidevad, molemal juhul R =R .
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[ EIIN
—

Yy = arcsinx

|
e
)

Joonis 4.5: Arkussiinusfunktsioon y = arcsin x.

A

oS T

1 0 1z

Joonis 4.6: Arkuskoosinusfunktsioon y = arccos z.

7. Arkusfunktsioonid on trigonomeetriliste funktsioonide pocrdfunktsioonid. Téapsemalt,
arkussiinusfunktsioon y = arcsin z on siinusfunktsiooni ahendi

T

—5 5] — [-1,1], f(x):=sinzx

I
ja arkuskoosinusfunktsioon y = arccos x koosinusfunktsiooni ahendi
f:0,7] = [-1,1], f(z):=cosx

poordfunktsioon. Analoogiliselt on arkustangensfunktsioon y = arctan x tangensfunktsiooni

ahendi
T T

f: [—5, 5} — R, f(x):=tanz
ja arkuskootangensfunktsioon y = arccot x kootangensfunktsiooni ahendi
f:0,1] =R, f(z):=cotx

poordfunktsioon. Koéik neli funktsiooni on pidevad.
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Definitsioon. Funktsioone, mis saadakse pohilistest elementaarfunktsioonidest lopliku
arvu aritmeetiliste tehete rakendamisel ja liitfunktsioonide moodustamisel, nimetatakse ele-
mentaarfunktsioonideks.

Kuna koik definitsioonis mérgitud operatsioonid — aritmeetilised tehted ja liitfunktsiooni-

de moodustamine — siilitavad funktsioonide pidevuse ning pohilised elementaarfunktsioonid
on pidevad, siis kehtib jdrgmine teoreem.

Teoreem 4.9 Iga elementaarfunktsioon on oma mddramispiirkonnas pidev.

y = arctanx

Joonis 4.7: Arkustangensfunktsioon y = arctan x.

4.3 Veel tihtsaid piirvaartusi

Alustame jargmise néitega.
Naiide 4.8. Veendume, et koosinusfunktsioon

fR—[-1,1], f(x) :=cosz

on pidev igas punktis a € R. Selleks kasutame trigonomeetriast tuntud seoseid

. a+fB . a—-p4
cosa — cos 8 = —2sin sin
2 2
ja
T
0 < [|sina| < |a] < |tana|, kui 0 < |of < BL (4.3)
mille kohaselt
. + . —
0 <|cosz —cosal =2 sin | |sin 22
2 2
< 2|sin S (peame silmas, et sin” i a’ <1

< |z —al (vrd. (4.3)).

Lause 3.6 kohaselt saame protsessis * — a ehk |x —a| — 0, et lim |cosz — cosa| = 0, s.t.
r—a

lim cos z = cos a. Niisiis on koosinusfunktsioon pidev igas punktis a.
r—a
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Trigonomeetriliste ja arkusfunktsioonidega seotud piirvaartused. Niite 4.8 abil

toestame, et
. Sinx
lim =1.
z—0 X

Léhtume vorratustest (4.3), neist saame, et

‘cosx‘ 1 1 1

: = < i<
sin x [tanz|  |x|  |sinz|

ehk

T

2

(selgitada! . Kuna koosinusfunktsioon on pidev kohal a = 0, siis lim cosz = cos0 = 1 ning

) x—0
lause 3.6 kohaselt lim 2% = 1.
z—0 7T

sin x )
cosr < — < 1,kui 0 < |z| <
T

Arvestades elementaarfunktsioonide pidevust (vt. teoreem 4.9) ja asjaolu, et pideva funkt-
siooni poordfunktsioon on pidev (vt. teoreem 4.8), saame toestada jargmised trigonomeetri-
liste ja arkusfunktsioonidega seotud olulised vordused:

. tanx . 1 . sinz 1
lim = lim lim = -1=1,
=0 I z—0 coS T z—0 T cos 0

. sinx .

lim = limcosx = cos0 =1,
z—0 tan x x—0
. arcsinx . U
lim ————— = lim — =1,
z—0 T u—0 sin u
arctan x .
lim ———— = lim =1.
z—0 x u—0 tan u

Logaritmfunktsiooniga seotud tédhtis piirvaartus. Néitame, et

1
iy (L +2)
x—0 x

= 1.

Seosega y = hl(l;x) =In(1+ x)% médratud funktsioon f: D — R, kus D := (—1,0)U(0, 00)
on esitatav funktsioonide

u= (1+x)% ja y=1Inu
liitfunktsioonina. Kuna liné (14 x)% = e (s.t. kui  — 0, siis u — e) ja logaritmfunktsioon
T
on pidev kohal e (s.t. limInu = Ine), siis
u—e
In (1 1
lim n(l+z) = limIn (1 —|—x)ﬂlf =limlnu=1Ine=1.
z—0 €x x—0 u—e

Kokkuvote

Funktsiooni pidevus on matemaatilise analiiiisi iiks baasmoistetest, tema sisu véljendub
implikatsioonis © — a = f(z) — f(a). Tapsemalt, funktsioon f on definitsiooni koha-
selt oma médramispiirkonna punktis a pidev, kui eksisteerib piirvdirtus lim f (z) ning see

r—a
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on vordne arvuga f (a). Geomeetriliselt tihendab mingis intervallis méératud funktsiooni
pidevus seda, et tema graafikuks on pidev joon. Seejuures teisendab pidev funktsioon alati
intervalli intervalliks, kusjuures 16igus pideval funktsioonil on selles 16igus nii suurim kui ka
vahim vadrtus.

Osutub, et artitmeetilised tehted pidevate funktsioonidega annavad tulemuseks pidevad
funktsioonid, samuti on pidevate funktsioonide liitfunktsioon alati pidev. Kui intervallis pi-
dev funktsioon on rangelt monotoonne, siis ta on pooratav ja tema poordfunktsioon on pidev.

Kokkuleppeliselt loeme pohilisteks elementaarfunktsioonideks meile koolimatemaatikast
tuntud konstantsed, eksponent-, logaritm-, astme-, trigonomeetrilised ja arkusfunktsioonid.
Neist aritmeetiliste tehete ja liitfunktsioonide moodustamise teel saadud funktsioone nimeta-
takse elementaarfunktsioonideks. Koik elementaarfunktsioonid on oma méa#dramispiirkonnas
pidevad.
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5 Funktsioonide diferentseerimine

Funktsiooni diferentseeruvuse moistel on mitmeid ldhtekohti: geomeetriliselt on selleks kiisi-
mus funktsiooni graafiku puutuja olemasolust antud punktis, fiiiisikaliselt kiisimus mate-
riaalse punkti liikumise hetkkiirusest, analiiiitiliselt kiisimus vaadeldava funktsiooni lineaar-
sest lahendamisest. Kéesolevas peatiikis keskendume diferentsiaalarvutuse tehnilistele prob-
leemidele.

5.1 Funktsiooni tuletis ja diferentseeruvus

Me eeldame koikjal selles peatiikis, et funktsiooni f: D — R méédramispiirkond D C R on
(tokestatud voi tokestamata) intervall. Seega, kui a € D, siis a on hulga D kuhjumispunkt.

Definitsioon. Funktsiooni f tuletiseks intervalli D punktis a nimetatakse (16plikku voi
Iopmatut) piirvidrtust

) tim L T @ o Fa b~ f (a)

r—a xr—a h—0 h

, (5.1)

kui see eksisteerib. Kui piirvéédrtus (5.1) on loplik (s.t. f'(a) € R), siis 6eldakse, et funkt-
sioon f on diferentseeruv punktis® a € D (iitleme ka diferentseeruv kohal a).

Kui f on diferentseeruv igas punktis x € X C D, siis oeldakse, et funktsioon f on
hulgas X diferentseeruv. Funktsiooni f: D — R nimetame diferentseeruvaks, kui ta on
diferentseeruv oma médramispiirkonna D igas punktis. Sel juhul on mé&aratud funktsioon
f' D —R.

Kui funktsioon f: D — R on diferentseeruv ning funktsioon f’: D — R on pidev, siis
funktsiooni f nimetatakse pidevalt diferentseeruvaks.

Tuletisfunktsiooni f: D — R puhul kirjutame f’(z) asemel tihti ka (f (x))’, niiteks
(sinz)’ = cosz iga x € R korral (vt. niide 5.6 allpool). Ménikord on tuletise puhul mugavam
kasutada Letbnizi tdhistusviist

df d

Yoahk 2
dx ehk dxf’

niisiis )
dsinzx

dx

= (sinz)’ = cosz iga r € R korral.

Niide 5.1. Konstantse funktsiooni
fR=R, f(z):=c
ja suvalise a € R korral

T G R ) B K PR

r—a Tr— a z—a X — T—a

3Rohutame, et kui @ € D on intervalli D otspunkt, siis piirvisrtuse (5.1) puhul on tegemist vastava
ithepoolse piirvéartusega.
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Seega on konstantne funktsioon f igas punktis a diferentseeruv ja tema tuletis vordub nulliga,
s.t. f'(a) = 0iga a € R korral.
Naide 5.2. Olgu m,n € R ja m # 0. Leiame lineaarse funktsiooni

fTR=R f(z):=mz+n (5.2)
tuletise punktis a € R:
f,(a):hmf(a:)—f(a)  lim mz +n — (ma + n) _ hmm(x—a)
r—a €T —a r—a Tr— a r—a r—a
:mlimx_a:mlimlzm.
r—=a l — Q r—a

Seega on lineaarne funktsioon (5.2) igas punktis a € R diferentseeruv ja f’ (a) = m.
Erijuhul, kui f (z) := x, saame, et f’ (a) = 1 iga a € R korral.

Lause 5.1 (diferentseeruva funktsiooni pidevus) Kui funktsioon f on punktis a dife-
rentseeruv, siis on ta selles punktis pidev.

Toestus. Eeldame, et funktsioon f on kohal a diferentseeruv, seega eksisteerib loplik
piirvéértus (5.1). Seetottu

. o S = fla)
lim (f (2) = f(a)) = lim ————=(z —q)
= lim fla) = fla) lim (x — a) (pohjendadalX)
r—a r—a r—a
~ f'(a)-0=0
ehk lim f (z) = f (a), mis tdhendabki funktsiooni f pidevust punktis a. m

Tr—a

Jargmine néide kinnitab, et lause 5.1 ei ole péoratav: leidub pidevaid funktsioone, mis ei
ole diferentseeruvad.

Naiide 5.3. Vaatleme funktsiooni
[iR=R, f(z):= |z,

mis teatavasti on pidev igas punktis a € R (vt. ndide 4.1). Osutub, et funktsioonil f ei ole
kohal a = 0 tuletist. Téepoolest, iihepoolsed piirvaartused

i L@ =FO By, 2
z—0— x—0 z—=0— I z—=0— T

lim fla) = f(0) _ lim x| _ lim = —1
z—0+ z—0 z—0+ I z—0+ I

on erinevad, seega piirvadrtust (5.1) ei eksisteeri.
Seevastu néite 5.2 kohaselt

(—z), kuiz <0, | —1, kuiz <0,
', kuiz >0,

f(x):{ ! 1,  kuix >0,

suvalise x # 0 korral.
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Jérgnevalt leiame definitsioonist lahtudes monede tdhtsate elementaarfunktsioonide
tuletised.
Naiide 5.4. Olgu n € N, leiame funktsiooni

fTR—=R, f(zx):=2"

tuletise kohal a € R. Selleks tuleb arvutada piirvaartus

R AL A
lim .
r—a T — Q

Lihtne on veenduda, et
" —a" = (Zl') - Cl) (xn—l —|—CLIEn_2 —|—Cl2l'n_3 4o +an—1)

(kontrollida! X, seega

n n

. 2" —a , _ _ _ _
/' (a) = lim =lim (z" ' +az" ? +a*2" P 4 4 a" )
rz—a T — Tr—a
=limz" ' +alim2" 2 +a®lima" > 4 - - 4+ a" ! (selgitadal K
r—a Tr—a r—a
_ an—l + CLCLn_2 =+ a2an—3 et an—l
= na"" '

Niisiis,
(") = na""* iga x € R korral.

Naide 5.5. Leiame funktsiooni

fTR—=R, f(zx):=¢€"

tuletise punktis a € R. Selleks kasutame eksponentfunktsiooni omadust e**% = e%e* ja
tuntud valemit
e —1

lim =1

h—0
(kontrollida! X, mille abil saame, et

et — e etth — g0 eteh — et e —1
/ :1 :1 —:1 —:al' :a. .
- I R R o B9

Seega

(e*) = e* iga x € R puhul.
Naide 5.6. Siinusfunktsiooni
fiR—=R, f(x):=sinz
tuletise leidmisel kasutame lisaks trigonomeetriast tuntud seosele

a+p . a—p
sin
2 2

sina — sin 8 = 2 cos
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eelmises peatiikis toestatud valemit

sin z

lim =1
z—0 ZzZ

ja asjaolu, et koosinusfunktsioon on pidev, s.t.

lim cosx = cosa
r—a

(vt. nédide 4.8):

, _ sinz —sina . sin(a+h)—sina ., 2cos(a+ %)sinl
f(a) =lim —— = lim = lim
T—a Tr—a h—0 h h—0
<R
. h\ .. sinz
=limcos | a+ = | lim - 2 — cosa.
h—0 2/ h—0 5

Niisiis,
(sinz) = cosx iga z € R korral.
Analoogiliselt veendutakse, et

(cosx) = —sinz iga € R korral

(kontrollida! ).

5.2 Diferentseeruvuse geomeetriline ja fiiiisikaline tdhendus

Tuletise mbiste geomeetriline sisu. Uldiselt on zy-tasandil esitatud sirge, mis ei ole
y-teljega paralleelne, médratud vorrandiga

y =mx+mn, (5.4)

kus m ja n on mingid arvud. Seejuures nimetatakse arvu m sirge (5.4) tousuks. Tahistame
tahega a nurga, mille sirge (5.4) moodustab x-telje positiivse suunaga, siis tan a = m.
Kui sirge (5.4) ldbib etteantud punkte (a,b) ning (a’,b’), siis on vorrand (5.4) kujul

b —0b
y:

(r —a)+0, (5.5)

a —a

/_ .
seega m = 2,_2 jan=>0b-—

(a', 0/ ).

Olgu funktsioon f: D — R diferentseeruv lahtise intervalli D punktis a. Joonistame selle
funktsiooni graafiku xy-tasandil, fikseerime mingi z € D\ {a} ja tombame graafikule 14bi
punktide P := (a, f (a)) ja Q := (z, f (2)) l6ikaja, see on sirge vorrandiga

f(z)—[fla
y=LO D ¢yt s (5.6)

zZ—Q

f=ha (veenduda, et sirge (5.5) toepoolest libib punkte (a,b) ja

(kontrollida! K. Téhistame tdhega [ selle nurga, mille sirge (5.6) moodustab z-telje positiivse
suunaga. Paneme téhele, et
f(z) = f(a)

Z—a

tan f =
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Selge, et nurk § soltub valitud arvust z. Kui z — a, siis punkt @) liheneb punktile P méoda
joont y = f (x) (s.o. méoda funktsiooni f graafikut). Samas protsessis z — a sirge (5.6) tous
JE=J@) 15heneb arvule f' (a) ja vorrand (5.6) saab kuju

y=f(a)(z—a)+f(a) (5.7)
(vt. joonis 5.1). Selle vorrandiga méératud sirge 1&dbib punkti (a, f (a)) .

Definitsioon. Kohal a € D diferentseeruva funktsiooni f: D — R graafiku puutujaks
punktis (a, f (a)) nimetatakse sirget, mis on méaratud vorrandiga (5.7).

YA

53 4

|
0 b !

Joonis 5.1: Diferentseeruva funktsiooni graafiku puutuja.

Niisiis, punktis a diferentseeruva funktsiooni f korral
e punktis (a, f (a)) on funktsiooni graafiku puutujaks punkte (a, f (a)) ja (z, f (x)) ldbiva
16ikaja piirseis protsessis © — a,
e tuletis f'(a) on vordne puutuja tdusuga, s.t. tousunurga tangensiga.

Funktsiooni diferentsiaal. Olgu funktsioon f: D — R diferentseeruv punktis a € D,

:lvigia(:v):(),
kus
Oé(ﬁ) _f(xazig(a) —f’(a).

Kui téhistada A, f := f (z) — f (a) ja dx := x — a, saame seose
Af = f'(a)dz + o (x) dz,

see on funktsiooni véddrtuse muut, mis vastab argumendi muudule dz. Parempoolse avaldise

esimest liidetavat
dy := f'(a)dx

nimetatakse funktsiooni f diferentsiaaliks kohal a, monikord téhistatakse seda ka stimboliga
df void,f.

Diferentsiaali geomeetriline sisu on lihtne: ta on punktis (a, f (a)) funktsiooni f graafikule
voetud puutuja ordinaadi (s.t. y-koordinaadi) muut, mis vastab abstsissi (s.t. z-koordinaadi)
muudule dz kohal a (vt. joonis 5.2).
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YA
y = f(v)

Ay = f(z) — f(a)

dy
— - - - - —— - 44— — -

53 4

|
0 & t

Joonis 5.2: Diferentseeruva funktsiooni diferentsiaal.

Tuletise moiste fiiiisikaline sisu. Liikugu materiaalne punkt M mooda arvsirget, olgu
s (t) tema koordinaat ajamomendil ¢. Olgu ¢, mingi fikseeritud ajamoment, selle ja momendi
t vahel labib punkt vahemaa s (t) — s (to) . Punkti keskmine kiirus sellel teeldigul on

Kui piirvaéartus

t—to t—1ty

eksisteerib, siis seda nimetatakse punkti kiiruseks ajamomendil to. Niisiis, v (ty) = s (o) -

5.3 Tehetega seotud diferentseerimisreeglid

Lause 5.2 Kui funktsioonid f: D — R ja g: D — R on punktis a € D diferentseeruvad,
siis ka funktsioonid f + g ja f — g on selles punktis diferentseeruvad ning

(f£9) (a) = f'(a) £ 4 (a).

Toestus. Eeldame, et molemad funktsioonid f ja g on punktis a diferentseeruvad, s.t.
eksisteerivad loplikud piirvéaartused

7 (@) = tim L =T g0 )y 91D —000)

T—a xr—a T—a Tr— a

Suvalise arvust a erineva argumendi vaidrtuse x korral moodustame avaldise

(f+9) (@)= (F+9)(a)  [flx)+g(x)—[f(a)—g(a)

) (@)= @)+ (@)~ g(a)
@@ 9@ g

Tr—a r—a
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piirprotsessis * — a saame, et

(f +9) (a) = lim (f +9)(x) = (f +9)(a)

r—a Tr— a

= lim flo) = fla) + lim 9@) = g(a) (pohjendadal )
r—a Tr— a r—ra r — a

= f'(a)+ 4 (a).

Vahe f — g puhul on toestus analoogiline. m

Lause 5.3 Kui funktsioon f: D — R on punktis a € D diferentseeruv, siis ka funktsioon
Af on iga A € R korral selles punktis diferentseeruv ning

(Af) (a) = Af'(a).
Toestus. Iseseisvalthd m

Lause 5.4 Kui funktsioonid f: D — R ja g: D — R on punktis a € D diferentseeruvad,
siis ka nende korrutis fg on selles punktis diferentseeruv funktsioon ning

(f9) (a) = f(a) g (a) + f'(a) g (a).
Toestus. Eeldame, et eksisteerivad loplikud piirvasartused

)t DO L@ (@) g (a)

r—a T —a r—a T —a

Vahe fg(x) — fg(a) saame esitada kujul

suvalise z € D\ {a} korral

J9) @) = F9) (@) _ f) =1 (@) 1 o 00 =0(@)

Tr—a Tr—a r—a

Kuna kohal a diferentseeruv funktsioon ¢ on lause 5.1 pohjal selles punktis pidev, s.t.
lim g (x) = g (a), siis piirvaartuse tehetega seotud omaduste kohaselt (vt. lause 3.7)
Tr—a

(fg9)'(a) = lim (Mg (z) + [ (a) M)

T—a r—a r—a

= hliimg(x) +f(a) lim g(ZU) _g(a)

r—a Tr— a T—a T—a xr—a

= f'(a)g(a)+ f(a) g (a).

Lause on toestatud. m
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Lause 5.5 Kui funktsioonid f: D — R ja g: D — R on punktis a diferentseeruvad ning
g (a) #0, siis ka funktsioon

Fom
g.D—>R, g(). (@)

kus D" :={x € D | g (z) # 0}, on selles punktis diferentseeruv ja
(i)/(a) _ ['(a)g(a) —J;(a)g/(a)_
g g(a)

Toestus. Ténu funktsiooni g pidevusele kohal a ja eeldusele g (a)# 0 saame leida sellise
iimbruse Us(a), et Us(a) "D C D’ (selle fakti tdestuse jitame vahele), seega on a hulga D’ kuh-
jumispunkt. Vaatleme algul juhtu, kus f on konstantne funktsioon viirtusega 1. Siis

T w1
@@ c-a  g@r' W

Sellest valemist saame lauset 5.4 rakendades, et

(i)l(a) - <f§>/(a) = f(a) (l)l(a) +f <a)$(a)

g
o a _g/(a) /a 1
=) @
_f'(a)g(a) - fla)g'(a)

- g(a)?

Sellega on lause toestatud. =

Niide 5.7. Poliinoom P (z) := ap,z" + ap_12" ' + -+ + ag on igas punktis z € R
diferentseeruv ning

P (2) =naz" ' +(n— 1D ap_12" 2+ +a;

(kontrollidal X.
Naiide 5.8. Tangensfunktsioon

f:D—=R, f(x):=tancz,

kus D = R\ {% +kr|ke Z}, on igas punktis z € D diferentseeruv (paneme téhele, et
iga punkti x € D vdib vaadelda mingi vahemiku (g + (ko —1)m, 5+ k:mr) punktina, kus
ko € Z). Nimelt, lause 5.5 kohaselt

. / . / . / .
(@) sinx (sinw) cosz —sinz (cosw)  cos’x + sin®z 1
€Tr) = = = = .
COS T cos? cos? cos?
Analoogiliselt saadakse, et
1
!/
(cotx) = ———
sin” x

iga x € R\ {km | k € Z} korral (veendudal)X.
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5.4 Liitfunktsiooni ja p66rdfunktsiooni diferentseerimine

Liitfunktsiooni diferentseerimise reegel, mida nimetatakse ka ahelareegliks, on jirg-
nevas lauses esitatud kahest komponendist koosneva liitfunktsiooni puhul, kuid analoogiline
reegel kehtib ka suurema arvu komponentide korral.

Lause 5.6 Olgu funktsioon f: D — R kohal a € D diferentseeruv. Kui f (z) € E iga x € D
korral ja funktsioon h: E — R on punktis b := f (a) diferentseeruv, siis ka liitfunktsioon

hof:D—R, hof(zx):=h(f(z))
on punktis a diferentseeruv ja
(ho f) (a) =1 (b) f'(a).

Toestus. Eeldame, et funktsioon u = f (z) on kohal a ja funktsioon y = h (u) kohal
b = f (a) diferentseeruv. Meie eesmérgiks on veenduda, et

jim "D =D (1 @) 1 0),

r—a Tr— Qa

Defineerime abifunktsiooni

hC)Zh®) ki u £ b,
piEoR o) ::{ W () kuiuib.

Kuna funktsioon h on punktis b diferentseeruv, siis ¢ on kohal b pidev:

lim ¢ (u) = lim h(w) =h(b) _ (b) = ¢ (b). (5.8)

u—b u—b u—>o
Paneme téhele, et
h(u) —h(b) =¢(u)(u—1>0) iga u € E puhul,
niisiis
h(f(x)) =h(f(a) =¢(f (@) (f(z) = [f(a) igaz € D korral. (5.9)
Kuna funktsioon f on kohal a diferentseeruv, siis lause 5.1 kohaselt on ta selles punktis
pidev. Et funktsioon ¢ on pidev kohal b = f (a) (vt. (5.8)), siis liitfunktsioon ¢ o f on lause
4.3 pohjal pidev punktis a, seega
lim ¢ (f (2)) = ¢ (f(a)). (5.10)

T—ra

Seostest (5.9) ja (5.10) saame, et

ho f(x) —hof(a) h(f (z)) = h(f(a))

(ho f) (a) = lim

= lim

:igw(f(x))wzigw(f@))iﬂw

= ¢ (f(a)) [ (a) = W' ([ (a)) [ (a).

Lause on toestatud. m

Po66rdfunktsiooni diferentseerimise reegli esitame toestuseta. Meenutame, et (vt.
lause 4.7) kui f: D — R on intervallis D rangelt monotoonne funktsioon, siis tal on rangelt
monotoonne péérdfunktsioon f~!: f (D) — D. Kui seejuures f on pidev, siis D’ := f (D)
on samuti intervall (vrd. teoreem 4.4) ning f~! on pidev funktsioon.



MATEMAATILINE ANALUUS I 63

Lause 5.7 Olgu pidev rangelt monotoonne funktsioon f: D — R punktis a diferentseeruv.
Péordfunktsioon f=1: D' — R on kohal b := f (a) diferentseeruv parajasti siis, kui f' (a) # 0.

Sel juhul
1

~ f'(a)
Niide 5.9. Leiame valemi (5.11) abil logaritmfunktsiooni
f: (0,00) =R, y=f(x):=lnzx

tuletise. Kuna f on eksponentfunktsiooni

(£ () . (5.11)

9: R—(0,00), g(y):=¢"

poordfunktsioon ja ¢’ (y) = e¥ # 0 iga y € R korral, siis kéikide x € (0, c0) puhul

R R

gy) e o

Niisiis,

1
(Inz) = = iga x € (0,00) korral.
T

Naiide 5.10. Liitfunktsiooni diferentseerimise reegli ning néite 5.9 abil leiame astme-
funktsiooni
f:(0,00) = R, f(z):=a":=e*m"
kus a on suvaline nullist erinev reaalarv, tuletise :
!/

(C(Ia)/ _ (ecxlnm) — ealnxal = Q{xal = Oél‘a_l.
x xr

Naiide 5.11. Arkussiinusfunktsioon
T T
1,1 = [——,—

on loigus [—%, %} rangelt kasvava pideva siinusfunktsiooni

] , f(x):=arcsinz

T .
g: [——,—} — R, g(y) :=siny

2°2

poordfunktsioon, valemi (5.11) kohaselt
1 1 1
f(x) = = = ykuiz e (—=1,1).
( ) cosy \/1 _ sin2 y \/1 _ 332 ( )
Seega
1
(arcsinz)’ = ——— iga x € (—1,1) puhul.

V1—2?
Analoogiliselt tuletatakse valemid
1

!/ .
arccosr) = ————, kuix € (—1,1
(arecoss) = == =y
ning
1 1
(arctan )’ = ja (arccotz) = ————, kui z € R.

1422 1+ 22’
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5.5 Korgemat jiarku tuletised

Eeldame, et funktsioon f on diferentseeruv intervallis D, s.t. 16plik tuletis f’ (z) eksisteerib
iga x € D korral. Kui funktsioonil f': D — R on punktis a € D tuletis
" . r(2) 1 f/ (:E) - f/ (CL)
£ (@)= £ a) = lim T, (5.12)
siis seda nimetatakse funktsiooni f teiseks ehk teist jarku tuletiseks kohal a. Kui piirvadrtus
(5.12) on loplik, siis 6eldakse, et funktsioon f on kohal a kaks korda diferentseeruv.

Kui f on intervallis D kaks korda diferentseeruv, siis saame funktsiooni f”: D — R, seda
margitakse ka ZQTJ;. Kui funktsioonil f” on punktis a € D tuletis, siis koneldakse funktsiooni
f kolmandast ehk kolmandat jirku tuletisest kohal a, jne.

Uldiselt, kui funktsiooni f (n — 1)-jirku tuletisel f*~Y: D — R on punktis a € D
omakorda tuletis, siis seda nimetatakse funktsiooni n-daks ehk n-dat jirku tuletiseks kohal
a ja tihistatakse f(™ (a). Juhul, kui f™ (a) € R, 6eldakse, et f on kohal a n korda diferent-
seeruv. Kui f on intervallis D n korda diferentseeruv, siis saame funktsiooni f™: D — R,

mida tdhistatakse ka z;—Lff (veel kasutatakse tdhistusi j;—f{ ja J‘i}—nn f).

Naide 5.12. Leiame siinusfunktsiooni
[T R—=R, f(x):=sinz

n-dat jarku tuletise suvalise n € N puhul.
Teatavasti
f'(z) = (sinz) = cosz ja f"(x)= (cosz) = —sinx

suvalise © € R korral. Seega

f"(z) = (—sinz) = —cosx
ning
W () = (—cosz) =sinw.
Edasi,
£6) (2) = £ (2) = cosa,
O (2) = f"(z) = —sinuz,
@ (x) = f" (x) = —cosz,
F® (2) = f@ (2) = sinz, jne.
Uldiselt
cos, kui n =4k + 1,
. n) ) —sinz, kuin =4k + 2,
(sin2)™ = —cosx, kuin =4k + 3, (k € No).
sin z, kui n = 4k

Naide 5.13. Leiame logaritmfunktsiooni
f:(0,00) = R, f(z):=Inzx

n-dat jarku tuletise suvalise n € N korral.
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Kuna .
fl@)=(nz) ===2""
T
siis
fra)=(a7t) = a2,
7 (@) = (~a2) =20,
f@(z) = (2273 = =3- 2271 = =3lz7*,
O (z) = (=3lz=4) = 4lz7°, jne
Niisiis,
(=D kuin =2k —1 (n—1)!
1 (n) _ om0 = (—1 n—1 :
( le) { _(7:;1)1’ kui n — 2k, ( ) "
(peame silmas, et 0! := 1).
Kokkuvote

Antud funktsiooni uurimisel huvitab meid, milline on funktsiooni véértuste muutumine
argumendi vaadeldava muutumise korral. Pideva funktsiooni f puhul véljendub see implikat-
sioonis * — a = f () — f(a), geomeetriliselt tdhendab funktsiooni pidevus tema graafiku
(kui joone) pidevust. Funktsiooni f diferentseeruvus punktis a tdhendab 16pliku piirvéédrtuse
lim {@=S@) . ¢ (a) olemasolu, sel juhul on funktsiooni f graafikul punktis (a, f (a)) puu-

T r—a
tuja, f’ (a) on selle puutuja tous. Koik diferentseeruvad funktsioonid on pidevad.
Funktsioonid, mis saadakse diferentseeruvatest funktsioonidest aritmeetiliste tehete ja
liitfunktsioonide moodustamise teel, on samuti diferentseeruvad. Sealjuures on diferentsee-
rimine, s.t. tuletise leidmise operatsioon, lineaarne: funktsioonide summa f + g tuletis on
tuletiste summa f’+ ¢’ ning kordse Af tuletis on tuletise kordne \f’. Seevastu funktsioonide
korrutise ning jagatise tuletis on keerulisemad avaldised. Ahelareegel — liitfunktsiooni dife-
rentseerimise valem — annab voimaluse leida selliste funktsioonide tuletist, mida saab esitada
diferentseeruvate funktsioonide liitfunktsioonina.
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6 Keskviirtusteoreemid. L’Hospitali reegel. Taylori va-
lem

Allpool toestatavad keskvéédrtusteoreemid 6.3 ja 6.4 moodustavad olulise vaheliili diferent-
siaalarvutuse ja tema rakenduste vahel. L'Hospitali reegel on suurepédrane abivahend kee-
ruliste piirvédartuste leidmisel. Taylori valem on ldhtekohaks funktsioonide ldhendusteooria
tilesehitamisel.

6.1 Diferentsiaalarvutuse keskvaartusteoreemid

Tuletise seos funktsiooni ekstreemumitega. Definitsioon. Olgu funktsioon f médratud
intervallis D ja olgu a intervalli D sisepunkt, s.t. a € D°.
(a) Kui punktil a on selline timbrus Us (a), et

f(x) < f(a) iga x € Us (a) korral,

siis Geldakse, et funktsioonil f on punktis a lokaalne maksimum.
(b) Kui punktil a on selline timbrus Uy (a), et

f(x) > f(a) iga x € Us (a) korral,

siis 6eldakse, et funktsioonil f on punktis a lokaalne miinimum.

(¢) Kui funktsioonil on vaadeldavas punktis kas lokaalne maksimum voéi lokaalne miinimum,
siis 6eldakse, et tal on lokaalne ekstreemum.

(d) Kui vorratus f (z) < f(a) voi f(z) > f(a) kehtib iga x € D korral, siis 6eldakse, et
funktsioonil f on kohal a vastavalt globaalne maksimum voi globaalne miinimum hulgas D.

Lause 6.1 (Fermat’ teoreem). Olgu funktsioon f: D — R intervalli D sisepunktis a
diferentseeruv ning olgu tal selles punktis lokaalne ekstreemum. Siis f' (a) = 0.

Toestus. Eeldame, et funktsioon f: D — R on kohal a € D° diferentseeruv ja tal
on selles punktis lokaalne ekstreemum, olgu see konkreetsuse mottes lokaalne maksimum.
Valime vastavalt eelnevale definitsioonile sellise § > 0, et Us (a) C D ning iga = € Us (a)
korral f (z) < f(a), seega

f(x)—f(a) <0, kuia—0 <z <a+d. (6.1)

Eelduse kohaselt eksisteerib loplik piirvaartus

f'(a) = lim M7 (6.2)
T—a €T — Q
seega eelpool toestatud lause 3.1 pohjal leiduvad molemad iihepoolsed piirvdartused, mis on
vordsed piirvadrtusega (6.2), niisiis

lim M = lim

r—ra— Tr—a r—a+ xr—a
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Paneme téhele, et kui a —§ < x < a, siis z — a < 0 ja seose (6.1) tottu f(x;:f:(a) > 0. Sellest
vorratusest saame protsessis + — a— jarelduse 3.8 pohjal, et

o) tim L0 =@

rT—a— Tr — Qa

> 0.

Kui aga a < x < a+ 4, siis z —a > 0 ning w <0, jarelikult

f(x) = f(a)

r—a+ Tr —a

<0.

Kuna vorratused f’ (a) > 0 ja f' (a) < 0 on itheaegselt tdaidetud, siis f’'(a) = 0.
Sama tulemuseni jouame ka siis, kui funktsioonil f on punktis a lokaalne miinimum. m

Geomeetriliselt tihendab lause 6.1 véide seda, et kui kohal a diferentseeruval funkt-
sioonil on selles punktis lokaalne ekstreemum, siis tema graafikule punktis (a, f (a)) voetud
puutuja on paralleelne z-teljega (vt. joonis 6.1).

YA

g
S-----
=
+\/_____ =
]V

[

02

Joonis 6.1: Funktsiooni lokaalsed ekstreemumid statsionaarsetes punktides.

Definitsioon. Punkti a € D nimetatakse diferentseeruva funktsiooni f: D — R statsio-
naarseks punktiks, kui f’ (a) = 0.

Fermat’ teoreemi kohaselt saab diferentseeruval funktsioonil olla lokaalne ekstreemum
vaid tema statsionaarses punktis (selgitadal).

Naiide 6.1. Vaatleme ruutpoliinoomi
fiR—=R, f(z):=2*—22+05.

Funktsioon f on hulgas R diferentseeruv, seejuures f’ (x) = 2z — 2 iga x € R korral. Seega
f"(a) = 0 parajasti siis, kui @ = 1, niisiis on 1 funktsiooni f ainuke statsionaarne punkt.
Kuna f (z) = ( — 1)® + 4, siis funktsioonil f on kohal a = 1 globaalne (seega ka lokaalne)
miinimum, minimaalseks vaartuseks on 4. Fermat’ teoreemi kohaselt on see ainuke lokaalne
ekstreemum (selgitadal )X

Nagu kinnitab jargmine néide, ei pruugi igas statsionaarses punktis funktsioonil ekstree-
mumit olla. Teisisonu, tingimus f’(a) = 0 on vaid tarvilik, iildjuhul mittepiisav selleks, et
diferentseeruval funktsioonil f oleks kohal a lokaalne ekstreemum.
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Naiide 6.2. Kuupfunktsioon
fR=R, f(x):=2a°

on igas punktis x € R diferentseeruv ning f’(z) = 3z%. Seega on 0 funktsiooni ainuke
statsionaarne punkt, kuid f (0) = 0 ei ole funktsiooni f lokaalne ekstreemum. Nimelt on tal
punkti 0 igas timbruses Us (0) = (=4, ), kus § on suvaline positiivne arv, nii negatiivseid kui
ka positiivseid vaartusi:

f@)=2"<0,kuiz <0 ja f(z)=2">0,kui0< z.
Niisiis ei ole kuupfunktsioonil iihtegi lokaalset ekstreemumit.

Keskvairtusteoreemid. Fermat’ teoreemi abil on lihtne toestada jargmist Rolle’: teo-
reemi.

Lause 6.2 Olgu f: [a,b] — R pidev funktsioon, mis vahemikus (a,b) on diferentseeruv. Kui
f(a) = f(b), siis leidub selline ¢ € (a,b), et f'(c) = 0.

Toestus. Eeldame, et f on 16igus [a, b] pidev ning vahemikus (a, b) diferentseeruv funkt-
sioon omadusega f (a) = f (b). Selge, et viide kehtib, kui f on seejuures konstantne funkt-
sioon, siis f’ (z) = 0 iga = € (a,b) puhul.

Olgu f mittekonstantne funktsioon. Kuna ta on ldigus [a,b] pidev, siis Weierstrassi
teoreemi 4.6 pohjal on tal selles 16igus nii minimaalne kui ka maksimaalne vaartus. Seejuures
vahemalt iihe neist globaalsetest ekstreemumitest, mis sel juhul on ka lokaalne ekstreemum,
saavutab funktsioon vahemikus (a,b) (selgitada!)H, olgu see punktis ¢ € (a,b). Lause 6.1
kohaselt f'(¢) =0. =

yA

Joonis 6.2: Rolle’i teoreem.

Geomeetriliselt tihendab Rolle’i teoreemi viide seda, et kui 16igus [a,b] pideva ja
vahemikus (a, b) diferentseeruva funktsiooni f graafiku otspunkte (a, f (a)) ja (b, f (b)) labiv
l16ikaja on z-teljega paralleelne, siis on nende vahel vdhemalt iiks selline graafiku punkt
(¢, f (¢)), milles voetud puutuja on selle 16ikajaga paralleelne (vt. joonis 6.2). Jargmine lause
— Lagrange’i keskvadrtusteoreem — iitleb, et sellises geomeetrilises sonastuses kehtib Rolle’i
teoreem ka ilma eelduseta f (a) = f (b): 16igus [a, b] pideva ja vahemikus (a, b) diferentseeruva
funktsiooni f korral on vdhemalt iihes graafiku punktis (¢, f (¢)) puutuja paralleelne labi
graafiku punktide (a, f (a)) ja (b, f (b)) tommatud loikajaga (vt. joonis 6.3).
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Lause 6.3 (Lagrange’i keskvddrtusteoreem). Olgu f: [a,b] — R pidev funktsioon, mis
vahemikus (a,b) on diferentseeruv. Siis leidub selline ¢ € (a,b), et

f () - f(a)
b—a

f'(e) =

Joonis 6.3: Lagrange’i teoreem.
Lagrange’i teoreem on erijuht jargmisest {ildisemast keskvéirtusteoreemist.

Lause 6.4 (Cauchy keskvddrtusteoreem). Olgu f: |a,b] — R ja g: [a,b] — R pidevad
funktsioonid, mis vahemikus (a,b) on diferentseeruvad, ning olgu ¢’ (z) # 0 iga x € (a,b)
korral. Siis leidub selline punkt ¢ € (a,b), et

f) =) S (63

g()—gla) g (c)

Toestus. Kdigepealt paneme tihele, et g (b) # g(a), sest vastasel juhul rahuldaks g
Rolle’i teoreemi tingimusi (kontrollida!»X ning ¢’ (x) = 0 vihemalt {ihes punktis = € (a,b),
mis on vastuolus lause eeldustega.

Moodustame abifunktsiooni h: [a,b] — R, kus

f(b) - f(a)
h(x):=f(r)— ———=(g9(x)—g(a)),
(@)= o) = LB g ) = g (a)

siis funktsioonide f ja g pidevusest tuleneb funktsiooni h pidevus. Toepoolest, lause 4.2
pohjal on funktsioon y = % (9(x) — g (a)) pidev, seega on h pidev kui kahe pideva

funktsiooni vahe. Lisaks sellele on ta vahemikus (a, b) diferentseeruv:

f(b) — f(a)

W (x)=f (z)— g (z) (z€(a,b 6.4
@=r@-t5=E @ e @) (6.4)

(kontrollida! K. Kuna h(b) =
teoreemi tingimusi, seega h’ (c)
(6.3) (kontrollida! 4. m

f (a) (veenduda! X, siis rahuldab h koiki Rolle’i

h(a) =
= 0 mingis punktis ¢ € (a,b). Vordusest (6.4) saamegi seose
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Kui lauses 6.4 votta g (z) := z, siis saame Lagrange’i teoreemi (veenduda! ).

Naiide 6.3. Rakendame niites 6.1 vaadeldud ruutpoliinoomile
f:[-1,2] =R, f(z):=2*-22+5

Lagrange’i keskvéirtusteoreemi 16igus [—1, 2] ning leiame tema graafikul punkti (¢, f (¢)),
milles voetud puutuja on paralleelne 1dbi punktide (—1, f (—1)) = (—1,8) ja (2, f (2)) = (2,5)
tommatud loikajaga.

Kuna

) =2—1) ja f(;)_—({(m—l) 5 . 5_

siis tuleb lahendada vorrand
2(z—1)= -1,

kust saame, et z = 1. Seega on otsitavaks punktiks (3, f (3)) = (3, 1) -

6.2 L’Hospitali reegel

Cauchy keskvéirtusteoreemi abil toestakse 1’'Hospitali reegel funktsioonide piirvéirtuse

lim £ arvutamiseks médramatuste 2 ja % puhul, s.t. juhul, kui lim f (z) = lim g (z) = 0

z—q 9(T) 0 S T—a T—a

voi vastavalt lim |f (z)| = lim |g ()| = oo. Jirgmise teoreemi tdestus esitatakse kursuses
Tr—a Tr—a

Matemaatiline analiits I11.

Teoreem 6.5 (I’Hospitali reegel). Eeldame, et funktsioonid f ja g on diferentseeruvad
hulgas (a — 0,a + 0)\ {a}, kus 0 on mingi posititvne arv. Kui kas

lim f (z) =limg(z) =0

r—a Tr—a

lim | ()] = lim |g ()] = o0
r—ra r—ra

ning eksisteerib puirvddrtus
!
x
lim f/ (z) =
za g (1)

8118

f@)

lim
r—a g (x)

Analoogiline viide kehtib ka piirprotsesside v — a—, x — a+, v — —00 ja x — oo korral.

Et demonstreerida keskvadrtusteoreemi rakendamise pohimoétet teoreemi 6.5 toestamisel,
vaatleme jargmises lauses lihtsat erijuhtu méaaramatuse % korral.



MATEMAATILINE ANALUUS I 71
Lause 6.6 Olgu funktsioonid f ja g loigus [a,b] pidevad ning vahemikus (a,b) diferentsee-
ruvad, olgu ¢’ (x) # 0 iga x € (a,b) puhul. Kui f (a) = g (a) = 0 ning eksisteerib piirvidrtus

/' (@)

r—a+ g’ (;L’)

Y

8118
TR
Tr—a+ g (;L’)

Toestus. Olgu = € (a,b] suvaliselt fikseeritud, siis funktsioonid f ja ¢ rahuldavad
16igus [a, x] Cauchy keskvéértusteoreemi tingimusi (veendudal!)X. Selle teoreemi rakenda-
misel leiame niisuguse ¢ (z) € (a, ), et

) _ @) (6.5)

Kuna a < ¢(x) < z, siis protsessis + — a+ ka ¢ (z) — a+, jarelikult

f'(e(x)) f'(c(x))

lim —* = lim —~ =1
z—a+ g, (C (.Z‘)) c(z)—a+ g, (C (x))

ténu eeldusele lim L2 = L. Seostest (6.5) saame, et
z—a+ 9 ()

I fel)
D) g e@)

Lause on toestatud. m

Naiide 6.4. Arvutame piirvairtuse

. x—sinx
lim ——
x—0 I?’

0

kaks korda I’'Hospitali reeglit rakendades. Tegemist on méadramatusega g,

reemi 6.5 eeldused taidetud (kontrollida! )X, seega

seejuures on teo-

. x—sinz . (z—sinz) | l—cosz 1. (I—cosz)
lim ——— =lm —F—~ = lim ——— = - lim —————~
z—0 ,I'?’ z—0 (g(;?’) x—0 3372 3 x—0 (xz)
1. sinzx 1. sinx 1
= — lim = —lim = —,
3z—0 2x 6z—0 x 6

Naiide 6.5. Arvutame I’'Hospitali reegli abil piirvédrtuse

) T 1
lim —— ).
z—1 (:L‘— 1 lnx>
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Vottes piirvadrtuse mérgi all oleva avaldise iihisele nimetajale, saame, et

, x 1 rhhr—z+1 | (zlnz—z+1)
lim —— | =lim ——— = lim ;
el \zx—1 Inx e=1 (z—1)lnz  «=1 ((x —1)Inx)
C lnz4al-1 ) Inz
=lim —"—— = lim ————
e=1 Inw + £ e=llne+1— o
g 1
= lim +—+ = ~.

Naiide 6.6. Leiame piirvédartuse

n

lim —, kus n on mingi naturaalarv.
r—o00 T

Tegemist on médramatusega 2, piirvidrtuse arvutamiseks rakendame I"'Hospitali reeglit n
korda:

n—1 n—2

oooxn .onx o nn—1)x .
lim — = lim :hm¥:---:hm—zo.
z—o0 et z—o0 et T—>00 et z—o00 T

Saadud tulemus kinnitab jérgmist olulist fakti: protsessis © — oo kasvab eksponent kiiremini
kut mistahes aste.

Lopuks rohutame, et I’'Hospitali reeglit saab rakendada vaid mé&dramatuste % ning >
puhul. Nagu kinnitab jargmine néide, voib see reegel muudel juhtudel anda vale tulemuse.
Naiide 6.7. Kuna funktsioon

_3SC+1
 r—3

fi(=00,3)U(3,00) > R, f(x):

on kohal a = 1 pidev (pdhjendadal! )X, siis

1
im 22y = o

r—1 1]—3 B

Selle piirvadrtuse leidmiseks 1'Hospitali reeglit kasutada ei saa, sest kohal 1 on funktsioon
madratud. Kui seda formaalselt teha, saaksime tulemuseks 3, mis muidugi ei ole dige.

6.3 Taylori valem
Olgu a intervalli D punkt ning olgu funktsioon f: D — R kohal a diferentseeruv. Tuletise
definitsiooni pohjal

lim <M _p (a)> — 0

T—ra Tr—a
ehk, kui téhistada
f(x) = f(a)

PR f'(a) igax € D\ {a} puhul,

hy (x) ==
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f(@)=f(a)+f(a)(x—a)+hi(2)(z—a),

kusjuures lim h; (z) = 0 iga z € D korral. Olgu
r—a

Ti(z) = f(a)+ f'(a) (z —a) ja Ry(a,x):=hi(2)(z—a),
siis suvalise x € D puhul
f(z)=T)(x)+ Ry (a,z).
Seejuures T (a) = f (a) ja T} (a) = f'(a) ning

Funktsiooni f véirtuste ligikaudseks arvutamiseks véime arvutada poliinoomi 77 vasta-
vad vadrtused, seejuures kirjeldab arv Ry (a, ) viga, mille me teeme, kui asendame funkt-
siooni f véartuse kohal x € D poliinoomi T} vairtusega. Geomeetriliselt tihendab selline
lahendamine funktsiooni f graafiku asendamist sellele punktis (a, f (a)) tommatud puutuja-
ga. Seepérast on arusaadav, et iildjuhul ei ole selline ldhendamise eriti tdpne.

Eeldame, et funktsioon f on kohal a kaks korda diferentseeruv, defineerime

T, (x) o= £ (@) + (@) (v = 0) + 5 " a) (2 — 0)?,

leiame
T (z) = f'(a) + " (a) (x — a) ja T3 (z) = " (a)
ja paneme téhele, et

Ty (a) = f(a), Ty(a)=f"(a) ja Ty (a) = f"(a).

See asjaolu annab pohjust arvata, et punkti a teatavas timbruses on ruutpoliinoom 75 funkt-
sioonile f paremaks lahendiks kui 7.

Uldjuhul, kui f on n korda diferentseeruv punktis a, moodustame n-astme poliinoomi 7},
seosega

1 1
T (z) = f(a) + ['(a) (z — a) + 5 f" (a) (z — a)’ 4o+ Ef(”) (a) (z —a)"
1
=3 (o) (x — )
k=0
(siin f© := f), seda nimetatakse funktsiooni f n-astme Taylori poliinoomiks kohal a.

Téhelepanuvéarne on, et

T™ (a) = f® (a) koikide k = 0,1,...,n korral

(kontrollida! K. Teisalt, kui mingi n-astme poliinoom P (x) = ag+a; (z — a)+- - +a, (xr — a)"”

rahuldab tingimust P®) (a) = f® (a) iga k = 0,1,...,n korral, siis P = T},, s.t.

1
a = Hf(k) (a)



74 6 Keskviidrtusteoreemid. L’Hospitali reegel. Taylori valem

(veendudal! )’H. See asjaolu digustabki Taylori poliinoomide T, valikut funktsiooni f ldhenda-
misel.
Kui tahistada

Rusi (a,2) = f (2) = Ty (3),

siis saame seose
Fe) = Fla) b33 (@) (@ —a) 4 1 fO (@) (= ) 4 B (,2), (6.

mida nimetatakse funktsiooni f Taylori valemiks punktis a, avaldist R, (a,z) nime-
tatakse Taylori valemi jddklitkmeks. Jargmine teoreem, mille toestus esitatakse kursuses
Matemaatiline analiiiis 111, kirjeldab jaakliikme omadusi.

Teoreem 6.7 Olgu D C R intervall ja a € D, olgu n € Ny.
(a) Kui funktsioon f: D — R on n korda diferentseeruv kohal a, siis

lim Rn—l—l (CL,f)
e (7 — a)

= 0. (6.7)

(b) Kui funktsioon f: D — R on n + 1 korda diferentseeruv, siis iga © € D\ {a} korral
leidub punktide a ja x vahel selline punkt ¢ € D, et

Rni1(a,x) = w (x — a)n+1 )

(n+1)! (6.8)

Néeme, et n korda diferentseeruva funktsiooni f korral ldheneb R, .1 (a,x) protsessis
x — a kiiremini nullile kui (z — a)" (vt. (6.7)). Kui nouda funktsioonilt f, et ta oleks n + 1
korda diferentseeruv, saab jaikliikme esitada Lagrange’i kujul (6.8).

Maérgime, et eelpool Cauchy keskvairtusteoreemi erijuhuna saadud Lagrange’i keskvéar-
tusteoreem osutub ka teoreemi 6.7(b) erijuhuks. Nimelt, kui n = 0 ja x = b > a, siis valemist
(6.8) saame, et

f ) = f(a)=f"(c)(b—a)

mingi ¢ € (a,b) korral (vrd. lause 6.3).
Naiide 6.8. Leiame eksponentfunktsiooni
fTR=R, f(x):=¢€"

esituse Taylori valemi abil punkti @ = 0 iimbruses. Kuna (e“’”)(k) =ce’suvaliser € Rjak € N
korral, siis f*) (0) = 1 ning valemi (6.6) pohjal

xr 1 ]' 2 ]' n
e —1+ﬂx+ix +~--+a:c + Ry41(0,2) .

Jadkliige R, 41 (0,2) on valemi (6.8) kohaselt kujul

RTH-l (07’I) = l,n-‘,—l’
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Sy

Joonis 6.4: Eksponentfunktsioon y = e ja tema Taylori poliinoomid T, Ts ja T5.

(kontrollida! X, kus ¢ on mingi arv punktide 0 ja x vahel. Jadkliige kirjeldab viga, mille me
teeme, kui asendame funktsiooni véiartuse e* poliinoomi 1+ %x—i— %:v2~|—- et %x" véadrtusega.
Selle vea hindamiseks 16igus [—b, b], kus b > 0, paneme tédhele, et

bn+1

b
<
(n+1)!

e’ iga x € [—b,b] korral

(kuna ¢ on arvude 0 ja x vahel ning 16ik otspunktidega 0 ja x sisaldub vahemikus (—b,b),
siis ¢ < b ning (tdnu eksponentfunktsiooni rangele kasvamisele) 0 < e¢ < e®). Niiteks 16igus

[—1,1] ei iileta absoluutne viga arvu G- On ilmne, et ligikaudse valemi

a1 1 1, 1
tdpsus on seda suurem, mida kérgem on poliinoomi 7, jark n. Samas kahaneb valemi tépsus
punkti z kaugenemisel punktist 0.
Joonis 6.4 illustreerib eksponentfunktsiooni Taylori poliinoome T, T5 ja T5.

Naiide 6.9. Leiame siinusfunktsiooni
fiR—=R, f(x):=sinz

védrtuste ligikaudseks arvutamiseks valemi, mis garanteerib tépsuse 0,001 16igus [—1,1].
Kuna

cos x, kuin =4k +1,
. ) ) —sinz, kuin =4k + 2,
(sinz)™ =q _ cosx, kuin =4k + 3, (k€ RNo),

sin z, kui n = 4k
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siis 29 (0) = 0 ja f@+1 (0) = (=1)", valemi (6.6) kohaselt

N — s, 15 k
SINT = — o +ax — 4 (=1)

_ b
2k + 1)

1

k1 4 (1)1
AT G

f(2k+3) (c) 2R3

Seejuures
1
R, (0,2)] < —lgax e [—1,1] puhul
n!

(kontrollida! )’H, seega garanteerib ndutava tépsuse vorratus n! > 1000, niisiis n > 7. Vastav
ligikaudne valem on kujul
1 1 1
sinr ~x — —2® + =2 — —a’.

3! 5! 7!

Kokkuvote

Me alustasime kéesolevat peatiikki tdhtsa Fermat’ teoreemiga, mille kohaselt diferent-
seeruval funktsioonil f saab lokaalne ekstreemum olla vaid tema statsionaarses punktis, s.o.
punktis a, kus f’ (a) = 0. Diferentsiaalarvutuse ulatuslikumate rakenduste juurde funktsioo-
nide kéitumise uurimisel tuleme jargmises peatiikis. Kédesolevas peatiikis valmistasime selleks
ette vajalikud abivahendid, neist tdhtsaim on Lagrange’i keskviartusteoreem. Sellel on véga
lihtne geomeetriline sisu: kui funktsioon on 16igus [a, b] pidev ning vahemikus (a, b) diferent-
seeruv, siis tema graafikul on punkt, milles puutuja on paralleelne 1dbi graafiku otspunktide
(a, f (a)) ja (b, f (b)) tommatud loikajaga. Analiiiitiliselt valjendub see sellise ¢ € (a,b) ole-
masolus, et kehtiks vordus f (b) — f (a) = f'(¢) (b — a). Lagrange’i keskvéértusteoreem on
erijuht tldisemast Cauchy keskvéartusteoreemist, mille abil toestatakse tuntud 1’Hospitali
reegel funktsioonide jagatise piirvadrtuse leidmiseks.

Taylori valem on ldhtekohaks funktsioonide ldhendamisele poliinoomidega. Téhelepanu-
vadrne roll seejuures on Taylori valemi jadkliikmel, selle abil hinnatakse niisuguse ldhen-
damise tépsust.
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7 Funktsioonide uurimine

Kéesolevas peatiikis nditame, kuidas diferentsiaalarvutuse keskvaartusteoreemide abil saab
leida funktsiooni kasvamise ning kahanemise piirkonnad, lokaalsed ekstreemumid ja tema
graafiku kumeruse ning nogususe piirkonnad. Nii kogutud info abil on véimalik skitseerida
funktsiooni graafik.

7.1 Funktsioonide monotoonsus

Keskvairtusteoreem 6.3 on aluseks funktsioonide monotoonsuseomaduste kirjeldamisel. Mee-
nutame (vrd. alapunkt 4.2), et funktsiooni f: D — R nimetatakse hulgas D
rangelt kasvavaks, kui suvaliste x1, 9 € D korral

T < T9 = f(21) < f(72),

kasvavaks, kui suvaliste x1, x5 € D korral

ry <1y = f(11) < f(22),

rangelt kahanevaks, kui suvaliste x1, x5 € D korral

ry <my = f(11) > f(22),

kahanevaks, kui suvaliste x1, x5 € D korral

I1<[E2:f(l'1)2f(l'g).

Funktsiooni, mis on kas (rangelt) kasvav voi (rangelt) kahanev, nimetatakse (rangelt) mo-
notoonseks.

Lause 7.1 Olgu f: D — R pidev funktsioon, mis intervalli D koigis sisepunktides x € D°
on diferentseeruv.

(a) Kui f'(z) =0 iga x € D° korral, siis f on hulgas D konstantne funktsioon.

(b) Kui f' () >0 (f'(x) > 0) iga x € D° korral, siis f on hulgas D rangelt kasvav (kasvav)
funktsioon.

(c) Kui f'(x) < 0 (f'(x) <0) iga © € D° korral, siis f on hulgas D rangelt kahanev
(kahanev) funktsioon.

Toestus. Olgu y ja z suvalised punktid intervallis D. Eeldame, et y # z, konkreetsuse
mottes olgu y < z. Eelduse kohaselt rahuldab funktsioon 16igus [y, z] Lagrange’i keskvéértus-
teoreemi (vt. lause 6.3) tingimusi: f on ldigus [y, z] pidev ja vahemikus (y, z) diferentseeruv.
Lause 6.3 kohaselt eksisteerib ¢ € (y, z) omadusega

fR=fw)=Ff()(z-y). (7.1)

(a) Eeldame, et f'(z) = 0 iga sisepunkti z € D° korral. Kuna ¢ € (y,z) C D°
(selgitadal X, siis f' (¢) = 0, mistottu seosest (7.1) saame, et f(y) — f(z) = 0. Seega
f(y) = f (2) suvaliste y, z € D puhul, niisiis on f intervallis D konstantne funktsioon.
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(b) Eeldame, et f’ (x) > 0 iga sisepunkti x € D° korral. Siis seose (7.1) pohjal

fE)=fy)=Ff()(z-y) >0

ehk f(y) < f(z), seega on f rangelt kasvav. Analoogiliselt saame vorratuse f (y) < f(z),
kui eeldada, et f'(z) > 0.
(c) Iseseisvalt’d m

Naide 7.1. Leiame seosega
f(z)=zlnx

médratud funktsiooni f kasvamise ja kahanemise piirkonnad. Funktsiooni f méaaramispiir-
konnaks on intervall D := (0, 00), suvalise x € D korral eksisteerib 16plik tuletis

f(x)=Inz+1.

Seega
1
f'(x) > 0 parajasti siis, kui > —,
e

ning

1
f'(x) < 0 parajasti siis, kui < —
e

(selgitada!pX. Lause 7.1 viidete (b) ja (c) kohaselt on f rangelt kahanev intervallis [1, c0)
ning rangelt kasvav intervallis (0, %] .
Naiide 7.2. Leiame kuuppoliinoomi

fR=R, f(x):=2-32>—-92+5
kasvamise ja kahanemise piirkonnad. Funktsioon f on igas punktis z € R diferentseeruv ning
fx)=32"—-62—-9=3(2"—22-3)=3(z+1)(z—3).
Seega
f'(x) > 0 parajasti siis, kui z € (—o0, —1) U (3,00),

ning
f'(z) < 0 parajasti siis, kui z € (—1,3).

Niisiis on f rangelt kasvav intervallides (—oo, —1] ning [3,00) ja rangelt kahanev 16igus
[—1,3].

7.2 Funktsiooni lokaalsed ja globaalsed ekstreemumid

Meenutame, et funktsiooni f: D — R lokaalseks miinimumiks (vastavalt lokaalseks mak-
simumiks) nimetatakse tema védrtust intervalli sisepunktis ¢, kui punktil ¢ leidub niisu-
gune timbrus Us (¢) = (¢ —d,c¢+9), et f(z) > f(c) (f(x) < f(c)) iga z € Us(c) korral.
Sona ”lokaalne” on siinjuures téiesti omal kohal: tegemist on n.6. kohaliku tédhtsusega ekst-
reemumiga, mis ildjuhul erineb globaalsest miinimumist min {f (z) | x € D} vo6i vastavalt
globaalsest maksimumist max {f (z) | € D}, kui need iildse eksisteerivad.



MATEMAATILINE ANALUUS I 79

Kui f on kohal ¢ diferentseeruv ning tal on punktis ¢ lokaalne ekstreemum, siis Fermat’
teoreemi kohaselt [’ (c) = 0. Seejuures, nagu selgub jargmisest néitest, voib funktsioonil olla
kohal ¢ ekstreemum ka siis, kui ta selles punktis ei ole diferentseeruv.

Naiide 7.3. Teatavasti ei ole funktsioon
fTR=R, f(z):=|x|
punktis 0 diferentseeruv (vt. néide 5.3). Samas on suvalise § > 0 korral tdidetud tingimus
fla)=lz| 2 0=f(0), kui z € (=6,9),
s.t. funktsioonil f on punktis 0 lokaalne miinimum.

Me nimetasime selliseid sisepunkte ¢ funktsiooni f médramispiirkonnas D, kus f’ (¢) = 0,
selle funktsiooni statsionaarseteks punktideks. Kui funktsioon f on diferentseeruv intervalli
D sisepunktides, siis saab — kuid ei pruugi (vrd. ndide 6.1) — tal ekstreemum olla vaid
statsionaarsetes punktides. Nagu eelnev néide iitleb, voib ekstreemum olla ka neis punktides,
kus funktsioon ei ole diferentseeruv. See on aluseks jargmisele definitsioonile.

Definitsioon. Madramispiirkonna D sisepunkti ¢ nimetatakse funktsiooni f : D — R
krittiliseks punktiks, kui ¢ on kas statsionaarne punkt voi f ei ole kohal ¢ diferentseeruv.

Lause 7.2 Olgu funktsioon f : D — R pidev oma kriitilises punktis c.

(a) Kui punktil ¢ leidub niisugune imbrus Us(c), et f'(x) > 0 iga x € (c—0d,c) korral
ja ' (z) <0 iga x € (¢c,c+0) korral, siis on funktsioonil f punktis ¢ lokaalne maksimum.
(b) Kui punktil ¢ leidub niisugune timbrus Us(c), et f'(x) < 0 iga v € (c—d,¢) korral
ja f'(z) >0 iga x € (¢c,c+ 0) korral, siis on funktsioonil f punktis ¢ lokaalne miinimum.
(¢) Kui punktil ¢ leidub niisugune imbrus Us (c), et tuletis f'(x) on sama mdrgiga koikide
x € (c—6,c+ )\ Ac} korral, siis funktsioonil f kohal c ei ole ekstreemumit.

Toestus. (a) Kuna f'(x) > 0iga x € (¢ — 0, ¢) korral, siis lause 7.1(b) pohjal on funkt-
sioon f poolldigus (c — 0, c| kasvav, seega [ (z) < f(c) iga z € (¢ — ¢,¢| puhul. Analoo-
giliselt garanteerib eeldus, et f’'(z) < 0 iga = € (¢,c+ ) puhul, funktsiooni f kahanemise
poolldigus [c,c + 0), seega f (¢) > f(x) iga x € [c,c + J) korral. Kokkuvottes

f(z) < f(c) koikide = € Uy (¢) korral,

s.t. funktsioonil f on kohal ¢ lokaalne maksimum.

Viide (b) toestatakse analoogiliselt (iseseisvalt!)X.

(c) Eeldame, et f'(z) on sama méirgiga hulgas (¢ — ¢, ¢+ ) \_{c}, konkreetsuse mottes
olgu f’(z) > 0. Sel juhul on funktsioon f kasvav nii poolldigus (¢ — 9§, ¢] kui ka poolldigus
[c,c+ §). Votame suvalised z1 € (¢ — 0, ¢) ja 9 € (¢,c+ ), siis

f(@1) < f(e) < f(22)
(selgitadal )P4, mistottu funktsioonil f ei ole ekstreemumit punktis c. =

Toestuseta esitame veel jargmise piisava tingimuse funktsiooni ekstreemumite olemas-
oluks.
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Lause 7.3 Feldame, et funktsioonil f: D — R on punktis ¢ € D esimene ja teine tuletis
ning
F(@)=0 ja ["(c) £0,

Kui f" (c) < 0, siis funktsioonil f on kohal ¢ lokaalne maksimum, juhul f"(c) > 0 aga
lokaalne mitnimum.

Naiide 7.4. Leiame funktsiooni
[R=R, f(x)=avr—1

lokaalsed ekstreemumid. Kuna iga x € R\ {1} korral

1 2 Y
f@)y=vVr—-1+-z(x—-1)3=(x-1)3 + 3? _
’ (- 1)}

et A ik (7.2)

(r—1)5  (2—1)3

ja kohal 1 funktsioon f ei ole diferentseeruv (kontrollida!)X, siis on funktsioonil f kaks
kriitilist punkti: statsionaarne punkt z = % ja punkt z = 1.
Votame punktile xz = % sellise timbruse Us (%), et 0 <o < i. Kuna murru (7.2) nimetaja

(x — 1)% on positiivne iga x € Us (2) korral, siis

3 3 3 3
f’(x)<0,kui1—5<x<zl, ja f’(x)>0,kuizl<x<1+5.

Lause 7.2(b) kohaselt on punktis z = % funktsioonil lokaalne miinimum f (%) = —ﬁz.

Punkti 1 timbruses Us (1), kus 0 < § < %, on nii murru (7.2) lugeja kui ka nimetaja
positiivsed, seega on funktsiooni tuletis sama mérgiga iga = € Us (1) korral. Lause 7.2(c)
kohaselt punktis x = 1 funktsioonil lokaalset ekstreemumit ei ole.

Naiide 7.5. Leiame lause 7.3 abil poliinoomi
fiR—=R, f(x):=32"—42% — 362° 4 60
lokaalsed ekstreemumid. Selleks arvutame esimese tuletise
f'(z) = 122° —122° — 722 = 122 (z — 3) (z + 2)
nullkohtades x = 0, x = 3 ja x = —2 teise tuletise
f" (x) = 362 — 241 — 72

vaartused
f7(0)=-72<0, f"(3) =180 >0 ja f"(—2) =120 > 0.

Lause 7.3 kohaselt on f(0) = 60 funktsiooni f lokaalne maksimum, arvud f(—2) = —4 ja
f(3) = —129 aga lokaalsed miinimumid.

Naiide 7.6. Plekitahvlist mootmetega 8 X 5 on vaja valmistada selline ilma kaaneta karp,
mille ruumala oleks maksimaalne. Millised on selle karbi mo6tmed?
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Tahistame karbi korguse tdhega z, siis ruumala arvutatakse valemist
V(z) = (8 —2z) (5 — 2z) = 42 — 262 + 40z.

Antud iilesande seisukohalt on funktsiooni V' moistlik mé#ramispiirkond vahemik (O, g)
(selgitadal )P4. Funktsiooni V' tuletise

V' (z) = 122” — 52z + 40 = 4 (32* — 13z + 10)
nullkohad on z; =1 ja 29 = 1—30, kuid neist vaid z; kuulub méadramispiirkonda. Teise tuletise
V" (x) = 24z — 52

vastav vaartus on
V(1) =-28 <0,

seega on funktsioonil V' : (0,5) — R kohal z; = 1 lokaalne maksimum V (1) = 18. Maksi-
maalse ruumalaga karbi mootmed on seega 6 x 3 x 1.

Globaalsete ekstreemumite leidmine. Kui funktsioon f on pidev 16igus [a,b], siis
Weierstrassi teise teoreemi 4.6 pohjal on tal nii globaalne maksimum kui ka globaalne mii-
nimum. Nende leidmise iildine eeskiri on jargmine: leiame koik lokaalsed ekstreemumid ja
funktsiooni vaartused 16igu otspunktides, nende hulgast valime vdhima ja suurima arvu,
need on vastavalt globaalne miinimum ja globaalne maksimum.

Naide 7.7. Funktsiooni

T
=, =R T) = Ccosx
fi =55 - R @
globaalsete ekstreemumite leidmiseks arvutame tema véartused loigu [—g, %] otspunktides
ning tema ainukeses kriitilises punktis = 0 :

1(-5) =0 s0=1is(5)=F

Seega on globaalne miinimum 0 vasakpoolses otspunktis —7 ning globaalne maksimum stat-
sionaarses punktis 0.

Kui f on pidev mingis intervallis D, mis ei ole 16ik, siis ei pruugi globaalseid ekstreemu-
meid leiduda. Huvitav on jargmine tédhelepanek.

Lause 7.4 Kui intervallis D pideval funktsioonil f on selles intervallis vaid tks lokaalne
ekstreemum, siis on see globaalne.

Toestus. Olgu funktsioonil f kohal a € D ainuke lokaalne ekstreemum, olgu see lokaalne
maksimum. Oletame vastuvéiteliselt, et f (a) ei ole suurim funktsiooni véértuste hulgas, siis leidub
mingi b € D, et f (b) > f (a). Ldigus otspunktidega a ja b on funktsioon pidev, seega on tal mingis
punktis ¢, mis asub @ ja b vahel, minimaalne v#rtus, niisiis f (¢) < f (a) < f (b) . Selge, et kohal
¢ on funktsioonil f: D — R lokaalne miinimum, mis on vastuolus lause eeldusega, et lokaalseid
ekstreemumeid on vaid iiks. Sellega on viide toestatud.
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7.3 Joone kumerus ja kidnupunktid

Olgu f: D — R mingi funktsioon, vaatleme xy-tasandil vorrandiga y = f (x) méadratud
joont, mida me teatavasti nimetame funktsiooni f graafikuks. Votame suvalised kaks arvu
x1, T2 € D, kus 21 < x9, ja tombame 14bi joone punktide (z1, f (z1)) ning (x9, f (x2)) loikaja,
s.0. sirge, mille vorrand on kujul
x9) — f(x
y:f( 2) f( 1)(I—J]1)+f($1>

Lo — T1

(selgitadalPlt; peame silmas, et x; ja x5 on fikseeritud arvud).

Definitsioon. Utleme, et vérrandiga y = f (x) médratud joon on
1) nogus intervallis D, kui iga loigu [x1, 23] C D korral funktsiooni f graafik selles 16igus
on allpool 1dbi punktide (x1, f (z1)) ning (z9, f (x2)) tommatud loikajat, s.t.

f(22) = f (21)

To — I

flx) <

(x —x1) + f (x1) iga = € [x1, 2] korral,

2) kumer intervallis D, kui iga léigu [rq,xs] C D korral funktsiooni f graafik selles 16igus
on iilalpool 14bi punktide (z1, f (1)) ning (z2, f (x2)) tommatud ldikajat, s.t.

f(22) = f (21)

f(x)> (x —x1) + f(x1) iga x € [x1, 5] korral.
To — I
YA ya
y=f(z)
y=f(x)
0 r 0 r

Joonis 7.1: Kumer ja noégus joon.

Kui funktsioon f on diferentseeruv intervalli D igas sisepunktis x, siis on tema graafiku
punktides (x, f (z)) olemas puutuja. Saab néidata, et sel juhul tdhendab joone y = f ()
kumerus (nogusus) seda, et joon paikneb allpool (iilalpool) tema suvalises punktis voetud
puutujat (vt. joonis 7.1). Veelgi enam, kehtib jargmine lause.

Lause 7.5 Olgu funktsioon f: D — R lahtises intervallis D diferentseeruv. Joon y = f (z)
on intervallis D kumer (négus) parajasti siis, kui funktsioon f’ on intervallis D kahanev

(kasvav).

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et joon y = f (x) on intervallis D kumer. Olgu z1, 2 € D
suvalised punktid, olgu 1< xo. Kui votame joonele puutuja nii punktis (x1, f (1)) kui ka punktis
(x2, f (x2)), siis funktsiooni graafik kulgeb allpool mélemat puutjat. Seetdttu (vrd. vorrand (5.7))

f o) < f (1) (w2 — 1) 4 f (21) ehk f(22) — f(21) < f' (21) (w2 — 21)
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ja
f (1) < f(22) (21 — 22) + f (22) ehk f(z2) — f(21) > [ (22) (w2 — 21) .

Siit saame, et f'(x9) (v2 — x1) < f' (1) (x9 — x1) ehk
I (x2) < f'(21), kui 71 < @9,

s.t. f' on kahanev funktsioon.

Piisavus. Eeldame, et f’ on intervallis D kahanev funktsioon. Olgu a € D mingi fikseeritud
punkt jaolgu z € D suvaline, vaatleme algul juhtu, kui = > a. Laigus |a, x| rahuldab funktsioon
f Lagrange’i keskviifirtusteoreemi tingimusi, seega leidub selline ¢ € (a, ), et

fz) = fla)=f(c)(x—a). (7.3)

Kuna a < ¢ ning f’ on kahanev funktsioon, siis f'(¢) < f’(a), mistdttu seosest (7.3) saame
vorratuse

flz) < f'(a)(z—a) + f(a)

iga sellise x € D korral, mis on suurem arvust a. Alternatiivsel juhul z < a saadakse sama
vorratus. Kokkuvottes oleme veendunud, et kdik joone y = f (x) punktid paiknevad allpool puu-
tujat, mis on vdetud joone punktis (a, f (a)) . Kuna punkt a € D oli valitud suvaliselt, siis oleme
toestanud, et joon y = f (x) on kumer. m

Lausetest 7.5 ja 7.2 tuleneb jargmine eeskiri joone kumerus- ja nogususpiirkondade mééra-
miseks.

Lause 7.6 Olgu funktsioon f lahtises intervallis D kaks korda diferentseeruv. Joony = f (z)
on kumer (négus) parajasti siis, kui f" () <0 (f"(x) >0) iga x € D korral.

Definitsioon. Joone y = f (z) punkti (a, f (a)) nimetatakse selle joone kidnupunktiks,
kui funktsioon f on kohal a pidev ja leidub selline 6 > 0, et vahemikus (a — J,a) on joon
kumer ning vahemikus (a,a + §) ndgus véi vastupidi (vt. joonis 7.2).

Ya

»
>

T

IS

0

Joonis 7.2: Joone kadnupunkt.

Olgu f: D — R diferentseeruv lahtises intervallis D. Lause 7.5 kohaselt on (a, f (a)) joone
y = f (z) kddnupunkt parajasti siis, kui kohal a funktsiooni f’ kasvamine liheb {ile kaha-
nemiseks voi vastupidi, s.t. kui tuletisel f’ on punktis a lokaalne ekstreemum. Kui (a, f (a))
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on kddnupunkt ja funktsioon f on kohal a kaks korda diferentseeruv, siis Fermat’ teoreemi
pohjal f” (a) = 0. Nagu kinnitab jargmine niide, vastupidine viide iildjuhul ei kehti.

Naiide 7.8. Funktsiooni
fiR=R, f(x):=2a"

teise tuletise f” (x) = 1222 koik vidrtused on mittenegatiivsed, lause 7.6 kohaselt on joon
y = x* nogus ning tal ei ole kidnupunkte. Samas f” (0) = 0.
Niide 7.9. Leiame joone y = v/2® kumerus- ja négususpiirkonnad. Arvutame funktsiooni

fR=R, f(x):=Vad

tuletise
5 2
/ _ Y.,.:
' (2) = Sat
ja teise tuletise
10 10
[ (z) = ri=—— kusz # 0.

9 0Jz’

Nieme, et f” (z) < 0, kui z < 0, ja f” (z) > 0, kui > 0. Lause 7.6 pohjal on joon y = v/a?
kumer intervallis (—o0,0) ja nogus intervallis (0,00), punkt (0,0) on joone kddnupunkt,
kuigi kohal x = 0 funktsioonil f teist tuletist ei eksisteeri.

Naide 7.10. Leiame funktsiooni

[TR—=>R, f(x):= gx4—x3—|—2

graafiku kumerus- ja nogususpiirkonnad. Selleks arvutame selle funktsiooni esimese ja teise

tuletise:
9 9 4

f ()= ;x?’ —32%, f"(z) = 51’2 — 6z = 57 (x — 5) :

Kuna
1 . 4 . 1 . ~.4
f (x)<0,ku10<x<§,3af () > 0, kui —oo<x<0V01§<m<oo,

4

siis lause 7.6 kohaselt on joon y = %x —2%+2 kumer vahemikus (0, 5) ning noégus intervallides

(—00,0) ja (%, oo) . Punktid (0,2) ja (%, g—?) on joone kainupunktid.

4

7.4 Joone asiimptoodid

Definitsioon. Kui f: (a,00) — R on niisugune funktsioon, et protsessis * — oo joone
y = f (x) punkt ldheneb piiramatult mingile sirgele y = max + b, siis seda sirget nimetatakse
joone y = f(x) kaldasiimptoodiks protsessis x — oo. Kui seejuures m = 0 siis koneldakse
rohtasiimptoodist.

Analoogiliselt defineeritakse funktsiooni f: (—o0,b) — R graafiku kaldasimptoot prot-
568818 T — —00.
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Lause 7.7 Antud sirge y = mz + b on joone y = f(x) kaldasimptoot protsessis © — 00
parajasti siis, kui

m = lim /(@) ning b= lim (f (z) — mz).
r—oo X T—00
Analoogiliselt on sirge y = mx + b joone y = f(x) kaldasimptoot protsessis x — —oo
parajasti siis, kui
T I C)
m = lim ning b= lim (f(z)— mz).
T——00 I T——00

Definitsioon. Kui a € R on selline arv, et funktsioon f on méiratud vahemikus (a — 6, a)
mingi ¢ > 0 korral ja on tdidetud iiks tingimustest
lim f(z)=o00ja lim f(z)=—o0,
r—a— T—a—
siis sirget * = a nimetatakse joone y = f (x) pistasimptoodiks protsessis © — a—.
Kui funktsioon f on médratud vahemikus (a,a 4 ¢) mingi § > 0 korral ja on téidetud
iiks tingimustest

xligl-i-f (ZE) - :r:l—lgl-ﬁ-f (CE> -

siis sirget * = a nimetatakse joone y = f (x) pistasimptoodiks protsessis © — a+.

Y

/
/|

0 1 x

Joonis 7.3: Joone y = ;*”—_21 astimptoodid.

Naiide 7.11. Funktsiooni
2

x
[ R\{1} =R, f(z):=
rz—1
graafikul on piistasiimptoodiks sirge x = 1, sest
lim f(z) = —oco ning lim f(z) = oo.

r—1— r—14+
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Kuna

2
m:hmm: limx—

=1
z—00 T T—00 L (x — 1)

ja

b= lim (f () ) z? " T )
= lim x) —mx) = lim —x ) = lim =
T—00 z—oo \ x — 1 z—oo I — 1 ’
siis sirge ¥y = x + 1 on selle joone kaldasiimptoot protsessis x — oo, lihtne on néha, et ka
protsessis * — —oo (vt. joonis 7.3).
Naide 7.12. Leiame funktsiooni

f:R\{0} = R, f(x) ::2x+i+5

graafiku astimptoodid. Selge, et sirge x = 0 (s.0. y-telg) on selle joone piistasiimptoot:

1 1
lim f(z)= lim (2x+—+5) = —o0 ning lim f(z)= lim (2x+—+5> = 00.
T T

rz—0— z—0— r—0+ z—0+

Joonel on ka kaldastimptoot y = 2x 4 5 nii protsessis + — oo kui ka protsessis + — —o0,
nimelt

m = lim&: lim (2+%+§)=2jab: lim (f (z) — 2z) = lim (1+5):5,

r—oo0 I T—00 T—00 r—o00 \ T

samad piirvadrtused saame ka protsessis © — —oo.

7.5 Funktsiooni kdigu uurimine

Funktsiooni uurimisel seatakse eesmérgiks skitseerida tema graafik. Selleks on vaja

e leida funktsiooni médramispiirkond ja tema katkevuspunktid, samuti fikseerida funktsiooni
graafiku 16ikumispunktid telgedega,

e leida funktsiooni kasvamise ja kahanemise piirkonnad,

e leida funktsiooni lokaalsed ja globaalsed ekstreemumid,

e leida funktsiooni graafiku kumerus- ja négususpiirkonnad ning tema kdanupunktid,

e leida funktsiooni graafiku astimptoodid.

Saadud andete jargi skitseeritaksegi funktsiooni graafik.

Niide 7.13. Vaatleme funktsiooni

[R\A{l} =R, f(z)=1—-2x+ ! :

11—z
Pole kahtlust, et f on oma méadramispiirkonnas pidev. Funktsiooni f graafik 16ikab y-telge

punktis (0,2), z-teljega tal l6ikepunkte ei ole, sest vorrandil

1 + ! =0
v 1—x2
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pole lahendeid (kontrollida!X. Iga x € R\ {1} korral

1 :2x—x2 r(2—1x)
(1-2)? (-2 (1-2)"

Kuna
f(x) >0, kui z € (0,2)\ {1}, ja f'(z) <0, kui z € (—00,0) vdi z € (2,00),

siis lause 7.1 pohjal on funktsioon f rangelt kasvav intervallides [0,1) ja (1,2] ning rangelt
kahanev intervallides (—o0, 0] ja [2,00) . Arvud 0 ja 2 on funktsiooni statsionaarsed punktid,
seejuures f”(0) =2 > 0 ning f”(2) = —2 < 0. Lause 7.3 kohaselt on f (0) = 2 funktsiooni

f lokaalne miinimum, f(2) = —2 aga lokaalne maksimum.
YA
\ y=loet
\\ :
2 »
0 1 ! x
|
:
ol _ e
y=-x+1

Joonis 7.4: Funktsiooni y =1 — x + ﬁ graafik.

Edasi paneme téahele, et
f"(x) >0, kuix <1,ja f"(x) <0, kui x > 1.

Lause 7.6 pohjal on funktsiooni f graafik kumer intervallis (1,00) ning nogus intervallis
(—o0, 1), kiddnupunkte sel joonel ei ole.
Kuna

Jim f() =00 ja lim f(z)=—oo,
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siis sirge x = 1 on graafiku piistasiimptoot. Arvutame

m:hm&: lim (l—l—k;):—l,

r—o00 I T—00 \ T 3:‘(1—.%)

b= lim (f (z) +z) = lim (1+1ix) =1,

T—00 T—r00

samad piirvadrtused saame protsessis + — —oo. Seega on sirge y = —x + 1 funktsiooni f
graafiku kaldasiimptoodiks nii protsessis * — oo kui ka protsessis © — —o0.
Saadud tulemuste jargi skitseerime funktsiooni graafiku (vt. joonis 7.4).
Naide 7.14. Vaatleme funktsiooni
6x

f:R%]R, f(l') = m

Ta on pidev, tema graafiku ainsaks 16ikepunktiks telgedega on punkt (0,0). Arvutame
6(1+2%)—1222 6(1—2%) 6(1—2)(1+2a)

f'(x) =

(1 + x2)2 - (1 + ZL’Z)Q o (1 + .132)2 )
£ (x) = 6—2:E (1+ x2)2 —(1—aHdz(1+a?) 120(2*-3) 12z (e - \/g) (x+ \/g)
— (1+22)* (1422 (1+22)

ja paneme téhele, et
f(x) >0, kui x € (—1,1), ning f'(z) <0, kui z € (—o0, —1) U (1,00) .

Lause 7.1 kohaselt on funktsioon f rangelt kasvav 16igus [—1, 1] ja rangelt kahanev interval-
lides (—o0, —1] ning [1, 00) . Kuna

F(~1)=3>0 ja f'(1)= -3 <0,

siis kohal z = —1 on funktsioonil lause 7.6 pohjal lokaalne miinimum f(—1) = —3, kohal
x =1 aga lokaalne maksimum f (1) = 3.
Teise tuletise avaldisest saame, et

f"(x) >0, kui x € (—\/é, O) U (\/5, oo) Jja f"(x) <0, kui z € (—oo, —\/§> U <0, \/5) .

Seega on funktsiooni f graafik kumer intervallides (—oo, —\/g] ja [0, \/3} ning nogus in-
tervallides [—\/37 0} ja [\/57 oo), tema punktid (—\/5,—%§>7 (0,0) ning (ﬁ,%) on
kédnupunktid. Kuna funktsioon f on pidev kogu arvteljel, siis tema graafikul piistasiimptoote
ei ole, kuid x-telg osutub rohtasiimptoodiks molemas protsessis + — oo ja * — —o0.
Toepoolest,

f(z) 6 6x

mE AT S e =R = V) ) = I

=0,

sama tulemuse saame protsessis © — —o0.
Mérgime veel, et eelpool leitud lokaalsed ekstreemumid osutuvad globaalseteks ekstree-
mumiteks.
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Y
AN
2

__ _ _6bx
y - 1+£B2

|
S
|
=
o
—_
&
53 4

5

6x

Joonis 7.5: Funktsiooni y = Tro2

graafik.

Saadud andmete jargi skitseerime funktsiooni f graafiku (vt. joonis 7.5).
Kokkuvote

Diferentseeruva funktsiooni tuletis annab olulist informatsiooni selle funktsiooni mono-
toonsuseomaduste kohta: positiivne tuletis kirjeldab funktsiooni kasvamist, negatiivne kaha-
nemist. Kaks korda diferentseeruva funktsiooni teise tuletise mérk iseloomustab funktsiooni
graafiku kumerust-nogusust: negatiivne teine tuletis vastab selle joone kumerusele, positiivne
nogususele.
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8 Algfunktsioon ja miiramata integraal

Selles peatiikis vaatleme diferentseerimise pocrdoperatsiooni, seda nimetatakse integreeri-
miseks. Meie eesmérgiks on leida integreerimise pohireeglid ja -votted.

8.1 Algfunktsioon ja integreerimine

Funktsiooni algfunktsioon. Definitsioon. Kui intervallis D méaaratud funktsioon f on
mingi funktsiooni F': D — R tuletis selles intervallis, s.t.

F'(z) = f(x) iga z € D korral, (8.1)
siis Oeldakse, et F' on funktsiooni f algfunktsioon intervallis D.

Lihtne on néha, et algfunktsioon, kui ta olemas on, ei ole iiheselt méa#ratud: kui kehtib
seos (12.9), siis suvalise arvu C' puhul

(F(x)+C) = F' (x) = f(z) iga z € D korral.
Niisiis, kui F' on funktsiooni f algfunktsioon intervallis D, siis on seda ka funktsioon
F+C:D—-R, (F+C)(z):=F(z)+C

iga konstandi C' € R puhul.
Olgu F} ja F, funktsiooni f kaks suvalist algfunktsiooni intervallis D, s.t.

F/(z) = Fy(z) = f (z) iga x € D korral.
Siis
(F = ) (2) = F (2) = Fy (¢) = 0
ning lause 7.1(a) kohaselt F; — F; on konstantne funktsioon. Niisiis leidub selline C' € R, et
Fy () — Fy (z) = C ehk
Fy (z) = F5 (z) + C iga € D korral.

Kokkuvottes, kui funktsioonil f: D — R leidub algfunktsioon F': D — R, siis funktsiooni
f koik algfunktsioonid intervallis D saame avaldisest F' + C, kui anname konstandile C'
koikvoimalikud reaalarvulised vadrtused.

Etteruttavalt margime (see toestatakse allpool teoreemiga 12.8), et igal pideval funkt-
stoonil leidub algfunktsioon.

Funktsiooni méiramata integraal. Definitsioon. Avaldist F' (x)+C, kus F on funkt-
siooni f: D — R mingi algfunktsioon ja C' on suvaline konstant, nimetatakse funktsiooni f
mddramata integraaliks intervallis D ja mérgitakse [ f (z)dx.

Teisisonu,

/f(x)dx:F(:z:)+C’,
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kus F’ (z) = f(x) iga x € D puhul. Funktsiooni mééramata integraali leidmist nimetatakse
integreerimiseks. Tegemist on diferentseerimise pocrdoperatsiooniga, kusjuures

/f’(x)dx:f(x)—l—C.

Integreerimise pohivalemid saadakse vahetult tuletise pohivalemitest:
1) [ edx = cz + C intervallis R iga ¢ € R puhul,

R, kui o € Ng,
2) [a*dz = +1 + C intervallides { (—00,0) ja (0,00), kuia=-2,-3,...,
(0,00), kui o € R\ Z,

3) [ ln\x] + C intervallides (—o0,0) ja (0,00),

fawdx = & 4 (C intervallis R iga a € (0,1) U (1, 00) puhul,

J cos xdx =sinz + C ja [sinzdzr = — cosx + C intervallis R,

= tanz + C igas intervallis ((2k — 1) Z,(2k+ 1) Z), kus k € Z,

I

)
)
5)
6)
)
)
)

7 [ ijx = —cot x + C igas intervallis (km, (k + 1) ), kus k: €z,
8) [~ W = arcsinz + C' = —arccosx + C' intervallis (—1,1),
9 = arctanx + C' = — arccot x + C' intervallis R.

1+12 o
Niide 8.1. Kontrollime valemi 3) kehtivust. Selge, et see vordus kehtib, kui x > 0, sel

juhul |z| = 2 ning (In|z])" = (Inz)" = 1. Vaatleme funktsioone

i (—00,0) > R, f(2) ::i
ning
F: (=00,0) = R, F(x):=ln|z|=In(-2),
F @)= (n(~2)) = = (-1) == = f (x)

iga x < 0 korral. Seega kehtib valem 3) ka intervallis (—o0,0).
Naiide 8.2. Madramata integraali
/ cos 7Txdx

leidmisel peame silmas, et (sin 7z)" = 7 cos 7z ehk
1 R Y
<? sin 7x) =5 (sin7z) = cosTx.
Seega on funktsioon
F:R—R, F(x):= ;sin%c
funktsiooni
fR—=R, f(x):=cosTx
algfunktsioon. Niisiis,
/cos Txdr = ;sin Tx + C.
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8.2 Integreerimisreeglid

Koigepealt mérgime, et kuna méadramata integraali vaartus ei ole iitheselt méaratud, siis koiki
vordusi, mis sisaldavad médramata integraale, moistetakse jargmiselt: igale vasaku poole
vadrtusele leidub paremal pool vordne vaartus ja vastupidi, igale parema poole vaértusele
leidub vasakul pool vordne véartus.

Funktsioonide summa ja kordsete integreerimine taandub diferentseerimise vas-
tavate reeglite rakendamisele.

Lause 8.1 Kui intervallis D mddratud funktsioonidel f ja g eksisteerivad selles intervallis
mddramata integraalid [ f (x) dx ning [ g (x)dx, siis eksisteerivad ka médramata integraalid

[ (f(z)+g(x)dx ja [(f(x)— g (z))dz ning

Ju@tg@nae= [f@aes [

Toestus. Eeldatavasti eksisteerivad [ f (z)dz = F (z)+Cy ning [ ¢ (z) dz = G (z) +Cs,
mistottu

(F+G) ()= F(2) + G (2) = f (x) + g (x) = ([ +9) (2),
s.t. F'+ G on funktsiooni f 4 ¢ algfunktsioon intervallis D. Seega

/<f<x>+g<x>>dx=/<f+g><as>dx=<F+G><x>+0

()+GU+C
(2) + C1) + (G (z) + (o)

/f dm+/ (2) da.

Seejuures olgu mérgitud, et fikseeritud konstandi C' puhul saame valida konstandid C ning
Cy, et C' = C + (5, ja vastupidi, fikseeritud arvude C ja Cs korral votame C' := C + Cs.
Analoogiliselt toestatakse viide funktsioonide vahe f — g puhul. m

Lause 8.2 Kui funktsioonil f eksisteerib intervallis D mddramata integraal [ f (z)dx, siis
suvalise X € R\ {0} korral eksisteerib ka integraal [ \f (x)dx ning kehtib seos

/)\f(:v)dx:/\/f(x)dx

Naide 8.3. Lausete 8.1 ja 8.2 abil leiame integreerimise pohivalemeid rakendades

/(4x3—5x+12)dx:4/x3d$—5/xdx+12/dx

5
:x4—§x2+12x+0

suvalise x € R puhul.
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Naiide 8.4. Analoogiliselt eelmise néitega arvutame

3 .3 3 3 " 1
/\/E—ledx:/(\/—f—x—ll>dx:/(a:3——)dx
x x x x

:/Q;_:sd;p— —:—gx_%—1n|x|+0

intervallides (—o0,0) ja (0, 00) .

Ositi integreerimine. Olgu funktsioonid f: D — R ja g: D — R diferentseeruvad, siis
ka nende korrutis

fg:D =R, fg(z):=[(z)g(z)
on lause 5.4 kohaselt difentseeruv ja (fg)' = f'g + fg', seega

fg =(fg) ~f'g.
Siit tuleneb vahetult jargmine véide, mida nimetatakse ositi integreerimise reegliks.

Lause 8.3 Olgu funktsioonid f: D — R ja g: D — R diferentseeruvad. Kui intervallis D
on olemas integraal [ f'(x) g (x)dx, siis eksisteerib ka integraal [ f(x) ¢ (x)dx ning

/f(fﬂ)g’ () de = f(x) g (x) —/f’ () g () dz. (8.2)

Niide 8.5. Leiame valemi (8.2) abil madramata integraali

/ x cos zdzx.

f(z):=xjag(x) =sinx,

/a:cosmdx:xsinx—/l-sinxda:

=xsinx + cosx + C

/ sin? xdz

f(z) :==sinz ja g(x) := —cosz,

Selleks votame

siis ¢’ () = cos ning

suvalise x € R korral.
Naiide 8.6. Integraali

arvutamiseks votame
siis ¢’ () = sinx ning
/sim2 xdr = /f (x) ¢ (x)dx = —sinzcosx + / (sinz) cos zdx
= —sinxcosx + /COSQLEdQZ = —sinxcosx + / (1 — sian) dx

:—sinxcosx+/dx—/sin2:cd:c

= —sinzcosx +x — /siandx,
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niisiis
2/sin2xd:z: =x —sinxcosx + C

ehk (peame silmas, et sin 2z = 2sinz cos x)

8

sin2xdx———lsinxcosm+g—z—lsin%’—l—g
2 2 2 2 4 2

iga x € R korral. Margime, et kuna C oli suvaline reaalarv, siis on seda eelnevas seoses ka
arv § (selgitadalpX, seega voime kirjutada

8

1
/sin%cdx = 5~ Zsian—i—C.

Sama tulemuseni jouame monevorra lihtsamalt trigonomeetrilisi seoseid

1 = cos® x + sin® z ning cos 2z = cos’z — sin® z
kasutades. Nimelt saame nende abil vérduse sin? z = ﬂ , seega
1 — cos 23:
/sin2 xdz :/ / xr — —/cos?xdx
r 1
=———sin2z+C
2 4

iga z € R korral.

Muutujate vahetus miiramata integraalis. Olgu F' funktsiooni f: T — R alg-
funktsioon intervallis 7', s.t. F' (t) = f (¢) iga t € T korral. Olgu ¢: D — R selline intervallis
D diferentseeruv funktsioon, et

(D) ={p(x)[zeD}CT.

Vaatleme liitfunktsiooni F'o p: D — R, kus F o ¢ (z) := F (¢ (z)), selle molemad kompo-
nendid F' ja ¢ on diferentseeruvad. Vastavalt lausele 5.6 on F' o ¢ hulgas D diferentseeruv

ning
(F(p(2)) = F(¢(x) ¢ (2) = f(p(2) ¢ (2),
s.t. F' o on funktsiooni (f o ¢) ¢’ algfunktsioon intervallis D ja

/ f @) ¢ ()dz = F(p(x)) + C (3.3)

iga x € D korral.

Naide 8.7. Madramata integraali

arvutamiseks intervallis R votame

¢ (r) := 2% ning f(t):= ¢,
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siis

iga z € R korral. Paneme téhele, et
F:R—R, F(t):=¢

on funktsiooni f algfunktsioon, seega valemi (8.3) kohaselt

/xe””de = %/f (p(x) ¢ (z)dx = %F(Lp () +C = %em +C.

Naiide 8.8. Madramata integraali
/ sin x cos xdx

arvutamiseks intervallis R votame

o (x):=sinx ja f(t):=t,

seejuures

F:R—=R, F(t):= %ﬁ

on funktsiooni f algfunktsioon intervallis R. Kuna

sinzcosx = f (¢ ()¢ (x)
iga x € R puhul, siis valemi (8.3) pdhjal

/sinxcosxdx = /f (p(x) ¢ (z)dx = F (¢ (z)) +C
Lo v 0
= —sin :
5 ST
Naiide 8.9. Arvutame médramata integraali

1
/ e

intervallis (0, 00). Selleks votame valemis (8.3)

o(z):=lnz, f(t):=t ja F(t):= %tQ

ning saame, et

/m_xdx_/f (v)dz = F (¢ () + C

95
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Kokkuvote

Funktsiooni f algfunktsiooniks mingis intervallis D nimetatakse niisugust funktsiooni
F: D — R, mille tuletiseks on f, s.t. F' (z) = f(x) iga « € D korral. Mddramata integraal
[ f(xz)dz = F () +C, kus C on suvaline reaalarv, on algfunktsiooni iildkuju. Algfunktsioo-
ni leidmise operatsiooni nimetatakse integreerimiseks, integreerimise pohivalemid saadakse
diferentseerimise pohivalemitest.

Diferentseerimisreeglitest saadakse integreerimise pohilised reeglid. Kui eksisteerivad in-
tegraalid [ f (z)dx ja [ g (x) dz, siis eksisteerivad ka [ (f (z) + ¢ (z))dz ja [ Af (x) dz ning
kehtivad seosed [ (f(z) +¢g(x))de = [ f(z)de+ [g(z)dzja [Af(x)dz = X [ f(z)da.
Ositi integreerimise valem [ f ()¢’ (z)dz = f(x) g (z) — [ f' (z) g (x) dz saadakse vahetult
korrutise diferentseerimise reeglist. Liitfunktsiooni diferentseerimise eeskiri (s.o. ahelareegel)
on aluseks muutuja vahetusele médramata integraalis.
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9 Arvread, nende koonduvus

Arvridade puhul on tegemist liitmisprotsessiga, milles osaleb l6pmata palju, tdpsemalt, loen-
duv arv liidetavaid. Et anda sellisele liitmisele matemaatiliselt korrektne sisu, voetakse appi
koonduvad jadad. Me esitame selles peatiikis arvrea moiste, defineerime selle koonduvuse ja
hajuvuse ning uurime koonduvate ridade lihtsamaid omadusi.

Koigepealt tuleme korraks tagasi arvjadade juurde, vaatleme nende monotoonsuseomadusi.

9.1 Monotoonsed jadad

Meenutame (vt. definitsioon (2.2)), et arvu a nimetatakse jada (x,,) piirvddrtuseks (tdhistame

kas lim x, = a vdi x,, — a), kui suvalise £ > 0 korral leidub selline N € N, et |z, —a| < ¢
n—oo

koikide n > N puhul. Jada (x,,) nimetatakse sel juhul koonduvaks. Iga koonduv jada (z,) on
tokestatud (vt. lause 2.1), s.t. jada liikmete hulk {z, | n € N} on nii {ilalt kui alt tokestatud.
Koonduvate jadade puhul kehtivatest arvutuseeskirjadest meenutame veel, et kui x,, — a ja
Yn — b, siis x,, + y, — a + b ning suvalise A € R korral A\x,, — Aa (vt. lause 2.6).
Mittekoonduvat jada nimetatakse hajuvaks. Me kirjutame nhjEO x, = oo (lim, z, = —00),

kui iga M > 0 puhul saab valida niisuguse N € N, et suvalise n > N korral x,, > M (vastavalt
Ty, < —M).

Monotoonsed jadad. Arvestades asjaolu, et jada on funktsioon méa#dramispiirkonnaga
N, saame monotoonse funktsiooni definitsioonist (vt. alapunkt 4.2), et jada (z,) on
e kasvav, kui x,11 > z, iga n € N korral,
e rangelt kasvav, kui x,,.1 > x, iga n € N korral,
e kahanev, kui z,,1 < x, iga n € N korral,
e rangelt kahanev, kui x,,1 < x, iga n € N korral,
e monotoonne, kui ta on kas kasvav voi kahanev.

Jargmine lause, mis kirjeldab monotoonsete jadade koonduvust, jareldub pidevuse ak-
sioomist.

Lause 9.1 (monotoonsuseprintsiip). Monotoonne jada (x,) koondub parajasti siis, kui
ta on tokestatud. Kui (x,) on seejuures kasvav, siis lim x, = sup {x, | n € N}, kui (x,) on
n—oo

kahanev, siis lim x, = inf {z, | n € N}.
n—oo

Toestus. Tarvilikkus on selge, sest iga koonduv jada on tokestatud.
Piisavus. Olgu (x,,) selline kasvav jada, mis on tokestatud. Sel juhul on hulk {z, | n € N}
tilalt tokestatud ning pidevuse aksioomi kohaselt on tal iilemine raja sup {z, | n € N} =: b.

Niitame, et lim x, = b.
n—o0

Olgu ¢ > 0 suvaline. Kuna b on hulga {z, | n € N} vahim iilemine toke, siis b — ¢ ei
ole selle hulga iilemiseks tokkeks, jarelikult leidub selline jada liige xy, mis on arvust b — ¢
suurem. Kuna jada (x,) on kasvav, siis

b—e<ay<z,<b<b+e kuin> N.

Seega
—e<z,—b<e
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ehk
|z, — b < e.

iga n > N korral.
Kokkuvottes saab iga € > 0 korral valida indeksi NV nii, et |z, — b| < ¢ koikide n > N

puhul, s.t. lim z, =b.
n—oo

Analoogiliselt selgub, et tokestatud kahanev jada (x,) koondub arvuks inf {x,, | n € N}.

Naiide 9.1. Teatavasti inf {% |neN } = 0 (vt. néide 1.3), seega monotoonsuseprintsiibi

kohaselt on arv 0 rangelt kahaneva jada (1) piirvédrtus, s.t. lim 1 =0 (vrd. ndide 3.1).

n n—00

9.2 Koonduvad ja hajuvad arvread

Definitsioon. Olgu (u) mingi arvjada. Avaldist
UL +U+USTT+ -+ Uy + ...,

mida me edaspidi tavaliselt mérgime kujul
e}
D,
k=1
nimetame arvreaks (ehk lithidalt reaks), arve uy, selle rea liitkmeteks.

o0
Antud rea ) uj puhul moodustame tema osasummad
k=1

n
$1:=Uy, So:=UL+U2..., Sp:i= g Uy - - -
k=1
ja osasummade jada (sy).

o0
Definitsioon. Kui rea ) u; osasummade jadal (s,) on olemas (kas 16plik voi 16pmatu)

k=1
(e.]
piirvéirtus s, siis seda nimetatakse rea Y wuy, summaks, sel juhul kirjutame
k=1
oo
U = S.
k=1

o0
Kui piirvaartus s on 16plik, siis titleme, et rida ) ug on koonduv (summaks s). Mittekoon-

k=1
duvat rida nimetatakse hajuvaks.
oo oo
Antud definitsiooni kohaselt on juhul »° uy = 0o voi ) up = —oo tegemist hajuva reaga.
k=1 k=1

o

Rohutame, et kui real on summa, siis simboliga > uy tdhistatakse nii rida ennast kui ka
k=1

tema summat.
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Monikord on otstarbekas nummerdada rea liikmed nii, et esimene liige on indeksiga 0,
s.t.

Zuk:u0+u1+u2+---+un+...,
k=0

kuid samuti voivad rea indeksid alata suvalisest naturaalarvust p, s.t.

Zuk:up+up+1+---—|—un+... .
k=p

Niitame, et 16pliku arvu rea litkmete kustutamine ei mojuta selle rea koon-

o0 o0
duvust. Vaatleme koos reaga Y uy ka rida > ug, mis on saadud esialgsest reast liikme-

k=1 k:p
o0
te uj,...,up_1 drajitmisel. Need #rajdetavad liikkmed moodustavad rea > uj; osasumma
k=1

p—1
Sp—1 = »_ ug. Téhistame
k=1

T 1= Z ug iga m > p korral,

k=p
o0
s.t. r,y, on rea Y. u, m-s osasumma. Suvalise n > p puhul
k=p

n p—1 n
Sn = E U = E (e E Uk, = Sp—1 + Tn,
k=1 k=1 k=p

kusjuures arv s,_; on protsessis n — 0o konstant. Seega eksisteerib piirviartus lim s, siis
n—oo

ja ainult siis, kui eksisteerib piirvadrtus lim r,, sel juhul
n—oo

nh_{lolo Sp = Sp_1 + nh_I){.lo T (9.1)

Me toestasime jargmise viite.
oo (o]

Lause 9.2 Rida Y uy koondub parajasti siis, kui koondub rida > wy, suvalise p € N korral.
k=1 k=p

Tarvilik tingimus rea koonduvuseks. Ridade puhul on pohikiisimus selles, kuidas
antud rea korral teha kindlaks, kas ta koondub v6i hajub. Otstarbekas on alustada jargmise
tarviliku tingimuse kontrollimisest.

Lause 9.3 Kui rida Y uy koondub, siis klim up = 0.
k=1 —00

[o.¢]
Toestus. Kui rida ) u koondub, siis eksisteerib 1oplik piirvaartus lim s, =: s. Kuna
k=1 n—00

un:u1+"'+un—1+un_ul_"'_un—l:Sn_sn—b
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siis lauset 2.6(d) rakendades saame, et

lim u, = lim (s, — s,_1) = llm S, — lim s, 1=s—s=0
n—o0o n—oo n—oo

(selgitada, miks lim s, ;= s!PX. m
n—,oo

Naiide 9.2. Rea o
> (=
k=1

osasummad moodustavad hajuva jada

(=1,0,-1,0,...)

(kontrollida! K, seega on tegemist hajuva reaga.
Niide 9.3. Rida
!

k=1
hajub, sest tema osasummade jada

(n)=1(1,2,3,...)
on tokestamata, seega hajuv.

Lause 9.4 Geomeetriline rida
1+q+q2+...:qu

koondub parajasti siis, kui |q| < 1. Sel juhul

St

k=0

Toestus. Seose
I-q)(1+qg+g+-+¢")=1-qg""

kohaselt
=Yt
1-q
suvalise n € Ny korral. Kui |g| < 1, siis llm ¢"*t' =0 (vrd. lause 2.7), mistottu
n—o0
) . 1 — qn+1 ) 1 . qn+1 1
lim s, = lim = lim —— — lim = lim ¢"*
n—00 n—oo 1 —gq nsool—q n—oocl—gq 1—q 1 —¢gn—ooo
1
=13

Seega juhul |¢| < 1 rida >~ ¢* koondub summaks ﬁ.
k=0
Kui |g| > 1, siis lause 2.7 kohaselt |¢*| = lg]" - 0 (veenduda! K. Seega ei ole tarvilik
tingimus rea koonduvuseks tdidetud, tdhendab, sel juhul geomeetriline rida hajub. m
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Lause 9.5 Rida ) + hajub.
k=1

Toestus. Vaatleme rea % osasummasid indeksiga 2" (n € N) ja paneme tihele, et

k=1
1 1
52":1+§+"'+2—n
=1+ ! + 1+1 + 1+1+1+1 + -+ ! + +1
B 2 3 4 5 6 7 8 | on
1 1 1 1 n
>1 — 2— 4— N 2”71— =1 — 9.2
to 2 Aot o =1+ 5 (9.2)

iga n € N puhul (selgitadalpX. Kui oletada vastuviiteliselt, et rida > 1 koondub, s.t. tema
k=1

osasummade jada (s,) on koonduv, siis lause 2.1 pdhjal on jada (s,) tokestatud:
dM > 0:s, < M igan € N korral.

Kuid see on vastuolus eelpool saadud vorratusega (9.2), nimelt, kui votame n > 2M, siis

52n>1+g>M.

o)
Saadud vastuolu kinnitab, et vastuviiteline oletus ei pea paika, s.t. rida ) % hajub. m
k=1

Jareldus 9.6 Tarvilik tingimus klim up = 0 ei ole piisav rea Y uy koonduvuseks.
—00 k=1

. oo
Harmoonilised read. Uldiselt nimetatakse rida k%, kus o > 0, harmooniliseks reaks.
k=1
Toestuseta esitame jargmise olulise viite selliste ridade koonduvuse kohta.

Lause 9.7 Harmooniline rida k% koondub parajasti siis, kui o > 1.
k=1

Tehted koonduvate ridadega. Rea koonduvuse definitsioonist ning koonduvate jadade
omadustest (vt. lause 2.6 (a) ja (c)) tuleneb jargmine lause.

Lause 9.8 Kui read > uy ja Y vy koonduvad vastavalt summaks s ja t, siis kehtivad
k=1 k=1
jargmised viited:

(a) rida Y (u + vg) koondub summaks s + t,
k=1

(b) rida > Aug koondub summaks \s iga reaalarvu \ korral,
k=1

(c) rida _ (ux — vg) koondub summaks s — t.
k=1
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Toestus. (a) Eeldame, et read Y uy ja Y v koonduvad vastavalt summaks s ja ¢, ning
k=1 k=1

tahistame iga n € N korral

—Zuk ja t,

Eelduse kohaselt s, — s ja t,, — t. Koonduvate jadade omaduse 2.6(a) pohjal

Zu;ﬁ—vk Zuk+ka—sn+t — s+,
k=1

k=1

[e.e]

s.t. rida Y (ug + vx) koondub summaks s + .
k=1

Viited (b) ja (c) jadvad lugejale iseseisvalt toestada. m

9.3 Vordluslaused

Mittenegatiivsete liikmetega read. Kui rea ) wuy liikmed on kéik mittenegatiivsed, s.t.

k=1
u, > 0 iga k € N korral, siis
n+1
Spi1 = Z Uy = Z Uk + Upt1 = Sp + Upy1 > S, suvalise n € N korral,

k=1

s.t. rea Yy uy osasummade jada (s,) on kasvav. Monotoonsuseprintsiibi (vt. lause 9.1) koha-
k=1
selt kehtib jargmine véide.

Lause 9.9 Mittenegatiivsete litkmetega rida » , uy koondub parajasti siis, kui ta osasummade
k=1
jada (s,) on tokestatud.

oo
Toestus. Eelneva mérkuse pohjal on rea ) u, osasummade jada (s,) kasvav, vastavalt
k=1
monotoonsuseprintsiibile koondub ta parajasti siis, kui ta on tokestatud. m

Vordluslaused. Mittenegatiivsete liikmetega ridade koonduvuse testimiseks on mitmeid
nn. koonduvustunnuseid. Suurem osa neist tugineb jargmisel véitel, mida nimetatakse ridade
esimeseks vordluslauseks.

Lause 9.10 Olgu Y uy ja > vy sellised read, et
k=1 k=1
0 <up <wg iga k € N korral. (9.3)
(a) Kui rida ) vy koondub, siis koondub ka rida . uy.
k=1 k=1

(b) Kui rida " ug hajub, siis hajub ka rida . vg.
k=1 k=1
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Toestus. (a) Téhistame

n n
Sy = E U ja t, = E Vg,
k=1 k=1

eeldusest (13.1) tuleneb, et

0 <s, <t, suvalise n € N puhul (9.4)

(selgitada! K. Eeldame, et rida v koondub, siis (¢,) on koonduv jada, seega on ta
k=1
tokestatud: leidub selline M > 0, et 0 < ¢, < M iga n € N korral. Tingimuse (9.4) pdhjal

0<s, <M koikide n € N puhul,

seega on ka jada (s,,) tokestatud. Lause 9.9 kohaselt tdhendab see rea > uy koonduvust.
k=1
Viide (b) tuleneb vahetult véitest (a) (selgitada! ). m

Jareldus 9.11 Lause 9.10 vdited (a) ja (b) kehtivad, kui leidub selline N € N, et

0 <wuy <wiga k> N korral. (9.5)

o0
Toestus. (a) Eeldame, et tingimus (9.5) on téidetud ja rida >, vy, koondub, lause 9.2 kohaselt

k=1
on rida Y vg koonduv. Ridadele Y ug ja Y. vy lauset 9.10(a) rakendades saame, et > uy
k=N k=N k=N k=N
koondub. Lause 9.2 pohjal koondub siis ka rida Y | .
k=1
Viide (b) tuleneb viitest (a). m
Naide 9.4. Uurime rea
> o
2
— (2k - 1)
koonduvust. Kuna 2k — 1 =k + (k — 1) > k, siis ;7= < ¢ ning
L < L, k € N puhul
— < — iga uhul.
@k—1)7 "k © b
Olgu
1 ) 1
Up = ——— Ja v, = 5,
siis harmooniline rida _ vy, koondub (vrd. lause 9.7), lause 9.10(a) kohaselt koondub ka rida
k=1

3" ug, tihendab, > m on koonduv rida.
k=1 k=1
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Naide 9.5. Rea
> 1
; vk (k +VE+ 1)

koonduvuse uurimiseks paneme tihele, et vk <k +VE + 1) = kVk+k+Vk > kVk,

mistottu iga k € N korral
1 L1
VE(k+VE+1) kYRR

koondub (vrd. lause 9.7), siis vordluslause 9.10(a) pohjal on

o0
1
3

Kuna harmooniline rida
k=1

. i 1
ka rida I<:Z::1 NS koonduv.
Naiide 9.6. Vordluslause 9.10(a) kohaselt rida
cos? 2%

3
k:lk +k+6

koondub, sest
cos? 2F ,
O§m<ﬁlgak€Nk0rral

(selgitada! )" ning harmooniline rida >~ 75 on koonduv.
k=1

Naiide 9.7. Veendume, et rida
i In (k +5)
k

k=1

hajub. Tdepoolest, rida > % hajub ja kuna In (k +5) > In5 > lne = 1, siis

k=1
w>ln7€—ligakel\lkorrab

lause 9.10(b) pohjal on w hajuv rida.
k=1

Tdestuseta esitame veel teise vordluslause.
[ee]
v on posititvsete liskmetega read ning eksisteerib loplik
=1

Lause 9.12 FEeldame, et ) uy ja
k=1 k=
purrvadrtus
u
lim — =: L # 0.
k—o0 Uk
k=1

Sel juhul rida Y~ uy koondub parajasti siis, kui koondub rida ), vg.

k=1
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Naide 9.8. Uurime teise vordluslause abil rea
p k2k +1
koonduvust. Selleks votame

ok 41 1
a v, = —
ok 41 T

U -—

siis

oy, k(2k+1) , k2k+k;
lim — = lim ——=
1+ %
= lim 21k =1.
Rida Z vg hajub, lause 9.12 pohjal hajub ka rida Z Uy, niisiis on Z k22k+1 hajuv rida.

Nalde 9.9. Vordleme rida

Z :
3
k:lk 2k +2

o
koonduva reaga - 5. Kui

k=1
k 1
S k2 T
siis
lim 2% = lim k—g =1

k—oo V), koo k3 — 2k + 2 ’

lause 9.12 kohaselt on rida ) ﬁm koonduv.

Ridade absoluutne koonduvus. Antud rea »_ u; puhul vaatleme tema liitkmete ab-
k=1

o0
soluutvédrtustest moodustatud (mittenegatiivsete liikmetega) rida ) |ug|.
k=1

.. oo (o.9]

Definitsioon. Utleme, et rida Y uy koondub absoluutselt, kui > |uy| on koonduv rida.
k=1 k=1

Selge, et mittenegatiivsete liikmetega rida koondub parajasti siis, kui ta koondub abso-

luutselt. Uldisemalt kehtib jargmine lause.

Lause 9.13 Iga absoluutselt koonduv rida on koonduv.

Toestus. Olgu rida ) ug absoluutselt koonduv, s.t. rida Y |ux| koondub. Meie ees-
k=1

mérgiks on veenduda, et ka rida > wu; koondub. Tahistame iga k € N korral
k=1

Vg = |ug| — ug,
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siis
0 < v < 2ugl

(selgitada! K. Esimese vordluslause kohaselt on rida ) vy koonduv (selgitada! X ja kuna
k=1

up = |ug| — vg iga k € N korral,

siis lause 9.8(c) pohjal koondub ka rida  u;. m
k=1

Kokkuvote

Arvreaks nimetatakse avaldist u; + us + - -+ + u, + ..., kompaktsemalt téhistatakse

seda > uy. Sellele avaldisele, mis formaalselt viljendab lopmata paljude liidetavate summat,
k=1

.. 0
sisu andmiseks rakendatakse jada piirvédrtuse maistet. Oeldakse, et arvrida ) uy koondub
k=1

n
summaks s, kui arv s on tema osasummade s, = > u; (n € N) jada (s,) piirvdirtus, s.t.
k=1

kui s = lim s,. Selle definitsiooni jéirgi jagunevad read koonduvateks ja hajuvateks.
n—oo

Rea ) uy koonduvuseks on lihtne tarvilik tingimus: klim ur = 0. See tingimus ei ole
k=1 oo

o0
piisav, niiteks rida % hajub, kuigi klim % = 0. Kaks tahtsat ndidet koonduvatest ridadest:
k=1 0

e geomeetriline rida i " =1+q+--+¢"+... koondub parajasti siis, kui |q| < 1, sel

juhul s = ﬁ, =

e harmooniline rida i k% =1+ 2% + -+ n% + ... koondub parajasti siis, kui o > 1.
Kuna mittenegatikijflsete liikmetega rea osasummad moodustavad kasvava jada, siis jadade

monotoonsuseprintsiibi kohaselt koondub selline rida parajasti siis, kui tema osasummade

jada on tokestatud. Mittenegatiivsete liikmetega ridade koonduvuse testimisel saab sageli

o
kasutada jargmist vordluslauset: kui 0 < wy, < v, mingist indeksist N alates ja rida »_ vy
k=1

koondub, siis koondub ka rida ) ug.
k=1

Rida ) u; nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui koondub rida >’ |ug|. Iga abso-
k=1 k=1

luutselt koonduv rida on koonduv.
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10 Ridade koonduvustunnused. Astmeread

Selles peatiikis leiame moned lihtsamad tunnused, millega testitakse ridade koonduvust.

10.1 Cauchy ja D’Alemberti koonduvustunnus
Koonduvustunnused, mille abil testitakse ridade koonduvust ja hajuvust, pohinevad testitava
rea vordlemisel mingi konkreetse koonduva voi hajuva reaga. Kéesolevas alapunktis esitame
kaks koonduvustunnust, mis molemad baseeruvad vordlusel geomeetrilise reaga > ¢".
k=0
Lause 10.1 (Cauchy koonduvustunnus). Rida ) uy koondub absoluutselt, kui ek-
k=1

oo
sisteerib piirvidrtus ¢ == klim k| ning ¢ < 1. Kui ¢ > 1, siis rida Y, uy, hajub.
— 00 k=1

Toestus. Eeldame, et ¢ < 1. Valime arvu ¢ omadusega ¢ < ¢ < 1, olgu € := ¢ — ¢, siis
e > 0 ning ¢ = ¢+ ¢. Kuna {/|u;| — ¢, siis leidub niisugune indeks N, et ‘ O | — c‘ <e€
koikide £ > N puhul. Seega
’\“/W <ct+e=q

(kontrollidal! )X ehk
lup| < ¢* iga k > N korral.

Ridadele Y |ux| ja Y ¢* rakendame esimest vordluslauset, tipsemalt selle jireldust 9.11.
k=1 k=1

Kuna 0 < ¢q < 1, siis geomeetriline rida > ¢* koondub (vrd. lause 9.4), seega koondub ka
k=0

oo oo
rida > |ug|. Teisisonu, rida Y u; koondub absoluutselt.
k=1 k=1

Kui ¢ > 1, siis valime € € (0,¢ — 1), sel juhul 1 < ¢ —¢ < ¢. Kuna arv ¢ on jada ((“/ |uk|>
piirvadrtus, siis leidub selline N € N, et

1 <c—e< {/|ug| < ¢+ e koikide k > N korral

(selgitadal pX, jéarelikult
lug| > 1, kui k > N.

On selge, et tarvilik tingimus klim ur = 0 rea Y uy koonduvuseks (vt. lause 9.3) ei ole sel
—00

=1
juhul téidetud, tdhendab, rida > ug hajub. =
k=1
Naide 10.1. Rida
>
—.
P In" k

koondub Cauchy koonduvustunnuse kohaselt, sest

1
c:klim Vug| = lim — =0 < 1.
—00

k—oo In k
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Naide 10.2. Rea

00
>
k=1

puhul

1 1
= lim {/|ug| = lim 24 =2
¢ = Him V] = lim 24/ 775 =2 ()"

lim
k—o0
=2 ! =2 1 =2>1
- 100 — 100
<lim W) 1
k—oo

(vrd. lause 2.9), seega vaadeldav rida hajub.
Toestuseta esitame jargmise d’Alemberti koonduvustunnuse.

Uk+1

Lause 10.2 Rida Y uy koondub absoluutselt, kui eksisteerib piirvidirtus d := lim o

k=1 k—o0

ning d < 1. Kui d > 1, siis rida Y, u, hajub.
k=1

Naide 10.3. Rea

k=1
puhul?
. |Uk-+]_| . \/k+43k 1 . k’+4
d = lim = lim ——— = — lim
k—o00 |uk‘| k—o0 3k+1\/k;—|—3 3 k—oo k;+3

k:+ k:—|—4 1 1
= lim )/ —— “Vi==-<1.

Vvk+3
3k

D’Alemberti koonduvustunnuse pohjal on rida ) koonduv.

k=1
Naiide 10.4. Rida

hajub, sest
. k+1 | k+1 |
d= lim |24 = lim (=(k+1) . lim (k+ 1) i
(R VLS T R IR
S o) TaRUtE) Tert

4Me kasutame asjaolu, et funktsioon y = /z (kui pideva ja intervallis [0, oo) rangelt kasvava funktsiooni
y = a2 posrdfunktsioon) on pidev teoreemi 4.8 pohjal oma midramispiirkonnas [0, 00). Heine kriteeriumi
(vt. teoreem 3.2) kohaselt klim NS klim xy, iga koonduva jada (z) korral.
—» 00 — 00
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10.2 Leibnizi koonduvustunnus
Jargmine Leibnizi tunnus kirjeldab vahelduvate mérkidega rea koonduvust.

o)

Lause 10.3 Rida 5 (—1)" ay, koondub, kui jada (ay) koondub nulliks monotoonselt.
k=1

Toestus. Eeldame, et jada (ay) koondub kahanedes nulliks (kirjutame ax 0), juhul ax? 0
on toestus analoogiline. Seejuures voime eeldada, et ap# 0 iga k € N korral: kui mingi kg puhul
ax,= 0, siis monotoonsuse-eelduse tottu ap= 0 koikide & > ko korral, sel juhul on vaadeldav rida
koonduv (selgitadal)¥X.

Tahistame suvalise m € N puhul

2m—1 2m

A= Som_1= E (_1)k ai ja By,:= 82m=E (_1)k A
k=1 k=1

o
seega rea > (—1)" a;, osasummade jada (s,,) on esitatud kujul
k=1

(A1,By, Ay, By, A3, B, .. ).
Seejuures iga m € N puhul
Api1= S2m41= Som—1F02m —A2m41> Som—1= Am
(peame silmas, et agy, —ag, 11> 0),
Bpi1= Som42= Som—Q2m41+02m42< Som= By,
(siin —a2m+1+a2m+2§ 0) ja
Bm: Som= Som—1+02m> Som_1= Am

Nieme, et
1) jada (A,,) on kasvav,
2) jada (B,,) on kahanev ja
3) jada (B,) iga liige on suurem jada (A,,) suvalisest liikkmest.
Niisiis,
A< A< - <A< B, <+ < By< B igam €N korral.

Seega on mélemad jadad (A,,) ning (B,,) tokestatud ning monotoonsed, lause 9.1 pdhjal on nad
koonduvad, s.t. eksisteerivad loplikud piirvéirtused lim A, ja lim B,,. Kuna

lim (B, — An)= lim (Sgm — Som—1)= lim ag, =0,

siis

lim B, = lim (B,—A,+A,)= lim (B,—A,)+ lim A,, = lim A,, =:s.

m—00 m— 00 m— 00 m—0o0 m—00
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J&ab iile veenduda, et lim s, = s. Olgu € > 0 suvaline, vastavalt jada koonduvuse definitsioo-
n— oo

nile leiame sellised indeksid N7 ja N, et
|som—1—5| < €, kui m > Ny, (10.1)

ja
|Som—s| < &, kui m > Ns. (10.2)
Téhistame N := max {2N1,2N,}, olgu n > N. Kui n on paaritu arv, s.t. n = 2m — 1 mingi
m € N puhul, siis 2m — 1 > 2Ny, seega m > N ning tingimuse (10.1) pdhjal |s,—s| < e. Kui
n = 2m mingi m € N puhul, siis 2m > 2N, seega m > N, ja seose (10.2) kohaselt |s,—s| < e.
Kokkuvéttes
n>N=|s,—s|<e,

s.t. lim s, = s. Sellega on viide toestatud. m

n—oo
Niide 10.5 (téhtis!). Teatavasti harmooniline rida Y 7% hajub, kui v < 1 (vt. lause
k=1
9.7). Vaatleme vahelduvate mérkidega rida
It
ke’
k=1
kus o > 0. Téhistame
1
ag ‘= k'_a7
s1is
1 - 1 i I 0
U1 = 75 < 7= = a ja lim a5 = lim — =
fr (k + 1)a ke k1 oo T koo kO ’
s.t. ag J 0. Leibnizi tunnuse kohaselt on rida (_ki)k koonduv iga a > 0 korral.
k=1
Niisiis, juhul 0 < o« < 1 rida ) Gk koondub, kuid rida (_ki)k = > 7= hajub.
k=1 k=1 k=1

Saime ndite koonduvast reast, mis ei ole absoluutselt koonduv.

10.3 Astmerida, tema koonduvuspiirkond

Astmerida. Teatavasti koondub geomeetriline rida >~ x* absoluutselt iga x € (=1, 1) korral
k=0

ning hajub koigi iilejasinud arvude z puhul (vrd. lause 9.4). Iga z € (—1,1) puhul onrea > z*
k=0

(o)
summaks arv ﬁ, seega on geomeetrilise rea Y z* summaks vahemikus (—1, 1) funktsioon
k=0

s: (=1,1) > R, s(x):=

1—x
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Definitsioon. Olgu (ag, a1, as, ... ) mingi arvjada. Astmereaks nimetatakse rida kujul

[e.9]

Z apa® (10.3)

k=0

voi, iildisemalt,
Z ar (z —a)¥, (10.4)
k=0

kus a € R on fikseeritud. Arve a; nimetatakse astmerea kordajateks.

[e.e]

Muutujavahetusega z := x — a saame rea (10.4) esitada kujul > ax2*, s.t. kujul (10.3),
k=0

seetottu piirdume jargnevas astmerea koonduvuse ja tema summa omaduste kirjeldamisel

pohiliselt kujul (10.3) esitatud ridadega.

[lmselt on geomeetrilise rea puhul tegemist astmereaga kujul (10.3), kus a; = 1 koikide
k € Ny korral. Vaatleme veel néiteid astmeridadest.

Naiide 10.6. Rida
> %
k=0

on astmerida kordajatega a, = 2%

Naide 10.7. Rida

> )
k=0
on samuti astmerida. Et selles veenduda, kirjutame
Z(xQ)k:Za:%: L+ a2+ ...
k=0 k=0

=140z + 122 +02% + 12 +02° + .. .,
seega on vaadeldav rida esitatav kujul (10.3), kus kordajad a;y moodustavad jada
(1,0,1,0,...).

Naide 10.8. Rida

el ole astmerida.

Astmerea koonduvuspiirkond. Definitsioon. Hulka

X = {x € R |rida Zakxk koondub} :
k=0
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nimetatakse astmerea (10.3) koonduvuspiirkonnaks ja hulka

k=0

= {x € R | rida Z |ag| |z]" koondub}

A= {x € R | rida Z arz" koondub absoluutselt}

k=0

selle astmerea absoluutse koonduvuse piirkonnaks. Funktsiooni

oo n
s: X =R, s(z):= Zakxk <: lim Zakxk>
k=0 "0
nimetatakse astmerea (10.3) summaks.

On selge, et 0 € A ning A C X, seega ei ole kumbki hulkadest X ja A tiihi.

Astmerea koonduvus- ja absoluutse koonduvuse piirkonna maaramiseks rakendame Cauc-
[e.e]
hy koonduvustunnust (vt. lause 10.1). Seda astmereale > az* rakendades saame jérgmise
k=0
vaite:

(*) kui klim Nak| |2*] < 1, siis rida
— 00

siis rida hajub.

[e.9]

arz® koondub absoluutselt; kui klim VNag] |zF] > 1,
—00

k=0

o
Olgu p := lim {/|ay|, astmerea Y axz"® koonduvusraadius r defineeritakse seosega
k—o0

k=0
0, kuip= o0,
ro= /l)’ kui 0 < p < o0,
oo, kuip=0.

Intervalli (—r,r) nimetatakse vaadeldava astmerea koonduvusvahemikuks.

Teoreem 10.4 (Cauchy-Hadamardi teoreem). (a) Juhul r = 0 koondub astmerida
arz® vaid punktis v =0, s.t. A=X ={0}.
k=0

(b) Kui 0 < r < oo, siis astmerida Y axz® koondub absoluutselt vahemikus (—r,r) ja hajub
k=0
hulgas (—oo, —r) U (r,00) , s.t.

(—r,r)CACX C[—rr].

(c) Kui r = oo, siis astmerida > apz® koondub absoluutselt igas punktis x € R, s.t.

k=0
A=X=R
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Toestus. (a) Kui r = 0, siis iga  # 0 puhul
lim +/|ag| |[2%| = |x| lim {/]ax| = oo,
k—o0 k—oco

seega viite (*) pohjal astmerida > apz® hajub. Niisiis, juhul r = 0 koondub astmerida
k=0

3" apa® ainult punktis x = 0, s.t. X = A = {0}.
k=0
(b) Juhul 0 < r < oo saame, et

klim V|ax| |2F| = |x| hm Vx| = plz| = —| iga x € R korral
—00

ning viite (*) kohaselt koondub astmerida >~ a,z* absoluutselt, kui |z| < r, ja hajub, kui
k=0
|x| > r.

(c¢) Kui r = oo, siis p = 0 ning
lim +/|ag||2*| = |z| lim +/]ax] = 0,
k—o00 k—o00

viiite (*) pohjal rida > axx® koondub absoluutselt iga x € R korral, s.t. X = A=R. m
k=0

Cauchy-Hadamardi teoreem ei vidida midagi astmerea koonduvuse kohta koonduvusva-
hemiku (—r,r) otspunktides —r ja r, kui 0 < r < co. Et saada ettekujutust sellekohastest
voimalikest situatsioonidest, analiiiisime lisaks eelpool vaadeldud geomeetrilise rea juhule,
kus X = A= (—1,1), jairgmisi niiteid.

Naiide 10.9. Astmerea
IS
k
k=1
korral )

lim §/1 ke
k—oo k

(vt. lause 2.9). Seega koondub vaadeldav astmerida absoluutselt vahemikus (—1,1) ja hajub

intervallides (—o0,1) ning (1,00). Juhul x =
k=1

ei koondu absoluutselt (vt. ndide 10.5), samas on juhul z = 1 saadud arvrida ) % hajuv.

k=1
Kokkuvottes

X =[-1,1) ja A=(-1,1).
Niide 10.10. Astmerea
2
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korral

1 2 2
P — lim Y2 = lim ((“/E) _ (hm €/E> ~ 1.

k—o0 k?

Paneme téhele, et molemad arvread
Do E Y
k=1 k=1

koonduvad absoluutselt, seega antud astmerea puhul

X=A=[-1,1].

[e.e]
Astmerea summa diferentseeruvus. Olgu r > 0 astmerea > a,r* koonduvusraadius
. k=0
ja

s: (=r,r) =R, s(x):= Zakxk
k=0

selle rea summa. Esitame ilma toestuseta funktsiooni s: (—r,7) — R jargmise tdhtsa oma-
duse.

o0

Teoreem 10.5 Astmerea > apx® summa s: (—r,r) — R on diferentseeruv funktsioon.
k=0

Astmerida voib igas punktis x € (—r,r) litkmeti diferentseerida, seejuures

"(z) = Z kapz"™ Z (k+1) app2® (10.5)
k=1 k=0

ja astmerea (10.5) koonduvusraadius on r.

Kuna diferentseeruv funktsioon on pidev (vt. lause 5.1), siis tuleneb teoreemist 10.5
jargmine oluline jareldus.

Jareldus 10.6 Astmerea > apz® summa s: (—r,r) — R on pidev funktsioon.
k=0

Naide 10.11. Kui astmerida
Z o
k
k=1

o0
liilkmeti diferentseerida, saame geomeetrilise rea > x¥. Molema astmerea koonduvusraadius

k=0
o
on 1. Vastavalt teoreemile 10.5 on astmerea ) % summa s tuletiseks geomeetrilise rea
k=1
summa, S.t.
1
s (x) = iga z € (—1,1) korral.

11—z
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Nagu eelpool mérgitud, {ildisest astmereast
oo
Z ag (z —a)F
k=0

o0

saame muutujavahetusega z := x — a seni vaadeldud tiiiipi astmerea Y az2*. Neil kahel real
k=0

on sama koonduvusraadius, kui selleks on r, siis iildise astmerea (10.4) koonduvusvahemik

on (a —r,a+ r). Selles vahemikus on ta absoluutselt koonduv, tema summa
s: (a—ra+1r) =R, s(x):= Zak(:v—a)k
on teoreemi 10.5 pohjal diferentseeruv (seega pidev) funktsioon ning kehtib valem

"(z) = Z kay, (z — )" (10.6)

10.4 Funktsiooni Taylori rida

Eeldame, et funktsioon f: D — R on punkti a € D mingis iimbruses (a — d,a + d) esitatav

oo
astmera > i (r — a)" summana, s.t.
k=0

= Zak (z —a)* iga z € (a —d,a+ d) korral.
k=0

Siis d < r, kus r on astmerea koonduvusraadius, eelneva arutelu kohaselt on f vahemikus
(a — d,a+ d) diferentseeruv ning

"(z) = Zkak (z—a) .
k=1

Seejuures on viimase astmerea koonduvusraadiuseks samuti r, seega, kui rakendada talle
teoreemi 10.5, saame seose

Zk —Dap(z—a)"? kusz e (a—d,a+d).
k=2

Tulemuseks on astmerida koonduvusraadiusega r, vahemikus (a — d, a + d) véime teda teo-
reemi 10.5 pohjal liikkmeti diferentseerida, jne. Uldiselt, f: (a —d,a+ d) — R on lopmata
palju kordi diferentseeruv, suvalise n € N korral avaldub funktsiooni n-ndat jarku tuletis
kujul

™ (x ik (k—n+1)ap(z—a) ™.

k=n
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Siit saame valemi f™ (a) = nla, (selgitada!)X ehk
_ " (a)

n!

iga n € Ny puhul. (10.7)

n

Niisiis, kui lopmata palju kordi diferentseeruv funktsioon f: (a —r,a+1) — R on esitatud

vahemikus (a — d,a + d) astmerea S ay, (x — a)* summana, siis selle astmerea kordajad on
k=0

kugul (10.7). Seda astmerida nimetatakse funktsiooni f Taylori reaks kohal a.

Kordajad (10.7) on meile tuttavad Taylori valemist (vt. alapunkt 6.3), kus avaldist
—~ f® (a) k
Z k! (2 —a)
k=0

nimetatakse funktsiooni f n-astme Taylori poliinoomiks punktis a.

Igal funktsioonil f, mis on mingis intervallis (a — d,a + d), kus d > 0 (kui d = oo, siis

(a —d,a+d) = R), lopmata palju kordi diferentseeruv, on Taylori rida Py % (x — a)k.
Seejuures Taylori teoreemi 6.7 kohaselt kehtib valem
f(x)= i f(’“;'(a) (. —a)* + Ry (a,2), kus z € (a —d,a+d), (10.8)
k=0 ’
ja jadklitkme R, (z) voib esitada Lagrange’i kujul
Ry (a,z) = 0 —il- 1)!f("+1)(cn+1 () (z — a)"™", kus ¢,41 (z) on punkt arvude a ja z vahel.

(10.9)

Siit tuleneb jargmine viide.

Lause 10.7 Funktsiooni f Taylori rida % (2 — a)* koondub hulgas (a — d, a + d) sum-
k=0
maks [ parajasti siis, kui

lim f(n+1) (Cny1 ()

CEE] (z—a)""' =0igax € (a—da+d) korral
n—o0 .

10.5 Funktsioonide arendamine astmereaks
Esitame monede elementaarfunktsioonide reaksarendused.
Naide 10.12. Leiame eksponentfunktsiooni
fTR—=R, f(zx):=¢€"
Taylori rea kohal a = 0. Valemite (10.8) ja (10.9) kohaselt

T 1 1 2 1 n eCn+1($) n+1
S VTR P S POy T
n k n+1
X Xz
_ __eCnt1(2) 10.10
Zk!+(n+1)!€ (10.10)
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(vrd. néide 6.8), kus ¢,41 (z) on mingi arv punktide 0 ja x vahel. Jééklitkme

n+1

(n+1)!

eCn+1(2)

Rn+1 (Oa x) =

jaoks kehtib néites 6.8 saadud hinnang
n+1 bn+1

St

(n+1)!

Cn+1($)

e’ iga x € (—b,b) puhul,

kus b > 0 on suvaliselt fikseeritud.
Olgu z € R suvaline ja olgu b > 0 selline arv, et || < b. Kasutades tuntud seost

lim b—m = 01iga b > 0 korral,
m—00 m
saame, et
n+1 n+1
TL]LII;Q |Rni1(0,2)] = nhj& T 1)!€Cn+1(73) < lim T 1)!6 = 0 iga = € R korral,

seega lim R, (0,2) = 0 ja valemi (10.10) pohjal
n—oo

ok
Z o iga r € R korral.

Naiide 10.13. Vaatleme logaritmfunktsiooni
Fi(loo) >R, f(r)=In(1+a).

Kui —1 < x < 1, siis geomeetrilise rea summa valemi kohaselt

1 o0

(In(1+2)) = :1_m+x2_g;3+...22(_
1+ —

/
> 2R\ o L s
= (C0 ) = (e
selgitada! P, Niisiis on funktsioon y = In (1 + z) rea —1)* 2% summa — {iheks alg-
=0 1+x

funktsiooniks vahemikus (—1, 1), teiseks algfunktsiooniks on astmerea

1.2 x?) x4 o & xk-{—l
_z oz 2 —1 = F
Ty tg Ty k:o( T (z)

summa, s.t. funktsioon y = F'(z). Seega In (1 + ) = F (x) + C, kus C on mingi konstant.
Vottes viimases vorduses = 0, saame, et C' = 0, seega kehtib vordus In (1 + z) = F (z) ehk

o0 +1

n(l+xz) Z

k=0

Jkui —1 <2< 1.
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Naiide 10.14. Siinusfunktsiooni
f:R—=R, f(z)=sinz

tuletised avalduvad valemiga

£ () = (—=1)"*sinz, kui n = 24,
(=1)" V2 cosz, kuin=2i—1,

seega
0 kui n = 24
(n) — ) 9 .
J70) { (—1)" V2 kuin=2i—1 (FeN).

Valemi (10.8) kohaselt

JE T A £2i-1
sine =1 — a1 + g i (_1)1—1 m + Ry;41 (0, ) suvalise x € R puhul,
seejuures
0 < 1R 0,)] = — 1049 (G @)l < 20 0, i s o0
= n—+1 9 (n+ 1)' n+1 — <n+ 1>' Y

(peame silmas, et | f"*Y) (¢,41 (2))| < 1). Niisiis, lim R, (0,2) = 0 ning
n—oo

oo 2%k—1
sinx = kz (—D)F! h iga x € R korral.
—0

Analoogiliselt saadakse, et

2 4

?x = pX
Cosmzl—a—l—z—---:Z(—l) oY kus z € R.

Kokkuvote

Eelmises peatiikis toestatud ridade vordluslause abil saadakse vaadeldavat rida geomeet-

rilise reaga vorreldes kaks lihtsat, kuid samas olulist koonduvustunnust:
oo

1) Cauchy tunnus: kui ¢ := klim Y/ |ug| < 1, siis rida ) uy, koondub absoluutselt, juhul ¢ > 1
—00 k=1

see rida hajub,

2) D’Alembert’i tunnus: kui d := klim “Z—:l < 1, siis rida ) wuy koondub absoluutselt, juhul
-0 k=1

d > 1 see rida hajub.
Téhelepanuvéédrne on Leibnizi tunnus vahelduvate mérkidega rea koonduvuseks: > (—l)lC ag

k=0
00

koondub, kui a; — 0 monotoonselt. Selle viite kohaselt rida ) (—1)]’:% koondub, kuid ei
k=1
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koondu absoluutselt, sest rida > % hajub. Niisiis, iildjuhul koonduv rida ei ole absoluutselt
k=1
koonduv.

o0
Astmereaks nimetatakse rida kujul 3 ay (2 — a)* . Osutub, et see rida koondub absoluut-

=0

selt iga x € (a — r,a + r) korral ja hajub koikide nende x korral, mis rahuldavad tingimust

r < —r ja x > r, kus astmerea koonduvusraadius r» > 0 leitakse Cauchy koonduvustunnuse
oo

abil. Nii saab defineerida funktsiooni s : (a —r,a+7) = R, s(z) := 3. a (z — a)* (ast-
k=0
merea summa), see osutub vahemikus (a — r,a + r) l6pmata palju kordi diferentseeruvaks,
seejuures kehtib seos aj, = % (k € Np) .
Kui funktsioon f : (a — d,a + d) — R on lopmata palju kordi diferentseeruv, siis astme-

rida > ! UZ!(a) (x — a)k nimetatakse funktsiooni f Taylori reaks punktis a. See rida koondub
k=0

summaks f vahemikus (a — d, a + d) parajasti siis, kui funktsiooni f Taylori valemi jadkliige
Rni1(a,x) (vrd. pt. 6) rahuldab tingimust R,.q (a,2) — 0 iga x € (a —d,a + d) korral
protsessis n — o0.
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11 Integreeruvad funktsioonid

Selles peatiikis jouame integraali méiste juurde. Lahtekohaks on kiisimus kovertrapetsi pind-
alast ning selle arvutamisest.

11.1 Kovertrapetsi pindala

Olgu f: [a,b] — R selline pidev funktsioon, et f(z) > 0 koikide = € [a,b] korral, olgu
kover AB selle funktsiooni graafik zy-tasandil. Vaatleme xy-tasandil kujundit aABb, mille
méidravad kover AB ning sirged y = 0 (s.o. z-telg), x = a ja x = b (vt. joonis 11.1). Sellist

A/\/B

Ya

ol a T
Joonis 11.1: Funktsiooniga f: [a,b] — R méiratud kovertrapets.

kujundit nimetatakse kovertrapetsiks. Kiisimus on selles, kuidas defineerida niisuguse
kovertrapetsi pindala.
Olgu n mingi naturaalarv. Jagame 16igu [a, b] suvalisel viisil n osaks punktidega

a=xg<r1<--<x, =0,

edaspidi nimetame sellist jaotust ldigu [a, b] alajaotuseks ja margime Tz, . .., x,] voi lithidalt
T. Koigi selliste alajaotuste hulka tédhistame edaspidi gooti tdhega T, vajaduse korral tapse-
malt Tp,p). Alajaotuse T'[xo, ..., z,] € T korral saame 16igus [a, b] n osaldiku

la,z1], [x1, 22] ... (X0 1, 0],
seejuures on k-nda osaldigu pikkuseks
Az =21 — Tp_1.

Suurima osaldigu pikkust nimetame alajaotuse T' diameetriks, seda tdhistame siimboliga
A(T), s.t.
MT) :=max{Ax, | k=1,...,n}.

Kuna funktsioon f on pidev 16igus [a, b], siis on ta pidev igas osaldigus [xy_1, x|, seega
Weierstrassi teise teoreemi kohaselt on tal igas osaldigus suurim ja véhim véértus (vt. teoreem
4.6). Téhistame koikide k = 1,...,n puhul

my :=min{f (x) | x € [xp_1,2x]} ja My :=max{f (z)|x € [xp_1, x|}
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ning ehitame igale osaldigule [zy_1, x| ristkiiliku korgusega My, selle pindala on MAzg.
Neist ristkiilikutest moodustub zy-tasandil ristkiliksumma, tdhistame selle kujundi stim-
boliga P* (7). Lihtne on néha, et ristkiilliksumma P* (T') sisaldab kévertrapetsit a ABD,
tema pindala on

k=1

Igale alusele [z)_1, x| ehitame veel ristkiiliku korgusega my, need ristkiilikud moodustavad
teise ristkiiliksumma P, (T') pindalaga

s(T) := Z myAzy,
k=1

seejuures P, (T') sisaldub kévertrapetsis aABb . Niisiis,
P, (T) C aABb C P*(T) (11.1)

(vt. joonis 11.2). Siit tuleneb, et suvalise kahe alajaotuse T',7" € ¥ puhul P, (T") C P*(T),
jarelikult kehtib vorratus s (77) < S(T'). Seega on iga arv S(T") hulga {s(7") | T" € T}

Ya

0 a x Ty a3 b "
Joonis 11.2: Kévertrapets ja ristkiiliksummad.

ilemiseks tokkeks, pidevuse aksioomi pdhjal eksisteerib sellel hulgal {ilemine raja, tdhistame
selle tdhega S,. Kuna S, on hulga {s(7") | 7" € ¥} vdhim iilemine toke, siis S, < S (7))
koikide 7" € ¥ korral, s.t. S, on hulga {S (7)) | T € ¥} alumine toke. Jérelikult leidub sel
hulgal alumine raja S* > S,. Kui aga §* = §,, s.t.

sup{s(T) | T € T} =inf{S(T) | T € T} = S,

siis (seoseid (11.1) silmas pidades) on loomulik votta arv S kovertrapetsi aABb pindalaks.
Kiisimus sellest, kas vordus S, = &* antud eeldustel téepoolest kehtib, jaab esialgu
lahtiseks.

11.2 Tokestatud funktsiooni Darboux’ integraal

Funktsiooni Darboux’ alam- ja iilemsummad. Olgu f: [a,b] — R tokestatud funkt-
sioon, s.t. tema vadrtuste hulk {f (z) | € [a, b]} on nii alt kui ka iilalt tokestatud. Vastavalt
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pidevuse aksioomile ja sellest tulenevale lausele 1.5 leiduvad
m :=inf{f (x) |z € [a,b]} ja M :=sup{f(z)|x € [a,b]}.

Kui 16igus [a, b] on méédratud mingi alajaotus Tz, ..., x,], siis funktsioon on tokestatud igas
osaldigus [zx_1, zx], seega eksisteerivad

my = 1inf {f (x) | z € [zp_1, 2]} ja My :=sup{f(z) |z € [x)_1, 2]}

iga k = 1,...,n puhul. (R6hutame, et kuna me ei eelda funktsiooni f pidevust, siis ei ole
meil alust véita, et my ja My on funktsiooni véédrtused ehk miinimum ja maksimum nagu
eelmises alapunktis vaadeldud situatsioonis.) Téhistame (samuti kui eelmises alapunktis)

s(T) = kaAxk ja S(T):= ZMkAka,
k=1

k=1

neid nimetatakse funktsiooni f (alajaotusele T € ¥ vastavaks) Darbouz’ alam- ja ilem-
summaks. Kuna m < my < M, < M jab—a > Ax, > 0iga k=1,...,n korral, siis

mb—a)<s(T)<S(T)< M((b-a) (11.2)
suvalise 7" € T puhul (selgitadal! )X.

Darboux’ summade geomeetriline tdhendus on selge: pideva mittenegatiivse funktsiooni
f :[a,b] — R puhul (mérgime, et Weierstrassi esimese teoreemi 4.5 kohaselt on f sel juhul
tokestatud), on tegemist selle funktsiooni graafiku AB ning sirgetega x = a, x = b ja
y = 0 méadratud kovertrapetsi a ABb sisse ja iimber ehitatud ristkiiliksummade pindaladega
alajaotuse T korral (vrd. alapunkt 11.1).

Jargnevalt esitame kaks Darboux’ summade omadust.

Lause 11.1 Alajaotuse peenendamisel (s.o. jaotuspunktide lisamisel) ei saa Darbouz’ ilem-
summa kasvada ega alamsumma kahaneda.

Toestus. Olgu S (T) alajaotusele T'[xy,...,x,| vastav Darboux’ iilemsumma. Lisame
sellele jaotusele iihe uue jaotuspunkti z’, see paikneb mingi kahe olemasoleva jaotuspunkti
x;—1 ja z; vahel. Uuele alajaotusele T" [y, ..., x;_1, 2, x;, ..., z,] vastav iilemsumma S (")
on kujul

S(T") = Z My Azy, + M) (2 — 1) + M (2 — o),
k=1
T

kus M!:= sup f(z)ja M?:= sup f(x). Kuna M}! M? < M; (selgitada! DR, siis

z€[xTi—1,2'] z€[z’ x4]

]\41-1 (o —x;1) < M; (2' — ;1) ning Mf (v; —2') < M; (x; — 2'),
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mistottu

S(T" < Z MiAg + M; (2" — z-1) + M; (x; — 2')
=
=

Analoogiliselt saab ndidata (veenduda! )X, et

s(T') = imkAk +my (2 —x;) +m? (241 — 2') > s(T),
(=
kus m; := inf f(z)jam?:= inf f(z). m
z€[z;,2’] r€|x! ;wiq1]
Lause 11.2 Ukski alamsumma ei ole suurem thestki ilemsummast, s.t. swvaliste T, T’ € T

korral

s(T) < S(T).

Toestus. Olgu T ja T" 16igu [a, b] kaks suvalist alajaotust, moodustame kolmanda ala-
jaotuse T” nii, et selle jaotuspunktideks on parajasti koik jaotustesse T ja T’ kuuluvad
jaotuspunktid. Siis 7" on peenem molemast alajaotustest 7" ja T”, mistottu omadusest 11.1
saame vorratused

s(T) <s(T") < S(T") < S(T).
Lause on toestatud. m
Darboux’ integraal. Lausest 11.2 jireldub, et iga iilemsumma S (7') on koigi alam-

summade hulga
{s(T) | T e%}

ilemine toke. Pidevuse aksioomi kohaselt eksisteerib
sup{s(T) | T € T} = L. (f),

arvu I, (f) nimetatakse funktsiooni f Darbouz’ alamintegraaliks. Kuna arv I, (f) on hulga
{s(T) | T € T} vihim ilemine toke, siis I, (f) < S(T) suvalise alajaotuse 7' € T kor-
ral. Niisiis, I, (f) on hulga {S(T") | T € ¥} alumine toke. Seega on see hulk alt tokestatud,
mistottu tal leidub alumine raja

I (f) = inf {S(T)| T € T},

seda nimetatakse funktsiooni f Darbouz’ iilemintegraaliks. Alumine raja kui suurim alumine
toke ei saa olla véiksem alumisest tokkest I, (f), jarelikult I, (f) < I* (f).

Eelpooltoodud seoseid (11.2) tépsustades saame, et loigu [a,b] suvalise alajaotuse
T € T puhul kehtivad vorratused

mb—a)<s(T)<L(f)<I*(f) < S(T)<M((b—a). (11.3)
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Definitsioon. Oecldakse, et 16igus [a, b] tokestatud funktsioon f on selles 1digus integ-
reeruv, kui tema Darboux’ alam- ja iilemintegraal on vordsed, s.t. I, (f) = I* (f). Alam- ja
tilemintegraali {ihist vadrtust I (f) nimetatakse funktsiooni f Darbouz’ integraaliks loigus

la, b] .

Teoreem 11.3 Tokestatud funktsioon f: [a,b] — R on ldigus [a,b] integreeruv parajasti
sus, kui iga € > 0 korral leidub selline alajaotus Ty € T | et

S(To) — S (T[)) <€
Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et f on integreeruv, olgu € > 0. Kuna

I(f) =L (f) =sup{s(T) | T € T},
siis supreemumi definitsiooni kohaselt (vrd. lause 1.2) saab valida sellise 77 € T, et
3
S(T) > 1() -

Analoogiliselt saame seose
I(f) = 1" (f) = nf {S(T) | T € T}
pohjal infiimumi definitsiooni silmas pidades (vrd. lause 1.3) valida T, € ¥ omadusega

S(T2)<[(f)+§.

Moodustame uue alajaotuse Ty nii, et ta sisaldab molema alajaotuse T} ja T jaotuspunktid,
seega on 1y peenem nii jaotusest 77 kui ka jaotusest T5. Seetottu lause 11.1 kohaselt

s(To) = s(Th) > 1(f) — 5
ja
S(To) < S(Ty) < I(f)+ 5

Nende seoste pohjal

S(Ty) = s(Ty) < I1(H+5—1(f)+5 =<

Piisavus. Olgu € > 0 suvaliselt fikseeritud. Eelduse kohaselt leidub alajaotus Ty €
omadusega S (Ty) — s (Tp) < €. Seostest (11.3) tuleneb, et
0<I"(f) = L. (f) < 5(To) — s (To) <
(

(selgitada! K. Niisiis on vahe I* (f) — I, (f) mittenegatiivne arv, mis on viiksem igast posi-
tiivsest arvust €, seega I* (f) = L. (f), mis tdhendab, et f on integreeruv. m

Naide 11.1. Iga loigus konstantne funktsioon on selles 16igus integreeruv. Toepoolest,
funktsiooni

f:]a, 0] = R, f(x):=c¢ (11.4)
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puhul kehtivad suvalise alajaotuse T = T'[xy, ..., x,] korral seosed

n

s(T)=58(T)= ZcAmk =c(b—a)
k=1
(selgitadal PX, mistottu
L(f)=I"(f) = c(b—a),
niisiis 1 (f) =c(b—a).
Paneme tédhele, et konstantse funktsiooni (11.4) graafikuga méédratud kovertrapets on

ristkiilik alusega [a, ] ja korgusega c. Téhendab, integraali vaartuseks on sel juhul kover-
trapetsi pindala.

Jargnevas néites kasutame eespool esitatud teoreeme 1.9 ja 1.10 ratsionaalarvude hulga
Q ja irratsionaalarvude hulga R\ Q tihedusest hulgas R: kui ¢,d € R ja ¢ < d, siis leiduvad
reQning pe RNQ,etc<r<djac<p<d.

Naide 11.2. Vaatleme Dirichlet’ funktsiooni

1, kui x on ratsionaalarv,

0, kui z on irratsionaalarv.

f:00,1] = R, f(x) ::{

Suvalise alajaotuse T'[xo, . .., &, € Tjo1) puhul sisaldab iga osaldik [x)_1, x;] eelpoolmainitud
teoreemide 1.9 ja 1.10 pohjal nii ratsionaal- kui ka irratsionaalarve (selgitadal!)X. Seetdttu
M, =1jamy=0iga k =1,...,n korral (selgitada!pX. Jarelikult

s(T)=) 0Az,=0 ja S(T)=)» 1Az, =) Az =1,
k=1 k=1

k=1
seega
S(T)—s(T)=1iga T € Ty, puhul.

Teoreemi 11.3 pohjal ei ole funktsioon f integreeruv.
Niisiis, letdub selliseid tokestatud funktsioone, mis ei ole integreeruvad.

11.3 Tokestatud funktsiooni Riemanni integraal

Riemanni integraalsumma. Olgu f: [a,b] — R tokestatud funktsioon ja olgu 7' [z, . . ., zy]
16igu [a, b] mingi alajaotus. Fikseerime iga k = 1,...,n korral tdiesti suvaliselt punkti &
osaldigust [zx_1, zx] ning moodustame funktsiooni f alajaotusele T' ning punktide komp-
lektile £ := {&1, ..., &, } vastava integraalsumma

o (T,8) ==Y [ (&) A

Kuna
my < f (&) < My suvalise & € [z—1,2x] ja k= 1,...,n korral,

siis

k=1 k=1 k=1
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(selgitadal X, niisiis,

s(T)<o(T,6) <S(T) igaT € T puhul, (11.5)
soltumata sellest, kuidas valitakse punktide komplekt ¢ iga konkreetse alajao-
tuse T puhul. Seejuures lause 1.6(b) pohjal

inf Z F) Az =" inf f(&) Az, = kamk = s(T),

Ep€lrr—1,71], 1<k<n o lfke[xk—lzxk]

analoogiliselt (tdnu lausele 1.6(a))

sup Zf (&) Az, = S(T).
Ep€lrk—1,2k], 1<k<n

Niisiis, antud alajaotuse "= T [z, . . ., x,| puhul

yﬂ

N

N\ y=f(x)

¢ :

T e

'a:
b

o
S|

1 T2 £33

Joonis 11.3: Riemanni integraalsummale vastav ristkiiliksumma.

s(T)=1info (T,€) ja S(T) =supo (T,§), (11.6)

kui infiimum ja supreemum voetakse tile kéigi voimalike komplektide & := {&, ..., &0}
kus & € 21, 4],

Mirgime, et pideva mittenegatiivse funktsiooni f: [a,b] — R puhul saame antud ala-
jaotuse T [xzg,...,x,] ning suvaliselt valitud punktide komplekti & = {&,...,§,} korral
igale alusele [xy_1,xy] ristkiiliku korgusega f (&) (vt. joonis 11.3). Need ristkiilikud moo-
dustavad ristkiiliksumma, mis (nii nagu kovertrapets aABb (vrd. alapunkt 11.1)) paikneb
ristkiiliksummade P, (T) ja P* (T') vahel, viimane asjaolu kajastub seoses (11.5).

Riemanni integraal. Definitsioon. Oeldakse, et tokestatud funktsioon f: [a,b] — R
on 16igus [a, b] Riemanni mattes integreeruv, kui eksisteerib 1oplik piirvadrtus

lim o (7,¢) =:1,

AT)—0
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s.t.

n

D f(&) Ary—1

k=1

Ve>030>0:N(T)<d= < € tga valiku & € [y, x| korral.

Arvu I nimetatakse sel juhul funktsiooni f Riemanni integraaliks 16igus [a, b], seda tahista-

takse ff(x) dz.

Kursuses Matemaatiline analiitis 111 toestatakse jargmine oluline teoreem, mis iitleb, et
tegelikult langevad Darboux’ integraali ja Riemanni integraali moisted kokku.

Teoreem 11.4 Tokestatud funktsioon f: [a,b] — R on Riemanni méttes integreeruv para-
jasti siis, kui ta on Darboux’ mdottes integreeruv. Seejuures fab fx)de=1(f).

Mairgime, et erinevalt Darboux’ integraalist omab Riemanni integraali definitsioon motet
ka sel juhul, kui funktsioon f ei ole 16igus [a, b] tokestatud. Kuid vahetu kontroll néitab, et
iikski Riemanni mottes integreeruv funktsioon ei saa olla tokestamata. Niisiis, funktsiooni f
tokestatus on tema intgreeruvuse jaoks tarvilik (kuid mitte piisav, vrd. ndide 11.2) tingimus.
Seega on meil seoses intgreeruvusega pohjust vaadelda vaid tokestatud funktsioone. Kuna
seejuures ei ole teoreemi 11.4 pohjal vajadust eristada integreeruvust Darboux’ ja Riemanni
mottes, siis koneleme edaspidi lihtsalt integreeruvusest ja integraalist.

Integreeruvate funktsioonide tidpsem kirjeldamine ei kuulu kdesoleva kursuse ees-
mérkide hulka. Kindlasti tuleb aga rohutada jargmist, integraalarvutuse iiht koige olulisemat
teoreemi, ka selle viite toestus antakse kursuses Matemaatiline analtits 111.

Teoreem 11.5 Iga loigus pidev funktsioon on selles loigus integreeruv.
Pidevus ei ole tarvilik tingimus integreeruvuseks, see selgub jargmisest viitest.
Lause 11.6 Iga antud l6igus monotoonne funktsioon on integreeruv.

Toestus. Kdigepealt méirgime, et iga 16igus monotoonne funktsioon on selles 16igus tokestatud
(pohjendada! "X, kuid ei pruugi olla pidev (tuua niide!)PX. Kui f on konstantne funktsioon, siis
on ta integreeruv (vt. niiide 11.1). Olgu f 16igus [a, b] kasvav mittekonstantne funktsioon ja olgu
T|xq, ..., 2, selle 16igu mingi alajaotus. Sel juhul

my = f (xx—1) ning My= f (x}) suvalise k = 1,...,n puhul

(pohjendada! ). Olgu € suvaline positiivne arv, votame § := . Kui T'[xo, . . ., z,] on valitud

13
fb)—f(a)
selliselt, et A (7T") < 6, siis Azp< d iga k = 1,...,n korral ning

n n

S(T)—s(T) = k; (k) Azy — kglf (xp_1) Azy,

= S (f (wn) = f (1)) Ay < 5]% (f (ax) — f (21))

(x1) = fa) + f(22) = f(z1) + -+ F(b) = [ (zn-1))

f
f(b)—f(a)):m
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mis teoreemi 11.3 kohaselt tdhendabki funktsiooni f integreeruvust 16igus [a, b] .
Kahaneva funktsiooni puhul on téestus analoogiline. ®

Integraali geomeetrilise tihenduse selgitamiseks tuleme tagasi alapunktis 11.1 vaa-
deldud kovertrapetsi pindala probleemi juurde. Kui eeldada, et funktsioon f: [a,b] — R on
pidev ja mittenegatiivne, siis antud alajaotuse T" = T'[xo,...,2,] € Tpqy korral on Dar-
boux’ alamsumma s(7") vordne kovertrapetsi aABb sisse ehitatud ristkiiliksumma P, (7')
pindalaga, iilemsumma S (7") on kovertrapetsi iimber ehitatud ristkiiliksumma P* (T") pind-
ala. Teoreemi 11.5 kohaselt on funktsioon f 16igus [a, b] integreeruv, s.t.

sup{s(T)|T€T}:inf{S(T)|T€T}:/ f(x)da.

Seega on kovertrapetsil aABb pindala, arvuliselt vordub see integraaliga fab f(z)de.
Kokkuvote

Kovertrapetsi pindala probleem on — ja oli ka ajalooliselt — integraalarvutuse kujunemisel
tiks olulisemaid ldhtekohti. Kui pideva mittenegatiivse funktsiooni f: [a,b] — R graafikuga
médratud kovertrapetsi aABb timber moodustatud koikvoimalike ristkiiliksummade P* (T)
pindalade hulga alumine raja ja sisse moodustatud ristkiiliksummade P, (7") pindalade hulga
iilemine raja on vordsed, siis nende iihist vaartust loetakse kovertrapetsi aABb pindalaks.
Sellest ideest ldhtudes defineeritakse sama skeemi jirgi tokestatud funktsiooni f Darboux’
integraal. Tahelepanuvaédrne on, et iga pidev funktsioon on integreeruv, ja kui ta on see-
juures mittenegatiivne, siis tema graafikuga madratud kovertrapetsi pindala vordub selle
funktsiooni integraali viartusega.

Moénevorra keerulisema definitsiooniga Riemanni integraali mdiste langeb kokku Dar-
boux’ integraali moistega.
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12 Integreeruvate funktsioonide omadused. Newton-
Leibnizi valem

Selles peatiikis esitame integraali tdhtsamad omadused ja néitame, kuidas on omavahel seo-
tud diferentsiaal- ja integraalarvutus.

12.1 Integreeruvate funktsioonide omadused

Jargnevatest integraali omadustest tdestame me vaid kaks — lause integreeruvusest osaldigus
ja keskvéartusteoreemi. Ulejddnud vaidete toestused esitatakse kursuses Matemaatiline ana-
lidis I11. Alustame lausega integreeruvusest osaldigus.

Lause 12.1 Kui funktsioon f on integreeruv loigus [a,b], siis on ta integreeruv igas osaldigus
[al, bl] C [CL, b] .

Toestus. Eeldame, et funktsioon f on 16igus [a, b] integreeruv, olgu € > 0. Olgu [ay, b1 ]
16igu [a, b] suvaline osaldik, leiame alajaotuse T} € T, p,) omadusega S (17) — s (T1) < e,
teoreemi 11.3 kohaselt tdhendab see funktsiooni f integreeruvust 16igus [aq, by] .

Sama teoreemi pohjal saame valida 16igu [a, b] niisuguse alajaotuse Tpy|xo, ..., x,], mis
rahuldab tingimust S (7p) — s () < €. Leiame sellised 4, j € {1,...,n}, et

i < ap < ja Tj1 < b1 < Zj,

ja moodustame uue alajaotuse T, vottes jaotuspunktidele g, ..., x, juurde punktid a; ning
b1, seega on tegemist alajaotusega

T[CL,I‘l, sy Ti—1,01, Ty - - 7xj—17b17xj7 s 7xn—17b] .

Selge, et T' on peenem kui esialgne alajaotus Tp, seega lause 11.1 kohaselt s(7") > s (Tp) ja
S(T) < 8 (Tp), mistottu

S(T) — s(T)<S(Ty) — s(Ty) <e

ehk
Z (Mk — mk) AZEk < Z (Mk — mk.) Al’k < E.

T k=1

Siin ) tdhendab summat iile alajaotuse T' osaloikude, s.t.
T

T k=1 T€[wi_1,a1] r€[z;—1,01

ST(My —my) Axy = Zil (M — my) Axy + ( sup  f(z)— inf ]f (x)) (a1 — xi—q)

w€lay,m;] z€far,wi] k=it+1

+ | sup f(z)— inf f (x)) (x; —ay) + ji:l (M —my) Axy,

x€lzj_1,b1] w€[rj—1,b1

[ s f@)— ]f<x>> (by — ;1)

x€[b1,x;] z€[b1,7]

+ | sup f(z)— inf f(ﬂf’)) (xj —b1) + > (M —my) Ay,
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Seejuures T4 [a1, x;, . .., xj_1,b1] on 16igu [aq, b1] alajaotus, mis on osa alajaotusest 7', seega

z€la,wi] z€[a1,z] k=i+1

(1) - s(Ty) =( sup [ ()~ inf f(a:)) (ri—a)+ S (My—mi) Azy

(Ejfl,bﬂ xe[wj—hbl

+ ( e[sup f(xz)— inf ]f(x)) (b1 — 1)

SZ (Mk — mk) Al’k < E.
T

Lause 11.3 kohaselt on funktsioon f osaldigus [a;, by] integreeruv. m

Integraali defineerimisel lahtusime me 16igust [a, b], seega eeldasime, et a < b. Lepime
kokku, et

a b a
/ f(z)dz =0 ja / f(z)de = —/ f(z)dz, kui b < a. (12.1)
a a b
Jargmine lause kirjeldab omadust, mida nimetatakse #ntegraali aditiivsuseks.

Lause 12.2 Olgu a < b. Kui funktsioon f on integreeruv loikudes otspunktidega vastavalt a
ja ¢ ning ¢ ja b, siis on ta integreeruv loigus |a,b] ja

/abf(x)d:cz/acf(x)d:ch/cbf(x)dx.

Analoogiline viide kehtib ka juhul b < a.
Jargmised kaks lauset esitavad integraali tehetega seotud omaduss.

Lause 12.3 Kui funktsioonid f ja g on loigus [a,b] integreeruvad, siis ka funktsioonid f + g
ja \f on loigus [a,b] integreeruvad ning

/ab(f(:v)—i-g(:v))d:c:/abf(x)dx—i—/abg(x)dx

/ab/\f(x)dx:)\/abf(:p)dx.

Lause 12.4 Kui funktsioonid f ja g on loigus [a,b] integreeruvad, siis ka nende korrutis fg
on loigus |a, b] integreeruv.

Ja

Osutub, et kui integreeruva funktsiooni vééartusi muuta lopliku arvu argumend:
vdadrtuste puhul, siis funktsioon jaab integreeruvaks, seejuures siilib integraali esialgne
vaartus.

Lause 12.5 Olgu funktsioon f loigus [a,b] integreeruv ja olgu g: [a,b] — R selline funkt-
sioon, mis erineb funktsioonist f wvaid lopliku arvu arqgumendi vddrtuste korral. Siis g on

loigus [a, b] integreeruv ning
b b
/ g(x)dx:/ f(z)dz.
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Jargmine lause kirjeldab #ntegraali monotoonsuseomadusi.

Lause 12.6 (a) Kui f(xz) > 0 iga x € [a,b] korral ja f: [a,b] — R on integreeruv, siis

fab f(z)dz > 0.
(b) Kui f(x) < g(x) iga x € [a,b] korral ja funktsioonid f,q: [a,b] — R on integreeruvad,

siis fff (x)dx < f;g (x) d.

(¢) Kui f on loigus [a,b] integreeruv funktsioon, siis ka seosega |f| (x) := |f (z)| mdadratud

funktsioon | f| on integreeruv ja
b b
[ 1@< [ @)lds

Lopuks esitame integraali keskvddrtusteoreems:.

Ya

SN
N — D

[
1
1
[
[
1
1
[
|
1
1
[
1

c

o e

Joonis 12.1: Integraali keskvéartusteoreemi geomeetriline tdhendus.

Lause 12.7 Kui f on loigus [a,b] pidev funktsioon, siis leidub selline ¢ € (a,b), et

1 b
= | 1= 1.

Toestus. Kuna f: [a,b] — R on pidev funktsioon, siis Weierstrassi teise teoreemi 4.6
pohjal on funktsioonil f 16igus [a,b] suurim ja vihim vadrtus. Teisisonu, leiduvad sellised
x1, %9 € [a,b], et

f(xy) < f(z) < f(x2) iga x € [a,b] korral.
Siis lause 12.6(b) kohaselt

b b b
f@ow—@:f@u/dxs/fQMMSf@g/Xu:f@aw—@
(selgitadal X ehk

f@ﬁggéaéf@Mxéﬂwy

Bolzano-Cauchy teoreemi 4.4 pohjal on funktsiooni f viirtuste hulk {f (z) | z € [a,b]} in-
tervall, mistottu iga arv védrtuste f (z1) ja f (x9) vahel on samuti funktsiooni f véértus.

Seega leidub ¢ € (a,b), et f(c) = 7= fab f(z)dr. =

Joonis 12.1 illustreerib integraali keskvadrtusteoreemi geomeetrilist sisu: 16igus [a, b] pi-
deva mittenegatiivse funktsiooni f korral saab alusele [a,b] ehitada sellise ristkiiliku, mille
pindala vordub funktsiooni f graafiku poolt méaaratud kovertrapetsi pindalaga.
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12.2 Newton-Leibnizi valem

Kaesolevas alapunktis toestame me koigepealt teoreemi, mis seob omavahel diferentsiaal- ja
integraalarvutuse. Integraalide arvutamise Newtoni-Leibnizi valem on selle teoreemi vahetu
jareldus.

Olgu funktsioon f 16igus [a, b] integreeruv. Kui = € [a, b], siis lause 12.1 kohaselt eksis-
teerib integraal [ f (t) dt, seega saame defineerida funktsiooni

G: [a,b0] = R, G(x):= /xf(t) dt. (12.2)

Selle funktsiooni abil kirjeldab jargmine diferentsiaal- ja integraalarvutuse poéhiteo-
reem seost integraali ja tuletise vahel.

Teoreem 12.8 Kui f on loigus |a,b] pidev funktsioon, siis funktsioon G on loigus |a, b
diferentseeruv ja

G (z) = f(z) iga x € [a,b] korral.

Teisisonu, G on funktsiooni f algfunktsioon loigus |a, b].

Toestus. Eeldame, et f: [a,b] — R on pidev funktsioon. Olgu = € [a,b] suvaline,
néditame, et funktsioon G on punktis z diferentseeruv. Kui z € [a,b] ning z # z, siis, ar-
vestades integraali aditiivsuseomadust (vt. lause 12.2) ja pidades silmas kokkulepet (12.1),
saame, et

G(z):/:f(t)dt:/azf(t)dt+/mzf(t)dt:G(:v)Jr/:f(t)dt,

seega

zZ—XT

cE -t _ zix/zf(t)dt.

Rakendades integraali keskvédrtusteoreemi (vt. lause 12.7), leiame arvude x ja z vahel sellise
punkti ¢ (z), et kehtib vordus

fle(z) = — /Zf<t)dt,

Z—XT

niisiis
G(z)— G (z)
z—x

= f(c(2)).

Kuna ¢ (z) paikneb punktide = ja z vahel, siis protsessis z — = punkt ¢ (z) laheneb punktile
x, seejuures tanu funktsiooni pidevusele (li)m f(c(z)) = f (z). Niisiis,
clz)—x

G'(x)zlimwz lim f(c(z)) = f(x).

z—=x zZ—X c(z)—x

Teoreem on toestatud. m

Jareldus 12.9 Igal loigus pideval funktsioonil on selles loigus algfunktsioon.
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Jiareldus 12.10 (Newton-Leibnizi valem). Kui funktsioon f on pidev loigus [a,b], siis

b
/ F@)de = F(b) — F(a) = F(2)] | (12.3)
kus F on funktsiooni f suvaline algfunktsioon.

Toestus. Olgu F funktsiooni f mingi algfunktsioon. Teoreemi 12.8 kohaselt on ka G
funktsiooni f iiks algfunktsioonidest, seega G (x) = F (z) + C, kus C on mingi konstant
(vrd. alapunkt 8.1). Seosest G (a) = 0 (vrd. kokkulepe (12.1)) jéreldub, et C = —F'(a).
Tahendab, G (z) = F () — F (a) iga = € [a, b] korral, siit tulenebki vordus (12.3). =

Me lopetame selle peatiiki lausega, mis annab muutujate vahetuse valemi méaratud in-
tegraalis.

Lause 12.11 Olgu f: [a,b] — R pidev funktsioon. Kui x
selline pidevalt diferentseeruv funktsioon (s.t. tuletis ¢': |a
v (a) = a ning v (B) = b, siis kehtib valem

(1), kus o+ [, 5] = [a8] on
— R on pidev funktsioon), et

I

90
p]

b B8
/ f(z)dz = / £ (®) ¢ (1) dt.

Toestus. Kuna f on pidev funktsioon, siis kehtib valem (12.3), kus F' on funktsiooni
f algfunktsioon 16igus [a,b]. Siis F o ¢ on funktsiooni (f o )¢’ algfunktsioon 1digus [, 3]
(vt. valemi (8.3) toestus 8. peatiikis). Seega Newton-Leibnizi valemi pohjal (peame silmas,
et (fop)¢ on pidev funktsioon)

B8 B
/f(so(t))so’(t)dt=/ (fou) ) (B)dt = Fop(8) — Fop(a)
:F(b)—F(a):/ f (@) du.

Lause on toestatud. m
Kokkuvote

Eelpool toodud integraali omadused on tegelikult integraalarvutuse koige tdhtsamad reeg-
lid, need osutuvad integraali keerulisest definitsioonist hoolimata lihtsateks ja kdepéarasteks.
Niiteks on nii teoreetilisest kui ka rakenduslikust seisukohast oluline integraali aditiivsuse
omadus: kui cksisteerivad integraalid [ f (z) dz ja fcb f (z) du, siis eksisteerib ka fab f(z)dx
ning fabf(x) dz = [7f(z)de + fcbf () dz. Muidugi ei ole vihem tihtsad integraali te-
hetega seotud ja monotoonsuseomadused. Integraali keskvadrtusteoreemi abil toestatakse
diferentsiaal- ja integraalarvutuse pohiteoreem, mis seob need nimetatud kaks analiiiisi haru
itheks tervikuks. Pohiteoreemist tuleneb vahetult Newton-Leibnizi valem pideva funktsiooni
integraali arvutamiseks.
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13 Integraali geomeetrilised rakendused. Paratud in-
tegraalid

Kaesolevas viimases peatiikis demonstreerime integraalarvutuse rakendamist tasandiliste ku-
jundite pindala, ruumiliste kehade ruumala ja joonte kaare pikkuse leidmisel ning tutvume
pogusalt paratute integraalidega.

13.1 Integraali rakendused

Kovertrapetsi pindala arvutamine. Nagu veendusime 11. peatiiki 16pus, arvutatakse
pideva mittenegatiivse funktsiooni f: [a,b] — R graafikuga AB ning sirgetega y =0, 2 = a
ja x = b méaratud kovertrapetsi aABb (vt. joonis 11.1) pindala valemiga

b
SaABb:/ f(l‘)dl‘ (131)

Kui seejuures funktsioon y = f (z) on antud parameetriliste vorranditega
r=¢(), y=1v(t) kust € [a, ],

siis eeldusel, et ¢: [, 5] — [a,b] on pidevalt diferentseeruv funktsioon ning a = ¢ («) ja
b= ¢ (), lause 12.11 kohaselt

b B B8
Sunny — / f (z)de = / F (o (8) ¢ () dt = / (0 ¢ (1) dt.

Ya
y = f(x)
¢ D
0 a b "
y=g(x)
4 B

Joonis 13.1: Joontega y = f () ja y = g () médratud tldine kovertrapets.

Olgu f: [a,b] — R ja g: [a,b] — R sellised pidevad funktsioonid, et g (x) < f(z) iga
x € |a,b] korral. Joontega y = f(x) jay = g (z) ja sirgetega x = a ning x = b méératud
tasandilist kujundit nimetatakse tldiseks kovertrapetsiks (vt. joonis 13.1), selle pindala saa-
dakse kahe kovertrapetsi pindala vahena valemist

S / (f (2) - ¢ (z)) dz. (13.2)
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4 T

Joonis 13.2: Joontega y = %x2 ja y = 2z méaaratud kovertrapets.

Naide 13.1. Leiame joontega y = %x2 ja y = 2x médratud kujundi pindala zy-tasandil
(vt. joonis 13.3). Joonte loikumispunktide leidmiseks lahendame vorrandi

1
§x2 — 2z =0,
selle lahenditeks on arvud 0 ja 4, seejuures %I'Q < 2z kaikide z € [0, 4] korral. Funktsioonidele

f:00,4 =R, f(z):=2zxjag: [0,2] >R, g(x):= %xZ

valemit (13.2) rakendades saame nende graafikutega méairatud kujundi pindala:

4

4 4 2
1 1 2 1
S:/ (2x——az2>dx:2/ xdx——/ 22dr = =22 — —a8
0 2 0 2 Jo 2 0, 23 |
32 16
= 16— 2= = —.
3 3

Niide 13.2. Leiame joontega y = 23, y = 2 — z ja y = 0 méidratud kujundi pindala xy-
tasandil (vt. joonis 13.4). Kahe esimese joone l6ikepunkt on (1, 1), seega koosneb vaadeldav
kujund kahest kdvertrapetsist, the médrab kuupfunktsiooni graafik 16igu [0, 1] kohal, teise
aga sirge y = 2—x 16igu [1, 2] kohal. Vaadeldava kujundi pindala on nende kahe kdvertrapetsi
pindalade summa:

! 2 1 1
Sz/x3dx+/(2—x)dx:—+2——x2 =2-—24-=",
0 1 4 2

Naide 13.3. Leiame selle kujundi pindala, mis on mééaratud joontega y = + 2,y =x
jay =0 (vt. joonis 13.5). Esimene neist 16ikab z-telge kohal z = —2, esimese ja teise joone
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yﬂ

y:2—x\\

H_______
/
Sy

/[
Joonis 13.3: Joontega y = 23, y = 2 — z ja y = 0 méidratud kujund.

yae

y=vr+2

Joonis 13.4: Joontega y = v/x + 2, y = x ja y = 0 miératud kujund.

16ikepunkti abstsissi saame vorrandist v/x +2 — x = 0, see on x = 2. Nende joonte poolt
médratud kujundi pindala on kahe kovertrapetsi pindalade summa:

0 2
S:/ \/x+2dx+/ (\/x—|—2—x>da:
-2 0
? ? 2 32> 1 op2
:/ \/a:—l—de—/ xdx:—(x—I—Q)/‘ — 2 z?
_9 0 3 -2 2 0
16 1
6, 0
3 3

Olgu joon AB antud polaarkoordinaatides (r,0) vorrandiga r = p(0), kus 0 € [a, ],
eeldame, et p: [a, 5] — R on pidev mittenegatiivne funktsioon. Joonega AB ja kiirtega 6 = «
ning 0 = § (eeldame, et 0 < o < 5 < 27) piiratud kujundit

OAB :={(r,0) |« <0< 3,0<r <p(f)}

nimetatakse kdversektoriks (vt. joonis 13.5). Selle pindala saab esitada valemiga

1 b
Soan = 5 / p(0)? do. (13.3)
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Joonis 13.5: Joonega r = p (f) madratud koversektor.

Naiide 13.4. Olgu a > 0. Leiame joonega

r = 2asind, kus 0 € [0, 7],
maéadratud koversektori pindala. Veendume koéigepealt, et vaadeldav joon on ringjoon. Selleks
Y4

r = 2aqsinf

0 T

Joonis 13.6: Ringjoon r = 2asiné (6 € [0, 7]).

esitame ta parameetriliste vorranditega

x = p(0)cosh =2asinfcosb
y = p(0)sinf = 2asin®f

ja paneme téhele, et

2® +y* = 4a”sin” 0 (cos® 0 + sin® ) = 2ay
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ehk
22+ (y —a)’ = d®.

Niisiis on toepoolest tegemist ringjoonega, selle keskpunkt on punktis (0,a) ja raadius on
a (vt. joonis 13.6). Sellega piiratud ringi pindala leidmiseks arvutame valemi (13.3) abil
poolringi pindala ja korrutame selle kahega:

1 /2 w/2 /2 1 — 20
S = 2—/ p(0)2d0 = / 4a? sin® 0d0 = 4a2/ R )
2 0 0 0 2

/2 /2 242 /2
—24° / 46 — 24 / cos 20d6 = a; — a%sin 26
0 0

=T7a .
0

Naiide 13.5. Olgu a > 0. Leiame Archimedese spiraali
r =af

tihe keeru ja polaarteljega piiratud kujundi pindala (vt. joonis 13.7). Valemi (13.3) kohaselt

v

Joonis 13.7: Archimedese spiraali r = af iihe keeruga méaaratud kujund.

2

1 [ a?1
S== | a2do=220 = nla
2/0 ¢ 23 |, 3" "¢

Keha ruumala arvutamine. Kui piistsilindri pohjaks on mingi tasandiline kujund
pindalaga S ning silindri korgus on h, siis arvutatakse tema ruumala valemiga V' = hS.
Olgu zyz-ruumis keha K piiratud tasanditega x = a ja x = b. Eeldame, et kui loikame keha
tasanditega, mis on risti z-teljega, siis saadud 16iked rahuldavad jérgmisi tingimusi:

1) iga punkti x € [a, b] 14biv tasand tekitab 1oike, millel on pindala, téhistame selle S (x),
2) suvalise kahe 16ike korral projekteerub iiks teise sisse (vt. joonis 13.8),

3) funktsioon S: [a,b] — R on pidev.

Teeme 16igu [a, b] alajaotuse T [xg,. .., z,], olgu

my :=min{S (z) | v € [xg_1, 2]} ja Mg :=max{S(x)|x € [zp_1,2¢]} (k=1,...,n).
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Tasanditega x = x (k= 0,...,n) jaotatakse keha K kihtideks, iga selline kiht K, sisaldab
piistsilindrit, mille korgus on Ax;, ja pohja pindala my,, seega on selle silindri ruumala myAxy.
Samas sisaldub K, piistsilindris korgusega Az ja pohja pindalaga M. Niisiis sisaldab K

silindritest koosnevat keha P, (T') ruumalaga v (T") = miAxy, ja sisaldub silindritest
k=1
koosnevas kehas P* (T') ruumalaga V (T') := > MyAxy. Selge, et v (T') ja V (T') on funkt-
k=1

siooni S Darboux’ summad alajaotuse T suhtes. Kuna funktsioon S: [a,b] — R on pidev,
siis on ta integreeruv ja fab S(z)dz =sup{v(T) | T € Ty} =f {V(T) | T € Ty }, seda
arvu loemegi keha K ruumalaks. Niisiis, vaadeldava keha K ruumala arvutatakse valemiga

V = /b S (x)dx. (13.4)

N

=

Joonis 13.8: Keha ruumala.

Olgu f: [a,b] — R pidev funktsioon, siis joontega y = f(z), v = a, x = bjay =0
piiratud kovertrapetsi poorlemisel iimber x-telje tekib pddrdkeha, mille puhul eelpool toodud
eeldused 1) — 3) on tédidetud (vt. joonis 13.9). Punktis « € [a, b] on 16ikeks ring raadiusega

Ya

.

Joonis 13.9: Poordkeha ruumala.

f (x), niisiis on funktsioon

S: [a,b] = R, S(z):=xf ()
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pidev (pohjendadalX. Vastavalt valemile (13.4) saame sellise poordkeha ruumala arvuta-
miseks valemi

b
V= 7r/ f(z)*dz. (13.5)

Naiaide 13.6. Leiame sellise koonuse ruumala, mille pohjaks oleva ringi raadius on a
ning korguseks h. Valime koordinaatsiisteemi nii, et koordinaatide algus on koonuse tipus
ja koonuse telg on x-teljel (vt. joonis 13.10). Loikeks, mis tekib teljega risti oleva tasandiga

axr 7TG,2£B2

kohal z, on ring raadiusega r (z) = 9 (selgitada!pX ja pindalaga S (r) = ™z*=. Koonuse

Ya

N

Joonis 13.10: Koonusega madratud keha ruumala arvutamine.

ruumala leiame valemiga (13.4):

Sama tulemuseni jouame ka valemit (13.5) rakendades.

Naide 13.7. Teatavasti nimetatakse tooriks ehk rongaspinnaks sellist péordpinda, mis
tekib ringjoone poorlemisel iimber selle ringjoonega samal tasandil oleva ning ringjoonega
mitteldikuva sirge. Leiame tooriga piiratud keha ruumala, kui ringjoone raadius on a ja sirge
kaugus ringjoone keskpunktist b > a. Madrame koordinaatteljed nii, et antud sirge langeb
kokku z-teljega ja y-telg 1dbib ringjoone keskpunkti (vt. joonis 13.11). Tooriga maaratud keha
ruumala on kahe poordkeha ruumalade vahe, neist iiks tekib kovertrapetsi —aABCa ja teine
kovertrapetsi —aADCa podrlemisel iimber z-telje. Ringjoone vorrandist 22 + (y — b)2 = a?
tulenevalt on kaared ABC ja ADB méiratud vastavalt vorrandiga

y=0b++Va?— 22 ning y=>5b—+va®— 2%
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yﬂ
B
/y:b+\/a2—x2
A b C
|
I ?\y=b7\/a271‘2
| |
| D |
| |
| |
| | _
ST R s
| |
| |
| P s |
1/ A
I \l
| |
\ ]
\ //
NN .

Joonis 13.11: Tooriga piiratud keha ruumala arvutamine.

Valemi (13.5) pohjal

V:W/a <b+\/W)2dm—7r/_a (b— aQ—:c2)2dx

:w/a ((b+m)2— (b— a2—x2>2> do

—a

a 2w
= 47rb/ Vva? — x?dr = 47ra2b/ sin? tdt (selgitadal )y
—a 0

= 27%a°b.

Joone kaare pikkuse arvutamine. Olgu f: [a,b] — R selline pidev funktsioon, mis
vahemikus (a,b) on pidevalt diferentseeruv. Olgu T [z, ..., x,] 16igu |a,b] mingi alajaotus,
moodustame funktsiooni f graafiku AB kddlmurdjoone tippudega f (a), f (1), ..., f (b) (vt.
joonis 13.12). Pythagorase teoreemi pohjal saame murdjoone k-nda liili pikkuseks

b=\ (Aa)® + (f (@) — f (@)

Rakendame funktsioonile f 16igus [xj_1, zx] Lagrange’i keskvéértusteoreemi (vt. lause 6.3),
selle kohaselt leidub niisugune ¢ € (xg_1, z1), et

fzr) = fzre1) = f () Ay,

Seega

e =\ (D) + (f (c) Az = 1+ f (e)* A
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Y

T T T >
0 a T, Ty X3 p r

Joonis 13.12: Joone kaare pikkus.

ning kogu murdjoone pikkus
S V15 7 (@) an
k=1

on pideva funktsiooni y = y/1 + (f” (z))* integraalsumma, mis vastab alajaotusele 7. Joone

AB pikkuseks saame [ = lim 3 /1 + (f (cx))* Ay, niisiis
AMT)=0

lz[fﬂl+f@ﬂ%m (13.6)

Kui joon on antud parameetrilisel kujul vorranditega

r=¢({), y=v (), kust € [a, ],

siis eeldusel, et funktsioonid ¢ ja 1 on vahemikus («, 3) pidevalt diferentseeruvad, kehtib
valem

B
1:/'¢¢@f+w@fa. (13.7)

Polaarkoordinaatides vorrandiga
r=p(0), kus 0 € [a, ],

antud joone puhul saame valemi

g 2 2
- / Vp (07 + 0 (0)a0, (13.9)
ka sel juhul eeldatakse funktsiooni p: [, 5] — R pidevat diferentseeruvust.

Naiide 13.8. Leiame aheljoone y = 2 (eﬁ + e_%) selle kaare pikkuse, mis on punktide
(0,4) ning (4,2 (e + 1)) vahel (vt. joonis 13.13). Kuna funktsioon

[TR—=R, f(z) ::2(6%4-6_%)
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Yy

0 45’

Joonis 13.13: Aheljoon y = 2 (63 +e77).

~—

on pidevalt diferentseeruv, siis saame kasutada valemit (13.6). Arvutame

1

1+ f (2)* = —I—i(ez—6_2)2:1—#1(63—2—1—6_;): (e2 +2+e72)
1

1 =

seega

l:1/4(€z+6_2)d$:2(€i—6_2)4:2 e—1
2 /o 0 e)’

Naiide 13.9. Leiame sellise joone pikkuse, mis on antud parameetriliste vorranditega

t t .
x=(t) = / Cojudu, y=1(t) = / Slzudu, kus ¢t € [1, g] :
1 1

Moélemad funktsioonid ¢ ja ¢ on 16igus [1, g] pidevalt diferentseeruvad, seejuures

Valemi (13.7) pohjal saame, et

jus 2t .gt 11
l:/2 &_{_sm dt:/2—dtzlnzzln7r—1n2.
. 2 t2 Lt 2

Naide 13.10. Olgu a > 0. Leiame polaarkoordinaatides vorrandiga r = asin?’g antud
kinnise joone pikkuse. Paneme téhele, et kuna r > 0, siis sing > 0, seega 0 € [0, 37]. Joone
kirjeldamiseks mérgime, et kui polaarnurk muutub nullist kuni arvuni %71’, siis kasvavad
funktsiooni

0

p: [0,37] = R, p(#) := asin® 3

vadrtused nullist arvuni a ning raadiusvektori otspunkt liigub punkti C' méoda koverat

OABC (vt. joonis 13.14). Polaarnurga muutumisel arvust 37 arvuni 37 kahanevad funkt-
siooni véértused p (#) arvust a nullini ja nii saame kaare C'DAO.
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A r = asin g

B D >
0 T
c

3

WD

Joonis 13.14: Joon r = asin

Kuna funktsioon p on pidevalt diferentseeruv, siis voime joone pikkuse leidmiseks raken-
dada valemit (13.8). Arvutame

0
P (0) = asin® 3C0s 3
ning
0 0 0
\/p 0) + o (9)* = \/a2 sin® 3 + a2 sin* 3 cos? 3
= asin? g\/sin2 g + cos? g = asin® g,
seega
3T 3w (1 — 20 9 3T
l:a/ Slng—d9:a/ ( COS?’)dQ:C—l(Q—%sm—H)
. . 2 2 273 )],
am
2

13.2 Péaratud integraalid

Lopmatute rajadega piaratud integraalid. Definitsioon. Olgu funktsioon f méaaratud
tilalt tokestamata intervallis [a, co0) . Kui

1) f on integreeruv igas 1digus [a, ], kus [ > a, ning

2) eksisteerib loplik piirvairtus

llgglo /al f(x)dx, (13.9)

siis seda piirvédrtust nimetatakse funktsiooni f paratuks integraaliks rajades a-st oo-ni ja
téhistatakse

/oof (z) dz. (13.10)

Kui piirvaartus (13.9) on 16plik, siis 6eldakse, et paratu integraal (13.10) koondub.
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Definitsioon. Olgu funktsioon f méératud alt tokestamata intervallis (—oo,b]. Kui
1) f on integreeruv igas 1digus [m, b], kus m < b, ning
2) eksisteerib loplik piirvairtus

lim /bf (x)dex, (13.11)

m—r—0o0
m

siis seda piirvaartust nimetatakse funktsiooni f pdratuks integraaliks rajades —oo-st b-ni ja
tahistatakse

b
/ f(x)dz. (13.12)
Kui piirvaartus (13.11) on 16plik, siis 6eldakse, et paratu integraal (13.12) koondub.

Definitsioon. Funktsiooni f: R — R korral

/ f(x)dx = / f(z)dx + / f (z)dz, (13.13)
kui molemad pératud integraalid vorduse paremal poolel eksisteerivad mingi ¢ € R korral.

Kui funktsioon f on igas osaldigus [a, (], kus [ > a, integreeruv, siis
/ f () dx koondub parajasti siis, kui/ f (x) dz koondub iga a; > a korral. (13.14)

Toepoolest, kui [ > a; > a, siis

/alf(:c)d:c:/aalf(x)dx+/ajf(az)d:c

ning loplik piirvaartus llim fal f (z) dz eksisteerib parajasti siis, kui eksisteerib 16plik piir-
—00
vidrtus llim fall f (z) do. Samasugune viide kehtib muidugi ka integraali ffoo f (z) dz puhul.
—00

Sellest ning tavalise integraali aditiivsuseomadusest jareldub, et kui pdratu integraal (13.13)
koondub, siis ei soltu selle vadrtus arvu ¢ € R valikust. Nimelt, suvaliste ¢; ja ¢ puhul, kus
¢ < ¢, saame, et

/7;1f(:c)d:c+/cjf(:€)dx:/ f(z)dz + Clch(gg)d:ch/c:f(x)dx

C1
m

:/:f(x)dﬂ/cjf@)dx

/1f<x)dx+/cjof<x)d$:/Zf(f)de‘F/C:of(m)dx.

Mittekoonduvat pératut integraali nimetatakse hajuvaks. Me iitleme moénikord pdratu
integraalt asemel lithidalt integraal, kuid rohutame, et {ildjuhul ei ole tegemist integraaliga
11. peatiikis antud definitsiooni mottes.

ja
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Naiide 13.11. Arvutame pératu integraali
/ < dz
0 1 -+ x2 '

l

Iga [ > 0 korral eksisteerib integraal

/l dz .
= arctanx
0 1+1’2

*  dz _ Lo de . T
= lim = lim arctanl = —.
0 1+ 2 l=oo J 1+ 2 l—00 2

/0 xdx
oo L+ 22

= arctan! — arctan 0 = arctan/!.
0

Seega

Naide 13.12. Péaratu integraal

hajub, sest
0 0 2 0
d 1 d(1 1
lim rer im —/ M = — lim In (1 + x2)
m——oo J 1+ 22 m——oo 2 m 1+ 22 2 m——o0 m
1 . 2 1 . 2
= §ml_1£100 (lnl —1In (1 +m )) = —§ml_1>111001n (1 +m ) = —00.

Naiide 13.13. Leiame
/°° dz
o T2 4224+ 10

Selleks arvutame

/0 dz . A , /0 dx
————— = lim ———————— = lim —
o P24+ 22 410 mo-oco J, 22422 +10  m——oco r+1)°+9
d 1

m 1
1 0 d 1 0 ztl
= § hm _H—a; = g hm ( 3+1 3
) z+1|° 1 1 . r+1
= lim arctan = —arctan - — — lim arctan
m——oo 3 m 3 3 3 m——oo

Wl Wl =

1 =
arctan — + —

3 6

ja analoogiliselt

/Oo dx 1 arcta 1 n s

————— = ——arctan - + —
o x2+2x+10 3 3 6
(kontrollida! P X. Seega

/°° da _/0 da +/°° da o
o242 +10 ) a?2+224+10  J, 22+22x+10 37
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Naide 13.14. Vaatleme pératut integraali

~ 1
/a e, (13.15)

kus ¢ > 0 jaa > 0. Kui ¢ =1, siis

!
F(l):= 1dlenl—lna
0 X

ja loplikku piirvaartust llirn F (1) ei eksisteeri. Juhul ¢ # 1 kehtib vordus

—00

1 - 1
(I—=qg)le=t (1 —gq)ar!

ning 16plik piirvadrtus llim F' (1) on olemas parajasti siis, kui ¢ > 1. Niisiis, pdratu integraal
—00

(13.15) koondub parajasti siis, kui q > 1.

F(l) =

Toestuseta esitame jargmise lopmatute rajadega integraalide vérdluslause.

Lause 13.1 Kui funktsioonid f ja g on igas loigus [a,l], kus | > a, integreeruvad ning leidub
arv a; > a, et

0< f(z)<g(z) iga x € [a1,00) korral,
siis integraali faoo g (z)dx koonduvusest jireldub integraali faoo f (z)dz koonduvus. Kui in-
tegraal [ f (x) dx hajub, siis hajub ka integraal [° g (x)dx.

Naide 13.15. Vordluslause abil on lihtne veenduda, et integraal

/°° arctan?
—dx
1 1 + .T7

on koonduv. Téepoolest, kuna

tan? 21
< % < WZE iga x € [1,00) korral
ja naite 13.14 kohaselt floo %dx koondub, siis lause 13.1 pohjal koondub ka vaadeldav integ-
raal.

Tokestamata funktsiooni piratu integraal. Me iitleme, et funktsioon f: [a,b) — R
on punkti b imbruses tokestamata, kui iga 6 € (0,0 — a) ja suvalise etteantud arvu M > 0
korral leidub selline z € (b — 9,b), et

|f ()] > M.

Analoogiliselt defineerime funktsiooni f: (a,b] — R tokestamatuse punkti a timbruses
(iseseisvalt! ).
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Definitsioon. Olgu funktsioon f: [a,b) — R punkti b iimbruses tokestamata, kuid igas
osaldigus [a, ], kus a < I < b, integreeruv. Kui eksisteerib

!
zl—lgl—/a f(z)dx, (13.16)

siis nimetame seda piirvédartust funktsiooni f pdratuks integraaliks rajades a-st b-ni ja
tahistame (samamoodi kui tavalist integraali) f: f (z) dz. Kui piirvédértus (13.16) on loplik,

siis oeldakse, et paratu integraal fab f (z) dz koondub.
Definitsioon. Olgu funktsioon f: (a,b] — R punkti a timbruses tokestamata, kuid igas
osaldigus [m, b], kus a < m < b, integreeruv. Kui eksisteerib

lim /bf (x)dz, (13.17)

m—a+

siis nimetame seda piirvadrtust samuti funktsiooni f pdratuks integraaliks rajades a-st b-ni
ja tahistame fab f (z) dz. Kui piirvéédrtus (13.17) on 16plik, siis eldakse, et péaratu integraal

7 f (z) dz koondub.
Definitsioon. Eeldame, et funktsioon f: (a,b) — R on tokestamata nii punkti a kui ka
punkti b timbruses, kuid mingi ¢ € (a,b) korral eksisteerivad pératud integraalid [ f (z) dx

ja fcb f () dz. Siis defineerime pératu integraali seosega

/abf(x)dx::/acf(x)dx+/cbf(x)dx.

Seda nimetatakse koonduvaks, kui mélemad pératud integraalid [ f (z)dz ja fcb f(z)dz
koonduvad.

Naide 13.16. Vaatleme pératut integraali

/@%ﬁ (13.18)

kus a < b ja ¢ > 0. Juhul ¢ = 1 kehtib valem

F ) ;:/l W - a) -1

. b—1x
ning lim F (I) = co. Kui ¢ # 1, siis
l—b—
Fl)=—@0b—-a)" "= —@b-D""
0= 00 (-1

ning
b
1
[ o=t )= -0

b—x)! 1= 1—g¢q

eksisteerib parajasti tingimusel ¢ < 1. Niisiis, pdratu integraal (13.18) koondub para-
jasti siis, kui q < 1.
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Samamoodi veendutakse, et paratu integraal

/b dz
a ([L’ - a)q
koondub parajasti siis, kui ¢ < 1.

Naide 13.17. Péaratu integraal

/2 dx
1 rlnx

2 q 24 2
lim T lim (In ) = lim Inlnz
m—1+ [ xlnx m-1+ [ Inzx m—1+

hajub:

m

=Inln2— lim Inlnm = co.
m—14

Analoogiliselt lausega 13.1 kehtib jargmine vordluslause.
Lause 13.2 Kui f: [a,b) - R ja g: [a,b) — R on igas loigus |a,l], kus a < I < b,
integreeruvad ning leidub selline a; € (a,b), et 0 < f(x) < g(z) iga x € [a1,b) korral, siis

integraali fabg (x)dz koonduvusest jareldub integraali fabf (x) dz koonduvus ning integraali

fab [ (x) dz hajuvusest integraali f:g (x) dx hajuvus.

Samasugune véide kehtib loomulikult ka funktsioonide f: (a,b] — R ja g: (a,b] — R
korral.

Naiide 13.18. Vordluslause 13.2 pohjal péaratu integraal

/2 dz

1 xV3x2—2x—1
koondub:

0< 1 = 1 < 1
V32 —20—1 a3z +tivr—1_ 2z —1

ja integraal ff \/% koondub néite 13.16 kohaselt.

iga x € (1,2] korral

Kokkuvote

Tasandiliste kujundite pindala arvutamisel on aluseks 11. peatiikis saadud kovertrapetsi
pindala valem: pideva funktsiooni graafikuga méaratud kovertrapetsi pindala vordub selle
funktsiooni integraaliga. Sama skeemi, mida kasutatakse kovertrapetsi pindala puhul, ra-
kendatakse keha ruumala ja joone kaare pikkuse valemi pohjendamisel. Ruumala puhul on
Darboux’ summade rollis teatavate piistsilindrite iihendite ruumalad, kaare pikkuse puhul
moodustavad kdolmurdjoonte pikkused Riemanni integraalsummad.
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Paratud integraalid kirjeldavad seoseid, mida saab esitada tavaliste integraalide piir-
véadrtustena. Kui eksisteerivad integraalid F' (1) := fal f(z)dz, kus [ > a, jaloplik piirvédrtus
lliglo F (1) =: [ f () dz, siis koneldakse koonduvast (I6pmatu rajaga) piratust integraalist
faoo f (z) dx. Niiteks koondub paratu integraal floo g—ﬁ parajasti siis, kui a > 1. Analoogiliselt
késitletakse paratuid integraale ffoo f(x)dz.

Teine liik pératuid integraale on seotud funktsiooniga f: [a,b0) — R, mis punkti b
timbruses ei ole tokestatud. Kui F' (1) := fi f () dx eksisteerib iga [ € [a,b) korral ja on
olemas loplik piirvéértus ll_lgl_ F(l) =: f(f f (x) dx, siis celdakse, et tokestamata funktsioo-
ni f pératu integraal f;f(x) dx koondub. Néiiteks, integraal f:(bf—;)a koondub parajasti
siis, kui @ < 1. Analoogiliselt defineeritakse punkti a iimbruses tokestamata funktsiooni
f: (a,b] — R pératu integraal.

Paratute integraalide koonduvusega seotud probleemid ja nende uurimise votted on sar-
nased ridade vastavate probleemide ja votetega.



