I peatiikk.
Mitme muutuja funktsiooni

plirvaartus ja pidevus

§ 1. Eukleidiline ruum R"™

1.1. m-mootmelise eukleidilise ruumi moiste

Olgu m € N. Téhistame
R™ := {(:pl,...,xm): Tiyeno, Ty € R}

(hulga R™ elemendid on niisiis kéikvoimalikud reaalarvuliste komponentidega m-
komponendilised jirjendid). Hulga R™ elemente hakkame nimetama punktideks. Me
kasutame téhistust (z;)"; := (z1,...,2,). Arvusid x4, .. ., z,,, nimetame selle punkti
koordinaatideks.

Koneldes edaspidi tasandist voi lihtsalt ruumist, m&istame me selle all vastavalt ruumi R?
voi R3: tasandi (ja ruumi) igale punktile vastavad (fikseeritud ristkoordinaadistiku puhul) tema
iiheselt méadratud koordinaadid; teiselt poolt, iga tasandi (ja ruumi) punkt on iiheselt madratud

oma koordinaatidega.

Punktide P = (x1,...,2,) € R™ ja Q@ = (y1,...,Ym) € R™ vaheline kaugus
d(P, Q) defineeritakse vordusega

A(P,Q) = \| D_ Iy — il (1.1)

Hulka R™ koos temas valemiga (1.1) defineeritud kaugusega nimetatakse m-maodotme-
liseks eukleidiliseks ruumiks R™.

Valemi (1.1) poolt antud kaugus ruumides R! = R, R? ja R3 langeb kokku nn. loomuliku kaugu-
sega nendes ruumides: nendes ruumides tuleb punktide P ja @ vaheline valemist (1.1) rehkendatav
kaugus d(P, Q) sama, mis 16igu PQ pikkus (rehkendatuna vélja elementaargeomeetrilistele argu-
mentidele tuginedes).
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Toepoolest, juhul m = 1, tihistades P = (z) =z ja Q = (y) =: v,
d(P,Q) = [y — |
juhul m = 2, tdhistades P = (z1,y1) ja Q = (x2,y2),
d(P,Q) = /|va — 21> + |y2 — 11|

(selle vorduse parem pool on Pythagorase teoreemi abil leitud 16igu PQ pikkus); juhul m = 3,
tahistades P = (21,y1,21) ja Q = (z2,y2, 22),

d(P,Q) = /|wz — 12 + y2 — 12 + |22 — 21|
(ka selle vorduse parem pool on Pythagorase teoreemi abil leitud 15igu PQ pikkus).
Loetleme kauguse olulisemad omadused: mis tahes P, Q, R € R™ korral
1°d(P,Q)=0 < P=0Q,
2 d(P,Q) = d(Q, P):
3° d(P,Q) < d(P,R)+d(R,Q).

Omadusi 1°-3° nimetatakse kauguse aksioomideks. Aksioom 3° vdidab sisuliselt, et
kolmnurga kahe kiilje pikkuste summa ei iileta kolmanda kiilje pikkust. Seepérast
nimetatakse aksioomi 3° kolmnurga vorratuseks. Aksioomid 1° ja 2° jarelduvad va-
hetult kauguse definitsioonist.

KOLMNURGA VORRATUSE 3° TOESTUS. Olgu P = (z1,...,Zm), @ = (Y1,---,Ym),
R=(z,...,2n) € R™ Kolmnurga vorratuse toestuseks peame niitama, et

m m m

Z|yz'—95i|2 < Z|yi_zi|2+ Z|Zi—$i|2,

i=1 i=1 i=1

m m

milleks, arvestades, et \/Z lyi — x4]? < \/Z (|?Jz —zi| + |z — xi])2, piisab néaidata,
i=1 i=1

et

Sy =zl +lz—wal)” < Dy — a2+ | Lz —
i=1 i=1 i=1
ehk, téhistades a; = |y; — zi| ja by = |zi — x|, i =1,...,m,
D (ai+ b)) < (| a2+ | ) v
i=1 i=1 i=1

ehk (tostes selle vorratuse mélemad pooled ruutu)

m m m m

Z(ai—kbi)QSZa?—l—Q Za? b?+§:b?
; ; 1 i=1

i=1 =1 =1 =
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ehk, arvestades, et > (a; + ;) = > a? + 2> a;b; + > V7,
i=1 i=1 i=1

=1

D aib < | a2 | b (1.2)
i=1 i=1
ehk (tostes jéllegi selle vorratuse molemad pooled ruutu)

(i‘ a; bi)2 < (Em; a?) (Em; bf). (1.3)

Kuna
m 2 m m m m
(Z a; bz) = (Z a; bz> (Z a; b]) = ZZ(IZ bz a; b]
i=1 i=1 j*l i=1 j=1
:Z b2+2azba]b +Zazba3 Za?bf%—QZaibiajbj
-
ja
() (2) - () () -
i=1 i=1 i=1 j:l i=1 j=1
:Za?b +Za —|—Zab2—2a Za52+a52
=l %]< jl 3‘j<il %]<j1

siis vorratus (1.3) on samavéérne vorratusega

2Zaibiajbj é Z(a?b§+a363>,

ij=1 ij=1
i<j i<j
mis kehtib, sest
m m m
2712 212 _ 212 212
E (aibj—l—ajbi)—Q E aibiajbj— E (aibj—Qaibjajbi—i—ajbi)
2,j=1 7,0=1 4,7=1
i<j i<j i<j

= E (CLz‘ bj —aj b2>2 2 0.
ij=1
1<j

]

Mérkus 1.1. Vorratust (1.2) (mis kehtib mis tahes aq,b1,...,b1,b, > 0 korral),
nimetatakse Cauchy vorratuseks.
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Ulesanne 1.1. Tdestada tagurpidi kolmnurga vorratus: mis tahes P,Q, R € R™ korral
Tagurpidi kolmnurga vorratus viidab sisuliselt, et kolmnurga kahe kiilje pikkuste vahe ei {ileta
kolmanda kiilje pikkust.

NAPUNAIDE. Kasutada kauguse aksioome 2° ja 3°.

1.2. Kerad ja risttahukad. Punkti imbrused

Definitsioon 1.1. Olgu Py = (29,...,2%) € R™ ning olgu r > 0.
Hulka
B(Py,r):={PeR™: d(P,R) <r}

(s.t. niisuguste ruumi R™ punktide hulka, mille kaugus punktist Py on véiksem kui r)
nimetatakse lahtiseks keraks (ruumis R™) keskpunktiga Py ja raadiusega .
Hulka
B(Py,r):={PeR™: d(P,R) <r}
(s.t. niisuguste ruumi R™ punktide hulka, mille kaugus punktist Py ei iileta arvu r)
nimetatakse kinniseks keraks (ruumis R™) keskpunktiga Py ja raadiusega r.
Hulka
S(Py,r):={PeR™: d(P,R)=r}
(s.t. niisuguste ruumi R™ punktide hulka, mis asuvad punktist Py kaugusel r) nime-
tatakse sfadriks (ruumis R™) keskpunktiga Py ja raadiusega .
Juhul m = 1, s.t. ruumis R! = R, on lahtine kera ja kinnine kera vastavalt vahemik ja 15ik:
tahistades Py = (x0) =: o,
B(Py,r)={zeR: Jz—zp|<r}={zeR: zp—r<ax<xzo+r}=(xg—r,2x0+7),
B(Py,r)={z€R: |z—xo|<r}={zeR: zg—r<a<zg+r}=[ro—1,30+7]

Juhul m = 2, s.t. ruumis R?, on lahtine kera, kinnine kera ja sfiir vastavalt lahtine ring, kinnine
ring ja ringjoon: tihistades Py = (o, ¥o),

B(Po,T) = {(xay) |$ - .’E0|2 + |y - y0|2 < 7"2},
B(Po,r) = {(,9): |z —x0* + |y — ol <77}
S(Po,r) ={(z,y): |z —zo|” + |y — o> = r*}.
Juhul m = 3, s.t. ruumis R3, on lahtine kera, kinnine kera ja sfifir vastavalt lahtine kera, kinnine
kera ja kerapind (ehk sfdir) selles tihenduses, nagu me neid tunneme analiiiitilisest geomeetriast:
tahistades P() = ({E(), Yo, Z()),
B(Poﬂ”) = {(37,?/72)3 |3? - 330|2 + 1y — y0|2 + ]z — Zo|2 < 7”2},
B(Py,r) ={(z,y,2): |z — o> + |y — yol* + |z — 20|* < ?},
S(Po,r) = {(z,y,2): |z — x> + |y — wol* + |2 — 20> = r*}.

Definitsioon 1.2. Lahtist kera B(Fy, ) ruumis R™ nimetatakse punkti P, e-imbruseks
ja téhistatakse ka siimboliga U.(F,).

Mis tahes hulka ruumis R, mis sisaldab punkti Fy mingi e-limbruse, nimetatakse
punkti Py imbruseks.
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Definitsioon 1.3. Olgu a;,b; € R, a; < b;, i = 1,...,m. Hulka
(a1,b1) X =+ X (A, b)) = {(@1, ..., Tm) s @5 € (a3, by), i =1,...,m}

1.4
—{xl,.. V)t Gy < Xy < by, 1= ,...,m} (14)
nimetatakse lahtiseks koordinaatristtahukaks. Hulka
[a1,b1] X =+« X [y, by] = {(@1, ..., Tm) @i € [ag, b)), i=1,...,m} (15)
—{ZL‘l,.. m'(li<$i<bi,i:1,...,m} ‘

nimetatakse kinniseks koordinaatristtahukaks.

Vahemikke (a1, b1),..., (am,bn) ja loike (a1, bi], ..., [@m, by] nimetatakse vasta-
valt risttahukate (1.4) ja (1.5) servadeks. Risttahukat, mille koik servad on vordse
pikkusega, nimetatakse kuubiks.

Risttahukaid ja kuupe ruumis R? nimetatakse vastavalt ristkiilikuteks ja ruutu-
deks. Ristkiilikute (sealhulgas ruutude) puhul koneldakse servade asemel kiilgedest.

Definitsioon 1.4. Olgu dy,...,d,, > 0.
Lahtist koordinaatristtahukat

(2 = di, 2y 4 dy) X oo X (2, = dn, T, + i)
{(:Ul,,$m)$?+dl<xl<x?+dl,z:l,,m}
:{<£L'1,...,.C13m)1 ’$1—Z’?’<dl,221,,m}

nimetatakse lahtiseks (koordinaat)risttahukaks (ruumis R™) keskpunktiga Fy.
Kinnist koordinaatristtahukat

(29 —dy, 2% +di] x -+ x [2°, — d,,, 20, +d ]

m
{xl,.. x?—i—d,;gaciéx?—l—di,izl,...,m}
{.751, |xz—x?| <dz’l ]-7 7m}

nimetatakse kinniseks (koordmaat)risttahukaks (ruumis R™) keskpunktiga Fy.

Lause 1.1. (a) Iga kera B korral ruumis R™ leiduvad sama keskpunktiga (koor-
dinaattelgedega paralleelsete servadega) kuubid Cy ja Co nii, et

C, C BcCd(,.

(b) Iga koordinaatristtahuka C korral ruumis R™ leiduvad sama keskpunktiga ke-
rad B ja By nii, et
B, cCC Bs.

Muuhulgas jareldub lausest 1.1, (b), et (koordinaat)risttahukas keskpunktiga Py
on punkti Py imbrus. Lahtiseid ja kinniseid koordinaatristtahukaid keskpunktiga Fy
nimetatakse vastavalt punkti Fy lahtisteks ja kinnisteks risttahukakujulisteks imb-
rusteks.

Lause 1.1 toestuseks on otstarbekas eelnevalt toestada iiks lemma (mida on mu-
gav kasutada ka jérgnevas niiteks lausete 4.6 ja 2.1 toestustes).
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Lemma 1.2. Olgu P = (x1,...,2,), Py = (29,...,2%) € R™. Siis mis tahes j €
{1,...,m} korral

|z; — 20| < d(P, Py) < /m max |z; — 7). (1.6)

1<i<m

TOESTUS. Mis tahes j € {1,...,m} korral

c— 012 = R——
m max |z; — x}|* = V/m max /| — ]|
m
Vorratused (1.6) sisalduvad eelnevas vorratusteahelas, sest d(P, Py) = 4/ Y |a; — 9|2
i=1

]

LAUSE 1.1 TOESTUS. Lause viited piisab toestada ainult lahtiste kerade B ja lah-
tiste koordinaatristtahukate C' jaoks (sest iga kinnine kera sisaldab mingit sama
keskpunktiga lahtist kera ja sisaldub mingis sama keskpunktiga lahtises keras; sa-
muti, iga kinnine koordinaatristtahukas sisaldab mingit sama keskpunktiga lahtist
koordinaatristtahukat ja sisaldub mingis sama keskpunktiga lahtises koordinaatrist-
tahukas).

Olgu Py = (a9,...,2%) € R™,

(a). Olgu r > 0. Vaatleme lahtist kera B := B(Fy,r). Olgu P = (z1,...,Zy).
Kui mingi 6 > 0 korral

|z — 2% < § igai € {1,...,m} korral,

siis valemi (1.6) pohjal
niisiis, kui
r

Jm

T — )| < iga i€ {l,...,m} korral,
siis r
d(P,P()) < \/—mm:’l“

Siit jareldub, et, tdhistades C := (x? — \/erx? + \/Lm) X e X (x

kehtib Cl C B(PQ, 7"').
Teiselt poolt, kui P € B(Fy, 1), s.t. d(P,Fy) < r, siis valemi (1.6) pohjal iga

— T T, + ),

SO

i€{l,...,m} korral |z; — 2] < r, aga see tihendab, et P € (2 —r, 20 +7) x --- X
(20 — 7,28 + 1) =: Cy; niisiis B(FPy,r) C Co.

(b). Olgu dy,...,d,, > 0. Tahistame

Ci= (2% —dy, 2 +dy) x - x (2%, — dp, 2%, + d,n,).
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Olgu P = (z1,...,%m).
Kui mingi § > 0 korral d(P, Py) < 0, siis valemi (1.6) pohjal ka
lz; — 2| <6 igai€ {1,...,m} korral;

niisiis, kui votta ¢ := min d;, siis tingimusest d(P, Py) < ¢ jareldub, et
m

1<i<
|z — 29| <6 <d; igaie€{l,...,m} korral;
seega By := B(FPy,d) C C.

Teiselt poolt, tahistades d := nax d;, ndeme valemi (1.6) teisest vorratusest, et
<i<m

kui P € C, siis d(P, By) < /md ehk, teisisonu P € B(P,, /md). Siit jireldub, et
CCB(PO,\/ECZ) = BQ. UJ

1.3. Lahtised ja kinnised hulgad ruumis R™
Olgu D C R™.

Definitsioon 1.5. Punkti P € R nimetatakse hulga D kuhjumispunktiks, kui iga
e > 0 korral (U:(P) D)\ {P} # 0 (s.t. punkti P iga iimbrus sisaldab temast
erinevaid hulga D punkte).

Markus 1.2. Rohutame, et ruumis R™ iildjuhul
e hulgal voib kuhjumispunkte leiduda, aga voib ka mitte leiduda;

e hulga kuhjumispunkt voib kuuluda sellesse hulka, aga voib ka mitte kuuluda.

Ulesanne 1.2. Toestada, et

(a) ruumi R™ 16plikul alamhulgal ei ole kuhjumispunkte;

(b) kui r > 0, Py = (29,29,...,20,), Py := (2 + r,25,...,2),) € R™, siis P; on nii lahtise
kera B(Pp,r) kui ka kinnise kera B(Py,r) kuhjumispunkt, kusjuures P, € B(Fp,r), kuid
P1 ¢ B(P(),T).

Definitsioon 1.6. Oeldakse, et punkt P € R™ on hulga D

e sisepunkt, kui leidub ¢ > 0 nii, et U.(P) C D (s.t. punktil P leidub {imbrus,
mis tervenisti sisaldub hulgas D);

e rajapunkt, kui iga € > 0 korral
U(P)ND#0 ja U(P)N(R™\D)#0

(s.t. punkti P iga {imbrus sisaldab nii hulga D punkte kui ka hulka D mitte-
kuuluvaid punkte).
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Definitsioon 1.7. Hulga D koigi sisepunktide hulka nimetatakse hulga D sisemu-
seks ja tahistatakse siimboliga D°.
Hulga D koigi rajapunktide hulka nimetatakse hulga D rajaks ja tahistatakse
siimboliga 0D.
Hulga D ja tema raja iihendit nimetatakse hulga D sulundiks ja tahistatakse
siimboliga D:
D :=DUID.

Jargnev lause, mis toob vilja sisemuse, raja ja sulundi lihtsamad omadused,
jareldub vahetult vastavatest definitsioonidest.

Lause 1.3. (a) D° C D C D;
(b) D°NID = 0;

(¢) hulga D iga punkt on kas hulga D sisepunkt voi selle hulga rajapunkt, s.t. iga
x € D korral realiseerub tdipselt tiks jargmaistest teineteist valistavatest voima-
lustest:

r €D° V0% x € 0D;
(4) O = OR™ \ D);

(e) iga x € R™ korral realiseerub tdpselt ks jargmistest tiksteist vilistavatest voi-
malustest:

xr € D°, xr € 0D voi  x € (R™\ D).
Definitsioon 1.8. Oeldakse, et hulk D on
e [ahtine, kui D = D° (s.t. koik hulga D punktid on tema sisepunktid);

e kinnine, kui D D 9D (s.t. hulk D sisaldab oma raja).

Vahetult definitsioonist jireldub, et hulk D on kinnine parajasti siis, kui D = D.
Toepoolest,

D on kinnine <= DD>JD <« DO>DUID <+— D=DUoD
~— D=D.

Lause 1.4. (a) Lahtine kera ruumis R™ on lahtine hulk.
(b) Kinnine kera ruumis R™ on kinnine hulk.
Viite (b) toestuseks on otstarbekas eelnevalt toestada jargnev lihtne lemma.

Lause 1.5. Hulk D on lahtine parajasti siis, kui tema tdiend R™ \ D on kinnine.
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TOESTUS:

D on lahtine <= D=D° <= DNID=0 <= OIDCR"\D
<~ OJR™\D)CR™"\D <= R™\D on kinnine.

LAUSE 1.4 TOESTUS. Olgu Py € R™ ning olgu r > 0.

(a). Olgu P € B(Fy,r). Veendumaks kera B(F,,r) lahtisuses, piisab néidata, et
P on selle kera sisepunkt, s.t. leidub ¢ > 0 nii, et U.(P) C B(Fy,r). Selleks paneme
tahele, et mis tahes € > 0 ja Q) € U.(P) korral (kolmnurga vorratuse pohjal)

d(Qa-PO) < d(QaP)+d(P7PO) < E+d(P7P0)7
niisiis, kui votta € :=r — d(P, Py) > 0, siis mis tahes Q) € U.(P) korral
d(Q7PO) <€+d(PaP0) :T_d(P7PO)+d(PaP0) =T,

s.t. @ € B(Fo,r) ning seega U.(P) C B(Fo,r).

(b). Veendumaks kera B(P,,r) kinnisuses, piisab lause 1.5 pohjal niidata, et
tiiend R™\ B(Py,r) on lahtine, milleks, fikseerides vabalt P € R™\ B(P,,r), piisab
niiidata, et P on hulga R™ \ B(Py,r) sisepunkt, s.t. leidub & > 0 nii, et U.(P) C
R™ \ B(Fy,r). Selleks paneme téhele, et mis tahes ¢ > 0 ja Q € U.(P) korral
(tagurpidi kolmnurga vorratuse pohjal, vt. ilesannet 1.1)

d(Q, Py) = d(P, Ry) —d(P,Q) > d(P, Py) —¢;
niisiis, kui votta ¢ := d(P, Py) — r > 0, siis mis tahes @) € U.(P) korral
d(Q, Py) > d(P,Ry) —e =d(P, Py) — (d(P, Py) — 7‘) =,
s.t. Q € R™\ B(Py,r) ning seega U.(P) C R™\ B(Py, 7). O
Mairkus 1.3. Teine voimalus lause 1.4 toestamiseks on toestada koigepealt
Lause 1.6. Mis tahes Py € R™ ning r > 0 korral
OB(Py,r) = S(Py,r) ja OB(Py,r) = S(Py,7).
Teisisonu, kera raja on sama keskpunkti ja raadiusega sfddr.

Kinnise kera kinnisus jareldub lausest 1.6 vahetult kinnisuse definitsiooni pohjal.
Veendumaks lahtise kera lahtisuses, piisab lause 1.5 pohjal nédidata, et tema tadiend
on kinnine, mis, arvestades, et hulga ja tema tédiendi rajad on vordsed, jareldub
jéllegi lausest 1.6 vahetult hulga kinnisuse definitsiooni pohjal.

LAUSE 1.6 TOESTUS.

Ulesanne 1.3. Toestada lause 1.6.
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Mérkus 1.4. Ruumi R™ hulkade korral véivad esineda koik jérgnevad (iiksteist
vélistavad) olukorrad:

1) hulk on lahtine, kuid mitte kinnine;

3

(1)

(2) hulk on kinnine, kuid mitte lahtine;
(3) hulk pole ei kinnine ega lahtine;

(4)

4) hulk on samaaegselt nii kinnine kui ka lahtine.

Seejuures hulk on samaaegselt nii kinnine kui ka lahtine (s.t. realiseerub olukord (4))
parajasti siis, kui tema raja on tithi hulk. Ainsad niisuguse omadusega hulgad
ruumis R™ on tiihi hulk () ja kogu hulk R™ ise.



§ 2. Jadad ruumis R™

2.1. Jada koonduvus ruumis R™

Definitsioon 2.1. Kui igale naturaalarvule n € N on vastavalt mingile eeskirjale
seatud vastavusse mingi (iiheselt médratud) punkt P, € R™, siis deldakse, et on
antud jada

P, Py,....Py,... (2.1)

Jada (2.1) tahistatakse ka siimboliga (P,)°, voi lihtsalt (P,). Koneldes ruumi R™

n=1
punktide jadast, iitleme me edaspidi lihtsalt jada ruumis R™.

Definitsioon 2.2. Oeldakse, et jada (P,) ruumis R™ koondub punktiks P € R™,
kui

d(P,, P) — 0,

n—oo

s.t. iga reaalarvu € > 0 korral leidub indeks N € N nii, et
n>N = d(P,P)<e.
Punkti P nimetatakse seejuures jada (P,) piirvddrtuseks ja kirjutatakse

lim P, =P voi P, — P.

n—00 n—oo

Ulesanne 2.1. Olgu jadad (P,) ja (Q,) ruumis R™ ning punktid P, Q € R™ sellised, et P, — P
ja Qn — Q. Toestada, et

(a) d(Pa, P) —— d(P,Q);

n— oo

NAPUNAIDE. Kasutada tagurpidi kolmnurga vorratust (vt. iilesannet 1.1).
Jargnev lause kirjeldab koonduvust ruumis R™.

Lause 2.1. Olgu P, = (z%,...,2"),P = (z1,...,2,) € R™, n € N. Jirgmised
vaited on samavddrsed:

(i) P, —— P;

n—o0

(i) 2 —— z; igai e {1,...,m} korral.
n—oo

Teisisonu, lause 2.1 iitleb, et jada (P,)2; ruumis R™ koondub punktiks P € R™
parajasti siis, kui selle jada vastavate koordinaatide jadad koonduvad punkti P vas-
tavateks koordinaatideks (niisugusel juhul deldakse, et jada (P,)%, koondub koor-
dinaaditi punktiks P). Niisiis, koonduvus ruumis R™ on samavdidrne koordinaaditi
koonduvusega.

11
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LAUSE 2.1 TOESTUS. (i)=(ii). Lause 1.2 pohjal iga i € {1,...,m} korral
0< |z — o] <d(P,, P) iga n € N korral. (2.2)

Kui kehtib véide (i), siis d(P,, P) —— 0, seega jareldub vorratustest (2.2) jada
n—oo
piirviédrtuse sindvit§teoreemi pohjal, et iga i € {1,...,m} korral |2} —2;| —— 0
n—oo

ehk, teisisonu, « —— z;; niisiis véide (ii) kehtib.
n—o0

(ii)=(i). Lause 1.2 pohjal

0<d(P,, P)<vm max |z — ;] iga n € N korral. (2.3)
N A
Kui kehtib viide (ii), siis iga ¢ € {1,...,m} korral |z} — ;| —— 0, jérelikult ka
n—00
max |z — x;| —— 0 ning seega ka /m max |z} — x;| —— 0; niisiis jareldub
1<i<m n—00 1<i<m n—00
vorratustest (2.3) jada piirviadrtuse sandvitSteoreemi pohjal, et d(P,, P) —— 0,
n—o0

s.t. P, —— P, s.t. véide (i) kehtib. O
n—oo

Lause 2.2. Punkt Py € R™ on hulga D C R™ kuhjumispunkt parajasti siis, kui
leiduvad punktid P, € D\ {Py}, n € N, nii, et P, —— Py (s.t. leidub punktist Py

n—oo

erinevate hulga D punktide jada, mis koondub punktiks Pp).

TOEsTUS. Tarvilikkus. Olgu punkt Py hulga D kuhjumispunkt. Siis iga n € N korral
leidub punkt P, € (U1 (Py) N D) \ {F}. Punktid P, rahuldavad tingimusi

1
0<d(P,,Py) < — —0;

n n—oo

seega jada piirvaartuse sindvitsteoreemi pohjal ka d( P, By) —— 0, s.t. P, —— P
n—oo

n—oo
Piisavus. Leidugu punktid P, € D\ {F}, n € N, nii, et P, —— Fp, ning
n—o0

olgu ¢ > 0. Toestamaks, et Fy on hulga D kuhjumispunkt, peame leidma punkti
P e U.(P)ND, P# Py. Kuna P, —— P, siis saame valida indeksi n € N, mille

n—oo

korral d(P,, Py) < €, s.t. P, € U.(Py). Eelduse pohjal P, € D, kusjuures P, # P,
seega voime votta P := P,. O]



§ 3. Mitme muutuja funktsiooni piirviartus ja
pidevus

3.1. Mitme muutuja funktsiooni moiste

Definitsioon 3.1. Kujutusi
f: D—R, kusD CR", (3.1)

nimetatakse m muutuja funktsioonideks.
Koikvoimalikke m muutuja funktsioone, kus m > 2, nimetatakse mitme muutuja
funktsioonideks.

Funktsiooni (3.1) madramispiirkonna D iga punkt P = (xq,...,2,) € D on iihe-
selt maaratud oma koordinaatidega x1, ..., z,,; teiselt poolt, punktiga P € D on
itheselt méadratud tema koordinaadid x4, ..., x,,. Termin “m muutuja funktsioon”
on niisiis pohjendatud asjaoluga, et sellise funktsiooni viartused on méaratud méaa-
ramispiirkonna D punktide koordinaate tdhistavate m muutuja xq, ..., x,, viartus-
tega. Neid muutujaid (nagu ka méadramispiirkonna punkte tiahistavat muutujat P)
nimetatakse funktsiooni (3.1) argumentideks ning, kui selle funktsiooni vadrtuste
mirkimiseks kasutada muutujat u, siis selle funktsiooni mérkimiseks kasutatakse ka
tahistust

u= f(x1,...,xy) VoI u=u(Ty,...,Tn).

3.2. Mitme muutja funktsiooni piirvaartus

Olgu funktsioon u = f(P) miiratud hulgas D C R™ ning olgu Py = (z9,...,22)
méadramispiirkonna D kuhjumispunkt.

Definitsioon 3.2. Oeldakse, et funktsiooni f piirvddrtus punktis Py (voi piirviidrtus
protsessis P — Fy) on arv ¢ (voi funktsioon f koondub arvuks c protsessis P — P,
(voi argumendi vadrtuse ldhenemisel punktile /%)) ja kirjutatakse

lim f(P)=c voi f(P)——c,

P—Py P—Py
vOi
hm0 flz1, ... xm) =c Vol f(x1,...,%m) — 6
x1—x] 17
..... L Y

kui iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv ¢ > 0 nii, et

PeD,0<d(P,P)<d = |f(P)—¢)|<e.

Ruumis R™ kasutame piirprotsessi (z1,...,7m) — (29,...,29) mirkimisel ka tihistust
T1y. oy T — 2, ..., 20 ; niiteks téhistame funktsiooni u = f(z,y) piirviértust punktis (z,yo)
siimboliga  lim (z,y).

T,Y—T0,Y0

13



14 I. Mitme muutuja funktsiooni piirvdartus ja pidevus

Definitsioon 3.3. Kui f(P) P 0, siis deldakse, et funktsioon f on punktis P,
— 1o

lopmata vaike (voi protsessis P — P, lopmata véike voi ka, et funktsioon f hdabub
protsessis P — P).

Definitsioon 3.4. Oeldakse, et funktsiooni f piirviirtus punktis Py (voi piirvéértus
protsessis P — P,) on oo (loetakse: 16pmatus) ja kirjutatakse

Jim f(P)=c0 voi f(P) — oo,

kui iga reaalarvu E > 0 korral leidub realarv 6 > 0 nii, et
PeD 0<dP,R)<d = f(P)>E.

Definitsioon 3.5. Oeldakse, et funktsiooni f piirviirtus punktis Py (voi piirviidrtus
protsessis P — P,) on —oo (loetakse: miinus 16pmatus) ja kirjutatakse

A f(P)=—0co voi f(P) = —oo,

kui iga reaalarvu £ > 0 korral leidub realarv ¢ > 0 nii, et
PeD 0<dPP)<d = f(P)<—-E.

Definitsioon 3.6. Kui |f(P)| w7 0% siis Oeldakse, et funktsioon f on punktis P,
—10

lopmata suur (voi protsessis P — P, 1opmata suur).

Teoreem 3.1 (mitme muutuja funktsiooni piirvéédrtuse Heine kriteerium). Olgu Py
funktsiooni f mddramispiirkonna D kuhjumispunkt ning olgu ¢ € R voi ¢ = +o0.
Jargmised vaited on samavdadrsed:

Q) F(P) —>c;

(i) [P,eD\{P},neN, B, — R = f(P) —c

n—oo

Teisisonu, funktsiooni f piirvddrtus punktis Py on ¢ parajasti siis, kui iga punktiks Py

koonduva punktist Py erinevate mddaramispiirkonna D punktide jada (Pn);’f:1 korral
. . o o . o .. oo oo

on vastava funktsiooni vddrtuste jada (f(Pn))n:1 purvadartus c.

TOESTUS. Toestame teoreemi ainult juhu ¢ € R jaoks. Juhtudel ¢ = 0o ja ¢ = —oc0
on toestus analoogiline.

(i)=-(ii). Kehtigu (i) ning olgu punktid P, € D\ {R}, n € N, sellised, et
P, —— Py. Fikseerides vabalt ¢ > 0, piisab meil implikatsiooni (i)=>(ii) toestuseks

n—o0

leida indeks N € N nii, et
n>N = |f(P,)—c|<e.

Kuna f(P) —— ¢, siis leidub reaalarv ¢ > 0 nii, et
P—Py

PeD, 0<dPR)<d = |f(P)—c)<e.
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Kuna P, —— P, siis leidub indeks N € N nii, et
n—oo

n>N = d(P,P) <6
Kui niitid n > N, siis P, € D ja 0 < d(P,, Fy) < J ning jarelikult
|f(Pn)_C| <Eé&.

(ii)=>(i). Kehtigu (ii). Oletame vastuviiteliselt, et (i) ei kehti. Siis leidub reaalarv
e > 0 nii, et iga n € N korral leidub punkt P, € D\ {F}, mille korral

1
d(P,, Py) < —, kuid |[f(P,) —c|>c¢
n
Aga niiiid P, — Py, kuid mitte f(FP,) — ¢ mis on vastuolus eeldusega (ii). [

Jareldus 3.2. Mitme muutuja funktsioonil saab antud punktis eksisteerida tlimalt
tiks piirvddrtus.

TOEsTUS. Olgu P, funktsiooni f médramispiirkonna D C R™ kuhjumispunkt ning
olgu a, f € RU {oo, —oo} sellised, et

P)——

I G

Teoreemi toestuseks piisab niidata, et a = (. Selleks valime mingi punktiks F
koonduva punktist P, erinevate méa#ramispiirkonna D punktide jada (P,)2; (nii-
sugune jada eksisteerib lause 2.2 pohjal, sest Py on hulga D kuhjumispunkt); siis
funktsiooni piirvaiartuse Heine kriteeriumi (teoreemi 3.1) pohjal

[P ——a ja f(P)—=p
ning jarelikult jada piirviaartuse lihesuse tottu o = 3, nagu soovitud. [

3.3. Funktsiooni piirvaiartuse omadusi

Teoreem 3.3. Eksisteerigu funktsioonidel f ja g loplik pitrvddrtus oma mddramis-
piirkonna D C R™ kuhjumispunktis Py. Siis ka nende funktsioonide summal f + g,
vahel f—g, korrutisel fg ning, kuilimp_, p, g(P) # 0, siis ka jagatisel f /g eksisteerib
punktis Py loplik piirvddrtus, kusjuures

dim (f(P)+g(P)) = lim f(P)+ lim g(P),
dim (f(P) = 9(P)) = Plggg f(P) = lim g(P),
Jim (f(P)g(P)) = lim f(P) lim g(P),

lim f(P
i 1P) _ AT
P—Py, g(P) lim g(P)

P*)PO
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TOESTUS. Tahistame

lim f(P)=:«a ja lim g(P)=:p.

P=Py PPy

Olgu punktid P, € D\ {Py}, n € N, sellised, et P, —— Fy. Teoreemi 3.1 (funkt-

n—oo
siooni piirvddrtuse Heine kriteeriumi) pohjal piisab teoreemi toestuseks naidata, et

f(B) o
g(P,) nox B

(siin viimane koonduvus peab aset leidma eeldusel, et 5 # 0), mis kehtib jada
piirvidrtuse vastavate omaduste pohjal, sest (jéllegi teoreemi 3.1 pohjal)

n—oo n—oo

]

Lause 3.4 (mitme muutuja funktsiooni piirvairtuse monotoonsus). Leidugu funkt-
stoonide f ja g mddramispiirkonna D C R™ kuhjumispunktil Py timbrus U, mille
korral

f(P)<g(P) iga PeUND)\{Py} korral.
Kui eksisteerivad piirvadrtused lim f(P) ja lim g(P), siis
P—Py P—Py

lim f(P) < lim g(P),

P—Py P—Py

TOESTUS. Eksisteerigu piirviirtused

Jim f(P)=:a ja lim g(P)=:p.

Lause toestuseks peame néitama, et o < (3. Selleks valime mingi punktiks Fy koon-

duva punktist Py erinevate hulga D punktide jada (P,)°, (niisugune jada eksisteerib

lause 2.2 pohjal, sest Py on hulga D kuhjumispunkt). Kuna P, —— P, siis leidub
n—oo

indeks N € N nii, et
n>N — P,cl.

Niiiid mis tahes n > N korral P, € U N D, seega

[(P) < g(Pn).

Kuna teoreemi 3.1 (funktsiooni piirviirtuse Heine kriteeriumi) pohjal

n—oo n—oo

siis jada piirvddrtuse monotoonsuse tottu o < 3, nagu soovitud. O
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Lause 3.5 (mitme muutuja funktsiooni piirviértuse sindvitsteoreem). Leidugu funkt-
stoonide f, g ja h mddramispiirkonna D C R™ kuhjumispunktil Py timbrus U, mille
korral

f(P)< g(P)<h(P) igaPeUND)\{FP} korral.

Kui eksisteerivad piirvadrtused lim f(P) ja lim h(P), kusjuures need piirvadrtused
P*)PO P%Po

on vordsed:
Jim f(P) = lim h(P)=:c, (3.2)
siis eksisteerib ka piirvadrtus lim g(P), kusjuures
P—Py
A, 9(P) =c.

TOESTUS. Eksisteerigu piirvaartused lim f(P) ja lim h(P) ning kehtigu vordus
P‘)P() P*)PO

(3.2). Olgu (P,)32, punktiks Py koonduv punktist Py erinevate mééramispiirkonna D
punktide jada. Veendumaks, et Phnll; g(P) = ¢, piisab teoreemi 3.1 (funktsiooni
—Fo

piirvadrtuse Heine kriteeriumi) pohjal nédidata, et

lim g(P,) = c. (3.3)

n—o0

Kuna P, —— P, siis leidub indeks N € N nii, et

n—oo

n>N =— P,el.
Niiiid mis tahes n > N korral P, € U N D, seega

f(Pa) < g(B) < h(Fy).
Kuna (jéllegi teoreemi 3.1 pohjal)

lim f(P,) = lim h(P,) =:c

n—oo n—oo
siis jada piirvadrtuse sindvit§teoreemi pohjal kehtib (3.3). O

Lause 3.6. Olgu Py funktsioonide [ ja g mddramispiirkonna D C R™ kuhjumis-
punkt, kusjuures

(1) J(P) 5= 0

(2) funktsioon g on punkti Py mingis imbruses tokestatud, s.t leiduvad punkti P
imbrus U ja arv M = 0 nii, et

lg(P)| < M iga P €UND korral.

Siis ka
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Teisisonu, lause 3.6 iitleb, et hddbuva funktsioon: ja tokestatud funktsiooni kor-
rutis on hddbuv.

LAUSE 3.6 TOESTUS. Olgu (P,)s, punktiks F, koonduv punktist F, erinevate
médramispiirkonna D punktide jada. Veendumaks, et f(P)g(P) T 0, piisab
— 10

teoreemi 3.1 (funktsiooni piirvddrtuse Heine kriteeriumi) pohjal nédidata, et

f(Py)g(P,) —— 0. (3.4)

n—o0

Selleks mérgime, et

o f(P,) — 0 (see jareldub eeldusest (1) teoreemi 3.1 pohjal);
n—o0

e jada (g(Pn))Zo:l on tokestatud (sest kuna P, —— P, siis leidub indeks N € N

n—oo
nii, et
n>N = PF,cl,
seega
lg(P,)| < M igan > N korral,
jarelikult

19(Py)| < max{|g(P1)|,...,|g(Py)|,M} igan €N korral).

Kuna hé&buva jada ja tokestatud jada korrutis on héébuv jada, siis (3.4) kehtib. [

3.4. Mitme muutuja funktsiooni pidevus

Olgu funktsioon f miiratud hulgas D C R™ ning olgu Py = (29,...,2%) € D
méadramispiirkonna D kuhjumispunkt.

Definitsioon 3.7. Oeldakse, et funktsioon f on pidev punktis Py, kui

lim f(P) = f(F),

P*}PO
s.t. iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv ¢ > 0, nii, et
P€D7d(P7PO)<§ = ’f(P)_f(P0)|<€

Olgu Py = (29,...,2%) € D ning olgu Azy,...,Az,, € R sellised, et P :=

r''m

(29 + Azq,..., 2% + Ax,,) € D. Vahet

Aui= Au(P) = f(P) ~ [(Py) = f(a + Aay,....al, + M) — flal...,a0)

m
nimetatakse funktsiooni f (tdis)muuduks punktis Py, mis vastab argumentide x1, ..., 2,
muutudele Azq, ..., Ax,,.
Kuna

P—-PFP < Ar—0i=1,...,m,
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siis funktsiooni f pidevuse tingimuse voime kirja panna ka jirgnevalt: funktsioon
u = f(P) on pidev punktis Py parajasti siis, kui

Ay —— 0.

Ax;—0,i=1,....m

Vahetult teoreemist 3.1 (mitme muutuja funktsiooni piirvidrtuse Heine kritee-
riumist) jareldub

Teoreem 3.7 (mitme muutuja funktsiooni pidevuse Heine kriteerium). Olgu funkt-
sioon f mddratud hulgas D C R™ ning olgu punkt Py = (29,...,2%) € D miidra-
maspiirkonna D kuhjumispunkt. Jargmised vdited on samavddrsed:

(i) funktsioon f on pidev punktis Py;
(i) [P,€eD,neN, P, — B = f(P,) —— f(R).
n—oo n—o0

Teisisonu, funktsioon f on pidev punktis Py parajasti siis, kui iga punktiks Py koon-
duva mddramispiirkonna D punktide jada (P,)5, korral koondub vastav funktsiooni
vddrtuste jada (f(Pn)):):1 funktsiooni vadrtuseks f(Py) punktis Py.

Definitsioon 3.8. Oeldakse, et funktsioon f on pidev, kui ta on pidev oma méiira-
mispiirkonna D igas kuhjumispunktis Fy € D.

Me iitleme, et funktsioon f on pidev hulgas Dy C D, kui tema ahend f|p, on
pidev funktsioon.

3.5. Piirvairtus mooda pidevat joont
Definitsioon 3.9. Olgu 7" C R mingi intervall ning olgu
1 =01(t), ..., Ty = dp(t), teT, (3.5)
pidevad funktsioonid. Siis hulka
L:={(¢:(t),....0m(t)): teT} CR™

nimetatakse Jordani jooneks ehk pidevaks jooneks (ruumis R™). Seejuures 6eldakse,
et joon L on antud parameetriliste vorranditega (3.5).
Koneldes edaspidi lihtsalt joonest, moistame me selle all pidevat joont.

Pidevat joont ruumis R™ on koige lihtsam ette kujutada eeskirja (3.5) jirgi
ruumis liikuva punkti jaljena: ajahetkel ¢t € [, 5] on punkti koordinaadid z1 = ¢4(t),

ey Ty = O (2).

Olgu funktsioon f méadratud hulgas D C R™, olgu Fy mairamispiirkonna D
kuhjumispunkt ning olgu L pidev joon ruumis R, mis sisaldab punkti Fy ning mis
sisaldub méaaramispiirkonnas D, vilja arvatud voib-olla punkt Fy, millelt me ei eelda
kuulumist mééramispiirkonda D. Olgu joon L antud parameetriliste vorranditega

X1 :qf)l(t),.‘.,l‘mzqf)m(t), teT, (36)

kus 7" C R on mingi intervall, ning olgu ty € T selline, et

Py = (¢1(t0), - -, dm(to)).
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Definitsioon 3.10. Kui eksisteerib (16plik voi lopmatu) piirvédrtus

lim £ (61(0), ., Gun(0)),

siis seda piirvddrtust nimetame funktsiooni f piirvéartuseks punktis Py (voi argu-
mendi vidrtuse lahenemisel punktile Fy) mddda joont L.

Lause 3.8. Kui funktisoonil [ eksisteerib oma mddramispiirkonna D C R™ kuhju-
mispunktis Py (loplik voi lopmatu) piirvadartus

Jim f(P)=:e, (3.7)

siis ¢ on ka funktsiooni f piirvadrtus punktis Py mdoda mis tahes pidevat joont (mis

stsaldab punkti Py ning mis sisaldub mdaramispitrkonnas D, vilja arvatud voib-olla
punkt Py ).

TOEsTUS. Eksisteerigu funktisoonil f punktis Py (16plik voi l6pmatu) piirvaartus
(3.7), olgu punkti Fp sisaldav ning mé&ramispiirkonnas D sisalduv (vilja arvatud
voib-olla punkt ) pidev joon antud parameetriliste vorranditega (3.6), kus 7 C R
on mingi intervall, ning olgu ¢y € T selline, et

Py = (¢1(t0), ..., dm(to)).

Peame niitama, et

lim f(¢1(t),...,om(t)) =c (3.8)

t—to

Olgu (t,)5, mingi punktist ¢, erinevate intervalli 7' punktide jada, mille korral

lim ¢, = ty. Funktsiooni piirvadrtuse Heine kriteeriumi pohjal piisab vorduseks
n—oo

(3.8) néidata, et

ehk, tdhistades iga n € N korral

Py = (d1(tn), .-, dmltn)),

piisab néidata, et

lim f(P,) =c. (3.9)
n—o0
Funktsioonide ¢4, . .., ¢,, pidevuse tottu funktsiooni pidevuse Heine kriteeriumi poh-
jal
Jim ¢1(tn) = dr(to), oo o m G (tn) = Gml(to);

s.t. jada (P,)22; koondub punktiks Py koordinaaditi, seega lause 2.1 pohjal lim P, =
n—oo

Py ning jérelikult lause 3.1 (mitme muutuja funktsiooni piirvéédrtuse Heine kritee-
riumi) pohjal kehtib (3.9) (sest P}in}a f(P) =c). O
— 10
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Néide 3.1. Veendume, et kahe muutuja funktsiooni (z,y) — 577> piirvédrtus punktis (0,0)

Ly

m"zllrgo o 7 (3.10)

ei eksisteeri. Vaadeldava kahe muutuja funktsiooni piirvairtus punktis (0,0) médda joont y = x

on
Ty . T-x x? 1

=lim — = ;
z—0 22 2

;E,gl/IEO 2 + y2 - :cl—>mo 2 + 12
y=x
piirvéirtus punktis (0,0) modda joont y = 2z on

Ty . -2z o222 2

lim = lim = lim — =
2.y 0 22 +y? 2022+ (22)2 250522 B
y=2x

need piirvadrtused on erinevad; jarelikult lause 3.8 pohjal piirvéiértus (3.10) ei eksisteeri.

3.6. Piirvéirtus protsessis ||P|| — oo
Definitsioon 3.11. Olgu P € R™. Arvu
|P|| :=d(Py, (0,...,0))
(s.t. punkti P kaugust punktist (0,...,0)) nimetatakse punkti P normiks.

Definitsioon 3.12. Olgu funktsiooni f médramispiirkond D tokestamata.
Me iitleme, et funktsiooni f piirvaéartus protsessis ||P|| — oo on

e arv ¢ € R, kui iga reaalarvu £ > 0 korral leidub reaalarv D > 0 nii, et

PeD |P|>D = [f(P)—c<g

e oo (loetakse: lopmatus), kui iga reaalarva £ > 0 korral leidub reaalarv D > 0
nii, et

PeD, |P|>D = f(P)>E

e —oo (loetakse: miinus 16pmatus), kui iga reaalarvu £ > 0 korral leidub reaal-
arv D > 0 nii, et

PeD, |P|l>D = f(P)<-E.

Kui funktsiooni f piirvddrtus protsessis ||P|| — oo on ¢ (¢ € RU{c0, —00}), siis me
kirjutame
lim f(P)=c¢ voi f(P)——c.

[Pl =00 [Pl =00

Kehtib teoreemi 3.1 (mitme muutuja funktsiooni piirvddrtuse Heine kriteeriumi) jirgnev ana-
loog.

Teoreem 3.9. Olgu funktsiooni f mddramispiirkond dlalt tokestamata ning olgu ¢ € R véi ¢ =
+o0. Jargmised vdited on samavddrsed:

(i) f(P) ———¢;

[Pll—o0

(i) [P €D, neN, |Pf| — 0] = [f(P,) ——c
n—oo

n—oo
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3.7. Korduvad piirvaartused

Olgu kahe muutuja funktsioon u = f(x,y) miiratud punkti (zo,y0) € R? mingis
timbruses, vélja arvatud voib-olla punktis (zg,yo) endas. Eksisteerigu iga punkti x
korral koordinaadi zp mingist imbrusest (vélja arvatud voéib-olla punkti zy enda
korral) 16plik piirvidrtus

lim f(z,y) =: g(z).

Y—Yo
Kui eksisteerib piirvaartus

lim g(z) = lim lim f(x,y), (3.11)

Tr—xQ T—To Y—Yo
siis seda piirviartust nimetatakse korduvaks piirvidrtuseks.
Analoogiliselt defineeritakse korduv piirvaértus
lim lim f(z,y) (3.12)

Y—Yo T—TQ

(ning samuti ka korduvad piirvédrtused rohkem kui kahe muutuja funktsioonide
jaoks).

Uldiselt ei jireldu korduvate piirviidirtuste (3.11) ja (3.12) olemasolust piirviir-
tuse

lim  f(x,y). (3.13)

T,Y—T0,Y0

olemasolu.

Niide 3.2. Piirviirtus 2y

a:,gl;rgo 2 + y2
ei eksisteeri (vt. néidet 3.1); samas vastavad korduvad piirviértused eksisteerivad: mis tahes z # 0
korral

Ty 0

lim ——=— =0
y=0 a2 +y2 22
ning seega hm hrn Pl +y2 = 0. Analoogiliselt saame, et ka 7}1_)11(10 E_r)% Ty? =0.

Samuti ei jéreldu piirvidrtuse (3.13) olemasolust korduvate piirvadrtuste (3.11)
ja (3.12) olemasolu.

Naide 3.3. Piirviirtus

1
lim ysin —
z,y—0 €T

on olemas, kuid iiks vastavatest korduvatest piirviirtustest ei eksisteeri. Téepoolest, minnes iile
polaarkoordinaatidele: x = rcos¢, y = rsin¢, on piirprotsess z,y — 0 samaviirne protsessiga
r — 0; seega

li L 1 1)
im ysin — = lim r sin ¢ sin =0,
z,y—0 y T —0 7 COS ¢

sest hadbuva ja tokestatud funktsiooni korrutis on h##buv (méirgime, et funktsioon (¢,r) —

sin ¢ sin rccl)w on tokestatud). Samuti mis tahes x # 0 korral lim ysin% =0, seega
s o0 z

lim lim ysin — = 0.
z—0y—0 X

Samas mitte ithegi y # 0 korral piirviartus 1imo ysin% ei eksisteeri, seega ei eksisteeri ka korduv
T—

piirvadrtus lim lim ysin L
y—0x—0
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Lause 3.10. Olgu kahe muutuja funktsioon u = f(xz,y) mddratud punkti (xq,yy) € R?
mingis timbruses, vilja arvatud voib-olla punktis (zo,yo) endas, kusjuures eksisteerib
(loplik voi lopmatu) piirvadrtus

lim f(z,y) =:c.

T,Y—T0,Y0

(a) Kui iga punkti x korral punkti xo mingist imbrusest (vilja arvatud voib-olla
punkti xy enda korral) eksisteerib loplik piirvidrtus

lim f(z,y) =: (), (3.14)

siis eksisteerib ka korduv piirvaartus lim lim f(z,y), kusjuures
T—T0o Y—Yo

lim lim f(z,y) = lim f(z,y).

T—T0 Y—Yo T,Y—T0,Y0

(b) Kui iga punkti y korral punkti yo mingist imbrusest (vilja arvatud voib-olla
punkti yo enda korral) eksisteerib loplik piirvadartus

lim f(z,y),
T—T0

siis eksisteerib ka korduv piirvaartus lim lim f(z,y), kusjuures
Y—Yo T—TQ

lim lim f(z,y)= lm f(z,y).
Y—Yo T—T0 T, Yy—T0,Y0
TOESTUS. Toestame ainult viite (a). (Viide (b) toestatakse siimmeetriliselt.)
Olgu reaalarv 0 > 0 selline, et iga (punktist z( erineva) punkti « € (zo—0d, xo+9)
korral eksisteerib 16plik piirvéértus (3.14), ning olgu (z,)%, punktiks xy koonduv
punktist z( erinevate vahemiku (zg — d, g + ) punktide jada. Funktsiooni piirvaér-
tuse Heine kriteeriumi pohjal piisab viite (a) toestuseks niidata, et g(z,) — c.
n—oo
Iga n € N korral, arvestades, et f(z,,y) — g(x,), saame valida punkti y, nii,
Yy—Yo

et
1 . 1
n - < = nyYn) — n < —.
(9o =0l < — Ja |f(@n, ya) = glwn)| <

Niiiid (2, yn) — (%0, %o) ruumis R?, sest
n—0o0
d((xn7 yn)7 (Io, Z/O)) < d((.’]ﬂ'n, yn)7 (I’n, Z/O)) + d((&?n, 1/0)7 (.To, Z/O))
1
= Yn — Yo| + |20 — 20| < = + |21 — 10| —— 0,
n n—00
seega funktsiooni piirvaértuse Heine kriteeriumi pohjal f(x,,y,) —— ¢ ning jire-
n—oo

likult
g(l’n) - (g(l’n) - f(xn7yn>) + f(xm yn) m ¢,

nagu soovitud (mérgime, et siin g(z,) — f(Tn, Yn) — 0, sest [g(xn) — f(Tn, yn)| <
n—oo
L), =

n n—oo



§ 4. Pidevate mitme muutuja funktsioonide
pohiomadused

4.1. Pideva funktsiooni margi siilivus

Teoreem 4.1. Olgu hulgas D C R™ mddratud funktsioon f pidev mdadramispiirkon-
na D kuhjumispunktis Py € D. Kui f(Py) # 0, siis leidub 6 > 0 nii, et

iga P € Us(Py) ND korral f(P) # 0 ja sgn f(P) = sgn f(Fp)

(s.t. leidub punkti Py imbrus, milles selle funktsiooni vddrtusted erinevad nullist
ning on sama mdargiga, mis f(F)).

TOEsTUS. Téhsitame « := f(Fy) # 0. Funktsiooni f pidevuse tottu punktis P,
leidub ¢ > 0 nii, et

PeD AP R) <5 = |f(P)- (Rl <]
s.t. iga P € Us(Fy) N D korral
e~ 12 < ey < pimy + 2L
Niisiis, kui f(Py) > 0, siis iga P € Us(FPy) ND korral
7Py > f(p) — 2 =y - LD ),
kui aga f(FPp) < 0, siis iga P € Us(FPy) N D korral
1Py < f(e) + 9 = gy + LI IR

4.2. Aritmeetilised tehted pidevate funktsioonidega
Vahetult funktsiooni pidevuse definitsioonist ja teoreemist 3.3 jareldub

Teoreem 4.2. Olgu funktsioonid [ ja g pidevad oma mddramispiirkonna D C R™
kuhjumispunktis Py € D. Siis ka nende funktsioonide summa f + g, vahe f — g,
korrutis fg ning, kui g(Py) # 0, siis ka jagatis f/g on pidevad punktis P.

Mérkus 4.1. Eeldus g(FP) # 0 teoreemis 4.2 koos teoreemiga 4.1 garanteerib, et
punkt Py on jagatise f/g méadramispiirkonna kuhjumispunkt.

Jareldus 4.3. Olgu f ja g pidevad funktsioonid, millel on tihine madramispiirkond.
Siis ka nende funktsioonide summa f + g, vahe f — g, korrutis fg ning, kui funkt-
sioon g pole theski mdadramispiirkonna punktis 0, siis ka jagatis f/g on pidevad
funktsioonid.

24
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4.3. Pidevate funktsioonide liitfunktsiooni pidevus

Olgu ! € N ning olgu hulgas Dy C R! méiratud funktsioonid

Ty = (bl(Q) = ¢1(t17 cee 7tl>7
To = ¢2(Q) = ¢2(t17 oo 7tl)7

Olgu hulk D C R™ selline, et

D5 {(601(Q). - 6n(Q): Q €Dy},
ning olgu hulgas D maaratud funktsioon

u= f(P)=f(z1,...,ZTm).

Siis on hulgas Dy madratud funktsioon

Ulaltoodud moel saadud (tipsemalt, kahe vdi enama funktsiooni jirjest rakendamise
teel saadud) funktsioone nimetatakse liitfunktsioonideks.

Teoreem 4.4. Olgu funktsioonid ¢+, . .., ¢y pidevad hulga Dy kuhjumispunktis Qg €
Do ning olgu funktsioon f pidev punktis

Py = (61(Q0), - - -, dm(Qo)).
Siis ka liitfunktsioon (4.1) on pidev punktis Q.

TOESTUS. Olgu (@), selline hulga Dy punktide jada, et Q,, —— Q. Teoree-
— 00

mi 3.7 (pidevuse Heine kriteeriumi) pohjal piisab liitfunktsiooni (4.1) pidevuseks

punktis Qo niidata, et
F(61(Qn):- - 6m(Qn)) —— F(#1(Q0), - Sm(Qo))
ehk, tihistades iga n € N korral
o= (61(Qu); -+, 6 (@),

piisab naidata, et

J(Po) —— [(F). (4.1)
Funktsioonide ¢1, ..., ¢,, pidevuse tottu punktis ) teoreemi 3.7 pohjal
(bl(Qn) m ¢1(Q0)7 """" ) ¢m(@n) m (bm(QO)v

s.t. jada (P,)52; koondub punktiks P, koordinaaditi, seega lause 2.1 pohjal P, —— F
n—oo

ning jéarelikult (jéllegi teoreemi 3.7 pohjal) funktsiooni f pidevuse tottu punktis P
kehtib (4.1). O
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4.4. Mitme muutuja elementaarfunktsioonid

Definitsioon 4.1. Olgu D C R™. Funktsioone D — R, mis on saadud (hulga
D punktide koordinaate tdhistavatest) m soltumatust muutujast l6pliku arvu arit-
meetiliste tehete, iithe muutuja elementaarfunktsioonide ja liifunktsiooni moodusta-
mise operatsioonide rakendamise teel, nimetatakse m muutuja elementaarfunktsioo-
nideks.

Kui m > 2, siis m muutuja elementaarfunktsioone nimetatakse mitme muutuja
elementaarfunktsioonideks.

Jargneva teoreemi votame kiesolevas kursuses teadmiseks ilma seda toestamata.

Teoreem 4.5. Koik mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad.

4.5. Kinnises tokestatud hulgas pideva funktsiooni tokestatus
ja rajad

Definitsioon 4.2. Oeldakse, et hulk D C R™ on tékestatud, kui leidub reaalarv
R > 0 nii, et

D c B((0,...,0),7)

m arvu 0

(s.t. D sisaldub mingis keras keskpunktiga (0, ...,0)).

Arvestades, et lause 1.1 pohjal sisaldub iga kera ruumis R™ mingis sama kesk-
punktiga (koordinaattelgedega paralleelsete servadega) kuubis ning, vastupidi, iga
(koordinaattelgedega paralleelsete servadega) kuup ruumis R™ sisaldub mingis sama
keskpunktiga keras, jareldub vahetult definitsioonist

Lause 4.6. Hulk D C R™ on tokestatud parajasti siis, kui leidub arv M > 0 nii, et

DC[-MM]|x---x[-MM].

N

m tegurit

Teisisonu, hulk D on tokestatud parajasti siis, kui ta sisaldub mingis (koordinaat-
telgedega paralleelsete servadega) kuubis keskpunktiga (0, ..., 0).

Lause 4.6 voime iimber sonastada ka jargmiselt: hulk ruumis R™ on tokestatud
parajasti siis, kui tema punktide kotkvoimalike koordinaatide hulk on tokestatud, s.t.
letdub arv M > 0 niz, et

|z;| < M iga P = (x1,...,2,) € D jaigai€ {1,...,m} korral.

Jargnevad teoreemid votame kiesolevas kursuses teadmiseks ilma neid toesta-
mata.

Teoreem 4.7 (Weierstrassi esimene teoreem). Tokestatud kinnises hulgas pidev
funktsioon on tokestatud selles hulgas.
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Teoreem 4.8 (Weierstrassi teine teoreem). Tokestatud kinnises hulgas pidev funkt-
stoon saavutab selles hulgas oma rajad. Teisisonu, kui funktsiooon f on pidev tokes-
tatud kinnises hulgas D C R™, siis leiduvad punktid Py, Qo € D nii, et

f(P) =sup f(P) ja f(Qo) :]ijfel%f(P)-

PeD
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IT peatiikk.
Mitme muutuja funktsioonide
diferentsiaalarvutus

§ 1. Mitme muutuja funktsiooni osatuletised ja
diferentseeruvus

1.1. Mitme muutuja funktsiooni osatuletised
Olgu funktsioon u = f(P) = f(z1,...,2,,) miiratud punkti Py = (z9,...,22) €
R™ mingis imbruses.
Definitsioon 1.1. Olgu ¢ € {1,...,m}. Kui eksisteerib (I6plik v6i 1opmatu) piir-
vaartus
lim f(x(1)7 s 7x?717 LU? +ALE@, x?+17' .. 75an) - f($(1)7 .. 7x(7)n)
Az;—0 AI‘Z

Y

siis seda piirvddrtust nimetatakse funktsiooni f (esimest jarku ehk lihtsalt esime-
seks) osatuletiseks argumendi x; jargi punktis P, ja tihistatakse siimbolitega

0 ou ,
SLr), L), LR (R, LR w(R) (L)
VOl
of ou , ,
8xi(x?,...,x%), 8$i(x[1),...,m9n), fzi(x(l),...,x?n), u%(x?,...,x?n),
fo (@, 22, g (29, ..., 20).

Kui mingi hulga D C R™ igas punktis P eksisteerib 1oplik osatuletis f; (P), siis
hulgas D on méadratud (esimest jirku) osatuletisfunktsioon (argumendi z; jirgi)

fa,: D3P+ f. (P) €R,

mida nimetatakse ka lihtsalt funktsiooni f (esimest jarku ehk lihtsalt esimeseks)
osatuletiseks argumendi x; jirgi. Seda osatuletist (s.t. osatuletisfunktsiooni) téhis-
tatakse siimbolitega

af au / /
axiv 8@’ fmiv umi’ fﬂii’ uiﬁi' (12)

29
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Téhistused (1.1) on téhistustega (1.2) hésti kooskolas: (16plik) osatuletis antud punk-
tis on osatuletisfunktsiooni vaartus selles punktis.

Markus 1.1. Vahetult osatuletise definitsioonist ndeme, et ithe muutuja funktsiooni

d
y = f(z) osatuletis muutuja x jirgi on sama, mis selle funktsiooni tuletis: el d—f
x x
(ehk, alternatiivsetes téhistustes, f. = f').

Mairkus 1.2. Vahetult osatuletise definitsioonist jareldub, et m muutuja funktsiooni
u= f(P)= f(x1,...,7,) osatuletis punktis Py = (2%, ..., 2%) muutuja z; jirgi on
iithe muutuja funktsiooni

g(x) = f(x(l), . ,x?ﬁl,x,xgﬂ, . ,xgn)

tuletis punktis z9:

f2,(Po) = g (7).

See tdhelepanek on kasulik mitme muutuja funktsiooni osatuletiste arvutamisel:
leides funktsiooni u = f(x1,...,z,,) osatuletist muutuja x; jargi, loeme iilejadnud
muutujad x1,...,2;_1, Tiy1, . . ., Ty, fikseeritud konstantideks ning leiame osatuletise
u;, nagu ithe muutuja x; funktsiooni tuletise.

Mirkus 1.3. Uhe muutuja funktsiooni puhul jireldub I6pliku tuletise olemasolust
mingis punktis selle funktsiooni pidevus selles punktis. Mitme muutuja funktsiooni
puhul analoogiline véide ei kehti: m muutuja funktsiooni u = f(P) = f(x1,...,Tmn)
puhul ei jireldu koigi esimest jirku osatuletiste f, (Fo), ..., f. (Po) olemasolust ja
loplikkusest punktis Py funktsioon: f pidevus punktis Fy.

Naiide 1.1. Niites 3.1 veendusime, et piirvddrtus lim 7312 ei eksisteeri; seega funktsioon
Y

z,y—0 ;(}2
ry 2 2
—_ kui z° 4+ 9y #0
fla,y) = 2% +y? ’
0, kui 22 +y? =0,

ei ole pidev punktis (0,0). Samas leiduvad sellel funktsiooni punktis (0,0) 16plikud osatuletised:

hO
of .. f(O+h,0)—f(0,0) . p2102
95 (00) = Jimy 2 e —

=0

0
ning, siimmeetriliselt, 8—5(070) = 0.

1.2. Mitme muutuja funktsiooni diferentseeruvus

Olgu funktsioon u = f(P) = f(z1,..., ) miiratud punkti Py = (29,...,2%) € R™
mingis iimbruses U. Koneldes funktsiooni f argumentide z,...,x, muutudest
Axq,...,Ax, punktis Fy, eeldame edaspidi alati, et

P:= (Y + Axy,...,2° + Azx,,) € U.
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Tahistame

p:\/Axf+--~+A:U§n:d(P,PO);
siis,
p—0 <— Azr;—0,i=1,...m, << dPPF)—>0 <— P—-Dh
ja
p=0 <— Az;=0,i=1,...m, < d(PP)=0 <= P=D5.

Definitsioon 1.2. Oeldakse, et funktsioon u = f(P) = f(z1,...,%n) on diferent-
seeruv punktis Py = (29,...,2%), kui leiduvad arvud Ay,..., A,, € R selliselt, et

selle funktsiooni muut punktis £

Au= f(P)— f(P) = f(a) + Axy, ..., 20 + Ax,,) — f(a2f,...,2%),

m

mis vastab argumentide x4, ..., z,, muutudele Az, ..., Az,,, rahuldab tingimust
Au— (A Axy + -+ + Ay Axyy,) = 0(p) protsessis p — 0,

s.t.
Au— (A Az + -+ A, Axy,)

lim =0
p—0 P

ehk, tihistades a(Axy, ..., Axy) = Au— (A Az + -+ + Ay, Azy),

Au= A Axy + -+ AL Az, + a, (1.3)
kus funktsioon o = a(Azy, ..., Az,,) rahuldab tingimust a = o(p) protsessis p — 0.

Funktsiooni u = f(P) = f(x1,...,%,) pidevuse tingimuse punktis Py voib kirja
panna kujul
Au = f(P)— f(Py) — 0.
p—0
Esitusest (1.3) jareldub seega (arvestades, et kui o = o(p) protsessis p — 0, siis
ammugi o — 0)
p—

Lause 1.1. Antud punktis diferentseeruv funktsioon on selles punktis pidev.

Jérgnev teoreem iitleb, et funktsiooni diferentseeruvusest antud punktis jareldub
selle funktsiooni koikvoimalike osatuletiste olemasolu ja loplikkus selles punktis.

Teoreem 1.2. Olgu funktsioon u = f(P) = f(z1,...,%y) diferentseeruv punktis
Py = (29,...,2%) € R™. Siis funktsioonil f eksisteerivad punktis Py loplikud osa-

rYm

tuletised koikide argumentide jdrgsi.
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TOESTUS. Fikseerime vabalt j € {1,...,m}. Teoreemi toestuseks peame niitama,
et eksisteerib loplik piirvaartus

) Agu

o —(Py) := lim —2—

Oz, Azj—0 A:(:]

kus
0 0 0 0
Agyu=fxf,... 2] )+ Awjal, . ah) — f2, ... a2),).

Funktsiooni f diferentseeruvuse tottu punktis Py leiduvad arvud A4, ..., A,, € R nii,
et funktsiooni f muut Au punktis Py (mis vastab argumentide z1, . . ., x,, muutudele

Axy,...Ax,,) esitub kujul
Au= A Axy+ -+ A Az, +

kus funktsioon o = a(Awy, ..., Ax,,) rahuldab tingimust
alAzy, ..., Azy,) _ a(Azy, ..., Azy,) .0 (1.4)
\/AZC% + e + Al"?n 10 AI1,...,A:Dm—>0

Seega (arvestades, et muudu A, ,u arvutamisel Az; = 0, kui i # j)
Agu=A;jAx;+a0,...,0,Ar;,0,...,0)
ning jérelikult tingimuse (1.4) pohjal

Agu a(0,...,0,Az;,0,...,0)
i AL ) ) 75 ) ; .
Az, it Az; Az;—0
niisiis 88_55;(130) = Aj. ]

Definitsiooni 1.2 uurides paneme téhele, et esitusse (1.3) (mida me kasutasime
teoreemi 1.2 tdestamisel) ja mujale sinna definitsiooni sobivad tépselt iihed ja samad

arvud Ay, ..., A,,. Seega jareldub eelneva teoreemi toestusest
Jareldus 1.3. Olgu funktsioon uw = f(P) = f(x1,...,xy) diferentseeruv punktis
Py = (2Y,...,2%) € R™. Siis funktsioonil f ekszsteerwad selles punktis Py loplikud

osatuletised koikide argumentide jirgi. Seejuures definitsioonis 1.2 (ja sealhulgas selle
funktsiooni f muudu esitustes (1.3))

ou ou
A1 af[,‘l (Po) ...... , Am = 81‘7” (P())

Vahetult eelnevast jareldusest ja definitsioonist 1.2 jareldub

Jareldus 1.4. Funktsioon v = f(P) = f(x1,...,x,) on diferentseeruv punktis
Py € R™ parajasti siis, kui sellel funktsioonil eksisteerivad selles punktis koik lop-

0 0
likud esimest jarku osatuletised a—f(Po),. o / ——(Py), kusjuures selle funktsiooni
T T,
muut Au punktis Py (mis vastab argumentide x4, ..., x, muutudele Axq,...Ax,,)
rahuldab tingimust
8f

Au — ((;‘93{‘ (Py) Axq + - —(R) Aa:m> =o(p) protsessis p — 0.
1

m
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Mairkus 1.4. Kursuses “Matemaatiline analiiiis I” defineerisime iihe muutuja funkt-
siooni y = f(z) diferentseeruvuse punktis xy kui 1opliku tuletise f'(xo) olemasolu
selles punktis. See definitsioon on kooskolas mitme muutuja funktsiooni diferentsee-
ruvuse definitsiooniga.

Toepoolest, kui eksisteerib loplik tuletis

f(xo + Az) — f(x0)

Az—0 Ax

siis, defineerides a = a(Ax) := f(xo+ Az) — f(xo) — f'(x0) Az, kehtib a = o(Ax) =
o(p) protsessis p = Ax — 0 kusjuures funktsiooni f muut punktis zg esitub kujul

)

f(wo 4+ Az) — f(z0) = f'(70) Az + @

niisiis funktsioon f on (m muutuja funktsiooni diferentseeruvuse) definitsiooni 1.2
jargi diferentseeruv.

Teiselt poolt, kui funktsioon y = f(z) on diferentseeruv (m muutuja funktsiooni
diferentseeruvuse) definitsiooni 1.2 mottes, siis teoreemi 1.2 pohjal eksisteerib tal
punktis z( 16plik (osa)tuletis (muutuja  jérgi), s.t. see funktsioon on diferentseeruv
kursuses “Matemaatiline analiilis I” antud definitsiooni mottes.

Naiide 1.2. Veendume, et kahe muutuja funktsioon

2 1 2\ o S22
(x —|—y)smm, kui z* + y* # 0,
0, kui 22 4+ y% =0,

f(m,y) =

on diferentseeruv punktis (0,0). Selleks leiame esmalt selle funktsiooni esimest jirku osatuletised
punktis (0,0):

1
2 .
Of v _ o fO+h0)—f0,0)  hTsmge g
2000 = h ST S =0
. . . of e .. o .
ning, siimmeetriliselt, a—(O7 0) = 0. Funktsiooni f diferentseeruvuseks piisab definitsiooni 1.2 poh-
Y

jal (ja jarelduse 1.4 pdhjal on iihtlasi ka tarvilik) niidata, et

f(O+ Axz,04+ Ay) — £(0,0) —0Ax + 0Ay = o(p) protsessis p — 0
(siin p = \/Az2 4+ Ay?), s.t.

(Az? + Ay?) sin protsessis p — 0.

1
Az? + Ay? =o(p)
Veendume selles:

2 1
p°sin— 1
p .
=psin— —— 0.
p= p—0

1
2 2 i
(Az® + Ay?)sin T AE

p p

Naiide 1.3. Veendume, et kahe muutuja funktsioon

I2y

Flay) = 74 g
0, kui 22 + 42 =0,

kui 22 + 42 # 0,
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ei ole diferentseeruv punktis (0,0). Sellel funktsioonil eksisteerivad punktis (0, 0) 1oplikud osatule-
tised

h20
9 (00) = i, 2 = Jim —— =0
ja
0Oh
of ... f(0,0+h) - f(0,0) . h2 .
3y 00 = iy I D=

seega jarelduse 1.4 pdhjal on funktsiooni diferentseeruvuseks punktis (0,0) tarvilik, et

f(0O+ Az, 0+ Ay) — f(0,0) —0Ax + 0Ay = o(p) protsessis p — 0

(siin p = \/AzZ + Ay?), s.t.

f(Az, Ay) = m =o(p) protsessis p — 0. (1.5)
Minnes iile polaarkoordinaatidele: Az = p cos ¢, Ay = p sin ¢, saame

p> cos? psin ¢
f(Az, Ay) = P = cos? ¢ sin ¢.

P P
f(Az, Ay)

Siit ndeme, et piirvadrtus lim

L ei eksisteeri (sest ta soltub l&henemisteest); seega (1.5)
p—

p
ei kehti ning jérelikult funktsioon f pole diferentseeruv punktis (0,0).

1.3. Piisav tingimus mitme muutuja funktsiooni
diferentseeruvuseks

Teoreem 1.5. Eksisteerigu funktsioonil w = f(P) = f(x1,...,z,) punkti Py =

(29, ...,29 ) € R™ mingis iimbruses loplikud (esimest jirku) osatuletised koigi argu-

mentide jargi, kusjuures vastavad osatuletisfunktsioonid on pidevad punktis Fy. Siis

funktsioon f on diferentseeruv punktis Pp.

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. O

Mairkus 1.5. Mitme muutuja funktsiooni f diferentseeruvusest punktis Fy ei jareldu
tildjuhul tema osatuletiste (s.t. osatuletisfunktsioonide) pidevus punktis F.

Naiide 1.4. Niites 1.2 veendusime, et kahe muutuja funktsioon

(2% + y?) sin kui 22 + 4% #£ 0,

fla,y) = 2% 4y
0, kui 22 + 4% =0,
on diferentseeruv punktis (0,0). Niitame, et kogu tasandil R? eksisteerivad I15plikud osatuletised
0 0 g 0
%(m,y) ja 85 (z,y), kuid osatuletisfunktsioonid 871: ja a—z ei ole pidevad punktis (0, 0).
0 0
Niites 1.2 veendusime, et éTJmC(O’ 0) = 8—5(0, 0) = 0. Kéikjal hulgas R? \ {(0,0)}
af 2 2 . 1 ' . ]- 2 2 1 2IE
%(z,y) = ((:1: +y )smm ) =2z s1n$27+y2 + (2" +vy )Cosgﬂ2 7 e
. 2z 1
= 2z sin

— COs .
.I'Q +y2 1’2 _|_y2 1'2 +y2
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0 0
Siit ndeme, et piirvadrtus lim —f(a:,y) ei eksisteeri (ning, lisaks, osatuletis or on punkti (0,0)

z,y—0 Ox ox
0
igas imbruses tokestamata); niisiis osatuletis 6—f ei ole punktis (0,0) pidev.
r
1
Toepoolest, valides iga n € N korral r,, > 0 nii, et — = 2nw (s.t. 7, = ning tahistades
p ’ g n ) ’f‘% ( n \/ﬁ) g

P, := (ry,0) ja Qy = (—ry, 0), saame, arvestades, et r,, —— 0,
n—oo

n— oo
Samal ajal
0 1 2 2 2
—f(Pn):2rn sin—z—% 8 — = 21y sin2nm — — cos2nT = —— ——— —00
ox r2 r2 r2 Tn Ty N0

0
ning, analoogiliselt, a—i(Qn) — 0.

n—oo

0 0
Stimmeetriliselt saame, et piirvidrtus lim —f(:zz,y) ei eksisteeri (ning, lisaks, osatuletis of
z,y—0 ay 8y

0
on punkti (0,0) igas imbruses tokestamata); niisiis osatuletis o1 ei ole punktis (0,0) pidev.

dy

1.4. Kahe muutuja funktsiooni diferentseeruvuse
geomeetriline tolgendus

Selles punktis me néitame, et pideva kahe muutuja funktsiooni diferentseeruvus an-
tud punktis on geomeetriliselt tolgendatav selle funktsiooni graafiku puutujatasands
olemasoluna vastavas graafiku punktis. Toomaks sisse pinna puutujatasandi maoistet,
peame me koigepealt tdpsustama, mida me moéistame termini “(ruumiline) pind” all:
loomulikult, koneldes pinnast, moistame me selle all teatavat punktihulka ruumis
(tdpsemalt, rTuumis R3); samas mitte koik ruumi punktihulgad ei mahu meie eel-
matemaatilise kujutelma alla pinnast — niisiis peame me vilja eraldama selliste
ruumi punktihulkade klassi, mida meie eelmatemaatiline kujutelm lubab pindadeks
nimetada. Selleks me vajame koigepealt piirkonna moistet.

1.4.1. Piirkonnad ruumis R™

Meenutame koigepealt joone moistet.

Definitsioon 1.3. Olgu 7' C R mingi intervall ning olgu

Ir = (bl(t), ...... R Tm = (bm(t)’ t e T, (]_6)

pidevad funktsioonid. Siis hulka

L:={((t),....0nt): teT} CR™

nimetatakse Jordani jooneks ehk pidevaks jooneks (ruumis R™). Seejuures 6eldakse,
et joon L on antud parameetriliste vorranditega (1.6).
Koneldes lihtsalt joonest, moistame me selle all pidevat joont.
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Pidevat joont ruumis R™ on kdige lihtsam ette kujutada eeskirja (1.6) jirgi
ruumis liikuva punkti jaljena: ajahetkel ¢t € [, 5] on punkti koordinaadid z1 = ¢4(t),

ey Ty = O (2).

Definitsioon 1.4. Pideva joone osa, mis paikneb selle joone kahe punkti vahel,
nimetatakse selle joone kaareks: kui joon on antud parameetriliste vorranditega (1.6)
ning A ja B on selle joone punktid, kusjuures mingite o, 8 € T, a < 3, korral

A= (o), om(a)) Ja B=(¢1(B),-..,om(B)),
siis joont
T = ¢1(t), ...... s Tm — qu(t), t e [a,ﬁ],

nimetatakse punkte A ja B ihendavaks (pidevaks) kaareks. Punkte A ja B nimeta-
takse selle kaare otspunktideks.

Definitsioon 1.5. Oeldakse, et hulk D C R™ on sidus, kui tema mis tahes ka-
he punkti korral leidub neid punkte iithendav pidev kaar, mis tervikuna sisaldub
hulgas D.

Definitsioon 1.6. Mittetiihja lahtist sidusat hulka nimetatakse lahtiseks piirkon-
naks.

Lahtise piirkonna ja tema raja mis tahes alamhulga {ihendit nimetatakse piir-
konnaks.

Lahtise piirkonna ja tema raja iihendit (s.t. lahtise piirkonna sulundit) nimeta-
takse kinniseks piirkonnaks.

Niide 1.5. Piirkonnad ruumis R' = R on parajasti intervallid.

Niide 1.6. Lahtine ring B(Py,r) tasandil on lahtine piirkond (ta on mittetiihi lahtine sidus
hulk). Kinnine ring B(Py, ) tasandil on kinnine piirkond (ta on lahtise piirkonna B(Fy,7) ja tema
raja S(Pp,r) iihend). Ringjoon S(Py,r) ei ole piirkond (kui ta oleks piirkond, s.t. ta oleks lahtise
piirkonna ja selle raja mingi alamhulga tihend, siis peaks tal olema sisepunkte, mida tal aga pole).
Kahe mitteloikuva lahtise ringi iithend ei ole piirkond — see iithend pole sidus.

1.4.2. Pinna moiste. Pinna puutujatasand

Definitsioon 1.7. Olgu D C R? piirkond ning olgu
r=ux(u,v), y=yu,v), z==z(u,v), (u,v) € D, (1.7)

pidevad funktsioonid. Punktihulka
Y= {(:U(u,v),y(u,v),z(u,v)): (u,v) € D} cR?

nimetatakse pinnaks (ruumis R?). Seejuures 6eldakse, et pind 3 on antud parameet-
riliste vorranditega (1.7).

Meie jaoks koige olulisemad néited pindadest on (piirkonnas méératud) pidevate
kahe muutuja funktsioonide graafikud.
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Niide 1.7. Olgu 2z = f(z,y) piirkonnas D C R? miiratud pidev funktsioon. Siis
selle funktsiooni graafik

{(@.v.f@.v): @) €D}
on pind: see graafik on esitatav parameetriliste vorranditega
r=u, y=v, z=f(u,v), (u,v) € D
(s.t. parameetrite u ja v rollis on sisuliselt muutujad x ja y ise).

Definitsioon 1.8. Tasandit 7 nimetatakse pinna > puutujatasandiks selle pinna
punktis My, kui My € 7 ning pinna > punkti M ldhenemisel punktile My médda
seda pinda neid punkte M ja M, iihendava sirge ja tasandi 7 vaheline nurk liheneb
nullile.

Téapsustame pisut puutujatasandi definitsiooni: kui pind ¥ on antud parameetriliste vorran-
ditega (1.7), siis selle pinna punkti M = (z(u,v),y(u,v),z(u,v)) lihenemise all punktile My =
(m(uo,vo), y(uo, vo),z(uo,vo)) moistetakse piirprotsessi (u,v) — (ug,vo); mérgime, et funktsiooni-
de (1.7) pidevuse tottu d(M, My) ———— 0.

(uvv)ﬁ(quvo)

1.4.3. Kahe muutuja funktsiooni graafiku puutujatasand

Jargnev teoreem fiitleb, et pideva kahe muutuja funktsiooni diferentseeruvus antud
punktis tdhendab geomeetriliselt selle funktsiooni graafiku puutujatasandi olemasolu
vastavas graafiku punktis.

Teoreem 1.6. Olgu funktsioon z = f(x,y) pidev punkti Py := (xo,y0) mingis timb-
ruses. Kui funktsioon f on diferentseeruv punktis Py, siis tema graafikul eksisteerib
puutujatasand punktis My := (xo,yo, f(PO)). Selle puutujatasandi vorrand on
of of
z2— f(R) = =—(F) (x —x) + = (P, — o)- 1.8
f(Fo) (9x( 0) ( 0) 8y< 0) (¥ — %) (1.8)
Teiselt poolt, kui funktsiooni f graafikul eksisteerib punktis My puutujatasand, kus-
Juures see puutujatasand pole paralleelne z-teljega, siis funktsioon f on diferentseeruv
punktis Fy.

TOESTUS. Toestame ainult, et funktsiooni f diferentseeruvusest punktis Fy jérel-
dub graafiku puutujatasandi olemasolu punktis M, kusjuures selleks puutujatasan-
diks on (1.8). (Puutujatasandi olemasolust diferentseeruvuse jareldamine on oluliselt
keerukam.)

Olgu funktsioon z = f(x,y) diferentseeruv punktis Fy. Veendumaks, et tasand
(1.8) on tema graafiku puutujatasand punktis My, piisab (arvestades, et punkt M
asub sellel tasandil) niidata, et graafiku punkti M := (z,y, f(z,y)) lihenemisel
punktile My mooda graafikut neid punkte ldbiva sirge ja selle tasandi vaheline nurk
laheneb nullile ehk, teisisonu, tahistades P := (x,y), vektori

W: (SE—%;Z/—Z/o’f(P)—f(PO))
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0 0 —
ja tasandi (1.8) normaalvektori 77 = <(9_f<PO)’ a—f(P()), —1) vaheline nurk Z(MoM, i)
Zz Y
liheneb tédisnurgale Z. Téhistades p := d(P, Py) = /(z — 20)® + (y — yo)? ning ar-
vestades, et lihenemine M — My mooda graafikut tdhendab, et (z,vy) — (2o, o),

s.t. p =0, ja

Z(MoM, i) — T — cos Z(MoM 1) — 0,

2
—
jaab meil niidata, et cos Z(MOM, ﬁ) —0> 0. Selleks mérgime, et
p—
e
COSZ(MM ﬁ) Mo -7
oV, e
|MoM]| |7

— — —
(stimbolid |M0M|, |77| ning My M -7 tahistavad vastavalt vektorite MM ja i1 pikkust
ning nende skalaarkorrutist). Kuna funktsiooni f diferentseeruvuse tottu punktis P

Wbkt = L (P) (e + 5L (P (=)= (F(P)= () = o(p) - protsesss p =0,

siis

3 oa_ L op) 1 p olp) |
cos SN ) = G T T T ] o o

(sest

MM | = \/le = wol? + Iy — ol + | F(P) = F(R) = \/o* + | F(P) = F(P)[* > p

ning seega 0 < < 1), nagu soovitud. [l

MoM

1.5. Mitme muutuja funktsiooni esimest jarku
taisdiferentsiaal

Olgu funktsioon u = f(P) = f(z1,...,z,,) diferentseeruv punktis Py = (29,...,29) €
R™.

Definitsioon 1.9. Avaldist

du(Po) = df(Po) = aau (Po) A.Tl + -+ ﬂ(Po) Aa:m

1 0%,

nimetatakse funktsiooni f (esimest jarku ehk lihtsalt esimeseks) taisdiferentsiaaliks
punktis Fy, mis vastab argumentide x4, ..., x,, muutudele Az, ..., Az,,.
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Kui funktsioon u = f(P) = f(x1,...,2,) on diferentseeruv hulga D C R™ igas

punktis P, siis, fikseerides argumentide x4, . .., z,, muutude viartused Axy, ..., Ax,,
(s.t. lugedes need muudud fikseeritud konstantideks), voime selle funktsiooni esi-
mest jarku téisdiferentsiaali tolgendada muutuja P (ehk siis m muutuja x4, ..., z,,)
funktsioonina du = du(P) (ehk, teisiti tdhistades, df = df (P)):
ou ou
du = du(P) = —(P) A oo+ —(P) Az,
u = du(P) 8x1( ) Azy + +8xm( ) Az

ehk (jéttes eelnevas esituses argumendi P kirjutamata)

ou ou

du = —Axy + -+ — Axy,.
8x1 ! (‘3xm
Igai € {1,...,m} korral nimetame arqumendi x; diferentsiaaliks dx; tema muu-

tu Az;, s.t.
de; = Ax;, i=1,...,m.
See tdhistus on motiveeritud jirgneva aruteluga: kui tolgendada argumendi z; diferentsiaali
dz; (m muutuja) funktsiooni v = z; diferentsiaalina, siis

!/ /

de;i =dv=wv, Axi+---+v, Az +v, Az;+v,  Axiq+---+v, Axpy

Tit1
=0Az1+---+0Ax;_1 +1Az; —|—0A$i+1 + -+ 0Az,

Vastavalt sellele tahistusele

ou ou

du = —dxy + -+ — dz,,.

oy Oz,
Miérkus 1.6. Vahetult on kontrollitav, et kui funktsioonid v = f(P) = f(x1,...,2m) ja v =
g(P) = g(z1,...,xz,) on diferentseeruvad punktis Py € R™, siis mis tahes arvude «, 8 € R korral

ka funktsioon « f + 8 g on diferentseeruv selles punktis, kusjuures

d(a f+B8g)(P) = adf(P)+ Bdg(F).

1.6. Mitme muutuja liitfunktsioonide diferentseerimine

Olgu funktsioon
u= f(P)= f(x1,...,7m)
midratud hulgas D C R™ ning olgu hulgas Dy C R! miiratud funktsioonid
Ty = (bl(Q) - ¢1(t17 o 7tl>7
1y = $2(Q) = Pa(ts, ... 1),

sellised, et
D> {(‘bl(@)? c (bm(Q)) : Q = DO}

Sel juhul saame vaadelda liitfunktsiooni
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Teoreem 1.7. Olgu funktsioonid ¢, ..., ¢, diferentseeruvad punktis
Qo= ,...,t)) € Dy,

ning olgu funktsioon f diferentseeruv punktis

Py=(z1,....2p,) = (61(Q0), ..., ®m(Qo)) € D

Siis ka liitfunktsioon (1.9) on diferentseeruv punktis Qq. Seejuures iga j € {1,...,1}
korral

of

ou - 0¢;
5@ =5 g

(Qo)

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

Konkreetsuse mottes sonastame teoreemi 1.8 eraldi juhu jaoks, kus m = 3 ja
[ =2.
Olgu funktsioon
w=f(P)=f(z,y,2)
miiratud hulgas D C R? ning olgu hulgas Dy C R? miiratud funktsioonid
v=2(Q) =z(uv), y=y(@Q) =yuv), z=2Q)=z(uv) (1.10)

sellised, et
D 5 {(#(Q),4(Q). 2(Q): Q €Dy .
Sel juhul saame vaadelda liitfunktsiooni

w = Q(Q) = g(”?”) = f(:C(U,’U),y(U,U),Z(U,’U)) = f(x(Q)vy(Q)vz(Q)) (1'11)

Teoreem 1.8. Olgu funktsioonid (1.10) diferentseeruvad punktis Qo = (uo, vo) € Do
ning olgu funktsioon f diferentseeruv punktis

Py = (20, %0, 20) = (2(Q0),y(Qo),2(Qo)) € D

Siis ka listfunktsioon (1.11) on diferentseeruv punktis Qq. Seejuures

%9 (u) = g—fmo) To(@0) + 5B SLQw + Fr) %Qo),
19) 0 0 0
29 Qo) = (R S (o) + £< 0) 22(Q0) + 2L (Py) (@)
KA SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

Jareldus 1.9 (Lagrange’i keskviértusteoreem mitme muutuja funktsioonide jaoks).
Olgu funktsioon u = f(P) = f(x1,..., %) pidev punktides Py = (29,...,2%), P =
(2%+Axy, ..., 20 +Ax,,) € R™, kus P % Py, ja diferentseeruv neid punkte ihendava



§ 1. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONI OSATULETISED JA DIFERENTSEERUVUS 41
sirgloigu igas punktis, vdlja arvatud voib-olla punktides Py ja P endis. Siis leidub
reaalarv 6 € (0,1) nii, et

f(P)— f(Py) = gj(x(l)+6’Am1,...,x21+9Aa:m)Axi
i=1 "

ehk, teisissonu, punkte Py ja P tihendaval sirgloigul leidub punkt Q) nii, et

f(P) Z 50, (@

TOESTUS. Vaatleme funktsiooni
O(t) = fa) +t Ay, 2, +tAzy) = f(or(t), .., om(t), t€[0,1],

kus ¢;(t) = 20+t Az, i = 1,...,m; siis f(P) — f(Py) = ®(1) — ®(0). Funktsioon ®
rahuldab 16igus [0, 1] koiki Lagrange’i keskvédrtusteoreemi eeldusi — ta on selles
16igus pidev ning, vastavalt teoreemile 2.1, vahemikus (0, 1) diferentseeruv, sest mis
tahes ¢t € (0,1) korral funktsioon f on diferentseeruv punktis

Qi = (($1(t), -, () = () + t Awy, ..., 20 +t Ay,

ning funktsioonid ¢, ..., ¢, on diferentseeruvad punktis ¢; seejuures
af af
o'(t) = (Qt) ¢ (t) + (Qt)¢ (t)

Y4 tAxy, ..., 2% +tAx,) A,

:Za

Lagrange’i keskvédrtusteoreemi kohaselt leidub arv 6 € (0,1) nii, et (1) — ®(0) =
®'() ning jarelikult, tihistades Q = (29 + 0 Axq,..., 20 + 0 Ax,,),

f(P) = f(Py) = @(1) — (0) = ¢(0)
0

NgE IIMS

Q

(x?+9Ax1,...,xfn+6A:cm)A:ci

f

Z;
1 i

(Q) A:Ez

(2

1.7. Tuletis etteantud suunas. Gradient

1.7.1. Kolme muutuja funktsiooni juht

Olgu funktsioon v = f(P) = f(z,y,z) miiratud punkti Py = (zo,¥0,20) € R3
mingis iimbruses ning ldbigu punkti Fy suunatud telg [, mille suund on méaratud
vektoriga §'= (a,b, c). Mérgime, et

a=15] cosa, b=15] cosf, c=15]cosy,
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kus |5] = Va? + b%+ ¢ on vektori § pikkus ning «, 5 ja v on nurgad telje [ ja
vastavalt z-, y- ja z-telje vahel.

—

T&epoolest, tihistades stimbolitega Z, ¥
s.t. #:=(1,0,0), ¥ := (0,1,0) ja Z:= (0,0,1

ja 2z vastavalt x-, y- ja z-telje suunalise hikvektori,
), saame, iihelt poolt,

—

§:Z=al+b0+c0=a,

teiselt poolt aga
§-&=18]|Z| cosa = 5] cosa;

niisiis a = |8] cos a.. Vordused b = |5] cos 8 ja ¢ = |5] cosy tdestatakse analoogiliselt.

Definitsioon 1.10. Kui eksisteerib piirvairtus

f(xo+tcosa,yg+tcosf, z+ tcosy) — f(xo, Yo, 20)

lim
t—0 t
= lim f(xo + 7[5] cos a, yo + 7|8 cos B, 20 + 7|5 cos ) — f(@o, Yo, 20)
T7—0 T’g“
= lim f(xo +ta, yo +1b, 20 + tC) — f(wo, yo, ZO)
t—0 t|§‘| )

siis seda piirvaartust nimetatakse funktsiooni f tuletiseks punktis Py telje | suunas
(voi vektori § suunas) ja tdhistatakse siimbolitega

ﬁ ou g ou

P, — (P, P, —( P,

al ( 0)7 al ( 0)? ag( 0)7 ag( 0)

vOl
of ou af ou
E(l’ojyoa?«’o% E(%,?JO,ZO), a—g(%,ymzo), a—§($07y0>20)-

Mirkus 1.7. Vahetult definitsioonist jareldub, et funktsiooni y = f(z, vy, 2) osatuletis punktis P,
vastavalt muutuja z, y ja z jargi on funktsiooni f tuletis punktis Py vastavalt x-, y- ja z-telje
suunas.

Definitsioon 1.11. Vektorit
gradf(Po) = Vf(Po) = (f;(Poﬁ f;(Po), f;(Po))

nimetatakse funktsiooni f gradiendiks punktis F,.

Stimbolit V loetakse: ‘nabla” voi “atled”. Nimetus “nabla” tuleb heebreakeelsest sonast vana-
aegse harfi-laadse muusikariista kohta — elava fantaasiaga lugeja suudab kindlasti leida teatava
sarnasuse selle siimboli ja harfi vahel; “atled” on “delta” loetuna tagant ettepoole — stimbol V on
tagurpidi siimbol A!

Teoreem 1.10. Olgu funktsioon uw = f(P) = f(x,y, z) diferentseeruv punktis Py =
(w0, Yo, 20) € R3. Siis funktsioonil [ eksisteerib punktis Py tuletis mis tahes vektori
§# 0 suunas, kusjuures see tuletis on vordne gradiendi V f(Py) ja vektori § suunalise
tihikvektor: skalaarkorrutisega:

of

e F=— (1.12)

(Fo) = Vf(F) -
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1

TOEsTUS. Olgu §; = (ay,by,c1) vektori § # 0 suunaline iihkvektor, s.t. §; = ’—§
5

Defineerides funktsiooni
g(t) = f(xo + tar, yo + tby, 2o + ter)

(kuna funktsioon f on méaaratud punkti (z¢, yo, 20) mingis timbruses, siis funktsioon
g on maaratud punkti ¢ = 0 teatavas {imbruses), paneme tihele, et tuletis

0 _ o + tay, thy, zo + tcy) — f(xo, Yo, 2 ) t)—g(0
—f(PO):hmf(O 1Yo + thy, 20 + ter) — f(2o, 90, 20) _ . 9(8) — 9(0)

0s t—0 t t—0 t

=4'(0)

eksisteerib eeldusel, et tuletis ¢’(0) eksisteerib. Funktsioon ¢ on tolgendatav liit-
funktsioonina

g(t) = f(¢1(t)7¢2(t)7¢3(t))7
kus
¢1(t) = wo +tay, Ga(t) = 20 +1tby, @3(t) = 0 + tcr.
Kuna

e funktsioonid ¢1, ¢o ja ¢3 on diferentseeruvad punktis 0, kusjuures ¢ (0) = ay,
¢5(0) = by ja ¢5(0) = c1

e funktsioon f on diferentseeruv punktis Py = (o, Yo, 20) :(qbl(O), $2(0), ¢3(O)),

siis liitfunktsiooni diferentseerimise reegli (teoreemi 1.8) pdhjal funktsioon g on di-
ferentseeruv punktis 0, kusjuures

9'(0) = f2(Fo) 61(0) + £, (Fo) #5(0) + f2(Fo) ¢5(0)
1

= fi(Py)ar + f;(Po) b+ fL(Py) 1 =Vf(R) 5 =Vf(PR)- EE’;
5

0
niisiis a—j;(Po) =4'(0) =Vf(FR) - Bk nagu soovitud. O
S S
Markus 1.8. Kui teoreemis 1.10 loobuda eeldusest funktsiooni f diferentseeruvuse
kohta punktis Py, siis valem (1.12) iildjuhul ei kehti.
Naiide 1.8. Vaatleme funktsiooni
U = f(xvya Z) = \3/ TyYz.

Sellel funktsioonil on punktis (0,0,0) olemas 16plik tuletis mis tahes suunas: kui § = (a,b,c) on
vektor pikkusega 1, siis

3 3
67{<0’070) — Tim f(0+ta,041tb,0+tc) — f(0,0,0) ~ im Viatbte _ lim tVabe _ b,
05 t—0 t t—0 t t—0 t

Eelnevast ndhtub ka, et funktsioonil f eksisteerivad punktis (0, 0, 0) 16plikud osatuletised muutujate
x, y ja z jargi (sest need osatuletised on tuletised vastavalt z-, y- ja z-telje suunas), kusjuures

f2(0,0,0) = £,(0,0,0) = £.(0,0,0) = 0;
niisiis V£(0,0,0) = (0,0,0). Seega mis tahes tihikvektori § = (a, b, ¢) korral
V£(0,0,0) - 5= 0a+ 0b+ 0c = 0,

kuid %(0, 0,0) = Vabc # 0, kui a,b, c # 0.
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Teoreem 1.11. Olgu funktsioon u = f(P) = f(x,y, z) diferentseeruv punktis Py =
(w0, Yo, 20) € R3. Siis funktsiooni f tuletis punktis Py mis tahes suunas ei ileta te-
ma tuletist selles punktis gradiendi V f(Py) suunas (ehk, teisisonu, tuletis gradiendi
suunas on koikvoimalikes suundades voetud tuletiste maksimaalne vddrtus). Funkt-
siooni f tuletis punktis Py gradiendi ¥V f(Py) suunas on vordne gradiendi V f(Pp)
pikkusega.

TOESTUS. Teoreemi 1.10 pohjal funktsiooni f tuletis punktis Py vektori § # 0
suunas on, tahistades siimboliga 6 nurga selle vektori ja gradiendi V f(FP,) vahel,

of

of VI(PR) 5 |Vf(R)|]5] cosh
0s -

31 51

(siin siimbol |V f(P,)| téhistab gradiendi V f(Py) pikkust). Niieme, et sellel tuletisel
on suurim voimalik vddrtus juhul, kui cosf = 1, s.t. § = 0 ehk, teisisonu vektori §
ja gradiendi V f(F,) suunad iihtivad. Eelnevast vordusteahelast ndeme ka, et tuletis
punktis Py gradiendi V f(F,) suunas on

of
W(Po) = |V f(Po)] cos0 = |V f(Fp)|.

(Py) = = |V ()| cosb

1.7.2. Kahe muutuja funktsiooni juht

Kahe muutuja funktsiooni tuletis antud suunas ja gradient defineeritakse analoogi-
liselt kolme muutuja funktsiooni juhuga. Seejuures kehtivad teoreemide 1.10 ja 1.11
analoogid, kusjuures ka nende analoogide toestused jaidvad peaaegu sona-sonalt sa-
maks.

Olgu funktsioon u = f(P) = f(x,y) mairatud punkti Py = (z9,%) € R? mingis
timbruses, ning labigu punkti P, suunatud telg [, mille suund on méiratud vektoriga
§ = (a,b). Mérgime, et

a =15 cosa, b=15] cosp,
kus [5] = v/a? + b? on vektori § pikkus ning « ja § on nurgad telje [ ja vastavalt z-
ja y-telje vahel.

T&epoolest, tihistades siimbolitega & ja ¥ vastavalt z- ja y-telje suunalise iihikvektori, s.t.
Z:=(1,0) ja ¢ := (0,1), saame, iihelt poolt,

§-Z=al4+b0=a,

teiselt poolt aga

§- & =18]|Z| cosa = |5] cos

niisiis @ = |8] cosa. Vordus b = |5] cos 8 tOestatakse analoogiliselt.
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Definitsioon 1.12. Kui eksisteerib piirvaartus

f(zo +tcosa,yo +tcos ) — f(xo,yo)

lim
t—0 t
— lim [z + 7|5 cos a, yo + 7|5] cos B) — f(xo, %o)
7—0 T|§1
_ iy £ (0 a0+ 10) = f (w0, 40).
t—0 t|§|

siis seda piirvaartust nimetatakse funktsiooni f tuletiseks punktis Py telje | suunas
(voi wvektori § suunas) ja tdhistatakse siimbolitega

of ou of ou
ol a0 ) ol a1 F): o5 9510 05 a7

vOi
0 0 0 0
aj;( 07y0) al; (x07y0) 8{( 073/0) a_(l;(anyU)'

Mirkus 1.9. Vahetult definitsioonist jareldub, et funktsiooni y = f(z,y) osatuletis punktis Py
vastavalt muutuja x ja y jirgi on funktsiooni f tuletis punktis Py vastavalt z- ja y-telje suunas.

Definitsioon 1.13. Vektorit
grad f(Py) :== Vf(R) := (fu(Po), [, (F))

nimetatakse funktsiooni f gradiendiks punktis F,.

Teoreem 1.12. Olgu funktsioon u = f(P) = f(x,y) diferentseeruv punktis Py =
(0,90) € R2. Siis funktsioonil f eksisteerib punktis Py tuletis mis tahes vektori
§# 0 suunas, kusjuures see tuletis on vordne gradiendi V f(Py) ja vektori § suunalise
tihikvektor: skalaarkorrutisega:

of

L r) = viry) - s = VS

i (1.13)

TOEsTUS. Olgu §; = (ay,b;) vektori § # 0 suunaline ithkvektor, s.t. §5 = HS
5

Defineerides funktsiooni

g(t) = f(zo + tar,yo + thr)

(kuna funktsioon f on médratud punkti (zo,yo) mingis iimbruses, siis funktsioon g
on méidratud punkti ¢ = 0 teatavas fimbruses), paneme téhele, et tuletis

0 , by) — , , —¢g(0 ,
8]:(P0>_%_>0f($0+ta1 yo+tt 1) — f(Zo, o) :15%9(75) tg( ) — ¢'(0)

eksisteerib eeldusel, et tuletis ¢’(0) eksisteerib. Funktsioon ¢g on tolgendatav liit-
funktsioonina

kus
¢(t) = 29 + tal, iﬂ(t) =X -+ tbl.

Kuna
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e funktsioonid ¢ ja ¥ on diferentseeruvad punktis 0, kusjuures ¢'(0) = a; ja

P'(0) = by;
e funktsioon f on diferentseeruv punktis Py = (z0,y0) =(¢(0),%(0)),

siis liitfunktsiooni diferentseerimise reegli (teoreemi 1.8) pdhjal funktsioon g on di-
ferentseeruv punktis 0, kusjuures

9'(0) = fo(Fo) ¢'(0) + f,(Fo) ¥'(0)
— 1 —
= fi(Po) a1 + f;(Po) by =Vf(R)- 5 =Vf(R)- ‘?15;
iisii 8f(P) "(0) =V f(R) s nagu soovitud O
niisiis —= = = e vitud.
o5 0 g 0 |§»| ) g
Mairkus 1.10. Kui teoreemis 1.12 loobuda eeldusest funktsiooni f diferentseeruvuse
kohta punktis Py, siis valem (1.13) iildjuhul ei kehti.

Niide 1.9. Vaatleme funktsiooni

2= f(x,y) = Va?y.

Sellel funktsioonil on punktis (0,0) olemas 16plik tuletis mis tahes suunas: kui §= (a, b) on vektor
pikkusega 1, siis

. f0O+ta,041tb) — f0,0) . Vt2aPtb . tVa?b 5
s 0 = : ST Ty S

Eelnevast nidhtub ka, et funktsioonil f eksisteerivad punktis (0,0) 1oplikud esimest jarku osatule-
tised muutujate = ja y jirgi (sest need osatuletised on tuletised vastavalt vektorite (1,0) ja (0, 1)
suunas), kusjuures

f2(0,0) = £,(0,0) = 0;
niisiis V£(0,0) = (0,0). Seega mis tahes tihikvektori §= (a,b) korral

V£(0,0)- 5= 0a+ 0b=0,

kuid %(O, 0) = Va2b # 0, kui a, b # 0.

Teoreem 1.13. Olgu funktsioon u = f(P) = f(x,y) diferentseeruv punktis Py =
(70, v0) € R?. Siis funktsiooni f tuletis punktis Py mis tahes suunas ei tleta tema
tuletist selles punktis gradiendi V f(Py) suunas (ehk, teisisonu, tuletis gradiendi suu-
nas on koikvoimalikes suundades voetud tuletiste maksimaalne védrtus). Funktsiooni
f tuletis punktis Py gradiendi V f(Py) suunas on vordne gradiendi V f(Py) pikkusega.

TEOREEMI 1.13 TOESTUS kordab sona-sonalt teoreemi 1.11 toestust. ]
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2.1. Korgemat jiarku osatuletised

Olgu funktsioon u = f(P) = f(z1,...,2,) miiratud punkti Py = (29,...,2%) € R™
mingis iimbruses ning olgu 7 € {1,...,m}. Kui funktsioonil f eksisteerib igas punk-
tis P punkti Fy mingist iimbrusest ¢ 16plik osatuletis f; (P), siis selles iimbruses on
madratud osatuletisfunktsioon

fo,: U P— f, (P)€R.

Definitsioon 2.1. Olgu j € {1,...,m}. Kui osatuletisfunktsioonil f; eksisteerib
punktis Py (I6plik voi 1opmatu) osatuletis muutuja x; jirgi (f;,);,(Fo), siis seda
osatuletist nimetatakse funktsiooni f teist jarku (ehk lihtsalt teiseks) osatuletiseks

punktis Py (muutujate x; ja x; jdrgi) ja tdhistatakse siimbolitega

o0 f 9%u , .
Dz, O, (By), 9z, 0 (Po),  frn(Po), Ul (Po), fowy(P0), ta, (Po) (2.1)
VOl
0 f 92u
axax(x(l)7’xgz)7 axam(x(fa)x?n), f;llxj(lt[l),,$2l)7
J ? 7 7
ugixj(x(f, o@Dy fuwy (&Y E0), U (2, 2.

Seejuures, kui j # i, siis seda teist jarku osatuletist nimetame segaosatuletiseks.

Kui mingi hulga D C R™ igas punktis P eksisteerib 1oplik teist jarku osatuletis
iz, (P), siis hulgas D on médratud (teist jirku) osatuletisfunktsioon (argumentide
z; ja x; jargi)
f1.: Do P L (P)ER
mida nimetatakse ka lihtsalt (funktsiooni f) teist jarku (ehk lihtsalt teiseks) osa-
tuletiseks (argumentide x; ja x; jdrgi). Seda osatuletist (s.t. osatuletisfunktsiooni)
tahistatakse siimbolitega

0% f 0%u " Y
Ox; Ox;"  Ox;Ox;’ fowyr Uz oy Ve (2.2)

Tahistused (2.1) on téhistustega (2.2) héisti kooskolas: (16plik) teist jarku osatuletis
antud punktis on vastava osatuletisfunktsiooni viartus selles punktis.

Uldiselt,

02 f ‘9@_;) O a(aéﬁ)

@Ij 8@ - &xj ’ 8xj (‘)x, - (%j ’

1 ! \/ " / /
fzizj - (fxi)mj7 uzpi:pj - (uxi)xja

f:}cixj = (ffl?i)ll?j? uzﬂj = (ufﬂz)%

47
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Me kasutame téhistusi (juhu j = i jaoks)
0 f o0 f 0%u 0%u

o . "o oen o _on
Ox; 0x;  0x?  Ox;0x;  Ox2’ Jowe = St o, = U,
7 7 % ? 7 A

fxixi =: fm§7 Ugjzy =2 U
Niide 2.1. Leiame funktsiooni

22

TY——=, kui 22+ 42 #£0

u=flay) = VT V7o

0 kui 22 +y? =0,

)
teist jarku osatuletised. Kui (z,y) # (0,0), saame vahetult diferentseerides

Of (1 — (Ty=osY _ sty +dety =y
ox ’ x2 +y2 . (I2+y2)2 ’

millest simmeetria pohjal

(9f( ) By —xyd\ 2 —4x’y? — xyt
oy 24y ), (2% +y?)?

seega, jallegi vahetult diferentseerides,

ﬁ(x y) = oty + da?yd — y° ! _ —4a3y3 + 1229°
Oz (@2 +92)? /), (@2 +y2)?

ja

92 f @1 aly + 4z — B\ 28+ 9rty? — 9x2yt —
X, = = )

oyox " RTINS (o2 + )

millest siimmeetria pohjal vastavalt

32f( ) (m —4x3y? — oy ) —12z%y + 43y
e, y) = —

oy Y (2% +y2)? (2% +y?)?

ja

o (z,y) 25— ABy? —zyt\' 28+ 9aty? — 9a2yt — oS
T ) = _
oy’ (=2 +y2)? ), (22 + y?)?

Leiame funktsiooni f esimest jirku osatuletised punktis (0,0):

g(o,o):lim FO+1,0) - f(O,O):hmH:Q
ox h—0 h h—0
of . f(0,04h) — £(0,0) 0-0
ay 00 = i : i =0
Niiiid saame leida funktsiooni f teist jarku osatuletised punktis (0,0):
af of
3 (0:0) = fimg PO — i = o,
af 0 —hb
(0,0) = lim <L L = lim t——— = lim =1,
Jy Oz h—0 h h—0 h ho0 RS
af of
0,0+ h) — ==(0,0)
0% f 5‘y( ’ dy 0-0
g2 (00 = i h =R =0
of of hd
0+ h,0) — ==(0,0) ——_0
>’ f s 8y( ’ dy Y . hh
Oz Oy 0,0)= %.1—>Hlo h = fm =L

im —
h—0 h h—0 h®
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Definitsioon 2.2. Oecldakse, et funktsioon f on n korda diferentseeruv punktis Py,
kui funktsioonil f eksisteerivad punkti Py mingis timbruses kéikvoimalikud n—1 jér-
ku osatuletised, kusjuures need osatuletised (s.t. osatuletisfunktsioonid) on punktis
Py diferentseeruvad.

2.2. Piisavaid tingimusi segaosatuletiste soltumatuseks
diferentseerimise jirjekorrast

Eelneva punkti niite 2.1 funktsiooni v = f(z,y) puhul kehtis véljaspool punkti

0% f 0% f
0,0) vordus = ,
(0,0) Oxdy  Oyox
soltunud diferentseerimise jarjekorrast. Samas pole see mitte alati nii: selles samas
0 f 0% f
(0,0) # (0,0).
0xdy Oyox
Selles punktis anname moned piisavad tingimused segaosatuletiste soltumatuseks
diferentseerimise jarjekorrast. Koik selle punkti tulemused esitame ilma toestuseta.

s.t. samade muutujate jirgi voetud segaosatuletis ei

naites

Teoreem 2.1. Olgu funktsioonu = f(P) = f(x,y) kaks korda diferentseeruv punktis
PO = (.’13‘0,3/0) € RQ. Siis
fay(Po) = fyu(Po).

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. O

Jareldus 2.2. Olgu funktsioon u = f(P) = f(x1,...,x,) n korda diferentseeruv
punktis Py = (z9,...,2%) € R™. Siis funktsiooni f n jirku osatuletised punktis Py
et soltu diferentseerimise jarjekorrast.

SEDA JARELDUST ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. [l
Teroeemi 2.1 viide jaab kehtima ka veidi teistsuguste eelduste korral. Kehtib

Teoreem 2.3. FEksisteerigu funktsioonil u = f(P) = f(x,y) punkti Py = (z¢,y0) €
R? mingis iimbruses osatuletised f., f/, f' . f! . kusjuures segaosatuletised (s.t.

Yy’ Ty’ yx’
segaosatuletisfunktsioonid) f, ja f,, on pidevad punktis Py. Siis

Fey(Po) = [y (Fo).

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. L]

2.3. Korgemat jarku diferentsiaalid

Olgu funktsioon u = f(P) = f(x1,...,z,) diferentseeruv hulga D C R™ igas punk-

tis P. Fikseerides argumentide x1,...,x,, diferentsiaalide vadrtused dxi,...,dz,,
(s.t. lugedes need diferentsiaalid fikseeritud konstantideks), voime selle funktsiooni
esimest jirku téisdiferentsiaali tolgendada muutuja P (ehk siis m muutuja xy, . .., )

funktsioonina du = du(P):

af

~ On,

(P)dxy + -+ ﬁ(P) Ay, .

0T,

du = du(P)
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Eeldame niiiid, et funktsioon f on fikseeritud punktis P € D kaks korda diferent-
of

0
seeruv (s.t. osatuletisfunktsioonid Do s 0L diferentseeruvad punktis P). Siis
T Ty,

(vt. mérkust 1.6) ka selle funktsiooni esimest jarku téisdiferentsiaal du (tolgendatu-
na eespool kirjeldatud viisil m muutuja funktsioonina) on diferentseeruv punktis P,
kusjuures tema téisdiferentsiaal selles punktis avaldub kujul

o of of
d(du)(P) = d<6_:vl> (P)dwy+ -+ d(@xm> Z d(@@)
of
Tahistades selles vorduses osatuletisfunktsioonide Do D taisdiferentsiaali-
1 m
de avaldistes argumentide x1,...,x,, diferentsiaalid (selguse huvides) siimbolitega
dxy,...,0x, (eristamaks neid fikseeritud vadrtustest dzy, ..., dx,,), s.t.
of >’f of
P) = P)o P)o =1
(ax)( Gy o, D) om et g (P 0w, i =1,
saame
d(du)(P) = ox; |dx; ox; dx;.
() (P) = Z( g (P97 ) =23 g g P

Selle diferentsiaali véédrtust (s.t. funktsiooni f esimest jéreku taisdiferentsiaali du
taisdiferentsiaali d(du) vaartust punktis P), kui dx; = dz;, 1 =1, ..., m, nimetatak-
se funktsiooni f teist jarku (ehk lihtsalt teiseks) tdisdiferentsiaaliks punktis P ja
tihistatakse siimboliga d*u(P) voi d*f(P):

m m a
dPu(P) = =3 oo (P) d; da;. (2.3)
i 7

=1 j=1

Analoogiliselt esimest jarku taisdiferentsiaali juhuga, kui funktsioon u = f(P) =
f(x1,...,xy) on hulga D C R™ igas punktis kaks korda diferentseeruv, voime argu-
mentide x4, ..., z,, diferentsiaalide dz,...,dz,, fikseeritud vaartuste korral funkt-
siooni f teist jarku tdisdiferentsiaali tolgendada muutuja P (ehk siis m muutuja
T1,...,%y,) funktsioonina d’u = d*u(P); esitusest (2.3) (jéttes seal argumendi P

kirjutamata)
d*u = zm: zm: f dx; dx ;
= Oz, Ox; 7
Juhime tdhelepanu, et funktsiooni f kaks korda diferentseeruvuse tottu hulgas D
(jarelduse 2.2 pohjal)

*f 0f
Ox;0x;  Ox; 0z,

Nii naiteks kahe muutuja funktsiooni z = f(z,y) teist jarku téisdiferentsiaal esitub
kujul

koikide 7,5 € {1,...,m} korral.

82
dxdera—‘];d 2

2 2
afd +28f

dz=df = 0x? Oy Ox
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kolme muutuja funktsiooni u = f(x,y, z) teist jarku téisdiferentsiaal esitub kujul

0*f *f 2f
du = df = 8x2d —i—an +82
o0 f o0 f o0 f
2 2 2
+ 8y8:cdxdy+ 828ydydz+ azawdwdz

jne.

Funktsiooni kolmandat ja korgemat jarku téisdiferentsiaalid defineeritakse ana-
loogiliselt. Uldiselt, n korda diferentseeruva funktsiooni u = f(P) = f(z1,..., %) n-
ndat jirku tdisdiferentsiaal d"u defineeritakse rekurrentselt vordusega d"u = d(d"'u),
kus n — 1 jirku tiisdiferentsiaali d" 'u avaldises argumentide z1,...,z,, diferent-
siaalid dzq, ..., dz,, loetakse fikseeritud konstantideks ja seda tédisdiferentsiaali tol-
gendatakse (esimest ja teist jarku tdisdiferentsiaalide juhuga analoogilisel viisil) m
muutuja Ty, ..., T, funktsioonina ning selle funktsiooni tiisdiferentsiaalis d(d" u)
voetakse argumentide x4, ..., x,, diferentsiaalid dxq,...,dx,, vordseks vastavalt di-
ferentsiaalidega dx1, ..., dx,,.

Nii néiteks funktsiooni u = f(P) = f(z1,...,2,) kolmandat jarku téisdiferent-
siaal on

m

2
d ‘5:01 =dx1,....0Cm=dTm d(z
=1 j=
2
Oz Ox;

— (Zﬁ 3%81:2

i 1

m m 83f
—————dx;dx; d
Zl 18%8@-8@ i O Gk

———dz;dz;
18:}0]6951 ’ Ij)

dr1=dx1,....,0Cm=dTm

i

Il
13 1M 11

J

ning, analoogiliselt, neljandat jarku téisdiferentsiaal on

Z Z Z Z 0z Oz, Ox; O dr; dz; dzy dr,

jne. Arvestades, et n korda diferentseeruva funktsiooni n jirku segaosatuletised ei
soltu diferentseerimise jarjekorrast, saame siit niiteks valemid kahe muutuja funkt-
siooni z = f(z,y) korgemat jarku téisdiferentsiaalide jaoks:

Pf f Pf Pf
3. 3 2
dz-—axgd:v +3862d d+3828 dz dy —I—agdy,
o'f o' f o'f o'f o'f
e do + 4 da? d dz? dy? + 4 dz dy?
2= g TG ey 0 e y+aa”’+a4y
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jne. Sarnasuse tottu binoomvalemiga esitatakse iildine valem kahe funktsiooni z =
f(z,y) n-ndat jarku téisdiferentsiaali jaoks kujul

. 0 9] "
d"z = (%daﬂ—@—ydy) f

2.4. Taylori valem mitme muutuja funktsiooni jaoks

Teoreem 2.4 (Taylori valem jaakliilkmega Peano kujul). Olgu funktsioon

u= f(P)= f(z1,...,%m)

n korda diferentseeruv punktis Py = (29,...,2%). Siis iga punkti P = (z1,...,Tm)

jaoks punkti Py teatavast imbrusest U kehtib valem

F(P) = 1P+ 3 2 d T (R + e
k=1 "

= ppy) +dppy + T LI AT
kus diferentsialide df (Py),...,d" f(Py) avaldistes
dr; = Aw;=x; — a9, i=1,...,m,
ning, tahistades
p= \/Ax%—i—---vLAx?n =d(P, P),
funktsioon a,, = o, (Axq, ..., Axy,) rahuldab tingimust a,, = o(p™) protsessis p — 0.
SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. O

Teoreem 2.5 (Taylori valem jaakliitkmega Lagrange’i kujul). Olgu funktsioon

u= f(P)= f(z1,...,%m)

n + 1 korda diferentseeruv punkti Py = (29,...,2%) mingis e-iimbruses U. Siis iga
punkti P = (z1,...,x,) € U jaoks kehtib valem
~d"f(Ry) | 4" f(Q)
P)= f(F
df(R) | df () d"f(Ry) A" f(Q)
—= P P “ ..

JB) +df(Bo) + ==+ ==+t =

kus diferentsiaalide df (Py),...,d" f(Py) ja d"™ f(Q) avaldistes
dr; = Aw;=x; —af, i=1,...,m,

ja
Q= (2 +0Axy, ..., 20 +0Ax,,)
mingi 0 € (0,1) korral (mis soltub punktist P).

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]



III peatiikk.
Mitme muutuja funktsiooni
ekstreemumid

§ 1. Mitme muutuja funktsiooni lokaalsed
ekstreemumid

1.1. Lokaalse ekstreemumi moiste. Tarvilik tingimus lokaalse
ekstreemumi olemasoluks

Olgu funktsioon u = f(P) = f(z1,...,T,) midratud punkti Py = (29,...,29) €
R™ mingis imbruses.

Definitsioon 1.1. Oeldakse, et funktsioonil f on punktis Py

e lokaalne maksimum, kui punktil Fy leidub iimbrus U/ nii, et

f(P)< f(Ry) iga P €U korral;

e lokaalne miinimum, kui punktil Fy leidub timbrus I/ nii, et

f(P) > f(Fy) iga P €U korral.
Seejuures punkti Fy nimetatakse vastavalt funktsiooni f lokaalseks maksimumpunk-
tiks ja lokaalseks miinimumpunktiks.

Teisisonu, funktsioonil f on punktis 4 lokaalne maksimum (voi, vastavalt, lokaalne
miinimum), kui sellel punktil leidub iimbrus, milles funktsiooni vairtus f(F) on
selle funktsiooni suurim védartus (voi, vastavalt, vihim véértus) selles iimbruses.

Lokaalset maksimumi ja lokaalset miinimumi nimetatakse lokaalseteks ekstree-
mumiteks.

Definitsioon 1.2. Oeldakse, et funktsioonil f on punktis P,

e range lokaalne maksimum, kui punktil Fy leidub timbrus ¢/ nii, et

f(P) < f(PR) iga PelU\{P} korral;

23
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e range lokaalne miinimum, kui punktil Py leidub iimbrus U nii, et

f(P)> f(PR) iga PelU\{Py} korral.

Ranget lokaalset maksimumi ja ranget lokaalset miinimumi nimetatakse range-
teks lokaalseteks ekstreemumiteks.

Teoreem 1.1. Eksisteerigu funktsioonil uw = f(P) = f(z1,...,Tm) punktis Py =
(2%, ..., 2% ) loplikud osatuletised koikide argumentide jirgi. Kui funktsioonil f on
punktis Py lokaalne ekstreemum, siis

f;i(Po):O, izl,...,m.

TOEsTUS. Konkreetsuse mottes eeldame, et funktsioonil f on punktis Py lokaalne
miinimum (juhtu, kus funktsioonil f on punktis Py lokaalne maksimum, késitletakse
analoogiliselt), s.t. leidub € > 0 nii, et

f(P) = f(Fy) iga P e U(P) korral.
Olgu i € {1,...,m}. Vaatleme funktsiooni
g(t) = flal, .. 2y oy, o a).
Paneme tihele, et
(1) funktsioon g on méiratud vahemikus t € (29 — ¢, 2% + ¢);
(2) funktsioonil g on punktis t = ¥ lokaalne miinimum;
(3) funktsioon g on diferentseeruv punktis t = 9, kusjuures ¢'(2?) = f. (Pp).

Toepoolest, téhistame iga ¢t € R korral Q¢ = (2¥,...,2) |, t, 2% ,,...,2%); siis iga t €

s m

(29 —e, 29 +¢) korral d(Q¢, Py) = |t —2V| < ¢, s.t. Q € U-(Py), seega Q; kuulub funktsiooni f mii-

0_
ramispiirkonda ehk, teisisonu, funktsioon g on méifiratud punktis t. Seejuures iga t € (29 —¢, 29 +¢)
korral

9(t) = £(Qu) = f(Po) = g(27);
niisiis, funktsioonil g on punktis ¥ lokaalne miinimum.

Viidetest (3) ja (2) jareldub Fermat’ teoreemi pohjal, et f, (Fy) = ¢'(2)) = 0, nagu

1
soovitud. O

Definitsioon 1.3. Oeldakse, et punkt Py on funktsiooni f

e statsionaarne punkt, kui sellel funktsioonil eksisteerivad selles punktis osatu-
letised koikide muutujate jirgi, kusjuures koik need osatuletised on vordsed
nulliga;

e kriitiline punkt, kui see punkt on kas funktsiooni f statsionaarne punkt voi selle
funktsiooni mingi osatuletis selles punktis kas ei eksisteeri voi on lopmatu.

Teoreemist 1.1 jareldub niisiis, et
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e mis tahes funktsioonil saab lokaalne ekstreemum esineda vaid selle funktsiooni
kriitilises punktis;

o diferentseeruval funktsioonil saab lokaalne ekstreemum esineda vaid selle funkt-
stoont statsionaarses punktis.

Mairkus 1.1. Punkti statsionaarsus ei ole piisav tingimus funktsiooni lokaalse ekst-
reemumi olemasoluks selles punktis (isegi juhul, kui funktsioon on diferentseeruv
selles statsionaarses punktis).

Niide 1.1. Veendume, et funktsioonil z = f(z,y) := zy ei ole lokaalset ekstreemumit tema,
statsionaarses punktis (0, 0).

Koigepealt mirgime, et punkt (0,0) on tdepoolest funktsiooni f statsionaarne punkt, sest selle
funktsiooni osatuletised on

fo(zy) = (@y), =y ja flzy)=(zy), =2

ning seega f7,(0,0) = 0 ja f;(0,0) = 0. Lisaks, funktsioon f on diferentseeruv kogu tasandil R?,
sest tema osatuletised on pidevad kogu tasandil.

Veendumaks, et funktsioonil f ei ole punktis (0, 0) lokaalset ekstreemumit, mirgime, et punkti
(0,0) mis tahes timbrus sisaldab punkte (x,y), kus « ja y on nullist erinevad ja samamaérgilised
ning seega f(z,y) = zy > 0 = £(0,0), samuti punkte (x,y), kus = ja y on nullist erinevad ja
erimargilised ning seega f(x,y) = zy < 0 = £(0,0).

1.2. Piisavad tingimused lokaalse ekstreemumi olemasoluks

Definitsioon 1.4. Olgu a;; € R, a;; = aj;, 4,7 = 1,...,m. Summat
m
(I)(.CEl, .. ,xm) = Z Qi X325 (31)
ij=1
nimetatakse ruutvormiks muutujatest xy,...,z,, € R.
Maatriksit
aix a2 ... Qaim
Q21 Q22 ... Adgm
A= (ay)im =
m1 Am2 ... G1m

nimetatakse ruutvormi (3.1) maatriksiks.
Definitsioon 1.5. Oeldakse, et ruutvorm (3.1) on

e posititvselt madratud, kui

®(x1,...,0,) >0 kdikide 21,...,2, €R, 22 +--- 4+ 22 # 0, korral;

e negativselt mdadratud, kui

®(zy,...,7,) <0 koikide z1,..., 2, € R, 27 +--- + 22 # 0, korral.
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Positiivselt médratud ja negatiivselt madratud ruutvorme nimetatakse madratud
ruutvormaideks.

Ruutvormi (3.1) nimetatakse madramata ruutvormiks, kui tal esineb nii positiiv-
seid kui ka negatiivseid vaartusi.

Definitsioon 1.6. Determinante

ai; a2 ... Qim
a1 Q12 21 Q22 ... Q2m
Alzalla AQZ 5 ceey Am:
Q21 A2
Am1 Am2 ... AOmm

nimetatakse ruutvormi (3.1) peamiinoriteks.
Algebra kursuses toestatakse

Teoreem 1.2 (Sylvesteri tunnus). (a) Ruutvorm (3.1) on positiivselt madratud
parajasti siis, kui koik tema peamiinorid on positiivsed, s.t.

A >0, Ay >0, ...... , A, >0.

(b) Ruutvorm (3.1) on negatiivselt mdadratud parajasti siis, kui tema peamiinorite
margid vahelduvad, kusjuures A; < 0, s.t.

A <0, Ay >0, A3<0, A;>0,

Kui funktsioon v = f(P) = f(xy,...,x,) on kaks korda diferentseeruv punk-
tis Py, siis tema teist téisdiferentsiaali

m
2
Pu(Po) = Y [, (Po) dada,
ij=1
voib tolgendada kui ruutvormi muutujatest dzq,...,dzr,,. Seda ruutvormi nimeta-

takse funktsiooni f hessiaaniks' punktis P.

Jérgnev teoreem annab piisavad tingimused lokaalse ekstreemumi olemasoluks
statsionaarses punktis.

Teoreem 1.3. Olgu funktsioon u = f(P) = f(x1,..., %) kaks korda diferentseeruv

oma statsionaarses punktis Py = (29,...,29).

(a) Kui hessiaan d*u(Py) on positiivselt médiratud ruutvorm, siis funktsioonil f on
punktis Py range lokaalne miinimum.

(b) Kui hessiaan d*u(Py) on negatiivselt médratud ruutvorm, siis funktsioonil f
on punktis Py range lokaalne maksimum.

(c) Kui hessiaan d*u(Py) on mddiramata ruutvorm, siis funktsioonil f ei ole lo-
kaalset ekstreemumit punktis Fy.

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]
Ludwig Otto Hesse (1811-1874) — saksa matemaatik.
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1.3. Kahe muutuja funktsiooni juht

Teoreem 1.4. Olgu funktsioon v = f(P) = f(x,y) kaks korda diferentseeruv oma
statsionaarses punktis Py = (xo,v0). Tdhistame

an = fg/;,2(Po), Q22 = f;’z(Po), Q12 = A1 = fgy(Po) = f?:,x(PO)

ning
a11 a2

2
= a11 Q29 — CL12.
Q21 Qg2

Ay =an Jja Ay =

(a) Kui
A1 >0 ja A2 > 0,

siis funktsioonil f on punktis Py range lokaalne miinimum.

(b) Kui
A1 <0 ja AQ > 0,

sus funktsioonil f on punktis Py range lokaalne maksimum.

(c¢) Kui
AQ < 0,

siis funktsioonil f ei ole punktis Py lokaalset ekstreemumit.

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

Niide 1.2. Leiame funktsiooni z = 2* + 2% — 3z — 222y + y? lokaalsed ekstreemumid.

Teoreemi 1.1 pohjal saab funktsioonil lokaalne ekstreemum esineda ainult tema kriitilistes
punktides. Leiame funktsiooni z osatuletised:

2 = (x* + 2% — 32 — 22%y + y?), = 42 + 32% — 3 — 4y,
; = (z* + 23 — 3z — 2%y + y2)’y = —222 + 2y;
seega funktsiooni z statsionaarsed punktid on leitavad siisteemist

423 + 32? — 3 — day =0,
—222% + 2y = 0.
Asendades selle siisteemi teisest vorrandist y = 2 esimesse vorrandisse, saame, et 322 = 3 ehk
2?2 = 1, millest * = —1 voi 2 = 1. Selle siisteemi lahendid ja seega funktsiooni z statsionaarsed
punktid (ning funktsiooni z diferentseeruvuse tottu ka ainsad selle funktsiooni kriitilised punktid)
on (—1,1) ja (1,1).
Leiame funktsiooni z teist jirku osatuletised:

2y = (42® 4 322 — 3 — day)!, = 1222 + 62 — 4y,
Zpy = Zyp = (42 4 322 — 3 — dxy), = —4=,

y
zp = (—22° +2y);, =2

ja tdhistame

" "
g2 Fay| _
" "
Zyx  Zye

Avi=2, =122° + 62 —dy, A=

1222 + 62 — 4y —4x
—4zx 2 |
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Statsionaarses punktis (—1,1)

2 4

A1:2>0, A2=’4 9

’:—u<m

seega (teoreemi 1.4, (c), pohjal) funktsioonil z ei ole punktis (—1, 1) lokaalset ekstreemumit.
Statsionaarses punktis (1, 1)

14 -4

A =14> 0, A2:’4 9

‘=m>a

seega (teoreemi 1.4, (a), pohjal) funktsioonil z on punktis (1, 1) range lokaalne miinimum; seejuures
2(1,1) = —2.



§ 2. Mitme muutuja funktsiooni globaalsed
ekstreemumid

Olgu funktsioon v = f(P) = f(x1,...,x,) madratud hulgas D C R™.
Definitsioon 2.1. Funktsiooni f

e suurimat vidrtust hulgas D nimetatakse funktsiooni f globaalseks maksimu-
miks (hulgas D);

e vihimat vadrtust hulgas D nimetatakse funktsiooni f globaalseks miinimumiks
(hulgas D).

Globaalset maksimumi ja globaalset miinimumi nimetatakse iihise nimetusega
globaalsed ekstreemumid.

Pole raske tuua néiiteid (isegi pidevate iihe muutuja funktsioonide kohta), kus
funktsioonil puuduvad tema maadramispiirkonna mingis alamhulgas globaalsed ekst-
reemumid. Teiselt poolt, Weierstrassi teisest teoreemist [.4.8 jareldub, et tokestatud
kinnises hulgas pideval funktsioonil eksisteerivad selles hulgas globaalsed ekstreemu-
mad.

Kui funktsioonil u = f(P) = f(x1,..., ) eksisteerib tema méadramispiirkonna
alamhulgas D C R™ mingi globaalne ekstreemum, siis see globaalne ekstreemum
voib olla hulga D sisepunktis voi hulga D rajapunktis; seejuures, kui see globaalne
ekstreemum saavutatakse hulga D sisepunktis, siis selles punktis on funktsioonil f
ka vastav lokaalne ekstreemum, jarelikult see punkt on funktsiooni f kriitiline punkt.
Seega, kui me teame, et funktsioonil f eksisteerivad tema méaramispiirkonna alam-
hulgas D globaalsed ekstreemumid, siis nende globaalsete ekstreemumite leidmiseks
voime kasutada jargmist eeskirja:

(1) leiame funktsiooni f vddrtused tema kriitilistes punktides (hulga D sisemuses);

(2) leiame funktsiooni f véidrtused tema voimalikes ekstreemumpunktides hulga
D rajal;

(3) neist leitud vaédrtustest suurim on funktsiooni f globaalne maksimum max f(P)
S

hulgas D ning vihim on funktsiooni f globaalne miinimum gﬂg f(P) hulgas D.
€

Niide 2.1. Leiame funktsiooni z = 23 4+ y> — 32y suurima ja vihima vairtuse ristkiilikus
D:=10,2] x [-1,2] := {(z,9): 2 €[0,2], y € [-1,2]}.
Koigepealt mirgime, et kuna funktsioon z on pidev, siis Weierstrassi teise teoreemi 1.4.8 pohjal
tal eksisteerivad tokestatud kinnises hulgas D globaalsed ekstreemumid.

Leiame funktsiooni z kriitilised punktid hulga D sisemuses D°. Kuna funktsioon z on diferent-
seeruv kogu tasandil R?, siis tema ainsad kriitilised punktid on statsionaarsed punktid. Leiame
funktsiooni z osatuletised:

2 =32% — 3y, 2z = 3y? — 3u;

29
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seega funktsiooni z statsionaarsed punktid on leitavad slisteemist

2 a 2 _ ., =
3x 3y =0, ohk e —y =0,
3y? —3x =0, y? —x=0.

Asendades selle siisteemi esimesest vorrandist y = x2 teise vorrandisse, saame, et 2* — x = 0 ehk
z(x® — 1) = 0, millest * = 0 voi o = 1. Selle siisteemi lahendid on seega (0,0) ja (1,1); kuna
(0,0) ¢ D°, siis funktsiooni z ainus statsionaarne (ning seega ka ainus kriitiline) punkt hulga D
sisemuses D° on (1,1); seejuures

2(1,1) = —

Hulga D rajajoon 9D esitub iithendina
0D = {(O7 -1),(2,-1),(2,2), (0, 2)} ULy ULy UL3U Ly,

kus

{(z,y): 2 €(0,2), y = -1}, Ly :={ DT
= {(=, z€(0,2), y =2}, Ly:={(z,y): 2=0,y € (-1,2)}.

Rajajoone osal L; omandab funktsioon z kuju
z=2°-14+3z=: fi(z), z€(0,2).

Kui funktsioonil z oleks globaalne ekstreemum rajajoone osa Ly punktis (x,y), siis funktsioonil f;
oleks punktis x lokaalne ekstreemum, seega funktsiooni f; diferentseeruvuse téttu peaks x olema
funktsiooni f; statsionaarne punkt, s.t. fi(x) = 0. Leiame funktsiooni f; tuletise:

fi(z) =322 +3=3(z2+1).

Nieme, et tuletisel f] nullkohti pole, seega rajajoone osal L; funktsiooni z globaalseid ekstreemu-
meid ei ole.
Rajajoone osal Ls omandab funktsioon z kuju

z=2°+8—6x=: f3(x), x€(0,2).
Leiame funktsiooni f3 tuletise:
fi(z) =322 — 6 = 3(2? — 2).

Nieme, et tuletise f; nullkohad on » = —/2 ja = v/2, kusjuures —/2 ¢ (0,2); seega ainus
voimalik ekstreemumpunkt rajajoone osal L3 on (v/2,2); seejuures

2(V2,2) = 2V2 +8 — 6vV2 = 8 — 4V/2.

(Siin jallegi, kui funktsioonil z oleks globaalne ekstreemum rajajoone osa Lz punktis (x,y), siis
funktsioonil f3 oleks punktis z lokaalne ekstreemum, seega funktsiooni f3 diferentseeruvuse tottu
peaks x olema funktsiooni f3 statsionaarne punkt, s.t. f4(y) =0.)

Rajajoone osal Lo omandab funktsioon z kuju

z2=8+y>—6y=:foly), ye(-1,2).
Leiame funktsiooni fo tuletise:
faly) = 3y” — 6 =3(y* - 2).

N&eme, et tuletise f} nullkohad on y = —V/2 ja y = V2, kusjuures —v/2 ¢ (—1,2); seega ainus
voimalik ekstreemumpunkt rajajoone osal Lo on (2,/2); seejuures

2(2,V2) =8 +2vV2 - 6v2=8—4V2.
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(Siin jillegi, kui funktsioonil z oleks globaalne ekstreemum rajajoone osa Lo punktis (x,y), siis
funktsioonil f; oleks punktis y lokaalne ekstreemum, seega funktsiooni f, diferentseeruvuse tottu
peaks y olema funktsiooni fo statsionaarne punkt, s.t. f5(y) = 0.)

Rajajoone osal Ly omandab funktsioon z kuju

2=y’ = fuly), ye(-12).

Funktsioon f4 on kasvav vahemikus (—1,2), seega rajajoone osal L, voimalikke ekstreemumpunkte
ei ole. (Siin jillegi, kui funktsioonil z oleks globaalne ekstreemum rajajoone osa Ly punktis (z,y),
siis funktsioonil f4 oleks punktis y € (—1,2) lokaalne ekstreemum; kuna aga funktsioon f4 on kasvav
vahemikus (—1,2), siis tal selleks vahemikus lokaalseid ekstreemumeid ei ole, seega rajajoone osal
L, funktsiooni z globaalseid ekstreemumeid ei ole..)

Leiame funktsiooni z vairtused rajajoone 0D iilejddinud voimalikes ekstreemumpunktides:

2(0,—1)=—1, 2(2,-1)=8—-1+6=13, 2(2,2)=8+8—-12=4, 2(0,2)=8.
Valides eelnevas leitud voimalikest ekstreemumitest suurima ja vihima, saame

%IS%Z(P) =2(2,-1)=13 ja mnin z(P) =2(1,1) = 2(0, —1) = —1.

Monikord voib globaalsete ekstreemumite leidmisel olla abi alljargnevast teoree-
mist 2.1, mille tarvis toome eelnevalt sisse kumera hulga moiste.

Definitsioon 2.2. Oeldakse, et hulk D C R™ on kumer, kui tema mis tahes kaht
punkti iihendav sirgloik sisaldub selles hulgas, s.t. mis tahes Py = (29,...,29), P =
(1,...,2m) € D korral neid punkte Fy ja P iithendav sirgloik

PP = { (a2 + tAmy, ... 20 +tAx,): t €[0,1]} C D,

kus Az; i=z; — 2%, i=1,...,m.
) )
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Teoreem 2.1. Olgu funktsioon uw = f(P) = f(x1,...,%y) kaks korda diferentsee-
ruv lahtise kumera hulga D C R™ igas punktis ning olgu Py = (29,...,2°) € D
funktsiooni [ statsionaarne punkt, s.t.

fo,(Po)=---= [, (Py)=0. (2.1)

(a) Kuiiga Q € D korral hessiaan d*f(Q) on positiivselt mdidratud ruutvorm, siis
funktsioonil f on punktis Py range globaalne miinimum (s.t. f(P) > f(P) iga
P e D\ {Ry} korral).

(b) Kui iga Q € D korral hessiaan d*f(Q) on negatiivselt mdadratud ruutvorm, siis
funktsioonil f on punktis Py range globaalne maksimum (s.t. f(P) < f(Fy) iga
P e D\ {P} korral).

Maérkus 2.1. Teoreem I1.2.5 (mitme muutuja funktsiooni Taylori valem ja#kliikme-
ga Lagrange’i kujul) jaab kehtima, kui temas vaadelda punkti Py e-timbruste asemel
selle punkti mis tahes kumeraid lahtisi imbrusi. Teoreem 2.1 on vahetu jareldus
teoreemist 11.2.5 (tdpsemalt, selle teoreemi mainitud viisil tugevdatud variandist).
Toepoolest, kehtigu teoreemi 2.1 eeldused ning olgu iga Q € D korral teist jirku
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tiisdiferentsiaal d* f(Q) positiivselt méiratud ruutvorm (argumentide diferentsiaali-
de dzy, ..., dz,, suhtes). Teoreemi I1.2.5 (kumerate iimbruste versiooni) pohjal mis
tahes punkti P = (x1,...,2,) € D\ {F} korral

f(Q)
2 )

f(P) = f(Ry) =df(Ry) +

kus diferentsiaalide df (FPp) ja d*f(Q) avaldistes dz; = Az; = x; — 2%, i =1,...,m,

ning ) on mingi punkt punkte F, ja P iithendavalt sirgloigult. Kuna F, on funktsiooni
f statsionaarne punkt, siis

df (Py) = fi,(Po) Awy + -+ fi_(Po) Azyy = 0Azy 4 -+ + 0 Az, = 0;

kuna tehtud eelduse pohjal on d?f(Q) positiivselt méidratud ruutvorm, siis d? f(Q) >
0; seega f(P) — f(Py) = d*f(Q) > 0, jérelikult f(P) > f([P); niisiis funktsioonil f
on punktis Py range globaalne miinimum. Teoreemi 2.1 viide (a) on toestatud.

Viide (b) (hessiaani d?f negatiivse méiratuse juht) toestatakse analoogiliselt.

Kuna me kiesolevas kursuses teoreemi I1.2.5 ei toestanud, siis esitame jargnevas
teoreemile 2.1 iihe toestuse, mis on iilaltoodust kiill monevorra pikem, kuid ei kasuta
mitme muutuja funktsiooni Taylori valemit.

TEOREEMI 2.1 TOESTUS, MIS EI KASUTA TAYLORI VALEMIT. Tdestame ainult véi-
te (a). (Viide (b) toestatakse analoogiliselt.)

Eeldame, et iga Q € D korral teist jirku tiisdiferentsiaal d?f(Q) on positiivselt
médratud ruutvorm (argumentide diferentsiaalide dxy, . .., dz,, suhtes). Fikseerime
vabalt P = (z1,...,2,) € D\ {F}. Veendumaks, et funktsioonil f on punktis
Py range globaalne miinimum, piisab néidata, et f(P) > f(Fp). Selleks tahistame

o 0 e O . . . .
Axy =2 —a79,...,Axy, =z, — 7,, ja defineerime funktsiooni

g(t) == f(aY +tAzy,..., 2% +tAx,).

Kuna hulk D on kumer ning (hulga D lahtisuse tottu) punktid Fy ja P on funktsiooni
f méadramispiirkonna D sisepunktid (ning jarelikult funktsioon f on méairatud punk-
tide Py ja P teatavas imbruses), siis mingi € > 0 korral funktsioon g on méératud
vahemikus (—¢,1 + ¢).

Toepoolest, tihistades iga t € R korral P, := (29 + tAzy,..., 2% + t Az,,), peame leidma
e > 0 nii, et iga t € (—¢,1 + ¢) korral P, € D (sest sel juhul on funktsioon f mé#iratud punktis
P, ehk, teisisonu, funktsioon g on méédratud punktis t). Koigepealt, hulga D kumeruse tottu mis

tahes ¢ € [0, 1] korral P, € D.
Olgu niiiid € > 0 suvaline. Kui ¢ € (—¢,0), siis

d(P;, Py) = \/(tAzy)2 + -+ (t Az, )2 = |t|\/Aa:§ +--+ Az <ed(P,FP),

kui aga t € (1,1 +¢), siis (arvestades, et P = (29 + Azy,..., 2% + Azy,))

d(P;, P) = \/((t— 1)Am1)2 4+t ((E—1) Axm)2 =t - 1\\/Az§ + 4+ Az2, <ed(P, Ry).



§ 2. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONI GLOBAALSED EKSTREEMUMID 63

Kuna hulga D lahtisuse tottu on Py ja P hulga D sisepunktid, siis leiduvad rg,r > 0 nii, et
B(Py,r0) C D ja B(P,r) C D, s.t.

dQ,Pp)<ry = Q€D ja d@Q,P)<r = Qe€D.
Niisiis, valides € > 0 nii, et e d(P, Py) < min{ro, 7}, kehtib iga ¢t € (—¢,1 + ¢) korral P; € D.
Kuna ¢(0) = f(FR) ja g(1) = f(P), siis jaab néidata, et g(1) > ¢(0). Selleks piisab
niidata, et
(1) funktsioon g on diferentseeruv vahemikus (—¢,1 + ¢);
(2) ¢'(t) > 0igat € (0,1) korral,
sest tingimuse (1) kehtides Lagrange’i keskviértusteoreemi pohjal leidub punkt £ €

(0,1) nii, et g(1) — ¢g(0) = ¢'(&) (1 — 0) = ¢'(£); tingimuse (2) kehtides ¢'(§) > 0,
seega g(1) — g(0) > 0, s.t. g(1) > ¢(0), nagu soovitud.

Funktsiooni g diferentseeruvuseks méargime, et g esitub liitfunktsioonina

9(t) = f(1(t),-.., om(t)),

kus nii f kui ka ¢;(t) :== 2? + ¢t Ax;, i = 1,...,m, on diferentseeruvad funktsioonid;
seega liitfunktsiooni diferentseerimise reegli (teoreemi 11.1.8) pohjal funktsioon g on
diferentseeruv, kusjuures tema tuletis esitub valemiga

gt) = fr,(01(t), - dm(t) A1) + -+ £1,(61(1), ., O (2)) D (2)
Faor(@1(8), - bm (1) Axr -+ [ (61(8), -, O (1)) A

m

=Y fi(d1(t),. .. bn(t) Az, (2.2)

i=1
= Zf;l(:r(f +tAxy, ..., 20 +tAm,) A,
i=1

Siit ndeme, et vorduste (2.1) tottu

m

i=1 i=1

Niisiis piisab véite (2) toestuseks néidata, et tuletisfunktsioon ¢’ on rangelt kasvav,
milleks omakorda piisab veenduda, et funktsioon g on kaks korda diferentseeruv,
kusjuures ¢”(t) > 0iga t € (—¢,1 + ¢) korral. Funktsiooni g kaks korda diferentsee-
ruvus jareldub liitfunktsiooni diferentseeruvuse reegli (teoreemi I1.1.8) pohjal vordu-
sest (2.2) (funktsiooni f kaks korda diferentseeruvuse ning funktsioonide ¢y, ..., ¢,
diferentseeruvuse tottu); seejuures mis tahes t € (—e, 1+ ¢) korral

g"(t) = Z Z Fla (61(8), . dm(t)) Am; ()

(¢1(t), ..., Pm(D)).
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Kuna teist jarku téisdiferentsiaal d2f(¢1(t), o ,gbm(t)) on positiivselt méaaratud
ruutvorm, siis jareldub eelnevast vordusteahelast, et ¢”(¢) > 0, nagu soovitud. [

Mirkus 2.2. Teoreemi 2.1 voib toestada ka toetudes ithe muutuja funktsiooni Taylori valemile
jadklitkmega Lagrange’i kujul, millega lugeja tutvus (voi vihemalt oleks pidanud tutvuma) kursuses
“Matemaatiline analiilis I’ (nimetatud kursuses esitati see valem ilma tdestuseta).

Teoreem 2.2 ((iihe muutuja funktsiooni) Taylori valem jadkliikmega Lagrange’i kujul). Fksisteeri-
gu (ihe muutuja) funktsioonil f punkti a mingis imbruses U loplik (n + 1)-jarku tuletis (n € N).
Siis iga x € U korral kehtib Taylori valem

f* A (3

)(a) n+1
o (x —a) +7(n+1)! (v —a)"t,

f(x)=fla)+)
k=1

kus punkt £ paikneb punktide a ja x vahel.

Toepoolest, kehtigu teoreemi 2.1 eeldused ning olgu iga @ € D korral teist jérku téisdiferent-
siaal d?f(Q) positiivselt médratud ruutvorm (argumentide diferentsiaalide dz1,...,dx,, suhtes).
Fikseerides vabalt punkti P = (21,...,2.,) € D\ {Py} ja defineerides funktsiooni g (nagu tilal-
toodud toestuseski), piisab (jille nagu iilaltoodud toestuseski) viite (a) toestuseks néidata, et
g(1) > g(0). Selleks margime (jalle nagu tilaltoodud tdestuseski), et funktsioon g on kaks korda
diferentseeruv vahemikus (—¢, 1+ ¢), kusjuures ¢’(0) = 0 ning ¢”(¢) > 0 iga t € (—¢,1 4 ¢) korral.
Seega saame Taylori valemist (s.t. teoreemist 2.2, vottes seal a = 0 jan = 1) mingi £ € (0,1) korral

9" 2_9"(&)
y 1-0="

g(1) — g(0) = ¢'(0) (1 - 0) + >0,

nagu soovitud. Viite (b) saab toestada analoogiliselt.



IV peatiikk.
Ilmutamata tfunktsioonide teooria

§ 1. Jacobi maatriksid ja determinandid

Olgu funktsioonid

Up, = Up(P) = up(z1,...,2m)
méidratud hulgas D C R™. Siis siisteem (1.1) médrab kujutuse ®: D — R™,
O(P) = (ui(P),...,u,(P)) R, PeD. (1.2)

Teiselt poolt, mis tahes kujutus ®: D — R"™ méérab iihesel viisil funktsioonid (1.1),
mis rahuldavad tingimust (1.2): sellise omadusega funktsioonid (1.1) on defineeritud
vordustega

uwj(P)=wu;, PeD, j=1,...,n, kus ®(P) = (uy, ..., uy).

Niisiis, hulgas D C R™ mddratud funktsioonide siisteemid (1.1) ja kujutused
D — R" on tikstiheses vastavuses.

Eeldame niiiid, et funktsioonid (1.1) on diferentseeruvad hulgas D C R™.

Definitsioon 1.1. Maatriksit

8u1 8u1 8u1
aUQ 8u2 8u2
dry Oz, Oy, (1.3)
ou, Ou, ou,,
oxry 0xy o 0T,

nimetatakse siisteemi (1.1) (voi ka selle siisteemiga méératud kujutuse D — R")
Jacobit maatriksiks.

LCarl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) — saksa matemaatik.
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Rohutame, et Jacobi maatriks pole arvmaatriks — tema elemendid on funktsioo-
nid. Jacobi maatriksi (1.3) védrtus konkreetses punktis P € D on arvmaatriks (mille
elemendid on Jacobi maatriksi (1.3) elementide vadrtused punktis P € D)

ouq ouy Ouy
?(P) @(P) %:r_m(P)
(%) U9 U9
8_901(]3) 8_1:2<P) M(P)
6un' Gun. 3Un‘
8_901(P) s (P) --- (%m(P)

Vaatleme niiiid juhtu, kus n = m, s.t. siisteem (1.1) omandab kuju

Definitsioon 1.2. Siisteemi (1.4) Jacobi maatriksi

0r,  Oxo 0Ty

Ooxr,  Ox9 0%

oxr,  Ox9 0%

determinanti

Ooxr,  O0xo 0%,
D Oup Ouy Oup
M:: oxr1  0x9 0%,
D(l‘l,...,l'm) . . .
oxry  0x9 0%,

nimetatakse siisteemi (1.4) (voi ka selle siisteemiga méédratud kujutuse D — R™)
Jacobi determinandiks ehk jakobiaaniks.

Rohutame jillegi, et Jacobi determinant pole mitte arv, vaid funktsioon (Jacobi
determinandi viédrtus konkreetses punktis on arv).



§ 2. Uhe vorrandiga antud ilmutamata funktsioonid

2.1. Uhe muutuja ilmutamata funktsiooni moiste

Sisaldagu kahe muutuja funktsiooni u = F(x,y) maaramispiirkond ristkiilikut
I x I, = {(:zc,y): rel,ye IQ},
kus I;, I5 C R on mingid intervallid. Vaatleme vorrandit
F(z,y)=0. (2.1)

Definitsioon 2.1. Oeldakse, et vorrand (2.1) méérab ristkiilikus ; x Iy muutuja y
muutuja x (ithese) funktsioonina:

y = y(z), (2.2)
kui mis tahes fikseeritud x € I; korral vorrandil (2.1) eksisteerib parajasti iiks lahend
Yy e .[2.

Konealune funktsioon (2.2)

Lox—y(x) €l

on maaratud vordusega
F(z,y(z)) =0:
see funktsioon seab punktile = € I; vastavusse vorrandi (2.1) ainsa lahendi y € Is.
Seejuures Oeldakse, et funktsioon (2.2) on antud vorrandiga (2.1) ilmutamata
kujul.

Nidide 2.1. Vaatleme vorrandit
w2yt =1 (2.3)
Maérgime, et
e vorrand (2.3) madrab ristkiilikus [—1, 1] x [0, 1] muutuja y muutuja = (iihese) funktsioonina
y = y(x), sest iga fikseeritud vidrtuse z € [—1,1] korral leidub vorrandil (2.3) tépselt iiks
lahend y 16igust [0, 1] (see lahend on y = /1 — x2; niisiis y(z) = V1 — z2);
e vorrand (2.3) el mééra ristkiilikus [—1, 1] x[0, 1] muutujat £ muutuja y (iihese) funktsioonina,
sest mis tahes fikseeritud vaartuse y € [0, 1) korral leidub vorrandil (2.3) kaks lahendit 16igust

[~1,1] (need lahendid on = = /1 — y2 ja x = —/1 — y2);

e vorrand (2.3) médrab ristkiilikus [—1, 1] x [—1, 0] muutuja y muutuja z (iihese) funktsioonina
y = y(x), sest iga fikseeritud vaartuse z € [—1, 1] korral leidub vorrandil (2.3) tépselt iiks
lahend y 16igust [—1, 0] (see lahend esitub kujul y = —+/1 — x2; niisiis y(z) = —v1 — a?);

e vorrand (2.3) ei médra ristkiilikus [—1,1] x [—1,1] muutujat y muutuja x (iihese) funkt-
sioonina, sest mis tahes fikseeritud vaartuse z € (—1,1) korral leidub vorrandil (2.3) kaks
lahendit y 16igust [—1, 1] (need lahendid on y = V1 — a2 jay = —v1 — 22);

e vorrand (2.3) ei mééra ristkiilikus (—1, 1) x [0, g] muutujat y muutuja x funktsioonina, sest

mis tahes fikseeritud viidrtuse = € (—1, 1) puudub vorrandil (2.3) lahend y 15igus [0, @],
e vorrand (2.3) ei médra ristkiilikus [1,2] x (—00,00) muutujat y muutuja = funktsioonina,
sest mis tahes fikseeritud vairtuse x € (1, 2] korral vorrandil (2.3) puudub lahend;

e vorrand (2.3) méirab ristkiilikus [0, 1] x [—1, 1] muutuja z muutuja y (iihese) funktsioonina
x = z(y), sest mis tahes fikseeritud vidrtuse y € [—1, 1] korral leidub vorrandil (2.3) tépselt

tiks lahend z 16igust [0, 1] (see lahend on & = /1 — y?; niisiis z(y) = /1 — y?).
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2.2. Uhe muutuja ilmutamata funktsiooni olemasolu ja
diferentseeruvus

Jérgnev teoreem annab piisavad tingimused {ihe muutuja ilmutamata funktsiooni
olemasoluks ja diferentseeruvuseks.

Teoreem 2.1. Feldame, et

(1) funktsioonil u = F(x,y) eksisteerivad punkti (xo,yo) mingis imbruses pidevad
osatuletised F, ja F,;

(2) F(xo,0) =0;

(3) Fé(l“o,?/o) # 0.

(a) punkti (xg,yo) teatavas ristkilikukujulises imbruses madarab vorrand F(x,y) = 0
muutuja y muutuja x (ihese) funktsioonina y = y(x);

(b) y(zo) = vo;
(c) funktsioon y = y(x) on punkti xq teatavas imbruses pidev.

(d) funktsioonil y = y(z) eksisteerib punkti xo teatavas timbruses pidev tuletis,
kusjuures selles iimbruses

iy - Fa(ry(@)
V0= o) 2.0

Nn11S1LS ,
y/(xo) _ _Fx(mo,y(l'())) _ _F:;(x()vy()) _ _F1/<P0)
F!(z0,y(20)) F)(w0,90) Fy(Fo)
SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. Il

Niide 2.2. Leiame vorrandiga
3 —62%y +y° =31 (2.5)

punkti (2, —1) imbruses médratud funktsiooni y = y(z) esimest ja teist jarku tuletised punktis
T =2.

Selleks mérgime, et vorrand (2.5) on samavéérne vorrandiga F(z,y) = 0, kus
F(z,y) = 2 — 62y +¢* — 31.
Leiam funktsiooni F' osatuletised:
Fi(z,y) = 32" — 122y, F,(z,y) = —62” + 3y°.
Nieme, et funktsiooni F' osatuletised on kogu tasandil R? pidevad, kusjuures

FJ(2,-1) = —21 £0,
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jarelikult (arvestades, et F'(2,—1) = 0) teoreemi 2.1 pohjal punkti (2,—1) teatavas timbruses
vorrand (2.5) médrab muutuja y muutuja a diferentseeruva funktsioonina y = y(x); seejuures,
mirkides edasises lihtsuse mottes y := y(z), valemi (2.4) pohjal

, Fl(z,y) 3z®—12zy a? —day

= — = pum— 2-6
Y Fj(x,y) 622 —3y? 222 —y?’ (2:6)
millest, arvestades, et y(2) = —1, saame
448 12
/
2))=——=—.
v =57-7

Kuna punkti = 2 teatavas imbruses kehtiva samasuse (2.6) parem pool on diferentseeruv (sest
funktsioon y = y(z) on selles imbruses diferentseeruv), siis selle samasuse mélemat poolt diferent-
seerides saame

" <x2 - 4ﬂry>' _ (@ —day)(22° — y?) — (2® — day)(22° — y°)

222 — 42 (222 — y2)2
_ (22— 4y — day’)(22° — y?) — (a? — day) (4o — 2yy’)
(222 — y2)2 ’
. . _ 12
millest, arvestades, et y(2) = —1 ja y'(2) = =,

(4+4-2)7-12(8— %) 56—-96—96— 22 1240

1"
2 =
v'(2) 19 19 343

2.3. Mitme muutuja ilmutamata funktsiooni olemasolu ja
diferentseeruvus

Mitme muutuja ilmutamata funktsioonid defineeritakse analoogiliselt iihe muutuja
ilmutamata funktsioonide juhuga.

Sisaldagu m + 1 muutuja funktsiooni v = F(z1,...,2,,y) midramispiirkond
risttahukat

D=L x-xIyxI={(x1,....;0m,9): x1 €N,..., 0 € I,, yel},

kus Iy,...,I,,I C R on mingid intervallid. Vaatleme vorrandit
F(x1,...,2m,y) = 0. (2.7)
Definitsioon 2.2. Oeldakse, et vorrand (2.7) miirab risttahukas D muutuja y
muutujate 1, ..., Z,, (ithese) funktsioonina:
y=y(T1,. .., Tm), (2.8)
kui mis tahes fikseeritud z; € I,...,x, € I, korral vorrandil (2.7) eksisteerib

parajasti iiks lahend y € 1.
Konealune funktsioon (2.8)

]1><~-X[mB(ml,...,$m)'—>y(I1,--->Im)EI
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on miaratud vordusega

F(xl,...,xm,y(xl,...,xm)) =0:

see funktsioon seab punktile (xy,...,x,,) € I} X -+ X I,,, vastavusse vorrandi (2.7)
ainsa lahendi y € I.

Seejuures Oeldakse, et funktsioon (2.8) on antud vorrandiga (2.7) ilmutamata
kugul.

Teoreem 2.2. Eeldame, et

(1) (m + 1 muutuja) funktsioonil u = F(xq,...,xm,y) eksisteerivad punkti Py =
(29, ..., 20, 40) mingis imbruses pidevad osatuletised F, ,...,F, ja F);

(3) FiPy) 0.

(a) punkti Py teatavas risttahukakujulises imbruses madrab vorrand
F(zy,...,zm,y) =0
muutuja y muutujate xq, ..., Ty (ihese) funktsioonina y = y(xq, ..., Tm);

(b) y(at, ... 20,) = yo;

(c) funktsioon y = y(z1,...,2Tm) on punkti (29,...,20) teatavas iimbruses pidev;
(d) funktsioonil y = y(x1,...,2,) eksisteerivad punkti (z9,...,2°) teatavas imb-
ruses pidevad osatuletised y,, .. ...y, , kusjuures selles iimbruses
Fl(zy1,...,xmy(x1, ..., Tm)
?J;i(m,...,mm):—F,( ); (2.9)
y(acl, e Ty, ,xm))
NS P (P
/ 0 0 z\1 0
yxi(:p,...,xm):— )
! F)(F)
SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

Maérkus 2.1. Kui lisaks teoreemi 2.2 eelduste tdidetusele funktsioon F' on kaks kor-
da diferentseeruv ristkiilikus D, siis liitfunktsiooni diferentseerimise reegli (teoree-
mi I1.1.8) pohjal funktsioon y = y(xq,...,x,,) on kaks korda diferentseeruv punkti
(29,...,2%) teatavas iimbruses; seejuures tema teist jirku osatuletised saab lei-
da vottes osatuletised (punkti (29, ...,z ) teatavas iimbruses kehtivate) samasuste
(2.9) molemast poolest.
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Naiide 2.3. Leiame vorrandiga

w32 -yt =2 (2.10)

punkti (1,2, —1) timbruses madratud funktsiooni z = z(x,y) esimest ja teist jirku osatuletised
punktis (z,y) = (1,2).

Selleks mérgime, et vorrand (2.10) on samavairne vorrandiga F(z,y, z) = 0, kus
F(x,y.2) =2%2% —y2® —2x — 2.
Leiame funktsiooni F' osatuletised:
Fl(x,y,2) = 32%2% — 1, F;(x,y,z) =23 Fl(x,y,2) = 2232 — 3yz°.
Nieme, et funktsiooni I osatuletised on kogu ruumis R? pidevad, kusjuures
F/(1,2,-1) = —8 £ 0,
jarelikult (arvestades, et F(1,2,—1) = 0) teoreemi 2.2 pdhjal punkti (1,2, —1) teatavas iimbruses

vorrand (2.10) madrab muutuja z muutujate x ja y diferentseeruva funktsioonina z = z(z,y);
seejuures, mirkides edasises lihtsuse mottes z := z(x, y), valemi (2.9) pohjal

, Fl(z,y,2) —32%2%2+1
A =
r Fl(z,y,z 2x32 — 3yz2’
F/( Y, 2) ) y i (2.11)
o By z _ =
y Fl(z,y,2) 2x%2—3yz2 223 —3yz’
millest, arvestades, et z(1,2) = —1, saame

-3+1 1 1 1
'(1,2) = =- '(1,2) = —— = —.
w2 =557 w2 =3573

Kuna punkti (x,y) = (1,2) teatavas limbruses kehtivate samasuste (2.11) paremad pooled on
diferentseeruvad (sest funktsioon z = z(z,y) on selles iimbruses diferentseeruv), siis neid samasusi
diferentseerides saame

o =32222 + 1" (—32%2% + 1), (2252 — 3yz?) — (32222 + 1)(22%2 — 3yz?)),
@ . (2232 — 3yz?)?
(—622% — 62222 (2232 — 3yz?) — (—32%2% + 1)(62%2 + 2232, — 6yz2))

- b

(2232 — 3y22)?
v 3222241 )/ _ (—3222% + 1), (2232 — 3yz?) — (—32%2 + 1)(22°2 — 3y2?);,
y B (2232 — 3y=z?)?
(—62222,)(20%2 — 3yz?) — (—3222% + 1)(22°2) — 32* — 6yzz,)
(2232 — 3yz?)? ’
(o ) (e~ 3ye) - 220 3y2),

232 — 3yz2

2232 — 3y22

Py 223 — 3yz (223 — 3y2)2
o 22’2;(21‘3 _ 3yz) _ 22(6.T2 _ 3yz;)
= (2563 7 3yz)2 )
(2 Y (@)% — 3yz) — 22(2° — 3yz),
Y2 273 — 3yz y (223 — 3yz)2

22z, (20 — 3yz) — 2°(—3z — 3yz,)
(223 — 3yz)2 ’
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millest, arvestades, et z(1,2) = —1, 2,(1,2) = 1, 2},(1,2) = ¢,

(=64 5)(—8) — (=3+1)(—6+3+12) 31

2;/2(172) = (_2 . 6)2 = av
21— ZCFDE=8+F) 1

A (—2 — 6)2 128’

Z// (1 2)_ _%(2—’_6)_(6_%) __i

yeA = (2 +6)2 o128’

25 (1,2) = 5246 - (3-5) = —i.

U (2+6)2 256

Eelnevas voinuksime iihe osatuletistest 27/, ja z;, rehkendamata jitta — samasustest (2.11) néieme,

et funktsiooni z osatuletised on punkti (z,y) = (1,2) teatavas timbruses diferentseeruvad, s.t.
funktsioon z on kaks korda diferentseeruv selles {imbruses ning jirelikult on funktsiooni z teist
jirku segaosatuletised ei soltu selles iimbruses diferentseerimise jérjekorrast.

2.4. Vorrandite siisteemiga maaratud ilmutamata
funktsioonid

Sisaldagu m + n muutuja funktsioonide
wj = Fj(x1, ..., Tmy Y1, Yn), J=1,...,n, (2.12)
méadramispiirkond risttahukat
D=1 x---x1,xJ X xJ,,

kus I1,...,Ln, J1,...,J, C R on mingid intervallid. Vaatleme vorrandisiisteemi

F1<x17-"7$m7y17"'7yn) =0
Fy(xy, ... m,y1, -y Yn) =0, (2.13)

Fo(xy, .. T, vyt yn) = 0.

Definitsioon 2.3. Oeldakse, et siisteem (2.13) méiirab risttahukas D muutujad

Y, ..., Y muutujate 1, ..., x,, (iiheste) funktsioonidena:
U1 = (T, )y e s Un = Yn(T1, .., T), (2.14)
kui mis tahes fikseeritud =y € Iy,..., 2, € I, korral siisteemil (2.13) eksisteerib

parajasti iiks lahend (y1,...,ym) € J1 X -+ X J,.
Konealused funktsioonid (2.14)

L <o x I3 (21,0 xm) — yi(21, .. ozm) € J5, 7=1,....n,
on méidratud vordustega

F(xl,...,mm,yl(xl,...,xm),...,yn(xl,...,xm)) =0, j7=1,...,n,
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s.t.igaj € {1,...,n} korral funktsioon y; = y;(x1, ..., %) seab punktile (z1, ..., 2.m,)
€ I} x --- x I, vastavusse muutuja y; vidrtuse siisteemi (2.13) ainsast lahendist
Y1y Ym) € J1 X -+ X .

Seejuures Geldakse, et funktsioonid (2.14) on antud siisteemiga (2.13) ilmutamata
kujul.

Teoreem 2.3. Eeldame, et

(1) (m+n muutuja) funktsioonidel (2.12) eksisteerivad punkti Py = (29, ..., 22 49, ...

F, F,
maingis umbruses pidevad osatuletised OFL ja Q, 1=1,....m,5,k=1,....n;
8$i 8@/]
(2) F;(Pp)=0,j=1,...,n;
OF oF oF
——(R) 5—(P) ~(Py)
ob, o o
2 2 2
D(F, ..., Fy) () ——=(P) - (Fo)
3 L (Ry) = | O Ao OYn 0.
oF, oF, oF,
P, P, P,
I (7o) 9o (7o) OYn (7o)

(a) punkti Py teatavas risttahukakujulises imbruses madrab sisteem (2.13) muu-
tujad y, . .., Y muutujate Ty, ..., T, (theste) funktsioonidena (2.14);

(b) yj(x?,...,x%):y?,j:l,...,n;

(c) funktsioonid (2.14) on punkti (z9,...,2%) teatavas imbruses pidevad;

(d) funktsioonidel (2.14) eksisteerivad punkti (z9,...,2°%) teatavas iimbruses pi-
devad osatuletised koigi arqumentide jirgi, kusjuures selles imbruses koikide
j=1,...,njar=1,...,m korral

D(Fy,...,F,)
ayj D(y17"'>yj*1>xi7yj+1'-'7yn>
. = — 2.1
al’z‘(xh )xm) D(Fl,,Fn) ( 5)
D(yl, c.e ,’yn)
(siin vordusmdrgist paremal olevates determinantides arvutatakse osatuletised
0F, . 0F ,
a; ja 8_3; punktis (x1, ..., Ty Y1 (T1, oy Tim)s ooy Yn (21, - . ,:Um)))

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

,Yn)
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rakendusi

3.1. Vorrandiga F(z,y,z) = 0 antud pinna puutujatasand

Teoreem 3.1. Eksisteerigu funktsioonilu = F(P) = F(x,y, z) punkti Py = (xo, Yo, 20) €
R3 mingis iimbruses pidevad osatuletised, kusjuures

FL(Py)* + F;(P0)2 + Fl(Py)* # 0.

Siis vorrand
F(z,y,2) =0 (3.1)

mdaarab punkti Py teatavas timbruses pinna, millel eksisteerib igas punktis puutuja-
tasand. Puutujatasandi normaalvektor punktis Py on

i = (Fy(Po), F,(Fo), F.(R));
selle puutujatasandi vorrand on niisiis
F(Po) (x = x0) + F,(Po) (y — o) + FL(Fo) (2 — 20) = 0.

TOESTUS. Oletame konkreetsuse mottes, et F.(Fy) # 0. (Juhtu, kus F.(Fy) # 0 voi
F,(Fy) # 0, késitletakse analoogiliselt.) Siis teoreemi 2.2 pohjal punkti Iy teatavas
risttahukakujulises {imbruses méérab vorrand (3.1) muutuja z muutujate z ja y
(iihese) diferentseeruva funktsioonina z = z(z,y) (mis on méadratud punkti (zo, o)
vastavas ristkiilikukujulises imbruses); seejuures z(zo, o) = 2o ja

i (R) Fy(Fo)
Z;(mmyo) = _F’(PO)’ Z;(ﬁoayo) = —Ff(PO).

Niisiis, vorrand (3.1) méérab punkti Py nimetatud iimbruses teatava pinna — funkt-
siooni z = z(x,y) graafiku. Teoreemi I1.1.6 pohjal eksisteerib funktsiooni z = z(z, y)
graafikul punktis F, puutujatasand, kusjuures selle puutujatasandi normaalvektor

on F'(Py)) F![(P
(Z;(I'o,y()),Z;(l’anO)’_l) = (_ FZEPO§7_FZEPO;7_ )

Néeme, et vektor 7 on saadud selle normaalvektori korrutamisel nullist erineva ar-
vuga —F.(F); niisiis ka 7 on selle puutujatasandi normaalvektor. ]

Naiide 3.1. Leiame sfaari
(x—a)*+ (y—a)*+ (z —a)? =12 (a,b,c e R, r>0) (3.2)

puutuja selle sfadri punktis Py = (xo, Yo, 20)-
Sfaar (3.2) on esitatav vorrandiga F(z,y,z) = 0, kus
F(z,y,2) = (x —a)*+ (y—a)® + ( —a)* — ™.

74
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Leiame funktisooni F' osatuletised:
Fi(z,y,2) =2(x —a), Fy(z,y,2) =2(y—0b), F.(r,y,2)=2(z—c).

Osatuletised F,, F,, F on pidevad kogu ruumis R?, seega funktsioon F' on diferentseeruv ruumi R?
igas punktis. Seejuures punktis Py osatuletised F, Fé, F! ei ole koik korraga nullid (ainus punkt,
kus koik need osatuletised on nullid, on sfdéri keskpunkt (a, b, ¢)). Teoreemi 3.1 pohjal eksisteerib
sféidiril (3.2) punktis Py puutujatasand, mille normaalvektor on (F}(Fo), F(Po), FL(Po)) = (2(z0—
a),2(yo —b),2(z0 — c)); niisiis, puutujatasandi normaalvektoriks on ka (zg — a, yo — b, 20 — ¢), seega
selle puutujatasandi vorrand on

(zo — a)(z —x0) + (Yo — b)(y — yo) + (20 — ¢)(z — 20) = 0.

Mirkus 3.1. Saadud tulemus, et punktis Py voetud puutujatasandi normaalvektor on (xg—a, yo—
b,zo — ¢), on igati ootuspdrane: on ootuspirane, et sfidri keskpunkti (a,b,c) ja punkti Py =
(z0,Yo0,20) labiv sirge on selle puutujatasandiga risti ehk, teisisonu, see sirge on selle puutu-
jatasandi normaal; selle sirge sihivektor (ehk, teisisonu, puutujatasandi normaalvektor) on aga
(o — a,yo — b, 20 — ¢).
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V peatiikk.
Kordsed integraalid

§ 1. Kahekordse integraali moiste
1.1. Darboux’ summad. Darboux’ integraal
Olgu kahe muutuja funktsioon z = f(P) = f(x,y) tokestatud ristkiilikus
D :=[a,b] X [¢,d].
Jagame 16igud [a, b] ja [c, d| omakorda mingiteks m ja n osaldiguks
(o, z1]s - [, Tm] 2 (Yo, ], [Yne1, ynl (1.1)
punktidega
a=To<T1 < - -<Tp:=b ja c=yy<y1 <---<y,:=d. (1.2)
Siis ristkiilik D jaotub mn ristkiilikuks
Dij = [wi—1, @] X [y;—1,y;], t€{l,...,m},j€{l,...,n} (1.3)

Ristkiiliku D jaotusviisi ristkiilikuteks (1.3) tdhistame tdhega T'. Punktidele (1.2)
viitame jargnevas kui jaotusviisi T mddravatele punktidele ning 16ikudele (1.1) kui
jaotusviisi T mddravatele loikudele.

Téahistame koikide ¢ € {1,...,m} ja 7 € {1,...,n} korral

Az =x; — i1, Ayji=y; —yj_1, M;; == sup f(P), m; = inf f(P).

PE'DU PEDU
Definitsioon 1.1. Summasid
S(T) := S¢(T) := Z Z M;; Ax; Ay;  ja s(T) = s4(T) = Z Zmij Az; Ay;.
=1 j=1 i=1 j=1

nimetatakse funktsiooni f Darbouz’ dilemsummaks ja Darbouz’ alamsummaks, mis
vastavad ristkiiliku D jaotusviisile T

7
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Koneldes jargnevas Darboux’ iilem- ja alamsummadest, moistame me selle all
funktsiooni f Darboux’ summasid, mis vastavad ristkiiliku D jaotusviisidele.

Edasises kasutame me korduvalt jiargnevat tdhelepanekut: kuna mis tahes i €
{1,...,m} jaje{l,...,n} korral

;;lgj(_f(P)) = b f(P)=—mi Ja Pienpfij(—f(P)) =S f(P) = =M,
siis
Sep(T) = =s54(T) ja sp(T)=—=S¢(T). (1.4)

Toestame moned lihtsad Darboux’ summade omadused.

Lause 1.1. (a) Kui ristkiliku D jaotusviis T' on saadud loikude (1.1) edasisel
jaotamisel uuteks osaloikudeks, siis

S(I) < S(T)  ja  s(T) = s(T),

s.t. jaotusviisi peenendamisel Darboux’ tlemsummad ei kasva ning Darboux’
alamsummad et kahane.

(b) Ristkiiliku D mis tahes jaotusviiside T ja T" korral
S(T) = s(T7),

s.t. tikski Darbouz’ iilemsumma pole vdiksem mitte ihestks Darboux’ alamsum-
mast.

(¢) Funktsiooni f koikvoimalike Darboux’ ilemsummade hulk on alt tokestatud
ning Darbouz’ alamsummade hulk on tlalt tokestatud.

TOESTUS. (a). Viite toestuseks iildisel juhul piisab toestada viide juhu jaoks, kus
jaotusviis 7" on saadud jaotusviisi 7' méadravatele punktidele (1.2) ithe uue punkti
T € [a,b] vOi yJ € [c,d] lisamise teel. Oletame konkreetsuse mottes, et jaotusviis 7"
on saadud jaotusviisi 7' madravatele punktidele (1.2) uue punkti T € [a, b] lisamisel,
kusjuures see uus punkt kuulub 16igu [a, b] ig-ndasse osaloiku: Z € [z;,_1, 74, kus
ip € {1,...,m}, s.t. jaotusviis 7" on saadud jaotusviisist 7" ristkiilikute

Dig1 = [Tig—1,Tip) X [Yo, 1), .- ) Dign = [Tig—1, Tig) X [Yn—1, Yn)
asendamisel uute ristkiilikutega

1

Dgol = [1'1'0,1,5['\] X [Z/anl]a Diol = [3/57 xio] X [y07y1]7

,Dgon - [xio—h/x\] X [yn—lyyn]a IDZ)n - [27 xio] X [yn—hyn]‘

Jaotusviisile 7" vastav Darboux’ iilemsumma on

=1 5=1 =1
i J
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kus
! e ~ . ! o ~
Az; =T —xj—1 ja Awmy =14 -7

ning iga j € {1,...,n} korral

M ;= sup f(P) ja M;;= sup f(P).

PeD) ; PeDy
Seega
S(T) Z g Azig Ayy — Y (M]; Azl Ay + M Aall Ay;)
7j=1
Z i0j Axig — M Awy — M Al ) Ay;.
Kuna

Az, = Az} + Axy)
ning iga j € {1,...,n} korral, arvestades, et D;,; O D; ; ja Dy; O D;

0]
Mi; = sup f(P)> sup f(P)= M,

PeD;; PEDQOJ

ja
M;y; = sup f(P)> sup f(P)= M,

PED;y; pPeDy

siis
Miyj Awiy — M ; Az — My Az
MZO] Axy 4 My Az — M ; Az — M Axj
- (Mloj 10]) ALE + (Mi()] Mlléj) A ZO > 0’

seega S(T) — S(T") = 0 ehk S(T) > S(T"), nagu soovitud.
Vordustest (1.4) jareldub niiiid, et

S(T) = S (T") > ~S(—p)(T) = 5(T).

(b). Téhistame siimboliga 7" ristkiiliku D jaotusviisi, mis on saadud jaotusviisi 7'
méidravate osaloikude (1.1) edasisel jaotamisel uuteks osaloikudeks jaotusviisi 7"
méidravate punktidega; siis véite (a) pohjal

S(T) = S(1T").

Jaotusviis 7" on tolgendatav jaotusviisina, mis on saadud jaotusviisi 7" médravate
osaloikude edasisel jaotamisel uuteks osaloikudeks jaotusviisi 7" méaravate punkti-
dega (1.2); jarelikult viite (a) pohjal

s(T") = s(T").
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Seega
S(T) =z S(T7) =z s(T") = s(T"),

nagu soovitud.
(c). Viite (b) pohjal

e funktsiooni f mis tahes Darboux’ alamsumma on selle funktsiooni Darboux’
iilemsummade hulga alumine toke;

e funktsiooni f mis tahes Darboux’ iilemsumma on selle funktsiooni Darboux’
alamsummade hulga alumine toke.

]

Definitsioon 1.2. Funktsiooni f (ristkiiliku D jaotusviisidele vastavate) Darboux’
lilemsummade alumist raja nimetatakse funktsiooni f Darbouz’ ilemiseks integraa-
liks (ristkiilikus D) ja téhistatakse siimboliga Ipf:

Ipf :=inf{S(T): T on ristkiiliku D jaotusviis}.

Funktsiooni f (ristkiiliku D jaotusviisidele vastavate) Darboux’ alamsummade iile-
mist raja nimetatakse funktsiooni f Darbouz’ alumiseks integraaliks (ristkiilikus D)
ja tahistatakse siimboliga I f:

Ipnf :=sup{s(T): T on ristkiiliku D jaotusviis}.

Darboux’ integraalide olemasolu jireldub lausest 1.1, (c¢), pidevuse aksioomi poh-
jal; seejuures lausest 1.1, (b), jareldub, et

Inf >1Ipf.
Vahetult vordustest (1.4) jéreldub, et

Inf =inf Sp(T) = inf(=s-5)(T)) = - sups(—p(T) = ~Ip(=f)  (15)
ja B

Ipf =supsp(T) = SI;P(—S(—MT)) = —inf S (T) = =Io(=/),
kus koik infiimumid ja supreemumid voetakse iile ristkiiliku D koikvoimalike jaotus-
viiside 7.
Definitsioon 1.3. Kui funktsiooni f Darboux’ iilemine ja alumine integraal rist-
kiilikus D on vordsed, siis 6eldakse, et funktsioon f on ristkiilikus D Darbouz’ mottes
integreeruv ehk lihtsalt integreeruv. Funktsiooni f Darboux’ {ilemise ja alumise in-

tegraali iihist vadrtust nimetatakse sel juhul funktsiooni f Darboux’ integraaliks voi
lihtsalt (kahekordseks) integraaliks funktsioonist f iile ristkiiliku D. ja tihistatakse

siimboliga
Ipf voi // f(z,y) dz dy,
D

/ /D F(a,y) dudy = Inf = Tnf = Ipf.
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1.2. Darboux’ summade piirvairtus. Darboux’ lemma

Eeldame endiselt, et kahe muutuja funktsioon z = f(P) = f(x,y) on tokestatud
ristkiilikus D := [a, b] X [c, d].
Ristkiiliku D jaotusviisi 7' puhul osaristkiilikuteks, mis on méiratud punktidega
a=:120<T < <Tp:=b ja c=yy <y < <yYp:=d, (1.6)
tahistame
A<T) = max{xl — oy Tm — Tm-1,Y1 — Yo, -+ Yn — ynfl}a
s.t. A(T') on selle jaotusviisi osaristkiilikute maksimaalne kiiljepikkus.
Definitsioon 1.4. Arvu / € R nimetatakse funktsiooni f

e Darbouz’ ilemsummade piirvidartuseks (ristkiilikus D) ja kirjutatakse

I'= lim S(T) wvoilihtsalt [ =1limS(7T),
A(T)—0

kui iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv 6 > 0 nii, et
AT)<d = [S(T)—1I|<e¢

(s.t. ristkiiliku D mis tahes jaotusviisi 7" korral, mille osaristkiilikute maksi-
maalne kiiljepikkus on viiksem kui 0, erineb vastav Darboux’ iilemsumma
arvust [ vihem kui ¢);

e Darbouz’ alamsummade piirvidrtuseks (ristkiilikus D) ja kirjutatakse

I'= lim s(T) voilihtsalt I =lims(7T),
A(T)—0

kui iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv § > 0 nii, et
AT)<d = |[s(T)—1I|<e

(s.t. ristkiiliku D mis tahes jaotusviisi 7" korral, mille osaristkiilikute maksi-
maalne kiiljepikkus on viiksem kui ¢, erineb vastav Darboux’ iilemsumma
arvust [ vihem kui €).

Jargnevast teoreemist jareldub, et Darboux’ summadel eksisteerib alati piir-
vaartus.

Teoreem 1.2 (Darboux’ lemma). (a) Funktsiooni f Darbouz’ dilemine integraal
ristkilikus D on funktsiooni f Darbouz’ dlemsummade piirvadrtus (ristkili-
kus D):
Ipf= 1l T).
of = Jm S(T)
(b) Funktsiooni f Darbouz’ alumine integraal ristkilikus D on funktsiooni f Dar-
bouz’ alamsummade piirvddrtus (ristkilikus D):

Inf= A(I;I)ILOS(T)-

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]
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1.3. Tarvilikke ja piisavaid tingimusi funktsiooni
integreeruvuseks

Darboux’ lemma voimaldab anda mitu kasulikku tarvilikku ja piisavat tingimust
funktsiooni integreeruvuseks antud ristkiilikus.

Teoreem 1.3. Olgu funktsioon f tokestatud ristkilikus D := [a, b] X [c, d]. Jargmised
vaited on samavddrsed:

(i) funktsioon f on integreeruv ristkilikus D;

(ii) funktsiooni f Darbouz’ iilemsummade piirvadrtus ja Darbouz’ alamsummade
purvadartus ristkilikus D on vordsed, s.t

lim S(T)= lim s(7);
A(T)—0 A(T)—0

(iii) iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv 6 > 0 selliselt, et
AT)<é = S(T)—-s(T)<e (1.7)

(s.t. et ristkiliku D mis tahes jaotusviisi T korral, mis rahuldab tingimust
A(T) < 0, erinevad sellele jaotusviisile vastavad Darbouz’ summad teineteisest
vihem kui €); teisisonu,

(s -s) <o

(iv) iga reaalarvu € > 0 korral leidub ristkiliku D jaotusviis T, mille korral
S(T) —s(T) <e; (1.8)
teisisonu,
inf{S(T) —s(T): T on ristkiliku D jaotusviis} = 0.
Seejuures
(T)—0 A(T)—0

/ fla.g)dvdy = Inf =Tnf = Ipf = lim S;(T)= lim syT).  (19)
D

Mirkus 1.1. Kuna (punkti 1.1 tahistusi kasutades)

i=1 j=1 i=1 j=1
m n
i=1 j=1
m n
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kus koikide i € {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral
wij = M;; —m;; = sup f(P)— inf f(P)= sup (f(P) — f(Q))

PeD;; PeD;; P,Q€eD;;

(arvu w;; nimetatakse funktsiooni f vonkumiseks osaristkiilikus D;;), siis voib teo-
reemi 1.3 viited (iii) ja (iv) formuleerida ka jargmisel (sagedasti kasutataval) kujul:

iii’)  lim w;i Ax; Ay: = 0;
(i) A(T)Hoizljzl J Yi

(iv’) inf{ZZwij Ax; Ay;: T on ristkiliku D jaotusviis} = 0.

i=1 j=1

TEOREEMI 1.3 TOESTUS. (i)<(ii). Vastavalt definitsioonile tdhendab funktsiooni
integreeruvus ristkiilikus D tema Darboux’ integraalide vordust selles ristkiilikus;
seega jareldub toestatav samavaédrsus vahetult Darboux’ lemmast.

(ii)=>(iii). Kehtigu (ii) ning olgu € > 0. Tédhistame

I = A(ljlﬂf)g() S(T) = A(I%I)ILOS(T). (1.10)

Ristkiiliku D mis tahes jaotusviisi 1" korral
S(T)=s(T)=8(T) =1 +1—s(T)=|S(T) —I|+|I —s(T)|;

seega valides reaalarvud d;, o > 0 nii, et
AT) <8 = |S(T)—1|< %
ja
AT) <0y = |[s(T)—1| < g

(niisugused 0, ja d5 eksisteerivad vorduste (1.10) tottu), ja tdhistades § := min{dy, da },
kehtib (1.7).

(iii)=(iv) on ilmne.

(iv)=-(i). Kehtigu (iv) ning olgu € > 0. Eelduse (iv) pohjal leidub ristkiiliku D
jaotusviis T, mis rahuldab tingimust (1.8). Arvestades, et

s(T) < Ipf < Inf < S(T),
jareldub tingimusest (1.8), et
Tof — Lnf| < S(T) - s(T) <.

millest arvu & > 0 suvalisuse tottu jireldub, et Ipf = I,f, s.t. funktsioon f on
integreeruv.

Vordused (1.9) jarelduvad vahetult integraali definitsioonist ja Darboux’ lem-
mast. O
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Jareldus 1.4. Olgu funktsioon f tokestatud ristkilikus D ning olgu I € R. Jdrg-
mised vdited on samavddrsed:

(i) funktsioon f on integreeruv ristkilikus D, kusjuures

//D Fz,y)dedy = I (1.11)

(ii) iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv 6 > 0 nii, et

AT)<d = T—-e<s(T)<S(T)<I+e; (1.12)

(iii) iga reaalarvu € > 0 korral leidub ristkiliku D jaotusviis T, mille korral

I—e<s(T)<S(T)<I+e.

TOEsTUS. (i)=(ii). Kehtigu (i) ning olgu € > 0. Teoreemi 1.3 (samavéirsuse (i)=-(iii))
pohjal leidub reaalarv ¢ > 0 selliselt, et

AT)<d = S(T)—-s(T)<e
millest, arvestades, et ristkiiliku D mis tahes jaotusviisi 7" korral
s(T) <Ipf=1=1Ipf<S(T),
jareldub (1.12).
(ii)=-(iii) on ilmne.
(iii)=(i). Kehtigu (iii). Siis

[gsups(T):lpfgfpf:i%fS(T) </
T

(siin supreemum ja infiimum voetakse iile ristkiiliku D koikvoimalike jaotusviiside T');
seega Ipf = I f = I, s.t. funktsioon f on integreeruv ristkiilikus D, kusjuures keh-
tib (1.11). m

1.4. Riemanni integraal

Olgu kahe muutuja funktsioon z = f(P) = f(z,y) maaratud ristkiilikus
D :=[a,b] X [¢,d].

Jargides punkti 1.1 tdhistusi, tdhistame tdhega 7' ristkiiliku D jaotusviisi osarist-
kiilikuteks

Dij = [miflaxi] X [yjflayj]a (AS {17 s 7m}7 J € {17 s 7”}7 (113)
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kus

a=Tp<T1 < - <Tp:=b ja c=yo<y < - <yp:=d. (1.14)
Koikide i € {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral tahistame

Az =2 — 21 ja Ay i=y; —yj
ning
A(T) = max{xl — X0y Ty — T 1y Y1 — Y0s -+ - s Yn — yn_l},
s.t. A(T) on selle jaotusviisi osaristkiilikute maksimaalne kiiljepikkus.
Valime mingid punktid

P,€Dyy, ..., P, €Dy, ... .. , Po1 €D, ..y Pon € Do (1.15)
(s.t. koikide 7 € {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral valime mingi punkti P;; € D;;).
Definitsioon 1.5. Summat

og:=o0p:=0(T;Pn,...,P1m,...., Pn1,..., Pun)

nimetatakse funktsiooni f integraalsummaks ehk Riemanni summaks, mis vastab
ristkiiliku D jaotusviisile 7" ja punktide valikule (1.15).

Vahetult vastavatest definitsioonidest jareldub

Lause 1.5. Olgu funktsioon f tokestatud ristkilikus D. Siis ristkiliku D jaotus-
viisile T' vastavad funktsiooni f Darbouz’ ilemsumma S(T) ja alamsumma s(T) on
sellele jaotusviisile vastavate funktsiooni f integraalsummade tilemine ja alumine
raja:

S(T)=supo  ja s(T) =supo

(siin supreemum ja infiimum voetakse ile koikvoimalike jaotusviisile T vastavate
integraalsummade o, s.t. ile koikvoimalike punktide valikute (1.15)).

Definitsioon 1.6. Arvu / € R nimetatakse funktsiooni f integraalsummade piir-
vddrtuseks (ristkiilikus D) ja kirjutatakse

lim of=1 voi lim o =1 wailihtsalt limoy=1 voi limo =1,
A(T)—0 A(T)—0

kui iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv 0 > 0 nii, et
AT)<é = |o—1I|<e,

s.t. ristkiiliku D mis tahes jaotusviisi 7' korral, mille osaristkiilikute maksimaalne
kiiljepikkus on viiksem kui ¢, erinevad koik sellele jaotusviisile vastavad funktsiooni
f intgraalsummad arvust I vihem kui ¢ (soltumata punktide valikust (1.15) selle
jaotusviisi osaristkiilikutest).
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Definitsioon 1.7. Kui funktsiooni f integraalsummadel on olemas piirvaartus rist-
kiilikus D, siis 6eldakse, et funktsioon f on Riemanni mdttes integreeruv ristkiili-
kus D, kusjuures tema integraalsummade piirvaartust

R—//Df(x,y) dx dy = A(ljg)r;ga

nimetatakse Riemanni integraaliks funktsioonist f iile ristkiiliku D.

Osutub, et funktsiooni f Riemanni mottes integreeruvus on sama, mis tema in-
tegreeruvus (s.t. Darbouz’ mottes integreeruvus), kusjuures tema Riemanni integraal
ja integraal (s.t. Darbouz’ integraal) langevad kokku (vt. teoreemi 1.7 allpool). Veen-
dumaks selles, toestame koigepealt, et Riemanni mottes integreeruv funktsioon on
tokestatud.

Teoreem 1.6. Ristkiilikus D tokestamata funktsioon ei ole Riemanni mottes integ-
reeruv selles ristkilikus.

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

Teoreem 1.7. Olgu funktsioon f mddratud ristkilikus D. Jdrgmised vdited on sama-
vddrsed:

(i) funktsioon f on Riemanni mottes integreeruv ristkilikus D;
(ii) funktsioon f on integreeruv (s.t. Darbouzr’ mottes integreeruv) ristkilikus D.

Seejuures funktsiooni f Riemanni integraal ja integraal (s.t. Darbouz’ integraal) lan-

gevad kokku:
R—//Df(x,y) dr dy = //Df(x,y) drdy = Ipf. (1.16)

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. O

1.5. Integraal iile mis tahes tokestatud hulga
Olgu A C R x R tokestatud hulk. Tahistame

a:= inf x, b:= sup z, c:= inf y, d:= sup y
(z,y)€A (z,y)€A (z,y)eA (z,y)€A

(need infiimumid ja supreemumid on 16plikud hulga A tokestatuse tottu, vt. lauset
1.4.6); siis
A Cla,b] x [¢,d] =: Dy =:D.

Definitsioon 1.8. Olgu kahe muutuja funktsioon z = f(P) = f(z,y) tokestatud
hulgas A.

Oeldakse, et funktsioon f on integreeruv hulgas A, kui funktsioon z = fA(P) =
flz,y),
=~ Jf(P), kui P € A,
0, kui P € Dy \ A,
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on integreeruv ristkiilikus D 4. Seejuures integraali

/ /A fay)dedy = [ [ )y

nimetatakse integraaliks funktsioonist f tle hulga A.

Definitsioon 1.9. Funktsiooni y4: R x R — R,

xa(P) =

I, kuiPeA
{’ WEEA peRxR,

0, kuiP¢A,

nimetatakse hulga A karakteristlikuks funktsiooniks voi ka (eriti tGendosusteoorias)
hulga A indikaatorfunktsiooniks.

Definitsioon 1.10. Kui hulga A karakteristlik funktsioon x4 on integreeruv rist-
kiilikus Dy, siis 6eldakse, et hulk A on maootuv; seejuures integraali

Sy = // Xa(z,y)dz dy
Da

nimetatakse hulga A pindalaks.



§ 2. Kahekordse integraali omadusi

Olgu kahe muutuja funktsioon v = f(P) = f(z,y) méaaratud ristkiilikus
D = [a,b] X [¢,d].

Jargides eelmise paragrahvi tdhistusi, tdhistame tdhega T' ristkiiliku D jaotusviisi
osaristkiilikuteks

Dij = [xi—17xi] X [yj—17yj]7 (S {]-7 s 7m}7 J € {]-7 s 7n}7

kus
a=Tg<T1 < - <Tpyp:=b ja c=y <y <---<y,:=d.

Koikide ¢ € {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral tdhistame
Az; ==z — w1 ja Ayj:=y; —yj
s.t. Ax; ja Ay; on osaristkiiliku D;; kiilgede pikkused, ning
A(T) = max{Aml, oo Az, Ay, Ayn},
s.t. A(T') on selle jaotusviisi osaristkiilikute maksimaalne kiiljepikkus.
Valime mingid punktid
Pi€Dyy, ..., P, €Dy ... s, Po1 €D, ...y Pon € Dy (2.1)
(s.t. koikide 7 € {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral valime mingi punkti P;; € D;;).
Me tahistame
o:=0p:=0(T;Pi,..., Py, Py1,..., Ppp) i= sz(P”) Az; Ayj,
i=1 j=1

s.t. ¢ = oy on funktsiooni f integraalsumma (ehk Riemanni summa), mis vastab
ristkiiliku D jaotusviisile 7" ja punktide valikule (2.1).

Tokestatud hulga A C R x R korral tdhistame
Dy :=D :=[a,b] X [c,d],

kus

a:= inf z, b:= sup z, c:= inf y, d:= sup y
(zy)eA (z,y)eA (zy)eA (z,y)€A

(need infiimumid ja supreemumid on 16plikud hulga A tokestatuse tottu, vt. lauset
[.4.6). Ilmselt A C D 4.

Hulgas A méédratud kahe muutuja funktsiooni z = f(P) = f(x,y) korral defi-
neerime funktsiooni f: Dy — R,

7P = f(P), kuiPe A,
o, kui P € Dy \ A

88
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2.1. Eelnevast paragrahvist vilja ununenud kasulikke teadmisi

Lause 2.1. Ristkiilikus D mdadratud konstantne kahe muutuja funktsioon f(z,y) = «
(o € R) on integreeruv selles ristkilikus, kusjuures

/Dadxdy—a(b—a)(d—c)—aSp (2.2)

(simbol Sp tahistab ristkiliku D pindala).

TOESTUS. Konstantse funktsiooni f(z,y) = a mis tahes integraalsumma

m n

a:ZZf(PZ-j)Axiij ZZ@A@A%_@ZA@ZA%
i=1 j=1 i=1 j=1

—aZAx, —c) = —cZsz—oz(d—c)(b—a)—aSD,

=1

seega ka nende integraalsummade piirvadrtus on « Sp, s.t. kehtib (2.2). O

Teoreem 2.2. Kinnises mootuvas hulgas A C R? pidev kahe muutuja funktsioon on
integreeruv selles hulgas.

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA, sest toestus toetub Can-
tori teoreemile mitme muutuja funktsioonide jaoks, mis kiesolevasse kursusesse ei
mahtunud. O

Lause 2.3. Hulgas A C R? integreeruv kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) on
tokestatud selles hulgas.

TOESTUS. Funktsiooni f integreeruvus hulgas A tihendab funktsiooni fintegree—
ruvust ristkiilikus D 4. Funktsiooni f integreeruvusest ristkiilikus D4 jareldub teo-
reemi 1.6 pohjal tema tokestatus selles ristkiilikus, millest omakorda jareldub funkt-
siooni f tokestatus hulgas A. O

2.2. Kahekordse integraali omadused, mis on seotud
aritmeetiliste tehetega

Teoreem 2.4. Olgu kahe muutuja funktsioonid v = f(P) = f(z,y) ja v = g(P) =
g(z,y) integreeruvad hulgas A C R x R ning olgu o, f € R. Siis

(a) korrutis af on integreeruv hulgas A, kusjuures

/ /A af () dedy=a | [ ) day

(b) funktsioonide f ja g summa f 4+ g ja vahe f — g on integreeruvad hulgas A,
kusjuures

//A(f(x,y)ig(a:,y)) dxdy:/Af(a:,y)dxdy:I://Ag(m,y)dxdy;
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(c) funktsioon af + Bf on integreeruv hulgas A, kusjuures

/A(af(:c,y)+ﬁg(x7y)) dxdy:0‘//Af($ay)dxdvaﬁ//Ag(x,y)dxdy;

(d) funktsioonide f ja g korrutis fg on integreeruv hulgas A.

Omadustele (a), (b) (summa kohta) ja (c) teoreemist 2.8 viidatakse vastavalt kui
kahekordse integraali homogeensusele, aditiivsusele ja lineaarsusele.

Enne teoreemi 2.4 toestamist toome &ra iihe olulise jarelduse tema véitest (a).

Jareldus 2.5. Maootuvas hulgas A C R x R mdaratud konstantne kahe muutuja
funktsioon f(x,y) = a (o € R) on integreeruv selles hulgas, kusjuures

// adrdy = aSy
A

(simbol S tahistab hulga A pindala).

TOEsTUS. Antud juhul f: a x4 ristkiilikus D 4. Hulga A mootuvuse tottu tema
karakteristlik funktsioon x 4 on integreeruv ristkiilikus D4, seega teoreemi 2.4 viite
(a) pohjal ka funktsioon a x4 = f on integreeruv selles ristkiilikus, s.t. funktsioon
f on integreeruv hulgas A; seejuures

/Aadxdy:/Af(fL‘,y)dxdy:/DAf(x,y)dxdy

:// aXA(x,y)dwdyza// xa(z,y)dedy = aSa.
Dy Da

TEOREEMI 2.4 TOESTUS. Tahistame

[:=1;:= //Af(x,y)dxdy ja I = //Ag(:zf,y)dxdy.

(a). Vaatleme alguses juhtu, kus A =D = [a,b] X [¢,d] (s.t. A = D on ristkiilik).
Sel juhul, fikseerides vabalt reaalarvu € > 0, piisab viite toestuseks leida reaalarv
0 > 0 nii, et

AT)<o = }aaf—oJ! <e.

Selleks méargime koigepealt, et

=

SN f(Py) Awi Ay — T

i=1 j=1

Zm: Zn: Oéf(PZJ> ALEz ij —al

i=1 j=1

‘Uaf —Oé[| =

:a‘af—[}.
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Eeldades iildisust kitsendamata, et o # 0, leidub funktsiooni f integreeruvuse tottu
reaalarv 0 > 0 nii, et

AT)<s§ = \af—l|<§,

. € .
aga niiiid vorratuse A(T) < § kehtides |oay — al| < a — =&, nagu soovitud.
«

Vaatleme niiiid iildist juhtu (s.t. me ei eelda enam, et A on ristkiilik). Sel ju-
hul (arvestades, et funktsiooni f integreeruvus (hulgas A) tdhendab funktsiooni f

integreeruvust (hulgas D)) iilaltoestatu pohjal funktsioon af = af on integreeruv,
seega ka funktsioon af on integreeruv; seejuures

//Aaf(x,y)dxdyz//Daf(x,y)dxdy:a//pf(x,y)dmdy

- a/Af«c,y) dz dy,

nagu soovitud.

(b). Vaatleme alguses juhtu, kus A =D = [a,b] X [¢,d] (s.t. A = D on ristkiilik).
Sel juhul, fikseerides vabalt reaalarvu ¢ > 0, piisab viite toestuseks leida reaalarv
0 > 0 nii, et

AT)<é = |opg—Urt1)|<e

Selleks margime koigepealt, et

|0pg = (Up £ 1) = |D 0D (f(Py) £ 9(Py)) Awi Ay; — (I + 1,)
i=1 j=1
= (X A - 1)+ (D o) sy 1)
i=1 j=1 =1 j=1
<ID0D 0 F(Py) Awi Ay, — If‘ D> 9(Py) Ay Ay; — I
i=1 j=1 i=1 j=1

= ‘Uf _[f‘ + ‘Ug_Ig’-

Funktsioonide f ja g integreeruvuse tottu leiduvad reaalarvud 4y, 0o > 0 nii, et

AT) <6 = |af—If|<§ ja AT <86 = \ag—lg\<%;
niisiis vorratuse A(T) < max{d;,d} =: § kehtides |oysy — (I £ 1)) < £+ 5 =&,
nagu soovitud.

Vaatleme niiiid iildist juhtu (s.t. me ei eelda enam, et A on ristkiilik). Sel juhul
(arvestades, et funktsiooni f integreeruvus (hulgas A) tahendab funktsiooni f integ-

reeruvust (hulgas D)) iilaltoestatu pohjal funktsioon f +9= f + g on integreeruv,
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seega funktsioon f + g on integreeruv; seejuures
//A(f(x, y) £ g(a,y)) dedy = // (f(z,y) £G(z,y)) dvdy
D

://Df(x,y)d:pdyﬂ://D§($,y)d$dy
—//Af(g;,y)dxdyi//Ag(%y)dl’d%

(c). Viite (a) pohjal on funktsioonid af ja B¢ integreeruvad hulgas A, seega
véite (b) pohjal on ka summa «f + B¢ integreeruv hulgas A; seejures

//A(Oéf(x,y) + By(x,y)) dz dy = //A af(z,y)drdy + //Aﬁg(:c,y) dx dy

=a//Aﬂx,y)dxdy+5//Ag<x,y>dxdy.

(d). SEDA VAIDET ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. O

nagu soovitud.

2.3. Kahekordse integraali omadused, mis on seotud
jarjestusega

Teoreem 2.6. Olgu kahe muutuja funktsioonid v = f(P) = f(z,y) ja v = g(P) =
g(z,y) integreeruvad hulgas A C R x R.

(a) Kui
f(P)>=0 iga P e A korral, (2.3)
8118
[ t@varay=o.
A
(b) Kui
f(P)>=g(P) iga P € A korral, (2.4)

/ /A flag)dedy > [ /A g(e,y) dz dy. 2.5)

(¢) Funktsiooni f absoluutvidrtus |f| (s.t. funktsioon w = |f(P)| = |f(z,y)|) on
integreeruv hulgas A, kusjuures

‘//Af(x,y)da:dy‘ < //A‘f(m,y)‘dxdy. (2.6)

Enne teoreemi 2.6 toestamist toome &ra iihe olulise jirelduse temast.
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Jareldus 2.7. Olgu kahe muutuja funktsioon v = f(P) = f(x,y) integreeruv mao-
tuvas hulgas A C R x R, mille pindala Sy = 0. Siis

//Af(x,y) da dy — 0.

Teisisonu, kahekordne integraal ile nullpindalalga hulga on null.

TOEsTUS. Téhistame M := sup f(P) ja m := Pi)naf(P). Jarelduse 2.5 ja viite (b)
€

PeA
pohjal
mSy = // mdz dy < / f(z,y)dxdy < / Mdxdy = M Sy,
A A A
millest ndeme, et kui Sy, = 0, siis ka fA f(z,y) dx dy = 0, nagu soovitud. ]

TEOREEMI 2.6 TOESTUS. (a). Kehtigu (2.3). Vaatleme alguses juhtu, kus A =D =
[a,b]x[c,d] (s.t. A = D on ristkiilik). Eelduse (2.3) tottu funktsiooni f koik Darboux’
summad on mittenegatiivsed, jarelikult

//Af(fay)dl'dy://Df(x,y)dxdy:i%fS(T)20’

kus infiimum on voetud iile ristkiiliku D koikvoimalike jaotusviiside T osaristkiiliku-
teks ja S(T) téhistab jaotusviisile T' vastavat funktsiooni f Darboux’ iilemsummat.

Vaatleme niiiid iildist juhtu (s.t. me ei eelda enam, et A on ristkiilik). Sel juhul
f(P) > 01iga P € D korral, seega iilaltoestatu pohjal

//Af(x’y)dxdy = /Af(l’,y)dxdy > 0.

(b). Kui kehtib (2.4), siis
f(P)—g(P)>0 iga P e Akorral,

seega teoreemi 2.4, (b), ja véite (a) pohjal

//Af(x,y)da:dy—//Ag(x,y)dxdy://A(f(x,y)—g(x,y))dxdy)(),

millest jéreldub (2.5), nagu soovitud.

(c). SEDA VAIDET ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. O
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2.4. Kahekordse integraali aditiivsus piirkonna jargi

Teoreem 2.8. Olgu kahe muutuja funktsioon uw = f(P) = f(x,y) integreeruv mao-
tuvas hulgas A C R x R. Siis

(a) funktsioon f on integreeruv igas mootuvas hulgas A; C A;

(b) kui Ay, Ay C A on maéotuvad hulgad mille ihisosa pindala S(A; N Az) =0 ja
mille ihend Ay U Ay = A, siis

//Af(:zc,y)d:z:alyZ/A1 f(x,y)dxdy+/A2f(x,y)d:z:dy.

Omadusele (b) teoreemist 2.8 viidatakse kui kahekordse integraali aditiivsusele
piirkonna jdargi.

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]



§ 3. Kahekordse integraali arvutamine

Koikjal selles paragrahvis kasutame eelmiste paragrahvidega sarnaseid tédhistusi.
Muuhulgas, punktide

a=20<x < <Ty=0> (3.1)
ja

c=Y <y <--<y,=d (3.2)
korral tahistame koikide ¢ € {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral

Az; ==z — w1 ja Ay :=y; —y;1.

3.1. Kahekordse integraali arvutamine iile ristkiiliku

Teoreem 3.1. Olgu kahe muuruja funktsioon z = f(x,y) integreeruv ristkilikus
D := [a,b] X [¢,d] C R%

(a) FEksisteerigu iga x € [a,b] korral integraal

- [ sy
//Df(x,y)d:r;dyZ/ab (/cdf(m,y)dy> dl':/abg(x)d:c.

(b) Eksisteerigu iga y € [c,d] korral integraal

z/abf(fv,y)dflf
/Df(rc,y)dwdyzfcd (/abf(:c,wdw) dw=/jh<y>dy.

TOESTUS. Toestame ainult viite (a). Véide (b) toestatakse analoogiliselt.
Téahistame

Siis

Siis

I —/ f(z,y) dx dy (3.3)

ja fikseerime vabalt € > 0. Teoreemi toestuseks piisab leida ¢ > 0 nii, et kui punktid
(3.1) rahuldavad tingimust

max Ax; <0, (3.4)
1<i<m
siis mis tahes punktide &; € [x;_1,x;], 7 = 1,...,m, korral

< E.

-y (/Cdf(&-,y) dy) Ar,

i=1

95
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Selleks paneme téhele, et mis tahes punktide (3.1) ja (3.2) ning & € [x;_1,x;],
i=1,...,m,jan; €[yj_1,y;], j=1,...,n, korral

d
-3 ( | 1w dy) Az,
=1
ZZ]‘ &) Aw; Ay;

=1 j=1

Ax;.

5>

=1

Zf&,m Ay; — /f&, dy

7=1

Funktsiooni f integreeruvuse tottu ristkiilikus D leidub reaalarv § > 0 nii, et

- Z Z f(&.mj) Az; Ay;

i=1 j=1

max{Azy, ..., Az, Ay, ..., Ay} <0 =

<€
%

Rahuldagu niitid punktid (3.1) tingimust (3.4) ning olgu punktid & € [z;_1, 2],
i = 1,...,m, suvalised. Kuna funktsioonid h;(y) := f(&,y), ¢ = 1,...,m, on in-

tegreeruvad 16igus [c, d], siis iga ¢ € {1,...,m} korral leidub reaalarv §; > 0 nii, et
kui punktid (3.2) rahuldavad tingimust mjag; Ay, < 0;, siis mis tahes n; € [y;_1, y;],
j=1,...,n, korral

;f(&-,nj)ﬁyj —/c f(&y)dy| < 20 —a)

Niisiis, kui valida punktid (3.2) nii, et max (y; — y;—1) < max{d,...,0,,0}, ning

1<g<m

valida vabalt n; € [y;_1,y;], j =1,...,m, siis

I— }:(/)f§,<w)A@ <= +§:

b—a ZA:L‘Z—§ (b_a>(b—a):€.

A:cl

3.2. Kahekordse integraali arvutamine iile kovertrapetsi

Teoreem 3.2. (a) Olgu funktsioonid
a=ax) jo B=PB(), x€lab]
pidevad loigus |a, b], kusjuures
a(x) < B(x)  iga x € [a,b] korral.
Kui kahe muutuja funktsioon z = f(z,y) on integreeruv kovertrapetsis

A= {(z,y) €R®: a <z <b alr) <y < Bla)},
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kusjuures iga x € [a,b] korral eksisteerib integraal

B(x)
g(z) = / F(.) dy, (3.5)

J[ remara= | b ( / f()) F,) dy) to- | gl e

(b) Olgu funktsioonid

8118

v=) ja 0=90(y), yeled],
pidevad loigus [c, d], kusjuures
v(y) <0(y) igay € [c,d] korral.
Kui kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) on integreeruv kovertrapetsis
B = {(z,y) €R* c<y<d (y) <z <o)},

kusjuures iga y € [c,d] korral eksisteerib integraal

5(y)
W) = flz.y)dx

7(v)

J[ sz | d ( / j()) F) dx) = [ " hiy) dy.

TOESTUS. Toestame ainult viite (a) (vdide (b) toestatakse analoogiliselt).

8118

Olgu funktsioon f integreeruv kovertrapetsis A, kusjuures iga « € [a,b] korral
eksisteerib integraal (3.5). Siis funktsioon f on integreeruv ristkiilikus

D =Dy = [a,b] X [c,d],
kus

c:= inf «o(z) ja d:= sup B(x);
z€[a,b] z€la,b]

seejuures iga x € [a, b] korral eksisteerib integraal

/ffcydy—/ f(z,y)d

Seega teoreemi 3.2 viite (a) pohjal

//f:z:yda:dy—/ fxydmdy-/j( J?xydy)d
[ e )

nagu soovitud. [
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3.3. Muutuja vahetus kahekordses integraalis

3.3.1. Regulaarsed teisendused ruumis R™

Kujutusi R™ D U — R™ nimetatame teisendusteks' ruumis R™.

Paragrahvis IV.1 veendusime, et teisendused ®: U4 — R™, kus U C R™, ja
hulgas U méaidratud funktsioonide siisteemid

.............................. (3.6)

on iiksiitheses vastvavuses: siisteem (3.6) méédrab kujutuse ®: U — R™, kus

Q) = (11(Q)....1n(Q) €R™, QU (37)

teiselt poolt, mis tahes kujutus ®: U — R™ méérab iihesel viisil funktsioonid (3.6),
mis rahuldavad tingimust (3.7): sellise omadusega funktsioonid (3.6) on defineeritud
vordustega

(Q)=x, QeR™ i=1,...,m, kus ®(Q) = (z1,...,%p).

Edasises, viidates vorrandite siisteemile (3.6) kui teisendusele (3.6), moistame
me selle teisenduse all selle siisteemiga madratud teisendust U — R™.

Definitsioon 3.1. Olgu & C R™ lahtine hulk. Oeldakse, et siisteemiga (3.6) méi-
ratud teisendus ®: U — V C R™ on requlaarne, kui

(1) teisendus ® on pooratav;

(2) teisendust ¢ méadravatel funktsioonidel (3.6) eksisteerivad hulgas U pidevad
esimest jarku osatuletised;

(3) selle teisenduse jakobiaan

v, Om

Bu; M
D(l’la- axm) _ : : # (0 hulgas U.
D(uh ,Um) 8xm 8Im

Seejuures Geldakse ka, et teisendus (3.6) teisendab hulga U regulaarselt hulgaks V.

Margime ilma toestuseta, et regulaarse teisenduse ®: U — V poordteisendus
®~1: V — U on samuti regulaarne.

I Tavaliselt mdistetakse mingi hulga teisenduste all kujutusi sellest hulgast sellesse samasse hulka.
Meie nimetame teisendusteks ruumis R™ kujutusi ruumi R™ alamhulkadest ruumi R™.
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3.3.2. Uldine muutuja vahetuse valem kahekordses integraalis

Vaatleme teisendust ruumis R?, mis on méiratud siisteemiga

{93 = z(u,v), (3.8)

y = y(u,v).
Tahistame D( ) / ( ) , ( )
_ Plry) x(u,v) x(uv
T )= By = i) )|

s.t. J(u,v) on selle siisteemi jakobiaan punktis (u,v).
Teoreem 3.3. Kui

(1) kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) on pidev zy-tasandi kinnises mootuvas
piirkonnas D;

(2) wvorrandid (3.8) mddravad requlaarse teisenduse, mis kujutab uv-tasandi kin-
nise mootuva prirkonna A piirkonnaks D,

" //Df(m,y)dxdyz//Af(:c(u,u),y(u,v))\J(u,v)\dudv. (3.9)

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

Mairkus 3.1. Valem (3.9) jddb kehtima, kui teisendus (3.8) rahuldab regulaarsuse
tingimusi mitte kogu hulgas A, vaid véljaspool hulga A mingit nullpindalaga alam-
hulka, mille see teisendus kujutab hulga D nullpindalaga alamhulgaks.

3.3.3. Uleminek polaarkoordinaatidele kahekordses integraalis
Vaatleme teisendust ruumis R?, mis on méiratud vorranditega
X =1 COS
{ } ¢, (3.10)
Yy = rsin ¢.

Margime, et see teisendus seab r¢-tasandi punktile (r, ¢), kus r > 0 ja ¢ € [0, 27),
vastavusse xy-tasandi punkti, mille polaarraadius on r ja polaarnurk on ¢, s.t. punk-
ti, mille polaarkoordinaadid on r ja ¢. Selle teisenduse puhul

Tl = cos ¢, Ty = —rsin @,
/ . / .
Y, = sin ¢, Yy = T COS ¢
seega tema jakobiaan

cos¢ —rsin ¢

_ 2 .9 o 2 . 9 .
sing  rcoso = rcos” ¢ + rsin” ¢ = r(cos” ¢ + sin” ¢) = r.
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Néeme, et teisendus (3.10) teisendab r¢-tasandi hulga

{(r,¢): r=0,¢€0,27]} (3.11)
{(r,¢): >0, ¢€(0,2m)}

regulaarselt zy-tasandiks, millest on vélja 1oigatud z-telje positiivne osa (koos punk-
tiga (0,0); hulga (3.11) raja (s.t. selle hulga osa, kus = 0 voi ¢ € {0,27}) kujutab
see teisendus z-telje positiivseks osaks (koos punktiga (0,0). Seega jareldub teoree-
mist 3.3 ja markusest 3.1

Teoreem 3.4. Kus

(1) kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) on pidev zy-tasandi kinnises mootuvas
piirkonnas D;

(2) teisendus (3.10) kujutab hulgas (3.11) sisalduva kinnise mootuva piirkonna A
piirkonnaks D,

//Df(x,y)d:xdyz//Af(rcosqb,rsingb)rdrdqﬁ.

8118



§ 4. Kahekordse integraali rakendusi

4.1. Tasandilise kujundi pindala arvutamine

Paragrahvis 1 defineerisime tasandilise hulga (ehk, suupdrasemalt, tasandilise ku-
jundi) moo6tuvuse ja pindala vastavalt kui selle hulga karakteristliku funktsiooni in-
tegreeruvuse ja integraali sellest karakteristlikust funktsioonist. Sellel definitsioonil
— erinevalt traditsioonilisest pindala definitsioonist (mis kdesoleva kursuse raames-
se ei mahu) — on iiks oluline puudus: tema seos meie eelmatemaatilise arusaamaga
pindalast on viga raskesti tajutav. Rohutame vaid, et traditsiooniline mootuvuse ja
pindala definitsioon on kiesolevas kursuses toodud definitsiooniga samavéirne: need
definitsioonid médravad iihed ja samad mootuvad hulgad (s.t. niisugused hulgad,
millel on olemas pindala — mérgime, et mitte igal tasandi alamhulgal pole pindala);
seejuures mis tahes mootuva hulga pindala nende erinevate definitsioonide jérgi on
iiks ja sama.

Teoreem 4.1. Olgu D mootuv kujund xy-tasandil. Siis tema pindala Sp avaldub

valemiga
Sp = // dx dy.
D

4.2. Koversilindri ruumala arvutamine

Selles punktis anname arvutusvalemi koversilinderi ruumala arvutamiseks. Keha?
ruumala moistet me kiesolevas kursuses ei defineeri; rohutame vaid, et ruumala
matemaatiliselt range definitsioon on kooskolas meie eelmatemaatilise arusaamaga
ruumalast, nii et edasises voime rahulikult toetuda nimetatud eelmatemaatilisele
arusaamale. Keha, millel on olemas ruumala (mitte igal ruumi R alamhulgal pole
ruumalal) nimetatakse maootuvaks.

Teoreem 4.2. Olgu A C R? mootuv kinnine piirkond ning olgu funktsioonid
a=az,y) jo B=py), (z,y) €A
pidevad hulgas A, kusjuures
alz,y) < B(z,y) iga (z,y) € A korral.
Siis koversilinder
C={(r,y.2) €R*: (1,y) € A, a(z,y) <z < Bla,y) },

on mootuv, kusjuures tema ruumala Ve avaldub valemiga

Vcz/A(ﬁ(:v,y)—a(fv,y))dfcdy-

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. O

2Keha ehk ruumilise kujundi all méistame me ruumi R? alamhulki.

101
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4.3. Ruumilise pinnatiiki pindala arvutamine

Selles punktis anname moned arvutusvalemid ruumilise pinnatiiki pindala arvuta-
miseks. Ruumilise pinnatiiki pindalal moistet me kéiesolevas kursuses ei defineeri —
see matemaatiselt range definitsioon on iisna keeruline — réhutame vaid, et see de-
finitsioon on kooskolas meie eelmatemaatilise arusaamaga pindalast, nii et edasises
voime rahulikult toetuda nimetatud eelmatemaatilisele arusaamale.

Teoreem 4.3. Eksisteerigu funktsioonidel
r=z(u,v), y=yluv), z=z(u,v)
pidevad osatuletised uv-tasandi kinnises mootuvas piirkonnas A, kusjuures
A* 1+ B>+ C*#40 piirkonnas A,

kus

B:: , C::

e~ ~
SN~

Stiis pinnatiki
Y= {(x(u,v),y(u,v),z(u,v)): (u,v) € A}

pindala Sy, avaldub valemiga
Sy = // VA% 4+ B2+ C?dudv.
A

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

Jareldus 4.4. FEksisteerigu funktsioonil z = f(x,y) pidevad osatuletised kinnises
mootuvas hulgas D C R2. Siis selle funktsiooni graafiku osa

X = {(I’%f(x?y)): (x’y) < D}

pindala Sy, avaldub valemiga

Sy = //E \/(z;)2+<z;)2+1dxdy://z I+ ey 1 dedy.

TOESTUS. Graafiku osa (pinnatiikk) ¥ esitub parameetriliselt vorranditega

r=u, y=v, z=f(uv), (u,v) € D. (4.1)

Seda pinnatiikki esitavatel funktsioonidel (4.1) eksisteerivad hulgas D pidevad osa-
tuletised, kusjuures

=1, z =0,

Z;:f;’ Z;:fglp
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seega teoreemi 4.3 tahistusi kasutades

10
0 1

0 1
fe Ty

jarelikult teoreemi 4.3 pohjal

Sy, = //D \/f;(u,v)2 + fi(u,v)? + Ldudv,

A _
10| T C“

:_f/7 B: Yy’ ':17

xT

A:

nagu soovitud.



§ 5. Kolmekordne integraal

5.1. Kolmekordse integraali moiste

///5 F@,y, 2) de dy d

kolme muutuja funktsioonist v = f(x,y, 2) iile hulga & C R? defineeritakse ana-
loogiliselt kahekordse integraaliga (kahe muutuja funktsioonist). Kui kahekordse in-
tegraali defineerimisel ldhtututi ristkiiliku jaotusviisist osaristkiilikuteks, siis kolme-
kordse integraali puhul ldhtutakse risttahuka jaotusviisist osaristtahukateks; koik
teooriaarenduseks vajalikud moisted — Darboux’ summad, Darboux’ integraalid, in-
tegreeruvus, Darboux’ summade piirvaartus, Riemanni summad, Riemanni integraal
— defineeritakse analoogiliselt kahekordse integraali juhuga; seejuures kolmekordse
integraali olemasoluks tarvilikud ja piisavad tingimused ning kolmekordse integraali
omadused on kahekordse integraali vastavate tingimuste ja omaduste ilmsed ana-
loogid. Seepirast piirdume kéesolevas konspektis kolmekordse integraali osas vaid
olulisemate arvutusvalemite dratoomisega.

Kolmekordne integraal

5.2. Kolmekordse integraali arvutamine

Teoreem 5.1. Olgu kolme muutuja funktsioon w = f(x,y, z) integreeruv risttahukas
E :=la,b] x [c,d] x [e,l]. Tahistame D := |a,b] X [c,d].

(a) Kui iga (x,y) € D korral eksisteerib integraal
I
g(@,y) = / f(z,y,2)dz,

8118

///gf(as,y,z)dwddeZ//D (/elf(m,y,z)dz) dxdy://pg(x,y)dxdy.

(b) Kui iga z € [e,l] korral eksisteerib integraal

) = | /D f(z,9,7) du dy,

8118

///gf(l’,y,z)dazdydz:/el (//Df(x,y,z)dxdy) dZ:/elh(z)dz.

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]
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Teoreem 5.2. Olgu A C R? mootuv kinnine piirkond ning olgu funktsioonid
a=aflz,y) jo B=Pxy), (2,y)€A,
pidevad hulgas A, kusjuures
a(z,y) < B(z,y) iga (z,y) € A korral.
Kui kolme muutuja funktsioon uw = f(x,y,z) on integreeruv koversilindris
C:={(z,y,2) e R>: (z,y) € A, a(x,y) <z < B(z,y)},

kusjuures iga (x,y) € A korral eksisteerib integraal

B(z,y)
o(z,y) = / f(,y) dz,

a(z,y)
S11S
B(z,y)
///f(x,y,Z)dwdydz = // / f(z,y,2)dz | dedy = // g9(z,y) dz dy.
C A a(z,y) A
SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. O

Teoreem 5.3. Olgu kolme muutuja funktsioon u = f(z,y, z) integreeruv hulgas
C:={(z,y,2) ER’: z€[el], (z,y) € A(2)},

kus iga z € [e,l] korral A(z) on mootuv kinnine piirkond xy-tasandil. Kui iga z €
le, l] korral eksisteerib integraal

) = [ /A Sy dedy

//Cf(at,y,Z)dxdde:/el (//A(Z)f(:v,y,z)d:cdy> dZ:/elh(z)dz.

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. O
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5.3. Muutuja vahetus kolmekordses integraalis
5.3.1. Uldine muutuja vahetuse valem kolmekordse integraali jaoks
Vaatleme teisendust ruumis R3, mis on méiiratud siisteemiga

r = z(u,v,w),

y = y(u,v,w), (5.1)
z = z(u,v,w).
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Tahistame

x (u,v,w) ) (u,v,w U, v, W

_ D(wyz) ?( ) /( ) /( )

J(u,v,w) := Dl oo = yn(u,v,w) Yy (u,v,w)  yl,(u,v,w)|,
(u,v,0) 2l (u,v,w) 2 (u,v,w) 2l (u,v,w)

s.t. J(u,v,w) on selle siisteemi jakobiaan punktis (u,v,w).
Teoreem 5.4. Kui

(1) kolme muutuja funktsioont = f(x,y, z) on pidev vyz-ruumi kinnises mootuvas
piirkonnas &;

(2) wvorrandid (5.1) mddravad regulaarse teisenduse, mis kujutab vow-ruumi kin-
nise mootuva prirkonna A piirkonnaks &,

S11S
/ / F(z,y,2) dv dy dz
(5.2)
/// x(u, v, w y(u,v,w),z(u,v,w)) }J(u,v,w)|dudvdw.
SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

Mairkus 5.1. Valem (5.2) jddb kehtima, kui teisendus (5.1) rahuldab regulaarsuse
tingimusi mitte kogu hulgas A, vaid véljaspool hulga A mingit nullruumalaga alam-
hulka, mille see teisendus kujutab hulga £ nullruumalaga alamhulgaks.

5.3.2. Uleminek silindrilistele koordinaatidele kolmekordses integraalis

Vaatleme teisendust ruumis R®, mis on méiratud vorranditega

T = 1Cos @,
y = rsin g, (5.3)
z = h.

Margime, et see teisendus seab r¢h-ruumi punktile (r, ¢, h), kus r > 0 ja ¢ € [0, 27),
vastavusse xyz-ruumi punkti, mille silindrilised koordinaadid on 7, ¢ ja h. Selle
teisenduse puhul

Tl = cos ¢, Ty = —rsin g, x =0,
Yy, = sin ¢, Yy, = 1 COS @, y, = 0,
2l =0, 25 =0, 2y =1,

seega tema jakobiaan
—7si 0
D(z,y,2) cps¢ rsin ¢
h):=————==
J(r, ¢, h) D(r.o. ) suégzﬁ rcgsqﬁ (i)

= rcos® ¢ +rsin® ¢ = r(cos® ¢ + sin® ¢) = r.
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Néeme, et teisendus (5.3) teisendab r¢h-ruumi hulga
{(r,¢,h): r>0,¢€0,2n], h € R} (5.4)

sisemuse

{(r,¢,h): 7 >0, € (0,2r), h € R}

regulaarselt zyz-ruumiks, millest on vilja loigatud pooltasand

{(z,y,2): y=0,2 >0} (5.5)

(s.t. zz-tasandi osa, kus z > 0); hulga (5.4) raja (s.t. selle hulga osa, kus r = 0 voi
¢ € {0,27}) kujutab see teisendus pooltasandiks (5.5). Seega jéreldub teoreemist
5.4 ja méarkusest 5.1

Teoreem 5.5. Kus

(1) kolme muutuja funktsioont = f(x,y, z) on pidev xyz-ruumi kinnises mootuvas
piirkonnas &;

(2) teisendus (5.3) kujutab hulgas (5.4) sisalduva kinnise mootuva piirkonna A
piirkonnaks &,

J[[ 1w vrtviyas = [[[ s eosorsinon)raraoan.

5.3.3. Uleminek sfiirilistele koordinaatidele kolmekordses integraalis
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Vaatleme teisendust ruumis R?, mis on méiratud vorranditega

x = rsinf cos ¢,
y = rsinfsin ¢, (5.6)

z = 1rcosb.

Margime, et see teisendus seab rf¢-ruumi punktile (r,0,¢), kus r > 0, 0 € [0, 7] ja
¢ € |0, 27), vastavusse xyz-ruumi punkti, mille sfiaérilised koordinaadid on r, 6 ja ¢.
Selle teisenduse puhul

r, =sinfcosp, xp=rcosflcosg, wx, = —rsinfdsinag,
y, =sinfsing,  yy =rcosfsing, yu =rsindcosg,

2 = cos#, zp = —rsinb, 2y =0,
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seega tema jakobiaan

D(x,y, 2) sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing
J(r,9,¢)::7—y’: sinflsing rcosfsing rsinfcos @
D(r,0,¢) cosf —rsiné 0

= 72 sin 0 cos? 0 cos® ¢ + r sin® fsin? ¢
% sin 0 cos® O sin® ¢ + r? sin® 6 cos? ¢
= r?sin 6 cos® 0(cos® ¢ + sin® @) + r? sin® f(sin” ¢ + cos® @)
= r?sinf cos® 6 + r?sin® @ = 7% sin O(cos® O + sin® §)
= r?sin .
Néeme, et teisendus (5.6) teisendab rf¢-ruumi hulga
{(7’,¢,9): r}O,@E[O,ﬂ,(bG[O,QW]} (5.7)
sisemuse
{(7’, $,0): r>0,0€ (0,m), ¢ € (0,2%)}

regulaarselt xyz-ruumiks, millest on vilja l6igatud pooltasand (5.5) (s.t. zz-tasandi
osa, kus > 0); hulga (5.7) raja (s.t. selle hulga osa, kus r = 0 voi 6 € {0, 7} voi
¢ € {0,27}) kujutab see teisendus pooltasandiks (5.5). Seega jéreldub teoreemist
5.4 ja mirkusest 5.1

Teoreem 5.6. Kus

(1) kolme muutuja funktsioont = f(x,y, z) on pidev vyz-ruumi kinnises mootuvas
piirkonnas &;

(2) teisendus (5.6) kujutab hulgas (5.7) sisalduva kinnise mootuva piirkonna A
piirkonnaks &,

///Sf(x,y, ) drdydz

= /// f(rcosgbsin@,rsingbsin@,rcos@) r?sin 0 dr df do.
A
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5.4. Kolmekordse integraali rakendusi

5.4.1. Keha ruumala arvutamine

Teoreem 5.7. Mootuva hulga £ C R® ruumala Ve avaldub valemiga

Ve = /// dx dydz.
£

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]



VI peatiikk.
Joonintegraalid

§ 1. Joone kaare pikkus

1.1. Tasandilise joone moiste

Meenutame, et tasandiliseks jooneks nimetatakse punktihulka

{(m(t),y(t)): te T} c R?, (1.1)
kus 7" C R on mingi intervall ja
r=ux(t), y=uyt), teT, (1.2)

on pidevad funktsioonid. Seejuures 6eldakse, et joon (1.1) on esitatud parameetriliste
vorranditega (1.2). Muutujat ¢ nimetatakse parameetriks.

Tasandilist joont (1.1) on koige lihtsam ette kujutada eeskirja (1.2) jirgi tasandil
liikuva punkti jéljena: ajahetkel ¢ € T' on punkti koordinaadid = = x(t) ja y = y(t).

Tasandilise joone moiste holmab hulgaliselt punktihulki, mida meie eelmate-
maatiline arusaam torgub jooneks nimetamast. Niiteks tasandi R? punktihulk [0, 1] x
[0,1] := {(z,y): =,y €[0,1]} — ruut — on esitatav kujul (1.1), kus funktsioonid (1.2)
on pidevad. Niisuguseid “ebajoonelikke” jooni iihendab {iks iihine omadus — kordsete
punktide olemasolu. Kordse punkti all moéistetakse joone (1.1) punkti, mis vastab
parameetri t erinevatele vddrtustele, ehk, tolgendades joont (1.1) tasandil eeskirja
(1.2) jargi liikkuva punkti jéljena, 1dbib see liikuv punkt joone kordse punkti rohkem
kui iiks kord. Seepérast on moistlik sisse tuua selliste joonte klass, millel kordsed
punktid puuduvad.

Definitsioon 1.1. Oeldakse, et tasandiline joon L on lihtne, kui ta on esitatav
parameetriliste vorranditega (1.2), kus parameetri ¢ erinevatele viértustele vastavad
selle joone erinevad punktid:

Lt eT, t#t = (x(t),y(t) # (z(t),yt")) (1.3)

(teisisonu, joonel L ei ole selle parametriseeringu suhtes kordseid punkte).

109
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Edaspidi, kirjutades, et lihtne joon L on antud parameetriliste vorranditega (1.2),
eeldame me alati, et funktsioonid (1.2) rahuldavad tingimust (1.3).

Definitsioon 1.2. Joont L, mis on antud parameetriliste vorranditega

T = Qf(t), Y= y(t)7 te [aaﬁ]v (14)

nimetatakse (tasandiliseks) kaareks. (Teisisonu, kaar on joon (1.1), kus intervall T
on 16ik.) Seejuures, kui [, 8] C T, siis kaarele L viidatakse kui joone (1.1) kaarele.
Kui kaar L on lihtne, siis, tdhistades

A= (z(e),y(e)) ja B=(x(8),y(8)), (1.5)

viidatakse sellele kaarele kui punkte A ja B iihendavale kaarele. Punkte A ja B
nimetatakse seejuures selle kaare otspunktideks.

Lihtsa kaare esituse puhul vorranditega (1.4) on méératud kaare labimise suund
— selle kaare punktide vahel on méaratud jarjestus: on loomulik lugeda punkt A;
eelnevaks punktile As, kui

Al = (x(tl),y(tl)), A2 = ($(t2),y(t2)), kus tl,tz € [Oé,ﬁ], t1 < to.

Kaare otspunkte (1.5) on seejuures loomulik nimetada vastavalt selle kaare algus-
punktiks ja lopp-punktiks.

Rohutame, et kaare algus- ja 10pp-punkti valik (ning iihtlasi ka kaare libimise suund) séltub
kaare esitusest parameetriliste vorranditega (1.4) — alati on voimalik valida kaart esitavad para-
meetrilised vorrandid nii, et kaare ldbimise suund muutub vastupidiseks (s.t. kaare algupunkt on B

ja 1opp-punkt A).

Definitsioon 1.3. Oeldakse, et (tasandiline) kaar L on lihtne kinnine kaar, kui ta
on esitatav parameetriliste vorranditega (1.4), mis rahuldavad tingimusi

(z(a),y(a)) = (x(8), y(8))
(s.t. tema otspunktid langevad kokku) ja
tt' € (a,B), t £t = (x(t),y(t) # (=(t),y(t))

(s.t. peale otspunktide tal rohkem kordseid punkte pole).

1.2. Tasandilise kaare pikkuse moiste

Olgu lihtne kaar L antud parameetriliste vorranditega

v=uz@), y=y@), telaf] (1.6)
Valime kaarel L jarjestikkused punktid

A= AO = ($07y0) = (x<t0)7y(t0))7 Ay = ($1,y1) = (x(tl)ay(tl))v
...... , An = (0, yn) = (2(tn), y(t,) = B (ne€N),
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kus
a=:itog <ty <---<t,=:0, (1.8)

ning moodustame kaare L koolmurdjoone

AoAy ... A, (1.9)

Definitsioon 1.4. Kui kaare L kdikvoimalike koolmurdjoonte (1.9) pikkuste hulk
on ilalt tokestatud, siis 6eldakse, et kaar L on sirgestuv, kusjuures nende koolmurd-
joonte pikkuste hulga iilemist raja nimetatakse kaare L pikkuseks.

Arvestades, et iga j € {1,...,n} korral koolu A;_;A; pikkus on

2

\/(%'(f) — ;1) + (55 =y (1))

ning seega koolmurdjoone (1.9) pikkus on

Z \/(x(tj) — x(tj,1))2 + (y(tj) — y(tj,l))z,

siis, juhul, kui kaar L on sirgestuv, selle kaare pikkus s; on

sp = sup > \/(z(tj) —a(t;0)" + (y(t) — y(t; )",

a=:tg<t1<---<tn=:8 =1

Mirkus 1.1. Kaare sirgestuvus ja pikkus ei soltu tema alguspunkti (ja 16pp-punkti)
valikust, sest kaare L koolmurdjoonte hulk jaib samaks, kui vaadelda selle kaare
alguspunktina punkti A asemel punkti B (muutub ainult nende kdolmurdjoonte
ldbimise suund).

Jargnev lause esitab paar lihtsat kaare pikkuse omadust.
Lause 1.1. Olgu AB lihtne tasandiline kaar.

(a) Olgu kaare AB kéolmurdjoon I saadud selle kaare koolmurdjoont | mddrava-
tele jarjestikkustele punktidele A = Ay, A1, ..., A, := B uute punktide juurde-
lisamise teel. Siis koolmurdjoone I pikkus sy ei ole vdiksem koolmurdjoone |
pikkusest s;:

Sy 2 Si.- (110)
(b) Olgu C kaare AB punkt. Siis kaar AB on sirgestuv parajasti siis, kui osakaared
AC ja C'A on sirgestuvad; seejuures kaare AB pikkus on sag osakaarte AC ja

CB pikkuste sac ja Scp summa:

SAB = Sac + ScB-
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TOESTUS. Olgu kaar AB esitatud parameetriliste vorranditega (1.6), kus

A= (z(a).y(e)) ja B=(2(8),5(5)).
Valime kaarel AB jirjestikkused punktid (1.7), kus o =:tg < t1 < ... <, := [.

(a). Viite toestuseks piisab toestada vorratus (1.10) juhul, kui k6olmurdjoon '
on saadud punktidele (1.7) iihe uue punkti juurdelisamise teel. Olgu k € {1,...,n}
selline, et see uus punkt C' asub punktide A;_; ja Ay vahel. Kéolmurdjooned [ ja
I koosnevad iihtedest ja samadest sirgloikudest ainsa erinevusega, et murdjoone [’
koosseisu kuuluvad sirgloigu Ag_1Ag asemel sirgloigud A 1C ja C'Ag. Kuna

| A1 O + [CAg| = [Ap—1 Ay

(sest kolmnurga Ax_;CAj kahe kiilje Ax_1C ja CAy pikkuste |Ax_1C| ja |C Akl
summa ei ole viiksem kolmanda kiilje pikkusest |Aj_1 Ay | pikkusest — 4armisel juhul,
kui punkt C' asub sirgloigul Ay_1 Ay, siis |Ag_1C|+|C Ax| = |Ax—14%|), kehtib (1.10).

(b). Eeldame koéigepealt, et kaar AB on sirgestuv. Kui
A=Ay, Ay, ..., Ay :=C ja C=:By, By,..., B, =B (k,m € N)

on jarjestikkused punktid vastavalt kaartelt AC ja C'A, siis tdhistades koolmurdjoo-
ned AA,... A, C, CBy...B,_1B ja AA,... A;_1CB; ... B,,_1B vastavalt siim-
bolitega 1, l2 ja [, ning nende koolmurdjoonte pikkused vastvalt siimbolitega s;,, sy,
ja s,

S, + 8, = 51 < SAB

(siin viimane vorratus jéreldub asjaolust, et [ on kaare AB koolmurdjoon); seega,
sup s;, +sup s;, < Sag,

kus vorratuse vasakul pool olevates liidetavates on supreemum voetud vastavalt iile
kaare AC' koikvoimalike koolmurdjoonte [y ja iile kaare C'B koikvoimalike koolmurd-
joonte ly; jarelikult kaared AC ja C'B on sirgestuvad, kusjuures

SAc + SCB X 54B-
Teiselt poolt, eeldame, et kaared AC' ja C'B on sirgestuvad. Olgu
A:ZAo,Al,...,AnI:B (REN)

kaare AB jarjestikkused punktid. Téhistame koolmurdjoone AA; ... A, 1B siimbo-
liga [. On kaks teineteist vilistavat voimalust:

(1) mingi k € {1,...,n — 1} korral C' = Ay;

(2) mingi k € {1,...,n} korral C' asub punktide A;_; ja A vahel (ja erineb neist
punktidest).
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Juhul (1) tdhistame siimboliga l; kaare AC koolmurdjoone AA; ... A, 1C ja
siimboliga [5 kaare C'B koolmurdjoone C'Agy ... A,_1B; siis

Sy = 85, + 81, < Sac + ScB-

Juhul (2) téhistame siimboliga [; kaare AC' koolmurdjoone AA; ... Ax_1C, siim-
boliga Iy kaare C'B koolmurdjoone C' Ay ... A, 1B ja siimboliga I’ kaare AB kool-
murdjoone AA;...A,_1CA,...A,_1B; siis, arvestades, et koolmurdjoon I’ on saa-
dud koolmurdjoont [ madravatele punktidele uue punkti C' juurdelisamise teel, viite
(a) pohjal

st < Sy =S, + S, < Sac + Scs-

Niisiis igal juhul s; < sac + scp; seega
sup §; < Sac + S,

kus vorratuse vasakul pool on supreemum voetud iile kaare AB koikvoimalike kool-
murdjoonte [; jarelikult kaar AB on sirgestuv, kusjuures

S$AB < Sac + ScB-
L]

Mairkus 1.2. Kaare sirgestuvuse ja pikkuse moiste iildistuvad loomulikul viisil juhu-
le, kui sellel kaarel on 16plik arv kordseid punkte (muuhulgas néiteks lihtsa kinnise
kaare juhule). Niisugusel juhul saame kaare jagada 1opliku arvuks jérjestikkusteks
lihtsateks osakaarteks, kus eelneva kaare lopp-punkt on jargneva kaare alguspunkt.
Kaare loeme sirgestuvaks, kui ta on sellisel viisil jaotatav sirgestuvateks osakaarteks,
kusjuures tema pikkuseks loeme sel juhul nende osakaarte pikkuste summa. Lihtne
on veenduda, et sellisel moel defineeritud kaare pikkus ei soltu kaare jaotusviisist
lihtsateks osakaarteks.

1.3. Koolmurdjoonte pikkuste piirviartus

Olgu lihtne kaar L esitatud parameetriliste vorranditega

r=ux(t), y=yt), t € [a, sl (1.11)

Valime kaarel L jarjestikkused punktid (1.7), kus a =:tg < t; < ... < t, := (5, ning
tdhistame murdjoone ApA; ... A, tdhega [, selle murdjoone pikkuse siimboliga s;
ning

Atjlztj—tjfl, jzl,,’n

Definitsioon 1.5. Arvu I € R nimetatakse kaare L koolmurdjoonte piirviaartuseks,
kui iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv 6 > 0 nii, et

max At; <d = |s;—I|<e (1.12)
1<j<n
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Mairkus 1.3. Toetudes Cantori teoreemile, saab nididata, et kaare koolmurdjoonte piirvadrtuse
moiste jadb samaks, kui definitsiooni 1.5 implikatsioonis (1.12) asendada tingimus

max At; <90
1<isn
tingimusega
121]2)(” d(Aj_l, Aj) <4
voOl tingimusega
max{|Azi|,...,[Azy|, [Ay], ..., Ay} <6,
kus Az, == x; —xj-1 ja Ay; = y; — yj—1. Siit jareldub, et kaare koolmurdjoonte piirvidrtuse

olemasolu ja vadrtus ei soltu kaart L esitavatest parameetrilistest vorranditest (1.11).

Teoreem 1.2. Kaar on sirgestuv parajasti, siis, kui tema koolmurdjoonte pikkustel
on olemas piirvadrtus; seejuures selle kaare pikkus on vordne tema koolmurdjoonte
pikkuste pirvddartusega.

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. L]

1.4. Tikiti sileda (tasandilise) kaare pikkuse arvutamine

Selles alapunktis toome sisse iihe praktikas sagedasti esinevate sirgestuvate kaarte —
tikite siledate kaarte — klassi ja tuletame valemi selliste kaarte pikkuse arvutamiseks.

Definitsioon 1.6. Me iitleme, et tasandiline kaar L on sile, kui ta on esitatav
parameetriliste vorranditega

e=at), y=y#), telaf) (1.13)
kus funktsioonidel (1.13) eksisteerib 16igus [, 5] pidev tuletis.

Mirkus 1.4. Pideva tuletise olemasolu all 16igus [«, 3] méistame me siinkohal, et funktsioonidel
(1.13) eksisteerib pidev tuletis vahemikus (e, ), kusjuures sellel tuletisel eksisteerib punktis «
loplik parempoolne piirvidrtus ning punktis 8 16plik vasakpoolne piirviirtus. Mirgime, et siit ji-
reldub nendel funktsioonidel punktides « ja g vastavalt 16pliku parempoolse ja 16pliku vasakpoolse
tuletise olemasolu, kusjuures

/ T ! ! T / ! T / / T /
(o) = lim 2'(t), 2L(F) = lim 2'(t), yi(o)= lim y'(t), vy (B)= lim o/'(t).

Me iitleme, et tasandiline kaar L on tikiti sile, kui ta on oma jirjestikkuste
punktidega jaotatav loplikuks arvuks siledateks osakaarteks, s.t. kaar L on esitatav
parameetriliste vorranditega (1.13), kusjuures leiduvad punktid o =: g < t; < --- <
t, =: f nii, et iga j € {1,...,n} korral parameetriliste vorranditega

I‘:J}(t), y:y<t)7 t e {tj—ht]]a
esitatud osakaar on sile.

Edaspidi, kirjutades, et sile kaar voi tiikiti sile kaar on antud parameetriliste
vorranditega (1.13), eeldame me alati, et funktsioonid (1.13) rahuldavad definitsiooni
1.6 vastavaid tingimusi.
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Teoreem 1.3. Tiikiti sile lihtne kaar on sirgestuv. Seejuures, kui tikiti sile kaar L
on antud parameetriliste vorranditega (1.13), siis tema pikkus s avaldub valemiga

s = / ’ Va0 + /(D)2 dt. (1.14)

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

Mairkus 1.5. Teoreem 1.3 jadb kehtima, kui kaar L pole lihtne, kuid tal on loplik
arv kordseid punkte.

Jargnev jareldus teoreemist 1.3 annab valemid tiikiti sileda kaare pikkuse arvu-
tamiseks juhul, kui see kaar on antud vorrandiga y = y(x), x = z(y) v6i polaarkoor-
dinaatides.

Jéareldus 1.4. (a) Olgu kaar L esitatud vorrandiga
y=y(z), =€ /la,b], (1.15)
kus funktsioonil (1.15) eksisteerib loigus [a, b] pidev tuletis, vilja arvatud, voib-

olla, loplikus arvus punktides, milles tuletisfunktsioonil iy eksisteerivad loplikud
tihepoolsed piirvddrtused. Siis kaare L pikkus s;, avaldub valemiga

b
sy = / V1+y(x)?de.

(b) Olgu kaar L esitatud vorrandiga
v =a(y), e led), (1.16)
kus funktsioonil (1.16) eksisteerib loigus [c, d] pidev tuletis, vilja arvatud, voib-

olla, loplikus arvus punktides, milles tuletisfunktsioonil x' eksisteerivad loplikud
tihepoolsed piirvddrtused. Siis kaare L pikkus s;, avaldub valemiga

d
su= [ Ve Ly

(¢) Olgu kaar L esitatud polaarkoordinaatides vorrandiga

r=r(¢), ¢€lapl (1.17)

kus funktsioonil (1.17) eksisteerib loigus o, (] pidev tuletis, vailja arvatud, voib-
olla, loplikus arvus punktides, milles tuletisfunktsioonil v’ eksisteerivad loplikud
tihepoolsed pitrvdidrtused. Siis kaare L pikkus sp, avaldub valemiga

B8
5= / VIO (@R do. (1.18)
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TOESTUS. (a). Vorrandiga (1.15) esitatud kaar L on esitatav parameetriliste vor-
randitega (vottes sisuliselt parameetri ¢ rolli muutuja x)

r=t, y=uy(t), t € |a,b].
Tuletisfunktsioonid
=),=1, ja y=y(t)

rahuldavad teoreemi 1.3 eeldusi, seega valemi (1.14) pohjal

= [ ViR = [ VTR,

nagu soovitud.

(b). Viite toestus on analoogiline viite (a) toestusega, aga siin tuleb kaare L
esitamisel parameetriliste vorranditega votta parameetri ¢ rolli (sisuliselt) muutuja y.

(c). Vorrandiga (1.17) esitatud kaar L on esitatav parameetriliste vorranditega
vottes parameetriks muutuja
J

z=r(p) cosg, y=r(p)sing,  ¢€laf]

Tuletisfunktsioonid

A (r(¢) cos ¢)/¢ =1'(¢) cos ¢ — r(¢) sin ¢,
y = (r(gzﬁ) sinqb);) =1r'(¢) sing + r(¢) cos ¢

rahuldavad teoreemi 1.3 eeldusi, seega valemist (1.14) saame valemi (1.18), sest

2 (0)2 4+ (9)? = ('(¢) cosp — () sing)” + ('(9) sing +1(¢) cos )’
= 1'(¢)? cos® ¢ — 2" (¢) r(¢) sin ¢ cos ¢ + r(¢)? sin? ¢
7 (¢)? sin® ¢ + 2r'(¢) r(¢) sin ¢ cos ¢ + r(¢)? cos® ¢
= 1'(¢)*(cos® ¢ + sin? @) + r(¢)?*(sin® ¢ + cos? ¢)
r(¢)* +1(9).



§ 2. Esimest liiki tasandiline joonintegraal

2.1. Esimest liiki joonintegraali moiste ja lihtsamad omadused

Olgu kahe muutuja funktsioon z = f(P) = f(z,y) méidratud sirgestuval lihtsal
(tasandilisel) kaarel L, mis on antud parameetriliste vorranditega

x:x(t), y:y(t)> te {aaﬁ]- (2'1)
Jagame kaare L osakaarteks selle kaare jirjestikkuste punktidega
A= Ag = (w0, 90) = (z(to),y(t0)), A1 = (z1,51) = (z(t2), y(tr)),
...... ;A= (T, yn) = (:c(tn),y(tn) =B (neN),

kus v =1 tg < t3 < -+~ < t, =: B.Iga j € {1,...,n} korral téhistame osakaare
A;_1A; pikkuse siimboliga s; ning valime sellel osakaarel punkti Bj, s.t.

Bj = (l’(Tj),y(Tj)), kllS Tj € [t]’_l,t]’]. (23)

Moodustame integraalsumma

(2.2)

Zf(Bj) Sj- (2.4)

Definitsioon 2.1. Kui integraalsummadel (2.4) eksisteerib piirvidrtus I € R, s.t.
iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv ¢ > 0 nii, et

> f(By)s;—1T
j=1

siis seda piirvadrtust nimetatakse esimest liiki (tasandiliseks) joonintegraaliks funkt-
stoonist f ile kaare L ja tadhistatakse siimboliga

max At; <6 —
1<j<n

<, (2.5)

/Lf(x,y) ds = lime(Bj) s;=1. (2.6)

Mairkus 2.1. Toetudes Cantori teoreemile, saab niidata, et integraalsummade (2.4)
piirvadrtuse moiste jadb samaks, kui definitsiooni 2.1 implikatsioonis (2.5) asendada
tingimus

max At; <9
1<j<n

tingimusega
max d(Aj_l, AJ) <0

1<g<n

VOl tingimusega
HlaX{|AJ}1|, ct |Axn’7 ‘Ay1‘7 R ‘Ayn|} < 67

kus Az; = z; — xj_1 ja Ay; = y; — yj—1. Siit jéreldub, et esimest liiki joon-
integraali (2.6) olemasolu ja védrtus ei soltu kaart L esitavatest parameetrilistest
vorranditest (1.4) (ning sealhulgas kaare ldbimise suunast).

117
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Jargnev lause votab kokku esimest liiki joonintegrali olulisemad lihtsamat sorti
omadused.

Lause 2.1. Olgu AB sirgestuv kaar xy-tasandil, olgu sellel kaarel mdadratud kahe
muutuja funktsioonid u = f(x,y) ja v = g(x,y) ning olgu a,b € R.

(a) Olgu funktsioon f konstantne kaarel AB, s.t. mingi ¢ € R korral f(z,y) = ¢
kaarel AB. Siis eksisteerib esimest liiki joonintegraal fAB f(z,y) ds, kusjuures

/ cds =csap (2.7)
AB

(stimbol sap tihistab kaare AB pikkust).

(b) FEksisteerigu esimest liiki joonintegraal

flz,y)ds =:1. (2.8)
AB

Siis funktsioon f on tokestatud kaarel AB.

(c) FEksisteerigu esimest litki joonintegraal (2.8). Siis eksisteerib ka esimest liiki
joonintegraal [, af(x,y)ds, kusjuures

/ af(x,y)ds =a f(z,y)ds.
AB AB

(d) Fksisteerigu esimest liiki joonintegraalid

flz,y)ds =11 ja / g(x,y)ds =: I. (2.9)
AB AB

Siis eksisteerib ka esimest liiki joonintegraal [, (f(z,y)+9(z,v)) ds, kusjuures

| Gemgwu)is= [ faydst [ flag)is

AB AB AB

(e) Eksisteerigu esimest litki joonintegraalid (2.9). Siis eksisteerib ka esimest liiki
joonintegraal [, (a f(z,y) +bg(z,y))ds, kusjuures

/ (af(x,y)+bg(x,y)) ds =a flz,y)ds+0b f(z,y)ds.
AB AB AB

(f) Eksisteerigu esimest litki joonintegraal (2.8) ning olgu f(x,y) = 0iga (x,y) € AB
korral. Siis

f(z,y)ds > 0.
AB
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(g) Eksisteerigu esimest liiki joonintegraalid (2.9) ning olgu f(z,y) = g(x,y) iga
(x,y) € AB korral. Siis

Flo.y)ds > / glz,y) ds. (2.10)

AB AB

(h) Olgu C kaare AB punkt. Siis esimest liiki joonintegraal (2.8) eksisteerib para-
jasti siis, kui eksisteerivad esimest litki joonintegraalid

flx,y)ds=:J1 ja f(z,y)ds =: Js. (2.11)
AC CB

Seejuures

fle,y)ds = | flz,y)ds+ [ f(x,y)ds. (2.12)
AB AC AC

TOESTUS. Olgu kaar AB esitatud parameetriliste vorranditega (2.1), kus

A= (z(a),y(e)) ja B=(x(8),y(8))-

Jagame kaare AB osakaarteks selle kaare jérjestikkuste punktidega (2.2), kus a =:
to <ty <---<t,=:p.Igaje{l,...,n} korral tdhistame osakaare A;_; A; pikkuse
simboliga s; ning valime sellel osakaarel punkti (2.3).

(a). Konstantse funktsiooni f(x,y) = ¢ mis tahes integraalsumma

Zf(Bj)Sj =

n

cs;=c E 8j = €SaB,

J=1 Jj=1

\E

seega ka nende integraalsummade piirvidrtus on csap, s.t. kehtib (2.7).

(b). SEDA VAIDET ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. (Viite toestus sar-
naneb Riemanni mottes integreeruva funktsiooni tokestatuse toestusega.)

(c). Fikseerime vabalt ¢ > 0. Viite toestuseks piisab leida 6 > 0 nii, et

Zf(Bj)Sj—I

n

Zaf(Bj)sj —al

Jj=1

max At; <6 = < €.

o
SYA

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et a # 0. Integraali (2.8) olemasolu tdttu
leidub reaalarv ¢ > 0 nii, et

£
< —.

lal

max At; <6 —
1<j<n

Zf(Bj)Sj—f

Niisiis, kui max At; < 0, siis
1<j<n

n

Zaf(Bj) s; —al

j=1

£
<|a|m:5.
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(d). Fikseerime vabalt ¢ > 0. Viite toestuseks piisab leida ¢ > 0 nii, et

Y (F(B) +g(By))s;— (h+ )| <e

j=1

max At; <6 —
1<j<n

Selleks mérgime, et

=1(if<3 =) (Zg vt

n

> (f(By) £9(By)) s; — (I £ I)

j=1 j=1
< Z f( — L]+ J = Ia|.
j=1
Integraalide (2.9) olemasolu tottu leiduvad reaalarvud 01,02 > 0 nii, et
max At; <6 = s; — | < = (2.13)
1<j<n 2
ja
max At; < 8 = — Ll <:. (2.14)
1<j<n 2
Niisiis, kui max At; < min{d, 52} =: 0, siis
<j<n
- e €
D (f(B) £9(B;)) s — (L £ 1,)| < sts=¢

=1
(e). Viite (c) pohjal eksisteerivad joonintegraalid [, a f(z,y) dsja [, 5 bg(x,y) ds,
seega vilite (d) pohjal eksisteerib ka joonintegraal [, ,(a f(z,y) + bg(xz,y)) ds, kus-

juures

/AB(af(x,y)erg(:c,y)) dSZ/ABaf(x,y)ds—i—/ABbg(m,y)ds

=a [ f(z,y) d8+b/ g9(z,y) ds.
AB AB

(f). Fikseerides vabalt reaalarvu ¢ > 0, piisab viite toestuseks niidata, et

I>—¢. (2.15)

n

/) $j, mis rahuldab

Integraali (2.8) olemasolu tottu leidub integraalsumma ) f(B;
j=1

n
tingimust | Y. f(B;)s; — I| < &; niisiis
=

I+e>Y f(Bj)s; =0
j=1
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(siin viimane vorratus kehtib, sest f(P) > 0 kaarel AB), millest jéreldub (2.15).

(g). Kui f(z,y) = g(z,y) kaarel AB, siis f(z,y) — g(x,y) = 0 sellel kaarel; seega
viidete (d) ja (f) pohjal

Aﬂﬂmwds—[;g@@»@:;ABw@m»—g@w»ds>a

millest jéreldub (2.10), nagu soovitud.

(h). SEDA VAIDET ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. O

2.2. Esimest liiki joonintegraali arvutamine

Teoreem 2.2. Olgu kahe muutuja funktsioon u = f(P) = f(x,y) pidev tikiti siledal
lihtsal kaarel L, mis on antud parameetriliste vorranditega

r=a(), y=yt), telnf (2.16)
Siis eksisteerivab esimest liiki joonintegraal funktsioonist f ile kaare L, kusjuures
B

/L Fa,y)ds = / Fe(t), () VIO + 5 (0 dt. (2.17)

TorsTUS. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et kaar AB on sile, s.t. funktsioo-
nidel (2.16) eksisteerib pidev tuletis kogu 16igus [«, 5]. Téhistame

B
= / F(e(t), () VIO + 5 (0 dt.

Fikseerides vabalt reaalarvu ¢ > 0, piisab valemi (2.17) toestuseks leida reaalarv
d > 0 nii, et, jagades 16igu [o, 8] osaloikudeks punktidega o« =: tg < t1 < .-+ < t,, :=
(3 ning valides iga j € {1,...,n} korral punkti 7; € [t;_1,%;] ja tdhistades

tj
Byi= (e(n)y(m))s A=ty —tir, 5= [ o0 F YR d
tj—1

(mérgime, et s; on kaare L osakaare A;_1A; pikkus, kus A;_; = (2(t;_1), y(t;-1))
ja Aj = (z(t;),y(t;))), kehtib implikatsioon

max At; <6 =
1<j<n

< €.

> f(By)s;—1
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Hindame:
_1‘: /tt V() +y/(8)? dt
N RO N
[ [ sttt v
3 [ 56,000 VR
<3 [ 10t00.00) = £t0.00)] VT
-3 [ ) w00 VR
kus

®(t) = f(x(t),y(t), t€la,p].

Kuna funktsioon ¢t — +/2'(¢)? + y/(t)? on pidev 16igus |, (], siis Weierstrassi esimese
teoreemi pohjal on ta ka tokestatud selles loigus, s.t. leidub reaalarv M > 0 nii, et

()2 +y(t)> <M igat € [a,f] korral.
Seega, tahistades

M;:= sup ®(t), m,;:= inf d(¢), j=1,...,n

teltj—1,t5] tetj—1.t5]

(need supreemumid ja infiimumid eksisteerivad, sest 16igus [«, 3] pidev funktsioon ®
on Weierstrassi esimese teoreemi pohjal tokestatud selles 16igus), kehtib

_[‘ Z/ —my) M dt = MZ mj)/tj dt
j=1 tj—1
—MZ ;i —mj) A

Kuna 16igus [a, 8] pidev funktsioon ® on integreeruv selles 16igus, siis leidub reaalarv
0 > 0 nii, et

- £

j=1
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Niisiis, kui max At; < 4, siis
1<j<n

<M%<5.

Zf(Bj)Sj_[

]

Mairkus 2.2. Esitatud toestus ei ole teoreemi 2.2 koige loomulikum toestus: toestus
lihtsustuks pisut, kui temas kasutada absoluutvéiértuste |®(7;) — ®(¢)| hindamiseks
Cantori teoreemi (ithe muutuja funktsioonide jaoks), mida paraku enamik kéesoleva
kursuse kuulajatest veel ei tunne.

Mairkus 2.3. Teoreem 2.2 jadb kehtima, kui kaar L pole lihtne, kuid tal on loplik
arv kordseid punkte.

Jargnev jareldus teoreemist 2.2 annab valemid esimest liiki (tasandilise) joon-
integraali arvutamiseks iile tiikiti sileda kaare juhul, kui see kaar on antud vorrandiga
y =y(z), z = z(y) voi polaarkoordinaatides.

Jareldus 2.3. Olgu kahe muutuja funktsioon v = f(x,y) pidev tikiti siledal lihtsal
tasandilisel kaarel L.

(a) Olgu kaar L esitatud vorrandiga
y=y(x), x€lab] (2.18)

kus funktsioonil (2.18) eksisteerib loigus [a,b] pidev tuletis, vilja arvatud, voib-
olla, loplikus arvus punktides, milles tuletisfunktsioonil iy eksisteerivad loplikud
tihepoolsed piirvddrtused. Siis

b
/Lf(x,y) ds =/ f(2,y(@) V1+y ()2 da.
(b) Olgu kaar L esitatud vorrandiga
x=ua(y), yé€lcd, (2.19)

kus funktsioonil (2.19) eksisteerib loigus [c, d] pidev tuletis, vilja arvatud, voib-
olla, loplikus arvus punktides, milles tuletisfunktsioonil x' eksisteerivad loplikud
tihepoolsed piirvddrtused. Siis

/L f(y) ds = / £ (2(y),9) VP T+ 1dy.

(¢) Olgu kaar L esitatud polaarkoordinaatides vorrandiga

r=r(¢), ¢€lapl (2.20)
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kus funktsioonil (2.20) eksisteerib loigus o, B] pidev tuletis, vilja arvatud, voib-
olla, loplikus arvus punktides, milles tuletisfunktsioonil v’ eksisteerivad loplikud
tihepoolsed piirvddrtused. Siis

B8
/L f(y) ds = / £ (r(@) cos 6, () sin §) /7 (G2 + (@) do.

TOESTUS. Jérelduse toestus on sarnane jarelduse 1.4 toestusele (seejuures toetu-
takse teoreemi 1.3 asemel teoreemile 2.2). Seepérast jitame toestamise lugejale. [

2.3. Esimest liiki joonintegraali rakendusi

Teoreem 2.4. Olgu L sirgestuv kaar xy-tasandil ning olgu kahe muutuja funktsioon
u= f(x,y) pidev kaarel L. Siis silindrilise pinna

Y= {(:U,y,z): (xr,y) € L, z € [O7f('r7y)}}

pindala Sy, avaldub valemiga

Sy = /Lf(xay) ds.

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. L]



§ 3. Teist liiki tasandiline joonintegraal

3.1. Teist liiki joonintegraali moiste ja lihtsamad omadused

Olgu kahe muutuja funktsioon z = f(P) = f(z,y) méidratud sirgestuval lihtsal
tasandilisel kaarel AB, mis on antud parameetriliste vorranditega

z=ux(t), y=yt), tE€lnp] (3.1)
kus
A= (z(a),y(a)) ja B=(2(8),y(8))-
Jagame kaare AB osakaarteks selle kaare jarjestikkuste punktidega
A= Ay = (w0, 90) = (2(to),y(t0)), A= (w1, 1) = (x(t1), y(t1)),
...... . Ay = (T, yn) = (2(t0),y(tn) = B (n€N),

kus o =:tp <ty <--- <t,:=p.Igaje{l,...,n} korral valime osakaarel A; 1A,
punkti Bj, s.t.

(3.2)

Bj = (I’(Tj),’y(Tj)), kus Tj € [tj—latj]- (33)
ning tahistame

Ax;

=T, — T ja Ay =y — Yo

Moodustame integraalsumma
n

> f(B)) Ax;. (3.4)

j=1

Definitsioon 3.1. Kui integraalsummadel (3.4) eksisteerib piirviédrtus I € R, s.t.
iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv 6 > 0 nii, et

max At; <6 =
1<j<n

=1

siis seda piirvadrtust nimetatakse teist liiki (tasandiliseks) joonintegraaliks funkt-
stoonist f ile kaare AB projektsioonide jirgi x-teljele ja téhistatakse stimboliga

f(z,y)dx := limzn: f(Bj) Az; = 1. (3.6)
AB o

Analoogiliselt defineeritakse teist liiki (tasandiliseks) joonintegraaliks funktsioo-
nist f ile kaare AB projektsioonide jirgi y-teljele

f(z,y) dy. (3.7)
AB

Kui funktsioonid u = P(x,y) ja v = Q(z,y) on méiratud kaarel AB, siis me
téhistame

/ABde—i-Qdy = /ABP(x’y)deFQ(may)dy ::/

P(z,y)dz + | Q(z,y)dy.
AB AB

125



126 V1. Joonintegraalid

Mirkus 3.1. Toetudes Cantori teoreemile, saab niidata, et integraalsummade (3.4)
piirvadrtuse moiste jaib samaks, kui definitsiooni 3.1 implikatsioonis (3.5) asendada
tingimus
max At; <9
1<jsn
tingimusega
max d(Ajfl, Aj) <0

1<j<n

vOi tingimusega
maX{|Ax1|, tr |Axn’7 ‘Ayl‘v R ‘Ayn|} < 0.

Siit jareldub, et teist liiki joonintegraali (3.6) (ning, analoogiliselt, ka (3.7)) olemas-
olu ja véddrtus ei soltu kaart AB esitavatest parameetrilistest vorranditest (3.1) —
eeldusel, et need vorrandid méadravad kaare alguspunktiks A ja lopp-punktiks B.

Jargnev lause votab kokku teist liiki joonintegrali olulisemad lihtsamat sorti oma-
dused.

Lause 3.1. Olgu kahe muutuja funktsioonid u = P(x,y), vy = Pi(z,y), us =
Py(z,y), v = Q(x,y), v1 = Q1(x,y) ja ve = Q2(x,y) madaratud xy-tasandil asuval
sirgestuval lihtsal kaarel AB ning olgu ay, as, by, by, c € R.

(a) Teist liiki joonintegraal soltub kaare libimise suunast: kaare AB ldbimisel vas-
tassuunas integraali mdark muutub:

/Pd:erQdy:—/ Pdx + Qdy.
BA

AB

(b) Kui kaar AB on risti z-teljega, siis

/ Pdx = 0; (3.8)
AB

kui kaar AB on risti y-teljega, siis

/ABQdy:O.

(¢) (cl) Kui eksisteerib teist liiki joonintegraal

/ Pdr =1, (3.9)
AB

siis eksisteerib ka joonintegraal [ g ¢ P dx, kusjuures

/cPda::c/ Pdx.
AB AB
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(¢2) Kui eksisteerib teist litki joonintegraal [ 1 @ dy, stis eksisteerib ka joonin-
tegraal fAB cQdy, kusjuures

/ cQdy=c Q dy.
AB AB

(d) (d1) Kui eksisteerivad teist liiki joonintegraalid

/ Pider =1y ja / Pydx =: I, (3.10)
AB AB

sus eksisteerivad ka joonintegraalid f AB (P1 + Pg) dx, kusjuures

AB AB AB

(d2) Kui eksisteerivad teist liiki joonintegraalid

Qi1dy ja Q2 dy, (3.11)
AB AB

siis eksisteerivad ka joonintegraalid | AB (Q1 + Qg) dy, kusjuures
| @=aya=[ Qx| uay
AB AB AB

(e) Eksisteerigu teist liiki joonintegraalid (3.10) ja (3.11). Siis eksiteerib ka joon-
integraal

/ (a1P1 + CLQPQ) dx + (lel + bQQQ) dy, (312)
AB

kusjuures
/ (CL1P1 + a2P2) dr + (le1 + bZQQ) dy
AB

:al/ Pldll/’—f—ag/ PQdZE—f—bl Qldy+b2 diy
AB AB AB AB

(f) Olgu C kaare AB punkt. Teist liiki joonintegraal

/ Pdz+ Qdy
AB
eksisteerib parajasti siis, kui eksisteerivad joonintegraalid

/de—i—Qdy ja / Pdx + Q dy;
AC CB

seejuures

/Pda:—l—@dy:/ Pda:+Qdy—|—/ Pdx+ Qdy.
AB AC

CB
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TOESTUS. Olgu kaar AB esitatud parameetriliste vorranditega (3.1), kus

A= (z(a),y(a)) ja B=(z(8),4(8)).

Jagame kaare AB osakaarteks selle kaare jérjestikkuste punktidega (3.2), kus a =:
to <t <---<t,:=p.Igaje {l,...,n} korral valime osakaarel A; ;A; punkti
(3.3) ja tahistame

Aty =1t —tj1, Azji=z;—xj1, Ay =y; —yj1.

(a). Valides kaare AB alguspunktiks B, on funktsiooni P vastavad integraal-
summad miinusmérgiga integraalsummad

Zn: P(B,) Az, (3.13)

(sest lugedes kaare alguspunktiks punkti B, muutub punktide jérjestus sellel kaa-
rel vastupidiseks vorreldes juhuga, kui selle kaare alguspunktiks loetakse punkti A);
seega nendel integraalsummadel eksisteerib piirvairtus parajasti siis, kui eksisteerib
piirvidrtus integraalsummadel (3.13), kusjuures need piirviédrtused on vastasméargi-
lised; niisiis, integraal [ pa P dx eksisteerib parajasti siis, kui eksisteerib / g Pdz,
kusjuures [, Pdx = — [, Pdx.

Analoogiliselt arutledes saame, et integraal [ pa & dy eksisteerib parajasti siis,
kui eksisteerib [, Q dy, kusjuures [, Qdr = — [,, Qdy.

Eelnevast jéreldub, et integraal | pa P dr + Qdy eksisteerib parajasti siis, kui
eksisteerib integraal [ g P dx + Q dy, kusjuures

/Pd:c—l—Qdy—/ Pdx + Qdy——/ Pdx — Q dy
BA BA BA AB AB

:—(/ABdeJr/ABQdy> :-/AAPdHQdy.

(b). Kui kaar AB on risti z-teljega, siis koik integraalsummad (3.13) on vordsed
arvuga 0 (sest iga j € {1,...,n} korral Az; = 0), seega ka nende integraalsummade
piirvadrtus on 0, s.t. kehtib (3.8).

Juhtu, kus kaar AB on risti y-teljega, kisitletakse analoogiliselt.

(c). Toestame ainult viite (c1). (Viide (c2) toestatakse analoogiliselt.) Eksis-
teerigu teist liiki joonintegraal (3.9). Fikseerime vabalt ¢ > 0. Viite (c1) toestuseks
piisab leida reaalarv § > 0 nii, et

max At; <o = <e.

~c
IIIKN

ZCP(BJ-) Az;—cl
=1

> P(Bj)Az;— 1
j=1

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et ¢ # 0. Integraali (3.9) olemasolu tttu
leidub reaalarv 6 > 0 nii, et

S P(B;) A - I’ <=
j=1

max At; <6 == H
c

1<ysn
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Niisiis, kui max At; < 4, siis
1<]<7’L

ZCP(Bj)ij —cl| <|c| R
&

(d). Toestame ainult viite (d1). (Viide (d2) toestatakse analoogiliselt.) Eksis-
teerigu teist liiki joonintegraalid (3.10). Fikseerime vabalt ¢ > 0. Viite (d1) toes-
tuseks piisab leida reaalarv ¢ > 0 nii, et

zn:(Pl(B)i‘Pz( B))Az;— (L £ )| <e

J=1

max At; <6 =
1<j<n

Selleks mérgime, et

n

> (Pu(By) & Pa(By)) Axj — (I + 1)

‘ (Z Py(B;) Az — [1> (Z Py(B;) Az — 12>

AIJ — Il

AIJ — IQ

Integraalide (3.10) olemasolu tottu leiduvad reaalarvud 61, 52 > 0 nii, et

max At; < 6 = Bj)Az; — 1| < €

1<j<n 2
ja

€

pax AL <&k = ZPz ) Az = I| < 5.

Niisiis, kui max At; < m1n{51,52} =: 4, siis
1<j<n
. € €

=1
(e). Joonintegraali (3.12) olemasolu jareldub vahetult viidetest (c¢) ja (d) (POH-
JENDADA!); seejuures (jillegi viidete (c¢) ja (d) pohjal)

/ (G1P1 + CL2P2) dx + (51Q1 + 52Q2) dy
AB

= / (G1P1 + aQPQ) dx + / (le1 + bQQQ) dy
AB

AB

= / CL1P1 d$+/ GQPQdZ'—i—/ lel dy—l—/ bQQQdy
AB AB AB AB

:al/ P1d$+a2/ Pgdl’—i‘bl Qldy+b2 diy
AB AB AB AB
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(f). Viite (f) toestus on eelnevatest toestustest oluliselt keerulisem; KAESOLEVAS
KURSUSES ME SEDA VAIDET EI TOESTA. O

Kui L on sirgestuv kinnine kaar, siis kirjaviisist

/Pdm—l—@dy (3.14)
L

ei selgu, milline punkt tuleb valida kaare alguspunktiks (ja iihtlasi 16pp-punktiks)
ning millises suunas tuleb see kaar ldbida. Lihtne on néha, et kaare L iihesuguse
ldbimise suuna puhul ei soltu integraal (3.14) kaare alguspunkti valikust, kiill aga
soltub see integraal kaare ldbimise suunast — kaare ldbimisel vastassuunas muutub
selle integraali mérk.

Lihtsa kinnise kaare ldbimise suunda, milles liikudes selle kaarega piiratud ta-
sandi osa jadb vasakule, nimetatakse positiivseks suunaks. (Piltlikult viljendades,
positiivne suund on kellaosuti liikumise vastassuund.)

On tavaks leppida kokku jérgmises: kui L on sirgestuv kinnine kaar, siis kirja-
viisi (3.14) puhul maistetakse kaare L ladbimise suunana positiivset suunda, s.t. selle
integraali arvutamisel tuleb kaar L esitada parameetrilise vorranditega (1.4) nii, et
parameetri ¢ kasvades liigub vastav kaare punkt (x(t), y(t)) mooda kaart positiivses
suunas.

Kui on vaja mérkida integraali iile lihtsa kinnise kaare L negatiivses suunas (s.t.
kellaosuti liikumise vastassuunas), kirjutatakse integraali (3.14) ette miinusmérk.

3.2. Teist liiki joonintegraali arvutamine

Teoreem 3.2. Olgu kahe muutuja funktsioon u = f(P) = f(x,y) pidev tikiti siledal
lihtsal kaarel AB, mis on antud parameetriliste vorranditega

r=2z(t), y=yt), te o, B, (3.15)
kus
A= (z(a),y(a)) ja B=(x(8),y(8)).

Siis eksisteerivad teist liiki joonintegraalid funktsioonist f ile kaare AB projektsioo-
nide jargi nii x- kui ka y-teljele, kusjuures

B
f(ay) da = / F(a(), y(6) 2'() dt (3.16)
AB «
Jja 5
fla,y)dy = / £ (), y(0) (1) dr. (3.17)
AB @

TOESTUS. Toestame ainult valemi (3.16) (valem (3.17) toestatakse analoogiliselt).
Seejuures voime iildisust kitsendamata eeldada, et kaar AB on sile, s.t. funktsiooni-
del (3.15) eksisteerib pidev tuletis kogu 16igus [«, ]. Téhistame

B
[ / Fe(t), () /(1) dt.
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Fikseerides vabalt reaalarvu ¢ > 0, piisab valemi (3.16) toestuseks leida reaalarv
d > 0 nii, et, jagades 16igu [« 8] osaloikudeks punktidega o =: tg < t; < --- < t,, :=
3, valides iga j € {1,...,n} korral punkti 7; € [t;_1,t;] ning téhistades

Bj = (.%'(Tj),y(Tj)), Al'j = l’(tj) —.%'<tj,1), At] = tj —tjfl, j = 1,...,77,,

kehtib implikatsioon

max At; <6 — B;)Ax; —I| <e.
1<j<n
Selleks mérgime, et iga j € {1,...,n} korral Newton—Leibnizi valemi pohjal

Aw; = 2(t;) — 2ty 1) = /t " dt,

j—1

t; B
| Gmm) [ doa- / f(w(t),y(t))x’(t)dt‘

=2 s dt—Z/ ()dt‘
S Z;/t f(a(my), (7)) —f(x(t),y(t))‘ |2/ ()| dt. (3.18)

Kuna tuletisfunktsioon 2’ on pidev 16igus [«, 3], siis Weierstrassi esimese teoreemi
pohjal ta on ka tokestatud selles loigus, s.t. leidub M > 0 nii, et

|2'(t)| < M iga t € [ov, ] korral.
Tahistame

M, = sup f(a:(t),y(t)), mj = inf f($(t),y(t)), j=1,....n

te[tj—1,t5] te[tj—1.t5]

(need supreemumid ja infiimumid eksisteerivad, sest 16igus [«, ] pidev funktsioon
t— f(z(t),y(t)) on Weierstrassi teoreemi pohjal tokestatud selles 1oigus); siis

_[‘ Z/ —my) M dt = MZ mj)/tj dt
j=1 -1
—MZ ;i —mj) A

Kuna 16igus |, 3] pidev funktsioon funktsioon ¢ — f(z(¢),y(t)) on integreeruv selles
16igus, siis leidub reaalarv ¢ > 0 nii, et

n

9

J=1
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Niisiis, kui max At; < 4, siis
1<j<n

g
<M-— <e.
M 19

Zf(Bj)Sj—f

]

Markus 3.2. Teoreem 2.2 jadb kehtima, kui kaar L pole lihtne, kuid tal on loplik
arv kordseid punkte.

Markus 3.3. Esitatud toestus ei ole teoreemi 3.2 koige loomulikum toestus: toestus
lihtsustuks pisut, kui summas (3.18) kasutada absoluutviirtuste ‘f(.T(Tj), y(Tj)) —

f(z(), y(t))‘ hindamiseks Cantori teoreemi (iihe muutuja funktsioonide jaoks), mi-

da paraku enamik kiesoleva kursuse kuulajatest veel ei tunne.

Jargnev jireldus teoreemist 3.2 annab valemid teist liiki (tasandilise) jooninteg-
raali arvutamiseks iile tiikiti sileda kaare juhul, kui see kaar on antud vorrandiga
y = y(x), z = x(y) voi polaarkoordinaatides.

Jareldus 3.3. Olgu kahe muutuja funktsioon uw = f(x,y) pidev tikiti siledal lihtsal
tasandilisel kaarel AB.

(a) Olgu kaar AB esitatud vorrandiga
y=y(x), x€lab], (3.19)

kus funktsioonil (3.19) eksisteerib loigus [a,b] pidev tuletis, vilja arvatud, voib-
olla, loplikus arvus punktides, milles tuletisfunktsioonil iy eksisteerivad loplikud
tihepoolsed piirvddrtused, ja

A= (a,y(a)) ja B = (b,y(b)).
Siis

f(a,y) de = / fey@)de jo [ flay)dy = / £ y(@)) o (z) da.

AB AB

(b) Olgu kaar AB esitatud vorrandiga
r=a(y), veled, (3.20)

kus funktsioonil (3.20) eksisteerib loigus [c, d] pidev tuletis, vilja arvatud, voib-
olla, loplikus arvus punktides, milles tuletisfunktsioonil x' eksisteerivad loplikud
tihepoolsed piirvddartused, ja

A= (z(c),c) ja B=(x(d),d).
Siis

fmwwz/f@Mwnwmym fmwwsz@@wmy

AB AB
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(¢) Olgu kaar AB esitatud polaarkoordinaatides vorrandiga

r=r(@), ¢¢€lapl (3.21)

kus funktsioonil (3.21) eksisteerib loigus o, B] pidev tuletis, vilja arvatud, voib-
olla, loplikus arvus punktides, milles tuletisfunktsioonil v’ eksisteerivad loplikud
tihepoolsed piirvidrtused, ja (ristkoordinaatides)

A= (r(a)cosa,r(a)sine) ja B = (r(B)cosp,r(3)sinp).

(s.t. polaarkoordinaatides A = (r(), ) ja B = (r(8),8)). Siis

B8
/A o) do = / £(r(6) cos 6, r(6) sin ) ((9) cos ¢ — () sin§) do

ja

B
/A ) dy = / £ (r(9) cos 6, 7() sin @) (' () sin + +(6) cos ) db.

«

TOESTUS. Jérelduse toestus on sarnane jarelduse 1.4 toestusele (seejuures toetu-
takse teoreemi 1.3 asemel teoreemile 3.2). Seepirast jitame toestamise lugejale. [

3.3. Greeni valem

Teoreem 3.4 (Greeni valem). Eksisteerigu pidevatel kahe muutuja funktsioonidel

oP . 0
u = P(x,y) ja v = Q(z,y) pidevad osatuletised M ja 8_Q tokestatud kinnises
Yy T

piirkonnas D, mille rajajoon 0D on tikiti sile. Siis

0@ _op _
//D(ﬁx ay) dx dy /8Dde+Qdy. (3.22)

Toestame Greeni valemist ainult jargnevad erijuhud.
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Lause 3.5. (a) Olgu

kus funktsioonidel

Oé:Oé(ZE) Jja 6:/8(35)7 QZE[a,b],

eksisteerib loigus [a, b] pidev tuletis. Siis
/ —d:L’ dy = / Pdz. (3.23)
oD

D= {(z,y): y€le,d), v(y) <z <(y)},

kus funktsioonidel

(b) Olgu

y=7y) ja 6=90(y), y € [c,d],

eksisteerib loigus [a, b] pidev tuletis. Siis

//—da:dy— aDQdy. (3.24)

TOESTUS. Toestame ainult véite (a). (Viide (b) toestatakse analoogiliselt.)
Téhistame

A= (a,a(a)), B = (b,a(b)), C .= (b,ﬁ(b)), D = (a,ﬁ(a)).

Siis tihel poolt

L [ s [([ )
= [ (Ple.5(@) ~ Pe,0(0) )

a

teiselt poolt,

/ qu::/ PdaH—/ de—l—/ de—l—/ de:/ de—l—/ Pdx
oD AB BC cD DA AB cD
b b
:/ Pd:zc—/ Pdm:/ P(z,a(z)) dx—/ P(z,B(z)) dx
// dx dy,

nagu soovitud. [

Maérkus 3.4. Valem (3.23) jdib kehtima, kui
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(1) piirkond D esitub 16pliku iithendina D = |J Dj, kus Dy, ..., D,, on paarikaupa
7j=1
lI6ikumatute sisemustega kovertrapetsid, mis rahuldavad lause 3.5, (a), eeldusi
kovertrapetsi D kohta.

Toepoolest, eelduse (1) kehtides lause 3.5, (a), pohjal

/ —drdy = — Z// dxdy—z // d:cdy—Z/ Pdx
:/BDde.

Siin viimane vordus kehtib, sest summas Z /. oD, P dz esinevad integraalid iile raja-
j_

joonte 0D, niisuguste osade, mis pole rajajoone OD osad, kaks korda, kusjuures

iihel juhul ldbitakse selline osa iihes suunas ja teisel juhul vastupidises suunas; seega

koonduvad summas f8D~ P dz integraalid iile rajajoonte dD; osade, mis pole
=1
rajajoone 0D osad, paarikaupa vilja.
Analoogiliselt saab naidata, et valem (3.24) jadb kehtima, kui
(2) piirkond D esitub lopliku ithendina D = U D., kus D}, ..., D! on paarikaupa

=1
l6ikumatute sisemustega kovertrapetsid, mis rahuldavad lause 3.5, (b), eeldusi

kovertrapetsi D kohta.

Eelnevast jareldub, et kui samaaegselt kehtivad eeldused (1) ja (2), siis kehtib
Greeni valem (3.22), sest niisugusel juhul

L2 ] S [ - e [

:/ Pdx + Qdy.
oD

3.4. Teist liiki joonintegraali soltumatus integreerimisteest

Olgu funktsioonid P ja () pidevad piirkonnas D. Vaatleme teist liiki joonintegraali

/ Pdz+ Qdy (3.25)
AB

iile piirkonnas D sisalduva tiikiti sileda kaare AB. Kui mis tahes piirkonnas D sisal-
duvate punkte A ja B iithendavate tiikiti siledate kaarte L; ja Lo korral (mille algus-
punkt on A ja 1o6pp-punkt B)

/de+Qdy:/ Pdz + Qdy,
Ly

Lo
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siis 6eldakse, et teist liiki joonintegraal (3.25) ei soltu integreerimisteest piirkonnas D.
Sellisel juhul kasutatakse joonintegraali (3.25) mérkimiseks siimbolit

B
/ Pdx+Qdy :
A

see integraal soltub integereerimistee alguspunktist A ja 16pp-punktist B, kuid mitte
neid punkte iihendavast integreerimisteest.

Selles punktis anname moned tarvilikud ja piisavad tingimused teist liiki joon-
integraalide soltumatuseks integreerimisteest. Selleks vajame me dhelisidusa (tasan-
dilise) piirkonna moistet.

Definitsioon 3.2. Oeldakse, et piirkond D on dihelisidus, kui mis tahes piirkonnas D
sisalduva lihtsa kinnise kaarega piiratud tasandi osa sisaldub piirkonnas D.

Teoreem 3.6. Olgu kahe muutuja funktsioonid u = P(z,y) ja v = Q(z,y) pidevad
lahtises piirkonnas D C R?. Jdrgmised viited on samavddrsed:

(i) mis tahes punktide A, B € D korral integraal (3.25) ei soltu integreerimisteest
puirkonnas D;

(ii) integraalialune avaldis Pdxr + Qdy on tépne diferentsiaal, s.t. leidub piir-
konnas D diferentseeruv kahe muutuja funktsioon w = ®(x,y), mille tdis-
diferentsiaal on see avaldis:

d® = Pdx + Qdy. (3.26)
Seejuures kehtib “Newton—Leibnizi valem”
/ Pdr+Qdy = (B) — B(A). (3.27)
AB

Kui piirkond D on thelisidus ning funktsioonidel P ja Q) eksisteerivad selles
0
piirkonnas pidevad osatuletised — ja —Q, siis tingimused (i) ja (ii) on samavadrsed

dy ox

tingimusega
(iii) integraalialune avaldis P dx + Q) dy on kinnine diferentsiaal, s.t. piirkonnas D

oP  0Q
—_— = . 3.28
Jdy Oz ( )
Mairkus 3.5. Nagu jédrgnevast toestusest ndeme, kehtib implikatsioon (ii)=-(iii)
(ning seega ka implikatsioon (i)=-(iii)) ka ilma eelduseta piirkonna D iihelisidususe

kohta.

Teoreemi 3.6 implikatsiooni (iii)=-(ii) tdestus iildjuhul on kiesoleva kursuse jaoks
liiga keeruline. Seepérast piirdume me selle implikatsiooni toestusega teataval eri-
juhul — tdhekujuliste piirkondade juhul — mis holmab olulisemaid praktikas ette-
tulevaid iihelisidusaid piirkondi — muuhulgas ka niiteks kumeraid piirkondi.
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Definitsioon 3.3. Oecldakse, et piirkond D C R? on tihekujuline, kui leidub punkt
A € D nii, et mis tahes punkti B € D korral punkte A ja B iihendav sirgloik sisaldub
piirkonnas D.

TEOREEMI 3.6 TOESTUS. (i)=(ii). Olgu koikide A, B € D korral integraal (3.25)
soltumatu integreerimisteest. Fikseerime vabalt punkti A € D ja defineerime piir-
konnas D kahe muutuja funktsiooni w = ®(B) = ®(z,y) vordusega

B
QJ(B):/A Pdx+Qdy, BeD

(seejuures me loeme ®(A) = 0). Implikatsiooni toestuseks piisab niidata, et piir-
konnas D

Toestame neist samasustest vaid esimese (teine toestatakse analoogiliselt). Fiksee-
rime vabalt B := (xg,y0) € D. Me peame niitama, et

O (2o + h,yo) — P(20, yo)
h h—0

” P(.ZU(), ?JO)

Margime, et piirkonna D lahtisuse tottu leidub ¢ > 0 nii, et Us(B) C D; niisiis, kui
|h| < 9§, siis punkte B = (z¢,y0) ja C := (xg + h,yo) lihendav sirgloik BC' sisaldub
piirkonnas D. Valides integraalis fACPd:E + @ dy integreerimisteeks kaare, mis on
saadud vabalt valitud (punkte A ja B iihendava ja piirkonnas D sisalduva) kaare
AB ja sirgloigu BC' ithendamisel,

C B
<I>(x0+h,y0)—<1>(x0,y0):CI>(C’)—<I>(B):/A de+Qdy—/A Pdr+Qdy

A c c
:/ Pdm+Qdy+/ Pdaz—iery:/ Pdx+Qdy

B A B

C zo+h
_ / Pde — / P(x,y0) dz = P(&n,90) h,

B )

kus punkt &, paikneb punktide zg ja x¢ + h vahel (sellise punkti &, olemasolu jarel-
dub integraalarvutuse keskvadrtusteoreemist); jarelikult, arvestades, et &, ﬁ T,
_>

funktsiooni P pidevuse tottu

(2o + h,yo) — P(w0, yo)
h

- P(§h7y0) — P<x07y0>)
h—0

nagu soovitud.

(ii)=-(i). Leidugu piirkonnas D diferentseeruv kahe muutuja funktsioon w =
®(z,y), mis rahuldab tingimust (3.26), s.t.
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Olgu piirkonna D punkte A ja B iihendav (piirkonnas D sisalduv) tiikiti sile kaar
antud parameetriliste vorranditega

r=ut), y=y), telnpf]

kus
(z(a),y(@)) = A ja (2(8),y(B)) = B
Implikatsiooni toestuseks piisab naidata, et kehtib (3.27). Veendume selles:

0P 0P
de—l—Qdy:/ —(z,y)dr + —(z,y)dy
/AB AB 8:6( ) 89( )

B
-/ (5‘1’ (o0 0) 2'0) + 5 (0,00 0

d
/ad_ y(t)) dt
Do (2(8),y(8)) — ®(2(a). y(a)
= ®(B) — ( ),

nagu soovitud (siin vordus (x) kehtib Newton—Leibnizi valemi pohjal).

Eeldame niiiid taiendavalt, et funktsioonidel P ja () eksisteerivad piirkonnas D

0
pidevad osatuletised — ja — Q
dy or
(ii)=>(iii). Kehtigu (ii). Siis piirkonnas D
0P 8<I>
P = e ja Q=
z dy
ning jarelikult ka
oP 2o 0Q 0?P
— = a — = .
oy  0Oyox B e T bx dy
oP . 0
Kuna osatuletised 8_ 8_Q on pidevad piirkonnas D, siis ka teist jarku segaosa-
Yy x
: e 9’0 . . - : -
tuletised 500 ja 920 on pidevad piirkonnas D; jarelikult teoreemi I1.77 pohjal
x x
0?P 8y2 !
By 0 =5 By piirkonnas D; niisiis ka — 6y =5 piirkonnas D, nagu soovitud.

Eeldame niiiid taiendavalt, et piirkond D on tdhekujuline.

(iii)=-(ii). Kehtigu (iii). Implikatsiooni tGestuseks piisab leida piirkonnas D dife-
rentseeruv kahe muutuja funktsioon w = @®(z,y), mis rahuldab tingimust (3.26).
Piirkonna D tdhekujulisuse tottu leidub punkt A € D nii, et mis tahes punkti
B € D korral punkte A ja B iihendav sirgloik sisaldub piirkonnas D. Defineerime
funktsiooni ®: D — R vordusega

d(B) = /ABPd:c—i-Qdy, B e D,
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kus integreerimisteeks on punkte A ja B iihendav sirgloik (seejuures me loeme
®(A) = 0). Tingimuse (3.26) kehtivuseks piisab niidata, et piirkonnas D

0P 0P

ax_P ja 0_y:Q

Toestame neist samasustest vaid esimese (teine toestatakse analoogiliselt). Fiksee-
rime vabalt B := (z¢,yo). Me peame niitama, et

O (2o + h,yo) — P(20, yo)
h h—0

” P(.ZU(), ?JO)
Mérgmime, et piirkonna D lahtisuse tottu leidub 6 > 0 nii, et Us(B) C D; niisiis, kui

|h| < 9, siis punkte B = (z9,y0) ja C := (xo + h,yo) lihendav sirgloik BC' sisaldub
piirkonnas D. Néaeme, et

D (zg+ h,yo) — P(z0,y0) = P(C) — ®(B) = /AcdejLQdy—/ABde+Qdy.

Greeni valemi pohjal, tdhistades kolmnurga ABC' kontuuri tdhega L ja selle kolm-
nurga enda tdhega A ning oletades konkreetsuse mottes, et h > 0 (juhtu, kus h < 0,
késitletakse analoogiliselt), jareldub samasusest (3.28), et

/Pdm—l—Qdy—/ Pd:B+Qdy~|—/ Pd:v+Qdy+/ Pdzr+ Qdy
CB B

/(G

O(xo+ h,yo) — P(0,yo) /Pd:l:+Qdy+/ Pdzx+ Qdy

seega

BA

xo+h
Pda:‘—i—Qdy:/ Pd:c:/ P(z,y) dz

BC X0
P §h, yo)

kus punkt &, paikneb punktide g ja x¢ + h vahel (sellise punkti &, olemasolu jarel-
dub integraalarvutuse keskvadrtusteoreemist); jarelikult, arvestades, et &, ﬁ Zo,
ﬁ

funktsiooni P pidevuse tottu

(o + h, yo) — P(20, 10)
s Oh = :P(fhayO)mP@janO)a

nagu soovitud. O

3.5. Teist liiki joonintegraali rakendusi
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VII peatiikk.
Astmeread

§ 1. Astmerea koonduvuspiirkonna struktuur.
Astmerea summa omadusi

1.1. Astmerea moiste

Definitsioon 1.1. Astmeridadeks nimetatakse ridu kujul

o0

Zak(x—a)k:a0+a1(x—a)+a2(x—a)2—|—--- ; (1.1)
k=0

kus a,a; € R, k € N. Arvusid ag, k € N, nimetatakse astmerea (1.1) kordajateks.

Rohutame, et astmerida pole arvrida, vaid funktsionaalrida — tema liikmeteks po-
le mitte arvud, vaid astmefunktsioonid = — aj, (z—a)*. Andes reas (1.1) muutujale x
o0

konkreetse arvulise viirtuse zo, muutub astmerida (1.1) arvreaks > ax(zo — a)F.

Oeldakse, et astmerida (1.1) koondub (vastavalt, koondub absko:li)lutselt voi ha-
jub) punktis xy (voi ka punktis x = xg), kui arvrida i ar(zo — a)* koondub (vas-
tavalt, koondub absoluutselt voi hajub). o

Definitsioon 1.2. Hulka

{xo € R: arvrida Z ap(xg — a)” koondub}
k=0

nimetatakse astmerea (1.1) koonduvuspiirkonnaks. Teisisonu, astmerea koonduvus-
piirkond on nende punktide hulk, milles see astmerida koondub.

1.2. Astmerea koonduvuspiirkonna struktuur
(Cauchy—-Hadamard’i teoreem)

Koik selle paragrahvi tulemused toestame vaid astmeridade jaoks kujul
Zakxk =ag+ a1 + asx® + - - - (1.2)
k=0

143
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(s.t. astmeridade (1.1) jaoks, kus a = 0). Koik need tulemused on lihtsasti iile
kantavad ka astmeridade (1.1) jaoks, sest astmerida (1.1) on muutuja vahetuse z =
x — a abil teisendatav astmereaks kujul (1.2).

Teoreem 1.1 (Cauchy-Hadamard’i teoreem). Astmerea (1.2) jaoks leidub theselt
madratud suurus R € [0, 00] nii, et

(1) juhul R = oo rida (1.2) koondub absoluutselt igas punktis v € R;

(2) juhul 0 < R < oo rida (1.2) koondub absoluutselt, kui v € (—R, R), ja hajub,
kui x € (—o0, —R) U (R, 00);

(3) juhul R =0 astmerida (1.2) koondub vaid punktis x = 0.
Seejuures

(a) kui eksisteerib (loplik voi lopmatu) piirvadartus klim Na|, siis
—00

(1.3)

1
R=——+—
3 k
i, Ve
(siin klim /|ax] = 0 korral loeme R = oo ja klim V/|ag| = oo korral R =0);
—00 —00

a
(b) kui eksisteerib (Ioplik véi lopmatu) piirvidrtus lim ——— siis
k—ro0 |ak+1|

R = lim ] .
k=00 | y1]

(1.4)

Definitsioon 1.3. Suurust R Cauchy-Hadamard’i teoreemist 1.1 nimetatakse ast-
merea (1.2) koonduvusraadiuseks. Kui R > 0, siis vahemikku (—R, R) nimetatakse
astmerea (1.2) koonduvusvahemikuks. Valemitele (1.3) ja (1.4) astmerea koonduvus-
raadiuse madramiseks viidatakse kui Cauchy-Hadamard’i valemsitele.

CAUCHY-HADAMARD’I TEOREEMI 1.1 VAIDETE (a) JA (b) TOESTUS. (a). Eksis-

1
teerigu (16plik voi 16pmatu) piirvéértus L := klim v/|ag|. Tahistades R := T piisab
—00

véite toestuseks toestada véited (1)—(3). Selleks mérgime esmalt, et punktis x = 0
rida (1.2) koondub. Selle rea koonduvuse uurimiseks punktides z # 0 kasutame
Cauchy tunnust: mis tahes z € R\ {0} korral eksisteerib piirviértus

C:= lim \/|apz*| = lm /|ag||z|* = lim |z|y/|ak]
k—o0 k—o0 k—o0
0, kui R = oc;
) z| L, kul L < oo;
:!x|kh_{go\/k\ak|={|| ’ =l kui 0 < R < oo;

00, kui L = oo; R’
oo, kui R=0.
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Cauchy tunnuse pohjal rida (1.2) koondub absoluutselt, kui C' < 1, ja hajub, kui
C' > 1; seega jarelduvad eelnevast vordusteahelast viited (1)—(3).

—|ak| . Vaite
|41l
toestuseks piisab toestada viited (1)—(3). Selleks mérgime esmalt, et punktis x = 0
rida (1.2) koondub. Selle rea koonduvuse uurimiseks punktides z # 0 kasutame

d’Alembert’i tunnust: mis tahes z € R\ {0} korral eksisteerib piirviartus

(b). Eksisteerigu (1oplik voi 16pmatu) piirvidrtus R = limy o

0, kui R = o¢;

k+1 k+1
k—o0 \ak:vk| k—o0 |ak] ]a:\’f k—o00 |ak| R’ ’
|apy1 oo, kui R=0.

D’Alembert’i tunnuse pohjal rida (1.2) koondub absoluutselt, kui D < 1, ja hajub,
kui D > 1; seega jarelduvad eelnevast vordusteahelast véited (1)—(3). O

Miérkus 1.1. Saab niidata, et kui eksisteerib (16plik voi 16pmatu) piirviartus klim %, siis
—00 °
eksisteerib ka piirvaartus klim {/|akl, kusjuures need kaks piirviidrtust on vordsed. Seega jireldub
— 00

teoreemi 1.1 viide (b) viitest (a).

Mairkus 1.2. Astmerida voib oma koonduvusvahemiku otspunktides nii koonduda
kui ka hajuda. Naiteks

(a) astmerea
oo

"
ﬁ T
k=0
koonduvusvahemik on (—1, 1), punktides x = —1 ja x = 1 see rida koondub;
(b) astmerea
>t
k=0
koonduvusvahemik on (—1,1); punktides z = —1 ja x = 1 see rida hajub;

(c) astmerea

_1kk
S,

k

oo
=0

koonduvusvahemik on (—1,1); punktis # = —1 see rida hajub ning punk-
tis x = 1 koondub;

(d) astmerea

l’k

| =

00
k=0

koonduvusvahemik on (—1,1); punktis z = —1 see rida koondub ning punk-
tis z = 1 hajub.
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1.3. Astmerea summa pidevus

Teoreem 1.2. Astmerea summa on selle astmerea koonduvuspiirkonnas pidev funkt-
stoon. Tdpsemalt, olgu astmerea
(o]
Z apa® (1.5)
k=0

koonduvusraadius R > 0. Siis

(a) mis tahes xy € (—R, R) korral
oo oo
: ko_ k.
zlig;lo kZ:O apr” = kzzo apTy;

(b) kui astmerida (1.5) koondub oma koonduvusvahemiku parempoolses otspunktis
r = R, sus selle astmerea summa on vasakult pidev selles otspunktis, s.t.

o0 o
: ko k.
g St = S
k=0 k=0
(c) kui astmerida (1.5) koondub oma koonduvusvahemiku vasakpoolses otspunktis
r = —R, sus selle astmerea summa on paremalt pidev selles otspunktis, s.t.
[e.e] oo
lim apz® = ar(—R)".
i, 2 ot =3 a=B)
SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

Teoreemi 1.2 viiteid (b) ja (¢) tuntakse Abeli lemma nime all.

1.4. Astmerea liikkmeti integreerimine

Teoreem 1.3. Olgu astmerea > apz® koonduvuspiirkond X. Siis voib seda astme-
k=0
rida igas loigus [a,b] C X litkmeti integreerida, s.t. selle astmerea summa on l0igus

la, b] integreeruv funktsioon, kusjuures

b [ i 0o b . 00 an s b o0 petl _ gkt
Zakx dmzz apz” dr = 1 = akT
a k=0 k=0 % k=0 + a k=0 +
SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. Il

Teoreem 1.4. Olgu astmerea > apz® koonduvusraadius R > 0. Siis iga reaalarvu
k=0
xr € (=R, R) korral voib seda astmerida loigus [0, x| litkmeti integreerida, s.t. selle

astmerea summa on loigus [0, x| integreeruv funktsioon, kusjuures

T 9] 00 T 9] k+1
/ E apz” | dz = 5 / apz” dz = :
0 ( ) k=070 = kTl

k=0
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oo

Seejuures astmerea Y apz® litkmeti integreerimise tulemusena saadava astmerea
k=0

& Qg k41 . .

> 1" koonduvusraadius on samuti R.

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

1.5. Astmerea litkmeti diferentseerimine

oo

Teoreem 1.5. Olgu astmerea Y. apx® koonduvusraadius R > 0. Siis voib seda
k=0

astmerida vahemikus (—R, R) litkmeti diferentseerida, s.t. selle astmerea summa

on vahemikus (—R, R) diferentseeruv funktsioon, kusjuures

/

Zakxk = Z(akxk)’ = Zaklmk’l, r € (—R,R).
k=0 k=0 k=1

Seejuures vaadeldava astmerea liskmeti diferentseerimise tulemusena saadava astme-
rea Y oo, axkx® 1 koonduvusraadius on samuti R.

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

Jdreldus 1.6. Olgu astmerea Y. azz® koonduvusraadius R > 0. Siis voib seda
k=0
astmerida vahemikus (—R, R) kui tahes palju kordi liikmeti diferentseerida, s.t. selle

astmerea summa on vahemikus (—R, R) kui tahes palju kordi diferentseeruv funkt-
sioon, kusjuures iga n € N korral tema n jarku tuletis on

Zakxk = Z(akxk)(”) = Z agk (k—1)---(k—n+1)2*™" € (-R,R).
k=0 k=0 k=n

Seejuures vaadeldava astmerea n-kordse liitkmeti diferentseerimise tulemusena saa-
dava astmerea koonduvusraadius on samuti R.

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. O
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§ 2. Funktsiooni arendamine astmeritta

2.1. Taylori rida. Maclaurini rida

Olgu funktsioon f méaidratud punkti a € R mingis iimbruses.

Definitsioon 2.1. Oeldakse, et funktsioon f on arendatav astmeritta' punktis a,
(o)

kui leidub astmerida Y ax(x — a)*, mis punkti a mingis iimbruses koondub funkt-
k=0
siooniks f, s.t. punkti a mingis imbruses

flz) = Z ap(r — a)*. (2.1)

k=0
oo
Seejuures deldakse, et rida Y ax(z — a)* on funktsiooni f arendus astmeritta.
k=0

Teoreem 2.1. Selleks, et funktsioon f oleks arendatav astmeritta punktis a, on
tarvilik, et funktsioonil f eksisteeriks punkti a mingis tumbruses kui tahes korget
jarku tuletised. Seejuures, kui punkti a mingis lahtises imbruses kehtib (2.1), siis
selles iimbruses iga n € N korral

@) =) ek (k—1)-- (k—n+1) (x —a)* " (2.2)

TOEsTUS. Olgu funktsioon f arendatav astmeritta punktis a, s.t. leidub astmerida

o0

> ap(z — a)* nii, et punktis a teatavas lahtises {imbruses U kehtib (2.1). Siis see
k=0
lahtine iimbrus U sisaldab selle astmerea koonduvusvahemikus. Kuna jirelduse 1.6

pohjal astmerea summal eksisteerivad selle astmerea koonduvusvahemikus kui tahes
korget jarku tuletised, siis funktsioonil f eksisteerivad iimbruses U kui tahes korget
jarku tuletised; seejuures (jéllegi jarelduse 1.6 pohjal) timbruses U kehtib (2.2). O

Teoreem 2.2. Funktsiooni arendus astmeritta on theselt mddratud.
Téapsemalt, kui punkti a mingis dmbruses kehtib (2.1), siis

ke {0} UN. (2.3)

TOESTUS. Kui punkti @ mingis timbruses kehtib vordus (2.1), siis teoreemi 2.1 poh-
jal iga n € N korral

o0

F:a) = apk(k—=1)--(k—n+1)(a—a)! " =amn(n—1)--1=a,n!,
k=n
millest jareldub (2.3). O

1Oeldakse ka: funktsioon f on arendatav astmereaks.
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Definitsioon 2.2. Rida

< k) (g .
kz_ofk;!( )(9”_“)

nimetatakse funktsiooni f Taylori reaks punktis a. Arvusid (2.3) nimetatakse funkt-
siooni f Taylori kordajateks punktis a.

Teoreemist 2.2 jareldub, et

(a) funktsiooni f arendus astmeritta punktis a on funktsiooni f Taylori rida punk-
tis a;

o
(b) kui astmerea > ax(z—a)* koonduvusraadius on suurem nullist, siis see astme-
k=0
rida on oma summa Taylori rida punktis a.

Definitsioon 2.3. Olgu funktsioon f méédratud punkti O mingis iimbruses. Funkt-
siooni f Taylori rida punktis 0

> k)
=190
k!
k=0
nimetatakse funktsiooni f Maclaurini reaks.

Mairkus 2.1. Leidub funktsioone, millel eksisteerivad mingi punkti teatavas iimb-
ruses kui tahes korget jiarku tuletised, kuid mis pole arendatavad astmeritta selles
punktis (s.t. selle punkti itheski imbruses ei koondu funktsiooni Taylori rida selleks
funktsiooniks). Klassikaline opikunéide sellisest funktsioonist on

1
e 2, kui x # 0;
xT) =
/(@) {O, kui z = 0.

Saab niaidata, et

(1) sellel funktsioonil f eksisteerivad igas punktis € (—o0, 00) kui tahes korget
jarku tuletised;

(2) f™(0) =0iga n € N korral.

Selle funktsiooni f Maclaurini rida on niisiis

0+ iOxk.
k=1

See Maclaurini rida koondub arvuks 0 kogu arvteljel; jarelikult mitte iiheski punktis
x # 0 ei koondu see Maclaurini rida funktsiooniks f (sest f(z) # 0, kui x # 0).
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2.2. Taylori valem. Piisavaid tingimusi funktsiooni
arendatavuseks astmeritta

Meenutame kursusest “Matemaatiline analiiiis I” tuttavat Taylor: valemsit.

Teoreem 2.3 (Taylori valem). Eksisteerigu (ihe muutuja) funktsioonil f loplik n
jarku tuletis punktis a. Siis punkti a teatavas imbruses kehtib valem

" o
f@) = f@ + ) - a) + DD @ T )
"L f®)(q
-3 L et o) (24

kus
(a) rp(x) = 0((1‘ — a)”) protsessis T — a;

(b) kui funktsioonil f eksisteerib punkti a mingis imbruses loplik n+1 jarku tuletis,
suis selles iimbruses

_ 1)
) =T

(x —a)"™,  kus punkt &, paikneb punktide a ja x vahel,

B fntD) (a+6,(z—a))

(n+1)! (z — a)”“, kus 0 < 0, < 1;

7o ()

(c) kui funktsioonil f eksisteerib punkti a mingis imbruses loplik n+1 jarku tuletis,
suis selles dimbruses
f(n-i-l) (a + 017 (g; — a))

ro(z) = . (1—0,)"(x—a)"™, kus0<0, <1.

Valemit (2.4) nimetatakse funktsiooni f n jarku Taylori valemiks punktis a.
Poliinoomi

nimetatakse funktsiooni f n jarku Taylori poliinoomiks punktis a. Liidetavat r,(z)
Taylori valemis (2.4) nimetatakse selle Taylori valemi jadaklitkmeks. Jaékliikme 7, (z)
kujusid (a)-(c) nimetatakse vastavalt jadkliikme Peano, Lagrange’i ja Cauchy kuju-
deks.

Funktsiooni f Taylori valemit punktis 0

" (n)
1@ = £ + PO+ T O
n (k) ’ (2.5)
= 100) 2+, (2)

k!

bl

=0
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nimetatakse funktsiooni f Maclaurini valemiks. Maclaurini valemi jadkliikme Peano
kuju on
rn(x) = o(z™) protsessis x — 0,

Lagrange’i kuju

f‘(n—l—l) (093 l’) n+1

kus 0 < 6, <1,
SN e, us

Tn(z) =

ja Cauchy kuju

(n+1) ]
ro(z) = f—w (1-6,)"2™", kus0<6, <L
n!
Jareldus 2.4. FEksisteerigu vahemikus U mddratud funktsioonil f kui tahes korget
jarku tuletised punktis a € U. Siis funktsioon f Taylori rida punktis a koondub funkt-
siooniks f vahemikus U parajasti siis, kui funktsiooni f Talori valemi (punktis a)
jadklisge koondub nulliks vahemikus U.

TOESTUS. Téhistades siimboliga 7,(x) funktsiooni f n jirku Taylori valem jadk-
liikme punktis a,

f(z) = i f(’z'(a) (x —a)® iga x € U korral
k=0 '

= YW — )
iga x € U korral

k! n—00
k=0
— ¥ (a) k .
= f(a:)—kz_o o (x —a) E)O iga x € U korral
= |7“n(a7)} —— 0 iga x € U korral
n—oQ
< ru(r) —— 0 iga x € U korral.

]

Jareldus 2.5. FEksisteerigu funktsioonil f kui tahes korget jarku tuletised vahemi-
kus U.

(a) Leidugu reaalarvud C,q > 0 nii, et
|f(")(§)‘ < Cq" igan €N jaiga & €U korral. (2.6)

Siis 1ga a € U korral

f(z) = f: f(k];(a) (x —a)* iga x € U korral, (2.7)
k=0 ’

s.t. funktsiooni f Taylori rida punktis a koondub funktsiooniks f vahemikus U.
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(b) Leidugu reaalarv C' > 0 nii, et
}f(”)(ﬁ)‘ < C igan €N jaiga & €U korral. (2.8)

Siis iga a € U korral kehtib (2.7), s.t. funktsiooni f Taylori rida punktis a
koondub funktsiooniks f vahemikus U.

Jéarelduse 2.5 toestuseks on otstarbekas eelnevalt toestada jargev lemma, mida me
edaspidises kasutame ka funktsiooni x — e* arendamisel astmeritta.

Lemma 2.6. Iga c € R korral
SN
n! nooo

TOEsTUS. Olgu ¢ € R. Kuna koonduva rea iildliige koondub nulliks, siis piisab

lause toestuseks ndidata, et arvrida ) ;—7: koondub. Selleks kasutame d’Alembert’i
n=1
tunnust, kusjuures iildisust kitsndamata voime eeldada, et ¢ # 0 (sest ¢ = 0 korral

konealune rida koondub): kuna piirvidrtus

‘ Cn+1
1)! ) ntlp)
GrO _ el A
c le* (n+ 1) n+1 nooo
n!
siis d’Alembert’i tunnuse pohjal arvrida ) — koondub (ja isegi absoluutselt), nagu
n=1 -
soovitud. 0

JARELDUSE 2.5 TOESTUS. (a). Jirelduse 2.4 pohjal piisab viite toestuseks niidata,
et funktsiooni f Taylori valemi (punktis a) jaékliige koondub nulliks vahemikus U.
Tahistades funktsiooni f n jarku Taylori valemi jaskliikme punktis a siimboliga
rn(x), saame mis tahes © € U korral (avaldades selle jaikliitkme Lagrange’i kujul)
lemma 2.6 pohjal

(q |J,’ . a|)n+1

(n+1) n+1
_ ‘f (éﬂf)l |x_a|n+1 < Cq
(n+1)! n—oo

_ qlntl
(n+1)! S (n+1)! [z —al ¢

> 0

()]

(siin punkt &, paikneb punktide a ja x vahel); niisiis 7,(x) —— 0, nagu soovitud.

n—o0

(b). Viide jéreldub vahetult viitest (a) sest tingimuse (2.8) kehtides kehtib (2.6),
kus ¢ = 1. O

2.3. Olulisemaid (astme)reaksarendusi

Loetleme moned olulisemad Maclaurini ritta arendused:
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1 oo
(1) 1_w=Zxk=1+x+x2+---, x e (—1,1);
k=0
=1 r?
@ =) getelrerTagae @ € (~o0,00)
k=0 '
. _OO (—1)F 2k+1 _ ad )
(3) Slnﬂ?—gmx —x—g‘i‘g_, xG(_OQOO)a
=L (—1)k 2
(4) cosx:kz o] x2k21—5+z—~~, x € (—00,00);
—0
o —1)k—1 2 3
k=1
. (—1)k 3 5
(6) arctanx—ZQ(kﬁlx%“—x—%jt%—--~, ze[—1,1];
k=0
o [—1,1], kui o > 0;
—)-(a—k+1
(7) (1+:(;)0‘:1+Za(a ) k|(a )’“, zeQ (1,1, kui—1<a<O0;
k=1 ' (-1,1), kuia< -1

Valem (1) (geomeetrilise rea summal) on meile tuttav kursusest “Matemaatiline
analiiiis I”; valemit (7) me kiesolevas kursuses ei toesta. Selle peatiiki 1opetuseks
toestame valemid (2)—(6).

VALEMI (2) TOESTUSEKS piisab néidata, et selles valemis esinev astmerida on funkt-
siooni f(x) := e® Maclaurini rida, kusjuures selle funktsiooni Maclaurini valemi
jaakliige

rp(x) —— 0 iga o € (—o0, 00) korral.

n—oo

Margime, et
f®(z)=e* iga ke {0} UNjaiga x € (—o0,00) korral;

seega f*)(0) = e® = 1 iga k € {0} UN korral; niisiis funktsiooni f Maclaurini rida
on toepoolest

Funktsiooni f (n jirku) Maclaurini valemi jaékliikme Lagrange’i kuju on

f(n+1) (990 .flf) el GOImwn—l-l

=——— kus0<6, <1,
CES CEE

ra(z) =

seega iga = € (—o0, 00) korral, arvestades, et

6012 < 691 |z| < e\x|’
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lemma 2.6 pohjal,

eerm " ] |x‘n+1
— n x
Ira)l = (n+1)! =] N (n+1)! n—oo
niisiis r,(x) —— 0, nagu soovitud. O

n—oo

VALEMI (3) TOESTUS. Tahistame f(z) := sinz. Margime, et

f'(x) =cosz, f"(z)=—sinz, f"(x)=—cosz, fH(zr)=sinz jne.,
ehk, iildiselt, iga n € {0} UN korral
—1)*sinz kui n = 2k;
() = 4 ’ ’ ke{0}UN;
/@) {(—1)kCOS$, kui n =2k + 1, {0y UR;

seega

0 kui n = 2k;
™) =14 " ’ ke {0}UN;
/70 {(—1)’“, kui n =2k +1, {0y UR;

niisiis funktsiooni f Maclaurini rida on toepoolest
i (—1)* L2k
TCYRIERY] :
p (2k 4+ 1)!
Valemi (3) kehtivus jéreldub niiiid jareldusest 2.5, (b), sest iga n € N ja iga £ €

(—00, 00) korral

| F™ ()] < 1.

[
VALEMI (4) TOESTUS. Téahistame f(z) := cosx. Mirgime, et
f'(z) = —sinz, f'(x)=—cosz, f"(z)=sinz, fW(z)=cosz jne.,
ehk, iildiselt, iga n € {0} UN korral
—1)*cosz kui n = 2k;
() =4 | ’ ’ ke {0}UN;
/@) {(—l)k+1sinx, kui n =2k + 1, {0y UR;
seega
—1)k kui n = 2k;
m() = ’ ke{0}UN;
70) {0, kui n = 2k + 1, {0pUN;

niisiis funktsiooni f Maclaurini rida on toepoolest

— (=DF o
2 D

k=0

Valemi (4) kehtivus jéreldub niiiid jareldusest 2.5, (b), sest iga n € N ja iga £ €
(—00, 00) korral

|f™©)| < 1.
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VALEMI (5) TOESTUS. Koigepealt paneme téhele, et vahemikus z € (—1,1)

(e 9] o0

(n(1+2)) = = — 1—2) =Y (o) = 31t

k=0 k=0

Kuna teoreemi 1.4 pohjal voib astmerida tema koonduvusvahemikus liikmeti integ-
reerida, siis iga € (—1, 1) korral Newton—Leibnizi valemi pohjal

= /Ox(ln(l +2)) dz

In(l14+2)=In(l+2z) —In(1+0) =1In(1 + z)

o

:/0 dz—Z/ dz—Z(—l)k/OIzkdz
3 k:+1 T 0 . xk‘H o (_l)k—l .
:kzzo(_l)kﬂo ;O(_Ukﬂzg Ko

Paneme tdhele, et viimase vordusteahela paremal poolel olev astmerida hajub oma
koonduvusvahemiku (—1, 1) vasakpoolses otspunktis x = —1, kuid koondub parem-
poolses otspunktis z = 1; seega funktsiooni x — In(1 + z) ja astmerea summa
pidevuse (vt. teoreemi 1.2) tottu

o DM o (D
In(1+1)= Ilimi In(l+z) = xlgg Z U= Z
k=1 k=1
Niisiis, valem (5) kehtib. O
VALEMI (6) TOESTUS. Koigepealt paneme tihele, et vahemikus z € (—1,1)
1 1 oo (0. ]
r_ _ _ Nk _ k 2k
(arctan z) = el gy ;(—Z )= ;(—1) Z°".

Kuna teoreemi 1.4 pohjal voib astmerida tema koonduvusvahemikus liikmeti integ-
reerida, siis iga z € (—1, 1) korral Newton—Leibnizi valemi pohjal

:/ (arctan z)’ dz
0

o0

T

arctan xr = arctanz — arctan 0 = arctan z
0

/ k2de_Z/ kadZZZ(_l)k/ 2k g,
0 4o k=0 0
%41 |z ™ | a2k B (L) -

Z
- Z(—wk
T k41

Paneme téhele, et viimase vordusteahela paremal poolel olev astmerida koondub
oma koonduvusvahemiku (—1,1) otspunktides x = +1; seega funktsiooni =
arctan z ja astmerea summa pidevuse (vt. teoreemi 1.2) tottu

— (D s (D 2k+1
arctan £1 = xilrinlI arctanr = wilil? kZ: W1’ = Z M1 (£1)=.

D e
R 2k +1 k:02k—|—1

Niisiis, valem (6) kehtib. O



