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1. Summa siimbol. Hulkade rajad.

4
Néide: Y k3 =03 +13+23+3% +43.

k=0
Olgu X cRning a € R.
maxX=q & ] aeX (a on hulga X suurim element)
axX=a VreX x<a. a on hulga X suurim elemen
. def ace X, v
minX=a << { VreX a<x. (a on hulga X vihim element)

def
X on iilalt tokestatud <=e> AMeR:VxeX x< M.

X on alt tokestatud g ImeR:VxeX m<x.
supX =a g { VxeX x<a,

VbeR (Vxe Xx<b)=a<bh).
) _ def VxeX a<x,
infX = a { VheR (Vxe Xb<x)=>b< a).
Olukorda, et X ei ole alt tokestatud, tdhistatakse ka inf X = —oo.
Olukorda, et X ei ole iilalt tokestatud, tdhistatakse ka sup X = oo.

(a on hulga X iilemine raja)

(a on hulga X alumine raja)

L dmaxX = supX=maxX
A1 IminX = infX=minX.
1. Kirjutage summa siimboli X abil jargmised summad:
. 1 1 1
a) 1+2+3+4+5; f) 1+ =+3+-+5+-+7;
b) 1-1+1-1+1-1; 2 4 6
0 1+1+1+1+41+41; g at+ax+...+ap;
d) 1-4+9-16+25; h 1+q+q*+...+q5
€ l+o+ot..+; i) a+a" 'b+a"?b*+...+ b".
n

2. Kirjutage ilma summa stimbolita jairgmised summad.



6 4 1
a) ) by o Y @+i) e Y (-1)"*lisn
k=1

i=0 n=1
S n n
b) Y 3/ d Y -D¥Ink; f) Y 3.
j=2 k=1 k=0
3. Toestage jairgmised summa siimboli omadused.
n n+k n n n
a) Zai:Zai_k; c) Z(ak+bk)=zak+zbk;
i=0 i=k k=1 k=1 k=1
n n-k n n
b) Y ai= ) aiwi; d) ) cai=c)_ aj kusc=const.
i=m i=m—k i=1 i=1
4. Leidke jargmised summad.
n n n k n
a) ) @k-1); b) ) 2k; 0 3 x5 4 ). EEneEy-
k=1 k=1 k=0 k=1
5. Leidke jargmiste hulkade vihim ja suurim element ning alumine ja tilemine raja.
-1 — .
a) X:{ r12 :n:1,2,...}; e) X=[0,1];
nc+1 f) X=(0,1);
b) X:{l:nzl,Z,...}; 8 X:{_ZI}U(O’D;
n h) X={n“"-2n+3:n=1,2,...};
1 ; —_ .
c) X:{3——:n:1,2,...}; ) X=[-1,00);
n J) X =(-1,00);
-1 11
d) X:{()—n:nzl,z,...}; K X:{—,—,I,Z}.
n+1 32

6*. Leidke (koos pohjendusega) sup A, inf A, sup B ja inf B, kus
A=1{0,2,0,22,0,222,...}

ning B koosneb vahemiku (0, 1) I6plikest ja Ilopmatutest kiimnendmurdudest, mille kiimnen-
desituses on ainult numbrid 0 ja 1.
7*. Leidke jargmise hulga alumine ja tilemine raja:

LR
21’[

2. Funktsiooni méaidramispiirkond. Funktsiooni tokestatus. Jada piirvadr-
tus.

Olgu X ja Y hulgad.
. . . def  eeskiri, mis hulga X igale elemendile x
Kujutuse. funkisioon f: X =¥ seab vastavusse kindla elemendi f(x) hulgast Y.
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X -kujutuse f lihtehulk (e. mddramispiirkond),

Y —kujutuse f sihthulk,

FO ={f(x): xe X} -kujutuse f védrtuste hulk (e. muutumispiirkond).
OlguXjc XcRjaf: X —R.

def
f alt tokestatud hulgas X = {f(x): x€ X1} on alt tokestatud,
def
f iilalt tokestatud hulgas X ce> {f(x) T XE Xl} on tilalt tokestatud,

f tokestatud hulgas X; g f on alt ja tilalt tokestatud hulgas Xj.

Kujutust, mille ldhtehulk on N ja sihthulk on R, nimetatakse arvjadaks ehk jadaks.

Téhis: (a,)5, vOi (an)y vOi (an) VOi (a1, az,...,an,...).

Olgu (ay) arvjada, A€ R.

li;lnan:A g Ve>0 ANeN:VneN n> N=|a, - A|l<e.

Olukorras A = oo seisab implikatsiooni paremal pool a; > €. Olukorras A = —oo seisab implikatsiooni
paremal pool a; < —¢.

def
Jada (ay;) on koonduv = JAER: lirrln an = A.

Lause. |r|<1 = limr"=0.
n
1
Lause.a>0 = liman» =1.
n

Lause. lirrln n% =1.
Olgu (n) =N.Jada (an, )k nimetatakse jada (ay) osajadaks.
Lause. Olgu A € RU {+o0}.
li;ln an = A,
(l’l k) <N
Lause (piirvdartuse aritmeetika). Olgu A, B € R, olgu (ay) ja (by) arvjadad. Olgu * mingi aritmeetiline

tehe.
lirrln an=A,

} — li]rcnank:A.

limb, =B } = lim(an * bp) = A* B.

Sealjuures jagamistehte juures tuleb néuda, et nii B kui ka iga n korral by, ei oleks vordne nulliga.
Lause (piirvdirtuse monotoonsus). Olgu A, B € R, olgu (ay) ja (by) arvjadad.

lirlln an = A,

limby, =B, = A<B.

IAINeN:Vn> N ap < by
Piirvddrtuse monotoonsusest jareldub (valides (a;) = (by)), et piirvdirtus on titheselt méératud.
Lause (keskmise muutuja omadus). Olgu A € R, olgu (ay), (by) ja (c,) arvjadad.

li;ln an=A,

li’r1n bn=A, e li;ln cp = A.

ANeN:Vn>=N ap<cp<bp

8. Leidke jargmiste funktsioonide madramispiirkonnad.

a) f(x)=Vx+4; Q) )= —— 4

b) f(x)=*/x2—4;1 4—x2 2%
3 1 ) fO)=V=x+ ;

O ) =Vx+l+— e) flx RN



f) f(x)=1log(x—6); ) f(x) =+vD(x)—1, kus D on Dirichlet’
Vx+2; funktsioon;

) f(O)=———+
&/ log(1 =9 m) f(0) = v1-arctan;
h) f(x) = m; n) f(x)=./logsinx;
. At 0) f(x)=VIncos2nx;
l) f(X) = ln|x| » p) f(x) — lng(Z—x);
j) fx) = arcsin(2x2— 1); qQ fx)= Vshzx;
k) f(x)=arccos m; 1 f(x)=In (\/§+ x_earshx)‘

9. Otsustage, kas jargmised funktsioonid f on alt tokestatud, iilalt tokestatud, tokestatud
hulgas A.

a) f(x)=x* A=[-1,5]; d) f)=-Inx, A=(0,3);
1
b) f(x):;,A:(O,l); e) f(x)=5,A=(0,m);
1 1 n, xeN, :
C) f(x)ZzyAZ(Eyl); f) f(X)—{ 0, mujal, A=R\N.

10. Leidke mittekonstantne funktsioon, mis on tokestatud kogu reaalteljel.

11. Leidke funktsioon, mis on tokestamata igas vahemikus (n, n + 1), kus n € N.

12. Toestage, et f on tokestatud hulgas A parajasti siis, kui leidub selline arv K > 0, et
|f(x)] < Kiga x € Akorral.

13. Olgu f ja g hulgas A tokestatud funktsioonid. Tdestage, et & ja p, kus h(x) = f(x) + g(x)
ja p(x) = f(x) - g(x), on samuti hulgas A tdokestatud funktsioonid.

14. Leidke jargmiste jadade piirvdartused.

n _1\n
a) xp=n’=(=1" f) xp=——+n’sinnm; K) xn=—1+( 1 :
b = 2n_ ¥ +...+n n
) X ) ) X, = . _ '
5n—1 8) Xn —(2—311)2 ; ) x, =cosnm;
1 2n n
=—+3; 1 n — »=D".
C) Xp= n+3, h) x,= 1+;) + ¥3n; m) x,=n " ;
1 . . =(1)"n;
d) xp=-——sinn+ V3; 0 x :( n )n+sm9_ n x,=D"n
2n " lna1 ’ 1kuin=2k-1,
) n’+2n-6 N x (1)n+ 1 0) x,=4{ 1 ad ok
e Xp= ————; == . 1 —ok.
" Bn-1)2 Y Xn 2 (=2)n p ui n

15%. Olgu f: [-1,1] — R selline, et f(x) > 0iga x € [-1,1] korral ning lin(l)f(x) =0.
x—

1

a) Tédhistame g(x) = m Veenduge, et funktsioon g ei ole iilalt tokestatud 1digus [-1,1].
X

b) Tooge nédide konkreetsest funktsioonist f, mille korral f(x) > 0iga x € [-1,1] jaoks ning

lim f(x) =0.
x—0



16*. Leidke piirvadrtused

,}ijgo(\/n(n+ D- n] ”1111010(\/2;1(;” D- n).

3. Funktsiooni piirvairtus.

a € Ronhulga X kuhjumispunkt g V6>0 ((a-6,a+0)\{a)nX #@.
Olgu a hulga X kuhjumispunkt ning A€ R. Olgu X; c X cRja f: X — R.

. def
}l_)l‘[laf(x)ZA — Ve>0:30>0VxeX 0<|x—al<d=|f(x)-Al<e.
Piirvddrtuse tilejadnud definitsioonid saadakse eelneva definitsiooni modifitseerimisel. Nii nditeks prot-
sessi x — oo korral on implikatsiooni eelduses x € (a—6,a+9) \ {a} (ehk 0 < |x — a| < §) asemel x > D,
kus D on vastavalt antud e-le leitud positiivne arv. Protsessi x — —oo korral on aga implikatsiooni eel-
duses x < —D. Sealjuures tuleb modifitseerida ka kuhjumispunktiks olemise tingimusi. Analoogiliselt
jada piirvddrtusega defineeritakse ka funktsioonide jaoks 16pmatud piirvaartused.
Olgu a hulga X kuhjumispunkt ning A € R.

def
Jim fx) =4 & Ve>0:36>0 VxeX 0<x—a<6=|f(x)—Al<e.
Protsessi x — a- jaoks modifitseeritakse implikatsiooni eeldus kujule 0 < a — x < 6.
Lause. Olgu A € RU {+00}.
xlinchf(x) =4
xlin;_ f=A
Lause (piirvdartuse aritmeetika). Olgu A, B € R, olgu a hulga X kuhjumispunkt, olgu f,g: X — R ning
* olgu mingi aritmeetiline tehe.
lim f(x) =4,
lim g(x) =B
X—a

;Ln}lf(x)zA — {

} = ;i_{r}l(f(X) *g(x))=AxB.

Sealjuures jagamistehte juures tuleb néuda, et nii B kui ka g(x) (punkti @ mingis timbruses) ei oleks
vordne nulliga.
Lause (piirvdirtuse monotoonsus). Olgu A, B € R, olgu a hulga X kuhjumispunkt, olgu f,g: X — R.
lim f(x) = A,
X—a
%@}zg(x)zB, = A<B.
36>0:Vxe(a-6,a+6)\{a} f(x) <gx)
Piirvddrtuse monotoonsusest jareldub (valides f = g), et piirvdértus on tiheselt méératud.
Lause (keskmise muutuja omadus). Olgu A € R, olgu a hulga X kuhjumispunkt, olgu f,g,h: X — R.
lim f(x) = A,
X—a
lim g(x) = A, = lim h(x) = A.
X—a X—a
36>0:Vxe(a-6,a+d)\{a} f(x)<h(x)<gkx)
Piirvdartuse aritmeetika, monotoonsus ja keskmise muutuja omadus kehtivad ka kdigi teiste protses-
side jaoks.
Teoreem (Heine kriteerium). Olgu A € RU {£o0}, olgu a hulga X kuhjumispunkt, olgu f: X — R.
lim f)=A < Vin<X\(a) (li,rlnxn = a=lim f(xy) = A).

Heine kriteerium kehtib ka I6pmatute ning iihepoolsete protsesside jaoks.



Heine kriteeriumit saab jargmisel viisil kasutada, nditamaks, et piirvaartust ;inb f(x) ei eksisteeri.

Leiame kaks jada (xj) ja (X5), mille elemendid on hulgast X \ {a}, nii, et liqunxn = a, li;ln flxp) = A

liznf(fcn) = B, kusjuures A # B.

Kui piirvddrtus }Llrla f(x) eksisteeriks, siis ;Ln'lu fx)=Aja }Ln’}l f)=
Piirvddrtuse tihesuse tottu A = B, vastuolu.

Jarelikult piirvaartust %Lnla f(x) ei eksisteeri.

17. Sonastage piirvdartuse definitsioon jargmiste piirvadrtuste jaoks.

a) xlim fx)=6; C) lin} fx)=0;
—00 X—
b) }CILI} f(x) =oc; d) xgrpwf(x) =

18. Toestage definitsiooni pohjal jairgmised vordused.

. 2
_ — 9. Lo X“+x-2 . .
2) }clirtl)(z 5% =2; d) lim ———=3; B xll,n_lz (x+22
b) lim(@x-7)=5; = x-1
x— X+ x 5
¢ lim 3x-1)=-4; e) lim =1; g lim Vx+1=-o0.
x—-1 x—0 X X——00

19. Tdestage definitsiooni pohjal jargmised vordused.

a) lim x-1 —1; d) limv2x+ :ﬁ; ) lim w41 _1‘
esxra 3 & a1 2
x-1 1 v 5x+1 5
b) lim = e) xlln_l 1-x=3; ) lim 5
xreedxt2 3 e3xr7 3
2x-5_2 X241 1
i ==; f) lim = SR oo,
Mgy ) Ji = D Jim g =oo

20. Leidke jargmised piirvaartused.

a) )lciir{(xg—Sx2+5); & lim x2+x+1 s lim1_3x+l;
x2_x_2 x—-1x—-x+1 x—0 X
b) }clazx2+x 6’
Yol _ 3 1 C1-Va%+1
c) }le}xz_l e l‘ir%(l_xs‘ﬁ)’ 8 }c%m

21. Leidke jargmised piirvdartused.
2_,/x+3' e) lim s1n4x, ]) lim —<osx_.

a) lim 5 ; X—0 X 0 COsX—1’
x—1 X +XZ_2 f) lim 2arcsinx., ) )
. X — 3 ’ 3 _1 1 |
b) lim > ; x.aO * k) )lclir(l)(\sinx\ Itanxl)’
x—4 x2—16 g) lim xcotx;
) lim — 2 = ) lim (1 +sinx) 5
C R — . sinx ;
¥—-2]1—-yx+3 h) lim 5 X—0
D i arccoslogx x—1 (iC 1 .
) Jm sin 22 ; i) llm | +x| m) }612(1) (cos2x)sin?x



22. Kirjutage vilja jargmiste piirvdartuste definitsioonid £-5-keeles.

a) lim f(x)=oo; ) lim f(x)=-
b) lim f(x)=o0; d) lim f(x) =
X—a+ X——00

23. Joonestage jargmiste funktsioonide graafikud ja leidke nende funktsioonide tihepool-
sed piirvaddrtused margitud punktides a ja b.

[ x+Lkuio<x<1, A kuio<x<]1,
2 f(x)‘{ x-1Lkuil<x<3, b) f(X)‘{ x-1Lkuil<x<2,
a=1,b=2; a=0,b=1.

24. Leidke jargmised piirvaartused.

X% -5x 3x2+x-In2 VS

a) lim —; c¢) lim —= a5 e) lim ;
X—00 (x+1) x——00 x°+sin2 x——-00 Xx+5
5x+2 2x-3

by fim XX FL d lim Zx) f) lim :
x—oo  (x—1)3 X——00 x+\/_ x—=-00 /42 11

25. Leidke j dargmised piirvddrtused voi toestage, et piirvddrtus puudub.

a) lim

: j) hm COS X; li ;

. xl?0+|siﬁx‘ —oo ) p) xlﬂr{)l+1+e%,
) lim =55 k) limsin—; ) lim !
¢ lim =2, oo T :

5, x=2 ; Lx] 14e
x=2r Y2 ) lim (-1 im (2% 4 sinx
d) lim 22, X 0 lim (25 22

X2 X- sinx T
o lim i ) Jim, = o Jig o+ )
im X lim
f) xh—»nsl— 3 . xarctanx? 0 lim x| 3]s
) g n) lim ————; -0
& 0, T e Lok D) W lim x- [
b T e o) lim f(x), kus f(x) = xo0 Lx).
) Am el O V) g,
S i X x, kuixeQ, T
i) xlir(l)m, 0, kuixeR\Q; w) }1_1330( ¥ +1- V).

26*. Olgu antud funktsioon f: (—a, a) \ {0} — R. Tdestage, et kehtib implikatsioon (L € R)
limf(x)=L = limf(x))=L
x—0 x—0
Kas kehtib vastupidine implikatsioon? (Kui jah, tuleb tdestada. Kui ei, peaks tooma néite.)

4. Funktsiooni piirvairtus. Lopmata viikeste suuruste vordlemine.

X
Lause. lim (1 + —) =e.
X—00 X



Olgu X c R, olgu oo hulga X kuhjumispunkt (st. VR >0 (R,c0) N X # @), olgu e, f: X — R.
def

a € O(P) protsessis x — oo = JK>03ID>0:VxeX x>D=|ax)| < KB(X).
def

a € O(P) protsessis x — oo &= ae O(B)ABeO(a).

def
a € o(p) protsessis x — co <=e> VK>03ID>0:VxeX x>D=|ax)| <KBX).

Lause.a€o(ff) <= lim aw =0.
X—00 ﬁ(x)
def
a ~ f protsessis x — co & lim ax) =1 (ekvivalentsus).
X—00 ﬁ(x)

Lause.a ~f — acO(f).
Landau siimbolid (ehk O-notatsiooni) ja suuruste ekvivalentsuse saab analoogiliselt defineerida ka koi-
gi teiste protsesside ning ka jada piirvaartuse jaoks.
Olgu X c R, olgu a € R hulga X kuhjumispunkt, olgu f,g,h: X — R, olgu A€ R U {+o0}.
Teoreem.
f ~ g protsessis x — a

}Llr'nuf(x)-h(x)=A} EY J%i_'n}lg(x).h(x):A.
sinx i In(1+x) o o V1+x-1

Lause. lim —— =1, lim 1, lim — =1L
x—0 X x—0 X x—0 T

27. Leidke jargmised funktsiooni piirvadrtused.

x+1\*¥L 1 x+In2

a) lim (—) ; c) lim (1——) ;
x—oo\x—1 X——00 X

X\ . x+1)%1

o i (2 o am ()
x—oo\]l+4+x x——oco\x—2

28. Otsustage, millised vdidetest a € O(B), a € o(f), a € ©(P) (voi vastupidised) kehtivad.

a) a(x) = x>, Bx) =5x>+100, kui x — oo; f) ax)=x-4)7, f(x)=3(x—4),

b) an:m,ﬁn:nz,kuin—wo; kui x —4;

c) a,,:nlogzn,ﬁnznz,kuinﬁoo; g) an=;r,3n=—,rklﬂn—>00;

d) a,=nlog,n, B,=nlnn, kuin— oo; h) a,=n" B,=m+1", kuin— co.
e) &, =>5n% B, =n?+8, kuin— oo; ) a,=n'"g,=2" kuin— oco.

29. Naiidake, et

a) x*+5x*~x? kui x — 0; d) x3—3?fc+2~3(x—1)2,kuix—>1;
n+
e) ———~ —, kuin— oco.
b) sinx+tan2x~3ic,kuix—>0; vni-1 vn
c) Vx+1- ~ —— kui x — oo;
vx 2Vx

30. Leidke jargmised piirvaartused.
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a) lim sme; i) lim Vit - \/—

=0 .2)2 x—0 x+ x5
sin5x
R el K tim L= VT2
i arcsin8x x=0 \ sin x
¢ lim — — _ ;
A arctandx’ D lim V1-sinx—v1+ smx;
4 tan2xarcsin 3x x—0 X
im-—— inx—
x—0 sin3xarctan2x’ m) lim w;
| sin3xtan2x x—0 x+x3
e) lim ————; © .
=0 (x—x%)? n) lim > arcs;nx_
111(1 + x) x—0 X+ Xx
f) )lclng) W; )i 2x+ arcsinx
- o) lim——;
arcsin 2~ x—03x —arcsin x
g lim —=%; 2x+3arcsinx
x—0 In(1-x) p) lim ———
\/_ 2 x—0 2x—arctanx
h) lim x+8 ) 1 3x% —2tanx?
x—0 qQ lim ————;
x—02x2 —In(1 + x2)
\/ 1+x+x2-1
) lim ————; r) lim (\/4 xt—4x3 - x).
x—0 sin3x X—00

31*. Kehtigu mingis protsessis a(x) € o(1), B(x) € o(1) ning a(x) ~ B(x). Tdestage, et selles
protsessis kehtib ka In a(x) ~ In (x).
32*. Olgu a € R. Arvutage piirvdartus

Jef )
at+—| +...+|a+ .
n n

1)2
lim — a+—) +
non n

2 nn+1)2n+1)

Néipundide. 1> +2% + ...+ n 5

5. Pidevad ja katkevad funktsioonid

Olgu X cR, f: X — R, olgu a € X hulga X kuhjumispunkt.
def
f pidev punktis a = %igbf(x) = f(a).
Modifitseerides protsesse, defineeritakse ka vasak- ja parempoolne pidevus punktis a.

Olgu X cR, f: X — R, olgu a € R hulga X kuhjumispunkt.
def lim f(x) eR
F-nil f on esimest liiki katkevus punktis a < xoar
xll’rrc%_ f)eR.
def { lim f(x) €R,

F-nil f on korvaldatav katkevus punktisa < ag XV fla)# }Lmu £
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q vidhemalt tiks piirvdartustest
F-nil f on teist liiki katkevus punktis a = Jim £ ja lim f(x)
on l6pmatu voi ei eksisteeri.
33. Olgu a > 0. Toestage, kasutades piirvadrtuse e-0-keelset definitsiooni, et jairgmised
funktsioonid on pidevad punktis a.

a) f(x)=3x; c) fx)=vx; e) f(x)=sinx;
1
b) f(x)=x% d) f(x)z;; f) f(x)=cosx.

34. Milline iithepoolne pidevus on punktis a jirgmistel funktsioonidel?

2 . X
_J x5 kui x <1, _ 1. cos—, kuix<2,
) f(x)—{ 2x+1, kuix>1, a=1; c) f(x):{ 4

b) f(x)=|x],a=4; 5, kui x > 2,

Il
n

35. Millistena valida arvud a ja b, et jargmised funktsioonid oleksid pidevad oma mééra-
mispiirkonnas?

a) f(x): 3+(1x2, kuixgl, —Zsinx, kuixg—z,
x+1, kui x > 1; - 2 -
c) f(x)=<{ asinx+b, kui—5<x<5,

xX—a, kui x <1,
coswx, kuix>1;

b) f(x)={

. T
COS X, kui x > E;

36. Joonistage arvuti abil jargmiste funktsioonide graafikud. Millised katkevused on nendel
funktsioonidel? Kui voimalik, korvaldage katkevused.

a) f(x):sin%; e fx)= sinx h) fx) = 23x
1,1
b) f(x)=arctan—; s1n2x D fx)= 3(|X\+x).
| f) flx)= ) =L
c) f(x):arctan?, ] +1
smx _ 1 . x—-3
d fe=—— 9 [0=1 ¥ f=2 =)

37*. Oeldakse, et funktsioon f on kumer hulgas A < R, kui mistahes arvude x, y € A ja mis-
tahes arvu A € [0, 1] korral kehtib vorratus

fAx+ Q- <Af)+A -V fQ).

(Piltlikult 6eldes tdhendab funktsiooni f kumerus seda, et f graafik on négus.)
Olgu a, b € R, kusjuures a < b, suvalised reaalarvud. Kas kehtib implikatsioon

f onkumer16igus [a,b] = f on pidevldigus [a, b]?
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38*. Toestage, et iga 16igus [a, b] pideva funktsiooni f korral ka tema absoluutvdirtus g :=
| f] on pidev 16igus [a, b]. Tooge ndide, et vastupidine viide alati ei kehti (s.t. g pidevusest ei

jareldu f pidevus).

6. Funktsiooni tuletis.

Olgu X intervall (st. tokestatud voi tokestamata 16ik, poolldik v6i vahemik).
Olgu a € X° (sisepunkt), olgu f: X —R.

— +h)—
F@ < lim fO-fla . flat+h-fla)

Mim —— Jim W (f-ni f tuletis punktis a).

f diferentseeruv punktis a g f(a)eR.

Olgu f,g: X — R, olguace X°.

f + g on dif-v punktis a,
f+8)@=f'(@+g@.

Lause.

f dif-v punktis a, A- f on dif-v punktis a,
AeR A-N@=r-f(a).

Lause. f ja g dif-vad punktisa — {

f - g on dif-v punktis a,

Lause. f ja g dif- kti
ause. f ja g dit-vad punktisa = { /-8 @=f (@ ga+f@- ga.

Lause.

]—C on dif-v punktis a,

4
Y fla-ga-fla-g'a
=| (@)= > .
g gla)
Olgu f: X >R, h: E— R, kusjuures f(X)<E, a€ X°, f(a) € E°.
Lause (liitfunktsiooni dif-vus).
f dif-v punktis a, } { ho f on dif-v punktis a,
h dif-v punktis f(a) (hof) (@ =1 (f@)f(@.

f ja g dif-vad punktis a, } -
g@#0

39. Lihtudes tuletise definitsioonist, leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

a) f(x)=x% b) f(x)=x% c) f(x)=cosx;

d) f(x)=In]x].

40. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised (a, b, c ja @ on konstandid).

X

a) f(x)=x% i) f(x):e;-f‘ 2x;
1
b) f(x)=1i+6x3: i) f(x)=xlnx+10%;
== 4+2Vx+2; 2
o f(x) P Vax+ K f(x)zhji—x—lni;

d) f(x)=2"-¢%
e) f(x)=log,|x|+sinx;
f) f(x)=(cosx):(tana);

D) f(x)=e3*+log(3|x]);
m) f(t)=2tsint—(t2—2)cost;

e*a*
g [0 =xb%; W IO
h) f(x)=x°e* +e% 0) f(x)=tanx— cotx+3;
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sinu 1
=—- ; =thx+—;
p fw) ” Inucosu; v) f(x) Xt

q f(x)=arctanx+ IL w) f(x)=arctanx +arthx;

a2
1) f(x)=xarcsinx+ b’c; x) f(x) =Ilna+arccosa;
s) f(x)=arctanx + arccotx; y) f(x)=arcsinaarshx;
t) f(x) =arcsinx + arccos x; arcth x
u) f(x)=xshx-chux; z) f(x)= T

41. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised (a ja b on konstandid).

a) fx)=@Bx-5% h) f(x) =sin2x+2Invx;

b) f(x)=B-5x"% i) f(x)=cos?3x+cosb;

8 ;83 :2' \%Ci; j) f(x) =lnsin(2x+1);
=evizX Incos2

e fx)=3(1-x)3; 0 f0 ="

f) f=0-207% (3% 3145

g) f(x) — erJrcost; 1) f(x) — m

42. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised (a on konstant).

a) f(x)=Intanux; f) f(x) =arccotxlnarccotx;

b) f(x)=Intanx+Incotx; @ f(x) = xarcsinx + /l—xz

c) f(x)len(x+v1+x2)— 1+x2; '

) h) f(x)=xarccosx—V1-x?;
d) f(x)=Vcotxsin”x;
e) f(x)=arctan2x+In(1 +4x%); i) f(x)=arctan (x— vV1+ xz);

43*, Olgu
sin3x sin5x sin7x

X) =sinx+ +
f& 5 7

- (my_ 1
Toestage, et f (5) =3
44*, Olgu g(0) = 0ja olgu g diferentseeruv punktis x = 0. Avaldage g tuletise kaudu

i §W+8(3) +8(3)++8(50)
X—0 x )

7. Funktsiooni tuletis. Logaritmiline diferentseerimine.

Olgu Xj c X cRning f: X - R.

def
f rangelt kasvav hulgas X <=e> Vx1,x2 € X1 X1 < X2 = f(x1) < f(x2).
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f rangelt kahanev hulgas X; g Vx1,x2 € X1 X1 < X2 = f(x1) > f(x2).
Mitterangete variantide korral jietakse sona ,rangelt“ dra ning implikatsiooni paremal pool seisab mit-
terange vorratusmark.
Kui X7 = X, jdetakse véljend ,hulgas X “ dra.
Uldnimetus ,kasvava“ ja ,kahaneva“ jaoks: ,monotoonne“.
Olgu f: (a,b) — (c,d). Olgu f((a, b)) = (c,d).
Lause. f rangeltkasvav. — f on bijektiivne.
Olgu X ja Y suvalised hulgad. Olgu f: X — Y.
VxeX g(f(x) =x,
VyeY f(gy=y.
Lauses margitud kujutust g nimetatakse kujutuse f poordkujutuseks ehk poordfunktsiooniks ja téhis-
tatakse f -1
Niisiis, rangelt kasvaval funktsioonil f: (a,b) — (c,d), kus f((a, b)) = (c,d), leidub pdérdfunktsioon
' (¢, d)— (a,b).
Lause (poordfunktsiooni dif-vus). Olgu x € (a, b).
f:(a,b)—(c,d),
fla, b)) =(c,d),
[ pidev,
f rangelt kasvav,
f dif-v punktis x,
o #0
NB! Koik eelneva saab tdestada ka rangelt kahaneva funktsiooni ning poolldigu ja 16igu jaoks.
45. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised (a on konstant).

Lause. f on bijektiivne <— 3Jg: Y —-X: {

= f! dif-v punktis y := f(x).

a) f(x)=xshx—chux; 2) f(x):ln(ex+\/1+e2x);
b) f(x)=thlnx; %5
o fx)= echzx, h) f(x)= T3 .2 —arccot x%;
1 2

d) f(x)=Inchx+ ; i) f(x):xzarshx——\/a4+x4;

2ch? x a?

o 1-x% . j) f(x)=arthlnsin2x;

e) fx)= aresin 1= k) f(x)=arcthcthx;
f) f(x)=archlncosx; D) f(x)=log,a.

46. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

a) f(x)=x% kuix>0; e) f(x)= 3e* sin2x;

b) f(x)=x"", kui x> 0; (=2 Vx+1
f) fo="—pi—

1 X
c) f(x):(1+—) , kui x < —1v6i x> 0;

X 3 x(x®+1)
d) f(x)=(nx)*, kuix>1; g f= 2-1)2

47. Leidke tuletised f, kui funktsioonidel u = u(x) ja v = v(x) on tuletised olemas.

)
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a) f(x) = u(x? d) f(x)=u(x)?cosx; g fx) = ux?);
b) f(x) =sinv(x); e) fx)=uln Z(x); h) f(x) = u(x+cosx);
o) fx0)=x*u(x); f) flo= arctanm; i) f(x)=xu(lnx).

48. Kasutades lauset poordfunktsiooni tuletisest, leidke jargmiste funktsioonide tuletised,
kirjutades funktsioonid kujul f(f1(y)) = y ja vottes selle vorduse pooltest tuletise.

a) f(x)=arcsinx; d) f(x)=arshx; g f(x)=vx.
b) f(x)=arccosx; e) f(x)=arthx;
¢) f(x)=arctanx; f) f(x)=Inx;

49*, (Oeldakse, et funktsioon f on paarisfunktsioon, kui f(—x) = f(x) iga x korral. Oeldakse,
et f on paaritu funktsioon, kui f(—x) = — f(x) iga x korral.

Olgu f: R — R diferentseeruv kogu reaalteljel.
a) Toestage implikatsioon

f on paaritu funktsioon =  f' on paarisfunktsioon.
b) Kas kehtib implikatsioon

f' on paarisfunktsioon = f on paaritu funktsioon?

50*. Olgu funktsioon g neli korda pidevalt diferentseeruv vahemikus (—o0,c0). Kas sellest,
et leidub

"

Jim (g +gm+2g" W +g" ) +g" W),

jareldub, et eksisteerib lim g(x)? P6hjendage vastust vdi tooge vastavad niited.
X——00

8. Korgemat jarku tuletised.

Lause. f dif-vpunktisa = f pidev punktis a.
51. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised. Ettevaatust kleepepunktides!

2x2—5, kui x <2, X2, kui x <0,
a) f(x)—{ 9-3x, kuix>2; d) f(x)—{ 1-x%, kuix>0;
2 .
b) f(x)={ X -3x%+4x, kuix<]l, e) f(x):{ _f’ tﬁiifg’
3-x%, kui x > 1; ’2 v
-x“-2, kuix<DO,
9 f(x):{ x3+§2—2x—4, kui x < -1, f) f(x)z{ -1, kui x =0,
2x“+3x-1  kuix>-1; X2, kui x > 0.

52. Leidke jargmiste funktsioonide teine tuletis f”.
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a) f(x)=e_x2; c) fx)=xV1+x%
b) f(x)=tanx; d) f(x)=x"

53. Leidke jargmiste funktsioonide margitud tuletised.

a) flx)= L, leidke f; b) f(x) = x*Inx, leidke f©;
b ¢) f(x)=e"cosx, leidke f©.

54. Leidke jargmiste funktsioonide mérgitud tuletised, kui u = u(x) ja v = v(x) on vajalik
arv korda diferentseeruvad funktsioonid.

a) f(x)=u(x?),leidke f"; d) f(x)=ux) +Inv(x),leidke f”;
b) f(x) = u(e"),leidke f"; u(?)
¢ f(x)=u(x)? leidke f"; e) f(x)= P , leidke f.

55*. Funktsioon ¢ on diferentseeruv ning rahuldab iga x korral seost (p'(x) = F(p(x)), kus
F on funktsioon, millel on olemas kuitahes korget jarku tuletised. Olgu hulk X selline, et
0 € X cR. Olgu funktsioon f : X — R diferentseeruv punktis x = 0. Tdhistame g(x) = f(|x|).
Toestage, et funktsioon g on diferentseeruv punktis x = 0 parajasti siis, kui f'(0) = 0.

56*. Olgu vahemikus (0, 1) kaks korda diferentseeruv funktsioon g selline, et a, 8,y € R kor-
ral

Bg' (@) +ag (2)+ygz)=0, ze€(0,1), a’+p*>0.

Toestage, et g on 1opmata arv kordi diferentseeruv.

9. Parameetriliselt antud funktsiooni diferentseerimine. Joone puutuja ja
normaal.

Olgu I intervall, olgu antud funktsioonid x, y: I — R.

Olguy: I — R?, kus (1) = (x(1), y(1)) iga t € I korral.

Vektorfunktsiooni y véddrtuste hulka y(I) = {y(#): t € I} nimetatakse jooneks ruumis R?. Kui on antud
funktsioonid x ja y, 6eldakse monikord, et joon on antud parameetriliselt.

Joon y(I) médédrab punkti y(#p) imbruses funktsiooni f g 36>0:Vte(t9-0,1+6) y() = f(x(1).
Olgu (a, b) € R?, (u, v) € R\ {(0,0)}.

Joont{(a+tu,b+tv): t € R} nimetatakse sirgeks. Vektorit s = (1, v) nimetatakse selle sirge sihivektoriks.
Sihivektoriga ristuvat vektorit 77 = (v, —u) nimetatakse selle sirge normaalvektoriks. Sihivektorit voib
korrutada suvalise nullist erineva arvuga, tulemusena saadav vektor médrab ikka sama sirge.

Lause. {(a+ tu,b+tv): teR} ={(x,y): (x—a)-v=(y—b)-u}.

Vorrandit (x — a) - v = (y — b) - u sirge madramiseks nimetatakse selle sirge kanooniliseks vorrandiks.
Sageli kirjutatakse vorrand kujul x;ua = y;yb (NB! Nulliga jagamine!)

Lause. {(x,)): (x—a)-v=(y—b)-u} ={(x,¥): vx—uy+ (bu—av) =0}.

Vorrandit kujul Ax+By+C =0 (kus (4, B) # (0,0)) sirge md&dramiseks ruumis R? nimetatakse selle sirge
iildvérrandiks. Uldvorrandist on mugav vélja lugeda sirge normaalvektorit (A, B) ja sihivektorit (B, — A).
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Olgu I intervall, olgu joon y(I) antud funktsioonidega x, y: I — R. Olgu x ja y diferentseeruvad punktis
fo ning (x' (19), ¥ (£9)) # (0,0).
Joone y(I) puutujaks punktis (x(fp), y(fo)) nimetatakse sirget {(x(f) + £x' (o), y(fo) + ty' (fp): t € R}.
See tdhendab, punktis (x(p), y(tp)) sellele joonele tommatud puutuja sihivektor on (x’ (a), y’(h)).
Joone y(I) normaaliks punktis (x(tp), y(fo)) nimetatakse sirget, mis ldabib punkti (x(fg), y(#p)) ja mille
sihivektor on (y'(tg), —x' (£p)).
Joonte kirjapanekul pannakse sageli kirja ainult joone punktihulka méarav tingimus. Nii néiteks kirju-
tatakse {(x, f(x)): x € I} asemel y = f(¢). Parameetriliselt antud joone {(x(?), y(#)): t € I} asemel kirju-

{ x=x(1),
tatakse

y=y®.

57. Joonistage jairgmised parameetriliselt antud jooned.

a) x(H=t y@)= tz; e) x(#)=cost, y(t) =sint;

b) x(0) =1y =t f) x() =3cost, y(t) =4sint;
¢) x(t)=t, y(t) =sint; g) x(0) =12y =13

d) x(t)=cost, y(t) =1t h) x(f) =cos®t, y(1) =sin’¢.

58. Eeldades, et punkti (x(¢), y(¢)) imbruses médrab parameetriliselt antud joon kaks kor-
da diferentseeruva funktsiooni f, leidke tuletis f” ja teine tuletis f”.

a) x(t)=cost, y(t) =sint; e) x(1) = 283+ 1, y(¥) = 9t2;

b) x() = itl,ym - t;tl; £) x(6) =In(+1), y(0) = 1+ 0%
¢) x(#) =In(1+ %), y(t) = t—arctant; g x(n)=acos’t, y(1) = asin’ r;
d) x(t) =a(t—sint), y(t) = a(l —cost); h) x(t) =acost, y(t) = bsint.

59. Leidke puutuja ja normaal jirgmistele joontele méargitud punktis. Joonistage graafik
koos puutuja ja normaaliga.

a) y=tan2x koord. alguspunktis; e) x=cost,y=sint, fp= %;
LoXx=1 . . N
b) y=arcsin ST 16ikepunktis x-teljega; £) x=In(l+12), y = t+arctan, P(0,0);
¢) y=x+1)V7-x, Po(-1,0); 1+¢ 3 1
d) y=Inx, Py(e, 1); g x:?vJ/:ﬁ'FZ,Po(Z,Z);

60. Millise nurga all 16ikuvad jargmised jooned? Joonistage graafik.
a) y=Inxjax-telg;
b) paraboolid y = (x—2)?ja y = -4+ 6x— x%;
¢) paraboolid y = x? ja y = x32

61. Missuguse parameetri a viirtuse korral puutuvad jooned y = ax® ja y = Inx?

62. Missugune peab olema kordajate a, b ja ¢ vaheline seos, et parabool y = ax® + bx + ¢
puutuks x-teljega?

63*. Paraboolil y = ax? (kus a # 0) on valitud punktid A;, A, ja As. Olgu k; paraboolile
punktis A; tommatud puutuja tdus ning k; j olgu Idikajate A;j tdusud (i, j = 1,2,3). Toestage,
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et k1 = k1o + k13 — kos.
64*. Olgu x = acosg(t)jay=bsing(t). Toestage, et

&y dy

2 2
=bh —.
Y dx? dx

10. LHospitali reegel.

OlguaeR, XcRjaAeRu{+oo}.Olgu f,g: X — R. Leidugu 0 > O nii, et (a,a+60) c X.
Teoreem (I'Hospitali reegel).
f ja g dif-vad hulgas (a,a +0),
xll»nz}+f(x) = xlinﬂhg()o =0 = lim —f(X) =
X—a
im f,(x) —A g
x—at g (x)
Teoreem (I'Hospitali reegel).
f ja g dif-vad hulgas (a,a +0),
xll>n6%+|f(x)| = xll>nt%+|g(i6)| - » =— lim —f(x) =A.
X—a
im f,(x) _A g(x)
x—a+ g (x)
L'Hospitali reegli molemad variandid kehtivad ka kdigi muude (iihe-, kahepoolsete ja ldpmatute) prot-
sesside jaoks.

65. Leidke jargmised piirvdartused. Kui muidu ei saa, kasutage 'Hospitali reeglit.

. 1-cosx_ . Insin6x
R g lim 1—‘
1 —sin I x—0+ InsSinx
b) lim ———=; h) lim Vianx-1
xalta&;fx x—Z 2sin’x—1
. tanx—x -
©) }Cl_r,r(l)x_sinx’ i) hn%(l—x)tangx;
1-cos x? : xl-_» InxIn( — x):
d) lim ———; j) lim InxIn(1 —x);
x—0 x2sinx? x—1-
iy XCOS X —sinx. W lim ( X _L)
€) xlir(l) 53 ’ x—~1\x-1 Inx
x* . 1
f) lim — D) lim{cotx——]|.
x—o0 @4X x—0 X

66. Leidke jargmised piirvaartused.

a) lim x%; d) lim(e* +x)7; im (1- )% ;
; ) lim(e* +x)~; g) lim (1-x)°7;
x—0+ . x—0 . x—1-
b) lim xT-x; e) lim xx;
x—1 IR 1
c) llrn (cot x)Sin¥, f) lim x%nx; h) lim(1+ x%)*.
X—0+ x—0+ x—0

67. Leidke jargmised piirvdartused, veendudes eelnevalt, et neid I'Hospitali reegliga leida
ei saa, kuigi esineb sobiv middramatus.

19



X —sinx . X 21
il b) lim ; . XTsmmy
x—00 /T + 2 c) lim — .

x—0 sinx

x—00 x +sinx’

68*. Leidke definitsioonist ldahtudes funktsiooni

1
fx)= xIn2 12"—1,

-, kui x =0,
2

kui x #0,

tuletis punktis 0.
Ndpundide. UHospitali reegel.

11. Taylorivalem.

Olgu X cR, f: X —Rningac X°.
Teoreem (Taylori valem ja#kliikmega Peano kujul).

(n)
 f@-f@-f@x-a-..- LD gn
m

f on nkorda dif-vpunktisa — %1_) L TEPL

Olgu ¢, d € R, kusjuures ¢ < d.
Teoreem (Taylori valem jaékliikmega Lagrange’i kujul).
f on n+ 1 korda dif-v vahemikus (c, d),
a,xe(cd) }
= A€ (a,x)Vvoi € (x,a)

(n) (n+1)
= ! _ [ _ )\ f ©) _ \htl
fO=f@+f@x-a)+...+ o (x—a) +—(n+1)! (x—a) .
69. Leidke jargmiste funktsioonide Taylori n-jarku poliinoomid antud punktis a.
a) f(x):\/},azl,nzz; ¢ f(x)=arctanx,a=1,n=3
b) f(x)=vx, a=25 n=2; d) f(x)=sinx, a=30° n=4.

70. Kirjutage vilja Taylori n-jarku valem jadkliikmega Peano kujul ja Lagrange’i kujul punk-
tisa=0.

a) f(x)=sinx, n=3; ¢ f(x)=In(1+x),n=2; e) f(x)=arctanx, n=2;
b) f(x)=tanx, n=1; d) f(x)=arcsinx, n=2; f) fx)= V1i+x,n=1.

71. Hinnake absoluutset viga jargmistes Taylori valemi kaudu saadud ligikaudsetes vale-
mites.

3 2

X 1 X
a) sinx:x—g,kuilxlgi; d) chx:1+?,kui|x|<0,2;
% . x2 i3
b) tanx:x+?,ku1|x|<0,1; e) exz1+x+?+g,kui|x|<1.

2
X X
c) \/1+x:1+§—5,kui0<x<1;

20



72. Ldhtudes Taylori valemist, esitage poliinoom P (x) = x° —2x* + x® — x® +2x— 1 avaldise
x — 1 astmete lineaarse kombinatsioonina.

73. Lahtudes Taylori valemist, esitage poliinoom P (x) = 3x° +4x*—2x3-2x° +5x+16 aval-
dise x + 2 astmete lineaarse kombinatsioonina.

74*. Sisekujundaja Malle {itles matemaatik Mihklile: ,Mul
on vaja seinale joonistada kahest samal kérgusel asuvast
punktist kinnitatud rippuv kett. Ma tean, et selleks tuleb

5 X

X
seinale joonistada aheljoon vorrandiga y = 3ch 3 aga selle
funktsiooni vadrtusi on tiilikas vilja arvutada.”
Mihkel vastas: ,Sa teed seda asja liiga keeruliselt. Kui | x| <
2
X
6, siis on mottekas kasutada funktsiooni y =3 + % Sajan-
diku tdpsuse saad sa sedasi kiill kitte, ma métlen,
x? x
3+—-3ch—-
6 3

100
Leidke mingi konkreetne arv § > 0 nii, et Mihkli vdide oleks toene.

<

12. Funktsiooni monotoonsus ja ekstreemumid.

Lause. Olgu I intervall.
f pidev I-s,
f dif-v I°-s, } = frangelt kasvav I-s.
vxel’f(x)>0
[ pidev I-s,
[ dif-v I°-s, } =  frangelt kahanev I-s.
vxeI’f(x)<0

Lause viaited kehtivad ka mitterangel juhul, siis tuleb eeldada tuletise mittepositiivsust/mittenegatiivsust
vahemikus I° ja tulemusena saadakse, et f on kasvav/kahanev intervallis I.
Olgu XcR, f: X > Rjaae X°.

def
F-nil f on punktis a range lokaalne maksimum & 36>0:Vxe (a=06,a+6)\{a} f(x) < f(a).

F-nil f on punktis a range lokaalne miinimum g 36>0:Vxe(a-6,a+d)\{a} f(x)> f(a).
Mitterangete variantide korral jdetakse sdna ,rangelt” dra ning ndutakse mitterangeid vorratusi.
Uldnimetus lokaalse maksimumi ja miinimumi jaoks: lokaalne ekstreemum.
Lause (Fermat).
f on dif-v punktis a,
f-nil f on punktis a lokaalne ekstreemum
Lause. Olgu X cR, f: X —Rjaae X°.
36 >0 : f dif-vvahemikes (a—§,a) ja (a,a+9),
f pidevp-s a,
Vte(a-6,a) f'(t)>0,
Vte(a,a+6) f(£)<0

} = fll@=0.

= f-nil f on p-s a range lokaalne maksimum.
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36 >0 : f dif-vvahemikes (a—6,a) ja (a,a+9),
f pidevp-s a,
Vte(a-6,a) f'(£)<0,
Vie(a,a+6) f(£)>0
Lause viited kehtivad ka mitterangel juhul, siis tuleb eeldada tuletise mittepositiivsust/ mittenegatiivsust
ja tulemusena saadakse, et funktsioonil f on lokaalne maksimum v6i miinimum punktis a.
Uldnimetus funktsiooni suurima ja vihima viértuse jaoks: globaalne ekstreemum.

= f-nil f on p-s a range lokaalne miinimum.

Teoreem (Weierstrass). Olgu f: [a, b] — R.
f pidev1digus [a,b] = 3x),x2€la,bl:Vxela bl f(x)) < f(x) < flx2).
75. Leidke jargmiste funktsioonide monotoonsuse piirkonnad.

a) fx)=x*-3x% L Kuixe(oo-1],
X
b) f(x)=8x"—x% g f=9 I, kui x € (-1,1],
c) f(x)=x-sinx; x2—2x, kui x € (1, 00);
7
_ X sin x, kui |x| < -,
d) f(x)—lnx, h) f(x):{ . 2 '
e) f(x) = arccos(l +x); sgnsinx, kui 5 <l|x|<m;

£) f00) = xe ™, kus x> 0; ) fl0) = (x-Dsinlx], xe (0,5).

76. Leidke jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid.

a) f(x)=x3—3x; m) f(x)=x—arctanx;

b) f(x)=8x*—x% n) f(x)=1-|x|+In|x[;

o) f(x)=xInx; 0) f(x)=Vx3-3x2+8;

d) flx)=x"e"; p) f(x) =In(x*+4x° +30);

e fx)=u*-D% [ Injxl, kuix#0,

f) f(x)=x*—4x+4; D FE=9 kui x =0,

g) f(x):xlnzx; sin x, kui—z<x<0,
h) f0)=x-4°x N fx)= 2 a

i) f(x)=4x"-5x% cos X, kuiogxgz,
) f(x)=e"(sinx—cosx); s) f(x) = xarctanx,

| x=In|x], kuix#0, t) -1, kui x =0,
D r@=1, —x*-2, kuix<0.

K f(x)=V2x3+3x% X2, kui x>0,
fx)=
kui x=0,

77. Leidke jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid.

a) f(x)=x*-2x+3,x€0,5]; f) f(x):x—lnx,xe(l,e);
b) f(x)=x*>-2x+3,x€(0,5); e

0 fx)=x-3x+1,xe[-2,3]; g f(x)=sin’x, xe[-m,7l;
d) fx)=x>-3x+1,x€(-2,3);

h) f(x)= sin® x, x € (-7, 7);

1
e) f(x):x—lnx,xe [E,e ; i) f(x)=arcc0sx;
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) f(x)=e_:f: ) f(x)=l+L.
0 fO)=—p ¥l
1+x2’

78. Leidke arvu 36 niisugused kaks tegurit, mille ruutude summa on minimaalne.

79. Tuleb valmistada kaanega kast, mille ruumala on 72 cm? ja pohja servade suhe on 1: 2.
Madrake kasti mootmed nii, et kasti tdispindala oleks minimaalne.

80. Akna kuju on ristkiilik korrapdrase kolmnurgaga tilemises osas. Akna iimbermo6t on 3
m. Milline peab olema akna alus, et akna pindala oleks maksimaalne?

81. Kanali ristldige on ristkiilik poolringiga alumises osas. Kanali ristldike imbermo6t on
4,5 m. Milline peab olema poolringi raadius, et kanali ristldike pindala oleks maksimaalne?

82. Poordkoonuse moodustaja pikkus on 20 cm. Missuguse korguse korral on koonuse
ruumala maksimaalne?

83. Leidke kerasse kujundatud maksimaalse ruumalaga ringsilindri mé6tmed, kui kera
raadius on R.

84. Paraboolil y = x? leidke punkt, mille kaugus sirgest y = 2x — 4 on minimaalne.

k
85. Punktist A véljub punkti B suunas auto, liikudes kiirusega 80 Tm Samal ajal véljub

km
punktist B rong, likkudes punkti C suunas kiirusega 50 —. On teada, et ZABC = 60° ja

|AB| = 200 km. Missugusel ajamomendil (lugedes aega liikumise algmomendist alates) on
soidukid teineteisele koige ldhemal?

86. Tooline pani tdhele, et ringsilindri kujuliste kruuside valmistamisel kulub liiga palju
materjali. Ta tegi ettepaneku muuta kruusi korgust ja 1abimo6tu nii, et kruusi maht jadks
endiseks, aga materjali kuluks minimaalne hulk. Tema ettepanek liikati tagasi. Miks?

87*. Olgu antud funktsioon f: R — R, mis rahuldab jargmist tingimust:

VIf(x) = fle)l < lx1 — x2| Vx1,x €R.

Toestage, et funktsioon f on konstantne.

88*. Majakas asub rannast 4 km kaugusel merel (punktis B). Pood asub rannajoonel, 4 km
kaugusel punktist A (punkt, mis asub rannal, kui majaka poolt tulla kdige otsemat ja lithemat
teed rannale). On teada, et majakavaht sduab kiirusega 4 km/h ja kénnib kiirusega 5 km/h.
Millist teed pidi peab majakavaht minema poodi, et kuluks koige vidhem aega (ehk kui kaua
tuleb aerutada ja kaua kéndida)? Rannajoone voime lugeda risti 16iguga AB.

13. Funktsiooni kumerus ja négusus, kadinupunktid, asiimptoodid.

Olgu I intervall, Ic XcR, f: X —=R.
def
Joon y = f(x) on kumer I-s =

def fx2) = f(x1)
X: X

— V[x1,x]cl Vxelxg,x] f(x) < -(x—x1) + fxp).
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_ def
Joon y = f(x) onndgus I-s <

def
& Vix,xl el Vxeln,xl f(x)> w
Lause. Olgu [ lahtine intervall, Ic X cR, f: X — R.

P joon y = f(x) kumer I-s & f' kasvav I-s,
fditvls = { joon y = f(x) ndgus I-s & f’ kahanev I-s.
Lause. Olgu I lahtine intervall, Ic X cR, f: X = R.

- joon y = f(x) kumer I-s & Vxe I f"(x) <0,
f kakskorda dif-v I-s - = { joon y = f(x) nogus I-s o Vxel f’(x)>0.
Leidugu é >0nii, et (a—6,a+6) c X cRning f: X —R.

def
Punkt (a, f(a)) onjoone y = f(x) kddnupunkt =

Lef { y = f(x) kumer (a— 8§, a)-s, } { y = f(x) nogus (a—§, a)-s,
y = f(x) nogus (a, a+9)-s y = f(x) kumer (a, a+90)-s.
Olgu s sirge. Téhistame punkti (x, y) kaugust sirgest s (st. punktist (x, y) sirgeni s tommatud ristldigu
pikkust) téhisega d((x, y), 5).
Leidugu R > 0 nii, et (R,00) € X cRningolgu f: X — R.

(x=x1)+ f(x1).

Sirge s on joone y = f(x) kaldasiimptoot protsessis x — co g lengo d((x, f(x)),s)=0
Analoogiliselt defineeritakse kaldasiimptoot protsessis x — co.

Lause. Olgu m, b e R.

Sirge y = mx + b on joone y = f(x) kaldasiimptoot protsessis x - co <=

= lim _f(x)
x—»oo
b= lim ( f (x) mx).
Analoogiline lause kehtlb protsess1 X — —oo jaoks.

Olgub>0,acR, (a,a+6)cXcRvdi(a-06,a)c XcRning f: X - R.
def
Sirge x = a on joone y = f(x) piistastimptoot =
e . _ . _ . _ . _
— xlgg)ff(x) —mvxgn;+f(x) = oovlen;_f(x) —mvxgn;_f(x) = —o0.
89. Leidke jargmiste funktsioonide graafikute y = f(x) kumeruse ja ndgususe piirkonnad
ning kddnupunktid.

Q) f(x)=x5—6x2+12x+4; e f=e*;

b) f(x)=%; f) flx) =x>-6x%

c) f(x) =arctanx—1x; g flx) =In(1 + x2);

d) f(x)=x* (lnx— 5), h) ) = x* +2x3 - 1253

90. Leidke jargmiste funktsioonide graafikute asiimptoodid.

a) f(x)= _2 e) f(x):xln(e+i);
x?

b) flx)= 2- et D f00 =10

c) f(X)—— 2 f(x):2x—cosx.
2x +1

d) f(x)= PR
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91. Joonestage jargmiste funktsioonide graafikud iseloomustavate andmete pohjal.

31
a) f(x)—§+;,

f) f(x)=VIx?-2x|;

1+1
o fs 5, 0 =t
X
-y [ 1+Inlx|, kuixé€ (—00,0)U(0,1],
X fm_?lilhx)z " f(x)_{ e, kui x € (1, 00);
d) f(x)=T; e¥? -1, kuix<-1,

D f(x):{ 2 -3x2, kui x > -1.

e) fx)=Vx%-2x;

92*, Kujutage koordinaatteljestikus punktide (x, y) hulk, mis rahuldavad tingimust
min { max{|c|, |yl}, x| +1y -1} =2,

Lisage ka selgitused, kuidas saite just sellise joonise.
93*. On antud funktsioon

3+x, kuix<o,
Fe _{ 3—x, kuix>O0.

Olgu g(x) = f(f(x)). Avaldage funktsioon g valemina ning joonestage tema graafik.

14. Algfunktsioon ja méddramata integraal.

Olgu Dintervall, Dc XcR, F f: X - R.

Funktsioon F on funktsiooni f algfunktsioon intervallis D g VxeD F'(x) = f(x).
Lause. F ja G on f algfunktsioonid intervallis D — 3ICeR:VxeD G(x)=F(x)+C.
Olgu funktsioon F funktsiooni f algfunktsioon intervallis D. Funktsiooni f mddramata integraaliks
intervallis D nimetatakse avaldist F(x) + C. (Siin C on reaalarv, mille véd&rtus jdetakse tipsustamata.)
Lause. Olgu D intervall, Dc XcR, f,g: D —R.

3 f f(x)dx intervallis D,

= f(f(x)+g(x))dx:ff(x) dx+fg(x) dx intervallis D.
3 f g(x) dx intervallis D

Lause. Olgu D intervall, Dc X cR, f,g: D — R, A e R\ {0}.
Af(x)dx=A2 f f(x)dx intervallis D.
Lause. Olgu T ja X intervallid, f: T - R, ¢: X = R.
Fon f algf-nint-s T,
eX)cT, = ff(qo(x))(p'(x)dxzF((p(x))+Cint—s X.
¢ on dif-vint-s X

3| f(x)dxintervallisD —

94. Lihtsustage jairgmised avaldised.
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!
a) (/tanxdx) ;

!
b) (fzx“dx) ;

95. Vahetu integreerimise teel leidke jargmised integraalid.

a) fx‘ldx;

b) f(3ﬁ—4) dx;

) fo\/}dx'

o f[he oo

e) f (x* - 1)?dx;

f) floxdx;

2 fesx dx;

h) foex dx;

i) f(1+ex)2dx;

) f 2*-3%%dx;

k) f(erx+ln2) dx;

D f sinadx (@ on konstant);
m) f (cosx —3sinx)dx;
n) fsin(% +x) dx;

0) fZCosz %C dx;

p) f (Zsin2 g —sin? 2) dx;

f cos2xdx ]

Lo5exer .
cos? xsin? x
dx

.o
c082x + sin? x

1+cos®x
) | ——————dx
1+cos2x

t) f tan? xdx;
u) f cot® x dx;
V) f(tanx —cotx)*dx;

w) f (arcsin x + arccos x) dx;

) arctan x + arccotx
X X3
V1-x2
2dx
Va—4x2
) f x%dx
z )
x2+1

(1+x)2dx
aa) —_—
x(1+ x2)

xtdx
b ;
ab) fx2+1
x2-1
aC) fmdx
ad) f(shz—shx)dx;
ae) fv1+sh2xdx;

af) chhzgdx;

ag) fthzxdx;

dx
ah) f 5
ch? x sh2

ai) f
ch2x - sh2

)f ch2xdx
Y ch? xsh? x

96. Leidke diferentsiaali méargi alla viimise vottega jargmised integraalid.
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a) fsiandx;

)f 4dx )
cos?4x’

0) f(x—3)5dx;

d f (Bx +5)*dx;

dx
e | —;
x+1

)f2x7

g) f(4—x) dx;

h) f\/37—2xdx;

15. Muutuja vahetuse vote.

i) fsin(x—4) dx;
j)

fcos(l —2x)dx;
i fe72x+3 dx:

X
) [
1-16x2

m) f dx )
V9—ax?2

n) f4x2+9

f 5dx
1+GBx+1)2°

97. Leidke diferentsiaali mérgi alla viimise vottega jirgmised integraalid.

dx
[xlrax
x“dx
b) fx3+1
x3dx )
Vel
d) fxvl—xzdx;
(2x—-5)dx

e) ;
—5x+2
Ydx

e
D | ——=;
) fex+ln3

g fex cose* dx;

h) f dx )
xV1-In? x,
1+ x)%dx

1+ x2

H

.[(1+x)\/_

o fx dx'
x+1’

xdx
f + 2x

n) / xlnxlnlnx

shxdx . 3
—_— ac) | sin”xdx;
V7+chx
(1+thx)’dx ad) | cos®xdx;

p) 2 . ’

, ch®x
ffx)dx ae) fsinzxdx;

fx) '
tanxdx af) fcoszxdx;

r) >
cos xd
X ag) f
(1+cotx)s1n x 1- cosx
2+3tanx ah) f
f o X; 1+s1nx
cos f cos2xdx
osxdx ai) ;
f ) 1+sinxcosx’
sin® x 1+t'c1n2
v) | 2sinxcosxdx; aj) f x;
Ccos X
w) f Sdex . ak) f(tan x +tan* x) dx;
1+cos?x
X) f tan xdx; al) f T
cos
V) f cotxdx; am) f ;
sin? x’

Z) fcos

f arctan® xdx
aa) | ————

ab) f
V1-x2 arcsmx

2

xsin2xdx; an)

1+x2

98. Leidke jargmised integraalid margitud muutuja vahetusega.
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f tan® xdx;
ao) f tan® xdx;

ap) f (sinx + cosx)% dx.



)f dx r—1 d) f—dx in? t
a — x=1-1; , x=sin"¢;
X2 +2x+2 Vi_ 12
d 1
b) /xvl—xdx,t:\/l—x; e)f al ,x: ;
xy cost

c) fxg\/l—xzdx,t=\/1—x2; f) fx + t—x—l.
X

99. Sobiva muutuja vahetusega leidke jargmised integraalid.

) j‘expﬁdx_ a f,/xz_ldx. 2 f3\/3_cdx' ) arcsin%dx
\/E ' X ’ 1+ V ]) f X xz—l '
X dx ) dx h) flntanxdx “o1
g [l gy e
) Jo—1 xz,/—xz_,_az sinxcos x P

arcsin - dx
V11— x2dx f) f . i) f —x
© f L-xdy X xz—a lx|Vx2 -1
100*. Leidke koik diferentseeruvad funktsioonid f : R — R, mis rahuldavad tingimust
flx)=-5f(x)#0  VxeR.

101*. Avaldage integraal

f [FOPIgPIf (08 (x) + g f (x)]dx

funktsioonide f ja g kaudu.

16. Ositi integreerimine ja ratsionaalfunktsioonide integreerimine.
Lause. Olgu D intervall, f,g: D — R.
f, g dif-vint-s D, ) ,
Elff'(x)g(x) dxint-s D = ff(x)g (x) dx=f(x)g(x)—ff (x)g(x)dx int-s D.

102. Leidke jargmised integraalid ositi integreerimise teel.

a) fxsinxdx; e) flnxdx; i) fxze_zxdx;
b) fxcosxdx; ) fln(x2+1)dx;

j) fx3shxdx;
c) fxe_xdx; 2 fxtanzxdx;
d) fxaxdx; h) fxzsinxdx; k) fx‘lcosxdx.

103. Leidke jairgmised integraalid, méarates nad kahekordsel ositi integreerimisel saadud
vorrandeist.
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a) /exsinxdx; c) | sinlnxdx; e) fchxsinxdx.

b) fexcosxdx; d) | coslnxdx;

104. Leidke jargmised integraalid.

a) flenxdx; e) fxcoszxdx; j) fxsin\/}dx;

sinx _: .
)fxexd);; f) | e sin2xdx; k) fxsinlnxdx;
1+x
( ) 2)

arctan xdx;

2 .
c) fcosﬁdx; 1) fx coslnxdx;

arcsin xdux;
arctan X

) ) ) 2 ..
d) fx In(x—1)dx; i) fxarctan xdx; \/(1+ch)3

105. Kordajaid leidmata esitage algmurdude summana jargmised ratsionaalsed funktsioo-
nid, kasutades tundmatute kordajate markimiseks téhti A, B, C, ...

x . x+2 (x+1)?
Q) ——————; ) ————; e) :
(x+1D(x+2) (x-13(x%+1) (x=2)(x2-2x-3)’

1 a x*+1 . P+ +1

x(x+1)2’ x(x+2)2(x2+x+ 1)2’ (x-1D(x+2)

106*. Leidke mddramata integraal / —
(x 2 +2)2

[ x
107*. Leidke md4ramata integraal f —dx
x+D2V1-x

17. Ratsionaal- ja irratsionaalfunktsioonide integreerimine.

108. Leidke jargmised integraalid.

)f 2x+3 Ao W41 i f 2dx
(x— 2)(x+5) ’ €) fxs_xz dx; x(x2+2x+2)
b) (x+2)dx x>dx
(x+1)(2x+1) xX2(x+1)2’ ) fx2+4x+8
f X342 - dx
x24+x=2 8 fx(x2+1)
" f(x+2)2dx )f
(x-12x’ (x+1)(x2+1)

109. Leidke jargmised integraalid.
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dx dx dx
) f—; c) f.—; f) f.—;
1+cosx 1+sinx+cosx sinx

d) fsin?’xcoszxdx; g) f dx .
cosx
b) f ; e) fcos3 2xsin2xdx;
1-sinx’
110. Leidke jirgmised integraalid.

a) fsiansin?;xdx; d) fsinxsiansin?;xdx;

b) fcosxsin?»xdx; e) fsinxsinz?)xdx;

c) fcosgcosgdx; f) fcos(ax+ b)cos(ax — b)dx.

111. Leidke jargmised integraalid.

d x+1 - dx '

Nt ¥ f i
dx e)f xdx

VE(x+1)’ x— \/x2 \/x2

)f(“l)‘/x_ldx f)f '
X ’ x—\/1+x2’

3si 2

sinx + cosx

112*. Leidke integraal f -
2sinx+3cosx

. . 2sinx+3cosx
113*. Leidke integraal f ————dx
3sinx+2cosx

18. Arvread.

Olgu (an) arvjada.
Kirjutist Z ay ehk Z an ehk ) ay nimetatakse arvreaks ehk reaks.

n=1
n

Arvusid S, = Y ay nimetatakse rea Y _ a,, osasummadeks.
k=1 n

Rea Z ap summaks nimetatakse piirvaartust lim S;;.

i7) n
. def |
Rida Zan on koonduv <= jada (S;) on koonduv.
n

Kui rida ei ole koonduy, siis nimetatakse teda hajuvaks.

Lause. Rida Z ap onkoonduv — li}rjn an =0.
n

. s def
Rida )  ap onpositivne < VneN a, >0.
n
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o0

Lause. Olgu m € N. Olgu antud rida Z ap. Tahistame by, = a4+, iga n € N korral.
n=1

o0 o0
Rida Z ap onkoonduv <= rida Z by, on koonduv.
n=1 n=1
Lause (I vordluslause).
vneN by > a; >0,

rida Y by, on koonduv } = rida Zn: a; on koonduv.
n

Lause (II vordluslause).

VneN ay,by >0,
hrrln % € (0,00) . (rlda Xn: ay, on koonduv < rida Xn: by, on koonduv).
n

114. Leidke jairgmiste ridade osasummade jadad (S;,) ja summad S.

S S o 3 2l i f(ﬁ 2V T + Vil
& nin+ 1)’ &R = "
b) —_—; f) n; j)
= Bn-2@n+1) =1 : er::0 2"
00 1 S o 2n+1
9 L) s ,,; ) ,;(n(nﬂ) n2(n+1)2
00 2 X n-vn2-1 X 3% +2”
Yy ———; h)Z—; DY —
= 2n+1)2n+3) a1 Vnn+1) n=0 6
115. Leidke read, mille osasummad on jargmised.
a) Sp=In(n+2); __ L __n
n o Su ntl e) Sn—m,
n+3 nn+1)\2
b) Sp=——; d) Sp=n+l; 2 Snz(T)'

116. Niidake jargmiste ridade hajuvust koonduvuse tarviliku tunnuse véi vahe |S,, — S|
uurimise teel, kus S, on rea n-nes osasumma.

o n, : 3 d 3 "
P 0 Z(n+1) ; 0 ) tan = g(zm
b ; d — —
) nZ::l V1o ) nzl”l z—: Inn

117. Positiivsete ridade vordluslausete abil tehke kindlaks, millised jargmistest ridadest
koonduvad ja millised hajuvad.

X 2n-1)(n-1) 0
a) Z (n+2)3” c) ,,; n2(n+12 "’ ¢) ”Z n2+n K
® © (1+n2)?
B 3 W et 0 & (i)
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) Z(\/n+ —\/ﬁ); h) ZZ”sinl; i) ZZ"tanl.
n=1 =

1
1nn+1)(n+2)
119*. Toestage Vordus

118*. Leidke rea Z osasummade jadad (S,,) ja summa S.

pohjendades eelnevalt, et mélemad read koonduvad.
19. Arvread.

def
Rida )_ a, on absoluutselt koonduv < rida )_|an| on koonduv.
n n
Lause. Rida Z ay on absoluutselt koonduv = rida Z a, on koonduv.
n

n
Teoreem (Cauchy tunnus). Olgu ) _ a,, arvrida ning D = liyrln Vlan.
n

0<D«<1 = rida Z ay on absoluutselt koonduv,
n
D>1 = rida)_ay onhajuv.
n
a
Teoreem (D’Alembert’i tunnus). Olgu Z ap arvrida ning D = lirrln n+l .
n an
0<D<1 B rida Z ay on absoluutselt koonduv,
n
D>1 = rida Z ap on hajuv.
n

120. Positiivsete ridade vordluslausete abil tehke kindlaks, millised jargmistest ridadest
koonduvad ja millised hajuvad.

P18

b4 & 1 0 2
a) sin —; d) arctan —; f In3|1++/2|;
n=0 N ng'l n2" ) ,;1 " n
& b4
(1 cos;) g) Zlncos;;

3

b 2
n=1 n=
3 e) iln 1+ 2], 3 lnn
Z rcsmT = nl h) Z

n

121. D’Alembert’i tunnuse voi Cauchy tunnuse abil otsustage, millised jairgmistest ridadest
koonduvad ja millised hajuvad.

X1 o« ] 00 n
a ' C » ’
) = ) ng’zln”n ,;1(3n 1)
o) 1 © 3Ny [es)
; d ;
o (n+1)" ) nzz’l n" Z;’ 2n+1)'

w
[\



2 n ) ———

> L1” n+1 =1 (2n2+1)2
h) Y ——; K 23 ( ; (RS U
n=1 7 0 ) —;
n=1 n"
© ] n o0 n \n? o pl
i —\%] 1 2" —] —.
) zz:lnl(g) )n; (n+1) p) nz::1 n
122. Uurige jargmiste ridade koonduvust.
X (-D"+1 x 7 > b2
a) Z%, d) Y n’sin_—; g Y In“cos™' =,
n=1 n . n=0 3 n=2 n
< 34 (-1) © n
b Y — i e) ) Vecos—;
no:ol n=1 R
7 X n
c ntan —; f —;
) r;o 2n : nz='1 e
U+2!+...+n
123*. Uurige rea Z _— koonduvust.
= 2n)

124*, Milliste b vaartuste korral on rida

e k!
Z 1 (b+1D)(b+2)---(b+ k)

koonduv?

20. Arvread ja astmeread.

Teoreem (Leibnizi tunnus).

VneN ap > an+1 20,
" /li;;ran/: 0 } = rida ) (-1)"ay, onkoonduv.
n n

(o)

Olgu (ay,) arvjada ning a € R. Kirjutist ) a,-(x—a)" nimetatakse astmereaks. Arvusid a, nimetatakse
n=0

selle astmerea kordajateks.

(e8]
Astmerida kujutab endast funktsioonide f,: R — R, kus f,,(x) = an-(x—a)", rida ) fy.Igakonkreetse
n=0

o0
x € R fikseerimisel muutub astmerida Z an - (x—a)" arvreaks.
n=0

[e.e] [e.e]

Astmerea Z an - (x—a)" koonduvuspiirkond ngf{x € R: arvrida Z an-(x—a)" on koonduv}.
n=0 n=0

(e8]

Astmerea Z an - (x—a)" absoluutse koonduvuse piirkond
n=0
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Adef{x € R: arvrida Z an - (x—a)" on absoluutselt koonduv ;.
n=0

o0
Astmerea Z an-(x—a)” koonduvusmadzusR = 1 hm YViagl=1: hm dn+l

n=0
Teoreem (Cauchy-Hadamard). (a—R,a+R)c Ac Xc[a—-R,a+R].

125. Millised jargmistest ridadest on absoluutselt koonduvad, millised on tingimisi koon-
duvad ja millised on hajuvad?

ap

) 1 o -1 . ,
Y ngl (_17)1:” ’ e) n:l%’ nzzsm it ! ;' m) n;l(_l)n_lz_n’
(o] _ n e "
R nO:ol( 11)1’1“; K %01;(”1')*'2); ) Z( l)nn+1 " n:11J:1!a ;
2 D"t w Z’ Co\j’_:r; ! 1+cosnn P o) -
¢ n;l 2n—-1" i) " Z( ' —— r;la”arcsinﬂ_

126. Leidke jargmiste astmeridade koonduvusraadiused R, koonduvuspiirkonnad X ja ab-
soluutse koonduvuse piitkonnad A.

2 i n ) iz”(x+2)”' m) ‘i (nx)"
n:0n+2’ & n=0 , n=1 n! ,
o o X (n+1
b Y 3" h) ,;)m_n(x 3)"; n) Zl( )
= n=
S n+l & o (=1)1x2N
) x" i) (n+ D' 0)
;12::1 n r;) ,,Zb (Znn+ 1)'
d —; j ;
) ;12::0 5" ) ; nn+1)’ P ,12::1 n’
o0 o0 n o0
e Y (=20 k) Zx—' qQ Y n"(x-3)"
n=0 n=1 1 n=1 ,
o0 n x\n (o] xn 00 1 n
f = 1 —; 1+— -2)",
) ,;On+1(4) ) n;na g ,1;( n) (=2
127. Leidke jargmiste astmeridade koonduvuspiirkonnad X ja summad S(x).
o n+1, o __o\n. n.,
a) Y x™; d ) (x-2)" ) Z( D"(n+1)(x-3)"%
n=0 n=0 =
00 00 n+1 (x+ l)n
b n-1, h .
) ,;lx © Z n+1 ) nzo n+1
o0
o Y (-D"x" f) Z nx"1;
n=0 n=1



128*. Leibnizi tunnus vididab, et kui vahelduvate mirkidega rea Z(—l)k uy tldliige uy haa-
k

bub monotoonselt, siis rida koondub. Tooge ndide hajuvast vahelduvate miarkidega reast
Y (-1¥uy, mille tildliige uy. hadbub.
k

129*. Leidke koik a vdadrtused, mille korral rida koondub ning kdik need a viartused, mille
korral rida koondub absoluutselt:

X a
— n 1 —
E (-1 smn.

n=1

21. Midratud integraal.

. . def
(x0, X1,...,Xp) onldigu [a, b] alajaotus — a=x9<x1<...<Xxp=Dhb.
Alajaotuse tédhis: T voi T'[xg,...,Xn].
Téahistame T = {T: T on 16igu [a, b] alajaotus}.
Olgu T[xp, ..., xn] 16igu [a, b] mingi alajaotus. Tédhistame Axj = xj — x;_; iga k = 1,..., n korral. Tahis-
tame A(T) = kmax Axy. Tahistagu ¢ = (&3, ...,¢y) suvalist vektorit, kus &y € [xp_1,x;ligak=1,...,n

=1,...,

korral.
Olgu [a, bl c X, f: X - R.

de
f on integreeruv16igus [a,b] —

def

<~ dAIeER:Ve>036>0:VTeT, V& AM(T)<d=> <E.

n
Y fCRAx—1
k=1

b
Arvu I nimetatakse funktsiooni f mdcdratud integraaliks16igus [a, b] ja tdhistatakse f f(x)dx.
a

Olgu [a, bl c XcR, f: X —R.

Lause. f int-v16igus [a,b] = f tokestatud ldigus [a, b].

Lause. f pidev ldigus [a,b] = f int-v1digus [a, b].

Lause. f-116plik voi loenduv arv katkevuspunkte 16igus [a,b] = f int-v1digus [a, b].
Lause. f kasvav voi kahanev1oigus [a,b)] = f int-v1digus [a, b].

Olgu[a,blc XcR, f,g: X —R.

Lause. b b
[ ja g int-vad 16igus [a, bl,
Ve labl Fx) < gl } - fa fx)dx <[a g(x)dx.
Lause. Olgu xq € [a, b].
fja g int-vad 16igus [a, b,
Vxela,b] f(x)<glx),
f ja g on pidevad punktis xp,
f(xo) < g(xop)
Lause. f int-v1digus [a,b] = Vl[aj,bi1lcla,b] f onint-vldigus [aj, by].

b b
e f fx) dx<f g(x)dx.
a a
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Teoreem. .
olgu F: [a,b] — R, F(x) =f f()de, kus x € [a, b],
a

F on dif-v punktis xp,
F'(x0) = f(x0).
Teoreem kehtib ka 16igu otspunktides xg = a ja xg = b, aga vdites saadakse sel juhul, et F-1 eksisteerib
l16plik tihepoolne tuletis vastavas otspunktis, mis vordub vastavalt vidrtusega f(a) voi f(b).
Teoreem (Newton-Leibniz).
f pidev 16igus [a, b],
G on f algfunktsioon 16igus [a, b]

[ int-v1éigus [a, b,
f pidev punktis xg € (a, b)

b
} =N ff(x)deG(b)—G(a)-
a

b c b
Lause. f int-v1éikudes [a,clja[c,b] = f fx)dx =f f) dx+f f)dx.
a a C

Lause.
f int-v1digus [a, b],

b b
/IE[R} . fuxlf(x)dxlefa fx)dx.

b b b
Lause. f, g int-vad 16igus [a,b] = f (fx)+gx)dx= f fx)dx +f g(x)dx.
Lause. “ “ “

f int-v16igus [a, b], } fb fb
~. - i d = d .
hulga {x € [a, b]: f(x) # g(x)} vbimsus on 16plik - a g dx a fadx

130. Otsustage, millisesse integreeruvate funktsioonide klassi kuuluvad jargmised funkt-
sioonid f: [0,1] — R.

a) f(x)=elsn¥; d) f(x):sgnsing;

b = ;

) fx) Lc+0,1J .
¢ f(x)=10x-[10x]; e) f(x)=(10x-[10x))e .

131. Jargmisi integraale arvutamata (monda neist ei saagi elementaarfunktsioonide abil
tdpselt vdlja arvutada) tehke kindlaks, kas nad on positiivsed v6i negatiivsed ja kumb kahest
integraalist on suurem.

1 1 1 1
a) f exzdxjaf e“dx; d) f1 lnxdxjaf1 In® xdx;
0 0 1 1
7 by, 3 o ¢ eom
b) f sin x dxjaf dx; e) f coszxdxjaf cos? xdx;
02 2 2 0 On 027[
c) f e* dxjaf e*dx; f) f xsinxdxjaf xsinxdx.
1 1 0 0
132. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised punktis x.
*odt eXPX In ¢t L dr
a) Fx)=| —; d) F(x):f —-dg f) F(x):f —
Q. 1+7¢ 2 r 2Int
b) F(x)= sin tdt;
2
2X g 3 X
c) F(x):f sl_rtltdt; e) F(x):f V1+dr g) F(x)=f e'ds;
0 X X
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2X COSXx 2 X
h) F(x):f In? tdg; i) F(x):f el dr; i) F(x):f e*sinxdx.
X S: 2

in x

133. Leidke jargmised integraalid.

2 -1
2) f Sdx; e)f @; )ff 4dx
- 1-— x2

5 X
7 d In3
b)f cosxdux; f) f4 )26 ; ])f de
1 1 Ccoscx In2 Chzz
n3 Yl+x i
X
C)f dx; g) ﬁ ?dX; k)f x2+1dx’
1 B D f 3x4+3x%2+1
d) fl (2x+ﬁ dx; h) ﬁl(Z +1)dx; x2+1

134. Integreerige jirgmised funktsioonid, vottes integreerimisldiguks funktsiooni méiéra-
mispiirkonna.
a) f(x)={ xz» kui -1<x<0, COS X, kui—%<x<0,
io<x<1; — .
X%, kui0<x<l n € f)=9 1-x% kuio<x<l;
, kuiogx\z, e, kuil<x<4.

b) f(x) — COT2 X

<
LT /4
—— kui —<x<—=;
sin® x 4 2

b
135. Maddirake arv ¢ nii, et kehtiks vordus f f)dx = f(&)(b—a).
a

2 3 3 2 dx
a) f xdx; b) f x*dx; c) f e*dx; d) f
0 2 0

136. Leidke jargmised integraalid.

2 n In2 ex_elx\
a)f |x|dx; c) fo | cos x|dx; e)f dx.
-1

—In2 2

1 3
b) [ |x—2|dx; d) f |x(x—2)|dx;
0 -1

137*. Olgu p > 0. Riemanni integraali kasutades leidke piirvdértus

p

lim ———— = lim —+|—
n—o0 np+1 n—o0 n n

1P +2P + ...+ nP . ((1)” 1 2

(23

1
=+
n

n

22. Midratud integraal.

Olgu a > 0.
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Lause.
f int-v16igus [0, al, }
Vxe(0,al f(-x)=-f(x)
Lause.
f int-v1sigus [0, al, } “ _ [ “
vxelal fn=f0 = %f(x) dx=2 A fx)dx.

138. Leidke jairgmised stimmeetrilisel 16igul antud integraalid.

a
fx)dx.
—a

/1 /A X
a) f sin® x dx; e) (cos X+ tan —) dx;
-7 -7 3
gy 2
b) f — f) f (x° + x* +15x° +4) dx;
-1 1+x -2
/1 2 X m
c) f sin” = dx; g2 (sinx +e¥) dx;
—I 2 —7

e m
d) f In (x+ V1+ x2) dx; h) (sin|x| +|sinx|) dx.

e -

139. Leidke jairgmised integraalid diferentsiaali margi alla viimise vottega.

T 1 4
a) fzsiandx; h) fzﬁ n) fo xV x2+9dx;
0

0 1+4x2°
3 dr 2 1
b)f t+1 i) f3&- 0) f € - 1'e¥dx;
10 0 4+9x2’ Oﬂ
c) f @2x+3)3dx; 1 dy z .,
1 h) i p) fo sin“ xcos xdx;
d) f cos(x + ) dx; 01 4-x z
9 . K f 10 dx ; q) f sin® xdx;
e) f 4-x)2dx; 0 V1-25x2 0
0 z
f f“ dx ) fe IHde; r) fi V cosx —cos® xdx;
0, 3x+4 Lo —15
¢ dx dx
5—-x
dx; ; e
g f_ze * m) fe xInx ) fo chx
140. Kasutades muutuja vahetust, leidke jargmised integraalid.
4 dx 1 dx 7 d
a)f ; d) f S g) fZ i
0314.\/} 05x +Aéx+5 o l+sinx
d X A
[V o [ S ke
o l+x 2 V5+4x—x? o 3+2cosx
)f“ dx ] f)f X )
0o 1+vi+2x -05vV8+2x— 2

141. Leidke jairgmised integraalid ositi integreerimise teel.
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7 3 z

a) fo xcosxdux; e) f In(x +3)dx; h) fzexsinxdx;
. 0 0

b) f xe*dx;
0

m
c) f xsinxdx;

-7

T ) expm
f) f x“cosxdx; i) f sinln xdx;
0 1

1 1 2
d) f xarctan xdx; g j(; etdx; j) f ¥’ Inxdx.
0 1

142. Leidke jirgmised médramata integraalid.
a) fxz\/xz—ldx; c) f\/(x2—1)3dx; e) f\/x2—6x—7dx;

2
x2+1 X .
b) f =z dx; d) f\/mdx, f) f\/3—2x—x2dx.
143*. Olgu f 16igul [0, a] pidev funktsioon, kus a > 0, kusjuures f(x) + f(a—x) #0iga x €

a fx)
0, a] korral. Arvutage méairatud integraal f _
0,4 8 898 )y F+fla-»

144*. Funktsioon f on pidev1digus [0, 1]. Toestage, et kehtib vordus

T T /2
f xf(sinx)dxz—f f(sinx)dx.
0 2Jo

23. Midratud integraal ja pdratu integraal.

OlguaceR, [a,00)c XcR, f: X —R.Olgu V! e (a,o0) korral f int-v1digus [a, I].
00 1
f fx) dxdzefllim f fx)dx (pératu integraal).
a —ooJa
Analoogiliselt defineeritakse paratu integraal protsessi x — —oo jaoks.
Piratu integraalf f(x)dx on koonduv <:e> f fdxeR.
a a
Olgu f: R—R.
c
f f)dxeR,
o)
f fx)dxeR.
C

o0 o0 def (o] o0
Pératu integraal f(x)dx on koonduv = VceR f fxdx= f fx)dx +f fx)dx.

- - - c
Olgu beR, [a,b) cO)% cR, f: X—R.OlguVl!e€la,l] korral f iﬁ?-v loigus [a, l]?okusjuures f olgu tokes-
tamata poolldigus [a, b).

b 1
f fx dxd:eflling f fx)dx (pdratu integraal).
a —0-Ja
Analoogiliselt defineeritakse paratu integraal protsessi x — a+ jaoks.
Analoogiliselt protsessiga x — oo defineeritakse tokestamata funktsiooni paratu integraali koonduvus.
Kui pératu integraal ei ole koonduy, siis 6eldakse, et ta on hajuv.
145. Leidke jargmised integraalid.

. . *© def
pératu integraal f f(x)dxon koonduv << 3FceR:
—00
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146.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

g
h)

T .
)fi sinxdx
o l+cos?x’
2

i

fT cosvxdx;
0

[T

f arcsin xdx;
0
fl 24x+5 dx:
N
f 3ﬁdx;
0

7'[2
1 cosv/x
72 Vx

fl dx )
0 Vx+vitx

dx;

fo dx

11+ Vit+x
n2

ve*—1dx;

0

S

f xdx )
0o Vi-x2

2 )
f xarctan” xdux;
—2m

5
f (x—3)°e* 3 dx;
1

| fl e’dx
0 1+e*’

In3 1—e*
f dx;
o l+eX

m
f e**sin3xdx;
0

exp 5
f xcoslnxdx;
1

VT x3dx

YVazin?

I
7 tanx
f > dx;
0 Cos?x

s
z
f sin® xv/cosxdx;
0

/A
f |cos® x| sinxdx;
0

n
f |1-2sinx|dx.
0

Arvutage jargmised integraalid voi veenduge nende hajuvuses.

I
0 VX'

)
)
N
)
m)
n)
0)

p)

1
f? dx
2 )
oooxln X

Q)




o0

147*. Veenduge, et pératu integraal f e *x%dx on koonduv mistahes reaalarvu a korral.
1
Ndpundiide: Veenduge, et xhngo e Fx*2 = ning kasutage seda viidet iilesande lahendamisel.

148*. Toestage, et paratu integraal

 arctan2x — arctan x
dx
1 X

koondub.

Niépundiide. Avaldage arctan 2x—arctan x tihe arkustangensina, kasutades seost tan(a—f8) =

24. Kujundi pindala ja keha ruumala.

Olgu f: [a,b] = R, Vx € [a,b] f(x)>=0,olgu f pidev.
Hulka D = {(x,y): x€[a,b], y € [0, f(x)]} nimetatakse kdvertrapetsiks.
Olgu D kovertrapets.

n n
Tahistame S* = inf ( max (t))~A , Sy = su ( min (t)) Ay,
Te¥ k; te[Xg—1,Xk] f e 2 nggl te[Xp_1,Xk] f k

def
Kovertrapetsil D leidub pindala & st =5,

§S*=S. = Sp défs* (kovertrapetsi pindala).

Lause. Sp =f fx)dx.
a

Olgu f: [a,b] — R, olgu f pidev. Leidugu m € Rnii, et Vx € [a, b] f(x) > m.

Téhistame D = {(x,y): x€[a,b], y € [m, f(x)]}.

Olgu f1: [a, bl — R, kus fi(x) = f(x) — m. Tdhistame D; = {(x,y): x€[a, b]l,y € [0, f1(2)]}.
Sp dng p, (hulga D pindala).

Olguniitd f,g: [a,b] = R, Yx € [a,b] f(x)<g(x),olgu fja g pidevad.

Olgu D ={(x,y): x€la,b], y e [f(x),gx)]}.

Tédhistame m = minb f(x) (miinimum eksisteerib Weierstrassi teoreemi tottu),
x€la,b]

D1 ={(x,y): xela,bl,ye[m, f(x)]} ning D = {(x,y): xe[a,bl,y € [m,gx)]}.
Sp dé’stz - Sp, (hulga D pindala).
b

Lause. Sp :f (g(x)— f(x)dx.

Olgu p: [a, B] 4 R, VO € [a, B] p(0) >0, olgu p pidev.

Hulka D = {(rcos¢, rsing): g € [a, f], r € [0, 0(¢) |} nimetatakse kdversektoriks.
Olgu D koversektor. Olgu 16igu [a, B] alajaotuste hulk .

n 2 n 2
T
Tahistame S$* = inf ) max o) Ag, Ss=sup ) min o) Ak
TeT (T \relwp, 0] 2 TeX fmp \TElwk-1,0k] 2
def
Koversektoril D leidub pindala P =S«.
§$*=S. = Sp dgfs* (koversektori pindala).
B o(w)?
Lause. SD:f ew) dw.
a 2

41
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Olgu niitid K < [a, b] x RZ. Iga x € [a, b] korral tdhistame Dy = {(y,2): (X, ), 2) € K}. Nouame, et keha K
rahuldaks jargmisi tingimusi:
1) Vxela,b] 3Sp,;
2) ¥Yx1,x2 € [a,b] (Dx, ©Dy,)V(Dx, €Dy, );
3) téhistame S: [a, b] — R, kus S(x) = Sp,, olgu S pidev.
n
Tshistame V* = inf ( max S(t)) ‘A, Vi =su ( min S(t)) -A
E‘Ikzl te[xg_1,xkl ko Ve Tegkzl te[Xp_1,Xk] k
def
Kehal K leidub ruumala = V=V
V=V, = Vg lef (keha K ruumala).

Lause. Vi = f S(x)dx.
a
149. Leidke jargmiste joontega piiratud kujundite pindalad (a, b > 0).

2002 .. 2 .2
a) y=x"jay’=8x ) 5+ =1 (ellips);
b) y=e%,y=0,x=0jax=1; ] a b )
i) y = x*(a® - x%);
5. 3 i) y=x*Inxjay=0;
d) y=x"jay=x5 T k) 7= a(l+cose) (kardioid);
e) y=cosx,y=0, x———]ax— 5 ) r=asin3¢ (kolmeleheline roos);
f) y=sinx, y=—sinx, x=0ja x=; m) r=2a(2 +cos¢);
Y y ] n Z+y)2-a’x?-bv*y?=0;

1
g) y:|lnx|,y:0’x:gjax:e; 0) (x2+y2)2:a2(x2—y2).

¢ y=2x-x*jax+y=0;

:1

150. Leidke jairgmiste pindadega piiratud kehade ruumalad (a, b ja c on positiivsed kons-
tandid).

a) x+y+z=1,x-y+z=1,x=0jaz=0; 0 x_2+y2 z_l(elhpsmd)
2 2 ' b2 ’
b)—+%—1 z-;x(x}O)]az:O; d)x+y =a?, y* + 22 = a°.

151. Leidke ruumalad kehadel, mis tekivad jargmiste joontega piiratud kujundite pdorle-
misel timber x-telje.

a) y=sinx(0<x<mjay=0; f) y:achf(a>0),x=—a,x=ajay=0
b) xyz;l,yzzo,lejax:4; (aheljoog);

o y=x"jay’ =ux 2_ 3.

d) y=sinfx 0<x<mjay=0; g) y° =x"jax=1 (poolkuupparabool);
e) y=e*(0<x<o0)jay=0; h) x° —y2 = d? ja x =2a (hiiperbool).

152. Leidke kera segmendi ruumala, kui kera raadius on r ja segmendi kérgus on .

25. Joone kaare pikkus.

Olgu I intervall. Olgu ¢1,¢2: I — R. Olgu y(1) = (¢1 (1), p2(1)).
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def
Joon y(I) on kaar < JIonlsik.
def
Joon y(I) on lihtne = Y on injektiivne.

. def . .
Joon y(I) on pidev < 1 ja @2 on pidevad.
1 ja @2 on dif-vad,
‘/’,1 ja (,o/2 on pidevad.
, .. def y(a) =y(b),
Kaar y([a, b)) on lihtne kinnine < { Vi e lab) y(t) =y(t2) = £ = o,
Olgu L:=y([a, b]) lihtne pidev kaar. Olgu T'[f, t1,..., tx] 16igu [a, b] alajaotus.
Tahistame A(T) = max (f — fg_1).
o

. def
Joon y(I) on sile — {

Téhistame p(T) = Z\/(pl(tk) @1 (te_1))? + (p2(t0) — 2 (tp_1))%.

Lithidalt 6eldes on p(T) sellise koolmurdjoone pikkus, mille tipud on punktid y(#), kus k=1,...

Kaare L pikkuseks nimetatakse piirvadrtust /1(171_111 p(T). Tahis: ¢1.
)—0

. def
Kaar L on sirgestuv < 3/;.
L on sirgestuv,

Lause. L lihtne sile kaar — b . S
fﬁfa V@ (02 + @l (1)2dt.

Lause.

L on sirgestuv,

a<c<b,
[L:[L]"'(Lz-

L:=1y([a, b)) lihtne pidev kaar,
- |
Ly :=v(a,cl)ja Ly :=y([c, b)) sirgestuvad

NB! Ulaltoodud mdisted saab defineerida ja tulemused kehtivad ka juhul, kui méiste ,lihtne“ asendada

maistega ,lihtne kinnine*“.
153. Leidke jargmiste joonte margitud kaarte pikkused.

a) yzgx% 0< x<3); d) y=arcsine™ (0<x<1);

b) y=Inx (V3<x<V8); 1<x<1+a);

, .

ey = %(x\/xz—l—ln(x+\/x2—l))

b4
c) yzlncosx(0<x<a<5); f) y:achg (—a < x < a) (aheljoon).

154. Leidke jargmiste joonte pikkused.
22

a) x:a(t—‘sint),y:a(l—cos 1), e) _2 J/__ 1 (ellips);
te [(2,22711,3 2 f) ra = alzp esimene keerd (Archimedese
b) x=—cos’t, y= > sin’ ¢ spiraal);
(¢* = a® - b*) (ellipsi evoluut e. kove- g r¢ = 1 punktist (2, l) kuni punktini
rusringjoonte keskpunktide poolt joo- 1 2
nistatud kéver); (5, 2) (hiiperboolne spiraal);
0 { e Zg;ons f:;iszzt?’ (Kardioid); b r=¢% g€ o V3];

2 2 2 i) r=a(l+cosy) (kardioid);
d) x3+y3 =as3 (astroid); ) 1 1
j) tp=z(r+;),kuslgr<3.
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Vastused ja lahendused

5 5
la)Zk;Z(—l) ZIZ( DF1x2;
k=1 k=1

b1+b2+b3+b4+b5+b6 32+33+34+3 e
[D]-In1+In2-1n3+...+ )"lnnl I3+3+

n + 1 liidetavat

n k. n
£ OIS K 8 oy £ i
k= 1 i=0 k=0

(2+0)+(2+1)+(2+2)+(2+3)+(2+4),

>
|8

1 n n+k
%a) Z ai=ag+ar+...+ap=a_+aqsk)-kt---+AQusk)—k = Z a;_j;

|li=o i=k
n—k
b) Z ai=am+am+1+...+An = Aup—f)+k T Am—k+D+k T T Un—k)+k = Z ai ik
i=m i=m-k

n n
O| Y (ap+bp) =(a1+b)+(az+bp)+...+(@n+bp) = (@ +az+...+ap) +(b1+ba+...+bp) = Y ap+
_ k=1
T n n
Y bk; Y ca;=cay+caz+...+cap=clay+az+...+an) =c Y a;, kus c = const.
k=1 i=1 i=1

n
%a) Z (2k-1) =1+345+...+(2n-1) = %-((1+(2n—l))+(3+(2n—3))+...+((2n—1)+1)) = %-n-an nz;
k=1

n

b) Z 2k:2+4+6+...+2n=%-((2+2n)+(4+(2n—2))...+(2n+2)):%-n-(2n+2)=n(n+1);

k=1

1 n ) ) 1 5 1_xn+1

O Y x =l+x+x"+...+x"=— - 1-0A+x+x"+.. . +x") = ——;

=0 1-x 1-x

[ & 1 1,1 1(1_1),1 (1_1 1 (1 1

d) Zl—(zk 1)(2k+1)=ﬁ+ﬁ m-z (T §)+§'(3_3]+“'+§'[m_m)=
1| 1- -1 ) _n_

2 2n+1 2n+1-

_ _Jn1 3 2 n-1

Ha) n2+1 n=12,. }—{o,g,ﬁ,ﬁ, Bt

ne vorratusega n-1= 0 mis ilmselt kehtlb

Niitame, et max X = é Toestame selleks, et iga n € N korral kehtlb 5 See vorratus on sama-

1
védrne vorratusega 5- (n — 1) < n? +1 ehk n® —5n+6 > 0 ehk (n —2)(n 3) > 0. See tihendab, et n <2

voi n > 3. Viimane tingimus on kdigi naturaalarvude n korral tdidetud.
Kuna vdhim ja suurim element on olemas, siis alumine ja tilemine raja vorduvad vastavalt nendega,
seegainfX =0jasup X = l

1. _ 11 1
X_{ﬁ.n_l,z,..} {1,2,3, b
Niéitame, et hulgas X vdhimat elementi ei leidu. Oletame véitevastaselt, et nlo on hulga X vdhim ele-

ment. Siis peaks kehtima vorratus nLo < o +1 See tdhendab, et ng + 1 < ng, mis on véimatu.
Niitame, et min X = 1. Tdestame selleks, et iga n € N korral kehtib % < 1. See vorratus on samavaiarne
ilmselt kehtiva vorratusega n > 1.

Niitame, et inf X = 0. Kdigepealt, iga € N korral kehtib ilmselt % > 0. Seega 0 on hulga X alumine toke
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ning on jddnud niidata, et ta on suurim alumine toke. Kui arv a on selline, et iga n € N korral % >a,
siis on kaks voimalust. Esiteks voib olla a > 0. Siis oleks vorratus % > a samavédrne vorratusega n < %
iga n € N korral. See on vdimatu, sest leidub kuitahes suuri naturaalarve. Jarelikult peab kehtima teine
variant: a < 0. Oleme ndidanud, et 0 on hulga X suurim alumine toke, mistottu inf X = 0.

Kuna hulga X suurim element on 1, siis sup X = 1.

.Analoogiline iilesandega[b)] max X eileidu, infX =min X =2, sup X =3.
n=n" 1) - _J_12_3 n(=1"
X (B =12, ={-}3-3.. 2 L
Naitame, et hulgas X vdhimat ega suurimat elementi ei leidu. Oletame, et hulgas X leidub vidhim ele-
ment, siis ta ilmselt on negatiivne, kuna igast positiivsest elemendlst on niiteks — 2 Valksem Olgu

_ no+2 n0+2
7 +1 hulga X vdhim element, siis peaks kehtima muuseas ka — 70 +1 < Tio+2) 51 © ehk —~+ 7o +1 073

mis on samavidirne vorratusega no (ng+3)=(ng+1)-(ng+2) ehk 0 >2, Vastuolu
9+ on hulga X suurim

element.

Niitame, et inf X = —1. Kﬁigepealt —1 on hulga X alumine toke, sest -1 < — +1 ,kuna n+1 > n (kui
n on paaritu) ning 1lmselt -1 < 75 (kui 72 on paaris). Olgu niiiid arv a hulga X mingi alumine toke,
see tahendab, a < — %7 (koigi paaritute n-de korral) ja a < ;2 (kbigi paaris n- de korral). Vorratus
a< —# annab, etan+a+n<0ehkn(a+1) < —a.Juhul a>-1saame, et n < — a+1 , mis on voimatu,
kuna leidub kuitahes suuri paarituid arve. Jarelikult kehtib @ < —1, mis annab, et —1 on hulga X suurim
alumine toke, st. inf X = —1.

Analoogilise argumendiga néditame, et sup X = 1. (Kasutada tuleb pohiliselt paarisarvuliste n viartuste
korral saadavaid hulga X elemente.)

BlX = 0,1].

Ldigu definitsiooni pohjal 0 < x < 1 iga x € X korral ning samas 0,1 € X. Seega min X =0 jamaxX = 1.
Jérelikult ka inf X =0jasup X =1.

X =0,1).

Niéitame, et hulgas X vdhimat ega suurimat elementi eileidu. Oletame, et x on hulga X vidhim element,
siis 0 < x < 1 (kuna x € X). Seegaka 0 < § < x < 1, kusjuures seet6ttu, et x on hulga X vihim element,
peab kehtima % > x. See on voimatu.

Oletame niiiid, et x on hulga X suurim element, siis 0 < x < 1. Seegaka 0 < x <
seetdttu, et x on hulga X suurim element, peab kehtima xgl x. See on voimatu.
Niitame, etinf X = 0jasup X = 1. Kdigepealt, 0 < x iga x € X korral, see tdhendab, 0 on hulga X alumine
toke. Olgu niitid a selline, et a < x iga x € X korral. Kui a > 0, siis 0 < % < a < xiga x € X korral,
kusjuures 4 € X, millest a < 4. See on vGimatu. Jarelikult @ < 0, mis tdhendab, et 0 on hulga X suurim
alumine toke ehk infX = 0.

Analoogiliselt nditame, et sup X = 1.

xé’l < 1, kusjuures

[®] X ={-1}u(0,1). lmselt min X = -1, seega infX = —1. Analoogiliselt iilesandega[f)] saame, et max X
ei leldu]a supX=1.

] x={n?-2n+3: n=1,2,..}=2,3,6,11,18,...,n% —2n+3,.. }.

Niitame, et min X = 2. Selleks niitame, et mistahes naturaalarvu n korral n2 —2n +3 > 2. Viimane vor-
ratus on samavairne vorratusega (1 — 1)2 > 0, mis ilmselt kehtib.

Niéitame, et hulgas X suurimat elementi ei leidu. Oletame, et n(z] 2np + 3 on hulga X suurim element,
siis peab kehtima n0 —2n0+3 > (ng+1)2-2(ng+1) +3 ehk 0 > 2ng + 1 - 2. Viimane vorratus tihendab,
et 2ng < 1, mis on voimatu.

Kuna min X =2, siis inf X = 2.
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Niitame, et sup X = oo, see tdhendab, et hulk X on {ilalt tokestamata. Oletame, et M on hulga X {ile-
mine toke, see tihendab, n —2n +3 < M iga naturaalarvu n korral. See annab, et (n— 1?2 <M-2iga
naturaalarvu n korral. Viimane tingimus ei kehti, kuna leidub kuitahes suuri naturaalarvude ruutusid.
Saadud vastuolu niitab, et hulk X on tilalt tokestamata.

DX =[-1,00).

Pohjendus, et min X = inf X = -1, on analoogiline iilesandes[e)) toodud pohjendusega.

Naitame, et hulgas X suurimat elementi ei leidu. Kui xp oleks hulga X suurim element, siis peaks keh-
tima ka xg + 1 < xo (kuna ka xg + 1 € X), mis on voimatu.

Niéitame, et sup X = oo, see tdhendab, et hulk X on {ilalt tdkestamata. Oletame, et M on hulga X {ile-
mine toke, see tdhendab, x < M iga x € X korral. Kuna 1 < M < M +1, siiska M +1 € X, mis tdhendab
vorratust M + 1 < M, vastuolu. Jarelikult hulk X on tilalt tokestamata.

DX = (-1,00).

Pohjendused, et hulgas X vihimat ega suurimat elementi ei leidu, on analoogilised iilesannetes[f) ja
toodud péhjendustega.

Pohjendus, et inf X = -1, on analoogiline iilesandes[f)) toodud pohjendusega. Pohjendus, et sup X =
oo, on analoogiline iilesandes[D) toodud pohjendusega.

X ={}.3.12}.

Hulk X on loplik; lihtsa vordluse teel ndeme, et min X = inf X = % ning maxX =sup X =2.

[Bl[2)] X = [-4,00);[b)] X = (00, —2] U [2,00);[c)] X = R\ {0};[d)] X = R\ {~2,2};[€)] X = (-2,0];[[)] X = (6,00);
R X = [-2, D)\ {0 [h)] X = [0,4) \ {15[)] X = (=1,1) \ {05 [D] X = [0, 11;[K)] X = (—00, —3] U [1,00);[0] X = Q;[m)]
X = [ %, 5 5[] x = {F + 2kn : ke Z}[0)| X = Z;p)] X = (0,2)\ (1;[@)] X = [0,00)5]0] X = (=1, 1.

9l [a)|Kuna 0 < x® < 25iga x € [-1,5] korral, siis f on tokestatud hulgas A.

Kuna J—IC > liga x € (0,1) korral, siis f on alt tdkestatud hulgas A. Funktsioon f ei ole {ilalt tokestatud
hulgas A. Oletame, et M on iilemine tdke funktsioonile f hulgas A, siis iga x € (0, 1) korral % < M. Siit
jareldame, et M > 2 (nditeks seetdttu, et 0 < % < M). Saame, et x > ﬁ iga x € (0,1) korral. See on

2
voimatu, sest ka arv % . A—l/[ kuulub hulka (0, 1), ent % . ﬁ < A—l/[

Kunal < % <2igaxe (%, 1) korral, siis f on tokestatud hulgas A.

d)| Saame, et Inx < In3 iga x € (0,3) korral, mistéttu —Inx > —In3 iga x € (0,3) korral. Jarelikult on
funktsioon f hulgas A alt tékestatud. Funktsioon f ei ole iilalt tokestatud hulgas A. Oletame, et M on
tilemine toke funktsioonile f hulgas A, siis iga x € (0,3) korral —Inx < M. Siit saame, et Inx > —M,
millest potentseerides x > e M, Sealjuures kindlasti M > 0, néiteks seetdttu, et 0 < —ln% < M. Saadud
vorratus x > e~ M iga x € (0,3) jaoks on vbimatu, sest niiteks arv Ze_M kuulub samuti hulka (0, 3) (see
arv on positiivne ning M > 0 tottu vdiksem kui %), kuigi %e_M <e™™,

Kuna 5< f(x) <5iga x € (0,7) korral, siis f on tokestatud hulgas A.

[]Kuna f(x) = 0 iga x € R\N korral, siis 0 < f(x) < 0iga x € A korral, jarelikult f on tokestatud hulgas
A.

Niiteks f(x) = sinx voi f(x) = cosx (mdlemad on alt tokestatud arvuga —1 ja tilalt arvuga 1).

@ Niiteks f(x) = cotmx. Ndeme, et f ei ole méddratud ainult juhul x = n, kus n € Z. Sealjuures vahe-

mikus (n, n+ %] saab f kuitahes suuri ja vahemikus (n + %, n+ 1] saab f kuitahes vdikesi vaartusi, kus

neZz.

Kui | f(x)| < K iga x € Akorral, siis —K < f(x) < K iga x € A korral. Niisiis on f tokestatud hulgas A.
Vastupidi, olgu f tokestatud hulgas A. Siis leiduvad mja M, et m < f(x) < Miga x € Akorral. Tdhistame
K =1+max{|m|,|M|}, siis K > 1>0ning K > |m|ja K > |M|.
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Olguniitid x € A. Saame, et —-K < —|m| < m < f(x) < M < |M| < K. Seega | f(x)| < K iga x € A korral.
Leidugu arvud m, mp, M1, M2 nii, et my < f(x) < M ja mp < g(x) < Mp koigi x € A korral. Siis
my + mp < f(x)+ g(x) < Mj + M kdigi x € A korral, mis tdhendab, et  on hulgas A tokestatud.
Ulesande 5 pohjal voime [ ja g tokestatuse eelduse panna kirja ka nii: leiduvad K7, K> > 0 selliselt, et
[f(0)] < Ky jalgx)] < Kz iga x € Akorral. Jarelikult | f(x)g(x)| = |f(x)|-1g(x)| < K1 K> iga x € A korral.
Oleme saanud, et funktsioon p on tokestatud hulgas A.

V£>0 ID>0 : Vx x>D=|f(x)-6|<¢

PIVE>0 36>0 : Vx O0<|x-1<é= f(x)>E;

Plve>0 36>0 : Vx 0<lx-1<6=>|fx)l<¢g

[DIVE>0 3ID>0 : Vx x<-D= f(x)>E.

[18}[a)] Vaja on niidata, et

Ve>0 36>0 : Vx O0<|x[]<d = |[@2-5x)-2|<e.
Fikseerime € > 0. Kehtivad implikatsioonid
£
[2-5x)-2|<e < |bxl<e < |x|< E
Niisiis, valides 6 = %, kehtib tilalsaadu pdhjal
€
O<|x|<d = 0<]|x|< 5 => |(2-5x)-2|<e¢,

nagu soovitud.
[b)]Vaja on ndidata, et

Ve>0 35>0 : Vx 0<|x-3|<6 = |@4x-7)-5|<e.
Fikseerime € > 0. Kehtivad implikatsioonid
Ux-7)-5l<e < WEx-3l<e < |x—3|<§.
Niisiis, valides & = £, kehtib iilalsaadu pohjal
0<|x-3]<6 = 0<|x—3|<§ > |4x-7)-5<e,

nagu soovitud.
[0)]Vaja on ndidata, et

Ve>0 36>0 : Vx O<|x-(-DI<d = |Bx-1-(-4l<e.
Fikseerime ¢ > 0. Kehtivad implikatsioonid
Bx-1-(-4)<e <« I3x+3l<e < [|x-(-DI< g
Niisiis, valides 6 = g—), kehtib tilalsaadu pdhjal

0<lx—(-D|<8 = 0<|x—(—1)|<§ > |Bx-1)-(-4)<e,
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nagu soovitud.
[D]Vaja on niidata, et

X2+x=2

x—1

Ve>0 F6>0 : Vx 0<|x-1]<6 = 3l<e.

Fikseerime ¢ > 0. Kehtivad implikatsioonid

2

xX“+x-2 (x—l)(x+2)_

x—1

-3|<e¢ 3l<e < |x-1l<e

x-1

(eeldusel, et x # 1 ehk 0 < [x — 1). Niisiis, valides 6 = €, kehtib tilalsaadu pohjal

2

X“+x-2
0<|x—-1]<6 = O<|x-1l<e = 1 -3| <¢g,
X—
nagu soovitud.
[©)]Vaja on niidata, et
3x%+x
Ve>0 I6>0 : Vx 0<|x|<6 = -1 <e.

Fikseerime € > 0. Kehtivad implikatsioonid

3x%+x
X

3% +x—x

—-ll<e <

£
<eg < Bxl<e <« |x|<=
X 3

(eeldusel, et x # 0 ehk 0 < |x|). Niisiis, valides & = £, kehtib iilalsaadu pohjal

£ 3x%+x
0<|x|<d = 0<lx|<=- => |—-1|<g¢,
3 X
nagu soovitud.
[]Vaja on niidata, et
1
VE>0 FI6>0 : Vx 0<|x+2|]<6 > —>E
(x+2)2
Fikseerime E > 0. Kehtivad implikatsioonid
LI (+2)2<1 lx+2] < !
— < (x - < |x —
(x+2)2 E VE
(eeldusel, et x # —2 ehk 0 < |x + 2|). Niisiis, valides 6 = \/LE’ kehtib tilalsaadu péhjal

1 1
0<|x+2|<6 = O0<|x+2|<— = —>FE,
VE (x+2)2

nagu soovitud.
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[8)]Vaja on naidata, et
VE>0 3AD>0 : Vx x<-D = Vx+l<-E
Fikseerime E > 0. Kehtivad implikatsioonid
m<—E e x+1<-F < x<—(E5+1).
Niisiis, valides D = E° + 1, kehtib iilalsaadu p&hjal
x<-D = x<-(E°+1) = Vx+l1<-E,

nagu soovitud.

[19}[a)] Vaja on niidata, et

x—1 1
-—|<e.
3x+2 3

Ve>0 idiD>0 : Vx x>D =

Fikseerime ¢ > 0. Kehtivad implikatsioonid

x—1

1 5 5 5 5 5
= £ & 3x4+2]>— <« 3x+2>— & 3x>— & x>—
3x+2 3

—< .
3-13x+2] 3e 3¢ 3e 9¢e

|<e
Olgu D = 95—5, siis tilalsaadu pdhjal

5
x>D = x>—
9¢

x-1 1 ‘
-=l<e,
3x+2 3

nagu soovitud.

[b)]Vaja on néidata, et

x-1 1
3x+2 3

Ve>0 iD>0 : Vx x<-D

Fikseerime € > 0. Kehtivad implikatsioonid

x—1 1
3x+2 3

5
—<
3-13x+2|

5 5
<€ e < 3x+2|]>— <« 3x+2<-— <«
3¢ 3e

(53]
< x<-|—+-|.

5
< 3x<—(—+2
3¢ 9¢ 3

Olgu D = 95—8 + %, siis tilalsaadu p&hjal

(5 2) x-1 1
x<-D = x<—-|—+= -=|<g,
9¢ 3 3x+2 3
nagu soovitud.
[0)]Vaja on naidata, et
2x-5 2
Ve>0 iD>0 : Vx x<-D -—|<e¢
3x+1 3
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Fikseerime € > 0. Kehtivad implikatsioonid

2x-5 2‘ 17

--|<e ——<¢
3x+1 3 3-13x+1]

17 17
< Bx+1ll>— <« 3x+l<-— <«
3e 3e

17 17 1
< 3x<—|—+1] & x<-[—+-|.
3¢ 9¢ 3
Olgu D = 9E + é, siis {ilalsaadu pohjal
(17 l) 2x-5 1
x<-D = x<-|—+= -—-|<g,
9¢ 3 3x+1 3

nagu soovitud.
[D]Vaja on ndidata, et

Ve>0 36>0 : VYx 0<|x-3]<6 = (\/2x+1—\/7(<e.

Fikseerime ¢ > 0. Kehtivad implikatsioonid

2x—-6 2|x -3 eV7
V2x+1-V7|<e « |———— _|<¢ <« <g <« |x-3]<—.
| V2X+1+V7 V7 2
Olgu 6 = ‘[ , siis tilalsaadu pohjal
0<|x-3|<6 = |x- 3|<£ ‘\/2x+ —\/"<g

nagu soovitud.
[e)]Vaja on néidata, et

Ve>0 3650 : Yx 0<|x+8/<6 = ‘\/l—x—3)<e.

Fikseerime € > 0. Kehtivad implikatsioonid

1-x-9 x+8
‘vl—x—ﬂ<g < |——|<e¢ l |<5 < |x+8|<3e.
vV1-x+3 3

Olgu 6 = 3¢, siis lilalsaadu pohjal
0<|x+8|<d = |x+8]<3¢ = ‘\/1—x—3‘<e,

nagu soovitud.
[]Vaja on niidata, et

x“+1 1
Ve>0 dD>0 : Vx x>D = —-—|<e.
2x2+1 2
Fikseerime ¢ > 0. Kehtivad implikatsioonid
2+1 1 1 9 1 9
— ——|<¢ ————— <& < 2X"+1>— <« 2x°>— <«
2x24+1 2 2-2x2+1) 2e 2e
= 2> ! < x> !
4¢ 2€
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1 e o
Olgu D = 2y Siis tilalsaadu pohjal

oD = sl ¥#+1 1 -
X xX>— — ——|<g,
2\€ 2x2+1 2
nagu soovitud.
[8)]Vaja on naidata, et
B+1 1

Ve>0 iD>0 : Vx x<-D <
2x3+1 2

Fikseerime € > 0. Kehtivad implikatsioonid

B+1 1

—_— <E€
2x34+1 2

1
—_—<
2-12x3 +1]

3 1 3 1
< x<—-|l+—] & x<—-{/1+—.
4e 4e

siis tilalsaadu p6hjal

3 1 3 1
e < 2x°+1|>— <« 2x°+1<-——
2e 2¢€

OlguD = {/1+ 4

4¢g?
3 1 B+1 1
x<-D = x<i/l1+— — | <g¢,
4e 2x3+1 2
nagu soovitud.
[b)]Vaja on néidata, et
5x+1 5

Ve>0 dD>0 : Vx x>D =

-—-|<e.
3x+7 3'

Fikseerime ¢ > 0. Kehtivad implikatsioonid

5x+1 5 32 32 32
-—|<e€ —— <& & [Bx+7>— <« 3x+7>— <«
3x+7 3 3-13x+7| 3¢ 3e
32 32
< 3x>— < x>—.
3¢ 9¢e
Olgu D = %, siis tilalsaadu pohjal
32 5x+1 5
x>D = x>— -—|<Eg,
e 3x+7 3
nagu soovitud.
[]Vaja on néidata, et
2
VE>O0 iD>0 : Vx x>D = ——>E.
x+1

Fikseerime E > 0. Olukorras x > D > 0 saame, et

x2

T1>E < x2>E(x+1) < x¥*>E « x>VE.
X
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Olgu D = V/E, siis tilalsaadu pohjal

2
x>D = x>VE = %>E,
X
nagu soovitud.
; 3 2 _13 2 —1.
ﬂhml(x —5x%+5)=1%-5-1245=1;
X—
¥-x-2 . (x-2(x+1) . x+1 3
b)| lim = lim =lim — =—;
_x—»2x2+x 6 x—2(x-2)(x+3) x—2x+3 5
#®¥-1  x-DP+x+1) . xP+x+1 3
)| lim = lim = lim ==
x—1x2-1 x—1 (x—1(x+1) x—1 x+1 2
o x?+x+1 1-1+1 1
d)| lim =—;
T2 —x+l 14141 3
e)lim( 3 1 )_im 3—(1+x+x?) im +x-2 o (x=Dx+2)
lr—11-x3 1-x) x=1(1-0)0+x+x2) x—1(x-DE2+x+1) x—1(x-DE2+x+1)
x+2 3
=lim ——=-=1;
_xﬂ1x2+x+1 3
3 3 3 2
ol 1- ¥x+1 i (1- x+1(1+ x+1+ (x+1)) i - (x+1)
1m = 1im = lim =
=0 X x—=0 x-(1+3x+1+\3/(x+1)2) x*0x~(1+3x+1+\3/(x+1)2]
- -1 1
= lim 3 =—=;
=0 Yxr T+ V(x+ 12 3
Y (1= Va2 1) (14 Va4 1+ V21 12) - (14 Va2 1)
)| lim = lim -
01—Vl 0 (1o Va2 1) (14 V24 1) (14 Va4 1+ V24 D7)

(1= 02+ 1) (1+ Va2 +1) V2 r1 )

= lim 3 3 = lim 3 3 =—.
x_’o(l—(x2+1))~(1+\/x2+1+\/(x2+1)2J =01+ Va2 +1+ V2 +12 3
] -Vx+3 4—(x+3) , 1 1
21 a)llm - = lim =-lim———————— =——;
x—=1 x4+ x-2  x—1(x+2)-(x—1)-(2+Vx+3) x—1(x+2)-(2+Vx+3) 12
. Vx=2 x—4 1 1
b)| lim = lim = lim =—;
x=4x2-16  x—4 (x+4)-(x—4)-(Vx+2) ot (x+4)- (Vx+2) 32
x+2 x+2)-(1+vx+3)
c)| lim = lim Lz— lim (1+\/x+3)=—
_x~—21 vVx+3 T x—22 1-(x+3) x—=2
arccoslogx %
d) llm—nxg=£= 5
x—1 sinZ¥ %
. sindx . sindx
e)| lim =lim4- =4-1=4;
| jx—0 X x—0
. 2arcsinx 2 . arcsinx 2 2
) lim ——=—-lm ——=—--1=—;
[x—0  3x 3 x-0 x 3 3
2)| lim xcotx = lim =1;
"~ [x—0 x—0 tan x
h)| lim =00;
)x—>1 (x—1)2
.. 1+x
i) lim [ ——| = oo;
x—0| X
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N cos X
) lim ———— = —o0;
[ [x—0cosx—1
; . l-cosx| . 1-cosx . 2sin? §
o[ lim , - = — = lim - = lim - = = lim |tan | 0;
x—0\|sinx| |tanx|/ x—0 |sinx] x—0 |sinx| ~ x—02[sin%|-|cos¥| ~x—0
B 1
sinx
1) llm (1+Slnx)smx = hII}) 1_|_T =e;
- sinx
1
1 sin? x 1
m)|lim (cos2x)sin?x = lim [ 1+ —e 2= _,
x—0 x—0 1 e2

sin? x
—4}Kunan - (- 1)”>n2—1n1ngllm(n -1)= oo,sushm[n -(-1 )

2n 2-n 2 2
b)|lim =1lim =1lim T=x
n5n-1 n n_(s_%) n5-15

N 1
c) lim(—+3) =0+3=3.
— n n

1
d)[Kuna -1 < sinn < 1, mis annab, et sinn € O(1) (tdkestatud suurus), ning lirrln CP 0, siis
n

(1
lim(—sinn+ %)=0+1=1.
n \2n
2 2 6

_ n?+2p-6 N '(1+ﬁ—m) 1

e)11,r1n Bn_1? =11111n 5 =§.
n-— 2 1

B n2-(3- %)
f)lim( n +nzsinn7r]:lim(L+n2-O)=lim +0)=1

n\n+1 n\n+l n 1+%

_ 142+..+n . nn+1) . 1+t 1
g)|lim =lim =1lim = —.

n (2-3n)? n2-2-3m% n o, (2 J2 18

n

h)lim((l+—) + "3n):lim((1+—) ) +lim V- ¥V3=e?+1-1=€? +1.

n n n n n

n \n+sin9 1 1 sin9 1 1

i)lim( ] = lim _. 1,2t

n\n+1 n (n+) 1+1 e e

n n
1 1 1 1\" 1

HKuna — 2 < — < 55 ninglim|—— | =lim — =0, siis lim =0. Niisiis lim | =| +——|=
) 27X (=) X o7 g 7 on n on ’ R . 1 2 (—2)”
+0=0.

1+(-D"
—=

1
k)|Kuna 0 <1+ (-1)" <2, siis 1+ (-=1)"" € O(1) (tdkestatud suurus). Et lirrln; =0, siis lirrln

llm— (1+D"=
ISaame, et cosnm = (-1)". Jadal ((-1) ) ~, =(-1,1,-1,1,...) on osajada (-1,—1,-1,...), mille piir-
vadrtus on —1, ning osajada (1,1,1,...), mille piirvdartus on 1. Seega llm( D" ei ek51steer1

Iadal (n(‘”")oo ) (1 2,141, ) on osajada (2,4,6,...), mille piirvddrtus on oo, ning osajada
n=

="

(1 % %, ], mille piirvadrtus on 0. Seega lim n ei eksisteeri.
n

.Iadal ( " ) 1= =(-1,2,-3,4,-5,...) on osajada (2,4,6,...), mille piirvdédrtus on oo, ning osajada
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(-1,-3,-5,...), mille piirvdértus on —oco. Seega lirrln(— 1)"n ei eksisteeri.

]adal (xn)‘;f’:1 = (1, %,l, i,l,...) onosajada(1,1,1,...), mille piirvddrtus on 1, ning osajada (%, 41, %,...J,
mille piirvddrtus on 0. Seega li'I;n X5, ei eksisteeri.
R2RIVE>0 36>0 : Vx O<a-x<8 = [f(x)>E;
PIVE>0 36>0 : Vx O<x-a<8§ = f(x)>E
OIVE>0 3D>0 : Vx x>D = f(x)<-E
[DVE>0 3ID>0 : Vx x<-D = f(x)>E.
3l[@)f(x) := if x>=0 and x<=1 then x+1 else if x>1 and x<=3 then x-1;
plot2d(f(x), [x,0,3]);
2.5+

2+

-0.5+

lim f(x)= lim (x+1)=1+1=2;

x—1- x—1-

lim f(x)= lim (x-1)=1-1=0;

x—1+ x—1+

lim2 fo)= lir112 (x—1) =2-1=1, mistottu ka vastavad tthepoolsed piirvdirtused on vordsed 1-ga.
X— X—
B)£(x) := if x>=0 and x<=1 then x"2 else if x>1 and x<=2 then x-1;
plot2d(f(x), [x,0,2]);

15+

0.5+
lirrol f(x) ei eksisteeri, kuna f(x) pole méératud, kui x < 0;
X—0—

lim f(x)= lim % =0;

x—0+ x—0+

lim f(x)= lim 2= 1;

x—1- x—1-

lim f(x)= lTrn (x-1)=1-1=0.
x—1+ x—1+
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5
24t ) Jing, 7 =, 7 = 2=b
(x+1) x2~(1+%) [1+%)
] 1
33 -x2+1 3-3+3
b)| lim = lim —— % =3;
X—00 (x_1)3 X—00 1 3
(1-3)
] 3.1 _In2
. 3x%2+x-In2 . ;+p—%
O B ren2 e sm2 O
| 0 x° +sin2 0 1+?
2
5x+2 5+%
d)[ lim 2x) lim ——+ lim 2*=5+0=5;
x——oo\ x+ Jx A==0 ] + —— = x==
Vexs 2 (1+ %) V2o 1+ x| -y/1+ %
X . X
e) m 15 xl = — —th S
——00 X ——00 ﬂ—oo ——00
i e e e
1+5
= lim sgnx- sale P
X——00 5 ’
- X
3
2x-3 x-(2-3)
)] 1 20 fim
IO x2 41 X |x|\/1+ =
. |sinx]| . sinx
5i1a)| lim = lim =1
x—0+ X x—0+ X
| sin x| . —sinx
lim —— = lim —— =-1;
x—0- X x—0- X
-2 x—2
lim ! ! = lim —=1;
X—2+ X—2  x—2+Xx-2
. lx=2] 2—x
li = —=-1;
X—2- X—2 x—2-Xx-2
X
lim —— =o0;
x—3+x—-3
X
lim —— = -oc;
x—’3—x—23
. x“ -9 . x+3)(x—3) .
lim = lim ; = lim (x-3)=-6;
x—-3+|x+3| x—-3+ x+3 x——=3+
2
x“-=9 x+3)(x—-3
lim = 1l M = lim (3—x) =6;
x—-3-|x+3] x—-3- -x-3 -
8 . 1 x 1 Xn .
valime x, = =, siis llmxn =0ja h}I’lnﬁ = 1; valime X, = —+, siis llmxn =0ja hgln— = —1; Heine
Xn
kriteeriumi poh]al piirvédartus puudub;
valime x, = —2nn, siis li;lnxn = —ooja li;tncosxn = 1; valime %, = -2nn+ %, siis li;lnfcn = -o0ja
i;l‘ﬂ cos X, = 0; Heine kriteeriumi pdhjal piirvaartus puudub;
1 1
. D T Mol — O valite 5 — 1 T = i T i
Vahme Xn = 73; Siis llrrln Xp = Ojahrrlnsm o 0; valime X, = Tt T siis hrrln Xn= 0]a11;lnsm 3

Heine kriteeriumi pohjal piirvdartus puudub;

valime Xp, = 2n, siis lirrlnxn =oja 1irrln(—1)Lx”J =1; valime %, =2n+ 1, siis lirrlnicn =oja lirrln(—l)Lx"J =
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—1; Heine kriteeriumi pohjal piirvdédrtus puudub;
1

m)|kuna |sinx| < 1ja lim — =0, siis lim —-sinx=0;
L X—00 X X—00 X

__ xarctanx? ) 2 7
n)) lim ———— = lim arctanx“:- lim ——=—.0=0;
x=-co (x+1)2  x—-oo x= ‘°°x+2+— 2
ﬂkuna 0< fx)<xja lirrbx =0, siis limy_.q f(x) =

X—

p)| lim =0;
_x—>0+ 1+le}
Q)| lim =1
| x“0‘1+ex
. inx
r)| lim (2% +—) 0+1=1;
_xﬂO— X
X inx
s)| lim (2 +—) 00;
x—0+ X

t)|Kasutame ahelvorratust y—1 < | y] < y, mis kehtib iga y € R korral. Saame, et %— 1< HJ < %, millest

korrutades positiivse arvuga x (protsess on x — 0+) saame x - (— - 1) FJ <x- %, mis annab, et

1-x<x- { J 1. Siit jareldub keskmise muutuja omaduse abil, et llrlol x- \‘ =1.
—0+ X

Saame, et } -1< hJ < }, millest korrutades negatiivse arvuga x (protsess on x — 0-) saame x -
(% - 1) >x- HJ >x- %, mis annab, et 1 —x > x- HJ > 1. Siit jareldub keskmise muutuja omaduse abil,
1
et lim x- {—J =1.
x—0- X

v)|Eeldades, et 0 < x < 1, kehtib | x] = 0, mistottu lim m =0.

x—0+ X
(x+1)—x
w)| lim [Vx+1-Vx|= lim = lim =
x—*oo( ) =00 Xt 1+yx K70 Vx+ 14X

[ ] +1 11)? 2
x+1)* 2 x—1
27La)| lim (— = lim | |1+ — . —) =e2-1=e2;
x—oo|\x—1 X—00 51 x+1
| v ax
b lim (——]" = lim —— ==;
X—oo\l+x X—00 (1 l) e
X
] x+In2 1 =1 1+In2 1 1
c)| lim (1——) = lim ( ) =—.1=—;
X——00 X X——00 (L)x+ln2 X——00 1\l x e e
= LR Y
B 2x-1 152\ 6 3
x+1)°*" 1 3 x+1
d)| lim —) = lim 1+ — (—) =eb.1=¢f.
x—-oco\x—-2 X——00 XT—Z x=2

5x2 +100
28 Kuna llm _ﬁ(x) = lim X+ =0, siis B € o(a), seegaka f € O(a).
a(x) x—oo x3

Vnb+1

b)|Kuna lim 4n _lim ——— =1, slis @ € ©(p) ja vastupidi.

L | n n n n

] log, n

c)|Kuna li;tnﬂ = lirrln 821 _ li;lnlogz {/n=0,siis ap € 0(B,), muidugi siis ka a, € O(By).
n n
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e)|Kuna lim n _ lim
n ﬁn n

f)|Kuna lim &

g)|Kuna lim — =lim —

lh)|Kuna liﬁn & =lim (

1
d)|Kuna log, n = %, siis a € ©(B5) ja vastupidi.
n

n2

5 =5, siis a; € ©(By) ja vastupidi.
ne+

N _y (x—4)7

Im 2o xlir}l 30_4) =0, siis @ € 0(B), seega ka a € O(p).
W

T =0, siis B, = o(ay), seegaka B, € O(ay).

n+1

nan n

S|

) = e, siis B, € O(ay) ja vastupidi.

nloo W)IOO

ap N n

i)| Paneme tihele, et lim | =lim ———— = —. Seega, valides € = %, leidub jada piirvdartuse def.
n 2n n 2 2
hial (0100 1) 1 n[n1%0 3 nt00  (3\n o
ohjal NeN,etn > N> -——|<-20< <-=0< < |- .Keskmise muutuja
PO g an 2|54 an S3 TS o (4) )

100

3 n
omaduse ja koondumise li;ln (4_1) =0 tottu ka li,rln nz—n =0.Seega ap, € 0(Bn), jarelikult ka a, € O(By).

[ ] _ xPesxt 2
29| |a)[lim ~— >~ = lim [1+5x ]:1+0:1;
| x—0 x2 x—0
. sinx+tan2x 1 sinx 2 tan2x 1 2
b)llim ————— = - lim — +-lim ——=—+-=1;
| Jx—0 3x 3x-0 Xx 3x—0 2x 3 3
CVIFI-VE L (x+D-x0-2Vx . 2 2
c) th i = th = th = 3 =1
00 NG ©  Vx+1+yx R 1+1 41
o x3-3x+2 . (x-12%x+2 . x+2 3
d)| lim = lim =lim—=-=1;
| Jx—1 3(x-1)2 x—1 3(x-1)2 x—1 3 3
n+2 2
V3 n+2)-v/n nvn+2vn 1+ 1
)| lim 24 1:11’1111( 3) \/_:li,rln vn ‘/_1 =lim ”1 ==L
NN G O i e
] . sinbx . 6x
30}ja)| lim —— = lim — =3;
| [ jx—0 2x x—02x
sinbx 5x
b)| lim = lim =lim —— =5;
| Jx—~0x+x2 x—~0x+x2 x—~01+x
arcsin8x . 8x
c) ——— =1lim — =2;
| |x—0arctan4x x—04x
tan2xarcsin3x im 2x- 3x
d)|lim ——————— = H
| |x—0sin3xarctan2x x—»O 3x-2x
. sin3xtan2x 3x-2x
e)| lim = lim =6;
=0 (x—x3)2  x—0,2. (1 —x2]2
] In(1+x X
) lim#:lim—:l;
| {x—0 sinx x—0Xx . .
x 0 arcsin +=—= =
g)lkuna lim —— = — =0, siis lim B E S | S, lim — =-1;
T x—01-x 1 x—0 In(1-x) x—0 —x x—0x-1
2-(3/2+1-1 3
\/x+ -2 8 1
h)| lim = lim ( ) =lim = = —;
| 1x—0 x—0 2x x—0x 24




2
Vitex+x2-1 L 14x 1

i)|kuna 11m (x+x ) =0, siis lim - = lim =lim — = —;
x—0 sin3x x—0 3x x—0 9 9
5 5
i . . V1+x2-V1-2x 1+x2-1 . V1-2x-1
)lkuna lim x“ = lim (—2x) =0, siis lim = lim — lim =
x—0 x—0 x—0 xX+x° x—0  x+x° x—0 x+x°
X —2x 1 1
_1 5 1 — 1_1
=limy_o e limy ¢ ap —0t2=72
5 5
) 5 ) o 1-x2-Y1+2x . 1-x2-1 V1+2x-1
k)| kuna lim (—x“) = lim 2x = 0, siis lim - = lim - — lim - =
x—0 x—0 x—0 S x x—0 Sinx x—0 sin x
2
—X 2x
—+— = 2 2
limi—limi=0——=——;
x—0 X x—0 X 5 5
. . o Y1—sinx— v1+sinx . Y1-sinx—1 . V1+sinx-
)|kuna lim (+sin x) = 0, siis lim = lim — lim
x—0 x—0 X x—0 X x—0
. =S . sipx . —-x . x 7
=limy_o — —hmxﬂol =limy_g 35 —limy—o 75 = 135
sinx—x S _
m)| lim = lim =% =0;
| _|x—0 x+x3 x—0 1+x2
1- arcsin x
. x—arcsinx . X
n)| lim = lim =0;
| |x—0  x+x? x—0 l+x
. 2x+arcsinx . 2+% 3
o) lim ——— = lim ———— = —;

x—03x—arcsinx x—03_— m 2

. arcsmx
2x+3arcsinx _ 2+3- ==

p)| lim = =5;
x—0 2x—arctanx x—»O 2 &;mx

t

_ 3x®—2tanx? _8-2 a;lzx 3-2

Q)| lim = lim T =——=1
x—02x2-In(1+x2) x—05_ ln(1+x ) 2-1

: hm(m_x) hm(ﬁ {f1-2ea) - g 11§ 2] < i 121 -

4

-3 -4
= lim x-—% =-1,sest lim — =0.

X—00 4 X—00 Xx
Vaja on néidata, et lim 3x = 3a. Selleks niitame, et
Ve>0 36>0 : Vx lx—al<d = |3x—-3al<e.

Fikseerime € > 0. Kuna [3x—-3al<e <3|x—al<e<|x—al < %, siis valides 6 = %, kehtib

lx—al<d = |x—al< % = |3x—-3al<e.

Vaj aon ndidata, et }1_131 x? = a®. Selleks nditame, et

Ve>0 38>0 : Vx |x—al<d = |x’-d?|<e.

(NB' Kehtib a > 0.) Saame, et |x2 — a?| < € < |x— al - |x + al < ¢. Lisaks sellele kehtib ka |x — a| < 4 “
—5 <x—a< 2 = 37“ <X+ a < 5—“ > |x+al< 3 5“ Nusus eeldusel [x—a| < % “ kehtib 1mp11kat3100n

|x—al-|x+al<e<|x— al <£©|x a|<

Jérelikult piisab leida & selliselt, et6 < §jad < 5. Olgué = min{%, g—;} Saame, et

a 5a
x—al<4=|x+al<3f 2e sa
|x—a|<5:>{ ! <z =1 1<% }

26 > X2 —d?|=|x—al-lx+al< = = =¢
|x—al< £z 5a 2
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Vaja on niidata, et %in}l Vx = v/a. Selleks niitame, et
Ye>0 36>0 : Vx |x-al<é = |V/x-ya|<e

|x—al

Va+va

a a a a [a [3a
|x—a|<§ o —§<x—a<§ o §<x<— o <\/_<

- ﬁ+¢5>[+¢‘>¢’ - m -

Fikseerime ¢ > 0. Saame, et |/x— Va| <& <

< €. Lisaks sellele kehtib implikatsioon

Niisiis, eeldusel |x — a|< saame, et

x=al <e<|x—al L<e¢>|x—a|<£\/ﬁ
\/_+\/_ va '
Jdrelikult piisab leida & selliselt, et § < § ja 6 < &y/a. Olgu 6 = min{4,e\/a}. Saame, et

|x—a|<—§ =>4 <L lx—al E\/_
- 5> Vitya " Va \ = -
|x—al < { | |< E\/_ |\/} \/El I\/_ \/_|

Vaja on ndidata, et lim % = é. Selleks nditame, et
X—a

Ve>0 3I6>0 : Vx lx—al<6 = |L-1i<e
X a
- é‘ <co |f ‘“‘ < €. Lisaks sellele kehtib implikatsioon
3a 1_2 1 2
|x— a|< ©—§<x a<2 2<x<—:0< <a¥m<a
Niisiis, eeldusel |x — a| < 2 saame, et
|x—al 1x—al al 2 a®
e <EE T4 c<ee|x— al< £ 2 .
2
Jarelikult piisab leida 6 selliselt, et § < £ ja § < £%-. Olgu § = min{ %, £4 |, Saame, et
p 2] g 2072
a 1 2 2
|x—u|<§=>|7<5 1 1 1 |[x—al 1 ea* 2
[x—al<d=> ] >|-—-—|== - ——=¢
|x—al < €& X a a | x| a 2 a
. . . . - + . ~ . .
Kasutame valemit sina — sin f = 2sin aTﬁ cos aTﬁ ning vorratust |sin ¢| < |a/|. Vaja on nididata, et
Ve>0 36>0 : Vx |[x—al<d = |sinx-sina|<e.
Fikseerime & > 0. Saame, et |sinx —sina| = 2|sin 254 |-|cos 25%| < 2+ |%5%| -1 = |x — al. Niisiis, valime

0 =¢,silissaame, et |[x—al|<d=>|x—al<e=>|sinx—sina| < |x—al<e.

—B 2B

IToestus on analoogiline eelmise punktiga, ainult kasutada tuleb valemit cos a—cos f = —2sin T sin ——

Ba[)f(x) := if x<=1 then x"2 else 2%x+1;
plot2d(f(x), [x,-3,31);
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f=12=1,

lim f(x)= lim ¥=12=1,
x—1- x—1-

lim f(x)= lim 2x+1=2+1=3,
x—1+ x—1+

seega on f vasakult pidev (ja ei ole paremalt pidev) punktis a = 1;

[bB)lplot2d(floor(x), [x,0,61);
P

f@) =4,

lim f(x)= lim |x] =3,
x—4- x—4-

lim f(x)= lim |x] =4,
x—4+ x—4+

seega on f paremalt pidev (ja ei ole vasakult pidev) punktis a = 4;

[Olf(x) := if x<=2 then cos(Jpi*x/4) else 5;
plot2d(f(x), [x,0,5], [y,-1,61);
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f2)=cosZ 5 =0,

hm f(x) 11r121 cosTx =0,
hm f(x)= lim 5=5,

X—2+ X—2+

seega on f vasakult pidev (ja ei ole paremalt pidev) punktis a = 2.

..Naeme et f on pidev kdigis punktldes X# 1 kuna tegemist on elementaarfunktsiooniga. Saame,
etf(l)=3+a- 12 = 3+a, hIIll flx llm (3+ax ) =3+ aning 111111 fx)= hm (x+1) = 2. Selleks, et
X—1- X—

kehtiks vordus f(1) = lim1 fx (ning et uldse eksisteeriks kahepoolne p11rvaartus) peavad iihepoolsed
X—

piirvéddrtused olema vordsed ning omakorda vorduma f(1)-ga. Seega saame tingimuse 3+ a = 2, millest
a=-1.

N deme, et f on pidev koigis punktides x # 1, kuna tegemist on elementaarfunktsiooniga. Saame, et
f)=cosm=-1, lirrll f) = linll (x—a)=1-aning linll fx)= linll cosmx = —1. Selleks, et kehtiks
x—1- x—1- x—1+ x—1+

vordus f(1) = lim1 f(x) (ning et tldse eksisteeriks kahepoolne piirvdartus), peavad tihepoolsed piir-
X—

vadrtused olema vordsed ning omakorda vorduma f(1)-ga. Seega saame tingimuse 1 — a = —1, millest
a=2.

.Naeme et f on pidevkoigis punktides x # + 7, kuna tegemist on elementaarfunktsiooniga. Saame, et

f(=%)=-2sin(-%)=2, lim f(x)= lim -2sinx=2ning lim f(x)= lim (asinx+b)=-a+
x——Z- x—-3- x—-Z+ x—-Z+

b. Selleks, et kehtiks vordus f(1) = lim1 f(x) (ning et iildse eksisteeriks kahepoolne piirvdartus), peavad
X—

ithepoolsed piirvdartused olema vordsed ning omakorda vérduma f [—%]—ga. Seega saame tingimuse
—-a+b=2.

Analoogiliselt, kuna f(%) =a+b, llm fx)= hm (asinx+ b) = a+ b ning llm fx)= llm CoSXx =
2+ x—5+

—-a+b=2, .
0, siis saame tingimuse a + b = 0. Kokkuvdttes oleme saanud vorrandisiisteemi { mille

X— 5= x— 7_ xX—

a+b=0
lahendamisel leiame, eta=-1jab=1.

B6l[)lplot2d (sin(¥%pi/ (2*x)), [x,-1,11);
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0|

Tegemist on elementaarfunktsiooniga, méddramispiirkonda ei kuulu punkt x = 0. Veendume, et 11151 sin o
X—0+ X
. . . . 1 a1 _ . . . . _ .
ei eksisteeri. Valides x; = 7z, kehtib limy x;. = 0 ning saame, et sin % =sin L%k =sin2kzw = 0. Valides

aga

-~ _ 1 T - . Y T Ty _ . s

X = g7+7 kehtib limy X = 0 ning saame, et sin 7%, = sin P sin(2km + ) = 1. Muidugi siis ka
limy sin 52~ = 0 ning limy sin 5%~ = 1. Heine kriteeriumi kohaselt piirvddrtust limy_.q, sin 7% ei leidu.
Jarelikult on punktis x = 0 tegemist teist liiki katkevusega.

b)lplot2d(atan(1/x), [x,-1,11);

nlz\
A

Tegemist on elementaarfunktsiooniga, mddramispiirkonda ei kuulu punkt x = 0. Saame, et 111101 arctan — =
x—0- X

b4 1 =z
) ning lirg arctan — = 7 Seega on tegu esimest liiki, kuid mitte korvaldatava katkevusega, kuna
X—0+ X

v/ /4
2772

[Olplot2d(atan(1/x"2), [x,-1,11);
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T /4__\

A

-2

1
Tegemist on elementaarfunktsiooniga, maddramispiirkonda ei kuulu punkt x = 0. Saame, et lin}) arctan — =
x— X

/4
7 Jarelikult vastavad tihepoolsed tuletised vorduvad, mistottu on tegemist esimest liiki ja kdrvaldatava

arctan é, kui x #0,

pi4

katkevusega. Katkevuse korvaldamiseks defineerime antud funktsiooni kujul f(x) = { i 0
5 ui x=0.

[Dlplot2d(sin(x) /x, [x,-10,101);
P

1.5+

. . . sss o . . sinx
Tegemist on elementaarfunktsiooniga, médédramispiirkonda ei kuulu punkt x = 0. Saame, et lln}] —=
x—0 X

1. Jarelikult vastavad iihepoolsed tuletised vorduvad, mistdttu on tegemist esimest liiki ja korvaldatava
SINX i x #0,

katkevusega. Katkevuse kdrvaldamiseks defineerime antud funktsiooni kujul f(x) = { 1 x i x =0

plot2d(sin(x)/x“2, [x,-10,10], [y,-3,31);
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sinx
Tegemist on elementaarfunktsiooniga, maddramispiirkonda ei kuulu punkt x = 0. Saame, et lirrol — =
X—0- X
sinx 1 - . e
hn& —— - — = —o0. Jdrelikult on tegemist teist liiki katkevusega.
x—0- X X
[Plplot2d(sin(x)~2/x, [x,-10,101);
P
1.5+
jan
[).57Z \
-10 -5 \ 0 5 10
-1+
154
2L
X
. . . S . _sin’x
Tegemist on elementaarfunktsiooniga, méddramispiirkonda ei kuulu punkt x = 0. Saame, et hn%) =
x—0 X
. Sinx . o1 . . - S . .
hnb -sinx =1-0 = 0. Jdrelikult vastavad {ihepoolsed tuletised vorduvad, mistéttu on tegemist esi-
e

X

mest liiki ja kdrvaldatava katkevusega. Katkevuse kdrvaldamiseks defineerime antud funktsiooni kujul
sin® x :

f(x)Z{ r kui x #0,

0, kui x=0.

[@]plot2d(1/log(abs(x)), [x,-4,41, [y,-10,101);
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10—

10—
X

Piirkondades x > 0 ja x < 0 on tegemist elementaarfunktsioonidega ﬁ ja h1(+x)’ sealjuures punktid

1
x =1jax = -1 ei kuulu méédramispiirkonda (muudavad nimetaja nulliks). Saame, et lirrll e
x—1+Inx

mistdttu on tegemist teist liiki katkevusega. Analoogiliselt on punktis x = —1 teist liiki katkevus.

y

1
Punktis x = 0 pole logaritm mé&édratud; saame, et lim —— = 0. Jdrelikult vastavad tihepoolsed tuletised

x—01In|x|
vorduvad, mistdttu on tegemist esimest liiki ja kdrvaldatava katkevusega. Selle katkevuse kérvalda-
——, kuix#0,
miseks defineerime antud funktsiooni kujul f(x) =< nlxl . ?
0, kui x =0.

Bplot2d(2~(1/(3-x)), [x,0,6]1, [y,-10,101);

1
Tegemist on elementaarfunktsiooniga, mddramispiirkonda ei kuulu punkt x = 3. Saame, et lim 23-x =
X—o—

oo, mistottu on tegemist teist liiki katkevusega.

Dlplot2d (2~ (- (1/abs(x)+1/x)), [x,-1,11, [y,-0.5,1.51);
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= 0.5+

2
Piirkondades x > 0 ja x < 0 on tegemist elementaarfunktsioonidega 2™ x ja 1. Punkt x = 0 ei kuulu
(L4l (L1
antud funktsiooni méddramispiirkonda. Saame, et lim 2 (‘X'er) = lim 1 =1 ning lin01 2 ('X‘er) =
X X—0+

—0- x—0-

2
lin(} 27 x =0. Seega on tegemist esimest liiki, kuid mitte korvaldatava katkevusega.
x—0+

Dlplot2d((x"3+1)/(x+1), [x,-2,0], [y,0,101);
10+

3
x°+1
Tegemist on elementaarfunktsiooniga, mddramispiirkonda ei kuulu punkt x = —1. Saame, et lim1 el
X—-
lirn1 (x2 —x + 1) = 3. Jarelikult vastavad {ihepoolsed tuletised vorduvad, mistottu on tegemist esimest
X
liiki ja korvaldatava katkevusega. Selle katkevuse kdrvaldamiseks defineerime antud funktsiooni kujul

B+l .
L2 kuix#-1
x) = x+1’ ’
f) { 3, kui x=-1.

K]plot2d ((2-sqrt (x-3))/(x"2-49), [x,3,101);
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-0.15 — -

-0.2 — -
X

Piirkonnas x > 3 on tegemist elementaarfunktsiooniga (kui x < 3, pole v x maaratud) Funktsiooni

-Vvx-3 3
madramispiirkonda ei kuulu punkt x = 7. Saame, et lim 2—x = lim —-3) =
x—7 x2-49 x—'7(x—7)(x+7)~(2+\/x—3)

1
——. Jarelikult vastavad tihepoolsed tuletised vorduvad, mistot-

1 1
- l]m _— T 8V
=7 (x+7)-(2+vVx-3) 14-4
tu on tegemist esimest liiki ja kdrvaldatava katkevusega. Selle katkevuse korvaldamiseks defineerime
2-VX=3 i #7,

antud funktsiooni kujul f(x) = { xi—49 ’ i
-5 kuix=7.

[} 2 2
t [ t— t+
39) f (x) = f( ) f(x) = lim r lim (= x)(r+x) =lim(t+x)=2x
| x t~3x t3—x t—x tz—x ) —X
t - - “+tx+
b £ (x) = f() f(x):lim X i U A (2t 2D) = 30
| ﬂx t—x t—x [—X t—x t—x t—x
- r— —2sin 55X sin 3 sin 55X r+
o)|f'(x) = lim A0 f(x):lim COSTZCOSY _ fim 2 2 - _lim 2 Jim sin % =
—x r—x —x r—x t—x t—x t—x L2X t—Xx
—sinx;
- Int—1 In(1+(£-1 1 1
i x>0, siis f/(0 = lim LS _yp In=Inxe ShF: ])=—.1=—,
t—x f—-X t—x t—Xx t—x x~()—tc—1) X X
In(=8) —In(- In(1+(£-1 1 1
kuiagax<0,siisf’(x)= lim n(=0~In(=x) =lim ( (x )) =—-1=-.
t—x t—x t—x x'()_tc_l) X X

40l [2)] £ 00) = 4x,
f’(x)_1+6 1y 3=1+2;
x3
f(x):——+2 7"'0_ +\/L};
f'(x)=2%In2-¢e%;
1

flx) = iz TCOS%;

f'(x)=-sinx-tana;

f'(x) e +x5ex—x ex(5+x),

D f'(0 =23+ V2. o1 :eg;nw%

f’(x)zlnx+x §+10x1n10=lnx+1+10x1n10;
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)

, 2xlnx—x2-% 1 1 2xInx—x 1
fO=—=—-7|- =—+
x

[l =3e3"+ 2 =3e37+ L,
THOE 251nt+2tcost 2tcost+(t2—2)sint:tzsint;
[0 = 517 - (€¥a* +e¥a*Ina) = e¥a®;
f( ) 1 + 1 1 4

x = = = M

cos? x .sinzx sin®xcos?x  sin?2x’

f’(u)z%—lcosu+lnu sinu = lnu—ui) sin u;

f’(x) e 2 .
1+x2 (l+xz)2 (1+x%)%’

u)| f/(x) = shx+xchx—shx=xchx;
! _ _ shx 1-shx
f(x) x chz1 T och?’x’
!
f ) 1+x2 t1E

f’(x)— 1—1x2 — x%) +2xarcthx _ 1+2xarcthx
- 1- x2)2 - 1- x2)2

a1lf) (1) = 4Bx-5)% - (Bx—5) = 1263x - 5);

[5] [0 =4B-5x3-3-50"=-203-5x3;

Do s = o

f’(x) 22VIZx () ) = \/TT;

f/(x):3~%(l—x2) 3'(1—x2) - 2x

- —)5
! -3 !/
£/ = 21 -207%- (120 = =5
f/(x)_62x+cos2x (2x+c052x)’ @2- Zsmzx)er+c052x

f’(x) 2c052x+7 7 —2c052x+

i)| f/(x) = 2cos3x- (cos3x) - (3x) = —GCos3xsin3x= —-3sin6x;

| /(%) = s - (Sin@x+1) - @x+1) = 2cot2x+1);

f’(x) = c_0312x -(—2sin2x) -coszzx— (—2sin2x)Incos2x _ 2(Incos2x —1)sin2x
Ccos“2x

f’(x) — 1+11r1a (3e3xa3x+5 +3e3%43x%+51 a) = 33X 3X+5

)

cos22x

f’(x) 1 COS X 1 _ 2 .
tanx 0052 sinxcos?x  sinxcosx ~ sin2x’

1 1 1 _ / 2 x
|1+ ~2x)— ~2x—ln(x+ l+x)+——
x+V1+x2 ( 2V1+x2 2V1+x2 1+x2
=3 :ln[x+ \/1+x2] =arshx;

/ 1 1 ) ;
X) = == sin“ x + y/cotx-2sinxcosx = v/cotxsin2x —
f® 2+y/cotx ( s1n2x)

2+8x

S 1 oo _ )
f(x)— Tren? 27 T2 8= T

2y COt x’
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! _ 1 o1 _ _ l+Ilnarccotx.
f (x) = 1+ —— -lnarccotx + arccot x - ArcCotE ( sz) =-L2
! 1 :
Xx) = arcsinx + x - +—L (2 = arcsin x;
f( ) V1-x2  2V1-x2 ( )
(%) = (o1 )1 . — .
f (x) =arccosx+ x ( m) V2 (—2x) = arccos x;

')f'(x)=+' 1—- X _|.

I 1+(x V1+x )2 ( V1+x2)

.f’(x)—shx+xchx shx=xchx;
7 11

f (x) = chzlnx x xchzlnx ,

f (x) = e?h® X . 2ch xshx = sh2xeh’ %;

46} [)]Kuna In| £ (x)| = xIn x, siis f'(x) = x* - (Inx +1).
M Kuna In|f (x)| = sin xIn x, siis f’(x) = xSinx, (cosxlnx+ Smx)

Kuna In|f(x)| = xln(l + %), siis

f’(x)=(1+%)x~(ln[1+ 1)+x.ﬁ.(_xl2)):(1+l)x~(ln(l+%)—ﬁ).

Kunalnlf(x)l=xln|lnx|,sils f’(x =(Inx)*- (1n|lnx|+1nx)

Kuna In| £(x)| = 3In x| + x? + In|sin2x], siis f/(x) = xe* sin2x- (3 +2x+2cotx).

(x=2)2 ¥x+1 1 3
B ( ]

3/ x(x2+1) (l_'_ _2x _ _4Ax
(x2-1)2 \3x 3(x2+1) 3(x2—1)

Kunalnlf(x)l =2In|x-2|+ %ln|x+ 1| —3In|x—5|, siis f’(x)

Kunaln|f(x)| = 3ln|x|+ 1ln(x +1)—gln|x —1|,susf (x)=

47} )] /() = 2u(0)u (x);
b)| f/(x) = v/ (x) cos v(x);
o) £/ (x) = 3x2u(x) + x3u/ (x);

F(x) = 3u(x)?1/ (x) cos x — u(x)3 sin x;
o =v(x)Inv(x)+ ”(x)(”’)(x)'
f’(x) -1 d@rw- u(x)v ) _ @@ -ux) ).

1+ u(x)2 v(x)? u(x)??+vx? "’
v(x)2

o) £/ (x) =t/ (x?) - 2x;
h)| f/(x) = u/ (x + cos x) - (1 — sin x);

69

Fey — 1 . shx 2 sh X 3
f ()= g5 shx+2Ch3 shx— (ch x-1)= —th
o)l f'(x) = 1 L —2x(1+x%)— 2x(1 x?) _ [1+4?] —4x ____4x _ _ _2sgnx,
\/ 1-x2 )2 (L+x%)? axz (+x92 T 2x](1+x2) 1+x2
l_(1+x2)
1 tan x
)| f(x) = ——L—— L. (-sinx)= - ——0x_;
f V(ncosx)2-1 0S¥ V(ncos x)%-1
I — 1 ( x 1 2x )_ e .
X) = -let + -ect 2] = ;
f( ) exis-\/lﬂla;x . %\/1+e2x \/l+e25x ” s s
! _6x(Q+x9)-12x x> _(__ 1 ayd _ 6x2(=x7) 6x> _ _12x> .
f(x)— (1+x12)2 ( 1+(x6)2) 67 = a2z t T T T2l
NP 22, .2 1 2x 1 3 2 _2x3 _2x3 x?
x)=2xarsh 5 + x* - ——— 55 — —=—-4x :2xarsh =2xarsh %;
f a (x2 )2+1 a?  2Vat it \/x4+a T Vaird a?
a2
a
1 2cot2x .
f (x) = 1- (lns1n2x)2 sm2x 2Coszx_l—(lnsinz;vc)z’
)| f'(x)=x'=1;
Inal'_ _Ina /1 __ _Ina
D/ = [lnx) T In?x X xln®x’

xX— 2+3(x+1) x5/

)



f'(x) =u(lnx) + u'(Inx).

f(siny) =y, millest f’(siny)cosy =1 ehk f’(siny) = ﬁ = \/: Niisiis f7(x) = \/:2.
1-sin®y 1-x
b)| f(cos y) = y, millest — f’(cos y)siny = 1 ehk f’(cos y) = smy = —\/%2. Niisiis f7(x) = —\/%.
1-cos?y —X
c)| f(tany) = y, millest f’(tany) =1ehk f'(tany) = cos® y = W Niisiis /7 (x) = 1+x2
d)| f(shy) = y, millest f/(shy)chy=1 ehk (shy) Niisiis f/(x) = ———
fshy)=y fyy fychymfm
— : ! 1 _ ! _ 1.2 e e ol _
e)|f(thy) =y, millest f Wy = lehk f'(thy)=ch“y= - h2y' Niisiis f'(x) = 1—x2'
)| f(e?) = y, millest f'(e¥)e? =1ehk f'(e¥) = eiy. Niisiis f/(x) = %
2y _ : (12). 9 — fey2y— 1L _ 1 P
2) f(y°) = y, millest f'(y°)-2y =1 ehk f'(y) 2y —2\/JE.NIISIISf (x) PN
Alternatiivid.
i = x, millest f' =lehk f/(x) = ——i-—— = 1 =1
a)|sin f(x) = x, millest f'(x) cos f(x) ehk f'(x) AT~ Ve Vi?
b) cosf(x) = x, millest _f,(x) Sinf(x) =1ehk f’(x) == sinaricosx = \/1 (COSLI‘CCOSX)Z - \/11—7
_ : ! . 1 _ ! 2 _ 1 _ 1
c)|tan f(x) = x, millest f"(x) TCos FO = 1 ehk f'(x) = (cosarctan x) = I (anarc@n? ~ 12"

d) Shf(x) = x, millest f/(x) Chf(x) = lehk f/(x) = charshx = \/1+(sh1arshx)2 - li-xz'
1

e)|th f(x) = x, mlllestf (x)- © h ot =1 ehk f’(x) (charth x)?
e = x, millest f/(x)ef™ =1ehk f/(x) = =1

- lnx X

)| (f(x))2 = x, millest f/(x)-2f(x) =1 ehk f’(x) 21

= I—(tharthn)? ~ 1-x2°

@I

@Hmselt f'(x) = 4x, kui x < 2, ning f'(x) = -3, kui x > 2.

_ 2 _my_ 2
m f0-r@ _ lim @ -5-3_ li 2t 8= lim 2t+4) =

IR f-2 ima -2 e -2 i
[0=r@ =1l ©-30-3 = lim 6-3t = -3. Seega kahepoolset piirvairtust f'(2) eileidu.
t—2+ (-2 t—2+ (-2 =2+ t—2
4x, kui x <2,
Vastus: f'(x) = { eileidu, kuix=2,
-3, kui x > 2.

Tuletise mitteleidumine on hésti ndha graafikult: ithepoolsed puutujad on erineva tdusuga.
f(x) := if x <= 2 then 2*x**2-5 else 9-3*x;
plot2d(f(x), [x,0,411);
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X

Ilmselt f(x) =3x% —6x+4, kui x < 1, ning f'(x) = —2x, kui x> 1.

H-fa 3312 +41) -2 3312 +4r-2
f() AL = li ;: lim —— = lim (t2—2t+2):1,
tal— t—-1 t—1- 2t—l t~21— t—-1 t—1-
t 1 3-17)-2 -t +1
f( )= /() = lim G-z _ lim = lim (-1- t) = —2. Seega kahepoolset piirvaértust

t—>1+ r—1 t—1+ r—1 Tl £-1 t—1+
f' Q) eileidu.

3x°—6x+4, kuix<l,
Vastus: f'(x) ={ eileidu, kui x =1,
-2Xx, kui x> 1.
Tuletise mitteleidumine on hésti nidha graafikult: tthepoolsed puutujad on erineva tdusuga.
f(x) := if x < 1 then x**3-3*x**2+4*x else 3-x**2;
plot2d(f(x), [x,0,211);
37*
2.5+
27*
=~ 15T
]7*
0.5+
0 } } } 1
0 0.5 1 1.5 2
X

Ilmselt f/(x) =3x2 +2x -2, kui x < -1, ning f’(x) = 4x+3, kui x> —1.
fO-f=D . B+ -2t-4)-(-2) . B+r2-2t-2
= lim = lim ——
t—-1- t+1 t—-1- t+1 t—-1- t+1

_ f(— 2 1) —(—
fO-f=D = lim @r+3t-1)-(=2) _ = lim 2t+1) = —1.Seegaf’(—1)=—
t——1+ r+1 t——1+ r+1 t——1+

= lim (2-2)=-
f——1-
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(Ka jooniselt on néha, et punktis x = —1 on kaks funktsiooni kleebitud kokku siledalt — nurkpunkti ei
teki.)

2 .
+2x-2, k <-1, .

, 3x . u%x 3x2+2x—2, kui x < -1,

Vastus: f'(x) = -1, kui x=-1, = . =
. 4x+3, kui x> -1
4x+3, kui x> -1

_ 3x2+2x-2, kuix<-1,
T 4x+3, kui x > —1.
f(x) := if x <= -1 then xX**3+x**2-2%x-4 else 2*x**2+3*x-1;

plot2d(f(x), [x,-2,011);

>

[d]Imselt £ (x) = 2x, kui x <0, ning f’(x) = —2x, kui x > 0.
2
- -1
lim [0 =70 = lim ! =
—0- t —0- ¢ )
lim f(@®-f(0) - lim 1-t)-1
—0+ t —0+ t
(See, et funktsioonil f punktis 016plik tuletis puudub, on jéreldatav juba sellest, et f pole pidev punktis
0. Téepoolest, tlin(} f()=0,aga f(0)=1.)

—0Q,

= tlilg (—1) =0. Seega kahepoolset piirvairtust f’ (0) ei leidu.
—0+

2x, kui x <0,
Vastus: f/(x) = { eileidu, kuix=0,
-2x, kui x > 0.
f(x) := if x < 0 then x**2 else 1-x*%2;

plot2d(f(x), [x,-1,111);
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1.5+

14

.Ilmselt f(x) = —2x, kui x #0.
_2_
o fO-FO _ -]

=00,
t—-O— t t—0- 2t
t 0 —-t“-1
t 0 f( )~ /O zl n —— =-oo. Seega kahepoolset piirvéadrtust f'(0) ei leidu.
—0+ —0+

(See, et funktswoml f punktls 0 1oplik tuletis puudub, on jareldatav juba sellest, et f pole pidev punktis
0. Toepoolest, 11m f() =0,aga f(0)=1.)

—2X, kui x # 0,
Vastus: f'(x) = { eileidu, kuix=0.
f(x) := if notequal(x, 0) then -x**2 else 1;

plot2d(f(x), [x,-1,111);

1+

0.5+

[
~

.Ilmselt f'(x) = —2x, kui x < 0, ning f(x) = 2x, kui x > 0.

-0 —12-2-(-1 21
f( )=/ = lim b _ lim =00,
t—»O— t t—0- ) t t—éo— t
t 0 “— (-1 “+1
f( )= /O = lim =D = lim = oo. Seega f’(0) = co. (See, et funktsioonil f punktis 0
t*0+ t t—0+ t t—0+ f
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1oplik tuletis puudub, on jéareldatav sellest, et f pole pidev punktis 0. Toepoolest, tlinol f(®) =-2,aga
fO)=-1)
-2x, kuix<O0,
Vastus: f/(x) = { oo, kuix=0,
2x, kui x > 0.
f(x) := if x<0 then -x**2-2 else if x>0 then x**2 else -1;
plot2d(f(x), [x,-1,111);

1__

0.5+

>

Lause.

f paremalt pidev punktis a,
36 >0 : f on dif-vvahemikus (a, a +6), = fil@= lim f'(x),
leidub loplik lim () roar

f vasakult pidev punktis a,
36 >0 : f on dif-v vahemikus (a -6, a), = fl(a)= lim f'(x).
leidub Iplik lim () e

Kasutades iilaltoodud lauset, voime leida iilesannetes[a)} [b)]ja[c)] (NB! aga mitte iilesannetes[d)} [e)]ja[D})

kleepepunktides tihepoolsed tuletised mugavamini.

Funktsioon f on pidev punktis 2, sest xlin21+f(x) = xlin2l+(9 —3x) =3=f(2). Seega fi 2) = xllnzl_f'(x) =
lim 4x=8ja f/(2)= lim f'(x)= lim —3 = -3. Tegu on nurkpunktiga, f'(2) puudub.

X—2— X—2+ X—2+

Funktsioon f on pidev punktis 1, sest )}i_)n}_f(x) = )canll_(xs —3x%+4x) =2 = f). Seega f' (1) =

lim f'(x) = lim (E‘)x2 -6x+4)=1]ja fi(l) = lim f’(x) = lim (-2x) = —2. Tegu on nurkpunktiga,
x—1- x—1- x—1+ x—1+

'(1) puudub.
Funktsioonfon pidev punktis —1,sest lim f(x) = lim1 @x%+3x-1)=-2= f(=1).Seega f' (-1) =
X x—-1+

——1+
lim f'(x)= lim (Bx®>+2x-2)=-1lja fleD= lim (9= lim (4x+3) = 1. Kleepimine toi-
b PRy x—-1+ x——1+
mub siledalt, f/(-1) = -1.
fl(x) = —2xe‘x2, f”(x) = _2e—x2 +4x2€—x2;
f'(x)= L f(x) = ——2— - (—sinx) = 240X,

cos? x’ cos3 x cos?x’
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3
2xV1+x%——X

/ 2 V12 3 3_.3 3

f’(x) — 1+x2+ X Ltx? _ X+x742x42x7—x" _ 3x4+2x° .

U X
, = + = ;
V1+x? e V1+x? Lix? (1+x2)3 1+x2)2
d)|leeldame, et x > 0, siisIn | f (x)| = xIn x, millest f’(x) = x*(Inx+1), seegaIn|f’(x)| = xInx+In(Inx+1),

millest £ (x) = x*(nx+1)- (lnx+ 1+ ln;-%—l %)

! __1 1" __ 2 " __ 6 i@ __ 24 .
plre= gt /100 = g 0 = g ia FY @ = s
b)[ /(0 =2xInx+x, f(x) =2Inx+2+1=2Inx+3, [0 =%, fP 0 =-5, fOw=%;
o) f/(x) = e* cos x—e* sinx, f”(x) = e* cos x—e* sin x—e* sin x—e* cos x = —2e* sin x, f"'(x) = —2e¥ sinx—
2e* cosx, f@ (x) = —2e* sin x—2e* cos x—2e* cos x+2e* sinx = —4e* cos x, f® (x) = —4e* cos x+4e¥ sinx,
f(ﬁ) (x) = —4e* cos x +4e* sin x + 4e* sin x + 4e* cos x = 8e* sin x.

QA (xX)=u'(x°)-2x, fr(X)=u"(x7)-2x-2x+u (x°)-2=4x"u" (x°) +2u’ (x°);

fl 12 f” "2 /(42 2 102 /(42

m f’(x) — u/(ex)ex, fll(x) — u//(ex)ex .e¥ 4 ul(ex)ex, f"’(x) — um(ex)ex ,e2x +2u//(ex)82x + u//(ex)ex .
e* + 1/ (e¥)e* = 1" (e¥)e3% + 31/ (e¥)e?™ + u' (e¥)e;

f’(x) =2u(@ ' (x), (%) = 20/ (0% + 2u@)u” (x), " (x) = 40’ @D u" (x) + 20 G u" (%) +2ux) u” (x) =
6u’ (x0)u' (x) +2ux)u’ (x);

Ty V(X)) oy V' () v(x)—v (2.
f () = ) + iy 10 = w0 + 2 maes
1(v2Y. v 11 (2 2 T2y, 42 2
oo = BULOmube) - oy (x2) - M) f1(x) = 2 2000/ (x7) — BXOORLZ2XUEE) gyl (x2) —
2u' (x%) + 2u(x?).
X x3

b7 []plot2d ([parametric, t, t**2, [t,-5,511);

4,,

Blplot2d([parametric, t**3, t, [t,-2,211);

75



plot2d([parametric,
],,

t, sin(t),

[t,-5,511);

0.5+
= i 1
3n2 - -/2 w2 312
05+
-
X
plot2d([parametric, cos(t), t,

3

[t,-5,511);

X

N
R p—
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[e]plot2d([parametric, cos(t), sin(t), [t,0,2*%pill);
1.5+

)
jl s

-1.5—
X

[Dlplot2d([parametric, 3*cos(t), 4*sin(t), [t,0,2%)pill);

)
)

X

[@]plot2d([parametric, t**2, t**3, [t,-2,2]11);
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2L

X

plot2d([parametric, cos(t)**3, sin(t)**3, [t,-1,1]1]1);
1

1

8 kuna y(1) = cost ja k(1) = —sint, siis f'(cost) = €L = —cot s ning f”(cos 1) = % = —ﬁ:
_ 1
b)|kuna (1) = — % ja (1) = tz,susf (”1) =—£ = —1ning f" (”1) 0;
z
1 1
c)|kuna y(f) =1— t2 jax(r) = t2 , siis f/(In(1 + £2)) = +2‘2 = £ ning f"(In(1 + %)) = 22,2 = ILIZ,
1+t 1+t

d)|kuna (1) = asint ja x(t) = a—acos t, siis f' (a(t—sin(r))) = #&fst = lflcrggt ning " (a(t-sin(1))) =
I-cost  _ _ 1 .
a—acost a(l-cost)?’
e)|kuna y (1) = 181 ja &(1) = 612, siis f'(263 +1) = 8 = I ning f" 3 +1) = - 27 = - 54
40+ _

f){kuna y(£) = 21+ 1) ja x(t) = 1=, siis f/(n(1 + 1) = 24 =201 + H? ning f"(n(1 + 1) = 24+

1+¢ 1+t

-1+ n?
: _ s 2 EE) — _ 2 fai .t ! 3 .y _ 3asin®tcost _ :
g)| kuna y(#) = 3asin“ tcost ja x(t) = —3acos” tsint, siis f'(acos’t) = Sacodisini = tanf ning

[T &
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1

" 34— ~cos?t - 1 ;
f"(acos t)_—?:acosztsintdt 3acos? rsint’

b
: o () — : - _ bcost _ _ b ; 11 _ in2 _
kunay(t) = bcostja x(t) = —asint, siis f'(acost) = Z 557 = — 5 cott ning f"'(acos 1) = =25 =

a?sindt”

yl(o) - COsgz.o =2,
s=(1,2),

n=(2,-1,

puutuja vorrand on xT_O = yT_O ehk2x-y=0,

normaali vorrand on %50 = y_—? ehk x+2y=0;
plot2d([tan(2*x), 2*x, -x/2], [x,-2,2], [y,-2,2]);

1.5+

1__

0.5+
- o -/
/2 -T/4 /4 /2

Q5+

-]+

-1.51

funktsiooni y = arcsin fol 16ikepunkt x teljega on (1,0),
==},
1-(54)
$=(2,1),
n=(1,-2),
puutuja vorrand on xT_l = yT_O ehk x-2y-1=0,
normaali vorrand on x%l = y__—ZO ehk2x+y-2=0;
plot2d([asin((x-1)/2), (x-1)/2, -2*x+2]1, [x,-1,3], [y,-2,21);
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w2t
-T/4—+
=\ | | | | | |
I I I I I I 1
1 -05 %] 15 2 25 3
4__
-T2+
X
’ 1
y(—l):83 =2,
§=(1,2),
n=(2,-1,
puutuja vorrand on XT“ = % ehk2x—-y+2=0,
normaali vorrand on %1 = _ll ehk x+2y+1=0;
plot2d ([(x+1)*(7-x)**(1/3), 2*x+2, -x/2-1/21,[x,-7,51);
6__
4__
2
- 1 1 Z 1 1
6 4 -2 2 4
2+
4+
6L
X
y’(e) =1,
§=(e 1),
ﬁ = (1r_e))
puutuja vorrand on £3€ = yT_l ehk x—ey =0,

normaali vorrand on 7€ = y_—_el ehkex+y—(1+e?)=0;

plot2d([log(x), 1/%exx, -he*x+1+je**2], [x,0,61);
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S+

2

X (E)=-L, ) (%)
=(-1,1),
=(1,D),

X
V2
2 1

m

S CIN

W

V2o V2

puutuja vorrand on = = = t = ehkx+y-v2=0,
x—¥2 2

normaali vorrand on — % = =% ehk x - y = 0;

plot2d([[parametric, cos(t), sin(t), [t,0,%pi/2]], -x+sqrt(2),x], [x,0,1.5]);

1.4+

0.6

0.4+

0.2+

| |
I I I I I I I

0 02 04 06 08 1 12 14
X

0

kui In(1+ t2) =0,siis 1+ t2 =1, millest 2= 0, samas ¢ = 0 rahuldab ka teist vorrandit ¢ + arctan ¢ = 0,
seega punktile Py vastab ¢ =
x'(0) = 1+02 =0,y 0) =1+
$=(0,1),

n=(1,0),

puutuja vorrand on % = % ehk x=0,

normaali vorrand on % = % ehk y =0;

plot2d([[parametric, log(1l+t**2), t+atan(t), [t,-10,10], [nticks,100]],
[parametric, 0, t, [t,-5,5]]1, 01,[x,-5,51);

1+02 =2,
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=

Seosest T 2[ =2 saame, et = — i voi t = 1. Sel juhul x =

Niisiis ¢ = 1.

Y= =5 )y0=-55-3=-1%
§=(10,7),

n=(-7,10),

puutuja vorrand on XI—BZ = nyz ehk 7x-10y+6=0,

normaali vorrand on x7_72 = 1;02 ehk 10x+7y—34=0.

plot2d([[parametric, (1+t)/t**3, 3/(2xt**2)+1/(2%t),

Txx/10+6/10, -10/7*x+34/71,[x,0,4]1);

-3+
41
X
. . . 11 . . y=Inx,
a)| Loikepunkti koordinaadid leiame siisteemist y=0

y’(l) = % =1, millest § = (1,1). x-telje sihiline vektor on X = (1,0). Niisiis cos Z (5, X) =

‘/TE. Jarelikult Z (8, ¥) = arccos ‘/75 =2
plot2d([log(x), x-11, [x,0,2]1, [y,-1,11);

82

[t,-100,100],

1+1

= —2—27 (ei sobi) voi x = == = 2.

[nticks, 1000017,

millest saame, et Py(1,0). Saame, et

(5,%) 1-1+1-0
|S]-1 %] V2.1




0.5+

-]
X

=(x-2)%, . .
b)| Loikepunkti koordinaadid leiame siisteemist (x=2) millest saame, et P(1,1) ning
P y=—4+6x— x2
P, (4,4).
Punktis P (1, 1) on yi(l) =2-1-2)=-2ja yé(l) =6-2-1=4, millest 5] = (1,-2) ja $» = (1,4). Niisiis

S, _ _1-8 _ 7
cos Z(81,82) = BTl = Vv NG

et Z(51,82) = arccos ——= L

V85'

Punktis P2(4,4) on y} (4) =2-(4—2) =4ja y,(4) =6-2-4 = -2, millest ] = (1,4) ja 5 = (1,—2). Siit tuleb
sama nurk (vektorite skalaarkorrutis ja pikkused on samad, mis esimese 16ikepunkti juures).

plot2d ([(x-2)**2, -4+6%x-x**2, -2*x+3, 4*x-3, 4*x-12, -2*x+12], [x,-5,15]);

W

Nurga voime valida vdiksema kahest nurgast a ja 7 — @; saame,

2
L6ikepunkti koordinaadid leiame siisteemist { ig’ millest saame, et P (0,0) ning P»(1,1).
0

y=
y
2

Punktis P1(0,0) on y}(0) =2-0 =0 ja y,(0) =3-0
joonte vaheline nurk on 0.
Punktis P»(1,1) on yi(l) =2-1=2ja yé(l) =3.12 =3, millest §; = (1, 2)ja Se = (1,3). Niisiis cos Z(51, $2) =

Gu%) 146 _ Jarelikult (31, 32) = arccos —=

[s1l1%21 ~ v/5.v/10 s\f 5v2°

millest ndhtub, et tegemist on puutumisega,
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plot2d ([x**2, x**3, 0, 2xx-1, 3*x-2], [x,-1,3]);
3__

2.5+
2__

1.5+

Joontel peab olema iihine punkt ning selles tihises punktis peavad puutujavektorid olema kolli-
neaarsed. Joone y = ax? puutujavektor punktis (x,ax?) on (1,2ax) ning joone y = Inx puutujavek-
tor punktis (x,Inx) on (1, l) Siit saame tingimuse 2ax = ]—IC, millest x? = 2 7 (érelikult a > 0), seega

Xx= ,ning kuna x > 0 (vastasel korral pole In x médratud), on x = —L__ Niitid mi#rame a viirtuse

* F \/2? ’ ) )
sellest, et punkt (\/771' E) asuks ka joonel y =Inx. Saame, et In \/TTz = i’ millest Wk Veehka= 5.

Puutumine tdhendab, et puutuja sihivektor on kollineaarne vektoriga (1,0). Puutuja sihivektor punk-

tis x on (1,2ax+b). Siit saame, et puutumine saab aset leida sellise x korral, kus2ax+b =0ehk x = — %.
b

Samas peab puutepunkt asuma x-teljel, millest saame tingimuse 0 = a - (—ﬁ) +b- ( ) + ¢ ehk
b? =4ac.

. 2
. l-cosx . 251112% T
65} [a)| lim = lim 21lim = = —;
| x—0  x2 x—0 x2 x—0x2 2
. s (nx=1) | & _ . _ 2112
. 1-sinZt 1—5111( ) +§) ) l—cos—”(l2 0 2gin? —”(14 N pran (IIGX)
b)|lim = lim = lim = lim = lim =
x—1 1-x x—1 1-x x—1 1-x x—1 1-x x—1 1-x
] L1 1+ t
. 2 . cosXx . .. tanx—x
c)lkuna lim £5°*  — lim =2, siis lim ——— =2;
] x—0 1—-cosx x—0 c;)s,2 X x—0 x—sinx
4
l1-cosx? . 2sin?% 2%
d)| lim = lim =lim —— = —;
| |x—0 x2sinx?2 x—0 x2-x2 x—0x2.-x2 2
. —Xxsinx 1 .. .. Xxcosx-—sinx 1
e)kuna lim ——— = ——, siis lim ———— = ——;
| x—0 3x2 3 x—0 x3 3
.1 X . X X x4
f)kuna xllm —5 =0, siis xllm = =0 millest th = =0 jarelikult xllm —5 = 0, mistottu llm ==
—0 e —xe —0 ¢ — e — e
0; . .
. 6cosbxsinx Insin6x
g)lkuna lim ——————— =1,siis lim ——— =1
| x—0+ cosxsin6x x—0+ Insinx
_2
_glanxnTi - 1 11 1 Vanx-1 1
h) kuna lim ——M—= = llm —— = 7= —, siis lim — =%
x—2 4sinxcosx 12 =% (sinx)3 (cosx)3 12 (\/Tj) 3 x—Z2sin“x-1 3
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b/ T
cos % cos & 2
i) hm(l x)tan X = hmytan—(l y) = llmycot y— lim y 2}’ = lim y = 2y =—;
2 y—0 siny y y=0 3y b4
In(1-x - xIn? x xIn? x
j)kirjutame lim InxIn(l1-x) = lim In@ = ; saame, et lim 1Y im = lim ;
x—1- x—1- L x—l-—_1 1 x-i-1-x x—1-1-x
Inx In2x X
 In?x+2Inx L n? L .
kuna lim ——— =0, siis lim =0, mistottuka lim InxIn(1-x)=0
x—1- -1 | x—1- 1—-x | x—1- |
X 1 xInx—-x+1 nx+1-1 nx 1
k)| lim (— - —) = lim ————; kuna lim = lim ) = = (p6hjuseks on
x—1\x-1 Inx) x-1 (x-1lnx’ x—'llnx+1—— X—’llnx+1—% 2
1
< X 1 1
lim —= :—) siis ka hrn (———):—;
x—1L14 L x—-1 Inx) 2
X x2
. 1 . Xcosx—sinx . Xxcosx-—sinx 1 .. .. Xcosx—sinx
)jkuna lim [cotx — — | = lim ———— ning lim —————— = —— (vt.e)), siis lim ——— =
x—0 x) x—0  xsinx x—0 x3 3 x—0  xsinx
K Xcosx—sinx 1 . . 1
lim x- ————— =0-|—-| =0, jdrelikult ka lim [cotx——|=0.
x—0 x3 3 x—0 X
Inx . % . . X . X
66| a) saame, et hm xInx= lim ——= lim = lim (-x) =0,seega lim x* = lim exp(nx™) =
—0+ x—0+ = x—0+ — = x—0+ x—0+ x—0+
X xz
exp 11n01 xlnx =el= 1;
[ 1
1 Inx > 1 . 1
b)|saame, et lim —— Inx = lim —— = lim -~ = —1, millest lim xT-% = lim exp| ——Inx| =
L | x—-11-x x—11-x x— O 1 x— x—1 1-x
exp (limx_,l ﬁlnx} =el= %;
] 1 1
Incotx cotx (_ in? ) sinx
c)[saame, et hm (sinx)Incotx = lim = lim Coss;n *’ = lim =0, millest
x—0+ x—0+ L x—0+ - x—0+ Ccos“ x
L | sinx sin® x
lim (cotx)smx = llm exp((smx) Incotx) = exp( lin(} (sinx)Incotx|=e® =1;
x—0 —0+
1 In(e* + x e’ +1 1
d)[saame, et lim — In(e* + x) = lim (e? ) = lim = 2, mistottu hm e*+x)x 2;
| | x—0 X x—0 X x—0eX¥+x
. Inx . % . . 1 . Inx . Inx 0
e)|saame, et lim — = lim = =0, millest lim xx = lim exp— =exp| lim —|=e"=1;
X—00 X x—o0 1 X—00 X—00 X X—00 Xx
] 3
3lnx < 3lnx
f)|saame, et lim im £ =3, millest lim x4+lnx = lim exp p( lim )—
x—0+ 4+Inx ~ x—0+ )16 x—0+ x—0+ 4+ lnx x—0+4+Inx
e”;
1 2 X
X In(1-x 1= 2 cos” 5=
g)(saame, et lim cos — In(1—x) = lim A=0 _ i — - im ——— 2 =
x—1- 2 x—1- L x—l- g -sinF 7 x—1-(1-x)sin ¢
cos % 2 cos? It
n_TYy Ty Ty
2 X cos(2 2 ) n=- > nx
=-= lim cot—="- lim ——~2=0- lim 2 =0 lim = =0, mistdttu lim (1-x) 7 =
T x—1- 2 y—0+ y y—0+ X y—0+ X x—1-
. TX . X 0
lim exp (cos —In(1- x)) =exp lim (cos —In(1- x)) =e =1
x—1- 2 x—1- 2
o In(+x®) . x| o 1 In(1 + x2)
)|saame, et lim ———— = lim — = lim x = 0, mistottu lim (1 +x“)* = lim exp ——— =
x—0 X x—0 X x—0 x—0 x—0 pY
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2
=exp (limxﬁo ln(l% =el=1.

L'Hospitali reegli kasutamisel (pohimotteliselt see on voimalik, kuna lim (x +sinx) = oo, sest
l-cosx . 2sin® ¥

. X
x+sinx > x—1) peaksime arvutama piirvdértuse hm = lim x = lim tan” =. Viimast
—00 14+Ccosx X—002cos 3 X—oo 2

piirvéirtust aga ei eksisteeri Heine kriteeriumi pohjal: valides x = 0,27, 47, ..., 2k, ..., tuleb tan? 7 =0,
agavalides x=%,2n+ % ,4n+ %,...,2kn+ %,..., tuleb tan2 X=1.

x—-sinx . 1- % . .
Ent antud piirvéddrtuse saame leida vahetult: hm ——— = lim ——=— = — = 1. Nimelt ndeme, et

oo x+sinx *—ooq4 sinx 1

sinx 1 JO
th —— =0, kuna hm — =0ning |sin x| < 1 koigi reaalarvude x korral.
—00 X o0 X
i . . — . V1+x?
b)|L'Hospitali reegli kasutamisel peaksime arvutama piirvidartuse xhngo = xhn;o —— . Seeon
= = X
V1+x? .
2
omakorda madramatus kujul 52 ning 'Hospitali reegel nduaks siin arvutada piirvaartus xlim % =
—00
th " Ent see on jélle algne piirvdartus ning lahendamisega edasi pole me joudnud. (Me ei
—00
1+x

saanud isegi teada, kas algne piirvéartus tildse eksisteerib.)

X 1 1
Antud piirvddrtuse saame leida vahetult: lim ——— = lim ——=-=1.

X—00 1+ x2 " x—00 1 1
=zt 1

y . . . . . PSS . ZXSlnl —COSl
c)|L'Hospitali reegli kasutamisel peaksime arvutama piirvaartuse Imb ————— Piirvédirtuse all
x— cosx

= 1ningeeldusel | x| < 1 kehtib |2xsin% —cos%’ <2|x| |sin%|+

olev suurus on tokestatud, kuna lim
x—0 CoS X

‘cosj—lc =2+ 1 = 3. Niisiis, kui see piirvédértus eksisteerib, on ta reaalarv, olgu ta A. Lisaks teame, et

lirrb 2xsin — = 0, kuna siinus on tokestatud.
x— X

. 1 . cos%—szin% 1
Seega saame, et lim cos — = lim |cosx- —=— = +2xsin— | = - A.
x—0 X x—0 COS X X
. . .. . - 1 1 1 1
Tegelikult aga piirvddrtust lim cos — eileidu. Nimelt, kui valida (x;) = | —, —,..., ——,...], siislimcos — =
X— X 27 4m 2km n Xn
1 1 1 1
1. Kui aga valida (x;) = (—, — e, ——, .. .), siis lim cos — = —1. Jarelikult Heine kriteeriumi poh-
n 3m k-Dn n Xn
jal eileidu lim cos —.
X—
2xsin % —cos %
Seega ei saa leiduda ka lim ————=.
x—0 cosx
x%sin % . X . o1
Ent ndutava piirvddrtuse saame arvutada vahetult: lim ——= = lim —— - lim xsin— =1-0= 0.
x—0 sinx x—0sinx x—0 X

(Teises teguris on hddbuv suurus korda tdkestatud suurus.)

P(x)= (1)+fl(1(x_1) f(l) (x—l) 1+X 1 @y

)| P(x) = £(25) + f(25) - (x—25) + L2 o) (r-1)2 =5+ X525 2, 2 3
0P = f + /- -1+ L -2 L0 (o - Zyagl Ll Gl
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(T "7 4)
P(x):f(%]+f’( ) (x— 1)+f(6) (x-12+L (6) -3+ L) (&) (x - =1+ P (k-1
2 3 4
PR (- B - B
sinx = sin0 + (cos0) - (x — 0) + (—sin0) - (x — 0)? + (—=cos0) - (x — 0)3 + a(x) = x — %3 + a(x), kus
lim@:O; sinx=x-% +5121f 4,kus£asub0jaxvahel;tanx=tan0+[%)'(x—0)+a(x)=

x—0 x3

x4+ a(x), kus hm @ =0;tanx = X+ o Sm‘f
—0 X s3¢

-x2, kus & asub 0 ja x vahel; ln(1+x)—1n(1+0)+L0 “X—

a(x) 2

1 x S im —— =0: X1 8 ; .
02 2 +a(x) =x-% +a(x), kus hm xz =0;In(1+x) = x—5+ 12676 ,kus ¢ asubO]axvahel,
a(x 2 3
arcsin x = arcsin0+ -x+L 7+a(x) x+ a(x), kus lim L=0;arcsinx=x+ 1+265 Ry
1—02 (1- 02)2 x—0 x2 1- 52)2

_ 1 2.0 a) _

kus ¢ asub 0 ja x vahel; arctanx arctan0 + ooz X~ @2 +a(x) = x + a(x), kus 1111}) 2 - 0;
— 662-2 i3 n _ 1 . 14X

arctanx—x+((§2+1)3 kusfasubOJaxvaheI\/1+x— 1+0 +—nW x+a(x) 1+n+a(x),

2
kus lln})(——O \/1+x—1+——m-x , kus ¢ asub 0 ja x vahel.
X

..Rakendame Taylori valemit juhul a = 0, n = 3 jakirjutame vilja jéi%ikliikme Lagrange’i kuju. Saame,

etsinx=x— @ + 514#’{ x%, kus & asub x ja 0 vahel. Valemi sin x = x — — > kasutamisel (x| < 2) tehtav viga

on

sing 4 24 _ 1
T ‘x)<r—m~

8sin3 &+16siné
cos®¢

8sin’ &+16siné

cos® &

Analooglllselt eelmise punktiga saame, et tanx = x + 3 + ’fl— kus ¢ asub x ja 0 vahel.

4

X 24 -4

R <2-107°.
411 4110% cosd 5

3
Valemi tan x = x + % kasutarmsel (IxlI< 15 ) tehtav viga on

2 3
Analooglllselt eelmise punktiga saame, et V1+x=1+% - % +—3 . %, kus ¢ asub x ja 0 vahel.

5
2

8(C+1)
3
Valemi vV1+x=1+3 - % * kasutamisel (x €[0,1]) tehtav viga on ‘ 3 = %‘ < % . % = ILG.
8(E+1)2

s . . 2 $_ s‘ x3
Analooglhselt eelmise punktiga saame, et chx = 1+ % + £52— - &=, kus ¢ asub x ja 0 vahel. Valemi
0,2 e70 2 1 3
1256 < 108

2
chx =1+ % kasutamisel (x| < 0,2) tehtav viga on | €

2
2 X
Analoogiliselt eelmise punktiga saame, ete* =1+ x+ x2 + % +el X 57, kus ¢ asub x ja 0 vahel. Valemi
4
<

e¥=1+x+ %2 + %3 kasutamisel (|x| < 1) tehtav viga on ‘ef 57
@
Taylori valemi pohjal P(x) = P(1) + P'(1)(x— 1) + 250 (x - )2 + 22 ( — 13 1 200 (124
©)
P2 (- 1)5 + 220 . (x—1)8, kus ¢ asub x ja 1 vahel. Kuna P(1) = 0, P'(1) =5-8+3-2+2 =0,
P'(1)=20-24+6-2=0, P"'(1) =60-48+6=18, P (1) =120-48 =72, PO (1) =120ja PO (&) =0
igasuguse & korral, siis P(x) =3(x - 1)3 +3(x - 1)* + (x— 1)°.
Analoogiliselt eelmise tilesandega saame, et P(x) = P(-2) +P'(-2)(x+2)+ @ (x+2)%+ w (x+
@ 6 (_
2%+ % (x+2)2%4+ % (x+2)° (jadkliige on null, sest p®) () = 0 mistahes ¢ korral). Arvutanud
vilja vajalikud tuletised, leiame, et P(x) = 3(x+2)° —26(x+2)* +86(x +2)3 —134(x +2)% +101(x +2) —18.
f on pidev kogu reaalteljel, f’(x) = 3x% — 6x. Intervallides (—oo,0] ja [2,00) on [ rangelt kasvav,
intervallis [0,2] aga rangelt kahanev.
plot2d (x**3-3*x*x2, [x,-5,5], [y,-10,101);
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f on pidev kogu reaalteljel, f'(x) = 16x —4x3. Intervallides (—oo, 2] ja [0,2] on f rangelt kasvav,
intervallides [-2,0] ja [2,00) aga rangelt kahanev.

plot2d (8*x**2-x**4, [x,-5,5],

20+

15—

[y,-20,201);

-154

-20-

f on pidev kogu reaalteljel, f'(x) = 1 - cosx. f on kasvav kogu reaalteljel, sealjuures rangelt kasvav
koigis intervallides [2k7, 2(k + 1)7]. Kokkuvottes on f rangelt kasvav kogu reaalteljel.

plot2d(x-sin(x),

[x,-10,10], [y,-10,101);

-10--
x

f mééramispiirkond on (0,1) U (1,00), selles on f pidev, f/(x) =

f rangelt kahaney, intervallis [e,co) aga rangelt kasvav.
plot2d(x/log(x), [x,0,5], [y,-10,101);
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<
~
()
w
EN
o

-10--
X
f madramispiirkonnas peab olema tdidetud noue 1 + x € [-1,1] ehk x € [-2,0]. Oma mé&iramispiir-

konnas [-2,0] on f pidev. Leiame f’(x) = — \/1_(11”)2 =- \/xém . Niisiis f on kogu médramispiirkon-

nas [—2,0] rangelt kahanev.
plot2d(acos(1+x), [x,-2,0], [y,0,41);

n+

f médramispiirkond on (0,00), midramispiirkonnas on f pidev. Saame, et f'(x) = (1 — x)e”*, mis
tdhendab, et intervallis (0, 1] on f rangelt kasvav ning intervallis [1,00) rangelt kahanev.
plot2d(x*exp(-x), [x,0,5], [y,0,11);

lfk

0.8

0.6+

f madramispiirkonnaks on kogu reaaltelg ning kontroll niitab, et f on pidev kogu méédramispiirkon-

1
nas. (Punktis —1 niiteks f(-1) = _Ll =-1, lim f(x)= lim —=-1ning lim f(x)= lim (-1)=
x—-1- x—-1-Xx x—-1+ x—-1+
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—1; analoogiline kontroll f(x) = lirn1 f(x) nditamiseks tuleb l&bi viia ka punktis 1.) Intervallis (—oo, —1)
X—

kehtib f/(x) = —é, mis tdhendab, et intervallis (—co,—1] on f rangelt kahanev. Intervallis [-1,1] on f
kasvav ja kahanev (konstantne). Intervallis (1,00) kehtib f’(x) = 2(x — 1), mis tdhendab, et intervallis
[1,00) on f rangelt kasvav.
f(x) := if x <= -1 then 1/x else if x <= 1 then -1 else xX**2-2*x;
plot2d(f(x), [x,-5,5]1, [y,-2,4]);

“

f méadramispiirkonnaks on (-, ), kontroll nditab, et f on pidev kogu méédramispiirkonnas. (Eraldi
tuleb uurida punkte - Z ja Z.) Intervallis (-m, %] on f(x) = -1, seega f on kasvav ja kahanev (konstant-
ne). Intervallis (-5, ) kehtib f’(x) = cosx, seega f on rangelt kasvav intervallis [-%,  |. Intervallis
[%,7m) on f(x) =1, seega f on kasvav ja kahanev (konstantne).

f(x) := if abs(x) <= %pi/2 then sin(x) else if abs(x) < %pi then signum(sin(x));
plot2d(f(x), [x,-%pi,%pil, [y,-1.5,1.51);

1.5+
jan

0.5+

0.5+

f médramispiirkonnaks on (0, Z). Kui x € (0, 1), siis sin|x] = sin0 = 0, mistdttu sel juhul f(x) = (x—1)-

0=0.Kui x€ (1, %), siis |x] = 1, mistdttu f(x) = (x — 1)sin1. Nideme, et funktsioon f on pidev punktis

1, nimelt lim f(x) = lim (x—1)sin[x] = lim (x-1)sin1=0= f(1)ja lim f(x) = lim 0=0= f(1).
x—1+ x—1+ x—1+ x—1- x—1-

Intervallis (0, 1] on f kasvav ja kahanev (konstantne). Intervallis (1, Z) kehtib f’(x) = sin1 > 0, mistottu

f on piirkonnas [1, %) rangelt kasvav.

plot2d((x-1)*sin(floor(x)), [x,0,%pi/2], [y,0,11);
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0.8+

0.6+

0.4

0.2+

w4 w2

176l

f’(x) =3x2-3 =3(x—1)(x+1), seega kriitilised punktid on —1 ja 1. Punktist — 1 vasakul on tuletis po-
sitiivne, paremal negatiivne, jarelikult on punktis —1 lokaalne maksimum. Punktist 1 vasakul on tuletis
negatiivne, paremal positiivne, jarelikult on punktis 1 lokaalne miinimum.
plot2d (x**3-3*x, [x,-2,2], [y,-3,3]);

3

3L
X

f’(x) =16x—4x3 = 4x(2— x)(2 + x), seega kriitilised punktid on —2, 0 ja 2. Punktidest —2 ja 2 vasakul
on tuletis positiivne, paremal negatiivne, jarelikult on punktides —2 ja 2 lokaalne maksimum. Punktist
0 vasakul on tuletis negatiivne, paremal positiivne, jarelikult on punktis 0 lokaalne miinimum.
plot2d (8*x**2-x**4, [x,-3,3], [y,-20,20]);

20

15—+

10+

10+

15+

20—
X

Mééramispiirkond on (0,00) ja f’ (x) =Inx+ 1, seega kriitiline punkt on %. Punktist % vasakul on
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tuletis negatiivne, paremal positiivne, jarelikult on punktis % lokaalne miinimum.
plot2d(x*log(x), [x,0,3], [y,-2,51);
P

f'(x) = x(2 - x)e™*, seega kriitilised punktid on 0 ja 2. Punktist 0 vasakul on tuletis negatiivne, pa-
remal positiivne, jarelikult on punktis 0 lokaalne miinimum. Punktist 2 vasakul on tuletis positiivne,
paremal negatiivne, jarelikult on punktis 2 lokaalne maksimum.
plot2d (x**2*exp(-x), [x,0,4], [y,0,11);

J—

0 —F— —f—+—

|
T

0 05 1 15 2 25 3 35 4
X

f’(x) =4x(x—-1)(x + 1), seega kriitilised punktid on -1, 0 ja 1. Punktist —1 ja 1 vasakul on tuletis
negatiivne, paremal positiivne, jarelikult on punktides —1 ja 1 lokaalne miinimum. Punktist 0 vasakul
on tuletis positiivne, paremal negatiivne, jarelikult on punktis 0 lokaalne maksimum.
plot2d ((x**2-1)*x2, [x,-2,2], [y,-10,10]);

10+

-10—
X
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f(x) = (x — 2)2, seega on punktis 2 lokaalne miinimum.
plot2d ((x-2)**2, [x,0,4], [y,0,101);
10

0 i i I T i i }

I
I

o 05 1 15 2 25 3 35 4
x

Méiéiramispiirkond on (0,00) ja f'(x) = (Inx +2)In x, seega kriitilised punktid on 1 ja 6—12. Punktist 1
vasakul on tuletis positiivne, paremal negatiivne, seega punktis 1 on lokaalne maksimum. Punktist el_z

vasakul on tuletis negatiivne, paremal positiivne, seega punktis elz on lokaalne miinimum.
plot2d(x*log(x)**2, [x,0,2], [y,0,21);
ka

1.5+

’ Sk\
0 | | |

!
I T I 1
1
X

0 0.5 15 2

f "x) = 4(x - 4)2 (x — 1), seega kriitilised punktid on 1 ja 4. Punktist 1 vasakul on tuletis negatiivne,
paremal positiivne, seega punktis 1 on lokaalne miinimum. Punktist 4 vasakul ja paremal on tuletis
positiivne, seega punktis 4 lokaalset ekstreemumit ei ole.
plot2d((x-4)**3*x, [x,-2,5], [y,-30,301);

30—

-10-

=20+

-30--
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f'(x) = 20x3(x—1), seega kriitilised punktid on 0 ja 1. Punktist 0 vasakul on tuletis positiivne, paremal
negatiivne, seega punktis 0 on lokaalne maksimum. Punktist 1 vasakul on tuletis negatiivne, paremal
positiivne, seega punktis 1 on lokaalne miinimum.
plot2d (4*x**5-5*xx**4, [x,-1,2], [y,-3,3]1);

3

f'(x) = 2e*sin x, seega kriitilised punktid on kujul k7, kus k € Z. Punktidest 2kn vasakul on tuletis
negatiivne, paremal positiivne, seega punktides 2k on lokaalne miinimum. Punktidest (2k + 1)7 vasa-
kul on tuletis positiivne, paremal negatiivne, seega punktides (2k + 1) on lokaalne maksimum.
plot2d(exp(x)*(sin(x)-cos(x)), [x,-4,4] ,[y,-25,25]);

20+

10+

-t -T2 w2 m

20+

Miidramispiirkonna punktide noue on 2x3 +3x? > 0, mis tihendab, et x > —%. Seega médramis-
6x(x+1)

2v2x3+3x2

0 (NB! punktis 0 tuletist ei eksisteeri!). Punktist —1 vasakul on tuletis positiivne, paremal negatiivne,
seega punktis —1 on lokaalne maksimum. Punktist 0 vasakul on tuletis negatiivne, paremal positiivne,
seega punktis 0 on lokaalne miinimum.

plot2d (sqrt (2*x**3+3*x**2), [x,-1.5,1.5], [y,0,5]);

piirkond on [—%,oo). Saame, et f'(x) = punktides x # 0, seega kriitilised punktid on -1 ja
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351+
3+
2.5+
B 2__
1.5+
jan
0.5+
I I 3 I I |
f T T t T T 1
L5 1 0.5 0 0.5 1 L5

Punktides x # 0 kehtib f'(x) =1 - % Seega kriitilised punktid on 0 ja 1. Punktis 0 pole funktsioon
pidev. Samas niiteks kui x € (—%, %), siisIn|x| < —1, millest x—In|x| > x+ 1 > 0 = f(0), mistottu punktis
0 on lokaalne miinimum.

Punktist 1 vasakul on tuletis negatiivne, paremal positiivne, seega punktis 1 on lokaalne miinimum.
f(x) := if x = 0 then O else x - log(abs(x));
plot2d(f(x), [x,-2,31, [y,-4,51);

50

1+x
uletis positiivne, siis funktsioonil f lokaalsed ekstreemumid puuduvad.

plot2d(x-atan(x), [x,-3,3]1, [y,-3,31);
3

2
fllo=1--L > = 1167’ mistottu kriitiliseks punktiks on 0. Kuna punktist 0 vasakul ja paremal on
t

-3
X

Mééramispiirkonnaks on (—o0,0) U (0,00). Saame, et f "x)=— sgnx -+ )—IC, seega kriitilised punktid on
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—1jal.Punkti —1 iimbruses on f'(x) = 1+ %, seega punktist —1 vasakul on tuletis positiivne ja paremal
negatiivne, seega on funktsioonil f punktis —1 lokaalne maksimum. Punkti 1 iimbruses on f(x) =
-1+, seega punktist 1 vasakul on tuletis positiivne ja paremal negatiivne, seega on funktsioonil f
punktis 1 lokaalne maksimum.
plot2d(1-abs(x)+log(abs(x)), [x,-3,3], [y,-3,31);

3

f’ (x) = %, seega on kriitilised punktid (nimetaja nullkoht) ¢ = \3/ 2v2 -3+ %/#T—?) +1,

0ja 2. Punktist ¢ labiminekul tuletise mérk ei muutu. Punktist 0 vasakul on tuletis positiivne ja paremal
negatiivne, seega on funktsioonil f punktis 0 lokaalne maksimum. Punktist 2 vasakul on tuletis nega-
tiivne ja paremal positiivne, seega on funktsioonil f punktis 2 lokaalne miinimum.
plot2d ((x**3-3*x**2+8) **(1/3), [x,-3,3], [y,-3,31);

3

Méiéiramispiirkonna leidmiseks paneme tihele, et funktsiooni g(x) = x* + 4x3 + 30 lokaalsed ekst-
reemumid on g’ (x) = 4x%(x + 3) tottu punktides —3 ja 0, kusjuures punktis —2 on lokaalne miinimum

(mis on siiski positiivne) ning punktis 0 ekstreemum puudub. Seega f médramispiirkonnaks on kogu

2
reaaltelg. f'(x) = %, seega kriitilised punktid on —3 ja 0. Punktist —3 vasakul on tuletis nega-

tiivne ja paremal positiivne, seega on funktsioonil f punktis —3 lokaalne miinimum. Punktis 0 lokaalne
ekstreemum puudub, sest temast vasakul ja paremal on tuletis positiivne.
plot2d(log (x**4+4*x*x3+30), [x,-5,2], [y,0,5]1);
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Kui x #0,siis f/(x) = %, seega kriitiline punkt on ainult 0. Punktis 0 pole funktsioon f pidev. Saame,

et vahemikus (—% 1

,¢) kehtib f(x) = In|x| < —1 <0 = f(0), seega punktis 0 on funktsioonil f lokaalne
maksimum.

f(x) := if x = 0 then 0 else log(abs(x));
plot2d(f(x), [x,-2,2], [y,-5,51);

Punktis 0 pole funktsioon pidev. Kui x € (—%,0), siis f(x) <0 < 1 = f(0), kui aga x € (0, %), siis
f(x) <1 = f(0). Seega on punktis 0 lokaalne maksimum. Intervallis (—Z,0) on f’(x) = cos x, seega lo-
kaalset ekstreemumit selles intervallis pole. Intervallis (0, Z)on f /(x) = —sinx, seega ka selles intervallis
lokaalset ekstreemumit pole.

f(x) := if x > -Ypi/2 and x < O then sin(x) else if x <= Y%pi/2 then cos(x);
plot2d (f(x), [x,-%pi/2,%pi/2],[y,-1.5,1.51);
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f'(x) = arctan x + 1+xe . Punkt 0 on kriitiline punkt, sealjuures kui x < 0, siis arctanx <0 ja ﬁ <0,

mistdttu f7(x) < 0, ja kui x > 0, siis analoogiliselt f/(x) > 0. Seega on punktis 0 funktsioonil f lokaalne
miinimum ning rohkem lokaalseid ekstreemume pole.
plot2d(x*atan(x), [x,-3,3]1, [y,0,31);

3—

Punktis 0 pole funktsioon pidev. Kuna iga 6 > 0 korral g € (0,9), kusjuures f (g) = % >-1=f(0)

ning —g € (-6,0), kusjuures f (— g] =- % —2 < —1 = f(0), siis punktis 0 lokaalset ekstreemumit pole.
Intervallis (0,00) on f'(x) = 2x > 0 ning intervallis (—o0o,0) on f’(x) = —2x < 0, seega ka nendes interval-
lides lokaalset ekstreemumit pole.

f(x) := if x < 0 then -x"2-2 else if x = O then -1 else if x > O then x"2;
plot2d(f(x), [x,-1,1],[y,-1,11);
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f'(x) = 2(x - 1), seega voib funktsiooni f globaalne ekstreemum olla punktis 0, 1 ja 5. Saame,
et f(0) =3, f(1) =2ja f(5) = 18. Niisiis on funktsiooni f globaalne maksimum punktis 5 ja globaalne
miinimum punktis 1.
plot2d (x**2-2*x+3, [x,0,5], [y,0,20]);

20+

f "x)=2(x-1), seega funktsioon f on rangelt kahanev hulgas (0, 1] ja rangelt kasvav hulgas [1,5).
Jarelikult funktsioonil f on globaalne miinimum punktis 1 ning globaalne maksimum puudub.

f’(x) =3(x—-1)(x+1), seega voib funktsiooni f globaalne ekstreemum olla punktis -2, —1, 1 ja 3.
Saame, et f(-2) = -1, f(-1) =3, f(1) = —1ja f(3) = 19. Niisiis on funktsiooni f globaalne maksimum
punktis 3 ja globaalne miinimum punktides —2 ja 1.
plot2d (x**3-3*x+1, [x,-2,3], [y,-1,20]);

20

f’(x) =3(x—-1)(x+1), seega funktsioon f on rangelt kasvav hulkades (-2,-1] ja [1,3) ning rangelt
kahanev hulgas [-1,1]. Et f(2,5) = 9,125 > 3 = f(-1), siis funktsioonil f globaalne maksimum puudub.
Niitame, et f(x) >3 = f(1), kui x € (-2,-1]. Vorratus x2 —3x+1 >3 on samavéirne vorratusega (x +
2)(x—1)2 > 0, mis antud poolldigus kehtib. Seega globaalne miinimum on punktis 1.

ff=1- %, seega voib funktsiooni f globaalne ekstreemum olla punktis %, 1jae.Saame, et f (%) =
s tL f()=1jaf(e)=e—1.Kuna f(1) < f(%) ja f(1) < f(e), siis on funktsiooni f globaalne miinimum
punktis 1. Kunae—1> % + 1, siis on funktsiooni f globaalne maksimum punktis e.
plot2d(x-log(x), [x,1/%e,%el, [y,0,2]);
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0.5 - -

flo=1- %, seega funktsioon f on rangelt kahanev hulgas (%,1] ja rangelt kasvav hulgas [1,e).
Jarelikult funktsioonil f on globaalne miinimum punktis 1 ning globaalne maksimum puudub.

f'(x) = sin2x, seega voib funktsiooni f globaalne ekstreemum olla punktis —7, — %,0, % jam. Saame,
et f(-m)=f(0)=f(m)=0ja f(—%) = f(%) =1, seega funktsiooni f globaalne miinimum on punktides
-1, 0 ja 7 ning globaalne maksimum punktides — % ja %.
plot2d(sin(x)**2, [x,-%pi,%pil, [y,-1,11);

.

0.5+

f'(x) = sin2x, seega funktsioon f on rangelt kasvav hulkades (-7, -5 ] ja [0, J] ning rangelt kaha-
nev hulkades [-%,0] ja [%,7). Et 0 < (sinx)? < 1 koguni kogu reaalteljel, siis on punktides —% ja %
globaalne maksimum ja punktis 0 globaalne miinimum.

>
tides —1 ja 1. Kuna f(-1) = w ja f(1) = 0, siis on funktsiooni f globaalne miinimum punktis 1 ja glo-
baalne maksimum punktis —1.

plot2d(acos(x), [x,-1,11, [y,-%pi,%pil);

Méiéiramispiirkond on [~1,1] ning f/(x) = \/117 seega globaalne ekstreemum v6ib olla ainult punk-
—X
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-2+

T
X

I f "(x) = —2xe” x , seega voib funktsiooni f globaalne ekstreemum olla ainult punktis 0. Kuna f(x) =

e‘x < 1= f(0) iga x € R korral, siis on funktsioonil f globaalne maksimum punktis 0.
plot2d(exp( x**2), [x,-3,3], [y,0,11);

I f’ (x) = (l(szclﬂ;’zm seega voib funktsiooni f globaalne ekstreemum olla punktis —1 ja 1. Saame, et

f( 1) = —— ja f(l) = 2, kusjuures juhul x < 0 kehtib f(x) <0< % = f(1) ja juhul x > 0 kehtib 1 +
> 2x, mlllest o 2 < 2’; = ; = f(1). Jarelikult on funktsioonil f punktis 1 globaalne maksimum.

Analooglhselt naltame, et funktsioonil f on punktis —1 globaalne miinimum.

plot2d(x/(1+x*%*2), [x,-3,3], [y,-1,11);

j=

Y
5

0.5+

AN
X

seega voib funktsioonil f

Méiéiramispiirkond on (-00,0) U (0,1) U (1,00). Saame, et f'(x) = ﬁ
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olla globaalne ekstreemum ainult punktls . Kuna f ( ) = 4, aga nditeks f(-1) = f (%) = 5%, siis

punktis 3 5 funktsioonil f globaalset ekstreemumlt eiole.
plot2d(1/x+1/(1-x), [x,-3,3], [y,-10,101);
10+

Olgu tegurid x ja , siis vaja on leida funktsiooni f(x) = x? + (36) globaalne miinimum. Saame,
et f/(x) = w tuletise nullkohad on —6 ja 6, kusjuures lokaalne miinimum on molemas

punktls. Et f(x) = x% + — >2-36=72= f(6) = f(—6), siis on mdlemas punktis globaalne miinimum.

9} Olgu iiks serv x ja telne 2x cm, siis kolmas serv on 272 = i—g cm. Olgu f(x)=2- 2x%2 42 % +2- % =

4x% + 2—)166. ) = w. Kriitiline punkt on 3 ning kui x < 3, siis f”(x) < 0 ja kui x > 3, siis
'(x) > 0. Niisiis on 3 funktsiooni f miinimumpunkt ja kasti servad peavad olema 3, 6ja4 cm.
@ Olgu kolmnurga kiilg x meetrit, siis ristkiiliku teine kiilg on 5 (1 — x) meetrit. Akna pindala olgu

fx)=x- 2(1 -x)+ < ‘f. Saame, et f'(x) = M, millest leiame, et funktsiooni f globaalne mak-

_ 3 _6+V3
simum on punktis ——= VAT I
. P . . 4,5-x-7% o rolss .
Olgu poolringi lablmoot X meetrit, siis ristkiiliku teine kiilg on # meetrit. Ristldike pindala
4,5-x-% - . . .
on f(x) =x- # + 8 . Saame, et f'(x) = M millest leiame, et funktsiooni f globaalne

_9
maksimum on punktis - 4 Seega otsitav raadius on 5~ meetrit.

Olgu koonuse korgus x cm, siis koonuse péhja raadius on v/400 — x2 cm. Koonuse ruumala on
flo= %-m (400 - x?) - x. Saame, et f’(x) = % - (400 - 3x2). Siit leiame, et funktsiooni f globaalne mak-

20
simum on punktis <= 7
Olgu silindri raadius x, siis pool korgust on v R2 — x2. Niisiis on silindri ruumala f(x) = 7x%-2v/ R2 — x2.
Saame, et f'(x) = M , millest leiame, et funktsiooni f globaalne maksimum on punktis x =
VR?—x?

Ry

Antud sirge 2x — y — 4 = 0 normaalvektor on (2,—1). Leides punkti (a, a®) kaugust antud sirgeni,
_ 42

koostame sirge libi punkti (a, a%) sihivektoriga (2, —1), selle vorrandiks on S _—1“ ehkx+2y—(a+

2a%) = 0. Saadud sirge ja sirge 2x— y—4 = 0 Idikepunkt on % (2a®+a+8,4a® +2a—4) ning kaugus punktist

2 _ 1,2 2 2 1wy 2 2_ 1,2 2 _
(a,a )onf(a)—\/(a—g(a +a+8))*+ (a —g(Za +2a-—4)) —TEIa —2a+4|.Kuna a“ -2a+4 =

(a-1)2+3>0,siis f(a) = \/ig (a% —2a+4). Siit leiame tuletise abil globaalse miinimumi, kust saame
otsitava punkti (1,1).

102



Ajahetkel ¢ tundi on auto kaugus punktist B vordne 200 — 80¢ ning rongi kaugus punktist B vordne
50t. Auto ja rongi vahelise kauguse leiame koosinusteoreemist, see on

f= \/ (200 - 801)2 + (501)2 — (200 — 807) - (501) - = 10V/129¢2 — 420¢ + 400. Tuletise kaudu leiame glo-

baalse miinimumi, see on ajahetkel ¢ = 4(3) tundi.

Olgu kruusi p6hja raadius x ja ruumala V. Kruusi kérgus on siis n—‘;z Materjali kulub f(x) = 7x? +
21X - ‘; =7nx%+2Y Saame, et flx) =2mx— i—‘z/, millest leiame, et f globaalne miinimum on punktis
3
X = ;. Kruusi k(")rgus on selle raadiuse korral VT‘/IJ/LE =3/ % Ent kruuse, mille pohja diameeter on
-

kaks korda suurem kui kdrgus, eriti ei ostetaks.
f’(x) =3x%-12x+12 =3(x-2)?, f"(x) = 6(x —2). Ndeme, et f’ on pidev kogu reaalteljel ning
intervallis (—oo,2) on f” negatiivne, seega intervallis (—oo,2] on f graafik kumer. Intervallis (2,00) on
f" positiivne, seega intervallis [2,00) on f graafik négus. Kdanupunkt on (2,12).
plot2d (x**3-6*x**x2+12*%x+4, [x,-5,5], [y,-30,30]);

30+

20+

10+

10+

20+

-30—
X

f’(x) o 4)2 ning [ (x) = 4)3.N'eieme, et f ja f’ midramispiirkond on (—00,4) U (4,00), f on
pidev kogu maaramlspurkonnas mng intervallis (—o0,4) on f " negatiivne, intervallis (4,00) on aga f' "
positiivne. Seega intervallis (—oco,4) on f graafik kumer ja intervallis (4,00) on f graafik ndgus. Kdanu-
punktid puuduvad.
plot2d(3/(x-4), [x,0,10], [y,-30,301);

30+

20+
104

=~ 0

-10+

=20+

-30-!

o= z’f"(x) T
on f" positiivne ning intervallis (0,00) on f'' negatiivne. Seega intervallis (—oo,0] on f graafik négus,
intervallis [0,00) on f graafik kumer ja kddnupunkt on (0,0).

Nieme, et f on pidevkogu méédramispiirkonnas, intervallis (—oo, 0)
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plot2d(atan(x)-x, [x,-5,51, [y,-5,51);

[@)] /() = 2xInx, f”(x) = 2Inx +2. Néeme, et f ja f' madramispiirkond on (0,00), f' on pidev kogu
madramispiirkonnas, intervallis [0, %) on f" negatiivne, intervallis (%,oo] on f" positiivne. Seega in-
tervallis (0, %] on f graafik kumer, intervallis [%,oo) on f graafik négus ja kidnupunkt on (%, —23?).
plot2d (x**2*(log(x)-1/2), [x,0,2], [y,-1,11);

I

-0.5+

l flx) = —2xe™, f(x) = 22x% - De~*. Nédeme, et f' on pidev kogu reaalteljel ning intervallides

( oo,—‘/Té] ja (‘zﬁ,oo] on f” positiivne ja intervallis —i i on f” negatiivne, seega intervallides
(—oo,—‘/TE) ja (‘éz,oo] on f graafik nogus ja intervallis —£ £ on f graafik kumer. Kddnupunktid

on(—‘/Ti,e 2)]3(\/2 e 2

plot2d(exp(-x**2), [X,—3,3], [y,0,11);
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f’(x) =3x% —12x, f"(x) = 6(x — 2). Néieme, et f' on pidev kogu reaalteljel ning intervallis (—co,2]
on f” negatiivne ja intervallis (2,00) on f” positiivne, seega intervallis (—oo,2] on f graafik kumer ja
intervallis [2,00) on f graafik ndogus. Kddnupunkt on (2, -16).
plot2d (x**3-6%x**2, [x,-3,7], [y,-50,101);

10~

-50--

X

2
flo= %, ') =- i(c’z‘;l)lz) . Ndeme, et f’ on pidev kogu reaalteljel ning intervallides (—oo, 1) ja

(1,00) on f" negatiivne ja intervallis (1, 1) on f” positiivne, seega intervallides (—oo, —1] ja [1,00) on f
graafik kumer ning intervallis [-1,1] on f graafik ndgus. Kddnupunktid on (-1,In2) ja (1,In2).
plot2d(log(1+x**2), [x,-5,5],[y,0,5]);

5

| | | |
T T v T T

4 2 0 2 4

f’(x) =4x3 +6x%2 —24x, f"(x) =12(x - 1)(x +2). Néeme, et f’ on pidev kogu reaalteljel, intervallides
(-00,-2) ja (1,00) on f” positiivne ja intervallis (-2,1) on " negatiivne, seega intervallides (—oco, —2]
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ja [1,00) on f graafik ndgus ning intervallis [-2,1] on f graafik kumer. Kddnupunktid on (-2, -48) ja
(1,-9).
plot2d (x**4+2xx**3-12*x**2, [x,-5,5], [y,-100,100]) ;

100+

50+

=

-100--
X
1 1 1
a) Pustasumptoodld hm —_— = , vdlja arvatud juhul, kui a = 2. Saame, et lim —— = -oco
ax-2 x-a x—2-X—2
ja lim —— =00, seega x = 2 on plistasiimptoot.
X—=2+Xx—2
1 1 1
Kaldastimptoodid: hm =2 — lim =0ja lim (— - Ox) =0, mistdttu y = 0 on kalda-
xX—to00 X x—+o0 x2 —2x x—too|lx—2

siimptoot (rohtastimptoot).
plot2d([1/(x-2), [parametric,2,t,[t,-10,10]1]1, 01, [x,-5,5], [y,-10,101);

10+
s
s 0 I
4 -2 0 2 4
5+
-10--
X
x? a®
b)|Plistastimptoodid: ;ima SRRl St vélja arvatud juhul, kui a = £2. Siit saame piistasiimptoodid
—a xé — ac -

x=-2jax=2.

. 2

X

Kaldastimptoodid: lim o4 =0ja lim ( - Ox) =1, mistottu y = 1 on kaldastimptoot (r6htastimp-
x—too0 X x—too| x2 -2

toot).

plot2d ([x**2/(x**2-4), [parametric,2,t,[t,-10,10]], [parametric,-2,t,[t,-10,10]],

11,

[x,0,5], [y,-10,101);
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10—

10—
X

X a
Pﬁstasﬁmptoodid: lim — = —— koigireaalarvude a > 0, a # 1 korral. Saame, et limy_.1_ li = —00
x—alnx Ina nx
ja lim —— = oo, mistéttu x = 1 on piistasiimptoot. Saame, et limy_.g4+ li = limy_.0+x = 0, seega
x—1+Inx nx
rohkem piistasiimptoote ei ole.

X
nx X
Kaldastimptoodid: lim nx _g ja lim (— - Ox] = oo, mistdttu kaldastimptoote ei ole.
X—00 X x—oo\lnx

plot2d([x/log(x), [parametric,1,t,[t,-10,1011], [x,0,5], [y,-10,10]1);
10+

= 0 % % % 1
4 2 3 4 5
S5+
-10--
X
- o 2xP 41 _2x?4l o
d)|Piistastimptoodid: lim =-ocoja lim = 00, seega pilistasiimptoot on x = —1.
x—-1- x+1 x—-1+ x+1
2x°41 2x2 +1 2x2+1 —2x
Kaldastimptoodid: lim —**— = lim =2ja lim -2x|= lim —— =-2, mis-
X—+00 X x—+00 x2+x x—+oo| x+1 x—+oo x+1

tottu y = 2x — 2 on kaldastimptoot.
plot2d ([(2*x**2+1) /(x+1), [parametric,-1,t,[t,-20,10]], 2*x-2], [x,-10,5], L[y,-20,10])

107



1
1
R n_omlerd) e
e)|Plistastimptoodid: lim xIn{e+ — | = lim = lim = lim =0ja
x—0 x] x—0 1 x—0 L x—0e+ 1
X x2 X
lim xln (e + —) = 0o, mistdttu x = —% on piistasiimptoot.
x——1+ x
1 1 1)_
xlnle+ < 1 Inle++]-1
Kaldastimptoodid: lim ————= =1ja lim (xln (e+ —) - x) = lim ——————=
X—*00 X X—*00 X X—*00 %
o
=i ed) —L =1 Seega kaldasiimptooton y = x + 1
=limy— 400 —— 1 =liMy—1c0 T = ¢- Seega kaldasimptooton y = x + 5.

2
plot2d( [x*logi%e+1/x) , [parametric,-1/%e,t,[t,-1,11]1, x+1/%el, [x,-1,11, [y,-1,11);
—

L
©
S
IS
©
~

1
Piistastimptoodid: lin& Ter = ooja lim = —o0, seega piistasiimptoot on x = 0.
x—0-1—-

x—0+1—e*

1 1
=0 ning xhrrgo ——=0ja xliIPoo —— =1, seega kaldastimptoo-

Kaldasiimptoodid: li = =
aldastimptoodid: lim o —ox

1
x(1-e%)
did (rohtastimptoodid) on y=0jay=1.
plot2d([1/(1-exp(x)), [parametric,0,t,[t,-5,511, 0, 11, [x,-2,2], [y,-5,51);
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4+

2

= f f o

" - . . COS X . . COS X - .
Pustasumptoodld: hrr(; (Zx - —) =ooning hr{)l (Zx - ) = —00, seega plistasiimptoot on x =
x—0- X x—0+ X

) . 2x—£BX . cosx
Kaldastimptoodid: lim ———— =2- lim
X—x00 X X—x00 X

siimptoot on y = 2x.

plot2d([2*x-cos(x)/x, [parametric,0,t,[t,-30,30]1]1, 2*x], [x,-5,5], [y,-20,20]);
20

cosx
=2ja lim (2x -— —Zx] =0, seega kalda-
X—*00 X

154~

-10+

-15

201
X

Méé’lramispiirkond on (—oo,0)U(0,00). f’(x) = x> — %, intervallides (—oo,—1] ja [1,00) on f kasvav
ning intervallides [—1,0) ja (0,1] on f kahanev. f" (x) = 2x + %, intervallis (0,00) on f graafik ndgus ja
intervallis (—oo,0) graafik kumer. Piistasiimptoot on x = 0 ja kaldastimptoodid puuduvad.
plot2d([x**3/3+1/x, [parametric,0,t,[t,-30,30]11], [x,-10,10], [y,-30,301);

30

20—+

10
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Mé‘ciramispiirkond on (—oo,0) U (0,00). f’(x) = —% — %, intervallides (—oo, —2] ja (0,00) on f kaha-

nev ning intervallis [-2,0) on f kasvav. [’ "(x) = % + i—;‘, intervallis (—oo,—3] on f graafik kumer ning

intervallides [-3,0) ja (0,00) on f graafik ndgus. Puistasimptoot on x = 0, kaldastimptoot on y = 0.
plot2d ([4*(x+1) /x**2, [parametric,0,t,[t,-30,30]]1, 0], [x,-10,10], [y,-30,30]1);
3

-10+

20+

1ox?
Mééramispiirkond on R. f’ (x) = —xeTx, intervallis (—o0,0] on f kasvav ja intervallis [0,00) on f
2

kahanev. [ (x) = (xz—l)eka, intervallis [-1,1] on f graafik kumer ning intervallides (—oo, —1]ja [1,00)
on f graafik négus. Piistasiimptoote ei ole, kaldastimptoot on y = 0.
plot2d([exp((1-x*%2)/2), 01, [x,-5,5], [y,0,21);

2—

Méiéirarnispiirkond on (0,00). f’(x) = M%, intervallis (0,% on f kahanev ja intervallis [%,oo) on

f kasvav. f"(x) = _)1612”‘, intervallis (0,1] on f graafik ndgus ja intervallis [1,00) on f graafik kumer.
Piistastimptoot on x = 0, kaldastimptoodid puuduvad.
plot2d([(1+log(x))**2/2, [parametric,0,t,[t,0,5]11], [x,0,5], [y,0,5]);
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Mééiramispiirkond on (—00,0] U [2,00). f!(x) = X-1_ intervallis (—oo,0] on [ kahanev ja intervallis

Vxz-2x’
[2,00) on f kasvav. f’ "(x) = —x'z)(ij)xz, intervallides (—o0,0] ja [2,00) on f graafik kumer. Piistasiimp-

toodid puuduvad, kaldastimptoodidon y=x—-1jay=-x+1.
plot2d([sqrt (x**2-2*x), x-1, -x+11, [x,-5,5], [y,0,51);

5=

X

Méiéiramispiirkond on R. f’(x) = w, intervallides (—o0,0] ja [1,2] on f kahanev ning
VIx2=2x|

intervallides [0, 1] ja [2,00) on f kasvav. f”(x) = _x—m' intervallides (—o0,0], [0,2] ja [2,00) on f

graafik kumer. Piistasiimptoodid puuduvad, kaldasiimptoodidon y=x-1jay=—-x+1.
plot2d ([sqrt (abs (x**2-2*x)), x-1, -x+11, [x,-5,5], [y,0,51);

X

Méiéirarnispiirkond on (0,00). f’ (x) = —l;—zx, intervallis (0,1] on f kasvav ning intervallis [1,00) on f
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kahanev. " (x) = 21[;+1, intervallis (0,/€) on f graafik kumer ning intervallis (v/e,00) on f graafik
nogus. Piistastimptoot on x = 0, kaldastimptoot on y = 0.
plot2d ([(1+log(x))/x, [parametric,0,t,[t,-5,2]]1, 0], [x,0,5], [y,-5,21);

.

1 kui x € (—00,0) U (0,1),

o _ T - . . B
Maaramlspnrkondon( 00,0)u(0,00). f'(x) { T kuixe (L oo), intervallides (—oo, 0)

—%, kuixe(-00,0)U(0,1),
e ¥, kuixe(1,00),

lides (—o0,0) ja (0,1] on f graafik kumer ning intervallis (1,00) on f graafik nogus. Piistastimptoot on
x =0, kaldastimptoot on y = 0.

f(x) := if x <= 1 then (1+log(abs(x))) else exp(-x);

plot2d([f(x), [parametric,0,t,[t,-5,5]], 0], [x,-5,5], [y,-5,51);

ja (1,00) on f kahanev, intervallis (0, 1] on f kasvav. f' "(x) = interval-

i)| Madramispiirkond on R. f'(x) = e kui x < -1, intervallides (—oo,—1), [-1,0] ja [2,00)
p ) T 1 3x%2-6x, kuix>-1, = Hljale oo
X+2

etre, kui x < -1,
6x—6, kuix>-1,
ja [1,00) on f graafik ndgus ning intervallis [-1,1] on f graafik kumer. Piistasiimptoodid puuduvad,
kaldastimptoot on y = 0.

f(x) := if x < -1 then exp(x+2) else x**3-3xx*x2;

plot2d([f(x), [parametric,0,t,[t,-30,301]1, 0], [x,-5,5], [y,-5,51);

on f kasvav ning intervallis [0,2] on f kahanev. f" (x) = { intervallides (—oo, —1)
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Jtanxdx on funktsioon, mille tuletis on tan x. Seega (f’ tanxdx]' =tanx.
f2x+1 dx on funktsioon, mille tuletis on 2%+, Seega (f2%*! dx) = 2%+1,
d% Jarctan xdx = arctan x;

fx4dx: %5+C;
Bvx—-4)dx=2xy/x—-4x+C;

o) [(x®-1)2dx=f(x®-2x3+1)dx= %—%+x+c
f)fledx—ln10+C -
o) e*dx = [(e%)¥dx= nes+c e+ G
h)|[5%e*dx = [(5e)*d x—m+C—l+ln5+C
D[ S(1+eM)?dx = [(1+2e% + () )dx = x+2e* + £ S FC=x+2e" +—+c
2 _ _ 4F 26x 9% 4* _26* 9% .
|/ @ ~3%) dx—f(4x 26x+9x]dx—m w6 + 15+ C=2Inz ~ mati3 * 2l * C
)| [2%e* +1In2)dx = -2 1+1 5
D|fsinadx = xsina +C;
m)| [ (cosx —3sinx) dx =sinx +3cosx + C;
n)| [ sin (§ +x) dx = f(‘/Técosx+§sinx)dx:@(sinx—cosx)+c;
0)f2cos dezf(l+cosx)dx=x+sinx+C;
p)|/ (2sin? § —sin?2) dx = [ (1 - cosx —sin®2) dx = x—sinx - xsin2 + C;
[ —Sos2xdx :f( L1 )dx:—cotx—tanx+C;

cos? xsm x sinx  cos®x
)| [ = [9X —tanx+C;

+xIln2+C;

cost;—sm X coszx
1+cos X q 1+cos® x _ X .
S|/ et dx = [ 20057 x dx=jtanx+% +G;

t)| [ tan® xdx—fwdx—tanx—x+0

u)| [ cot? xdx = [ 1=S°x Sm Xdx=-cotx—x+GC;

Sln X
)| [ (tanx — cot x)2 dx = f(tan® x — 2+ cot® x) dx = tan x — cot x — 4x + C;
w)| [ (arcsin x + arccos x) dx = f”dx— -xX+C;

I arctan x+arccotx g, —
V1-x2

S m dx = Zarcsinx +C;
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J —arcsinx+C-
xzdx_ ( _ )
fx2+1—f1 x2 1) dx=x—arctanx + C;

(1+x)*dx (1
f x(l+x2) _f +

x*d
JoE =
fﬁz:d f(l— 2+1)dx x—2arctan x + C;
Jsh2—-shx)dx=xsh2—-chx+C;

sz) dx =In|x| +2arctan x + C;

3
)dx— ?—x+arctanx+C

fthzxdx:f(l—ﬁ)dx:x—px+0
fozf(ﬁ ch2 )dx——cthx thx+C;

chzficsh2 P
fcth—xshzx :fchf =thx+C;
Cglzliilcllgc :f(shlz ch2 )dx_—cthx+thx+C

@lfstxdx =1 [sin2x (2x) dx = -2 + C,
alternatiiv: [sin2xdx = f2sinxcosxdx =2 f sinx (sinx)’ dx = sin® x + C
alternatiiv: [sin2xdx = f2sinxcosxdx = —2 [ cosx (cosx)’ dx = —cos? x + C;

4dx  _ [ (@4x)'dx _ .
H cos?4x f cos24x tandx+C;

o f(x-3)5dx=[(x—3)° (x-3) dx= 23 4 ¢
f(3x+5)4dx—éf(3x+5)4(3x+5)’dx:%+c;
fx+1 —f(x+1) 4% _Injx+1]+C;

(2x— 7)’ _ Inj2x-7| .
f2x— f 2x—7 ) +C;

f(4—x)6dx= fa- x)6 (- dr=-9200 0= A
f\3/7—2xdx———f(7 2x)3 (7-2x) dx———(7 2x)3 +C;

i) [sin(x—4)dx = [sin(x—4) (x—4)' dx——cos(x Y+ G .

| [ cos(1—2x)dx = ~3 [cos(1-2x) (1 -2x)' dx = —S0-20 ¢ = snZx-D) 4

2x+3

fe_2x+3 dx=-1fe 23 (—2x+3) dx=-&5— +C;

| 4dx _ _ (4x)'dx = arcsin4x + C;
f\/l—lze f\/l—(4x)2

=1 rcs1n—+C

! dx — dx — ( )
f“f"“z fsw—(%)z ’; (5 ’

3
dx _1 (& 2x
4x2+9_§f1 ( 2_6f1 2%2—6arctan +C
f Sdx_ —f (5x+1) dx _ arctan(5x +1) + C.
(lnx) _ 5
E lf iz =J Ty =Inlnx|+C

1+(5x+1)2 1+(5x+1)2
fx 2dx fd(x+1)_11n|x F1+C

x33+1_3 x3+1
Off 2L~ et nTEdt 4 1) =3V 14 G

fx\/l—xzdx———f\/l x2d(1 - x?) = -U=x)2 x)z +C;
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e)f(Zx 5)dx _ fd(x —5x+2) —ln|x2—5x+2|+C;

xzx 5x+2 i ; —5x+2
e*dx (e* +n3) X .
) f eX+In3 _f e’+In3 =Infe” +In3| +C;

g)| [e* cose®dx = [cose*d(e*) =sine* + C;
dx d(Inx)

—_— = =arcsinlnx + C;
fx\/l In? x V1-In?x

2
l)f(llrf)xzdx [dx+ [ d§1++§> =x+In|1+ x|+ C=x+In(l +x%) +C;

)f(1+x)f fler((§))2 =2arctan\/_+c-

k)f);flx =flx- 1)dx+fd(x+l) = 2 —x+In|x+1|+C;

Df\/% _f —-f(l x%)” zd(l x2)—arcsmx—M+c;
m)ffijz’i =f13((2x))2 = arctane” + C;

)| [ Ty = fdl(rlﬁrl&x =In|Inlnx| +C;

o)l [ shxdx _fd(7+chx) —2V71chx+C;

\/7+Chx V7+chx \
JUHRDPAE - (4 th )3 d(1+thy = B0 4 ¢
d
@)/ L =l feol+ G
)| [ tigsxzdx Jtanxd(tanx) = tan X4
dx d(1+cotx) )
9] (1+cotx)sin®x -/ T+cotx —In|1 +cotx| + C;

3
2

S verdtanx g, 1f¢mm2+3tanx) —2(2+3tanx) +GC;

cos? x

cosxdx -2
JesieL sintx = [(sinx)"?d(sinx) = ——Sm ~ +C

alternatiiv: [2sinxcosxdx = fsiandx = —COZA +C,

alternatiiv: [ 2sinxcosxdx = -2 [ cos xd(cos x) = — cos? x+C, kusjuures — 232* =sin? x—1 = — cos? x+

f sinxdx _ —f d(cosx) _
1+cos? x 1+cos?x

X[ [ tanxdx = [ S0L 4y = fd(ccooss;) =-In|cosx|+C;

)| [ cotxdx = [ G da= [ GER2 = Inlsinux| + C; 4

7)| [ cos? xsin2xdx = f2sinxcos3 xdx=-2 [(cosx)3d(cosx) = - 5% +
3 4

aa)| [ Acan_xdx _ [ (arctan x)3 d(arctan x) = &AL 4

1+x
ab)| [ = pd@resing _ 1naresin x| + C;
1-x%arcsinx

arcsin x
3
ac)| [sin® xdx = [(1 - cos® x)sinxdx = — [ (1 — cos® x) d(cos x) = COSX _cosx+C;
i3
ad)| [ cos® xdx = [(1-sin? x) cosxdx = [(1 - sin? x) d(sin x) = sinx - $B-% + C;
ae)fsinzxdx:f%dng_%_,.c;
— +Ccos2x _ X sSinzx .
af)| f cos xdx—f—dxd_(;).;.T_'.C,
7
ag)fl cosx Zfsm _fsinzg

(1+cosx)dx _ dx d(smx) 1
alternatiiv: [ 9% —f ooy = gt Sy =cotx m+C

—arctancos x + C;

=-cot5 +C,

. 2
alternatiiv: olgu tan§ = 1, siis 1 — cosx = 2sin? 7 =2 —2cos2 r=2- 1+t2 = 1‘2+tt2, dx = 24 seega
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X 2 X
oSy —2C0S8°5  cosx—1.

T = f(tl—g =-14+C=-cot§ +C, kusjuures —cot § = “smi - 2sin"cos§ = cosx-l,
mf 1+smx =/ U C?;z”dx =f C(;i;zcx +f(cosx)_2 d(cosx) =tanx — —— Cosx +C,
alternatiiv: olgu tan ¥ = t, siis sinx = (sgn) V1-cos? x = (sgnt),/ (11#)2 = li—t[z, millest [ % =
i —tan £)? x_
J (lzilt;rzt(zl)fttz) = _m +C= —ﬁ + C, kusjuures S‘&’S‘;l =- (L:zﬁfg : Lzﬁzg = :ZE%J =1-
m’
ai)| [ lfgisnzjfc%);x = lcfizsfnd;x =/ d(ll:isii?zix) =In|1+ % sin2x|+ C =1n|1 +sinxcosx|+ C;
j f%dx JIsgncosx|- Cosg = |sgncos x|tan x + C;

ak)| [ (tan? x + tan* x) dx = [ tan® x

cos2x = ftan® xd(tanx) = tan X+ G

al) fcos4 fdc(;?;;) [ +tan? x) d(tan x) :tanx+mnTx+C;

dx  _ d(cotx) 2 __ _cot’x .
am) fsm = - [E52 sin’ ¢ — (1 +cot” x)d(cot x) = —cot x — 5% + C;

- _ sin? xd(cosx) _ 1-cos’x — 1 .
an)| [ tan3 xdx = — [ v o R e d(cos;zc) = 5oz HInlcosx|+C;

4 sin* xdx _ psin? xd(tanx) _ [ (-cos?x)? d(tan x) 2 _
ao)| [ tan* xdx = [ ooy =f o =f cos”x d(tanx) Jesas o -2 fd(tanx)+ [ cos” xd(tan x) :
[(1+tan? x)d(tanx) - 2tanx + [ 400X _ o x4 @YX 50 x4 arctantan x + C = — tan x + 20X tan’x

1+(tan x) B T3

x+C;
mf(sinx+cosx)2dx—f(1+sin2x)dx:x—M+C

IHSaame, et fx2+2x+2 =f (x+1)2+1 f (x+1)2+1 “(x+1)dx, xeR. (Siin p(x) = x+1, ¢: R—R.)
Kunaf 7 +1 =arctant +C, t € R, siis [ -(x+ 1) dx=arctan(x+ 1)+ C.

(x+1)2+1
Saame, et [xvI-xdx = [(-2)(1 - (VI=02)(VI=x)* - (VI=x) dx, x < 1. (Siin p(x) = VI—x,

2 2 25 _ 218 ‘s
@: (—o0,1] — [0,00).) Kuna f2(t —Drede= -5+ C koguni piirkonnas ¢ € R, siis
5 3
J=21 - (VT2 (VI=2)? (VI=2) dx= 200 2V,
2 2
Saame, et [x3V1-x2dx = [(-1)( - [\/1 —xz) )(\/1 —xz) (\/l—xzjl dx. (Siin ¢(x) = V1-x2,
¢: [-1,1] — [0,1].) Kuna f(t2 -1tdt= g - 2—3 +C kogursli piirkonn'c;s teR,siis
2 2 / V1-x2 V1-x2
JEna-(Vie2)H(Vi-e2) (Vi-a?) de= ( . L . | .c
Peab kehtima x € (0,1), vastasel korral puudub integrandil méte. Teostame asenduse x = sin® ¢ ehk
~ . . _ . K d _ . /
t = arcsin /x (siis ¢(x) = arcsin/x, ¢: (0,1) — (0, §)). Saame, et [ \/;5167 = f2(arcsiny/x)’ dx. Kuna
[2dt =2t + C koguni piirkonnas ¢ € R, siis 2 (arcsin y/x)’ dx = 2arcsin y/x + C.
e)|Peab kehtima x € ( 00, —1)U(1,00), vastasel korral puudub integrandil mote. Teostame asenduse x =
ehk ¢ = arccos 1 (siis ¢ (x) =arccos 1, ¢: (—00,~1)U(1,00) — (0, F) U (%, 7). Saame, et [ \/% =

cos t
[sgnx- (arccos ) dx= sgnxf(arccos ) dx. Kuna [ dt = £+ C koguni purkonnas teR, siis

sgnx [ (arccos ) dx= sgnxarccos ~+C=- sgnxarcsm +C = —arcsin | +C.

Teostame asenduse ¢ = x — l, siis saame mé&dramata 1ntegraah juhul x # 0. Asenduses @(x) = x — %,

2
kus ¢: R\ {0} — R. Kuna ¢'(x) = e +1 , siis [ x&i dx = [ £~ ¢'(x) dx. Kasutame abiseost (x— %) =

x4+1
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4 . 2 (x)

X +1_2 millest saame, etfxfﬂ(p/(x) dx:f(p(x)2+2(p (x)dx = \L[ (Ll) (‘P\/{ ) dx. Kunaf 2+1
v2

arctan u+C koguni piirkonnas u € R, siis ‘[f("%T ( \;’f)) dx = %[ ctan%+cz \1@ ,;z\_le

C.
Peab kehtima x € (0,00), vastasel korral puudub integrandil mate. Teostame asenduse /X = f,

siis ¢(x) = /%, kus ¢: (0,00) — (0,00). Saame, et f% = Zfexpﬁ(ﬁ)' dx. Kuna [exptdt =

exp ¢ + C, koguni piirkonnas ¢ € R, siis 2  exp v/x (v/x)' dx=2exp yx +C.
Peab kehtima e* — 1 € (0,00) ehk x € (0,00). Teostame asenduse e* — 1 = ¢, siis ¢(x) = e* — 1, kus

@: (0,00) — (0,00). Saame, et [ ;«% =/ \/‘E}TI-(ex—l)’dx. Kunaf?/—tf =2+/t+C piirkonnas ¢ € (0,00),

M 1 (aX_1y — X _
susfm (e*-1)Ydx=2veX-1+C.
X
Alternatiiv: teostame asenduse ve* — 1 = ¢, siis p(x) = vVe* — 1, ¢: (0,00) — (0,00). Saame, et [ \;ef% =
! !
S (\/ex - 1) dx. Kuna [ dt = t + C koguni piirkonnas ¢ € R, siis [ (\/ex - 1) dx=2ve¥-1+C.

Peab kehtima x € [-1,1]. Valime x = sin ¢, siis ¢ = arcsin x, kus ¢(x) = arcsinx, ¢: [-1,1] — [—%, %].

Saame, et

[V1-x2dx = [(1-x?)(arcsinx)’ dx = [ (1-(sinarcsin x)?)- (arcsinx) dx= f (cosarcsin x)2 (arcsin x)’ dux.

Kuna [ cos? tdt = [ —1+CSSZt dr=%+ sm2t +C, siis [ (cosarcsinx)? (arcsin x)’ dx = 2N szaicsmx +
_ arcsinx , 2sinarcsin x-cosarcsin x arcsmx Xxcosarcsin x

C=5—=+ i +C=5—+ >

+C.Kunaarcsinx € [- %, Z1, siis cosarcsin x >

2

0, mistottu cosarcsinx = v/cos?arcsinx = V1 -sinarcsinx = V1 - x2. Loppvastuseks saame niisiis

arcszinx L X 12—x2 +C.
Peab kehtima |x| > 1. Valime ¢ = v/ x2 — 1, siis ¢(x) = Vx2 -1, ¢: (~00,—1] U [1,00) — [0,00). Saa-

V4 ! 2
me, etf#dx:fﬁ-(\/xz—l) dx=[ P (x) dx. Kuna [ £dr t —arctan ¢ + C koguni

1+¢@(x)? 1+12 ~
piirkonnas 7 € R, siis lf( () 79 "(x)dx =V x2—-1-arctanV x2 —1+C.
Alternatiiv: valime x = ﬁ, siis ¢ = arccos%, seega ¢(x) = arccos %, @: (—oo,—1]U[1,00) — [0, %) U

%,7]. Kuna @' (x)= ﬁ, siis saame, et [ —‘xxz_l dx = sgnxf(x2 D¢ (x)dx=
_ 1 _ ' 1 _ _ i n n i
= sgnxf(—(cosw(x))2 1)(/7 (x)dx. Kuna f(cosz ; ) df =tant - t + C piirkonnas ¢ € [0, 5) U (3,7], siis
— 1 4l = 1_
sgnxf((cosqg(x))2 1) @' (x)dx=sgnx- [tanarccos arccos + )+ C.
Sealjuures nieme, et tan® arccos% =—L1 __1=x2_1, millest sgnxtanarccos% =+Vx2-1.

cos? arccos %

Samuti sgnxarccos% = arctan (tan arccos %) = arctan V x% — 1. Loppvastus tuleb sama, mis eelmisel

ihul Vx2-1- arctan \/ x2-1+C.

sgnx
Kuia=0, snsf 2 s =— 2gx2
+a

+C=- +C.

2x|x|

Edasises eeldame, et a # 0. Peab kehtima x # 0. Valime x = |altant, siis ¢ = arctan ;% Tal» Seega px) =
. s i1 Iy — _lal i dx _ Vx2+a?
arctan % rap @ R\{0} — (-%,00u(0,%). Kuna ¢'(x) = 2, g7 Siis saame, et fm = me~

aly/1+tan? <p(x)

! _ 1 1 ! _ 1 1 ! _
¢'(xdx= Ial f a? tan? ¢ (x) ¢ () dx = a? J | cos g (x)| tan? g (x) ¢ dx= a? J cos¢(x) tan? ¢(x) ¢ () dx=

—f cos @(x)
a’J sin?p(x)

-’ (x)dx, kuna @(x) € (-F, §).
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cos@(x)
sin? ¢(x)

<@/ (x)dx = - +C=

costdt
Etf sin? ¢ smt

1 +C.

a?sinarctan ﬁ

+ C piirkonnas 7 € (-%,0) U (0, %), siis %f m

_ 1 _q__1 _q1__a _
Sealjuures sin? arctan % Tal = =1 T+tan? arctan =1 . % =1 22" x2
x e _ 1 _ \/x2+a
= Tara jarelikult —a2 Smarctan = +C= T C.
Alternatiiv: valime x = 1, siis r = 1, seega ¢ (x o ¢: R\{0} — R\{0}. Saame, et =
v gap(x) = (,0 {0} = R\03. J 2\/x2+a2 f\/x2+a2

(p'(x)dxz—IM-tp’(x)dx.Kunaf lide__ _ sgn[f(1+a 2)"2 d(1+a ) = Sgnt V1+a?r’+

2
sinarctan %, =
+a?’ Tal =

=8gnx |S11’1 arctan Vl|

/1+a2(p(x)2 V1+a??
. . o lp(x)] _sgnx Vx?+a? - Vx2+a
C juhul, kui £ # 0, siis f—1+a2 = ¢ (x)dx = e+ =5
L .. dx _ sgnx __
Kula—O,susf—xm +C le+C

Edasises eeldame, et a # 0. Peab kehtima x € (—o0,—|al) U (lal,o0), vastasel korral puudub integrandil
mote. Valime x = |C|06|lslt ehk t = arccos u, siis (p(x) = arccos M ,@: (—oo,—lal)u(lal,00) — (0, F)u (%, 7).
a sgnx

Kuna ¢'(x) = vz Siis saame, etf m |a| fsgnx(p (0 dx = 2= [¢'(x)dx. Kuna [ dr =

lal __1 ia
f(p(x)dx Ial arccos—+C——aarcsm|x‘+C.
1

Alternatiiv: valime x = %, siis t = }, seega @(x) = ;, @: (—oo,—lal) U (lal,o0) — (_W’ |17| . Saame, et

t+ C koguni piirkonnas 7 € R, siis &

Ial

- _ 1 ., _dr _1 i
fx\/xz = = f\/ S '(x)dx = sgnxfm ¢'(x)dx. Kunafm Zarcsinat +C
1 sg

i - S S —_senx in4 :_1
iga te( Tal’ ml)korral siis sgnxf\/m @' (x)dx —arcsin £ +C arcsin i +C

Peab kehtima x € [0,00). Valime ¢ = x4 siis @(x) = x4 @: [0,00) — [0,00). Saame, et [ 3‘f\/di =

x
af lf((p)&) ¢(x)dx. Kuna [ {5 dr = f[l - m) dt = t—1In|1 + t| + C koguni koigi ¢ # —1 korral, siis
4f lf&)x) @' (x)dx = axi —4In|1 +xi |+C.

Peab kehtima x € Ugez (km, km + %) =: X. Valime ¢ = Intanx, siis ¢(x) = Intanx, ¢: X — R. Kuna
Intanxdx _ )/ (x)dx. Et [tdt = t2—2 + C hulgas R, siis [¢@(x)¢'(x)dx =

_ 1 -
¢ (x) = sinxcosx’ SIS f sinx cos x
3 (ntanx)? + C.
Peab kehtima |x| > 1. Valime ¢ = arcsin l, siis @ (x) = arcsm—, @: (- oo,—l) U(l,00) = (-5,00U(0,%).
arcsin dx

siis [ P I\/i —[px)¢'(x)dx. Bt [tdt = +Ck0guni terves hulgas R,

Kuna ¢'(x) = - |x\\/1cT

siis — [ p(x)¢' (x)dx = ——(arcsm )2 +C.

Alternatiiv: valime x = Colst, seega f = arccos l, siis tp(x) = arccos— @: (- oo,—l) U (1,00) — (0, %) U
d

(%,m). Kuna ¢'(x) = ﬁ ja a:'csin% =Z- arccos % — ), siis [ a‘rclsm\/ix JG-9w)-

@' (x) d)lc. Kuna [ (5 -¢)dr=5¢- %+Ckogt}nzi terves hulgas R, siis [ (% — ¢ (x))-¢'(x)dx = % arccos 1 -

w+6‘— Z _ arcsin = )—w+c=—%(arcsin%)2+c.

Erineb eelmisest alnult kordaja sgn x poolest. Vastus: — sgn x5 5 (arcsin ¢ L )2 +C.

Peab kehtima x # 0. Valime ¢ = x + l, siis @(x) = x + —, @: R\ {0} — R\ +v/2, kuna kehtib seos

2 x+1

(p(x)2 =X+ g+ 2= + 2 ning seega pole kunagi voimalik, et (p(x)2 = 2 (selleks peaks x*+1=0).
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_ -1 x> x2+1 _ X%l X _[_9W)
Seegafx(x4+1) dx= fx(x4+1) 21 ¢ Wdx=f 50 Wde = [52Age (X)dx_fqz(x)hz

1\2
(x+}) 2|+

@' (x)dx. Kunaf% = %In|t2—2|+Ckogu piirkonnas ¢ # +v/2, siis [ (pgﬂz ' (x)dx = %ln

C= lln(x4+ 1)—In|x|+C.
X1 2x+V2 2x—V2

Alternatiiv: algmurdudeks lahutades saame, et D = 202rv2er]) +2(x2_ V5D —} Seega [ X —— x(x4+1)

[ du [ 2 e [ 9= a2+ V2 1+ Inj? - VEv+ 1 -Infx+C = S In0d+
1) —In|x|+C.

[a)] / xsinxdx = —xcosx+ [ cosxdx = —xcosx+sinx+C;

b)| [ xcosxdx = xsinx— [sinxdx = xsinx+ cosx + C;

[xe *dx=-xe™*+ fe Fdx= —(x+ l)e_x +C;

x _ xa* a* _ xa*
fxa dx= Ina flnadx_ Ina ln a

dx =

cosx+2 [xcosxdx= —x?cosx+2xsinx+2cosx+C;
i)/ x?e™2 dx = —3x%e 2V + [xe ¥ dx = —§x%e2¥ —Lxe 2+ ] fe 2V dx = —te 2¥ (2x2 +2x+1)+ C;
Sx3shxdx = x®chx -3 [x?chxdx = x>chx-3x?shx+6 [ xshxdx = x3chx - 3x?shx+6xchx -
6shx+C;
.fx cosxdx = x*sinx—4 [ x3sinxdx = x*sinx + 4x3 cosx — 12 [ x> cos xdx = x
12x2 sinx+24 [xsinxdx = x*sinx +4x3 cos x — 12x2 sin x — 24x cos x + 24sin x + C.
-.Saame, et fe*sinxdx = —e*cosx + [e*cosxdx = —e*cosx + e sinx — [e*sinxdx, millest
JeFsinxdx = %(sinx—cosx) +C.

Saame, et [ e* cosxdx = e*sinx— [ e*sinxdx = e*sinx+e* cos x— [ ¥ cos xdx, millest ['e* cosxdx =

4 4

sinx +4x3 cosx —

& (sinx +cosx) +C.

Saame, et [sinlnxdx = xsinlnx— [ cosln xdx = xsinlnx—x cosln x— [ sinln xdx, millest [ sinlnxdx =
£ (sinlnx —coslnx) + C.

d)|Saame, et [ coslnxdx = xcoslnx+ [ sinlnxdx = xcoslnx+xsinln x— [ cosln xdx, millest [ coslnxdx =
% (sinlnx +coslnx) + C.

. Saame, et fchxsmxdx = shxsinx — fshxcosxdx = shxsinx — chxcosx — fchxsinxdx, millest
Jchxsinxdx= 3 (shxsmx chxcosx)+ C

104 flenxdx— lnx— gfxzdx— (Slnx 1),

xe‘dx _ xe*+e* X
) 1+x)2 1+x 1+x dx = 1+x +fe dx = 1+x +G

o) fcosyv/xdx =2 [/xcosy/xd(v/X) =2y/xsiny/x+cosy/x+C;
d)flen(x—l)dxzx—sln(x—l)—fz,’(;‘—il)dxz%Sln(x—l)—%f(x2+x+1+ﬁ)dx=%Sln(x—l)—

2
x——%—%——lnlx 11+ C;

2 _ x_2 xsin2x _ B sm2x x xsian_x_2 €0s2x _ x_2 Xxsin2x , cos2x .
e)| [ xcos® xdx = & + £S1=X f(2 )dx— 4 ESEX L COBEX 4 O = 4 4 SSEX 4 LORSX 4 G5
)| e *sin2xdx = Zfesm"sinxcosxdx = Zfesmxsmxd(sinx) 2e8"¥(sinx - 1) + C;
g)| [arctan xdx = xarctanx — f de —xarctanx——ln|1+x |+ C;

h)| [ arcsinxdx = xarcsinx — [ \/xdix = xarcsinx+V1-x2+C;

arctan’® x — % f

il 5 arctan xdx =

2 2
i)| [ xarctan® xdx = x2+1 x2+1 arctan® x — xarctan x + %ln|l+x2| +C;
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Ifxsm\/_dx Zf(\/_)g‘sm\/_d(\/_) —2(\/_)3005\/_+6f(\/_)2c0s\/_d(\/_) —2(vx)3cosv/x +
6 (\/_)Zcos\/_d(\/_)——2(\/_)3cos\/_+6xsm\/_+12\/_cos\/_ 12siny/x+C;

2 . .
fxsmlnxdx—  sinlnx— 3 ! [xcoslnxdx=% 5 smlnx—T coslnx—zfxsmlnxdx, millest [ xsinlnxdx -
£ (2sinlnx —coslnx) + C;

3 3
Jx?coslnxdx = & coslnx + § [ x?sinlnxdx = % coslnx + §x3sinlnx — § [ x? coslnxdx, millest

[x%coslnxdx= %(Scoslnx+sinlnx) +C;

arctdn X x earct
f (1 = f arctan x) tehes asenduse ¢ = arctan X,saame x =tant, t € (— 2 'y ) nlng
+x

1ntegraal laheb ku]ule S \/ﬂ dt= fe'tantcostdt= [e'sintdt= %(Sin t—cost)+C=
earctan.x (si " " )+ C (x—1)edrctanx

= sinarctan x — cosarctan x = ==E

2 2V1+x2

A B
JCE—I + %42
_+x+1 (x+1)2’
B + C Dx+E.
(x 12 (x-1)3 ' x2+1°
B + C + Dx+E + Fx+G
It x2 T G2 T a1 T @2
A B C
e) 22+x %+x+}3’
f)x +2+m+m

+x )dx—1n|x+5|+ln|x 2|+ C;
b/ risbry =/ (21 - ) dx=Inlx+ 11 - $Inf2x+ 1+ G

ZxT
xzxiizzdx=f(X—l+ﬁ++l)dx—;—x+21n|x+2|+ln|x 11+C;
d)f(f;zi;dx—f(%—%+( 91 )dx 4ln|x|-3In|x—1|- 1+C
o)/ 5L dx f(l—%—#+%]dx x—-Inlxl+L+2Injx-11+¢;
G2y - f(Er+ -+ —)dx=31n|x+1| L 3 -2+¢
g)fx(x2+1) f(% x2+1]dx—ln|x| i+ +G
b/ st = S (5 — 3y ) o= $Inlx+ 1= HInG? + 1)+ Jaretanx+ C;
1)fx(x22+dz’;+2) —f(%—#fﬂ] dx=In|x| -  In(x? + 2x +2) — arctan(x + 1) + C;
)fxz)ﬁrgcﬁg —f[x—4+%)dx:x2—4x+8f%dx+8fmdx:x2—4x+4ln((x+
2)2+4)+2fx—+4dx x% —4x+4In(x? + 4x +4) + 8arctan X2 4 C.

) +1
09}.[ 1pdr _ 49 _nrsc
1+COSX c052 x = COSZ% - 2 ’

X

a- cosx)dx dx d(smx) _ 1 . x _ sing _

alternatiiv: [ 1+Cosx =/ T—cos x fsm P -f sin?e = CotXt g + C, kusjuures tan 5 = Cost =
2sin” _ 1—cosx.
2cos 5 sin ¥ sinx ’

alternatiiv: valime 7 = tan %, siis ¢ (x) = tan 3, kus ¢ : R\nZ — R, kusjuures 1+cosx = 2cos? = lﬂﬂﬁ

. 1+ox)? . . 1+

ning ¢'(x) = 3 L = P9 mistottu saame, et [ 79X = f%dx = [¢/(x)dx. Kuna [ dt =

2

t+ C koguni iga t € Rkorral, siis 2 [ ¢’ (x)dx = p(x) + C=tan 5 + C, x e R\ nZ.
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lf1 S = [ Qisinndx _ fcosz — [(cosx)~2d(cos x) = tanx + o= + C;

cos? x
alternatiiv: valime ¢ = tan %, siis ¢(x) = tan¥, ¢ : R\ 7Z — R, kusjuures (p’(x) H(p(x) ja sinx =
X X _ X o2 X _ _20() i I—p(x))? 1+p(x)* _
2sin % cos 5 = 2tan 5 cos” 5 = 1+(p(x)2.Seega1 sinx = S 0 ,mlstottuf = smx f - (p(x))z
2 / 2dt _ 2 o ] __ 2
S TErER4 (x)dx. Kuna e + C koigi t # 1 korral, siis [ (1—<p(x))2 @' (x)dx = e +
. 2 _ 2cosy 2(cos S+sin§)cosy  2cos® F+2sin3cos¥  cosxtlsing
c kus]uures l-tan§ ~ cosj—sinj cos? E_stsz - cosX - COsX = tanx +

+1.

sx
Vallme t =tan ch, siis ¢(x) = tan%, ¢ :R\71Z — R, kusjuures ¢'(x) = 1+"0(x) jal+sinx+cosx =

200 | 1=p? _, 1+e() dx
TremZ T T2 ~ < Trem?’ T+sinx+cosx

koguni koigi ¢ # —1 korral, siisf%.(p/(x)dlenll+(p(x)|+C=ln|1+tan§|+C.

1+ Seega f1+tp(x) @' (x)dx. Kunale =In|l+¢t+C

cos® x _ cos®x
5 3

Saame, etfsin3 xcos? xdx = —fsin2 xcos® xd(cosx) = —f(l—0082 x) cos? xd(cos x) = +

4
Saame, et [ cos® 2xsin2xdx = -4 [ cos® 2xd(cos2x) = - 22X + C;
alternatiiv: [ cos®2xsin2xdx = 1 fcos?2xsin2xd(sin2x) = § [(1 - sin?2x) sin2xd(sin2x) =

.2 .4 .2 .4 02 2 4
sm 2x _ sin"2x _ _ 1 _ 1-2sin2x+sin*2x _ _ 1 _ (I1-sin“2x)® _ 1 _ cos*2x
+ C, kusjuures === g 5 5 = =g Tg -

d d 1 1 1 .
fsmx [ dnxdx fCO(SCZO)sCX)l = 2f(cosx T COSx+1)d(cosx): s1Injcosx—1|-5In|cosx+1|+C;

SlIl X
alternatiiv: valime ¢ = tan ¥, siis (p(x) =tan%, ¢ : R\7nZ — R, kusjuures ¢'(x) = H(p(x) ja sinx =
X2 X _ _20() ’ dr _ :
2tan 3 cos” 5 = Tr (2" millest f - ' (x)dx. Kuna f_t =In|f|+Ciga t 7f 0 korral, siis

fﬁ -¢'(x)dx =In|tan 5| + C, kusjuures %lnlcosx+1|— %lnlcosx+1|

sin®2x _
4

sm 2x

ool

=L
smx @(x)
lin |cosx—1| _

1 2x _
|cosx+1] — mtan 2~

lnltanzl

cosxdx _ d(sinx)  _ 1 1 1 : 1 ; .

f cosx =S v =f T —— ?f(—1+sinx + 1=y smx) d(sinx) = -3 In|1+sinx|+ 3 In|1-sinx|+C;

alternatiiv: valime ¢ = tan%, siis @(x) = tan%, ¢ :R\7Z — R, kusjuures ¢'(x) = H(p(x) ja cosx =

—1=M millest [ 4% =f - (x)dx. Kunadet :f(L+—Jdt=ln|1+
L+e(x)?’ cosx 1- <p(x)2 1-12 AR

t|—ln|1—t|+Cigat;éilkorral,siisfm ¢'(x)dx =In|1 +tan 3| —In|1 —tan §| + C, kusjuures

1y, [L+sinx] _ 1 l+tan 3
ln|1 —sinx| ~ 1 (l tan

2cos? £

—lln|1+sinx|+ l1n|1+sinx|

2
) =In|l1+tan 7| —In|1—tan |.

lf51n2xsm3xdx— 3 [ (cos x—cos5x) dx=1 5sinx— msm5x+C
fcosxsme =5 f(s1n2x+sm4x) dx= _c022x C°§4x +C;
fcoszcossdx— 2f(coss+cos 6]dx 3s1n6+gsm +C;
d)[/ sinxsin2xsin3xdx = 1 [(cos2x—cos4x)sin2xdx = -1 [ cos2xd(cos2x)+1 [(2cos? 2x-1) d(cos2x) =
—%+%—%0032x+c;
fsinxsin2 3xdx=1 [(cos2x—cos4x)sin3xdx = 3 [cos2xsin3xdx—4 [ cos4xsin3xdx = § [(sinx+
sin5x) dx — % Jsin(—x) +sin7x)dx = —% cosx— % cos5x + % cos7x+C;

J cos(ax+ b) cos(ax—b)dx = %f(coszb+ cos2ax)dx = %cost+ Sizﬂ +C.
HValime t = /%, siis ¢(x) = V/x, kus ¢ : [0,00) — [0,00). Saame, et f2+\f

Kuna 22t+dtt 2[de- ‘;fzt =2t—4In|t+2|+ C koguni mistahes t # —2 korral, siis | 2%?(;3) ' (x)dx =

2
J 2+(p</£8) @' dx.
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=2y/x—4In(y/x+2)+C.
Valime t = /X, siis @ (x) = v/x, kus ¢ : (0,00) — (0,00). Saame, et [ \f‘(i;cﬂ) =f (p(x)22+1 -¢'(x) dx. Kuna

) -¢'(x)dx = 2arctan /x + C.

S t22+ T dt =2arctan t + C koguni koigi ¢ € R korral, siis [ ——— (x)2

/7 4 2
Valime t=vx-1,siispx) =vx—-1,kus¢:[1,00) — [0,oo). Saame, et [ (“D Ldx=f 2<p(;)(x;r24f1(x) .

2
¢'(x)dx. Kunafw f(2t2+2— t2+1) de =2 427 2arctan ¢+ C koguni koigi 7 € R korral, siis
4 /x
f% ¢ (x)dx = ( 1)’ +2vx—1-2arctanvx—1+C.
Valime t =+v2x-1, siis (p(x) =v2x-1,kus ¢: (2,00) — (0,00). Saame, et ¢(x)% + 1 = 2x, mistdt-
x+1 P(x)?+3 ’ ; 43 __ dr _
tufxz\/zT f((p(x)2+l)2 @' (x)dx. Lelamef(t2 Tz di = th2+1 f(tzﬂ)z Kuna 1+t2 =
t r2tdt _ _t 2dt _ p_2dr ; 2dt  _ 1
P 22 = T8 o (1+t2)2’ millest (1+t2)2 = larctant + T t2) +C, siis [ -3 t2 T+
af m =2arctant+2arctan £+ ;%5 + C =4arctan et C koguni iga ¢ € R korral. Niisiis saame

loppvastuseks 4arctany2x—1+ Y221 4 ¢
f xdx =[x-(x+Vx2 )dx:% +1 2R3+ c=% —V+c

f) S — = \/T =—fx+V1+xP)dx = -% —f\/1+x2dx. Valime x = tant, t = arctanx, siis ¢(x) =
arctanx, ¢:R— (—%, Z). Sealjuures V1 +x? = cos<p(x) ning ¢’ (x) = x2 = cos? ¢(x). Saame, et

2 d(sint) _ d(sm 1) _
SV1+x2dx= COS3 R4 (x) dx. Kuna [ -4 COS3 c== st =/ T—sin? t)z,mlllest tahistadessint = u

_ 1 1 _1 _1 -1 ___1
saamef(1 u2)2_f(4(u+1) T2 4(u e 1)z]du— Infu+ll-zInlu-1l- g5+

1 u+l d _1 sinz+1 sin ¢ T
C=zln|% 2( 4 5 +C kus |ul| #1, susf sln|gne 1‘+2coszt+c kus t# % +km, ke Z. Et
x2 2 V12| x(1+x?)
sinZ p(x)=1— = , siis sing(x) = ——%—, millest [ —%&— =X~ —— )“ |
px) = 1+xz 1+x2 plx) = ViteZ fx_ 1+ 2 2| ovir
_ _x%> arshx 1+x
C=-%-"7- +C. .
Alternatiiv: valime x = sht, siis t = arshx, seega ¢(x) = arshx, ¢ : R — R. Saame, et ¢'(x) = —.
ga ¢ (x) ¢ o' =

Seega [ —FX— \/ﬁ —f\/1+x2dx: —%2—f(1+x2)(p’(x)dx:—x—2—f(1+sh2(p(X))(P'(x)dx. Kuna

f(1+sh2t)dt:fch%dt:f%dt:% tpl-le2tyc=sh2t [y c=shicht Iy Ckaigi
t € R korral, siis —%2 — [ +sh? )¢’ ¥ dx = —72 - m - % + C. Sealjuures ch2 arshx =

1+sh?arshx =1+ x2, millest charshx = V1 + x2.

=

)| Valime v/'1—x2 = ¢, siis ¢(x) = V1-x2, ¢ : (-1,1) — (0,1]. Sealjuures ¢'(x) = ——~—. Saame,
8 ¢ ¢ ) ¢ V122
dx 1 ’ R . : dr t 2 dt
et = - - @' (x)dx. Ositi integreerides leiame, et = — =
Iz ! (- w(x)z)% ¢ & In=e=n=t 1-12)2
, mill = + < 1. Kokk _dx __ V122,
1 et mi estf(1 % \/1_7 C, |1l o uvottesf s =
C.

Alternatiiv: valime x = sin ¢, siis ¢ = arcsin x, ¢(x) = arcsinx, kus ¢ : (—=1,1) — (- %, %). Saame, et (p’ (x) =

\/1+7. Seega fﬁ = fx—lz @' (x)dx = fm @' (x)dx. Kunaf dt —cott + C koguni iga
t ¢ 7 korral, kusjuures cot? t = —— = —1— = 1= Sm L, siis f =-vi=2 ¢,
tan? ¢ 12[—1 sin? ¢ 1 x2 x
COs’
: _ i3 _ X _ . T T ! __3
Valime x = 3tant, siis t = arctan 3, @px) = arctan 3 kus ¢: R — (_E' j). Saame, et ¢’ (x) = 259
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\/xz

costdt _ costdt , 1 pcostdt _
R (x)dx Kunaf fl (sin)2 — 2 1- sint+2fl+sint -

1+sinarctan 5
1-sinarctan 5

<p "(x)dx =

d
Seegaf\/xz% S fcos(p(x)

1+sint
1-sint

—% In(1-sin t)+% In(1+sint)+C = 1n

+Cigat€(—%,%)korral susfm iln

2

2
5 X“+9+x 5
C:llnM+C:%ln( ; )+C:ln A9 | C=arsh ¥ +C.

2 x2+9-x
Alternatiiv: Valime x = 3sht, siis # = arshZ, ¢(x) = arsh £, kus ¢: R — R. Saame, et ¢'(x) = ——.
5 9 50 kus ¢ v =Tas

Seegaf =[¢'(x)dx=¢(x)+C=arsh +C.
_1.,1 1 _,_1,1_1 1_1 _ 1 _ _ _ n_o_
ISn——2 23t +n(n+1)_1_§+2_§+ tu e =1 = e S=limSy =lim =1
1 1 1,1_1 1 )_1 1 n
STitaztetEps 2)(3n+1) (1_Z+Z_7+ t 32 3n+1]—§ (1 3n+1) 3n+1’
S—llmSn—hm n =
1 qgnfl 3 1
Sn=ﬁ+2_-5+%+"'+n(n+3)=
1 1,1_1,1_1,1_1 11,1 1 1 1 ,1_1\_1u__1 1
3[1—z+z—§+§—6+z—7+ +—3—ﬁ+m—m+m—m+ﬁ—m)—m—m—m—
1 S limS, =1 (11 1 1 1) 11
, S=1lim =i —_— = = —
n+3 n " w18 n+1 n+2 n+3) 18
_2 .2 2 _q_1,1_1 1 1 _ 1 2n+2 . _
DSn=15+55+ + vy =" 3+3 5t -t mi - e = - e~ onry S=limSy =
2n+2
1 =1;
n 2n+3
IS Z(l ! ) LI S ! 1 S=1imSy =i (1 !
e[S, = — = =l-S+—S5-—=+.+—— =1- ,$=limS, =lim(1 - ———|=
TE\R (k+1)2 22722 32 n2  (n+1)>2 (n+1)2 n " (n+1)2
N nn+1)
f)Sn=1+2+...+n=M,SzlimSnzlirllnTzoo;
N nn+1)@2n+1
g)Sn=1+22+...+n =M S—thn—l g—oo;
h)[s Z vk i—@+£—£+ 'y il s lims, =
" E\Ver \/_ 2 VIV V2 Vel v n+1’ "
1111111 —1
.Sn—\/_ 2VT+V0+V3-2V2+V1+V4-2V/3+v2+.. +\/n+ —2Vn+1+yn=-1-vVn+1+vVn+2
S—llmSn—hm[ 1-vn+1+ ) 1+hm ——1;
n n n+1+
1yl n+1
o 2~[1—(—2) )_4 1n+1 . .4 1 4
)Sn—Z 1+2 4+ +2” T = 1+% =3 1—(—2] ,S—ll;lnsn—ll;lng' 1- —5 —5,
. . . _ _n_ _ 1 _ n+n+1
k)[lahutame punktlde]atulemused ning saame, et Sp = 5,7 1+—(n+1)2 =-1+ (n+1)2,5
. X n2+n+1
IimS; =lim|-1+ —— |=-1+1=0;
n n (n+1)?
1 1\n+1 n n
Cen ske2k 1= =) 7 (1), (1) e e (7 (L (VA
R St G _2_(2) -2 (3)’5_115“8”_1131 27 \2) %) )7

i
5
@al =51=In3,a,=8,-Sp—1=In(n+2)-In(n+1)=In Zﬁ,
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b)a = $1=2, an=Sp—Sp-1 = 13 - 12
C)lll—sl 2van=sn—sn—1=n+1—%=—
=8 = 2 an=Sp—Sp_1=1;

2 2
__n° _ _(n=1)° |
e)lar =81 = 3’ an=S8n— Sn 1= n2+2  (n-12+2’°

) alzslzl,anzsn—sn_lzw—nz)’

116 li’r1n(—1)" = 0 ei kehti, sest jadal ((-1)") = (-1,1,—1,1,...) on osajada, mis koondub arvuks -1 ja
osajada, mis koondub arvuks 1, seega jada ise ei koondu.

Alternatiiv: kasutame samavaarsust lirlln anp=0< li;lnlanl =0. Saame, et li,r1n |(—1)"| =1.

n(n+1);

Alternatiiv: leiame vahetult, et S;;; = 1, kui m on paarisarv, ja S;;;, = 0, kui m on paaritu arv.Jada (1,0, 1,0,...
hajub, seega ka uuritav rida hajub. (Selle lahendusvariandi juures me tarvilikku tingimust li,rln ap=0ei

kasutanudki.)

1
1.
n Y10
. n\n 1
llm( ] =-—.
n \{n+1l el ) )
Mmoo 1. s s s T . .
IS2m —Sml = 7777 + 55 2 33, = 7 kui rida koonduks, siis h’%nSZ,n = hl%nsm =: S € R, millest

=|S-8|> 2,Vastuolu
Ing 1-Sm-1l=tan 27 +...+ tan 7 -(ﬁ+...+ﬁ)>n~%=%,kuiridakoonduks,siis

=7
— —_ —_ )3
llrln'nSzm = hrrnnSm =:SeR, millest 0 =|S -S| > 7, vastuolu.

. 1
f)ll,Ilnn—\/ﬁ—].
Jlim —— = lim — -lim —— =1
im——=lim—: lim—=1.
& Yon n {2 n ¥n
h)|1S2m = Siml = m(ann +eot @y = T > 2 = 25 kui rida koonduks, siis lim Spp, = im S, =: S €

R, millest0 = |S— S| > 2 , vastuolu.
1
1 17|Kuna m < 3% ning rida Xn: 3 koondub, siis koondub ka uuritav rida.

Ib)|Kuna # < zi" ning rida Z on koondub, siis koondub ka uuritav rida.
n
. (2:112_(2%_21) _2nt—3n%+n? o 1 . o
c)| Kuna lim =lim = 2 ning rida Z — koondub (iildistatud harmooniline
n L n pt+2n3 + n2 7 n?

2

L_| n

rida, a > 1), siis koondub ka uuritav rida.
1

-

V12 n 1
d)|Kuna lim 242053 _ Jim =1 ningrida Z — hajub (harmooniline rida), siis hajub ka
n % " Vn2+2n+3 n N
uuritav rida.
-1 2
n 1
e)| Kuna llm %nl =1lim - = 1 ning rida Z — koondub (ildistatud harmooniline rida, a >
oz n nc+n-1 nn
1), siis koondub ka uuritav rida.
1+n ) 6 4 2
3 n’+2n*+n 1
)| Kuna lim (Hn =lim ————— =1 ningrida ) —; koondub (iildistatud harmooniline rida,
noo L n pb42n3+1 7 n?

n
a > 1), siis koondub ka uuritav rida.
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V - 1
g)|Kuna lim nt vn 1' vn ning rida Z —— hajub (tldistatud harmooniline rida,
\/ﬁ Vn+l+ \/_ 2 7 VN

< 1), siis hajub ka uuritav rida.

2 n
Kuna 2"sin 3% < %—Z ning rida Z (5) koondub (geomeetriline rida, |g| < 1), siis koondub ka rida
n

Z - 3 mistottu koondub ka uuritav rida.
n

Alternatiiv: kuna lim ) 3% g ning rida ) | (5) koondub (geomeetriline rida, |g| < 1), siis koon-
n
dub ka uuritav r1da
2" tan 35 n
i)/ Kuna lim o - = ningrida Z ( ) koondub (geomeetriline rida, |g| < 1), siis koondub ka uuri-
(3)
tav rida.
sin 4
120} [a)| Kuna lirrln —* =1 ningrida ) o hajub (harmooniline rida), siis hajub ka uuritav rida.
in2 i a2

b)|Saame, et 1-cos £ =2 sin® 7. Kuna lim I ningrida Z 5 koondub (iildistatud harmooniline

ﬁ

rida a > 1), siis koondub ka uuritav rida.
arcsin =

c)|Kuna limTﬁ =1 ning rida Z T hajub (iildistatud harmooniline rida, @ < 1), siis hajub ka
uuritav rida.

1
d)|Kuna lirrln fnz = 1 ning rida Z 12 < Zl” ning juba geomeetriline rida

n.zn

1
Y o0 koondub), siis koondub ka uuritav rida.

_Vl
1n(1+\/%)
V2

vn
In3 (1 + \/% ) 2V3
T = 1 ning rida Z 3 koondub (iildistatud harmooniline rida, « > 1), siis
n on2

NG
koondub ka uuritav rida.
Alternatiiv: votame vorratuse In [1 +4/% ) \/ £ pooled kuupi ning kasutame esimest vordluslauset.

2
e)|Kuna h,I,n =1lningrida ) % hajub (iildistatud harmooniline rida, a < 1), siis hajub ka
n n
uuritav rida.

)| Kuna lim

aAntud rea liikmed on koik negatiivsed. Saame, et Incos & =1In(1-(1—-coswn)) =In(1- 2sin? 7=).

Niitame, et rida Z
n

[In(1-2sin? )|

In (1 —2sin? %) ‘ koondub; sellest jareldub antud rea koonduvus.

7 b/

Kuna lim 7 (1 —2sin? —)‘ ja ZZsin2 — koonduvad ja hajuvad
n |—251n ﬁ| 2n 7 2n

2 2

_o2sintgy @t 1 : I
samaaegselt. Et aga 1111111 =5 ning rida Z — koondub (iildistatud harmooniline rida, a > 1),
n n

1
n
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siis koondub ka rida Z 2sin® 21, jarelikult koondub ka uuritav rida.
7 n

1
h)| Kuna 12—3" < % = # ning rida Z — koondub (uldistatud harmooniline rida, a > 1), siis koondub
n

k ritav rida. 1

———:— =1lim
(n+1)! n! n n+

121}{}a)|Kasutame d’Alembert’i tunnust: saame, et li’I1n =0, mistottu uuritav rida

koondub.

1 1
b)|Kasutame Cauchy tunnust: saame, et lim {/ ——— =lim = 0, mistottu uuritav rida koondub.
n (n+1)" n n+1

1 1
c)|Kasutame Cauchy tunnust: saame, et li111n i/ = lirlln nn 0, mistottu uuritav rida koondub.

|| n"'n
3"l (n+ 1) 3! 3(n+1n" n o\n
d)|[Kasutame d’Alembert’i tunnust: saame, et im —— : =lim—— =1i (—J =
no(n+DL T p? o (pentl n o \n+d

3 . . . .

— > 1, mistottu uuritav rida hajub.

€
coaf(2n N\ 2n 2 - N

e)| Kasutame Cauchy tunnust: saame, et lim {/| ——| =lim = — < 1, mistdttu uuritav rida
n 3n—-1 n 3n-1 3

koondub. . . )

n+ n n+
f)|Kasutame d’Alembert’i tunnust: saame, et lim : i =1i

: =lim =lim
n 2n+3)! 2n+1)! n 2n(n+1)2n+3) n 2n(2n+3)
0, mist6ttu uuritav rida koondub.

2
1\" 1\ 1
§|Kasutame Cauchy tunnust: saame, et lirrln { (1 - —) = lirrln (1 - —) = — < 1, mistottu uuritav rida
n n e

n+1
1 (n+l)”+1 1(n)n . (n+1)tl
: =11

i)|Kasutame d’Alembert’i tunnust: saame, et lim

ondub
1'1n+1 1,1}1
h)|Kasutame d’Alembert’i tunnust: saame, et lirIln : s 1,1 > 1, mist6ttu uuritav rida hajub.
i : = i —
n (n+1!'\ 3 n'\3 n (n+1)-3n"

= L1im, (2£1)" = ¢ <1, misto itav rida koondub.
=gzlim, | 5=] =3 stottu uuritav rida koondu
n+1\” 1 e [H1) e - ,
j)|Kasutame Cauchy tunnust: saame, et hm 2~ " 2 =3 > 1, mistottu uuritav
n
rida hajub.
n n+1\"% e
lk)[Kasutame Cauchy tunnust: saame, et li’rln 3n ( ) =3 < 1, mistottu uuritav
n

rida koondub.

2
n n n n 2
Kasutame Cauchy tunnust: saame, et lim { 2”( ) = zlim[ ) = — < 1, mistottu uuritav
n n+1 nin+1 e

a koondub.
ﬁTelne vordluslause annab, et uuritav rida Z a arcsm — koondub jahajub samaaegselt reaga Z a

)

I__I

7 . __ a"arcsinZ , N

— (selle pohjendab koondumine 1111111 n—n" = 1). Kasutame d’Alembert’i tunnust: saame, et

n x x a’” - n

lirlln e 1’ a™ = = a. Niisiis, kui @ < 1, siis uuritav rida koondub ja kui & > 1, siis uuritav rida ha-
n n

. . . T . - . Sy ~
jub. Kui aga @ = 1, siis on rea Z a”- = niol tegemist harmoonilise reaga, mis samuti hajub. Kokkuvottes
7 n
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uuritav rida hajub parajasti juhul, kui @ > 1.
— o
n)| Kasutame Cauchy tunnust: saame, et lim { < 1, mistdttu uuritav

n\ onzin? \/2n2+1 V2

rida koondub.

2n 2
0)|Kasutame Cauchy tunnust: saame, et li}rln \ — = lirrln — =0, mistdttu uuritav rida koondub.
\ n n

N : ; (D! a . (n+Da" noyn 1
p)|Kasutame d’Alembert’i tunnust: saame, et lim ——— : — =lim— = 1m( ) =-<
no(n+ 1)L et T (n+ )l \n+d e

T, mistdttu uuritav rida koondub.

(-D"+1 (-D"+1 2 2
122 a) Niitame, et positiivne rida ) ————— koondub. Saame, et ———— < — ningrida Y —
P Z’ n? n? n? & ; n?
koond ub (tildistatud harmooniline rlda a > 1). Seega ka uuritav rida koondub.
+(=D" 4

b)|Niitame, et positiivne rida Z % koondub. Saame, et 3+( 1) < %ﬂ ning rida ; o koondub
(geomeetriline rida). Seega uurltav rida koondub.
] b4

n sy nm
c)|Kuna hrIzn nzﬂ =1 ningrida Z o1 koondub (selles veendume néiteks d’Alembert’i tunnuse abil:
n - —_—
on n
n+)n nm 1
lim ; : — = —), siis koondub ka uuritav rida.
n 2n+1 on 2
_nPsingy o n’n . .
d)[ Kuna lim PR =1ningrida )_ — koondub (selles veendume néiteks d’Alembert’i tunnuse
|| "ontgm 3
n+1)?r nn 1
abil: lim (n+1)7m : = —), siis koondub ka uuritav rida.
n 3n+1 3n 3

] . T .. . . .
e)|Kuna lim {/ecos = = 1, siis uuritav rida hajub.
n n

(n+1°¢ n® 11, n+1)\¢

)| Kasutame d’Alembert’i tunnust. Saame, et li}lln = — < 1, mistottu uuri-
e

entl ‘en n
tav rida koondub. T . .
- _ n _oein2 L ; 2= inZ —
;]UurltavrldaonZ( Incos ) [ [1 2sin Zn)) .Kuna11’r1n( ln(l 2sin Zn)) (Zsm 7n
T\
1, siis uuritavrida jarida Z (2 sin? 2—) koonduvad ja hajuvad samaaegselt. Viimane rida aga koondub
n
1 Ty 1 224
ja hajub samaaegselt reaga Z ——, kuna lim (2 sin? —) T——= . Niisiis uuritav rida koondub
w n2a n 2n) " p2a 44q
parajasti juhul kui @ > %
(GOl 1)"+1 > 1 ) 1 1 1
125}(a) Z — koondub d’Alembert’i tunnuse pohjal: lim :— =lim =
n=1 M n (n+1)! n! 1 np+l

0. Seega uurltav nda koondub absoluutselt.

x -1 1
b)|Uuritav rida on Z (-1)". —. Kuna _71 < -7 iga n korral ning llm( ) 0, siis Leibnizi tunnuse
n n

| n+1

n=

pohjal uuritav rida koondub.
[ee] (_1)n+1 (o) 1

Rida ) |———| = Y — hajub, sest tegemist on harmoonilise reaga. Seega uuritav rida koondub
n=1 n=1"

tingimisi.
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c)|Rida ozo: e = § ! koondub Cauchy tunnuse pohjal: lim { ! =lim 1 =0
=l e Y PO v = W1

Seega uuritav rida koondub absoluutselt.

x -1
Uuritavrida on ) (—1)”~m. Kuna 51 < 5ig

n=1
tunnuse pohjal uuritav rida koondub.

iga n korral ning llm( ) =0, siis Leibnizi

2n—1

nr- 1 [e) 1
Rida Z (Sl =y hajub. Nimelt ei tdida see rida Cauchy kriteeriumit: |Sz,, — Sy| =
=1 2n-1 a=12n-1
2m 1 2m 1 1 1
Z > Z — = m- — = —.Jérelikult uuritav rida koondub tingimisi.
n=m+120=1 i 4m im 4
Xl = 1 1
e)|Rida ) =3 koondub. Nimelt saame, et lim ———— : — = 1, aga rida
Slen-02 = 2n-1)2 n (2n-12  4n?
o0
1
Z oz koondub, kuna on {iildistatud harmooniline rida (@ > 1). Seega uuritav rida koondub abso-
n=1
luutselt.
1
f)| Kuna IN)] +2) > m iga n korral ning hmm 0, siis Leibnizi tunnuse pohjal uuritav rida
oondub.
Rida ozo: D ozo: hajub, sest ———- > L iga n korral ning harmooniline rida % 1
In(n+2)| ;= In(n+2) b m(n+2) = 7 18 & n=1
hajub Seega uuritav rida koondub tingimisi.
X |cosna| & [cosna X1
Rida Y =) g koondub, sest 1224 < L ningrida )" — koondub (iildistatud
n=1l nWn n=1 nz n2 n2 n=1nz

harmooniline rida, a > 1). Jarelikult uuritav rida koondub absoluutselt.

S D" 1 1 1
. . . 1 . . im—— = 0, sii .
Uuritav rida on n; NG Kuna Tn 2 Vil gan korral ning hrrln N 0, siis Leibnizi tunnuse
pohjal uuritav rida koondub.
[ee] (_Dn 00
Rida Z = Z T hajub, sest tegemist on {ildistatud harmoonilise reaga, & < 1. Seega uuritav
n=1l vn n=1n2

rida koondub tingimisi.

1 1

x 1
Kuna sin (Jm + %) =sinmncos 5 tcosmn sin% =(=1)"sin ﬁ, siis uuritavrida on Z (-1)"sin —. Kuna
n

n=2
siinusfunktsioon on piirkonnas [0, %] kasvav, siis sm% > sin n}rl iga n korral. Samuti hrrlnsm— =0.
n

Seega Leibnizi tunnuse pohjal uuritav rida koondub.
o® 1R 1 osing LR
Rida Z (-D"sin—|= Z sin — hajub, sest lim =1 ning harmooniline rida Z — hajub. Seega
n=1 n=1 n n % n=1"1
uuritav rida koondub tingimisi.

n
Uuritav rida hajub, sest lim(— 1) —— =0 ei kehti. Nimelt on see tingimus samaviérne tingimusega
n
n

hm‘( 1) —) 0; arvutades leiame, ethm‘( 1) —| =lim =1.
n n+1
. (-n" X1 o201
)| Rida Z —r | = Z e koondub. Nimelt saame, et n3” < 3—,,, agarida ) 3 koondub, kuna
n=1 =1 n=1

on geomeetriline rida (| gl < 1). Seega uuritav rida koondub absoluutselt.
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Uuritava realiikkmed on0, 1, 0, %, 0, % jne. Olgu (Sy,) uuritava rea osasummade jada. Siis (S2;) on har-
moonilise rea osasummade jada, mistottu limy, Sz, = co. Jarelikult lim,, S;, ei saa olla reaalarv, mistottu
uuritav rida hajub.

X | (- Ip2| X p? n+1)? n? 1 n+1)?% 1
m)|Rida ) (Sl )" — koondub. Nimelt saame, et lim % :— =~lim ( 5 .1 <
= elt = el n eht e e n n e

1, mis Cauchy tunnuse péhjal annab rea koonduvuse. Seega uuritav rida koondub absoluutselt

(o]
Vaatleme koigepealt juhtumit a € [~1,1]. Saame, et ‘ 1+g” | < % Kuna rida Z — koondub (nimelt
! n!

n=1

lln m = =0, kasutame d’Alembert’i tunnust), siis uuritav rida koondub absoluutselt.
n n!

1+a"™! 1+a" 1 gnta
Vaatleme niitid juhtumit a > 1. Saame, et lim : =lim 4 = 0. Seega sel juhul
n(n+1)! n! mon+l Loy
d’Alembert’i tunnuse pohjal uuritav rida koondub (absoluutselt).

Vaatleme 16puks juhtumit a < —1. Siis voime kirjutada a = —b, kus b > 1. Uuritav rida on niisiis kujul

X 1+(-1)"b" 1+(=D"p"| & b+ (D" . by (-t pry (-t
) — . Saame,et Z ' —— kusjuures lim — '
=1 n! =1 n! =1 n! n (n+1)! n!
| p- LU
bn

lim - ———— =0. Seega d’Alembert’i tunnuse pdhjal uuritav rida koondub absoluutselt.
n n+l =n"
1+ e

n

Uuritav rida hajub, sest ligl — = 0 ei kehti. Nimelt on see tingimus samavédérne tingimusega

(-n" . .= . 1
= 0; arvutades leiame, et im | ——| =lim — = 1.
o0
p)|Juhul a € (—1,1) saame, et |a” arcsin%| <Ja|™- % ning rida 21 |al™ koondub. Jarelikult sel juhul
n=
uuritav rida koondub absoluutselt.
7 arcsin 7% . A
Juhul a = 1 on uuritav rida kujul Z arcsin — Et llmT = 1 ning harmooniline rida —
n=1 4n an ao14n

hajub, siis uuritav rida hajub.
b4
Juhul a = -1 on uuritav rida kujul Zl( 1)" arcsin ™ Kuna arcsin 7% +1) < arcsin 4— iga n korral ning
n
b
11m arcsin — = 0, siis Leibnizi tunnuse pdhjal uuritav rida koondub. Eelmise 16igu pohjal selgub, et

uuntav rlda absoluutselt ei koondu, mis tdhendab, et ta koondub tingimisi.
T L -
Juhul |a| > 1 uuritav rida hajub, sest hma arcsin 4— = 0 ei kehti. Nimelt on see tingimus samavdirne
n
lal”

a arcsm—‘ lim — =0
4 n o n

1 1 L n+2 ) e e VL
126} (a)|C =lim : =1lim =1,seega R = ﬁ = 1. Punktis x = —1 saame rea Z ———, mis
n n+3 n+2 n n+3 n=o0 N+2

(e8]
1
koondub Leibnizi tunnuse pohjal. Punktis x = 1 saame rea Z Py mis hajub (harmooniline rida).
n=0

b4
a" arcsin —
4

Niisiis X = [-1,1)ja A= (-1,1).
n+1 00
C= lirrln 3 3,seega R = % = % Punktis x = —% saame rea ZO(—I)" ning punktis x = 1 saame rea
n=
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(e8]
Z 1. Mdlemad read hajuvad, sest tildliige ei hadbu. Niisiis A= X = (— %, %)

n:O
n+2 n+l n+2)n X n+l
c)|C = 1lim = im( ) =1,seega R = % = 1. Punktis x = —1 saame rea Z - (="
nn+l’ n n(n+1)?2 ]

X n+
ning punktis x = 1 saame rea Z ——. Molemad read hajuvad, sest tildliige ei hddbu. Niisiis A= X =
n=1
(=1,1).

X 1 1 1 . .
d)|C = 11’1111 T T seega R = & = 5. Punktis x = —5 saame rea nZO( n" ning punktis x = 5

(e
saame rea Z 1. Molemad read hajuvad, sest iildliige ei hddbu. Niisiis A = X = (-5,5).
n=0
=2 11 . 1 R o
e)|C = llrrln W =2, seega R = ¢ = 5. Punktis x = —5 saame rea Z 1 ning punktis x = 5 saame
- n=0

o0
rea Z (-1)". Molemad read hajuvad, sest iildliige ei haabu. Niisiis A= X = (—%, %]

n+1 n . (n+1)?
lim : = lim = —, seega R = = 4. Punktis x = —4 saame rea
n (n+2)4"Jrl (n+14"  n 4n(n+2) T4

Mgl_l

nlng punktis x = 4 saame rea Z % Molemad read hajuvad, sest iildliige ei hddbu.

n=0"
N1 isiis A= X— ( 4,4).
] n+l 0o
2)|C = lirrln o = 2,seega R = % = % Punktis x = —% saame rea Y  (-1)" ning punktis x = —% saame
L n=0
(e )
rea ) 1. Mdlemad read hajuvad, sest iildliige ei hddbu. Niisiis A = X = (— %, —%]
n=0
h_)C lim — L_1 R= £ =10. Punkti 7 f( 1" ni ktis x = 13
=lim :— = —, seega R = & = 10. Punktis x = -7 saame rea —1)" ning punktis x =

n Tom+l 1o - 10" 8 o &P
— o]
saame rea Z 1. Molemad read hajuvad, sest tildliige ei hddbu. Niisiis A = X = (-7, 13).

n=0

! . (n+1)!
i)|C = 11 =1i m(n+ 1) =00, seega R = = = 0. Niisiis A = X = {0}.
. . 1 1 . n 1 . & ="
)|C =lim : =lim =1,seega R = = 1. Punktis x = —1 saame rea —_—

n (n+1)(n+2) n(n+1) n npn+2 =1 nn+1)

1
ja punktis x = 1 saame rea Z m Molemad read koonduvad, sest viimane neist koondub. Ni-
n=1n1n
. 1 1 o R -
meltlim ———: —; =1 ningrida Z — koondub, mis annabki rea Z koonduvuse. Niisiis
n nn+1) n2 iz n? nop nn+1)

A=X=[-1,1].

i 1 1 1 1 .
C:llm—:—:hm =0,seega R= & =oo. Niisiis A= X =R.

n (n+1)! n! n n+l

1 1 n \a -

)C =lim ——: — zlim( ) =1, seega R = &= = 1. Punktis x = —1 saame rea Z ) , mis

n (n+1)% n% nin+l =1 n<

Leibnizi tunnuse pdhjal koondub juhul @ > 0. (Juhul a < 0 iildliige ei hd&bu.) Punktis x = 1 saame rea
o0

1
Z —» mis on iildistatud harmooniline rida ja koondub parajasti juhul & > 1. Kokkuvdttes: kui a < 0,
n=1"
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siis A=X=(-1,1),kui0<a<1,siis X=[-1,1)jaA=(-1,1),kuiagaa > 1, siis A= X =[-1,1].
c . (n+ 1" pn i (n+1)" Rol_1
m)|C =lim——  : — =lim —eseegaR=+ = —.
n (n+1)! "n n\ n & C™e
n
l

(n+1)n+1
nle™ = (p+1)len+!

Punktis x = (see vorratus on samavdarne

n=1
n
- 1\ T sy . . 1 S
11" < = =
vorratusega (1 + n) < e). Stirlingi valemi pohjal saame, et 11’1111 an hrrln N 0. Seega Leibnizi
tunnuse pohjal uuritav rida koondub.
n' n'" 1
Punktis x = l saame rea . Jallegi Stirlingi valemi pohjal lim — : = 1. Seega uuritav
HZI o+ Jalleg g pohjal lim - : —— g
(o)
1
rida koondub ja hajub samaaegselt reaga Y | — - Tegemist on iildistatud harmoonilise reaga, a < 1,
n=1ln2z
mis hajub.
1 1 _(_11
Oleme saanud, et X = —5 5 = (_E E)
n+1 n+1 1
n) —hm —llm =e, seegaRzﬁz—
n+1)"\" n+1)"\"
Punktis x = —1 5 saame rea Z =" (%) ja punktis x = l saame rea Z (%) . Mélemad
oo en =i\ en
. . ((ntD™M\" N o .
read hajuvad, sestlim| ———| = —. Viimase koondumise péhjendab asjaolu, et
n |\ en” Ve
(n+1)"
i ln[ en’ ] i en” n+D" (n+DIn(n+1)-(n+1lnn-1) ( 1 )
im———— = lim . (==
7 % no(n+1)" en"(n+1) n?
In(n+1)-Inn- L
= —limnz(ln(n+1)—lnn—— =—lim n+l _
n n+l n L
n2
1 1 1
o nT (n+1)2 n? 1
= —lim =—lim =—=.
n -2 2(n+1)2 2
n
5 _y_(_11
Kokkuvdttes A= X = (_E’ 5).
) 5 .. X (D" . 1
0)| Teeme muutujavahetuse x~ = t, siis saame astmerea ————. Saame, et C = lim ———:
= en+1)! n (2n+3)!
1 . . 1 . (-nn
=lim =0, millest R = = co. Oleme saanud, et astmerida Z P — koon—
@n+1)!  n (2n+2)2n+3) n=o 2n +1)
(e8] ( l)n 2n
dub mistahes ¢ € R korral, jarelikult astmerida Z ani koondub mistahes x korral, mis annab, et
n=0 n .
aaT (n+1)! n' . n \n 1 1
C—hn W =lin (n+1) —E,seegaR—f—e.
n|en o0 I’l' n
Punktis x = —e saame rea Z (-n" —— ja punktis x = e saame rea Z ——- Molemad read hajuvad,
n=1 n=1
= hm\/ n=
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Oleme saanud, et A= X = (—e,e).
@)|C = lim Vnn = limn = oo, seega R = & =0. Niisiis A= X = {3}.

1)|See iilesanne on analoogiline ulesandega Saame, et R = 1 sning A=X= (2 - %,2 + %)

127} [a)| Saame, et X = (—1,1). Kuna tegemist on geomeetrilise reaga, Z = x2S+ ..., siis
n=0
S(x) =5 kuix€ X.
(o)
b)|Saame, et X = (-1,1). Kuna tegemist on geomeetrilise reaga, Z "= 14 x+ 2%+, siis S(x) = ﬁ,
n=1
kui x e X.
(e
c)[Saame, et X = (—1,1). Kuna tegemist on geomeetrilise reaga, Z (—D)"x" =1-x+x*—..., siis S(x) =
n=0
E—x, kui x € X.
(e
d)[Saame, et X = (1,3). Kuna tegemist on geomeetrilise reaga, Z (x=2)"=1+(x-2)+(x—2)+...,siis
L n=0
S(x) = 1= ()lc 7= 3 + kuix € X.
@Saame, et X = [-1,1). Teame, et astmerida voib oma koonduvusvahemikus (-1, 1) liikkmeti diferent-

oo [ n+l (o] 1
seerida, mistottu §'(x) = ) =Y x"=—— kuixe(-1,1). Seega S(x) = —In|1 — x| + C, kui
n=o\n+1 =0 1-x
x € (—1,1). Konstandi C mdirame, valides niiteks x = 0. Saame, et 0 = S(0) = —In|1 — 0| + C = C. Niisiis
S(x) = —In|1— x|, kui x € (=1, 1). Abeli lemma pdhjal kehtib S(x) = —In|1 — x|, kui x € X.
[]Saame, et X = (-1,1). Teame et astmerida voib oma koonduvusvahemikus (-1, 1) lilkkmeti integreeri-
o0 X !
da, mistﬁttuf S(ndr= Z " nelde= > x"= %,kuixe (-1,1). Seega S(x) = U S(t)dt) =
0 n=1 - X 0

n=1

(L]/: ﬁ,kuixeX.

1-x
[)]Saame, et X = (2,4). Teame, et astmerida voib oma koonduvusvahemikus (2,4) liikmeti integreerida,
X 0o rx ®© -3 -3
mistattuf S(ndt = Z f D+ D(E-3)"de= Y (D x-3)" = T2 = T7% jyixe
3 =0 1+(x-3) x-2
/ x—3 /
2,4). Seega S(x S(de| =|—=| = ykui x € X.
2 4)-Sece U “ ) (x—Z) (x-27
(c+p"t -
h)|Saame, et X = [-2,0). Vaatleme astmerida Z EPTSEE mille summa T'(x) = (x +1)S(x). Viimase
n=0

astmerea summa on leitud tilesandes e), kus saime, et T'(x) = —In|x|, kui x € (-2,0). Jarelikult S(x) =
kui x € (-2,0)\{-1}, ning S(—1) = 0 (see on ndha algsest astmereast). Kasutades ka Abeli lemmat

_In|x| _
x = —2+ jaoks, leiame kokkuvottes, et S(x) = { 0 X1 *E Xl\{ 1},
, x=-1.

[@)]pidev funktsioon;
[B)l16plik arv katkevuskohti;
[0)]16plik arv katkevuskohti;
@ernduv arv katkevuskohti;

16plik arv katkevuskohti.
Kuna funktsioonid f(x) = e* ja g(x) = ex2 on pidevad 16igus [0,1], e¥ > exz, kui x € [0, 1], kus-

x+1 ’

11 1 2
. L1y 1
juures néiteks e2 > e’ =el2) siis Jo e¥dx> fye* dx.
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Kuna funktsioonid £ (x) = sin x? ja g(x) = x* on pidevad l6igus [0,%],sin x% < x2, kui x > 0, kusjuures
ps ps
niiteks sin ”TZ <1< ”TZ, siis f” sinx?dx < J© dx.
2
Kuna funktsioonid f(x) = e* ja g(x) = e* on pidevad 16igus [1,2], e* < e kuix > 1, kusjuures
niiteks e? < et = ¢2°, siis fPeXdx< [? X dx.
Kuna funktsioonid f(x) = Inx ja g(x) = In3 x on pidevad 15igus [%, 1], kehtib Inx € [-1,0] 16igus

X € [%, 1], mistottu Inx < In3 x, kusjuures nditeks ln% =In2-1<(Un2-1)% =1nd %, siis fll Inxdx <
e

S0 xdx.

2 2

e
Kuna cos? x > 0 mistahes x korral, kusjuures cos? x on pidev 16igus [0, 277] ning niiteks cos? 7 = 1> 0,
siis fi7 cos? xdx < fiT cos? xdx + [27 cos? xdx = [Z™ cos? xdx.
Saame, et [&" xsinxdx = [ xsinxdx+ (27 xsinxdx < fj xsinxdx, sest xsinx < 0, kui x € [r,271],
kusjuures niiteks gn sin 5 2 7 = —57 <0 jasiinus on pidev funktsioon.
Saame et F'(x) = 1+x
b)|Saame, et F’(x) = sin x.

0)|Saame, et F(x) = G(2x), kus G(x) = [ th” dr. Niisiis F'(x) =2G'(2x) =2+ % = sin2x

X
Saame, et F(x) = G(e¥), kus G(x) = f5 htl—zt dr. Niisiis F'(x) = G' (e¥)e* = TTe; et =X
Saame, et F(x) = —G(x), kus G(x) = f3* \/ 1+ r2dr. Niisiis F'(x) = -G'(x) = -V 1 + x2.
Saame, et F(x) = —G(x2), kus G(x) = flx I(Iiltt Niisiis F/(x) = —2xG' (x2) = —2x - lnx2 = —ﬁ.
@ Kuna F(x) =0 iga x korral, siis F "x)=0i iga x korral.
h)[Saame, et F(x) = G(2x) — G(x), kus G(x) = flx In? tdt Niisiis F/(x) = 2G'(2x) — G'(x) = 2In? 2x — In? x.

Saame etF(x) = G(cosx) G(sinx), kus G(x) = * . Niisiis F'(x) = -G/ (cos x) sinx—G' (sin x) cos x =
—e€0” X sjn x — eSI° ¥ cos x.

j)|Saame, et F’(x) = e¥sin x. (Ulesande mittesoovitavat kirjapilti tuleb méista kui F(x) = e sintdt.)

412 4
2 .3 e _2 3.

133 j xdx= | T—— =4-1=3%
4

b) fo cosxdx =sinx 02 =1

In3
c) fllnse"dx=ex)1 =3-¢

4
A fi (20+ &) dw= (2 +2v7) | =16+4-1-2=17;

| Vx
-1
e) Sldx —ln|x|| =—In5;
-, n
f) f,, cos2x =tanx|: 1—@;
6

) f4 1+x dx = (——+ln|x|]‘

- 1
3 1
3 ox 2% _ 8 .o 1 _._T13
h)fl(z +1)dx= (ln2+x)‘ L AR R R
1
i) fo‘f f‘iix—hlrcsmx‘af 4-Z=m;
| rIn3 5dx _ gln3_g-In3 eln2_g-In2 3-1 2-3 _r. 4 3 _ 4.
) o S9= _5thx(l =5thin3-5thin2=5-S €0 5. € e 0 =555 =5 E-s 3=

/4

1 x*dx 1
k) fo el = (X-arctanx) |

_m_ .
= 7 —arctan z;
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1) fo 3043241 g = (3 + arctan x)

0 3
T2+l ‘

=1 T
E =52 +arctan4.

0
l34lf 1f(x)dx f1x3dx+f X dx——;[l1 %:é;
b)f0 fodx= fo cos2 f,, —tanx(;1 cotx|; =1+1=2;
4
o) f f(x)dx fncosxdx+f0(1 xz)dx+f14 Xdx =sinx %+(x—%3”0+ex —1+1—%+e4—e_
1 +e4—e

135 lVa]aleldafnu et fo xdx=¢-(2-0), millest2 =2¢ ehk & =1.

b)|Vaja leida ¢ nii, et f2 x2dx = {2 -(3—2), millest 9 — 3 =¢ ehkc, = _\/6%.
Lo . 3 X dx = e (3 — . 31 _aué i e8-1

c)|Vaja leida ¢ nii, et fo dx=e°(3-0), milleste® — 1 =3e> ehk §{ =In >5—.

d)|Vaja leida ¢ nii, et fi" < 2dx _ E -(2-1), millestIn2 = E ehk ¢ = L

n2
_TF' lelxldx—fgl(—x)dx+f0 xdx=1+2=2L

lx-2ldx= [f@-x)dx+ [ (x-2)dx=2+2=4;

o) fo' Icosx|dx = [ cosxdx+ [7 (-cosx)dx=1+1=2;

— 2

d) f31|x(x—2)|dx:fol(xz—Zx)dx+f02(2x Adx+ ¥ -20dx=1+1+4-84+9-9-8+a=4
fhiﬁze e gy = folnz ks dx+flnze ~% dx = [0 In 2shxdx—chx‘ n —1—4——%

lsjlf(x) = sin3 x on paaritu, seega /r 2 Sin 3xdx=0;

—

(§

dx Zfl dx

1
— 0. _
1742 = —2arctanx‘0 =2-3=

b)| f(x) = ﬁ on paaris, seega /!

o) f(x) = sin2§ on paaris, seega ffnsin de:ZfO sin? dx 2(% ¥) ‘n -

d)| f(x) = In (x+ m) on paaritu, kuna In (—x+ m] = n—(sz)_x; =-In (x+ m),

mistottu [, In (x+vV1+x2)=0;

kuna f(x) = tan% on paaritu ja f(x) = cosx on paaris, siis ffn (cosx +tan %) dx = 2f(§r cosxdx =0;

kuna f(x) = x° + 15x% on paaritu ja f(x) = x* +4 on paaris, siis ffz(x5 +x*+15x3 +4)dx = 2f02(x4 +

4)dx=2- (32 +8) 284;

g)|kuna f(x) = sinx on paaritu, siis ffﬂ(sinx +eN)dx = ff” ef=e"—e77;

h)kuna f(x) =sin|x| ja f(x) = |sin x| on molemad paaris, siis ffﬂ(sinlxl +|sinx|)dx = Zf(stinx =8.
T

X

139]a kuna fs1n2xdx— ~Jcosx +C, siis JiZ sin2xdx = 1+d=1;

b) kunaf t+1 =ln|t+1]+C, susf3 t‘itl =ln4-In2=1n2;

o)|kuna [(2x+3)3dx = (2x+3) +C, siis [0, 2x+3)3dx =8 - 1 =10;
d)|kuna [ cos(2x+m)dx = —w + C, siis fo cos(2x+m)dx=0;

e)|kuna [ (4 - x)de——Z(4 0?2 +C, snsfo(4 02 dx= 24 =5
f)kunafm—zx/3x+ +C, susfo —2\/_ V=%

g)kunafes_xdxz— 5- x+C,susf_52e5 xdx=—1+e ;

1
8dx 2 8dx _ 4. [
h(kuna [ ;7977 =4arctan2x + C, snsf Loz =4-arctanl =7

Ekunaf ToZ =5 +arctan 3 + C, siis fO 4+d;x2 = tarctanl = J%;
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j)|kuna [ \/7 =arcsin 5 + C, siis I \/S—L =arcsin% =%
1
_1

_1 ; ; 0 __dx _1 inl .
= s arcsin5x + C, siis [ = zarcsin; = 35;

k)|kuna fo ﬁ
N kunafM lﬂ X 4 C, siis [ Inxdx lnxdx _ Z'

m) kunafxl o —lnllnx|+C susfe m—an'
n)(kuna [ xVv/ x2 +9dx = (VEZER) L) siis [y xV/x2 +9dx =125 - 2 =322,

5
o)|kuna f(e* - 1)*e*dx = % +C, siis fo e*—1)*e*dx = %;
2

1 25x

s
02 _sinx Se (2 _ 1.
p)|kuna f'sin” xcosxdx = 5% + C, siis [ sin” xcosxdx = 3;

3 A
q)|kuna fsin3xdx: f(coszx— 1) d(cosx) = CO% X _cosx+ C, siis foz sind xdx = —% +1= %;
3
i

n[kuna [ v/cosx—cos3 xdx = [|sinx|y/Cosxdx = —sgnsinx [ y/Cosxd(cosx) = —sgnsinx- 2802
/4 /4
ii E,/ —cos3 =0 _/ —cos3 2,/ —cos3 =2,2_-11.
C, siis [ %, Vcosx —cos xdx—f_l cosx—cos3 xdx+ [* Vcosx—cosdxdx=5+5=13;

Ikuna f ==/ ﬂfz}ﬁ;) = arctansh x + C, siis C‘ljf = arctan &=

40}.6113\)} Jo 3 = er- 21n|1+t|)( =4-2In3;

li) g‘{;ix = 0‘[% =(21‘—2arctant)|0 =2y3-24
c_)fo 1+\/m =fp {fg—(r—lnuﬂn‘?:Z—lnz;
9[0 x2+4x+5 23% :arctan?:—arctan2=arctan%;
e_)fz \/5+4x x? _fo —arcsm3‘ =5
s s i =arsing] =

x
8 OE 1+smx _-fO 2dc _-fO1 (12+dtt)2 :_%‘;:1;

2y (1420 )
| | A+2%) (1+ 1+t2)

h) foi 3)\/de _fol 2V5dt fl 2V5dt _

+2c0SX ) 2-2¢2 0 54+¢2
e

1
=2arctan L ‘ =2arctan L.
V510 V5

T
1 llf(fxcosxdxz xsinx’0 - [ sinxdx=-2;
] 1
b) folxexdx=xex|0—folexdx=e—(e—1) =1

/]
)| /7, xsinxdx =2 f§ xsinxdx = —2xcosx‘0 +2 [ cosxdx = 2m;

d) fol xarctanxdx =

] 6
e[/ InCx+3)dx = [FIntde = rine|, - f de =6In6-3In3-3;
£)| f§ x? cosxdix = x?

1
) fol x?’e"dx:xg‘e’c‘o—?)fo1 xzexdx:e—3xze’c‘0+6f01 xe*dx=e—3e+6xe* ’O—GIOI e“dx=4e-6e+
6=6—2¢;

S

2 1 2 1
X“arctan x 1_x _nm_ 1. _n_1_ 7m_
O—fo s dr=5-30 arctanx)’o_ E—3+5=

’

D=

IS

/2
sinx|0 -2 fff xsinxdx = -2 [ xsinx = 2xcosx| - J§f cosxdx = —27;

e e
2 2

f2 e’sinxdx=1+eZ —f2 e*sinxdx,

z
+Ji e*cosxdx= 1+e"sinx

[
)| fiF e¥sinxdx =—e*cosx
b4 ) %0
5 2 AX o _ 1+e?2 .
millest /* e¥sinxdx = ~7=;
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. . . exprmr expm .
feXp”smlnxdx = xsmlnx|1 - fleXpncoslnxdx = —xcoslnx)1 — PP sinnxdx = e +1 -

1
JT
[P sinln x dx, millest fleXpn sinlnxdx = 14

3 2 2
'flz Inxdx=% lnx’ - % dx=8m2-7.
-.Valime X = Colst, siis ¢ = arccos 1, seega Q(x) = arccos— kus ¢ : (—o0,-1) U (1,00) — (0, 72’) U

(%,m). Siis ¢'(x) = Jarelikult [ x%>v/x2 —1dx =sgnx [ x3(x? = 1)- ¢/ (x)dx = sgn x [ L2 S glx)

|x |\/7 cosSp(x)
¢'(x)dx. Arvutame | Slclz)séfgt = [sin cf)‘:éstmt) =/ SI(rll_igfzslgst).Valime siin w(1) =sint, ¥ : R\ {§ + kn :
k ez}~ (-1,1). Kuna [ (11121%3 = f(lﬁ(;—l) ~ ot " 16(u1 02~ 16(u1+1)2 + 8(u-1%-1)3 Bu— 1)3) du =
1610|151 ‘ + 50D *+ 16(u+1) 16(u1+1)2 + 16(141—1)2 +C=qgln| 51|+ s + a2 + C mistahes

sintdt _ 1 sint—1 sin t sint :
u € (—1,1) korral, siis f odr — 16 ln| aniil ‘+ 8c082 + TeosT 7 +C mistahes t # —+kn k € Z, korral. Li-

saks, kui cos t = (t €(0,m\ {5}, siis sint = Y= L Kokkuvottes [x*Vx2-1dx = Sgnx
IxI\/x2 |x|3\/x2

|l
1+x

lVallrne X =tant, siis ¢ = arctanx, seega ¢(x) = arctanx, ¢ : R\ {0} — (—1 ”) \ {0}. Siis ¢ "(x) =

po g (VL
X

1+x2

ning 1+x2 = IR Saame, et @' (x)dx [ m ¢' (x) dx. Arvutame
J 58— ISII?(j‘i(I:IOIZZ . Votame (1) = sint, y : R\ {k- % : k€ Z} — (~1,1)\ {0}. Kuna fm =
f(ﬁ+m = 1)]du lnluﬂl lnlu Uyc= %ln Z+%| -, + C mistahes u € (-1,1) \ {0}
korral, siis [ pe (itcost = % n :E ;fi |— so7tCkuste (— )\{0} Sealjuures antud piirkonnas sgn x =
sgntan ¢ = sgnsin ¢, mistéttu sin ¢ = m. Jérelikult [ Y5 ‘/ﬁ dx=1 ln‘ it@ \/W +C.

Integreerime ositi: [v/(x2-1)3dx = xv/(x2 - 1)3 - 3 [ x>/ ¥2 — 1 dx. Kasutades iilesannet 5a), saa-
7z 3 /720
T N e Y RN

1+x
2
] g

X2 +9 = [Vx2+9dx - 9arctan§ Esimeses liidetavas valime x =

i _ X A Y. _Q e 9

3tant, siis ¢(x) = arctanz, ¢ : R — ( 7). Siis ¢ (x) = 2 T9’ kusjuures 9 + x? = woPem Saame,
2 _1 2 _d(sint) s

et [Vx2+9dx=3 f(\/x +9) ¢'0dx=9[—5 (p(x)(p !(x) dx. Arvutame Cos3t = [ Q—sinZy? - Valime

w(t) =sint,y:R{Z+kn: keZ} — (- ll)nlnglelamef(l Y = Zf(m—% + o+ o 1)2]‘1”:

1 u+l| _ 1 _ u+l 1 sinf+1 sint
aln| o= 1‘ D) 4(u p+C= 1in| 4 2(u2 TR Seegafmm aln| G 1)+20052t+c

x+\/x2 ‘ x\/x+

t# % + km, k € Z. Kokkuvottes f\/f x= 4ln‘ —9arctan % + C.

Saame et [Vx2-6x-7dx = [/ (x-3)2-16dx. Valime x -3 = Cost, siis ¢(x) = arccos x43, Q:

(=00, =71 U [1,00) — [0, %) u (£, 7]. Siis ¢’ (x) = W Saame, et [V x2—6x—7dx = [|x~
1-cos? @(x)
Cos(p(x) (—cos2<p(x) - 16Jtp (x)dx = 64sgn(x— S)I—cos3 o ¢ (x)dx.

1-cos“t cos t 4 1-cos®t sin® ¢ : _1
Niisiis leiame [ =%+ dt, r€[0,7]\ {5}. Saame, et [ oo dr=/ s 12 d(sing) = zIn

sint_, ¢ kogunl te R\{k% : k € Z}. Sealjuures piirkonnas ¢ € [0, 7] kehtib sin t = /1 — cos? t, mist6ttu

2cos? t

31((x—3)%-16)-p(x) dx = sgn(x-3) [ - —

sinz—1
sint+1

|+

136



smarccos— = (x|x3)3| .Jdrelikult [ V' x2 - 6x—7dx =
V(x=3)?—4—|x-3| " |x—3|\/(x—3)2—1 +C=

V(x-3)2-4+|x-3|

:165gn(x—3)-ln‘\/—%+:i 2:'+2(x 3)V(x-3)2-16+C.

Saame, et [V3-2x-x2dx = [ /4 (x +1)2dx. Valime x = —1 +2cos , siis ¢(x) = arccos x—“, @:
Saame, et [V3-2x—x2dx= 4-(x+1)%)-@' () dx =
\/T / -/t ¢

-4 [sin? p(x)- ¢’ (x) dx. Kuna ['sin? rdt = § - SmZt +Ciga t € R korral, siis f\/3—2x—x2 dx=
1 (x+1)\/4 +1)?

=64sgn(x—3)- (—ln

[-3,1] — [0, ]. Sealjuures ¢’ (x) =

= —2arccos X1 + sin2arccos £+ x“ +C = —2arccos X1

2 sinxdx _ pl _dt _ _ .
45|‘. 0 1+cos?x 40 1472 _arCtant‘ -4

n g

b) 04 cosy/xdx = 2f0 tcostdt-ZtsmtIO -2 sint=m-2;

c)f0 arcsinxdx = xarcsmx| fo );d’; =%-1 5%:1_712_“'\/5;
4

1
d)f0124x+5dx: 1 24x+5‘0: 2_(29_25):%;

R rs’z (__9—1)_&_16
el /o 3 dx—zf0 13fdr=2- 3 21n3f3 dt=2-(5;3 Si23) =3 T ey

T e
f)f”’ Cos‘fdxzzfn“ costdt=251nt‘4 =V2;
T
1 B _zn/f|2_2x\/£1
g_)fo \f 1+x =fo (VI+x-Vx)dx= =
2 2 2
0 _d 2 3(t-1)2 dr _ - 3
h)| 2, 1+%/)iTx SR qr =3 [Frde-6fFdr+3 /1,90 =3. —|1—6t(1+31n|t|‘1_1n8—7,
i) fénz\/e’“—ldx:fo r-2de :2—2arctant|O=2—%;

2+1

d V3
_xdx _ . /7_,2|7 __1 _ 1.
)fo Vi—x2 1 x|0 =2tl=g

l)[kuna f(x) = xarctan? x on paaritu, siis f_2721n xarctan® xdx = 0;
)] fs (x— 3)5e|x_3| dx = f_22 telfldr = 0, sest integrand on paaritu funktsioon;

m) fl %gf —ln(1+ex))(1) =In(1+e)-In2;

] jind 1= g ;H.%:fz‘l(L_Z)dt:ln3—21n4+21n2.

oL/ 2%singx = - L2t c0ng| +2 [T 62X cos3xdr= €t 4 2 2xsln3x| —4 [T e2¥gingxdx = S5 -
iférezxsmsxdx millest /' e?¥sin3xdx = %# = %'( )

22

ps b4 s b4
)| fy " xsin\/‘dxzzfoz Bsintdr=-213cos t‘g +6f02 t2costdt=62sint|* —12 f(? tsintdr =32~

—lzfCOS rdr =32 —12;
5xdx_5 -5 tdr _1 (£ 5 198 1 .,7_55.
DY Fes =k T'T‘ﬁ'(?‘ft ‘3—5 3 ~g-10=2§; )
exp % 2 7 421 rexpZ 2 exp 5 exp %
1)/, P2 xcoslnxdx = %coslnx‘l z xT%fl P2 ysinlnxdx= —1+% sinnx|  ° —ifl P2 ycoslnxdx =
x| z n
—%+%—% 1 P2 xcoslnxdx, mlllestf P2 xcoslnxd %(—%+%),
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b)

3

3
o fiY 7 adr = 42,32l ) YT 3 2012 3 (B Yrdr=21- 316 - 1) = 4};

\/(x2+1)2 2
1 x3dx _ 1 dr _ =n.
9}Jo LT 4 0241~ T’

u) f04 @anx gy = [ tde =4

cos? x

v) f02 sin x\/cosxdx:fol(l— 2)V/idt = % — %;

P4
w)| 7 1cos® x| sinxdx = [ cos® xsinxdx — [F cos® xsinxdx=— [ Pde— [ Bdr=1+1=1%

2

pa s I

X) fo’tll—ZSinxldx=2~f02 |1—Zsinx|dx=2~(f06(1—251nx)dx+fl2 2sinx—-1)dx| =
6

=2. ——2+\/'+\/'——) 4v3-4-%.

46}. Jo = f1 dt = lim (2-2v1) =2
1—0+

2

3/2 T 2 _3/5.3 1 2
: \/_dx— lim /7 {/2dx= V2.3 lim (25 -17) =3,
S5 0 = hm f l = 11m In|l| = —oo, seega pératu integraal hajub.

hm arcsin/ =

7[

1
fO /l—xi 1_-[0 /1 2
1 dx 0 dx

7= lim arcsin)+Z =2 +Z =g,
f_l V1-x2 flle ‘[O l—x 1—. 1+fl V1-x2 *2 I——1 +( )+3 2 2

T dx _r0 dx T dx dx _ x . .
S mas = o s + Jo Tooass leiame [ =55~ = —cot 3 + C, millest jireldub, et esimene
!

lildetav on lim |-cot ?) = oo; sellest juba jéreldub, et kogu pératu integraal [ % hajub.

. 0
[0 cos?xdx= lim flo 110522 4y = lim (% + —S“fx) |l =- lim (% + 5”3121) —00, sest l+5m21 <
l——o00 l——00 l——00

[, 1

% + % ning juba lirn (j + Z) = —00, seega uuritav paratu integraal hajub.

02" lim f 52 = lhrn ( 1+5 ) 0o, seega pdratu integraal hajub.

1

2 . 1 1 1
=lim [-—=F+|=5.

i l~0+( ln% lnl) In2

= lim (-1
xInx ~ ll_l.r&( lnx)

N o e *dx= lim fol e Ydx= llim (e l+1)=1.
—00

e dx _ hrn fl dx _ Jim;_ ., In! = 0o, seega pératu integraal hajub.

-1 dx _ lTdx _ 1)_
00 32 = IHPOOfl 32 —,l”_noo[“ H=1

d Id o d [-k+1 1 00, kui k<1,
fooxx_hmf €. Juhul, kui k # 1, saame, et [{° xf—h ( =1 —k+1]_{ kll’ Kui k> 1.

tu k =1 on juba vaadeldud ulesandes

co _dx _ 0 _dx co _dx  _ 0 _dx I _dx _
S 1o = oo Tez T IO Tz = hm fl Tt hm fo T = llmoo( arctanl) + lirgoarctanl_
+ E =T7I.

3
e xle dx= hm fll £ +1 dx= hm (lnlll T+ 1) 0o, seega paratu integraal hajub.
_2

fé’oxe_x dx= IE%fO xe ™ dx = llilgo(—eT + %) =1

00 dx _ [oo dx : : s

—00 Fioxiz = oo GrZIT mida on juba vaadeldud iilesandes m).

[L17T [ 2]~y EIE
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0o _dx i 1, 1) 1
Ifz s fz xl i qu{}o(—m+m]—1nz-

HKuna Jxsinxdx = —xcosx+ [cosxdx = —xcosx—sinx +C, siis [§° xsinxdx = llim folxsinxdx =
—00

lim (=lcosl—sinl+0) = lllm (=Ilcosl—sinl). Nditame, et piirvadrtust hm (=Icosl—sinl) ei leidu.

—00 —00 —00

Oletame, et hm (—Ilcosl—sinl) = A. Valides (1) = (—”, 77”, HT”,...), kehtlb hrrln Iy = coning piirvidrtuse
—00

Heine krlteenuml tottu A = hrrln(—ln cosly +sinly) = lilr1n(—1) = —1. Valides aga (I;;) = (72—’, 57”, 97”,...),
kehtib samuti li;ln Iy = oconing A = liﬁn(_l” cosly +sinly) = li,rlnl = 1. Kuna funktsiooni piirvdartus

peab olema tiheselt méératud, siis llim (—Icosl—-sinl) eileidu. Jarelikult paratu integraal f;° xsinxdx
—00
hajub.

t) fé’o xe *dx= llim fol xe Ydx= llim (—(l+ l)e_l + l) =1.
—00 —00

oo xdx 0  xdx , roo xdx _ 0 xdx I xdx _1 2 2
(/250 251 = oo i1 0 2y = _)m [l 1+lllm 0+ =2, hm (-In(2+1)+1 hm In(l=+

1). M6lemad integraalid hajuvad, jarelikult uuritav paratu integraal samutl ha]ub

oo__dx 1 |im (—arctan
o0

f 1+2 1+2
oo x2+4x+9 00 (x+2)2+5 =2 x+2245 ~ 5 |~

T
\f)fhm (arctan\[)—f

v)

In2 2 2
- lim (1n22 lnzl):_ '
In(-) -0

w)| /25, 2 lrlIxldx— hm f_zm( 9 dx = hm flzm( 9 dx = llm ﬁ

seega paratu mtegraal hajub.

ﬂfé’oe_xcosxdx— lim fl _xcosxdx—lhm (— (sinl—cosl)+ 3 )—%

-.L()ikepunktid leiame vorrandist x% = 8x, seega (0,0) ja (2,4). Niisiis otsitav pindala

S=J¢ (2v2yx—x?) dx= (1025 %)E:%
plot2d([x**2, sqrt(8*x),-sqrt(8*x)], [x,-0.5,2.5]);

y2=8x
y=x*

Szfolexdxze—l.

plot2d([exp(x), [parametric,1,t,[t,0,3]]1], [x,-0.5,1.5], [y,0,3]1);
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S J§ex-x? - (-x)dr= (3
plot2d ([2*x-x**2,

I

S:fol(xz—x3)dx: %—
plot2d ([x*x2,
35T

3L
2.5+

2L

x**3] ,

'X] >

[x,

1_1
4 7 12°
[x,-0.

%)=
3Jlo

-0.5,3.5]1);

5,1.51);

e)|S = fz,, cosxdx =sinx

plot2d(cos(x)

pa
2

=2.

[x,- Ap1/2 %pi/21);



y=cos x

f T T T !
-2 -4 -4 w2
X

S = [ (sinx - (-sinx))dx = —200sx|z =4.
plot2d([sin(x), -sin(x)], [x,0,%pil);
—

0.5

-0.5

A

X

1 e

1
g)S=ff|lnx|dx=fll(—lnx)dx+flelnxdx=(x—xlnx) | +(xInx—x) jzl—%— 1 +e—e+1=2—%.

e e
plot2d([abs(log(x)), [parametric,1/%e,t, [t,—5i5]] , [parametric,%e,t,[t,-5,5]1],

[x,0,3], [y,0,2]1);
P

y=IInxl

1.5+

Saame, et ellipsit piiravad jooned y = by/1— Z—; jay=-by/1- Z—i (Eeldame, et a,b > 0.) Seega

S= f_“a (b\/l - Z—z - (—b\/l - Z—;]) dx = be_aa \/1- 2—2 dx. Kuna integrand on paarisfunktsioon, siis
vaatleme ainult 16iku [0, a] ning teeme samas asenduse x = asin ¢, millest dx = acos td¢. Saame, et S =
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z z z ) z
4b [ /1- Z—zdx:4bf02 V1-sin? r-acos tdt = 4ab fi? cos® tdt = 4ab [? “CTMdt:Mlb(% + %Zt) ’02 =
4ab-§ =nab.

Kujund on siimmeetriline y-telje suhtes ning piirkonnas x € [0, a] piiravad kujundit jooned y = xV/ a2 — x2
jay=-xVa? - x? (eeldame, et a > 0). Niisiis % =fy (x\/ a?—x2 - (—x\/ a? - xz)) dx=2 [y xVa®-x?dx=

2 2 3 a 3
—M = 243, Jarelikult kogupindala S = 4Z-.

plot2d([sqrt (x* (3*x2-x**2)), -sqrt(x*(3*x*2-x**2))], [x,0,3]);

2=x2.(9-x2)

S= fol (0-x?Inx)dx = —fol x%Inxdx. Kuna limy_g, x?Inx = 0, siis integrand on pidev kogu 15igul
1
[0,1] ning S = —%3lnx|0 +f01 %2 dx= %.
plot2d ([x**2*xlog(x)], [x,0,1.5]);
.

y=x2'ln X

0.8+
0.6
= 041

0.2+

-0.2—-

Kasutame polaarkoordinaatides pindala arvutamise valemit. Kujund on siimmeetriline x-telje suh-

tes. Seega saame, et 5 = 1 [T r(p)>de = %Zfoﬂ(l +2cos@ + cos? @) dg = ”T“Z + %fgﬂdw =
”T“Z + ”T“Z = %naz. Jérelikult kogupindala S = %sz.
plot2d([parametric, 2*(1+cos(f))*cos(f), 2*(1+cos(f))*sin(f), [f,0,2%Ypil],
[x,-1,41, [y,-3,31);
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X

s
Uhe lehe pindala on kolmandik kujundi pindalast. Saame, et % = % Jo rip?de = “72

.4

0 sin?3¢dg =
%2 Jo sin®ydy = %2 o HZSZ‘” dy = %2 Z= ﬂl—gz. Jérelikult kogupindala S = ”T“Z.
plot2d([parametric, 2*sin(3*f)*cos(f), 2*sin(3*f)*sin(f), [£,0,2+%pill, [x,-2,2],
[y,-2,21);

S:% 27 ()2 de = % 272+ cos )2 dg = 2a° [§™ (4 +4cos @+ cos? ) dg =
=2a?- (8n+f02” m dtp) =2a%-97 = 18a%n.

plot2d([parametric,2*(2+cos(f))*cos(f), 2*(2+cos(f))*sin(f), [£f,0,2*%pill, [x,-3,7],
[y,-5,51);

X

2.2

Teisendarne vorrandi polaarkoordinaatidesse: saame, et r4 — a?r

cos? ¢ — b2r?sin? ¢ = 0, millest
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% = a® cos? ¢ + b? sin® . Saame, etS=1 ()Zﬂr((p)zd(pz% ()zn(azcosz(p+bzsin2(p)d(p=

2
2 2 _ 2,12
_ a® r2m 1+cos2¢ b? p2m 1-cos2¢ _ n(a“+b°)
=5 )y = do+F Jo

doy = .
2 2
plot2d([parametric, sqrt(cos(f)**2+4xsin(f)**2)*cos(f),

sqrt (cos(f) **2+4*sin(£) **2) *sin(f), [f,0,2x%pill, [x,-2,2], [y,-2,21);

Teisendame vérrandi polaarkoordinaatidesse: saame, et r4 = a?r?(cos? ¢ — sin® ¢) = a?r?cos2¢,

T
millest 2 = a? cos 2¢, kusjuures cos 2¢ > 0. Leiame poole kujundi pindalast. Saame, et % = % S
4

ps ps
“72 J % cos2pdy = “Tz sin2¢|* = “72. Jirelikult kogupindala S = a2.
x _n

plot2d([parametric, sqrt(cos(2*f))*cos(f), sqrt(cos(2*f))*sin(f),
[£,0,2«%pil, [nticks,1000]], [x,-1,1], [y,-1,11);
I

0.5+

Loigates antud keha fikseeritud tasandiga z = zg, saame 16ikeks joonte y = —x + (1 — zg), ¥y =
x+ (29— 1) ja x = 0 poolt piiratud kolmnurga, mille pindala on S(zg) = (1 — zo). Niisiis V = fol S(z)dz =
Jol-22dz=1-1+3=1.
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)
er’_—b -4

a
ja x = 2 poolt piiratud kujundi, mille pindala on S(zg) = [&z, 2b\/1- Z—Z dx = beﬂ - Z—i dx.
c

L()igates antud keha fikseeritud tasandiga z = zg, saame 16ikeks joonte y = b

s
Teeme muutuja vahetuse x = asin , siis dx = acos tdt ning S(zg) = be 2 2 acos? tdt =

-2a bf2 1+C§s2tdt:2ab(%+sin2t] 3

arcsm 4

_ 1 s 20 1 : 20 )
=2ab (E — sarcsin 2 — 2 sm2arcsm—) =
arcsin%o 42 c 4 ¢

¢ T 1 z 1 z z\2
=2ab(%—%arcsin@—%-2-z—°- 1—[2—0)2).NiisiisV=f 2ab| - - —arcsin— — - - —- 1—[—) dz=
¢ ¢ ¢ ) 4 2 c 2 ¢
=2ab-(%——f0 arcsin £ dz— iz Iy zV cz—zzdzJ

_ nab ; 2 b(_ (=292 ||° _ nab b b . ¢ _ 2ab
_”“2C—ab(zarcsm§+c\/1—i—2”0 ‘ZZ( = 0—”%6 TP +abe- 97 - G = 24
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2 2 2
L()igates antud keha fikseeritud tasandiga z = zgp, saame 16ikeks joone % + % =1- i—g poolt pii-
2 2
ratud kujundi. Selle joone vorrandi voime esitada kujul X + J

Zz 2 Z2
NN
2
gemist on ellipsiga, mille pindala on ul. 1h) pohjal S(zg) = mab- (1 - %) Niisiis V = f_CCS(z) dz =

Zf()cnab-(l— i—;) dz:2n’ab(c_ %) = 4n§zbc'

- = 1. Ndeme, et te-

[D] Antud keha kujutab endast kahe silindri ithisosa. Loigates seda keha fikseeritud tasandiga y = yy,

saame kujundi, mis on piiratud joontega x = /a2 — y2, x = —\/az -y3z= \/az -yijaz=—y\/a?- ;.

Tegemist on ruuduga, mille pindala on S(yg) = 4(a® — yg). Niisiis V' = f_“a S(y)dy= 2f0“4(a2 -yA)dy=
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Saame, etV:nff%dx:—lG

T
Saame, etV=nféTsin2xdx=n-l_°2¢2x‘

1
£
Saame, et V=7 f) (x—x*)dx=7- (%——) =3z

. _ 2 2
V:nfél sint xdx = ﬂf(;r (1 cgst] dx:nf(;r (% _ co;Zx N cos42x) dx = ﬂf(;r (% _ 00522x 1+cos4x] dx =

_ 1 b4
Saame, et V =7 [5° e 2Xdx=n llim fol e 2Xdx = nllim (—e 2y 5) =5
oo oo

X
a

_x\2 2 3
Saame, etV =7 (¢, (ach’—‘;)2 dx=na’n [, (HT‘"'“) dx= T T4 (e7x +2+e7§) dx=4Z.(e?-e7?).
)| Saame, etV=mfgx Sdx=1Z.
Saame et V=mu[29(x?-a?) dx= 4”3“
152] VGime endale ette kujutada, et joon x2 + y? = r2 poérleb iimber x-telje. Segmendi ruumala on
ce s r 2 2 _ 2 o\ | _ 3 3 2 (r—h)3 _
nususnfr_h(r - X )dx—n(r x—§)’r_h—n(r —F-r (r—h)+T) =

=n(—r3—3+r2h+r3—3—rh(r—h)—%3]=n(rh2—%3)=”Thz-(3r—h).

3
513
2
E Saame, etl=[JVi+txdx= m 0= %’—%=4%.
arctani
b)|Saame, et [ = V8 1+Ldx=- ,, Ve L. Kuna olukorras, kus cos t > 0, kehtib
V3 x? 2 ¢sin? t
% cos? tsin
d(sin t) _ d(sin t) d(sm t) d(sin ) d(sinf) _ 1
f \/COS rsin? t f cos? tsin®t f (1—sin? t) sin? ¢ f sin? ¢ *20+sinn +f T-siny) ~ §ini T2 ln|1+sm o=

1
\f

lln|1—sml‘|+C ning sinarctan —= = 3, siisl=1- lln2+ lln3
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Gy 1_ - 1 4, _ 2 dy— dr _ 1
Alternatiiv: kasutame asendust 3 = sh, siis [\/1+ 7 dx= - [cth®tdt=—[dr— [ 77 = —arshz +

ctharsh% +C. Kuna arsh - = Inv2 ja arsh-L =1n V3, siis I = —arsh L + ctharsh & + arsh L

V8 V3 V8 V8 V3
ctharsh\/ig = —%ln2+cthln\/§+ %lnS —cthlny3=1- %ln2+ %ln?’.
_ra sin® x a _dx 1 l+sina
Saame, et [ = f;'1/1+ c052 dx= [y o5z = 3 -In Tl

asenduse V1—e 2% = f, siis [
1In|V1-e2¥-1|+C millest /= In1+V1-e2) - Lin(1-v1-e2).

1+ —=2—
Saame,ety’(x)=%~(\/x R —”‘2‘1):%~(\/x2—1+ X —%):\/xz—l,mil-

- : —2x 1_ dx
Saame, et y'(x) = —S—, millest [ = [ 1/1+ £ —=d lim . Teeme
y( ) /1_e,2x fO 1 e—Zx fO /1 e l**OJrfl /1—e-2%
= i = %ln|t+1|—zln|t—1|+C =3In|V1-e 2% +1]-
e -

Vxz-1  x+Vx?-1 Vxi-1  Vx?-1
2_ 2
lest 1+ (y)? = x%. Niisiis = [} 7 Vx2dx = [T xdx = LFY=L - 2ata”

Saame, et y'(x) = shZ ning 1+ ()% =1+sh? L= ch? £ Niisiis I = /e chZ =ashZ

a

a
=2ashl =
—a
a(e—
-iSaame, etx ()=a(l—-cost), y '(t) = asin t, millest x’ (t)2 +y (t)2 =a?-2a’cost+a® Zaz(l—

cos t). Niisiis [ = [£7 /2 az(l—cost dr=+V4a? f 51n2£dt=4af0 |sinu|du = 8a.

. Saame, et x' () = cos tsint ja y'(t) = sm tcost. Ilmselt ¢ € [0,27] ning saadav joon on
stimmeetriline x- ja y—tel]e suhtes. Seega [ =4 a2 h2 fo \/ cos? tsin? ¢ (a2 sin? t + b2 cos? t) dt. Kuna

3
i \/cos2 tsin? t(a? sin? t + b2 cos? f)dr= fsinrvV b2+ c? sin? trd(sint) = # (bz +c2sin? 1)2,siis [ = 12¢2.

a’b? (l _ _) 4. a3—b3
3¢2 Tab
Saame, et x'(f) = 2a(—sin r+sin21), y'(t) = 2a(cos t—cos 21), mistdttu [l = Zufézn v2-2costdt=16a.
(Kasutada saab néiteks valemit 2 —2cos t = 4sin® %.)

Parameetrilisel kujul on joon x(f) = acos® ¢, y(f) = asin®¢, kus ¢ € [0,27]. Joon on siimmeetrili-
ne mdlema telje suhtes. Saame, et x'(f) = —3acos? tsint, y' (1) = 3asin? tcos t, millest x' () + y' ()% =

I [
9a? cos* tsin® t+9a° sin? rcos® t = 9a® sin® t cos? ¢. Niisiis I = 4 f2 V9a?sin? tcos? tdt = 6a [ sin2rdr =

oad.
Parametrlseerlme x(t) = acost, y(f) = bsin t. Saame, et [ = 4[2 Va?sin? t+ b2 cos? tdt = 4bE( Va®-p? ),
kus E(k) = f02 V1- k2sin? tdt on tiielik teist liiki elliptiline integraal. (Viljend ,tiielik“ on kasutusel

s
selles mottes, et , mittetdielik“ sisaldaks ka teist parameetrit ¢, kus integraal voetaks foz asemel rajades

f[;p ) Suurus E(k) ei avaldu tildiselt elementaarfunktsioonina. Kiill saab selle funktsiooni arendada ast-
meritta: )
X 2n)! 1
E=2% (i) K2
2 =o\22n(nh2) 1-2n
Parameetrilisel kujul on joon x(¢) = ag cos@, y(p) = agsing, kus ¢ € [0,27]. Seega x’ (p) = acos¢p —

apsing, y' () = asing + ag cos ¢ ning I=afé"\/1+¢2dp = $arsh2n+any/4n? + 1.
—@singp+cos¢@

Parameetrilisel kujul on joon x(¢) = —+, y( ) = Sm(p ,kusp € [2,2], seega x'(¢) = e ,

¥ (@) = q’cos:’;ﬁ, millest [ = [? | # 4 de = arsh2 + 3512 arShS arsh%.
2
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Parameetrﬂisel kujul on joon x(¢p) = (p cosg, y(p) = p?sing, kus ¢ € [0 \/_] Saame, et x'(¢) =
2¢pcosg — (p sing, y'(p) = 2¢psing + (p cos¢, millest x ((,0)2 +y ((p)2 4(p cos? @ - 4<p sm(pcosw +

N
ot sin® (p+4(p sin® (p+4(p singcosp+p* cos? (p:4(p +¢@ .Niisiisl:fo 7] 4+<p2d(p:w =

0
27 _ § =64 1
Parameetrlhsel kujul on joon x(¢) = a(l + cos¢) cos¢, y(¢) = a(l + cos¢)sineg, kus ¢ € [0,27]. Saa-
me, et x'(p) = —asing — asin2¢ ning y'(¢) = acos + acos2¢, millest x’(qo)2 + y’(qo)2 = az(sin2<p +
2sin@sin2¢ +sin® 2 + cos? @ +2cospcos2p+ cos? 2¢9) = a®(2+2cos Q) = 4a? cos? % Niisiis
I= 2JTZczlcos%ld(p =4a [} |cosy|dy = 8a.

Parameetrilisel kujul on joon x(r) = rcos% (r+ ), y(r) = rsm% (r+ ) kus r € [1,3]. Saame, et

X (r) = cos%(r+l) (1——]sm§(r+ ) y(r) —sm%(r+ 1)+%(1—r—12)cos%(r+%), millest [ =

1+__#+Fdr arctan2+\/_ arctan\/ 1.
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