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1. Piirvéirtus ja pidevus

1. Lahtudes funktsiooni piirvairtuse e-9-definitsioonist, toestage jairgmised koondumised.

. 2 . 3
al) ]1611113 (4x-7)=5; a7) lim - 1; al2) )16111(1) (x+1)°=1,;
x—0 X
a2) chl_r}’(l)SIIl)CZO; 3x-1 X244
a8) lim =1; al3) lim =2;
a3) lim1 Bx-1)=-4 x—3 X+5 X—2 x+2
e
. 2x+5 .
ad) lin% 2=9 a9) }Clinz 3 -9; ald) }61511\/} =2;
X—
. 2x+1
a5) lim (3x*-2) =10; al0) lim =1 al5) lim Vx+4
x—2 x—-1 x+2 X——4+
2
X“+x-2 8
a6) lim —— =3; all) lim —— =2; al6) lim v1-x=0;
x—1 x-=1 x—7x—3 x—1-
. x+1 1 . x-1 1 . 5x+1 5
bl) lim =—; b3) lim =—; b5) lim =—;
x—oco2x+1 2 x—-003x+2 3 x—oc03x+7 3
x—-1 1 3x-2 2x—-5 2
b2) lim =— b4) b6) lim =—;
x—o03x+2 3 X——00 x;l x—>—003%c+1 3
. x? . . X
cl) lim —— =oc; c2) lim —— =-o0. c3) lim — = —oo0.
x—oo x+1 x—-00 x+1 x—00 1 —x

2. Lidhtudes jada piirvdartuse definitsioonist, tdestage jairgmised koondumised.

n dn+5 1
1) lim ——— =0; 3) lim =7 5 lim =—;
n—co3 4+./2n n—oo2+4p n—co8n—-3 2
3 =n" 5n-3 1
2) lim =0; 4) lim =0; 6) lim =,
L. n—co 1+4/n ) Ton=3 2

3. Toestage (e-6-definitsioonist ldhtudes), et jirgmised funktsioonid on pidevad oma méa-
ramispiirkonnas.



1) f(x):xz; 2) f(x)=VvVx-2; 3) f(x)=sinx; 4) f(x)=Inx.

4*. Leidke jargmised piirvddrtused (a, b > 0, tdhis | ] tdhistab suurimat tdisarvu, mis ei iile-

ta arvu a):
. X |b . Lx]
lim—-|—|, lim —.

2. Kordamine: funktsiooni piirviidrtuse arvutamine

5. Arvutage jargmised piirvaartused.

. x*-2x-3 . xX*+2x-8
al) lim ———, a3) lim ——k———,
x—3x242x-15 x—2 x3-8
2 B3+1 )
a 1m ) X“+x—-6
x—-1x2-1 ad) lim ———;
x—=2x3-2x24+x-2
jm YA+x—vi-x 1—\/1+2x x-2-1
b1y lim ===, b4) lim b7) lim Y22,
01— yI+2x x—=3 x-3
Vx-1-2 3
b2) lim ——=, G Vo X—2 b8 lim YA0=X—2,
-9 x-9 b5) }CIE} 7 x—1 ) Akl x-2 '
b3) i 1- V2 +1 b8) lim _x+2
im ————
x—=01-— \/x2 v=-21-/x+3
-5 +1 247 s Sin7x—sin2x
cl) 4x° -5x* c5) xllmw ;CC+5 ) d4) )lcli% sinx ’

m ——-
x—~003x5+2x3 -6’

V3 +1-x=-1 tan7x
2x2-3x+5 c6) lim #; ds) hll}) arcsinbx’
c2) lim ﬁ X——00 x2 +1

X—
®oaEx d6) lim

)
X—0 arcsm2x

_ 3x*-3x+2 dn) hm smx’
c3) lim Y T -0 sin? X
x—oo 3x*+Xx—6 d2) lim 1207 d7) lim —2,
. X—0 Sin5x’ x—0 2x2
c4) lim 3)56*;7’ tan x—sin x cos2x-1,
X—00 . _

: X x4
el) lerBler, ed) hm ‘x 2‘ e7) hnll —1 e10) 11m T2
e2) lm Ismx\’ e5) lim B3=x ed) lim =, ell) hm 1

—0- x—3+ 3—x’ x—1+ X1 4 1+el/x?
e3) lim =%

) [x=2]’ \3 x| x*—4

X—2+ e6) )Cansl_ o e9) th T el2) hm Ry W,



f1) hm(1+tanx)C°tx ) lim ZX+3)x
x—oo\2x+1
2 x?
xc—-1 352
, . ) .
f2) xllj{,g( 22 ) ) f4) )}1_13)10(1+?) ;

(VaZ=T-¥/x+1)
gl) lim

T (%2 + x) ln(l + I_ch\) ,

’

3) lim ( x—2 )ln x+1
1 —
&) A 2x2-3x-2

g4) lim arcsin (\/x2 +x—Vx2+sin x),
X—00

105
g2) lim , 3 - 4 -
——1- Sinx 1-sinx—Vv1+sinx
* 5x+ g5) lim v v .
x—0 X
6. Uurige jargmiste funktsioonide pidevust.
2 . .
x°, kuix<1, Inlx|, kuix<O0,
2 f(x):{ x® kuix;l' X kuix=0
) ] 3) f(X) - ) ’ 3 )
x“+1, kuil<x<?2,
x+1, kuix<], 5, kui x > 2;
2 =
) ) { 3—ax?, kui x > 1; 32|
9 fO=5=-

7. Méirake katkevuse liik ja koérvaldage (kui voimalik) funktsiooni katkevus punktis x = 0.

1) f(x):arctan%; 3) f(x)= xsm 5) f(x):(1+x)1/x;
) B - 5 f= arcsinx_ 6 nlsi
) f(x) =arctan3; >tanbr’ ) f(x) =Inlsinx].
8*. Olgu
1 1 1

neN.

Xp =

+ oot ,
1-2-3 2-3-4 nn+1)(n+2)
Leidke piirvddrtus lirrln Xn.
3. Kordamine: diferentseerimine
9. Tuletise definitsioonist lahtudes leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

D f@=x 3) [ =x"; 5 fw=1 7 0=V
2) f(x)=x% 4) f(x)=cosx; 6) f(x)=e"; 8) f(x)=b"

10. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised.



al) f(x)= sin3 X;
a2) f(x)=Intanx;

a3) f(x) = 2COSX;

al0) f(x)=arctanx+ *
B 1+x2’

42

all X) = arcsin ——;
) f® 1+ x?

al2) f(x)=In (ex +V1+ ezx);

X

ax+b e
; a7) f(x)= ;+ 2x;

ad) f(x)=

cx+d’
a5) f(x)=arcsinV1-x?; a8) f(x)=(cosx)-tana;
a6) f(x)=e"sinx; a9) f(x)=x%" (a>0);
1 xV3
ald) f(x)= ﬁ arctan -2

al5) f(x) =x1n(x+\/1+x2)—v1+x2;

al6) f(x)=In(1+4x?)+arctan2x;

1 X2+ xvV2+1
al3) f(x)_EmM’ al7) f(x)=xarcsinx+VvV1-x?;
bl) f(x)=x%; W, (2+4)°6x-1°
— sinx, b3) f(x) =\ 3 2 sin5x '
b2) f(x)=(cosx)*"%; (6x3+1)7e
cl) f(x)=|xl; 7 f(x)—{ sinx, kuix<0,
| tanx, kuix>0;
c2) f(x)=xlx|;
3 . G-x?%  kuix>1,
x°-x+2, kuix<l, 8 = ;
c3) f(x)={ 241 kui x> 1; 8 f@x) { el_xz+15, kui x < 1;
2 . 1 1 2
c4) f(x):{ 3x, ku'1x<2, Ind+x7) +x)+tan2(z), kui x #0,
x°—4, kuix>2; 9) f(x)= X 4
2 . P —
x°, kuix<0, 1, kui x =0,
c3) f(x)—{ sinx, kuix>0;
x5 kuix >0,
_ [ cosx, kuix<O0, cl0) f(x)= 2% .
cb) f(X)—{ x4, kuix}O; \/ﬁ, kui x <0.
11. Leidke f”, kui
_ ol /112 x3, kui x <0,
D fxy=e; 4 f)=VI+xs 7) f(X):{ 23, kui x > 0;
2) f(x)=x%Inx; 5) f(x)=xlx[;
2 . 3 .
kui x<0 x°,kui x<0
3) f(x)=e"cosx; N ) _ ) ,
f 6 f0 { xs,kuix>0; 8 f { x3+1,kuix>0.



12*, On antud funktsioon
xz‘cosz), kui x #0,
fx) = X

0, kui x =0.

Millistes punktides on f diferentseeruv?
13*. Funktsioon f: [-1,1] — R on diferentseeruv paarisfunktsioon 1igus [-1,1]. Leidke

7).

4. Kordamine: integreerimine

14. Leidke jargmised integraalid.

2 . /4 1 + cos? 4d
al) fl Sxﬁdx, a6)f ﬂdx; al())f rax,
26 14+cos2x 2+l
a2) ['10%dx;
a7) ”/4tan xdx; .
” . all) X;
a3) [, (cosx—3sinx)dx;
8 fl 2dx
a4) fol (2*e* +1n2) dx; a 0 Vi—ax2 alg)f
716 cos2
w3 cos2xdx 1 x2dx
as) — a9) f 5 V2 gdx
n/6 COS? xsin“x 0 x-+1 al3) f —
/16 4 3
bl)f dx b10) f; V7-2xdx; b18) ! V1
ni24 COSZ4x’ )
b11) cos(1—-2x) dx;
b2) [2e d Jo b19) f \/_
b12 1 —2x+3d ;
b3) f7*sin(Z +x) dx; Vo * /3 tan xdx
32 dx b20) f /3 cos’x ’
b4) [*'3(tanx— cotx) dx; b13)f _— "
fn/4 0 V9—4ax2 Inm-In2
12 gd b21) fe cose*dx;
bs)f _xz; 2/3 dx
o 1+4x b14) f —;
o 9x2+4
b6) [y (x—3)° dx; , b22) f
1 b15) fe dx .
b7) [7, Bx+5)* dx; e xlnx’ b23) f arctan® xdx
1 dx 2 2 1+X2 ,
b8) Ly b16) f X dx;
0o x+1 0o x3+1 b24) [™?sindxdx;
2. d
b9) f 2xx1; b17) [! xV1-x2dx; b25) [y sin? xdx;
. _
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” d €] 12 9,2 _
b26) | —— b28) f ﬂdx; b30) f =l g
0

n/2 1—cosx 16— x*
mi2 dx n/2 smxdx
b27) _— b29) f ;
w13 1+cosx 1+cos? x
cl) 7 xsinxdx; c3) fo In(x+3) dx; c5) f”lz e*sinxdx;
c2) [y xcosxdx; c4) fol xe *dx; c6) fo x% cosxdx;
dn) 7 (x*V(sinx)? +|x+ 11) dx; d2) f7 (I12x- 1]+ (sinx)*'7) dx.

15. Arvutage antud joontega piiratud tasandilise kujundi pindala.
Dy=x*jax+y=2, Z)x:%,x:e,y:Ojayzllnxl, y=xljay=x".
16. Leidke jargmiste joonte kaarte pikkused.

1) y=vx3 kus0< x <4, 3) x=a(r-sint), y=a(l—cost),
kus0<t<2m, a>0.

)

2) y=%—Jlnx, kus1<x<e,

17*. Olgu f16igul [0, a] pidev funktsioon, kus a > 0, kusjuures f(x)+ f(a—x) #0iga x € [0, al

a fx)
korral. Arvutage méadratud integraal f ——dx
8 898 )y Fo+fla-»

5. Reaalarvud

18. Aksioomidest (A1)-(A4) ldhtudes toestage, et

1) nullelement 0 on igas korpuses F iiheselt mdaratud;

2) iga a € F korral on vastandelement —a tiheselt méaratud;

3) vorrandil a + x = b on korpuses F parajasti iiks lahend x:= b—a;
4) —(a+b)=-a-b.

19. Aksioomidest (M1)-(M4) ldhtudes toestage, et

1) thikelement 1 on igas korpuses F {iheselt méaratud;

2) iga b # 0 korral on pé6rdelement b~! tiheselt madratud;

3) kui a # 0, siis vorrandil a- x = b on korpuses F parajasti iiks lahend x:=b- al;
4) (a-b)yt=al-p7l.

20. Jarjestatud korpuse aksioomidest ldhtudes tdestage, et jarjestatud korpuses F kehtivad
jargmised vdited:

1) a<bo -a>-b, 4) [a<b,c<dl=>a+c<b+d,
2) l[a<b,c<0]= ac> bc, 5 [0<a<b0<c<d]=>ac<bd,
3) a?>0iga a € F\ {0} korral, muuhulgas 6) a>0=>a >0,

1>0, 7) 0<a<b=>0<bl<al,



1 .
8) kuia<b,siisa<§(a+b)<b, kus2:=1+1.

21. Toestage, et alamhulga iilemine raja jirjestatud korpuses on iiheselt madratud (eel-
dusel, et ta on olemas).

22. Toestage, et kui jédrjestatud korpuse alamhulgas on suurim (vdhim) element, siis see on
selle hulga iilemine (alumine) raja.

23. Toestage, et kui a = sup X, siis alamhulk Y := {Ax+1: x € X} on iga A > 0 korral iilalt
tokestatud ningsup Y = 1a+ 1.

24. Olgu X # @ ja Y # @ sellised reaalarvude hulgad, et x < y koikide x € X ja y € Y korral.
Toestage, et X on {ilaltja Y on alt tdkestatud ning sup X <infY.

25. Leidke min X, max X, inf X ja sup X, kui

= n—1 -D"+2
l) X—[Oyl)ly 3) X::{—:nEN}' 4) X::{L:nel\l}‘
2) Xzz{ :nel\l}, n n+2

2n+3
26. Toestage jargmised viited:

D lal >0, 4) |al = max{a,-a}, 7) la-bl<lal+1bl,
2) |-al=lal, 5) lal<ce -c<a<e,
3) a<lal, ~a<l|al, 6) la+bl<lal+Ibl, 8) |lal—1bl| <la-bl.

27*. Olgu antud tokestatud funktsioon f: X — R. Toestage vordused

sup f(x)—inf f(x) = sup (f(x1)—f(x2))= sup [f(x1)—f(x2)l.
xeX xeX

x1,X2€X xX1,X26X

28*. Toestage, ldhtudes reaalarvude aksioomidest ja omadustest (mirkige iga teisenduse
kohale, mida kasutate), et suvaliste positiivsete reaalarvude ay,..., a, korral, mis rahuldavad
seost aj -...-a, =1, kehtib vorratus a; +...+ a, > n.

6. Arvjadad

29. Koondugu jada (x;) ja hajugu jada (y,). Mida véib 6elda jadade (x, + y,) ja (x,yn)
koonduvuse kohta? Tooge sobivaid néiteid.

30. Hajugu moélemad jadad (x;) ja (y,). Kasjadad (x,+ yy) ja (x,y,) samuti hajuvad? Tooge
sobivaid néiteid.

31. Kehtigu lirrln X, = 0 ning hajugu jada (y,). Kas kehtib ka lirrln Xnyn = 0?2 Tooge sobivaid
néiteid.

32. 1) Toestage, et kui x, — a (n — oo) ja (xnk) on jada (x,) osajada, siis x,, — a (k — o0).
2) Tooge ndide hajuvast jadast, millel on koonduv osajada.

33. 1) Olgu li’11n X, = a>0.Ndidake, et leidub selline N € N, et x;, > 0iga n > N korral.
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2) Sonastage ja toestage analoogiline vdide juhul a < 0.

34. Toestage, et arvjada (x,) on tokestatud parajasti siis, kui leidub selline K > 0, et |x,| < K
iga n € N korral.

35. 1) Olgu N € Njaolgu (x;,) selline jada, et x, = aiga n > N korral. Ndidake, et lirrln Xp = a.
2) Tooge ndide hajuvast jadast (x,), kus x, = a lopmata paljude indeksite n korral.

36. Veenduge, etkui x,, — aja y, — a,siiska z, — a, kus (z,) = (xl,yl,xg,yg,xg,yg, ), s.t.

Zm ] Y kuin=2k-1,
"7\ vk kuin=2k.

37. 1) Toestage, etkui x,, < y, (n€N) ning x, — aja y, — b, siis a < b.

2) Olgu x,, < ¢ (n € N). Toestage, et kui x;,, — a, siis a < c.

38. 1) Toestage, etkui x, <z, <y, (neN)ja li’I1nxn = lillqnyn = a, siis li’11nzn =a.
2) Olgu 0 < x, < y, iga n € N korral. Toestage, et kui lirrln ¥n =0, siis li;lnxn =0.

39. Olgulimx, = ajalimy, = b. Veenduge, et lirllnmax{xn, Yn} = max{a, b} ning
li,Ilnmin{xn, yn} =min{a, b}.

40. Toestage, etkui x, — 0ja (y,) on tokestatud jada, siis x, y, — 0.

41. Toestage, etkui x, — ajay, — b, siis

) xXp+yn—a+b; 4) Ax, — AaigadeRpuhul; g 2 _ %
2) Xp—Yn—a-b; 1 1 yn b
3) Xpyn — ab; 5) wa

42. 1) Toestage, et kuilim x;, = a, siis lim|x,| = |al.
n n

2) Veenduge, et vastupidine vidide on iildjuhul vaér.
3) Toestage, et li’11nx,l = 0 parajasti siis, kui lirrln |xnl =0.

43. Toestage, et iga a € R korral leidub ratsionaalaarvude jada (x,) omadusega x, — a.
(Kasutage asjaolu, et Q on tihe korpuses R.)
44. Toestage, et li;ln r" = 0 parajasti siis, kui |r| < 1.

45. Toestage, et 1i}I1n {/a=1iga a>0korral.
46. Toestage, et li’Iln Yn=1.

47*. Olgu (ay) jada, mis rahuldab jargmist tingimust:
iga m =2,3,4,... korral osajada (1)}~ koondub. (6.1)

Kas tingimusest jéreldub, et jada (a,) koondub?
48*. Fibonaccijada (a,) on defineeritud jargmiselt:

m=ax=1 ja An+o2 = Aap+1+ap, neN.
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ap+1

Kas jada ( An+1 ) koondub? (PGhjendage!) Jaatava vastuse korral leidke piirvédrtus r}im

an -0 ay
7. Alumine jaiilemine piirvéirtus
49. Olgu (x,) tokestatud jada. Toestage, et
lin}linfxn =suplinf{x,: n>k}: keN}, limsup x,, = inf{sup {x,: n> k}: ke N}.
n

Pange tdhele, et
infx, <liminfx, <limsup x, <sup x,.
n n n n

50. Olgu (x,)ja (y,) tokestatud jadad, kusjuures iga n korral x,, < y,. T6estage, et lin}1 infx, <
liminfy;, ning limsup x,, <limsup yj.
n n n
51. Olgu (x,) tokestatud jada. Téestage, et kui ¢ > 0, siis

lin}linf(cx,,) =c- lin}linfxn, limsup(cxy,) = ¢-limsup x,,.
n n

Toestage, et kui ¢ <0, siis

lin}linf(cxn) = c-limsup x,, limsup(cxy) =c- lin}11nfxn.
n n

52. Olgu (x,) ja (y,) tokestatud jadad. Toestage, et
lin}linfxn + lin}linf Yn < lirr}linf(xn +yn) < lirr}q infx, +limsup y, <
n
<limsup(x, + y,) < limsup x,, +limsup yj,.
n n n
Tooge nditeid, millal vorratused kehtivad rangete vorratustena.
53. Koondugu jada (x,) ning olgu (y,) tokestatud jada. Toestage, et

limsup(x, + y,) = lirrln Xp +limsup yp,.
n n

54. Toogendide arvjadast (x,), mille osapiirvdértuste hulk oleks antud arvuhulk {ay, ay, ..., ap}.
55. Tooge niide arvjadast (x,), mille osapiirvddrtuste hulgas esineks koik arvud arvjadast
ai, ap,...,an,.... Milliseid osapiirvddrtusi omab jada (x,) kindlasti veel?

56. Tooge ndited jargmistest arvjadadest (x,):

1) millel puuduksid 16plikud osapiirvddrtused,

2) millel oleks iiks 16plik osapiirvddrtus, ent mis poleks koonduv jada,
3) mille osapiirvadrtuste hulk oleks I6pmatu,

4) mille osapiirvaartuste hulk oleks R.

57. Leidke jargmiste jadade (x,) jaoks infx,, sup x,, lirr}l infx, ja limsup x,.
n



1 4) x,=1+ cos nr
1) xn—l—ﬁ, n= el 5
3 5) xp=(-1)"n,
2) xp=(-D""! (2+—), 6) xp=-n@+ (1",
. n . 7 xp=n"",
(-1 1+(-1) 1
= 4+ 8) xp= .
3) xn 2 ) Xn n-10,2
58. Leidke jargmiste jadade osapiirvédartuste hulk.
1) 1_’_1 ”( D" +si nm 4 111317 1 2"-1
Xn = - = sm—, P R R R N Rl I R
" n 4 2'2°4°4°8°8 " an’ on
2nm\" 5)1121231234
2) xn:(COST) y 2)3y3)4y474)5r5)5y5,-..,
1 1 1 1 1 n
3) -,0-,0-,0,...,—,0,..., 6) xp=3-[1-—[+2-(-D".
2 4 8 2n n
59*. Olgu (a;,) positiivsete lilkmetega jada nii, et
a a+a+...+a
lim =2 =0, limsup#e[ﬂi.
non n n

2 2 2
ai+as+...+a;

Leidke lim 5
n n

60*. Olgu f: R — R pidev monotoonne funktsioon ning olgu jada (x,) tokestatud. Tdestage,

et kui f on kasvay, siis lirr}linf fx)=f (lirr}linfxn) ning kui f on kahaney, siis lirr}Linf flxp) =

f (lim sup xn).
n

8. Pidevad funktsioonid

61. Veenduge, et kui lim f (x) eksisteerib, siis on ta {iheselt mé&&ratud.
X—a

62. Olgud >0ja f(x) < g(x)igaxe (a—0d,a+0d)\{a} korral. Toestage, et kui eksisteerivad
)lcin}lf(x) =:Aja )lcin}lg(x) =: B, siis A< B.

63. Olgué >0ja f(x) < Biga x € (a—6,a+06)\ {a} korral. Toestage, et kui eksisteerib
,lcill,llf(x) =: A, siis A< B.

64. Olgu d >0ja f(x) < h(x) < g(x) iga x € (a—08,a+6)\{a} korral. Toestage, et kui
)lci_lgf(x) = )lci_Igg(x) =: A, siis )lcilgh(x) =A.

65. Toestage, et kui ]lcmzl fx)=Aja )lcln}l g (x) =B, siis

12



1) lim (f(x)+g(x)) = A+B, 3) lim (Af (1)) = 1A (kus A € R),
A
i = 4) lim—— == (k 0VYx, B#0).
2) ;gr}l(f(x)g(x))_AB, ) lim 5 (kus g(x) #0Vx, B#0)

66. Toestage, et kui funktsioonid f: D — R ja g: D — R on pidevad punktis a € D, siis ka
funktsioonid f + g, Af ja fg on punktis a pidevad.

67. Toestage, et iga poliinoom on kogu arvteljel R pidev funktsioon.

68. Toestage, et Dirichlet’ funktsioon f: R — R, mis on defineeritud seosega

|1, kuixeQ,
fm"{ 0, kuixeR\Q,

ei ole pidev iiheski punktis a € R.
69. Toestage, et seosega

%, kuixeq,
S "{ 0, kuixeR\Q,

maédratud funktsioon f: R — R on pidev ainult punktis a = 0.
70. Tooge niited funktsioonidest f: R — R, mis itheski punktis a € R ei ole pidev, kuid

1) g:R— R, kus g(x) = f(x)?, on pidev funktsioon;
2) g:R—R, kus g(x) = f(f(x)), on pidev funktsioon;
3) g: R—R, kus g(x) = f(f(x)), pole samuti pidev tiheski punktis a € R.

71. Ndiidake, et kui f: D — R on pideyv, siis ka seosega g (x) := | f (x)| madratud funktsioon
g: D — Ron pidev. Tooge néide selle kohta, et vastupidine vdide on véir.
72. Olgu f(x):= 2k _ 1, kui x € [k -1, k), k € Z. Uurige selle funktsiooni pidevust.

73. Uurige funktsiooni f pidevust, kui f (x) := %, kui x #0,ja f(0) :=0.

74. Olgu f: R— Rja g:R — Rsellised pidevad funktsioonid, et f (x) = g (x) iga x € Q korral.
Toestage, et siis f = g, s.t. f(x) = g(x) iga x € R korral.
75. Toestage, et 1) xlim e*=oc0ja2) xlirn e’ =0.

—00 ——00

76. 1) Olgu funktsioon f pidev punktis a ja olgu f (a) > 0. Ndidake, et siis leidub punkti a
selline timbrus, milles funktsiooni f vdartused on koik positiivsed.
2) Sonastage ja toestage analoogiline vdide olukorra f(a) < 0 kohta.

77. Funktsioon f on pidev intervallis [0,00) ning )}EI;O f(x) = ceR. Toestage, et f on tokes-
tatud intervallis [0, 00).

78. Lidhtudes vorratustest sinx < x < tanx (0 < x < 7/2), tdestage, et

sinx

lim =1.

x—0 X

79*. Olgu D mingi intervall. Oeldakse, et funktsioon f: D — R on kumer, kui mistahes ar-
vude x, y € D ja mistahes arvu A € [0, 1] korral kehtib vorratus

fFAx+ A - <Af)+ A=V f().



(Piltlikult 6eldes tdhendab funktsiooni f kumerus seda, et f graafik on négus.)
Olgu a, b € R, kusjuures a < b. Olgu f: [a, b] — R. Kas kehtib implikatsioon

f on kumer 16igus [a,b] = f on pidev16igus [a, b]?

80*. Olgu n € N ning olgu f 16igus [0, n] pidev funktsioon, kusjuures f(0) = f(n). Tdestage,
et leiduvad arvud x3, x, € [0, ], mille korral

Xp—x1=1, fx2) = f(x1).

9. Diferentseeruvad funktsioonid

81. Toestage, et kui funktsioon f: D — R on punktis a € D diferentseeruy, siis on ta selles
punktis pidev.

82. Toestage, et kui funktsioonid f ja g on punktis a diferentseeruvad, siis ka funktsioon
Af+ug, kus A, u € R on konstandid, on selles punktis diferentseeruvija (Af + ug)’ (@) = Af' (@)+
pg' (@.

83. Leidke nurk, mille moodustab x-teljega funktsiooni y = sinx graafikule punktis (0,0)
voetud puutuja.

84. Nididake, et funktsioon y = | x| ei ole punktis x = 0 diferentseeruv.

ix>
e Olguf(x)::{ kx, kuix>0,

. Milliste konstantide k ja [ korral on f diferentseeruv?
Ix, kuix<O0.

86. Tooge nidide mittediferentseeruvast funktsioonist f, mille korral funktsioon g(x) = f (x)2
on diferentseeruv.

87. Veenduge, et funktsioon f rahuldab l6igus [a, b] Lagrange’i keskvdartusteoreemi tingi-
musi, ja leidke arv ¢ keskvadrtusvalemis f (b) - f (a) = f "(¢) (b- a):

1) fx) = 3x° —5jala, bl =[-2,0]; 2) f(x):=Inxjala, bl =[1,e].

88. Leidkejoonel y = x° sellised punktid, milles puutuja on paralleelne IGikajaga libi punk-
tide (-1,-1) ja (2,8).

89. Olgu f'(x) =0iga x € (a, b) korral. Niidake, et f: (a, b) — R on konstantne funktsioon.
90. Olgu D mingi intervall ning f: D — R, kusjuures f olgu pidev intervallis D ja diferent-
seeruv vahemikus D°. Testage jargmised viited.

1) Kui f'(x) = 0iga x € D° korral, siis f on konstantne intervallis D.

2) Kui f'(x) > 0iga x € D° korral, siis f on kasvav intervallis D.

3) Kui f'(x) > 0iga x € D° korral, siis f on rangelt kasvav intervallis D.
4) Kui f ") <0 iga x € D° korral, siis f on kahanev intervallis D.

5) Kui f’(x) < 0iga x € D° korral, siis f on rangelt kahanev intervallis D.
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Kas iilesande implikatsioonid kehtivad ka teistpidi?

91. Toestage, et kui funktsioon f: R — R rahuldab tingimust f "(x) = f (x) iga x € R korral,
siis f (x) = Ce”, kus C on mingi konstant.

92. Olgu D mingiintervall, a € D°, ning olgu f: D — R. Olgu f pidev punktis a ning leidugu
selline 6 > 0, et f on diferentseeruv vahemikes (a — 6, a) ja (a,a + 6). Toestage jargmised
viited.

1) Kuiiga x € (a—6,a) korral f'(x) > 0jaiga x € (a,a+6) korral f'(x) < 0, siis on funkt-
sioonil f punktis a range lokaalne maksimum.

2) Kui iga x € (a— 9, a) korral f'(x) < 0jaiga x € (a,a+ 9d) korral f’(x) > 0, siis on funkt-
sioonil f punktis a range lokaalne miinimum.

93. Leidke jargmiste funktsioonide monotoonsusepiirkonnad ja ekstreemumkohad:

1) f(x)=2x*-Inx, 5) f(x)=e"+5x,
2) f(x)=2x"-9x*—24x+7, o
6 X) =cos —,
3) f(x)=x%e"", ) f) X
4) f(x) =Inlxl, 7) f(x)=xlxl.
94. Toestage vorratused
1) ex>31+x (xe®), 4) In(1+x) <x (x>-1),
2) x—%<sinx<x (x>0), 5) 2xarctanx > In(1 + x?),
Rl x—x—j<argtanx<x 0<x<D, 6) 1+xln(x+\/1+x2)> 1+ x2.
95. Arvu?age piirvaartused
D lim P en: 3) lim (sinx)"%; 5) lim x©1;
x—oo x’ ’ x—% x—1 1
X" . x-—sinx . X®sin<
2) lim —, neN; 4) lim ——; 6) lim —
x—oo e¥ x—o0 x +Sinx x—0 sinx

96. Lihtudes Taylori valemist, esitage poliinoom P (x) = x° —2x*+x® — x* +2x— 1 avaldise
x — 1 astmete lineaarse kombinatsioonina.

97. Leidke funktsiooni f (x) = In(x + 1) Taylori valem punktis a = 0. Hinnake absoluutset
viga 16igus [0, 1] juhul n=9.

98. Leidke funktsiooni f (x) = e Taylori valem punktis a = 0. Leidke n, mis 16igus [—1,1]
garanteerib tdpsuse 0,001.

99. Hinnake absoluutset viga jargmistes ligikaudsetes valemites:

. 3 . 2 .
1) s1nx:x—x—,ku1|x|<%; 2) vl+x:1+§—%,ku10<x§l.

100*. Tooge nédide funktsioonist f: R — R, mis on diferentseeruv tépselt kahes punktis: a =
0ja a=1. (Mujal ei tohi f olla diferentseeruv: veenduge ka selles.)

Olgu » > 0. Vaatleme jargmist tingimust:

f on diferentseeruv vahemikus (a, a + ) ning

leidub piirvéartus (16plik voi l6pmatu) A := xlina1+ f "(x). CHY



101*. Toestage, et kui funktsioon f rahuldab tingimust ja f on paremalt pidev punktis
a, siis f](a) = A.

102*. 1) Kas leidub funktsioon f, mis rahuldab tingimust ning fl(a) €R, aga fl(a) # A?
2) Kas leidub funktsioon f, mis rahuldab tingimust ning f}(a) = oo, aga f}(a) # A?

10. Integreeruvate funktsioonide omadused

103. Toestage, etiga tokestatud funktsiooni f: [a, b] — Rkorral I* I, = inf{S(T)—s(T): T €
%3, kus I” ja I, on funktsiooni f Darboux’ iilem- ja alamintegraal 16igus [a, b] ja ¥ on 16igu
[a, b] alajaotuste hulk.

104. Toestage, et iga tokestatud funktsiooni f: [a, b] — R korral kehtib samavadrsus: f on
integreeruv parajasti siis, kui Ml%l)n 0(S (T)-s(T)) =0.

105. Lihtudes a) Darboux’, b) Riemanni integraali definitsioonist, tdestage, etkui f: [a, b] —
Rja g: [a, b] — R on integreeruvad, siis ka funktsioonid f + g : [a, b] — R on integreeruvad ja

[b(f(X)ig(x))dx:fbf(x)dxifbg(x)dx.

IQOG. Lahtudes a) Dartll)oux', b) RieI;llanni integraali definitsioonist, tdestage, etkui f: [a, b] —
R onintegreeruy, siis ka funktsioon A f: [a, b] — R on integreeruvija f ’ Af(x)dx=21 f ’ fx)dx.
107. Olgu funktsioonid f: [a,b] — Rja g:[a,b] — R integreeruvag. Léghtudes a) Dflrboux’,

b
b) Riemanni integraali definitsioonist, tdestage, kui f(x) < g(x) iga x € [a, b] korral, siis f fx)dx
a

b
f gx)dx.

108. Olgu f: [a,b] — R ja g : [a,b] — R integreeruvad ning fbf(x) dx = fbg(x) dx =:1.
Veenduge a) Darboux’, b) Riemanni integraali definitsiooni thJ{lal, etkui f (x)a< h(x) < g(x)
iga x € [a, b] korral, siis ka ki : [a, b] — R on integreeruv ning / ’ h(x)dx=1.

109. Toestage, et jargmised funktsioonid ei ole integreeruvzd I6igus [0, 1].

|1, kuixeQ@, |2, kuixeQ, B
2 f(X)_{ 0, kuixeR\Q, 2) f(x)—{ x, kuixeR\Q, 3) f(x)—{

110. Veenduge, et sinc-funktsioon

X2, kui x € Q,
0, kuixeR\Q.

. __{ SIUY i x € [a, b1\ 0,
sincx:= X
1, kui x =0,

on 16igus [a, b] integreeruv.
111. Tooge ndide mitteintegreeruvast funktsioonist f: [a, b] — R, mille korral |f| : [a, b] —
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R on integreeruv.
112. Leidke jairgmised integraalid vahetult Riemanni integraali definitsiooni pdhjal (kuna
integrandid on pidevad antud piirkondades, voib eeldada, et need integraalid eksisteerivad).

5 2 3 3
1) f 3dx, 2) f xdx, 3) f x*dx, 4) f e*dx.
0 0 2 0

113. Olgu a > 0 ning olgu f 1digus [—a, a] integreeruv funktsioon. Tdestage, et

a
1) kui f on paarituy, siis f(x)dx=0;
—a

a a
2) kui f on paaris, siis | f(x)dx=2 f fx)dx.
-a 0

114. Olgu f 16igus [a, b] integreeruv funktsioon. Toestage, et

b b
f f(x)dx:f fla+b—x)dx.
a a
115*. Olgu n € N. Toestage vorratused
3”
n+1

1
g[ (x®+x+1)" dx <3™
0

11. Integreeruvate funktsioonide omadused

116. Olgu f: [a, b] — R pidev funktsioon ning olgu f(x) > 0 iga x € [a, b] korral. Téestage,
b
et kuif f(x)dx=0,siis f =0.
a
117. Olgu f,g: [a, b] — R pidevad funktsioonid, kehtigu f(x) < g(x) iga x € [a, b] korral

b b
ning olgu f f)dx = f g(x)dx. Toestage, et f = g.
a a

118. Olgu f,g: [a, b] — R pidevad funktsioonid, kehtigu f(x) < g(x) iga x € [a, b] korral
ning leidugu punkt xy € [a, b] nii, et f(xp) < g(xp). Toestage, et

b b
f fx) dx<f g(x)dx.
a a
119. Tehke kindlaks, kumb arvudest on suurem.
1 1 2 2 5 d 5 d
1) f sin x? dxjaf x° dx, 2) f ex2 dxjaf xdx, 3) il ja —x.
0 0 0 0 > Inx 2 x—1

2 2
120. Toestage, et — < f e ¥ dx < 2¢2.
ve Jo

121. Diferentsiaal-integraalarvutuse pohiteoreemist ldhtudes téestage, et kui f on 16igus
[a, b] pidey, siis

b !
(f f(t)dt) =—f(x), X€[a,b].
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122. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

X dt 2 dr cosx
1) F(x):f — x>-1 3) F(x)zf —,x>1; 5) F(x)z/ el"dt, xeR.
1+t w2 Int s

inx

2x81n 2x 5
2) F(x):f Tdt xeR; 4) F(x):f (In®)“dt, x> 0;
0

X

123*. Olgu f loigus [0, 1] pidevalt diferentseeruv. Toestage, et leidub arv € (0, 1) nii, et

1 1
fo fx)dx= f(0)+ 5f’(&).

12. Pédratud integraalid

124. Kasutades pdratute integraalide vordluslauset, tdestage, et kui leiduvad sellised arvud
K (9]
K>0jag>1,et0< f(x) < = (x € [a,00)), siis paratu integraalf f(x)dx koondub.
X a
125. Sonastage ja toestage eelmise viitega analoogiline vdide tokestamata funktsiooni pa-

b
ratu integraali f f(x)dx kohta.
a

126. Sonastage ja toestage kahe eelmise vditega analoogilised vdited paratute integraalide

hajuvuse kohta.
127. Arvutage pdratu integraali véartus:
©  dx o0 dx o x3 41
— y 4 —)
) fez x(nx)3 ad) j;oo x2+4x+9 an) fl x4 dx,
© © xdx o0
a2) f xe * dx, a5) f 5 a8) f xsinxdx,
0 X+ 1 0
®© dx © x2 41 0
a3 —_— *dx;
) fl (1+ %) arctan? x a6) fl o dx, a9) f_ N xe*dx;
2 y_9 1/2 T dx
bl) f dx; b4) f ; b7) f FaEp—
1 vx-1 xIn?x’ _z1—cosx
3x%+2 2, P11 1
b2) f x; b5) f — sin—dx; be) [ 9%
0 X2 X ’
0 vx(1-x)
2 +d 3 d
b3) e be) | —— 1
1 Vx2-1 1 V4x—x2-3 b9) f Inxdx.
0

128. Uurige jargmiste pératute integraalide koonduvust.
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® e *dx ©  xdx xarctanx
al) f ; a3) —; a5) X;
1 VX (1+x) N+ x4

2)[ x +1 arctanxdx ad) f"o |cos x| dx
) o0
a x4+x2+1 ; 2+l a6)f cos xdx,
xt+1
1 dx 3 |sin x| dx
bl) _— b3) dx; b5) _;
0 vVx(1—-x) 0 vV3—-x 2 V3-xvVx-2
x+1 2 d
bz)f ba) f S 1 dx
0 x*>—4x+3 b6) f -
x3—5x2

129*. Olgu funktsioonid f,g: [a,00) — R sellised, et f(x) > 0ja g(x) > 0, kui x € [a,00).

Hajugu integraal f f(x)dx. Toestage, et vihemalt iiks integraalidest

a
0o oo f(x)
fa Jglx)dx, fa g(x)d

hajub.
130*. Olgu 0 < a < b. Tdestage, et pédratu integraal

® arctan bx — arctan ax
dx
0 X

koondub.
Ndpundide. Avaldage arctan bx —arctan ax {ihe arkustangensina. Pange tihele, et 16igus [0, 1]
on tegu Riemanni integraaliga.

13. Arvread

131. Toestage, et kui rida }_ uy koondub, siis likm ur =0.
k

132. Koonduguread }_ uy ja Y vy vastavalt summaks u ja v. Tdestage, etread }_ (uy + vg) ja
k k k

Y Auj koonduvad vastavalt summaks © + vja Au (1 € R).
k

133. Toestage, et rida }_ ug, kus uy > 0, koondub parajasti siis, kui tema osasummade jada
k

n
( ) uk) on tokestatud. Tooge nédide hajuvast reast, mille osasummade jada on tokestatud.
k=1

134. Uurige jargmiste vdidete kehtivust.

1
1) Kuirida )  ug, kus uy # 0, koondub, siis rida ) | - hajub.
k k Yk

19



1
2) Kuirida ) uy, kus uy # 0, hajub, siis rida ) _ - koondub.
k k Yk

135. Toestage, et kui 0 < 1y <

136. Toestage, et kui rida koondub absoluutselt, siis ta koondub.
137. Pohjendage jargmiste ridade hajuvust:

D Y o 2) Y. (-Dk, 3 X1, 4 ¥L,
= 100k+1 - ck = VE
138. Leidke rea summa:
o 1 x© 1
1 y 4 »
: kg‘lk(k+1) ) ,CZ:O4k2—1 7
2 y 5 )
) ,;k(lﬁs) : kgozk 8)
o0 o0 3k+l
6 )
X:: (k+2) ) kZ:() 4k
139. Uurige ridade koonduvust:
(o8] 1 o0 1055
1 — 4 e — 7
) k;kz ) £2k3+k2+1 )
& _(D* v L
2 . 5) _
) k; (k+1)5k ; Vk(k+10) 8)
oS 1 o 1
3 S 6 -
) k;k2+k—1 ) ; 10000k +1’
9) i ! 13) Z Yesin > 17) iﬁ
o1 (k+ 1k =1 k’ o Kk
o0 k2 o0 1 (e e] k
100 Y 27k (kL) g Y o 18) ;
k; ( k ) ,C;k! k; k+1)!
o) 2k' 00 1 k k ( 1)k+1
11 =, 15 —|=1, 19
)13 Iuls) L
12 1, 16 ==, 20 ,
Llas) wialk) wiSm

vk (ke N)jarida ) vy koondub, siis koondub ka rida }_ uy.
k k

5) %tan T2
00 1 (—l)k
,;1(2_’6 3k )
LSy 2 1
kzzo((Sa)k_W)'
sztan—
x 2
In 1+¢i),
O
o0 ( 1)k+1
2 kzlln(k+2)
( 1)k+lk
w £ S

140*. Leibnizi tunnus viidab, et kui vahelduvate mérkidega rea Z(—l)’C uy tldliige uy haa-
k

bub monotoonselt, siis rida koondub. Tooge ndide hajuvast vahelduvate miarkidega reast
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Z(—l)k uy, mille tildliige u hddbub, kusjuures uy > 0 iga k € N korral.
k

o0
2
141*. Leidkerea ) arctan —; summa.
n

n
Niépundide: Piitidke osasummad teisendada teleskoopsummadeks.

14. Funktsionaaljadad ja -read

142. Leidke funktsionaaljada ( fi) koonduvuspiirkond D ja piirvédrtus f: D — R.

) filx)=x", 3) felv)=(1+%)F, 5) fr(x) =sing,
1 kx
2) filx)= ——, 4 - -
) fie(x) T+ kx ) fr(x) T trix 6) ful) = s1nkkx'
143. Otsustage, kas funktsionaaljada ( fx) koondub iihtlaselt antud intervallis.
1) filx)=x*D=[0,1]; 3) filx) =8kt D= 5) fk(x):;k,
1+ kx
2) fix)=x",D=[0,al, D=1[0,1].
O<a<l; 4) fr(x)=sing, D=R;

144. Leidke funktsionaalrea koonduvuspiirkond D ja absoluutse koonduvuse piirkond A.

Kui vdhegi voimalik, arvutage funktsionaalrea summa.

0 o) k k
DYy 5 Y (nxk, 9) Z by 13) Z S
- =1 k(k+1)
00 fe) xk (- 1)k+1 00 x2)2k+l
2) Y x-2F, 6 Y —, 10 14) Y ——0,
z P ) 1;1 ' L ke
© ] [e) oo oo 2k+1
3 Y —, 7Ykt 1) Y (knk, 15) :
=1 K Z;'l k; ,;I)Zk+1
X (=DF & (x-3)F ® ) (x+2)F
49y —, 8) ) ——— 12) Y (In(1+x%)", 16) Z -
sk =k k=1 = k2
145. Weierstrassi tunnuse abil tdestage funktsionaalrea iihtlane koonduvus antud interval-
lis.
0 )Ck () (x_z)k' o)
— [= . —_— N 5 _]-»]- H
) kglkz’[ L1J; 3) kgl K22k 10,455 ) kz‘ 2k+arccosx | !
. (sinkx) ©  (-1F % g K'x*
2) ) , (—00,00); 4) Y ———, (-00,00); Z , (—00,00).
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146. Leidke jairgmised summad. (P6hjendage tehtavad sammud.)

1) i 1 020" kZ ( )2k+l
0 3) 7

i=o 2" io1 2k %) kzo( @k+1)"
- k & 3k 2k

2) —, 4)
;;2’“ Z kt’ 6) Z( 1)k( )

2k

147. Leidke jargmised piirvddrtused. (P6hjendage tehtavad sammud.)

) cos(3kx) S coskx
i P S 2) lim ) —— 3) 1
0y }Clir(l)k;l 3k ’ ) xl—»OkZé k(k+ 1) ) xlvn()l+ Z’ zkkx

148. Arvutage noutud suurused. (P6hjendage tehtavad sammud.)

In3  co [e) oo
f (Z ne_"x) dx, 2 f ( 2+ncosnx dx, 3) f(0)= Z nJ;l
1

n2 \p=1 n=0

leidke f'(0).

—
—

X
arccos
n

149. Arendage jargmised funktsioonid f Maclaurini reaks ning leidke suurimad intervallid,
kus f vordub rea summaga.

1) f(x)=e”; 4) f(x) = (cosx)%; 7N fxX)=—
1
sy 5) f(0)=——; S-2x
2) f=e"; T0= a2y B 0=
9
3) f(x)zsing; 6) f0=1—7; 9) f(x)=In@B+x);

150*. Kui funktsionaaljada (f;;) koondub hulgal A iihtlaselt funktsiooniks f, siis kirjutame
frn=f. Kas iga hulga A c R, funktsionaaljadade (f,) ja (g,) (kus f,,gn: A— R, neN) ja
A

funktsioonide f, g: A — R korral kehtivad implikatsioonid

a f2fgn=28 = fut&an=3f+8 b) fn=2fgn=238 = fu&n=f-8?
A A A A A A

151*. Utleme, et hulgal A miiratud funktsionaaljada (f,,) koondub pidevalt hulgal A funkt-
siooniks f, kuiiga x € A jaiga jada (x,) korral hulgast A korral kehtib implikatsioon

lirllnxn =x = li’I1nfn(xn) = f(x).

Toestage, et kui f,, = f, siis (f;) koondub pidevalt hulgas A. Kas kehtib ka vastupidine vdide?
A




Vastused ja lahendusvihjed

€ € €
]al)é— —;1a2)|6 = ¢, kasutada ka |sin x| < |x|;6=—;a4)6:min{l —}; a5)5:min{1,—
4 ] 3 17 15 3
€ f | | € € £
6=£;a7)6=—;a8)5=min{l,—};a9)5=min —,—};alO)é mln{ };all)ﬁzmin 1, —¢;
3 2 2 22 2’6 2
£ 1
alZ)(‘)‘zmln{l,;} al3)|0 = min{l, e};[al4)|6 = 2¢; a15)5=£2;a16)6= D— ,D=—;
| 4e £
5 2 32 17 1
D=—+—;b4)|D=—-+1; D—— b6)|D=— + —; cl)D=E+2;D=E;D=E.
3¢ 3 £ 3¢’ 3¢ 3
1 3 14 1 13 3
DN = {—J+1;N: {—J+1;N: {—J+1;N: —J+1;N: {—+—J+1;6)
2¢2 5¢ € | €2 16e 8
3 1
N=|—+=|+1
20e 2
E 1)|kui @ = 0, siis § = V&, kui a # 0, siis § = mln{lal 3l I} kula 2, susé—e kui a > 2, siis

d=¢- \/ a-2;3) .kasutada vorratust |sinx| < |x|, 6 = e;.kasutada vorratustln(l+x) < x, 0 =€-a.

bl ol ol el ol b

,7 1 1 2 5 ; 2D c c
E; d3)| —;|d4)|5; ; ; ; 2;lel)|1;le2)|—1;[e3)|1;[e4)

'|e_9)|4;e10) —4;le11)|0; ; ; 'e,|fi|e |g_|1 |§|O g3)|00;

I
1)| pidev k(iu reaalteljel; [2) kui a = 1, siis pidev kogu reaalteljel, vastasel korral katkev punktis 1 ja
) i

2
pldev mujal;[3)|katkev punktides 0 ja 1, mujal pidev;[4)|katkev punktis x = 3 mujal pidev.

H Ell liiki katkevus, ei ole korvaldatav; I liiki koérvaldatav katkevus, f(0) = g; I liiki korvaldatav

1
katkevus, f(0) = O;I liiki korvaldatav katkevus, f(0) = E;I liiki korvaldatav katkevus, f(0) = e;
11 liiki katkevus.
D|(c+h)%=x? = 2xh+h?;2)|(x+h)3—x3 = 3x% h+3xh? +1h3;B)|x"—a" = (x—a) (X L+ x"2a+ .+ a"_l);

X—a ., x+ta 1 1 x—a -
)|cosx —cosa = —2sin——sin —— ,———:——;ex—eaze“~[ex “—1);\/}—\/_=

—

2 X a ax

—;bx %= b (b0 -1).
+va
1 d-b
a1)|3sin x cos x;[a2)| —————;|a3)| =295 % (In2) - sin x;[a4) a ¢ sgnx ;la6)le* - (sinx +
sin xcos x (cx+d)2 ,/1 2

x—1e* 1 2 2sgnx
¥+—;a8)—(sinx)~tana;|a_9)ax =1 (yIna+ a);lal0) ila1D)|- g ila12)

X2 Vax (a2 +1)2’ 2+l
e 1-x% x2+1 5 8x+2 ] .
———lal3)| ——;[al14)| —————; [al5) 1n(x+\/ 1+x ); al6)] ———;lal7)|arcsinx; |b1)[ x* (1 +
1+ x4 xA+x24+1 4x2 +1

—5cos5x|;

) 2 .15 8 2
: sin“ x x“+4)°(3Bx—-1 10x 24 36x
In x);|b2)|(cos x)5™* | (cos x) Incos x — ib3)|§ ¢ il - s -
cosx 9(6x3+1)esSindx | x2+4 3x-1 6x3+1

2 s o : .
3x“-1, kuix<1 2x, kuix<2, 2x, kuix<0,

1 , ;2|2 ; | ’ T 4 . .
sgnx x# 0ilc2)|21x 03){ 2x, kui x > 1; { 3x%, kuix>2; { cosx, kuix>0;




1 2.1
4x%,  kuix>0; 5> kuix>0; —erl_xz, kui x < 1; xe+1
cosZ x
x+1
xx+1(—+lnx), kui x >0,
c10) ox X 4
In2- ), kui x < 0;
,/3x2+1 3x2+1

—x2 1 _2» i ) 27 i ’
11}|D|2e ™ 2x%-1);[2)[3+21n x;8)|—2€* sin x;}4)| ————;[5) ku}x<0 6) ku%x<0
3 . .

2+1)2 2, kui x > 0; 6x, kuix>O0;

6x, kuix<0, | .
7){ 12x, kuix>0; 8)|6x, kui x # 0.

14{|al) 8\/5—2' a2) 9 ;1a3)|—4;lad) 2%e’ + xIn2;[a5) + ! - ! s[a7)(1— . a8) . a9)
" 10In10’ "7 1+1n2 ’ 24 2 23 4’2’
T 2 T 5 1 2

—sinx, kuix<0, cosx, kuix<O0, 2(x-5), kuix>1, 2 In{1 +
CG){ 7) )

b4 1 1 e’ 5 i
1-—;jal0)|— — —;fall)|1 - —;[al2)|1 — —;lal3)|x;bl)| - — —; — (e —1);|b3)|—;|b4 ;
4a)4 3a) 2a) \/ﬁa)”E4 43 s(e ) \/i)\/é
1 11 . e o b4 b4
7;|b6) g; b7) ?; b8) ln2;|@ln\/§; b10)(0;|b11)|sin1;|b12) E(e —1);|bl13) Z; b14) ﬂ; b15)(In2;|b16)
In9 1 4 2
- 1517)|0;b18)| Z; b19)[ 1 + Z;[b20) 03 p21)[1 = sin 15[b22)|In2 - = [b23)| Z—;[b24)] Z; [b25)| Z; [b26)| 1;
3 2 2 2 1024 3 2’
1 1 b4 b/ 2 ez +1
b27)|1 — —;|b28)| —;|b29)| —;|b30) —arctan—;2n;ﬂ—2;61n6—3ln3—3;|c_4)1— —;Ic—5)| ;
3 2 4 4 e 2
T
c6)|—27m;|d1)| 72 + 1;|d2)| 272 5

1.9 2 1
1501) —;2)2——;3) —
2 e

-

16,0 2 a0? -1 e2+1 8
- —1); 5 a.
27 4

E 1)|oletage, et a; ja az on F nullelemendid ning vaadelge summat a; + az;oletage, et by ja by on

a vastandelemendid ning vaadelge summat (b; + a) + bg;néidake, et kui x rahuldab seost a+ x = b,

siis X = b— a ning kui x = b — a, siis x rahuldab seost a + x = b;n'aidake, et(a+b)+(-a—-b)=0.

[T9} Lahendusvotted on analoogilised iilesandega|[18]

[20} D] kasutage liitmise monotoonsust; [2)] kasutage korrutamise monotoonsust, korrutades vorduse

a < bpooli elemendiga —c¢ > 0 (miks kehtib —c < 0?);kasutage korrutamise monotoonsust ja seda, et

0-a =0 (miks kehtib?);a +c<b+c<b+ d;ac <bc< bd;néidake, et a~! <0 annab vastuoly;

[]kasutage iilesannet[6)|ja korrutamise monotoonsust;[8)]tarvis on ndidata, et a+ a < a+b < b+b.

@ Oletage, et hulga X {ilemised rajad on a ja b, siis kehtib a < b vdi a > b. Vaatleme juhtu a < b; leidub

element xp € X omadusega a < xp < a (miks?). Vastuolu.

[22} Olgu a hulga X suurim element, siis a € X ja x < a iga x € X korral. Arvu a jaoks on sup X méolemad

tingimused tdidetud (kontrollige!).

Hulga Y tilemiseks tokkeks sobib Aa + 1. Lisaks sellele, olgu b < Aa + 1, siis A1 (b—-1) < a, mistottu

leidub xp omadusega Al -1< Xp. Seega b < Axg+1=:yp.

@ Koigepealt saame, etiga y € Y korral kehtib Vx € X x < y. Seegaiga y € Y korral sup X < y. Jarelikult

sup X <infY.

Alternatiiv: Kuna X ja Y on mittetiihjad, siis hulkadele X ja Y leiduvad vastavalt tilemine ja alumine
a+b

toke. Olgu a := sup X ja b := infY. Oletame, et a > b, siis arvu jaoks leiduvad xp € Xjaype Y

x2



a+b
omadusega xq > - >y, vastuolu.
25} [D]Kuna 0 € X ja 0 < x iga x € X korral, siis min X = 0 ja seega infX = 0. Saame, et x < liga x € X

1
korral. Kui d on hulga X iilemine toke, siis x < d iga x € X korral. Muuhulgas 1 - — < d iga n € N korral,
n

1 1 1
sest {1— —:ne N} c X. Siit jareldub, et 1 —d < —. Kui kehtiks d < 1, siis n < 1=4d iga n € N korral,
n n

vastuolu Archimedese printsiibiga. Jarelikult d > 1 ning sup X = 1.

Néeme, et max X ei eksisteeri. Toepoolest, oletame vastuvditeliselt, et xg € X on selline, et x < xp iga
xo+1 ., xp+1

Xo+1
x € X korral. Siis 0 < xg < 1 ning 0 < xp < 0 < 1, vastuolu (korraga kehtib x¢ < 5 ja 5 <

Xo).
Alternatiiv: nditamaks, et sup X = 1, mirkame, et x < 1 iga x € X korral ning et iga £ > 0 jaoks leidub

1 £
Xp € X nii, et 1 — e < xp. Kui € > 1, siis valime nt. xg = > muul juhul aga xg =1 - >

Ulejidnud tilesannete lahendusskeemid on sarnased.

1
supX =maxX = 5 inf X =0, min X ei eksisteeri;
3)|inf X =min X =0, sup X =1, max X ei eksisteeri;
3
supX =maxX = —, infX =0, min X ei eksisteeri.

Mirkus. UL |2 ! ]a. 3)| (aga mltte. ega. 4)) juures saab kasutada ka monotoonsusprintsiipi. Jada liikkme-

tega x, = —— on kahanev (sest a alt tokestatud (arvuga 0). Seega on see jada
BN = s et v D+3 ~2n+3)) (arvuga 0). Seeg ]

koonduvjainfX = llmxn =0.

.....Vaadelge]uhtu51d a>0jaa<0;B)kuilal < ¢, siis —¢ < —lal < —a < |al < ¢; kuiaga —¢ <

a < ¢, siis juhul a > 0 kehtib |a| = a < ¢ ning juhul a < 0 kehtib |a| = —a < c;véitedjéirelduvad

vorratustest —|al — |b| < ax b < |al + |b|;véitedj€1relduvad vorratustest —|a—b| < |al - |b| < la— b|.

jaB1} (xp, + yn) hajub, muidu y, = (xn + yn) — x5 koonduks; valides x,, — 0ja (y,) hajuv tokestatud,
1

onxy-yp—0,agant. x,=—, yp = n%, on xy, - yn = n hajuv.
n

xp= (D" yn = (=11 siis xp, +¥n=0,xp-yn=-L xp= (D" yp=n=D" siis xp + yn =
(m+ D)D" X yn=n

1) kasutage jada piirvadrtuse definitsiooni ja seost nj. > k iga k € N korral; 2) (—1)".

B3] 1) valige jada piirvéirtuse definitsioonis nditeks € = g; 2) valige £ = —a.

. 34} Kuijada (x5) on tokestatud, siis mingite m, M € Rkorral m < x; < M; tédhistame K = max{|m|, M|} +
1,siis—K<—-|m|<-m< xp <M< |M| < K. Kui |x,| <K, siis sobivad m = -K, M =K.

1) jada piirvddrtuse definitsioonis sobibki N rolli eelduses antud arv N; 2) (x) = (a,a+1,a,a +
1,a,..).

Fikseerime € > 0. Eeldused x, — a ja y, — a annavad arvud K ja Ky nii, et k > K] = |x; —al <¢€ja
k> Ky = |yi — al < €. Téhistame N = 2max{K3j, K2}. Kui n > N ja n = 2k, siis |z, — al = |y} — al < €; kui
n=2k-1,siis |z —al =|xp—al <e.

b
, siis leidub NV

a—
1) Oletame, et a > b. Valige li111n Xp=aja lirrln ¥n = b definitsioonides néiteks € =

a+b
omadusega xp > - > yn. See on voimatu, sest xy < yn. 2) Kasutage iilesannet 1).
1) Fikseerime ¢ > 0. Kasutades lirrlnxn = lirrlnzn = a definitsioone, leidke N omadusega: kui n > N,

siis a—€ < xp < yn < 2 < a+e. 2) Kasutage iilesannet 1).



Fikseerime £ > 0. Koondumise lirrlnmax{xn, yn} = max{a, b} kontrollimiseks vaatleme koigepealt

juhtu a < b, siis max{a, b} = b. Kasutades li111n Xp=aja li’11n ¥n = b definitsioone, leidke N omadusega:

+b
kui n > N, siis x;,, < arv < yn- Seega, kui n > N, siis max{xy, yn} = y». Niitid koondumise li,rlnyn =b
pohjal leidke N7 > N, et |y, — bl <e.

Juhul a = b leidke antud koondumiste pohjal N, et kui n > N, siis |x;, —al <ejaly, —al <e.

u+v |u-vl . u+v |u-vl

— + , min{u, v} = —— —
2 2

Alternatiiv: tdestage ja kasutage seoseid max{u, v} = , kus

u,vVeR.
. Leidugu K > 0 omadusega |y;| < K. Fikseerime € > 0. Valige koondumise lirllnxn =0 arvu ¢ rolli

mEIG -

l I ja 2 3) ]ada (xz) on tokestatud, seega mingi K > 0 korral |x;| < K, edasi tasub vahele
Xn¥Yn — a 11ta lahutada bxn,.kasutage ulesannet toestage et leidub N omadusega n > N =
[xp] < 2 —, arvestades seost a # 0;|6)|kasutage ulesandeld ]a 5)

a) Tarvis laheb vorratust | x| — lal| < 1x, — al; b) (-1)"%; ¢) |xp] < € ja ||xnl| < € on samavidrsed
tingimused.

1
Iga n korral saab leida arvu x;, néiteks a ja a+ — vahelt.
n

1 1 1
Kui 0 < |r| < 1, siis tdhistage b = — —1 > 0 ja kasutage binoomvalemit — = ——— > nb, millest
Ir| [r"  (A+b)"
jareldage tilesande véide. Imselt li’rln 1" = 1 ja jada (-1)" hajub; juhul |r| > 1 tahistage b = |r| -1 > 0,
seega |r|" = (1+b)" > nb, millest jireldage, et lirrlnlrI" = o0.

Olgu a > 1, tihistage x,, = ¥/a— 1 ning veenduge binoomvalemi abil, et li’rln xp=0.Juhul0<a<1

tdhistage b = — > 0 ning kasutage just tdestatud véidet.
a

nn-1) 5

Kuna ¥/7 > 1, siis x, := ¥/7n—1> 0; binoomvalemist jareldage, et n = (1+x5,)" > 1+ x;;, mis

annab, et li;ln Xn=0.
Téhistame uy = inf{x;,: n > k}. Imselt jada (u#;) on kasvav ja tokestatud, seega koonduv ja piirvaar-
tus on sup{uy: k € N}, nagu vaja.
Vorratuse i%f Xn < lin}linf Xn, toestamiseks pange téhele, et iga n € N korral inf{x;.: ke N} <inf{xy: k>
n} ning kasutage piirvddrtuse monotoonsust. (Miks parema poole piirvéértus on 16plik?)

Olgu jada (y,) osajada (yp, ) selline, et hIIcn Yny = lin}linf yn. Niid leidke jadale (x5,) koonduv osa-
jada (xnkj ). On jddnud kirjutada, et lin}linfxn < li§nxnkj < li;_n Yng; = lin}linfyn.
Alternatiiv: ndidake, et inf{x;: k > n} <inf{y;: k > n} kehtib iga n € N korral ning kasutage piirvaartu-
se monotoonsust. (Miks molemad piirvédadrtused on 1oplikud?)
@ Konstandiga korrutamine ei mojuta (osa)jada koonduvust.
Alternatiiv: uurige inf{cx.: k> n} ja c-inf{xy.: k > n} voi c-sup{xy: k > n} vahekorda.
Olgujada (x5 +yy) osajada (Xn +¥ng) selline, et lilrcn(xnk +¥n) = lin}linf(xn +yn). Niitid leidke jadale
(xn;) koonduv osajada (xnkj ). Siis jada (ynkj) on samuti koonduv. On jddnud kirjutada, et lin}linfxn +
liminfy, <limxy, +limyy, =lm(x,, +yp, )=Iliminf(x, + yg).

n j I i i j n



Alternatiiv: ndidake, et inf{xy: k > n} +inf{y: k > n} <inf{x} + y;: k > n} ning kasutage piirvaartuse

monotoonsust. (Miks mélemad piirvaartused on l6plikud?)

Teine vorratus jareldub esimesest, kui vaadelda 1111}1 inf(x,+yp)-limsup y;, = lin% inf(x,+yn) +lin}1 inf(-y,) <
n

lin}linfxn.
Néideteks sobivad: x,, = (-1)", y = (-=1)"*! ning xp, = yp = (- D"
Kasutage seda, et hm Xp =lim sup Xp = llrnlnfxn

@ Xmp+k = ak,meNu{O} ke{l ., Pl
@ a1 ay,ap,ay, az,as, ..., kindlasti esinevad (x;) osapiirvaartustena jada (ay) koik osapiirvaértused.

D] (n);[2)]0, 1 0,2,0,3,...;)]jaB)| @ koik elemendid jadana.
1 1
57 1) 0 1,1, 1 2) 2, 5,-2, 2;—1, 15, 0, 1;0, 2,0, 2;—00, 00, —00, oo;—oo, -1, —oo, —oo;O,

1008)

1
) {—ei —2,e,ei 1} (pange tdhele, et need on osajadade (x8k+p), kus p =0,1,2,3,4,5,6,7, piir-
Véii«irtused);, 1} B)]{03; @] 10, 1};[5)] [0, 1] (pange tihele, et iga reaalarvu a € [0,1] korral saab hulgast
k
6)

{1,5}.
Oletage, et A = ;in& fx), B= %in}l f(x), kus A < B. Funktsiooni piirvdédrtuse definitsioonis valige

1 n— . . .
— ey valida ratsionaalarvu — nii, et |— —a| < —);
n n n n

B
£= ning seeldbi leidke x omadusega f(x) < < f(x). Vastuolu.

B
ning leidke x € (a—6,a+

A—
Oletage, et A > B. Valige antud koondumiste definitsioonides € =

6) \ {a} omadusega g(x) <
Kasutage iilesannet[62}
Fikseerime € > 0. Leidke ¢ nii, etkui 0 < [x—al| < §, siis A—e < f(x) < h(x) < g(x) < A+e.
Kasutage funktsiooni piirvaartuse Heine kriteeriumit ning jadade omadusi iilesandest[d1]
66} Kasutage funktsiooni pidevuse Heine kriteeriumit ning jadade omadusi iilesandest[d1]
Toestage, et g(x) = x" on pidev, n e N.
Olgu a € Q. Leidke jada (x) < R\ Q omadusega li;ln Xp = a. Funktsiooni f pidevuse tottu 0 = lihnO =

< f(x). Vastuolu.

lirn f(xp) = f(a) =1, vastuolu. Analoogiline arutelu sobib juhtumil a € R\ Q.

[69} Funktsioon f on pidev punktis 0, sest —|x| < f(x) < x; edasi kasutage iilesannet[64] Niitamaks, et
f on katkev igas punktis a # 0, saab kasutada ulesandelahenduse ideed.

1, k
IIIkasutage Dirichlet’ funktsiooni; H fx) = { Y kEi i z g\ 0
71]

Kasutage vorratust || fI-1f(a) || | f(x) — f(a)|. Vastupidise vdite vddramiseks vaadelge funkt-
siooni 2D(x) — 1, kus D on Dirichlet’ funktsioon.
f on pidev koigis vahemikes (k — 1, k), kus k € Z, paremalt pidev kdigis punktidest k € Z ja ei ole
vasakult pidev tiheski punktis k € Z.
f on katkev ainult punktis 0.
Olgu x € R, siis leidub jada (x;) < Q@ omadusega lirrlnxn = x. Seega f(x) = lirrlnf(xn) = lirrlng(xn) =
g(x)
1) Veenduge, et e* > 2¥ > x. Teise vorratuse tdestamiseks ndidake kéigepealt induktsiooniga, et
2” > n+1, neN.2) Kasutage osa 1) tulemust.



Kasutage pidevuse definitsiooni, vottes vastavalt € = f(a) voi e = —f(a).

Koondumine )}an}of(x) = cannab arvu D > 0 omadusega x > D = ¢c—1 < f(x) < c+1. Kuna f on
pidev 16igus [0, D + 1], siis on ta selles 16igus tokestatud, mistottu leiduvad m ja M omadusega m <
fx) < M, x € [0,D+ 1]. Kokkuvéttes on min{m, ¢ — 1} ja max{M, ¢ + 1} arvud, mille vahel on f kdik
védrtused intervallis [0,00).

X .. I X . sinx
78 Kunal< — < ja lim =1, siis lim —— =1. Seega lim —— =1.
sinx cosx’ x—0cos x—0 sinx x—0 X

. (%) - (a)
814 lim (f(x) - f (@) = m [0 -/@ f x—a)=f'(a)-0=0.
82} Kasutage tuletise deﬁnltsmom ja funktsiooni piirvddrtuse omadusi.
834 Kui f(x) =sinx, siis f'(O) =1= tan%.

E oI o xl .
84f Kuna lim — =-1ja lim — =1, siis lim — ei eksisteeri.
x—0- X x—0+ X x—0 X

85| ' (0) =1, f1(0) = k. Tuletis f'(0) eksisteerib parajasti juhul k = L.
Dirichlet’ funktsioon.
BADlc=-1;R)c=e-1.
(=1,-1), (1,1).
Olgu x,y € (a, b) sellised, et x < y. Lagrange: leidub ¢ € (x,y) < (a,b) omadusega f(y) — f(x) =
foy-x=
Kasutage iilesande[89|lahenduse ideed. Teistpidised implikatsioonid punktides 1), 2) ja 4) kehtivad
tdnu piirvddrtuse monotoonsusele. Punktides 3) ja 5) teistpidised implikatsioonid ei kehti (vt. nt. f(x) =
x3).

Vaadelge funktsiooni g(x) = m ning niidake, et g’(x) = 0 iga x € R korral.

eJC

92} Kasutage iilesannet[90]intervallide (a— &, al ja [a, a + 6) jaoks.

1
3L |1)| f on rangelt kahanev intervallis (0, 3

1
, rangelt kasvav intervallis [z,oo), range lokaalne mii-

nimum punktis 5; f on rangelt kasvav intervallides (—oco,—1] ja [4,00), rangelt kahanev intervallis
[-1,4], range lokaalne maksimum punktis —1, range lokaalne miinimum punktis 4;[3)| f on rangelt ka-
hanev intervallides (—o00,0] ja [2,00), rangelt kasvav intervallis [0, 2], range lokaalne miinimum punktis

0, range lokaalne maksimum punktis 2;[4)] f on rangelt kahanev intervallis (—oo, 0) ja rangelt kasvav in-
1

1
2k+1’ 2k

tervallis (0,00);/5)| f on rangelt kasvav kogu reaalteljel;[6)| f on rangelt kasvav intervallides

ja [1,00), rangelt kahanev intervallides ja (—oo, —1], ranged lokaalsed maksimumid punk-

2k’ 2k—1
1 1
tides 2% kus k € Z, k # 0, ranged lokaalsed miinimumid punktides TR kus k € Z;|7)| f on rangelt

kasvav kogu reaalteljel.
..Uurle funktsiooni f(x) = e -1+ x); [2)] .uurlge funktsioone f(x) = x —sinx ja g(x) = sinx —
3

;13)Juurige funktsioone f(x) = x—arctanxja g(x) = arctanx— x— ) naldake, etf(x)=

In(1+x) on hulgas (-1, 0] kahanev ja hulgas [0, 00) kasvav ning f(0) = 0;[5)| .Jaana oogilised tilesandega
[} miinimumkohaks mélemal 0.
Kasutage 1'Hospitali reeglit; kasutage eksponent- ja logaritmfunktsiooni pidevust ia

sinx
I'Hospitali reeglit; [4)| taandage murdu avaldisega x ning kasutage seda, et xhngo —— = 0 (miks?);
— X



1
lim — =1, lim xsin— =0.
x—0 sin x x—0 X
l96] (x - 1)° +3(x- * +3(x - 1)3.
2 3 44 45 46 T 48 49 %10 . %10

97\ In(x+1) =x——+—-——+——-—+——-—+——-——-,kus { € (0, x), kusjuures [- ————| <

2 3 4 5 6 7 8 9 10E+110 10 +1)10
10°

2 3 n ¢ n+l Eon+l

X x X esx e’ x e
98l e* = 1+x+—+—+...+ — + ——— kus ¢ asub 0 ja x vahel; | ———| < ———, saame, et

2 3! n! (n+1)! (n+1)! (n+1)!

® _ <o,001
(6+1)!
x3 (cosf)x5 (cosf)x5 1
994 1)[Taylori valemi kohaselt sin x = x——+———,kus { asub 0ja x vahel, seega | ————— | < ——;
6 120 120 3840
] 2 3 3
X X X X 1
2) \/l+x=1+———+—5,kus€asub0jaxvahel, seega | —— | < —.
|| 16(+1)2 16¢+1)2 | 16
103} Niidake, et arv I* — I, rahuldab arvuhulga {S(T) — s(T): T € ¥} infiimumi ndudeid.
€

104} Fikseerime € > 0. Kui f on integreeruv, siis leidub arv I omadusega A(T) < = I - 1 <o(T¢) <

I+ T Jarelikult eeldusel A(T) < 6 kehtib I - g <s()<S(M< I+ g, millest jareldub, et S(T) — s(T) <e.
Vastupidi, kui Ml}r)n O(S(T) —s(T)) =0, siisiga € > 0 korral 0 < I* — I. < S(T) - s(T) < ¢, millest jareldub,

et[*=1,=:1 Olgu € > 0. Siis leidub § > 0 omadusega A(T) < 6 = S(T) — s(T) < &, mistdttu [ — ¢ <
o(T,é)<I+e.

a) Olgu f Darboux’ integraalid I. ja I* ning g jaoks J« ja J*. Vaja on niidata, et supi{spig(T): T €
) = inf{Spig(T): T €T, eeldusel, et [, = I* ja J. = J*. Nditame, et sup{sfig(T): T €3} > Li + .

£ €
Fikseerime € > 0, siis leiduvad alajaotused T ja T» nii, et sf(Tl) > I — 3 ja sg(T2) > Jx — 3 Olgu

T = Ty u Ty, niiid sf(T) > sf(Tl) > Iy — g ja sg(T) 2 sg(T2) > Jx — g Kokkuvottes sup{sfig(T): Te
T} > I« + J« — € ning € on valitud suvaliselt.

b) Fikseerime € > 0. Leidke selline §, et kui A(T) < &, siis <

b b
af(T.E)—f flx)dx og(T,s‘)—f g(x)dx
a a

<€'a
2]

€
7 Niitid kasutage kolmnurga vorratust.

a) Juht A = 0 on ilmne, sest alam- ja iilemsummad, aga siis ka alam- ja {ilemintegraal on nul-

n n
lid. Paneme tdhele, et kui A < 0, siis s,lf(T) = Z ( inf Af(x)) Axp =2 Z sup  f(x)|Ax =
k=1 \X€E[xXg_1,x%] k=1 \x€lxg_1,xk]

ASy(T). Kuiaga A >0, siis sy ¢ (T) = As¢(T). Ulesande lahendamiseks on niiiid jadnud kasutada supree-
mumi ja inflimumi sobivat homogeensust.

b) Juhul A = 0 on f kdik Riemanni summad vordsed nulliga; kui A # 0, siis kasutage f integreeruvuse
€

Al

a) Olgu f Darboux’ integraalid I, ja I* ning g jaoks J« ja J*. Eeldusel I, = I* ja J. = J* ning f < g

n

definitsiooni, valides seal

n
onvaja néidata, et (niiteks) I < J«.Saame, etsy(T) = )_ ( inf f(x))Axk <Y ( inf g(x)) Axy,
k=1 \X€[xXp_1,%k] k=1 \X€[xXp_1,%k]

millest jareldub vajalik vorratus.



b b
b) Tdhistame A = f f(x)dxjaB= f g(x)dx. Oletage, et A > B ning kasutage integreeruvuse defi-
a a

nitsioone, valides € = % Leidke konkreetne (nditeks vordsete pikkustega alaldikudega) alajaotus
T ja konkreetne punktide ¢ valik, mille korral o f(T, >0 g(T,f). See annab vastuolu, sest tingimus
f(x) < g(x) annab 0 ¢(T,¢) < 0g(T,¢) iga alajaotuse T korral.

a) Olgu f, g ja h Darboux’ integraalid I. ja I*, J« ja J* ning Ky ja K*. Eeldused on, et I, = I* =
Ki=K*=1 ning f < h < g. Kuna sf(T) < sp(T) < sg(T), siis I < J« < K, analoogiliselt leiame, et
I'* <J* < K*.Siit jareldub vajalik tulemus J. = 1= J*.

b) Fikseerime ¢ > 0. Leidke 6 > 0 omadusega: kui A(T) < J, siis I —€ < O'f(T, H<op(N <og(T) <I+e.
[109}[D]S(T) =1, s(T) = 0.]2)|Oletades, et f on integreeruv, peab vahe S(T) — s(T) olema viike ka iihtlase

0
alajaotuse xx = —, k =0,1,...,n, korral, kui »n on piisavalt suur. Saame, et S(T) = 2 ja s(T) = —
n
1 2 n-1 n-1 1 . . A
— +— +...+ —— = —— < -. Seega S(T) — s(T) > 1.]3)|Kasutage iil.[2)|lahenduse ideed ja vordust
n2 n? n2 2n 2

2 hn+1)2n+1)
T E—

2+22+...+n

sinc on pidev.

f(x)=2D(x) -1, kus D on Dirichlet’ funktsioon.

@ Kuna antud funktsioonid on integreeruvad, voib integraali leida konkreetsetele (nditeks iihtlastele)
alajaotustele vastavate integraalsummade piirvdartusena.

Integraali vdib arvutada teatud konkreetsete alajaotuste T kaudu, kus A(T) — 0 (miks?). Eeldusel,
et alajaotuse T jaotuspunktid ning valitud punktid ¢; on nullpunkti suhtes stimmeetrilised, saame
juhulcr(T) =0ja juhul et o(T) = 20’ (T), kus ¢'(T) on 16igu [0, a] alajaotusele vastav integraal-

sumina.

a+b
suhtes.

M Tehes teisenduse x — a + b — x, peegeldatakse 16igu [a, b] kdik punktid keskpunkti

1116} Oletame, et leidub punkt xq € [a, b] nii, et f(xg) > 0.Kui xg € (a, b), siis f pidevuse tottuleidub é >0

f(x0)
2

omadusega x € (xg — 9, x9 +6) = f(x) > . (Analoogiliselt kditume juhul, kui xg = a v6i xg = b.)

b X0 +0
Integraali aditiivsust ja monotoonsust kasutades leidke, et f fdx > f f)dx = 6 f(xp) > 0.
a X0—0
Vastuolu.

Rakendage iilesannet[T16]funktsiooni g — f jaoks.

118] Rakendage iilesannet
| T 2
119 sinx2 < x2, sinl < sinz = 1;ex > 1+x? > X, et >2;lnx< x—1,In2<lne=1.
1_ 2
120 “2 <X —x<2.
| b x b
121| Diferentseerige Valemitf fde= f fde +f f(®) dt muutuja x jargi.
a a X
1 2x ,
122 Toa’ Kuna funktsioon F(x) = f f(©)dt (ja seega ka tuletisfunktsioon F') ei soltu sellest,
X 0

kuidas on defineeritud f(0) (tdhtis on ainult, et f oleks integreeruv Idigus otspunktidega 0 ja 2x), siis

s1nxy kui x #0,
X

1, kui x=0.

korral integrandi kirjapanekul katkevuse korvaldamist eraldi dra nditama ei hakata.) Saame, et F "x) =

valime f nii, et ta oleks pidev: f(x) = sincx = { (Sageli korvaldatava katkevuse



2x 2 2
Zsinc2x.—1—2.2(ln2x)2—(1nx)2.—eSln Ycosx—eS ¥sinx.
nx

124} Arvut foo Kdx
vutage —_—.
8|

K
(b-x)49"
hajub. Analoogiliselt juhul,

125| Kui f on tokestamata punkti b vasakpoolses timbruses, siis on majorant

K K d
126} Vaadelda tuleb olukorda 0 < <7 < f(x), kus g on selline, et f

4
§,loo,ﬁlntegraal ha]ub H 1 H——

10
b2) —; b3)|V'3; ——;|b5)|integraal hajub b6) m;|b7)|integraal hajub; ; -1.
128} E [aD)] koondub; [a2)| koondub; [a3)] hajub; a4)] koondub; [a5)] hajub; [a6)] koondub; [b1)] koondub; [b2)]
koondub; [b3)|koondub; b4 hajub; b5)|koondub;[b6)| hajub.
Uk = Sk — Sk-1-

kus pératu integraal leitakse 16igus [a, b] c R.
1
127 [al) g; ; ; l;integraal hajub;

n n n
132{ Avaldage osasummad Y (ug +vg) = Y ug+ Y Ug.
k=1 k=1 k=1
133 Osasummade jada on kasvav; (-=1)".
1
134 Véiide kehtib. Ndidake, et kui lilrcn uy = 0, siis jada lilkkmetega — on tdkestamata. Seega see jada
Uk
hajub ning ei kehti rea koonduvuse tarvilik tingimus li]rcn — = O.Véiide ei kehti: kontranéiteks sobib
Uk

uk:LkeN.

Kasutage tilesannet

Kasutage Cauchy kriteeriumit ja kolmnurga vorratust.
Alternatiiv: koondugu rida ZZI upl, siis 0 < up + lugl < 2|ugl ja I vordluslause tottu koondub ka rida

uk + |ugl), mlllest]areldub rea Z uy koonduvus.

k
l!hm 100K+ 1 = ﬁ #0;12 lilrcnl(—l)kl =1#0, seegalilrcn(—l)k =0 ei kehti;

alternatiiv: jada (( 1) ) hajub, seega lilrcn(—l)k =0 ei kehti;

no1
alternatiiv: osasummade jada on (-1,0,—1,...), mis hajub; téihiStame sn= o oletades, et li’11n Sp=
k=1

s, kehtib 0 = lirrln(s2n —sn) = —, vastuolu;[4)}|5)|analoogiline tilesandega|3)
1

1 1 1 1 (1 1 11
138} [1)|kasutage seost =— - , summa on 1;2 = — — —— |, summa on —;
8 (k+1) K k+1 k(k+3) 3 ( ) 18

1 45a + 1
—— 12 eeldusel et|al > 5 on summa TP

.] koonduv T voi I VL) I] koonduv (I voi IT VL); .koonduv (I voi 11 VL); @] koonduv (IT VL); [B)]
hajuv (I VL);[6)| hajuv (II VL); /)| koonduv (I VL); [8)]hajuv (II VL);[@)]koonduv (Cauchy voi d’Alembert);
hajuv (Cauchy v6i d’Alembert); [11)] koonduv (Cauchy véi d’Alembert); [T2)] koonduv (Cauchy véi
d’Alembert);[I3)|hajuv (I VL);[I4)]koonduv (d’Alembert);[I5)|koonduv (d’Alembert);[I6)|hajuv (d’Alembert);
[[D]koonduv (d’Alembert);[I8)]koonduv (d’Alembert);[19)]koonduv (Leibniz);20)lkoonduv (Leibniz);21)]

koonduv (Leibniz);hajuv (lim——==1#0).
k k+1




0, kuixe(-1,1), 0, kuix#0,
14ZE|D:(_1'1]'f(x):{1 kﬁiii(r ) D:R’f(x):{ 1 kﬁ;iio. D=|R2,f(X)=ex;

1, kui 0,
4)D:R,f(x):{ 0 kﬁiﬁio. D=R,f(x)=0;D=Ryf(x)=0
[T43}[D)]ei; [2)]jah; B)ljah; [@)] ei; [B)] ei.
144 |11)|D=A=(-1,1), S(x) = %;D =A=(1,3),Sx) = ﬁ;D: A= (1,00)}D: (0,00), A=

(1,00);[5)| D= A= (%,e), S(x) =

:D =[-1,1),A=(-11), S(x)=-In(1 —x);D =A=(-11),
1-Inx

-2 1
500 = —15iB| D= A=) D = 4102, 509 = 1~ T In2 -3 10) D = [ 5,00], 4= (L0l1)
(x-1)2 x-1 2
In(1 + x?) x+2
D_A:{O},IZ)D:A:[Ov /e_l)s(x):—; D=A=R,S(x)=¢e —-1;[14)|D=A=R,
1—1n(1+x2)
) x+1 2
S(x):th;15)D:(_1J1)!A:(_l’l)’s(x) —lnTl;lﬁ —[ 40) A—( 40) S(x)—ln —_—
S L | sin? kx < L. ) (x—2)k _E=Dr nk ‘
X kz’ \/m X k% ’ k22k kz /x2+k3 k2 2k+arccosx
2
1
<3
k2

146][D] Geomeetriline rida, summa on 2.

(o)
2)|Funktsionaalrida Z kx* on astmerida koonduvusvahemikuga (-1,1). Saame, et kui x € (-1,1), siis
k=1

kak:x.(ka)’:

k=1

. Niisiis antud rea summa on 2.

1-x)?

()
3)|[Funktsionaalrida Z k% x* on astmerida koonduvusvahemikuga (-1, 1). Saame, et kui x € (-1, 1), siis

| =3
x _x(x+
Z xF=x. Z kxk| = (x+1) . Niisiis antud rea summa on 6.
k=1 JICERE
.3
4 .
4)(e .
5)|sin — =1
- 2
7
6)|cos — = 0.
2

» 1
ﬁ Rida koondub iihtlaselt koguni hulgas R, piirvddrtus on X rida koondub {ihtlaselt koguni

hulgas R, piirvddrtus on 3 ;rida koondub tiihtlaselt hulgas [0, 00), piirvéértus on 1.

1 o0
148| rida koondub iihtlaselt hulgas [In2,1n3], integraal on X alternatiivne lahendus onleida ) ne™"* =
n=1

e

(1—2 ning votta sellest integraal antud rajades;rida koondub {ihtlaselt hulgas [0, 7], integraal
e

5
on —n, )|rida ise koondub punktiviisi ja tuletiste rida koondub iihtlaselt hulgas | —

1
,—],f’(0)=

(2x)n ( l)n 2n 00 n x2n+1 l o0 (- l) (Zx)Zn
R; 3 D' R - — R,




1 2 (o) l’l
kasutadavalemit(cosx)2=y; Z(n+1)x ,(=1,1); Z x", (-1,1); Z 1,( 2,2);
n=0 n=0

[eS) le
Z(znﬂ 3n+1)x NG 22),ln8+ Y- 1)"”n —,[-8,8).

n=1
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