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Hindamine:

2 kontrolltéod, 2 x 15 punkti,

2 ettekannet, 2 x 10 punkti,

5 kodutodd, 5 x 2 punkti.

Lisaks antakse praktikumides tarniilesandeid.

Eksamile pddsemiseks on vaja saada kontrolltdéde eest kokku
vdahemalt 15 punkti ning teha 2 seminariettekannet.

Eksam on suuline, 40 punkti.



Eukleidiline ruum R™

R™:={X:=(x1,...,Xm) | x1,-..,xm € R}.

X=(x1,...,%m) — R™ punktid,

X1, ...,Xm — vektori X koordinaadid.

Vektorite liitmine ja skalaariga korrutamine on defineeritud
koordinaaditi.



Eukleidiline ruum R™

RrRM ;:{X::(X]_,...,Xm)‘X]_,...,XmER}.

X=(x1,...,%m) — R™ punktid,

X1, ...,Xm — vektori X koordinaadid.

Vektorite liitmine ja skalaariga korrutamine on defineeritud
koordinaaditi.

Vektorruumi aksioomid:

19 X + X' = X’ + X (liitmise kommutatiivsus),

20 X 4 (X' 4+ X"y = (X + X') + X" (liitmise assotsiatiivsus),
3930 € R™ X +0=XVX€R™ (nullelemendi olemasolu),

4%y X € R™ IX' € R™: X + X' = 0 (vastandelemendi olemasolu),
50 1X =X,

6% A\ (uX) = (\u) X (skalaariga korrutamise assotsiatiivsus),

79 (A + p) X = AX 4 uX (distributiivsus),

80 \ (X + X') = AX + AX' (distributiivsus).



Skalaarkorrutis ruumis R™: (X, X") Zxkxk

Vektori X pikkus ehk norm: ||X]| := 1/ (X, X) Zxk
k=1



Skalaarkorrutis ruumis R™: (X, X") Zxkxk

Vektori X pikkus ehk norm: ||X]| := 1/(X,X) =

Lemma (Cauchy-Bunjakovski-Schwarzi vrratus)

Iga kahe vektori X ja X' korral kehtib vérratus
(%, X[ < IX] - [1X7]]-

Seejuures kehtib vérdus parajasti siis, kui iiks vektor on teise kordne.



Skalaarkorrutis ruumis R™: (X, X") Zxkxk

Vektori X pikkus ehk norm: ||X]| := 1/(X,X) =

Lemma (Cauchy-Bunjakovski-Schwarzi vrratus)

Iga kahe vektori X ja X' korral kehtib vérratus
(XD < X - [[X7]
Seejuures kehtib vérdus parajasti siis, kui iiks vektor on teise kordne.

Normi aksioomid:

(N1) X[ =0« X =0,

(N2) [AX]| = [\ [X]| ¥ € B,

(N3) |X+X'|| < |IX|| + |X']| (kolmnurga vérratus).

X ja X’ vaheline kaugus: d (X, X’) := [|[X = X'|| = (xk — x,’()z.




Ruumi R™ topoloogia

Punkti A lahtine € -imbrus e. lahtine kera:

Uz (A) :={XeR™[[|X - Al <&}
:{(xl,x2,...,xm) | \/(x1—31)2+...—|—(xm—am)2<5}.

Punkti A kinnine € -Uimbrus e. kinnine kera:

U. (A) == X € R™ | X — A|| <}
= {(Xl,Xz,...,Xm) | \/(X1—81)2+...+(Xm—am)2 gg}




Ruumi R™ topoloogia

Punkti A lahtine € -imbrus e. lahtine kera:

Uz (A) :={XeR™[[|X - Al <&}
:{(xl,x2,...,xm) | \/(x1—31)2+...—|—(xm—am)2<5}.

Punkti A kinnine € -Uimbrus e. kinnine kera:

U. (A) == X € R™ | X — A|| <}
= {(Xl,Xz,...,Xm) | \/(X1—81)2+...+(Xm—am)2 gg}

Olgu D Cc R™.

Punkti A € D nim. hulga D sisepunktiks, kui 3¢ > 0: U.(A) C D.
Punkti A € D nim. hulga D rajapunktiks, kui Ve > 0

DNU:(A) # 2 &(R™D)N U (A) # 2.

Hulga D kaigi sisepunktide hulka nim. selle hulga sisemuseks ja
tahistatakse D°. Hulga D kdigi rajapunktide hulka nim. selle hulga
rajaks, tahistatakse 0D.




Hulka D := D U @D nim. hulga D sulundiks.

Hulka D nim. lahtiseks hulgaks, kui kdik tema punktid on
sisepunktid, ja kinniseks hulgaks, kui 0D C D.

Punkti A nim. hulga D kuhjumispunktiks, kui Ve > 0

(U: (A)\{A})ND # .

Hulka D nim. tdkestatud hulgaks, kui ta sisaldub mingis keras, s.t.
FA €R™ R >0: D C Ug(A). Kui hulk pole tdkestatud, siis nim.
seda tokestamata hulgaks.



Hulka D := D U @D nim. hulga D sulundiks.
Hulka D nim. lahtiseks hulgaks, kui kdik tema punktid on
sisepunktid, ja kinniseks hulgaks, kui 0D C D.

Punkti A nim. hulga D kuhjumispunktiks, kui Ve > 0

(U: (A)\{A})ND # .

Hulka D nim. t&kestatud hulgaks, kui ta sisaldub mingis keras, s.t.
JA€R™ R>0: DC Ug(A). Kui hulk pole tdkestatud, siis nim.
seda tokestamata hulgaks.

Lause

Iga lahtine kera U, (A) on lahtine hulk.




Risttahukad

Olguei,...,em>0jaA=(a1,...,am) € R™.
Lahtine risttahukas keskpunktiga A on

K.

€1,--,Em

ja kinnine risttahukas keskpunktiga A on

Keppoom (A) = {XeR™ | |x —a| <ex (k=1,...

Lause

(A) ={XeR"||xk—ax| <ex (k=1,...

(a) lga risttahuka K., . ., (A) korral leidub kera U, (A), mis

sisaldub selles risttahukas, s.t. U (A) C Kz, e (A)

(b) Iga kera U, (A) korral leidub selline risttahukas K, ..

sisaldub selles keras, s.t. K, . .. (A) C U:(A).

em (A), mis



Pidev joon. Olgu iga t € [«, ] korral defineeritud punkt
(e1(t),...,om(t)) ruumis R™, seega on maaratud kujutus

v, Bl = R™, t—= (01(t),...,0om(t)).

Sellist kujutust v nim. reaalse argumendiga vektorfunktsiooniks ning
punktide hulka

V([a b)) = {(p1 (2) -, om (1)) | £ € [ev, B}

jooneks ruumis R™. Kui ¢1,...,¢m on pidevad I3igus [, ], siis
titleme, et vektorfunktsioon -y ja talle vastav joon ruumis R™ on
pidevad.

NB! Selline joon ei pruugi olla tavamd&istes joon. Naiteks ruut on
selles m&ttes joon (vt. Peano joon).



Pidev joon. Olgu iga t € [«, ] korral defineeritud punkt
(e1(t),...,om(t)) ruumis R™, seega on maaratud kujutus

v, Bl = R™, t—= (01(t),...,0om(t)).

Sellist kujutust v nim. reaalse argumendiga vektorfunktsiooniks ning
punktide hulka

V([a b)) = {(p1 (2) -, om (1)) | £ € [ev, B}

jooneks ruumis R™. Kui ¢1,...,¢m on pidevad I3igus [, ], siis
titleme, et vektorfunktsioon -y ja talle vastav joon ruumis R™ on
pidevad.

NB! Selline joon ei pruugi olla tavamd&istes joon. Naiteks ruut on
selles mattes joon (vt. Peano joon).

Sidus hulk ja piirkond.
Hulka D C R™ nim. sidusaks, kui iga tema kahte punkti X ja X’ saab
tihendada mingi pideva joonega, mis taielikult paikneb hulgas D.

Piirkonnaks nim. lahtist hulka koos mingi osaga tema rajast.
Iga lahtine hulk on piirkond (lahtine piirkond).
Piirkonda koos oma rajaga nim. kinniseks piirkonnaks.



Jadad ruumis R™

Olgu (X(M) jada ruumis R™, X" = (an), e ,X,(nn)>-

Def. Oeldakse, et jada (X(")) koondub ruumis R™ punktiks A, kui
lim ‘x(") - AH =0, tihistame lim X(" = A vai X(") — A




Jadad ruumis R™

Olgu (X(M) jada ruumis R™, X" = (an), e 7X1(r?)>-

Def. Oeldakse, et jada (X(")) koondub ruumis R™ punktiks A, kui
‘x(") - AH = 0, tahistame lim X(") = A v&i X(") — A,

Lause

Vérdus lim X(" = A kehtib ruumis R™ parajasti siis, kui punkti A
n

iga iimbruse U. (A) puhul leidub selline indeks N, et X(") € U. (A)
igan> N korral.

lim
n




Jadad ruumis R™

Olgu (X(M) jada ruumis R™, X" = (an), e 7X1(r?)>-

Def. Oeldakse, et jada (X(")) koondub ruumis R™ punktiks A, kui
‘x(") - AH = 0, tahistame lim X(") = A v&i X(") — A,

Lause

Vérdus lim X(" = A kehtib ruumis R™ parajasti siis, kui punkti A
n

iga iimbruse U. (A) puhul leidub selline indeks N, et X(") € U. (A)
igan> N korral.

Lause

Jada (X(M) koondub ruumis R™ punktiks A parajasti siis, kui

X/(<n) — ax (n— 00) igak=1,2,...,m korral.

lim
n




Mitme muutuja funktsioonid

Def. Olgu D c R™. Kui igale elemendile X € D on teatava eeskirja
jargi seatud vastavusse (iiheselt m3aratud) reaalarv

w=:f(X)=:f(x1,...,Xm),

siis Oeldakse, et hulgas D on maaratud m muutuja funktsioon f.

Hulka D nimetatakse funktsiooni f maaramispiirkonnaks, muutujaid
X1,...,Xm tema argumentideks. Funktsiooni f muutumispiirkond on
kdigi reaalarvude hulk R, vaartuste hulk on f (D) = {f (X) | X € D}.



Mitme muutuja funktsioonid

Def. Olgu D c R™. Kui igale elemendile X € D on teatava eeskirja
jargi seatud vastavusse (iiheselt m3aratud) reaalarv

w=:f(X)=:f(x1,...,Xm),

siis Oeldakse, et hulgas D on maaratud m muutuja funktsioon f.

Hulka D nimetatakse funktsiooni f maaramispiirkonnaks, muutujaid
X1,...,Xm tema argumentideks. Funktsiooni f muutumispiirkond on
kdigi reaalarvude hulk R, vaartuste hulk on f (D) = {f (X) | X € D}.
Niide. f(x,y) = x>+ y3.
X1+ X2+ ...+ Xm

- :

Naide. f (x1,x2,...,%Xm) =




Mitme muutuja funktsiooni piirvaartus

Olgu D C R™. Olgu f: D — R ning olgu A hulga D kuhjumispunkt.

Def. Arvu b nimetatakse m muutuja funktsiooni f piirvaartuseks
punktis A, kui

Ve>036>0: XeD&O<|X-A| <d=|f(X)—b|<e.

Tahistame lim f (X) = b.

X—A

Umbruste keeles: (X) = b parajasti siis, kui

lim f
X—A

Y U. (b) 3Us(A): f (Dﬂ Us (A) \ {A}) c U.(b).



Lépmatud piirvaartused.
Olgu D ¢ R™. Olgu f: D — R ning olgu A hulga D kuhjumispunkt.

Def. Oeldakse, et lim f (X) = oo, kui
X—A

VM>030>0: Xe D&0O< || X-A|| <= f(X)>M.

Analoogiliselt lim f(X) = —oc.
naloogi |setxinA (X) 00



Lépmatud piirvaartused.
Olgu D ¢ R™. Olgu f: D — R ning olgu A hulga D kuhjumispunkt.

Def. Oeldakse, et lim f (X) = oo, kui
X—A
VM>030>0: Xe D&0O< || X-A|| <= f(X)>M.
Analoogiliselt lim f(X) = —oo.
naloogiliselt Jim, (X) 00
Olgu funktsiooni f: D — R maaramispiirkond D tdkestamata hulk.

Kirjutame lim f(X) = b, kui

[IX[| =00

Ve>03K>0: XeD&|X| =K = |f(X)—b| <e.



Mitme muutuja funktsiooni pidevus

Olgu A m muutuja funktsiooni f: D — R mairamispiirkonna D
selline punkt, mis samal ajal on hulga D kuhjumispunkt.

Def. Oeldakse, et f on pidev punktis A € D, kui
(X) =1 (A).

jm,
e — 0 keeles:
Ve>030>0: [ X-A|| <0, XeD=|f(X)-f(A)|<¢
imbruste keeles
VU (b) 3Us (A): f(Us(A)N D) C Ue(f (A))

Kui f on pidev hulga Q C D igas punktis, siis 6eldakse, et f on
pidev hulgas Q.



Mitme muutuja funktsiooni pidevus

Olgu A m muutuja funktsiooni f: D — R mairamispiirkonna D
selline punkt, mis samal ajal on hulga D kuhjumispunkt.

Def. Oeldakse, et f on pidev punktis A € D, kui
(X) =1 (A).

jm,

e — 0 keeles:
Ve>030>0: [ X-A|| <0, XeD=|f(X)-f(A)|<¢
imbruste keeles
VU (b) 3Us (A): f(Us(A)N D) C Ue(f (A))

Kui f on pidev hulga Q C D igas punktis, siis 6eldakse, et f on
pidev hulgas Q.
Tehted. Kui f ja g on pidevad punktis A € D, siis ka funktsioonid
f+g, fgja s on selles punktis pidevad (jagatise puhul tuleb lisaks

eeldada, et g(A) # 0).



Liitfunktsioon, tema pidevus.

Olgu w = f (u1, ..., us) | muutuja funktsioon maaramispiirkonnaga
@, kus argumendid uy, ..., u; on omakorda m muutuja funktsioonid:
up = Y1 (Xl,...,Xm),
up = w2 (X1, .-y Xm),
ur =@ (X1, ..y Xm)-

Eeldame, et funktsioonidel ¢1, ..., ¢, on lihine maaramispiirkond D

ning iga X € D korral (1 (X),...,¢/(X)) € Q. Siis saab
defineerida m muutuja funktsiooni F : D — R, mis on mairatud
seosega

F(X):=F(x1,...,xm) :=f(v1(X),..., /(X))
=f(p1 (X1, sy Xm) sy 01 (X1, 0y Xm)).

Funktsiooni F nimetame funktsioonide f,¢1,..., ¢,
kompositsiooniks ehk liitfunktsiooniks.



Lause

Kui funktsioonid 1, ..., on pidevad punktis A € D ja funktsioon
f on pidev punktis B := (1 (A), ..., (A)), siis kompositsioon F
on pidev punktis A.



