Pinna puutujatasand

Olgu pind Q C R3 antud parameetriliste vérranditega

x=p(uv), y=9¢(u,v), z=x(u,v), U=(u,v)eA.
Def. Pinna Q punkti Xg, mis vastab piirkonna A punktile Uy nim.
pinna harilikuks punktiks, kui kdik teist jarku determinandid
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ei ole korraga nullid. Kui A(Ug) = B (Up) = C(Ug) = 0, v3i mdni
funktsioonidest ¢, 1), x pole pidevalt diferentseeruv punktis Uy, siis
punkti Xg nim. pinna isedraseks punktiks.
Kui tahistada F(u,v) = (¢ (u,v), ¥ (u,v), x (u,v)), (u,v) € A, siis
7y (Uo) ja 7, (Ug) on pinna Q puutujavektorid punktis Ug ning

ii(Uo) = (A(Uo), B (Uo), C (Uo)) = 7 (Uo) x 7, (Vo).

C(Uo) =




Def. Parameetriliste vérranditega maaratud pinda Q nimetatakse
siledaks, kui funktsioonid ¢, 1 ning x on hulgas A pidevalt
diferentseeruvad ja pinnal ei ole isedraseid punkte.

Olgu Q sile pind ja olgu Xo = (X0, Y0, 20) pinna harilik punkt.
Pinna puutujatasandi vérrand punktis Xg on

A(X —x0) +B(Y —y)+ C(Z—2z)=0.

Siledal pinnal on igas tema punktis X olemas pidevalt muutuv
puutujatasand, seega ka pidevalt muutuv normaal (s.o.
puutujatasandiga risti olev sirge |abi punkti X), mille sihi maarab dra
vektor i = (A,B,C) =7, XT,.

Def. Pinda, kus mistahes (pinna rajajoont mitteldikava) kinnise joone
Iabimisel normaali suund ei muutu, nimetame kahe poolega pinnaks,
teisi pindu aga iihe poolega pindadeks.



Pinnatiiki pindala

Olgu Q parameetriliste vérranditega ¥ = r(u, v), (u,v) € A maira-
tud kordsete punktideta sile tdkestatud pind. Jaotame piirkonna A
tiikiti siledate joontega n kinniseks md&tuvaks osapiirkonnaks

A1, ..., A,, millel paarikaupa ei ole iihiseid sisepunkte. T3histame
alajaotuse T= ?[Al, ey Ap]. Olgu A (7’) osapiirkondade

A1, ..., A, suurim diameeter. Olgu piirkonnale A; vastav punktihulk
pinnal ©Q;, i = 1,...,n. Valime igas pinnaosas €2; punkti X;,
moodustame pinnale  punktis X; puutujatasandi, projekteerime
pinnatiiki Q; sellele tasandile ning tahistame projektsiooni tahega ..
Saab niidata, et kuna osapiirkonnad on Aq,..., A, on mddtuvad
ning Q on sile pind, siis on ka projektsioonid 7, ...,/ md&tuvad.

Def. Pinnatiiki © pindalaks nim. piirvaartust

:: lim Q’
1 () ﬁo;ﬂ

Lapliku pindalaga pinnatiikki nim. m&dtuvaks.



Lause (Pinnatiiki pindala arvutamine)

Tehtud eeldustel kehtib valem

p@) = [[ VAT B Caudv= [[ 17 x 7l duay.
A A

§= f(u, V)! n= 77(“? V)! ¢= C(uv V)'
(u,v) € A;

() ://9§ dfdn://Ai]J(u,v)] dudv




Tahistame
E =+ 42+ x5 = |7l
F = Yupy + wuwv + XuXv = Fu : ?v;
G:=¢,+¢l+x5 =R,
Siis kehtib
A2+ B?+ C? = EG — F2.

Jareldus

Pinna Q pindala saab arvutada ka valemiga

M(Q)://A\/ﬁdudv.

Jareldus

Kui pind Q on antud ilmutatud kujul vérrandiga z = ® (x, y), siis

@ [[ i (5) + (5) oo




Pindintegraalid: | liiki pindintegraal

Olgu Q parameetriliste vérranditega ¥ = r(u, v), (u,v) € A maira-
tud kordsete punktideta sile pind. Olgu vastavus Q ja A vahel
bijektiivne. Jaotame piirkonna A tiikiti siledate joontega n kinniseks
mdd&tuvaks osapiirkonnaks Aq, ..., A, millel paarikaupa ei ole Gihiseid

sisepunkte. Tahistame alajaotuse T, olgu A (7’) osapiirkondade

Ay, ..., A, suurim diameeter. Olgu w = f (x,y, z) pinnal Q
madratud kolme muutuja funktsioon. Valime igas pinnatiikis Q;
suvaliselt punkti X (i =1,...,n) ja moodustame integraalsumma

( ) Z f(X , kus 1 (£2;) on pinnatiiki ©; pindala.

Def. Kui |e|dub 18plik piirvadrtus

. o (T) = [[ Fixynras = [[ fan

siis seda nim. funktsiooni f esimest liiki pindintegraaliks e.
pindintegraaliks pindala jargi iile pinna Q.



Lause (I liiki pindintegraali arvutamine)

Olgu funktsioon w = f (x, y, z) pidev siledal kordsete punktideta
pinnal Q, mis on maaratud parameetriliste vorranditega . Sel juhul

esimest liiki pindintegraal / / f(x,y,z) dS eksisteerib ning
Q

//f(x,y,z) ds —

/f(so(uv 0 (u,v), x (1, v)) VA2 + B2 + C2 dudv =

// f(r ) |Fy x F,| dudv.



[ liiki pindintegraal

Pinnatiiki projektsiooni pindala mark. Olgu siledal pinnal maaratud
pinna positiivne pool. Olgu Q; C Q selline, et tema normaal kogu
pinnatiiki Q; ulatuses moodustab z-teljega kas tervanurga voi
nirinurga. Projekteerime Q; xy-tasandile ja tdhistame projektsiooni
Q. Loeme projektsiooni 2/ pindala S/ positiivseks, kui pinnatiiki Q;
normaal moodustab tema igas punktis z-teljega teravnurga, ja
negatiivseks, kui see nurk on niirinurk:

! —n (), kui T <y <.

Esimesel juhul C > 0, teisel juhul C < 0. Siis

5,{:// Cdudv.
A;

Selle valemiga defineerime projektsiooni €/ pindala ka siis, kui
pinnatiiki Q; normaal moodustab oma iihes osas z-teljega teravnurga
ja mingis teises osas niirinurga.



Analoogiliselt tahistame pinnatiiki Q; projektsiooni Q7 ja Q7'
vastavalt yz- ja zx-tasandil, ning defineerime nende pindalad
vastavalt valemitega

5,{':// Adudv ning S,{”:// Bdudyv.
A,‘ Ai
Tahistame

01<T):Iz:;f(x,-)5,{,og<> Zf VS o ():Zf(x,-)s;".
Def. Piirvaartusi

||m 01 / fdxdy, lim 02 / f dy dz,

)\THO

A(T)

||m 03 / f dz dx
A(T)

nim. funktsiooni f teist liiki pindintegraalideks e. pindintegraalideks
projektsioonide jargi iile pinna Q.



Lause (Il liiki pindintegraali arvutamine)

Olgu Q sile pind ja olgu kolme muutuja funktsioon w = f (x,y, z)
pidev pinnal Q. Siis eksisteerivad kéik teist liiki pindintegraalid ning
kehtivad valemid

//Qf(x,y,z) dxdy://AGD(u,v)Cdudv,
//Qf(x,y,z) dydz://A(D(u,v)Adudv,
//Qf(x’y’z) dZdX://A‘D(U,V)Bdudv,

kus ® (u,v) = f (¢ (u,v), ¥ (u,v),x (u,v)).



Markus. 1. Nii esimest kui ka teist liiki pindintegraalidel on aditiivsed
ja lineaarsed.

2. Esimest liiki pindintegraal ei sdltu pinna positiivse poole valikust;
teist liiki pindintegraal muudab marki pinna poole muutmisel.

3. Esimest liiki pindintegraal on monotoonne ning tema jaoks
kehtivad sandvitsiteoreem ja keskvairtusteoreem. Teist liiki
pindintegraalil pole neid omadusi.

Tavaliselt vaadeldakse teist liiki pindintegraali kolme integraali
summa kujul:

// Fdxdy + Gdydz+ Hdz dx
Q

—//Fdxdy+//Gdydz—i—//Hdzdx,
Q Q Q

seejuures eeldame, et F, G ja H on pinnal Q pidevad funktsioonid.



Viljateooria elemente

Olgu Q tiikiti sile m&dtuva ruumilise keha E rajapind ning olgu 7
selle pinna vilisnormaal pikkusega 1. Vektorvilja F = (Fy, F2, F3)
voog W labi pinna Q (kehast E vilja) on

WQ://,E-FidSZ// Fidy dz + Fadxdz + F3 dx dy.
Q Q

Def. Voo suhet ruumalasse V\}/—g kus Vg on keha E ruumala,
nimetatakse kehas E sisalduvate allikate keskmiseks erivdimsuseks.

W,
Piirvaartust lim —Q, kus E — M tahendab
E—-M Vg

sup{[|Q — M||: Q,M € E, E on m&stuv} — 0, nim. vektorvilja F
divergentsiks punktis M ning tahistatakse div F(M).

Lause

Kui F on pidevalt diferentseeruv punkti M mingis (imbruses, siis

0F; oF> 0F;3
Ox Oy

div F(M) —(M) + (M)—l— (M)



Olgu antud lihtne kinnine joon I ning selle defineeritud vektorvali F.

Def. Vektorvilja F tsirkulatsiooniks piki kontuuri [ nim. I liiki joon-
integraali /Fg ds, kus F, on vektori F tangentsiaalne komponent.

Vaatleme kgikvéimalikke mddtuvaid tiikiti sileda rajajoonega '
tasandilisi pindu D nii, et M € D ning pinna normaal punktis M on
ii. Olgu Cr vektorvilja F tsirkulatsioon piki D rajajoont .

Def. Vektorvilja F rootoriks (curl) punktis M nimetatakse vektorit
rot £, mille projektsioon kontuuri I poolt piiratud pinna (fikseeritud)
positiivsele normaalile 1 on

Valides pinnad D jarjest kdigi koordinaattasandite rihis, saame
rootori koordinaadid. Stokesi valemist jareldub, et

- <8F3 oF, 0Ff OF3 0F aFl)
rot F = .

Ty 9z 0z ax ox Oy
Kui punktis M asuks viike kéva kerake, siis rot F(M) iseloomustab
kerakese poorlemist kui talle m&jub jduvali F. Rootori siht m3arab
poorlemistelje ning suund on maaratud kruvireegliga.



Fourier' read

Idee: esitada funktsioon kujul f(x) = cripr(x), ku ¢y on
k=0
“lihtsamad” funktsioonid.

o
. ., d .
Def. Rida kujul 50 + Z ay cos kx + by sin kx, kus ay, by on
k=1
konstandid, nim. trigonomeetriliseks reaks, tema osasummasid aga
trigonomeetrilisteks poliinoomideks.



Fourier' read

Idee: esitada funktsioon kujul f(x) = cripr(x), ku ¢y on
k=0

“lihtsamad” funktsioonid.

o
. ., d .
Def. Rida kujul 50 + Z ay cos kx + by sin kx, kus ay, by on
k=1
konstandid, nim. trigonomeetriliseks reaks, tema osasummasid aga
trigonomeetrilisteks poliinoomideks.

Olgu f I8igus [—m, 7] maaratud integreeruv funktsioon.

Def. Trigonomeetrilist rida, kus

ak:l f(x)coskxdx (k=0,1,2,...),
71'

—Tr

bk:l f(x)sinkxdx (k=1,2,...).
™ —Tr

nim. funktsiooni f Fourier reaks |8igus [, 7|, kirjutatakse
oo

f(x) ~ ? + Zak cos kx + by sin kx.
—1



Lause

Kui trigonomeetriline rida koondub 16igus [—m, |, siis koondub ta
igas punktis x € (—o0,00) ning tema summa on 27-perioodiline
funktsioon.



Lause

Kui trigonomeetriline rida koondub 16igus [—m, |, siis koondub ta
igas punktis x € (—o0,00) ning tema summa on 27-perioodiline
funktsioon.

Lause

Kui 1) on 27-perioodiline 16igus [—7, 7| integreeruv funktsioon, siis
suvalise arvu a korral kehtib vérdus

T a+2m
P (x) dx = / P (x) dx.

—Tr



