Mitme muutuja funktsiooni osatuletised

Olgu D C R™. Olgu f: D — R ning olgu A = (a1,...,am) hulga D
sisepunkt. Olgu j € {1,...,m}.
Def. Kui leidub 1&plik piirvaartus

. f(a,...,aj+h,...;am)) — f(a1,...,am)
lim ,
h—0 h

siis seda nimetatakse mitme muutuja funktsiooni f osatuletiseks
muutuja x; jargi punktis A, tahistatakse

of of

7(31,...,3,77), aixj

5 (A), fy (a1, am), fy (A).



Osatuletise geomeetriline tahendus

fx,y) =x*+xy +y% g(x) == f(x,1) = x* + x + 1
of .
Tan=g0)




Osatuletise geomeetriline tdhendus

fx,y) =x* +xy +y% g(x) = f(x,1) =x* + x +1
of .
=g

of
ox
of

(a, b) on tasandil y = b paikneva joone z = f(x, b) puutuja tdus,
y

[m]

8_(3’ b) on tasandil x = a paikneva joone z = f(a, y) puutuja tdus.

=




NB! Erinevalt iihe muutuja juhust osatuletiste olemasolu ei
garanteeri funktsiooni pidevust.
Xy _
o [ o kUI (va)#(070)7

Naide. f(x,y) := { x> +y?

0, kui (x,y) = (0,0).



NB! Erinevalt iihe muutuja juhust osatuletiste olemasolu ei
garanteeri funktsiooni pidevust.

Niide. f(x,y) = { x* +y?




Mitme muutuja funktsiooni diferentseeruvus

Olgu D Cc R™. Olgu f: D — R ning olgu A = (a1,...,am) hulga D
sisepunkt. Olgu Af funktsiooni muut, mis vastab argumentide
muudule vastavalt hy, ..., hy, st

Af:f(al—i-hl,,...,am—i—hm)—f(al,...,am).

Def. Funktsiooni f nim. diferentseeruvaks punktis A, kui leiduvad
arvud My, ..., M,, mis ei sdltu argumentide muutudest hq, ..., hy,
nii, et

Af = Mlh1+"'+Mmhm+a7
kus o = a(hy, ..., hm) = o(||(h1, ..., hm)|) protsessis
(hl, ceey hm) — 0, s.t.

a(hl,...,hm)
B4+ h2,

lim =0.

(hy.rrshm)—0




Lause

Punktis A diferentseeruv funktsioon on pidev punktis A.




Lause

Punktis A diferentseeruv funktsioon on pidev punktis A.

Lause

Punktis A diferentseeruval funktsioonil leiduvad selles punktis
I6plikud osatuletised, kusjuures

8f of




Lause

Punktis A diferentseeruv funktsioon on pidev punktis A.

Lause

Punktis A diferentseeruval funktsioonil leiduvad selles punktis
I6plikud osatuletised, kusjuures

8f of

Lause

Kui funktsioonil f leiduvad punkti A mingis iimbruses k&ik
osatuletised, mis on pidevad punktis A, siis f on diferentseeruv
punktis A.



NB! Osatuletiste pidevus ei ole tarvilik tingimus funktsiooni
diferentseeruvuseks.

(x — y)?sin ﬁ, kui x # y,

Naide. Olgu f (x,y) := 0, kui x = y.

of
Siis osatuletised — ja — ei ole pidevad punktis 0, aga f on
Ox ~ 0Oy

diferentseeruv punktis 0.



NB! Osatuletiste pidevus ei ole tarvilik tingimus funktsiooni
diferentseeruvuseks.
(x — y)2 sin %, kui x # y,

Niide. Olgu f (x,y) :== 0. kui x = y.

f'
Siis osatuletised of ja — ei ole pidevad punktis 0, aga f on
Ox ~ 0Oy

diferentseeruv punktis 0.




Graafiku puutujatasand.

Olgu f diferentseeruv punktis A = (a, b). Tahistame x := a+ hy ja
y :=b+ hy, c:=1f(a,b)jaz:="f(x,y).Siis diferentseeruvuse
tingimus on

z=c+M(x—a)+N(y—b)+a.

V&rrand
z=c+M(x—a)+N(y—b)

kirjeldab tasandit, millel paikneb punkt (a, b, ¢). Seda tasandit nim.
funktsiooni f graafiku puutujatasandiks punktis A’ = (a, b, c).



Graafiku puutujatasand.

Olgu f diferentseeruv punktis A = (a, b). Tahistame x := a+ hy ja
y :=b+ hy, c:=1f(a,b)jaz:="f(x,y).Siis diferentseeruvuse
tingimus on

z=c+M(x—a)+N(y—b)+a.

V&rrand
z=c+M(x—a)+N(y—b)

kirjeldab tasandit, millel paikneb punkt (a, b, ¢). Seda tasandit nim.
funktsiooni f graafiku puutujatasandiks punktis A’ = (a, b, c).

Def. Kahe muutuja funktsiooni z = f (x, y) graafiku
puutujatasandiks punktis A" := (a, b, ¢) nim. sellist tasandit, mille
punktile X vastava z-koordinaadi ja funktsiooni vaartuse vahe on
protsessis X — A = (a, b) kdrgemat jarku Idpmata viike kui

X — Al



Taisdiferentsiaal.

Kui funktsioon f on punktis A diferentseeruv ja
h:=(hy,..., hyn) € R™, siis avaldist

of of

OXm

daf(h1,..., hm)

nim. funktsiooni f taisdiferentsiaaliks punktis A, mis vastab
argumendi muudule h.

Tahistatakse ka

dF(A) = df = 2L Ay + -+ 2T (A) dn
1 OXm



Taisdiferentsiaal.

Kui funktsioon f on punktis A diferentseeruv ja
h:=(hy,..., hyn) € R™, siis avaldist

of of
_87X1(A)h1+'”+%(A)hm

daf(h1,..., hm)

nim. funktsiooni f taisdiferentsiaaliks punktis A, mis vastab
argumendi muudule h.

Tahistatakse ka

of of

df(A) = df = =~ (A)da +--- +
1

(A) dxpm.

OXm
Olgu f: D — R, kus D C R™ on lahtine piirkond.

Def. Kui funktsioonil f on hulgas D pidevad osatuletised 687" cel
X1

0
v siis deldakse, et funktsioon f on piirkonnas D pidevalt
Xm

diferentseeruv.



Liitfunktsiooni diferentseerimine

Olgu w = f (u1,...,us) | muutuja funktsioon maaramispiirkonnaga
Q, kus argumendid uy, ..., u; on omakorda m muutuja funktsioonid:
up=p1(x1,. s Xm),

Uy = 302(X1,...,Xm),
ur= (X1, ...y Xm) -

Eeldame, et funktsioonidel ¢1, ..., ¢, on lihine maaramispiirkond D

ning iga X € D korral (1 (X),...,¢/(X)) € Q. Olgu

F(X):=F(xt,...,xm) = f(p1(X),...,01(X))
=f(p1(x1,- -y Xm) sy 01 (X1, 0y Xm)).



F(X)="f(e1 (X1, osXm)yeees0r(X1y.eoyXm)) -

Lause

Kui funktsioonidel 1, . ..o, leiduvad punktis A I6plikud osatuletised
ning funktsioon f on punktis B := (1 (A),...,, ¢/ (A))
diferentseeruv, siis liitfunktsioonil F on punktis A osatuletised

OF , . Of

0p1 of Oy,
A= B) -~/
8Xj( ) oup

(B) S22 (A) ++ - +

= 5 B 5 (A).



F(X)="f(e1 (X1, osXm)yeees0r(X1y.eoyXm)) -

Lause

Kui funktsioonidel 1, . ..o, leiduvad punktis A I6plikud osatuletised
ning funktsioon f on punktis B := (1 (A),...,, ¢/ (A))
diferentseeruv, siis liitfunktsioonil F on punktis A osatuletised

OF (py_ Of o 01 Of (o 991 p

i )= g (B) 50 () 4+ 50 (B) 571 (A).

Lause

Kui funktsioonid @1, ..., on diferentseeruvad punktis A € D ja
funktsioon f on punktis B := (1 (A),...,, 1 (A)) diferentseeruv,
siis littfunktsioon F on diferentseeruv punktis A.



Tahistame h := (hy,..., hp).

Lause (Keskvaartusteoreem)

Kui f on pidev punktides A ja A + h ning diferentseeruv vahemikus
(A, A + h), siis leidub selline punkt C € (A, A + h), et

= (bt e+ (C) b = (dF) ().

OXm

f(A+h)—f(A)



Tahistame h := (hy,..., hp).

Lause (Keskvaartusteoreem)

Kui f on pidev punktides A ja A + h ning diferentseeruv vahemikus
(A, A + h), siis leidub selline punkt C € (A, A + h), et

= (bt e+ (C) b = (dF) ().

OXm

f(A+h)—f(A)

Markus. Tegelikult Idheb siin vaja ainult tuletist suunas h.



Tuletis antud suunas

Olgu f : D — R ning olgu A hulga D sisepunkt. Olgu antud vektor

s € R™, s # 0. Punktid X = A + ts asuvad punkti A ldbival sirgel

vektoriga s maaratud suunas.

f(A+ts)—f(A)
ts||

Def. Kui leidub piirvaartus IimO , siis seda nim.
t—

funktsiooni f tuletiseks punktis A suunas s, tdhistatakse s (A).



Olgu f : D — R ning olgu A hulga D sisepunkt.
Def. Funktsiooni f gradiendiks punktis A nim. vektorit

(88):‘1 (A),..., 88Xf (A)> tihistatakse grad f (A) = Vf(A).

Kui f on diferentseeruv punktis A, siis

of < s >
— (A)=(gradf (A),— ) = ||grad f (A)]| cos ¢,
a0y (A). 1o ) = llgrad £ (R)]

kus ¢ on nurk vektorite grad f (A) ja s vahel.



