Korgemat jarku osatuletised

Olgu D c R™. Olgu f: D — R ning olgu A hulga D sisepunkt. Olgu

punkti A mingis iimbruses maaratud osatuletised —, j=1,..., m.
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Def. Kui osatuletisel I leidub osatuletis muutuja x, jargi punktis
”

A € D, siis seda nim. funktsiooni f teist jarku osatuletiseks
muutujate X; ja xj jargi, tahistatakse
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Kui j # k, siis neid tuletisi nim. ka segatuletisteks.



Teoreem (Schwarz)

Olgu A funktsiooni f maaramispiirkonna D sisepunkt. Olgu
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maératud punkti A mingis iimbruses. Kui segaosatuletised
0?f
anan
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on pidevad punktis A, siis nad on vérdsed.
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Lause

Olgu A funktsiooni f maaramispiirkonna D sisepunkt. Olgu
of of
J,ke{l,...,m}, j # k ning olgu — ja —— mdaratud punkti A
ox; (9Xk
f
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on diferentseeruvad punktis A
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(vaadelduna x; ja x funktsmon/dena ), siis on vastavad

segaosatuletised vordsed, s.t cail ( i (A)
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Olgu D c R™. Olgu f: D — R ning olgu A hulga D sisepunkt. Olgu
neN.

Def. Funktsiooni f nim. n+ 1 korda diferentseeruvaks punktis A, kui
punkti A mingis iimbruses leiduvad funktsiooni f kdik n jarku
osatuletised, mis on kdik diferentseeruvad punktis A.

Samavaarne on: funktsiooni f nim. n+ 1 korda diferentseeruvaks
punktis A kui punkti A mingis timbruses leiduvad funktsiooni f kdik
kuni n jarku osatuletised, mis on kdik diferentseeruvad punktis A.
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Def. Funktsiooni f nim. n+ 1 korda diferentseeruvaks punktis A, kui
punkti A mingis iimbruses leiduvad funktsiooni f kdik n jarku
osatuletised, mis on kdik diferentseeruvad punktis A.

Samavaarne on: funktsiooni f nim. n+ 1 korda diferentseeruvaks
punktis A kui punkti A mingis timbruses leiduvad funktsiooni f kdik
kuni n jarku osatuletised, mis on kdik diferentseeruvad punktis A.

Lause

Olgu funktsioon f n korda diferentseeruv punktis A. Siis tema n jarku
segaosatuletised punktis A ei séltu diferentseerimise jarjekorrast.




Kdrgemat jarku tdisdiferentsiaalid

Olgu f kaks korda diferentseeruv punktis A.

Def. Funktsiooni f teist jarku tdisdiferentsiaaliks punktis A nim.
funktsiooni daf(h1,..., hy,) diferentsiaali, kus argumentide muute
h1, ..., hy vaadeldakse fikseerituna, tihistatakse dﬁf(hl, ey hm)
vai daf(h) vai d*f(A).

Kahe muutuja juhul
d?f(x,y) = fix(x, y)dx2 + 2fy (x, y)dx dy + 2f,, dy?.

Uldjuhul d?f(A) = ZZ A)dx; dx;.

Jj=1i=1
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Olgu f kaks korda diferentseeruv punktis A.

Def. Funktsiooni f teist jarku tdisdiferentsiaaliks punktis A nim.
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Olgu f n korda diferentseeruv punktis A.

Def. Funktsiooni f n jarku taisdiferentsiaaliks punktis A nim.
funktsiooni dy ' (h1,. .., hn) diferentsiaali, kus argumentide muute
hi, ..., hp vaadeldakse fikseerituna, tahistatakse dif(hy,. .., hm)
vai daf(h) vai d"f(A).



Liitfunktsiooni taisdiferentsiaalid

Olgu w = f (u1,...,u;) | muutuja funktsioon,
olgu uj=¢;(X),i=1,...,1, Xe DCR"™.

Olgu funktsioonid ¢; diferentseeruvad punktis A ja olgu f

diferentseeruv punktis B := (1 (A), ..., ¢ (A)) Siis
m
=3 £ (B) iy (A)dx; = qu, (B) du; (A
j=1 i=1

ehk esimest jarku tiisdiferentsiaali kuju on invariantne
muutujavahetuse suhtes.
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/ i /
d’F(A) =" Z urup (B) dui (A) dup (A) + > £, (B) d?u; (A)
i=1 p=1 i=1

ehk teist jarku (ja ka kdrgemat jarku) taisdiferentsiaali kuju ei ole
tildiselt invariantne muutujavahetuse suhtes.

Erandjuhul kui d?u; (A) =0, i =1,...,/, s.t. kui funktsioonid ¢; on
lineaarsed, siis on ka teist (ja kdrgemat) jarku taisdiferentsiaali kuju
invariantne (lineaarse) muutujavahetuse suhtes.



Taylori valem

Uhe muutuja juht. Olgu F punktis a n korda diferentseeruv. Siis

1

F(a+ h)=F(a)+ F'(a)h+--- + ,

FM(a)h" + ap,
kus o, = o(h) protsessis h — 0.
Kui F on n+ 1 korda diferentseeruv punkti a mingis iimbruses, siis

(ni 0 F(r+1)(a + 0h)h"t1 mingi 6 € (0, 1) korral.

Qp —



Taylori valem
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kus o, = o(h) protsessis h — 0.
Kui F on n+ 1 korda diferentseeruv punkti a mingis iimbruses, siis

(n—i 0 F(r+1)(a + 0h)h"t1 mingi 6 € (0, 1) korral.

Olgu f : D — R ning olgu A hulga D sisepunkt.

Teoreem

Olgu f punktis A n korda diferentseeruv. Siis

Qp —

f(A+h)=f(A)+daf(h)+---+ %d}(f(h) + an(h),

kus ap(h) = o(||h||") protsessis h — 0.



Olgu f : D — R ning olgu A hulga D sisepunkt.

Teoreem

Olgu f punkti A mingis iimbruses n + 1 korda diferentseeruv. Siis

L gntl ()

A+ ) = F(R) + daf(h) + -+ - dRF(h) + (n+ 1)k

mingi 0 € (0, 1) korral.

Juhul n = 0 saame siit Lagrange'i valemi (keskvaartusteoreemi).



Konstantsuse kriteerium

Sidusat hulka D ei saa esitada kahe mittetiihja I6ikumatu lahtise
hulga (ruumi D topoloogias) iihendina.
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hulka D kuuluva murdjoonega.



Konstantsuse kriteerium

Lemma

Sidusat hulka D ei saa esitada kahe mittetiihja I6ikumatu lahtise
hulga (ruumi D topoloogias) iihendina.

Lemma

Mittetiihja lahtise sidusa hulga D iga kahte punkti saab (ihendada
hulka D kuuluva murdjoonega.

Lause (Konstantsuse kriteerium)

Olgu f diferentseeruv lahtises sidusas hulgas D. Funktsioon f on

konstantne parajasti siis, kui tema kéik esimest jarku osatuletised on
nullid hulgas D.



