Konstantsuse kriteerium

Lemma

Sidusat hulka D ei saa esitada kahe mittetiihja I6ikumatu lahtise
hulga (ruumi D topoloogias) iihendina.

Lemma

Mittetiihja lahtise sidusa hulga D iga kahte punkti saab (ihendada
hulka D kuuluva murdjoonega.

Lause (Konstantsuse kriteerium)

Olgu f diferentseeruv lahtises sidusas hulgas D. Funktsioon f on

konstantne parajasti siis, kui tema kéik esimest jarku osatuletised on
nullid hulgas D.



Uhe muutuja ilmutamata funktsioon

Uldine xy-tasandil asuva joone vérrand: F(x,y) = 0.

Naide. ax + by +c =0
Niide. (x —a)? +(y — b)2 —r> =0
Niide. x2 — y? = 1.

Kas ja millal saab vdrrandiga maaratud joont esitada kujul y = f(x)?



Uhe muutuja ilmutamata funktsioon

Uldine xy-tasandil asuva joone vérrand: F(x,y) = 0.
Naide. ax + by +c =0

Niide. (x —a)? +(y — b)2 —r> =0

Niide. x2 — y? = 1.

Kas ja millal saab vdrrandiga maaratud joont esitada kujul y = f(x)?

Olgu DCR2. Olgu F: D - R, X = {x|3y: (x,y) € D}.

Def. Kui iga x € X korral leidub tapselt tiks y € R nii, et (x,y) € D
ja F(x,y) =0, siis eldakse, et vérrand F(x, y) = 0 maéarab
piirkonnas D ilmutamata kujul funktsiooni y = f(x), f : X — R.
Niide. x>+ y? =1, D; = [-1,1] x [-1,1],

D, =[-1,1] x [0,1].



Teoreem (llmutamata funktsioonide pdhiteoreem)

OF
Olgu kahe muutuja funktsioon F ja tema osatuletis — pidevad

dy
punkti A = (a, b) mingis iimbruses Up(A). Olgu F(A) = 0 ning
ZF(A) # 0. Siis leiduvad 6,0 > 0 nii, et vérrand F(x,y) =0
Yy
mdarab ristkiilikus K5 (A) C Ug(A) ilmutamata funktsiooni
y = f(x), mis on pidev vahemikus (x — §,x + ).
Kui lisaks on funktsioonil F punkti (A) imbruses Up(A) ka pidev

F

osatuletis g siis on funktsioon f vahemikus (a — §,a + 0) pidevalt
X

diferentseeruv ning

5 (. f(x))

F(x) = —2

P (x, f(x)

Markus. Teoreemis vGib vahetada x ja y rolli.



Joone puutuja ja isedrased punktid

Def. Vérrandiga y = f(x) maaratud joont nim. siledaks, kui
funktsioon f on pidevalt diferentseeruv.

Joone y = f(x) puutuja punktis (a, b) on
y — b= f'(a)(x — a).

Uldisemalt, joont nim. siledaks, kui tal on igas punktis olemas
pidevalt muutuv puutuja.

Olgu vérrandi F(x,y) = 0 ja punkti A = (a, b) jaoks taidetud
eelmise teoreemi eeldused (leiduvad Fi(A) ja F,(A), mis pole
korraga nullid). Siis selles punktis joonele tdmmatud puutuja vdrrand
on

Fu(A)(x — ) + F,(A)(y — b) = 0.



Olgu joon maaratud parameetriliselt

X = (pl(t)v
()20, e

Siis joone puutuja sihiline vektor punktis (a, b) = (¢1(t0), v2(to)) on
(¢ (o), ¥5(to)), kui mdlemad tuletised pole korraga nullid.

Puutuja vérrand on

x—a y—b

Slw) ey M eallo)lx—a) = alto)(y - b).

Def. Parameetriliselt maaratud joone punkte, kus tuletised ¢ (t) ja
©5(t) leiduvad ning pole korraga nullid, nim. selle joone harilikeks
punktideks. Neid punkte, kus ¢} (t) = ¢5(t) = 0, v8i mdnda tuletist
ei leidu, nim. joone isedrasteks punktideks.

Joonel on igas harilikus punktis olemas puutuja.



Naiteid isedrastest punktidest, kus ¢}(t) = ¢5(t) = 0.

1. Sisuliselt harilik punkt:

3

X = cost

{ 3 teR.
y =sint>,

2. Nurk:
{ X:tLt" teR.
y =15

3. Tagasipdordepunkt:
_ 2

x = cos t2 D reR

y =sint<,

x = t?
{ 3 teR.
y=1,

)



Def. Vérrandiga F(x,y) = 0 maaratud joone punkte, kus tuletised
Fx(x,y) ja Fy(x,y) leiduvad ning pole korraga nullid, nim. selle
joone harilikeks punktideks. Neid punkte, kus

Fx(x,y) = F,(x,y) =0, vdi mdnda tuletist ei leidu, nim. joone
isedrasteks punktideks.

Joonel on igas harilikus punktis olemas puutuja.

Nditeid isedrastest punktidest, kus Fy(x,y) = F,(x,y) = 0.

1. Sisuliselt harilik punkt: y3 — x3 = 0.
2. Tagasipoordepunkt: y3 — x> =0

3. S8lmpunkt: y? — x?> = 0.

4. Isoleeritud punkt: x% + y? = 0.



Mitme muutuja ilmutamata funktsioonid

Olgu D C R3. Olgu F: D — R.

Olgu Ks, 6,,6,(A) C D, kus A = (a, b, c). Olgu A’ = (a, b).

Def. Kui iga (x,y) € Ks, s,(A’) korral leidub tapselt iiks

z € (¢ — 03, ¢+ 03) nii, et F(x,y,z) =0, siis deldakse, et vdrrand

F(x,y,z) = 0 maarab risttahukas Kj, 5, 5,(A) ilmutamata kujul
funktsiooni z = f(x,y), f : Ks, 5,(A’) = R.



Teoreem (llmutamata funktsioonide pdhiteoreem)

Olgu kolme muutuja funktsioon F ja tema osatuletis 8—5 pidevad
punkti A = (a, b, ¢) mingis iimbruses Up(A). Olgu F(A) = 0 ning
g':(A) # 0. Siis leiduvad 61, 2,03 > 0 nii, et vérrand F(x,y,z) =0
mddrab risttahukas K, 5, 5,(A) C Up(A) ilmutamata funktsiooni

z = f(x,y), mis on pidev ristkiilikus Ks, s5,(A").
Kui lisaks on funktsioonil F punkti (A) imbruses Up(A) ka pidev

OF
osatuletis e siis on funktsioonil f ristkiilikus Ks, 5,(A’) pidev
osatuletis

of _ oy f(xy)
Ox 9 (x,y, f(x,))

Ka siin v8ib muutujaid omavahel vahetada.



Pinna puutujatasand ja isedrased punktid

Def. Pinda nim. siledaks, kui tal on igas punktis olemas pidevalt
muutuv puutujatasand.

Olgu vérrandi F(x,y,z) =0 ja punkti A = (a, b, ¢) jaoks tiidetud
eelmise teoreemi eeldused (leiduvad Fy(A), F,(A) ja F;(A), mis pole
korraga nullid). Siis selles punktis pinna puutujatasandi vérrand on

Fx(A)(x — a) + Fy(A)(y — b) + Fz(A)(z — c) = 0.

Def. Vérrandiga F(x,y,z) = 0 maaratud pinna punkte, kus tuletised
Fx(x,y,2), Fy(x,y,z) ja Fz(x,y,z) leiduvad ning pole korraga
nullid, nim. selle pinna harilikeks punktideks. Neid punkte, kus
Fx(x,y,z) = Fy(x,y,z) = Fz(x,y,z) = 0, vGi mdnda tuletist ei
leidu, nim. pinna isedrasteks punktideks.

Pinnal on igas harilikus punktis olemas puutujatasand.



Varrandislisteemiga maaratud ilmutamata funktsioonid

Ruumilise kdvera saab iildjuhul esitada kahe pinna |3ikejoonena:

F(x,y,z) =0,
G(x,y,z)=0.

Rahuldagu punkt A = (a, b, ¢) seda siisteemi. Olgu B = (b, ¢).
Def. Kui iga x € (a — d1,a+ d1) korral leidub tipselt iiks siisteemi
lahend (y, z) € Kj, 5,(B), siis Geldakse, et vérrandisiisteem maarab
risttahukas Ks, s, 6;(A) ilmutamata kujul funktsioonid y = f(x) ja
z=g(x), x€(a—01,a+01).



Varrandislisteemiga maaratud ilmutamata funktsioonid

Ruumilise kdvera saab iildjuhul esitada kahe pinna |3ikejoonena:

F(x,y,z) =0,
G(x,y,z)=0.

Rahuldagu punkt A = (a, b, ¢) seda siisteemi. Olgu B = (b, ¢).
Def. Kui iga x € (a — d1,a+ d1) korral leidub tipselt iiks siisteemi
lahend (y, z) € Kj, 5,(B), siis Geldakse, et vérrandisiisteem maarab
risttahukas Ks, s, 6;(A) ilmutamata kujul funktsioonid y = f(x) ja
z=g(x), x€(a—01,a+01).

Tahistame

Fy(A) F:(A)

TA=16,m) )



Teoreem (llmutamata funktsioonide pdhiteoreem)

F
Olgu kolme muutuja funktsioonid F, G ja nende osatuletised g

Y
g—l; gi (Z—f pidevad punkti A = (a, b, c) mingis iimbruses Uy(A).

Olgu F(A) =0, G(A) = 0 ning J(A) # 0. Siis leiduvad 61, 02, 63 nii,
et vorrandisiisteem maarab risttahukas Ks, 5, 5,(A) C Up(A) pidevad
ilmutamata funktsioonid y = f(x) ja z = g(x).

Kui lisaks on funktsioonidel F ja G punkti (A) imbruses Ug(A) ka

OF
pidevad osatuletised — ja ——, siis on funktsioonid f ja g

X X
diferentseeruvad vahemikus (a — 01, a + 01) ning

1) — FEOVBE00 — F0058(x)
JX) |

(
kus X = (x, £(x), £(x)) € K, 255(A).



