Teoreem (llmutamata funktsioonide pdhiteoreem)

F
Olgu kolme muutuja funktsioonid F, G ja nende osatuletised g

Y
g—l; gi (Z—f pidevad punkti A = (a, b, c) mingis iimbruses Uy(A).

Olgu F(A) =0, G(A) = 0 ning J(A) # 0. Siis leiduvad 61, 02, 63 nii,
et vorrandisiisteem maarab risttahukas Ks, 5, 5,(A) C Up(A) pidevad
ilmutamata funktsioonid y = f(x) ja z = g(x).

Kui lisaks on funktsioonidel F ja G punkti (A) imbruses Ug(A) ka

OF
pidevad osatuletised — ja ——, siis on funktsioonid f ja g

X X
diferentseeruvad vahemikus (a — 01, a + 01) ning

1) — FEOVBE00 — F0058(x)
JX) |

(
kus X = (x, £(x), £(x)) € K, 255(A).



Joone kaare pikkus

Olgu I C R intervall. Olgu v1,...,0m: 1 = R.

Def. Kujutust y: I = R™, t+— (p1(t),...,om(t)) nim. reaalse
argumendiga (ehk parameetriga) vektorfunktsiooniks, punktide hulka

() ={(p1(t),...,om(t)) | t € I} nim. (vektorfunktsiooniga -y
maaratud) jooneks ruumis R™.

Joont nimetatakse

>

>

pidevaks, kui 1, ...,9m on pidevad intervallis /;

siledaks, kui ¢1,...,@m on intervallis / pidevalt dif.-vad ja
tuletised ei ole korraga nullid ihegi punktis t € I korral;

kaareks, kui / on 15ik;

tiikiti siledaks, kui joon koosneb |8plikust arvust siledatest
kaartest;

lihtsaks, kui v on iiksiihene (puuduvad kordsed punktid: kui
v(t1) = y(t2), siis t1 # tp, v.a. algus- ja |pp-punkt);
kinniseks, kui / on 13ik [c, 5] ning v(«) = v(B).



Olgu L pidev lihtne kaar tasandil,
Lox=gi(t), y=ega(t) (te[mp]). (1)
Olgu T [to, ..., tn] I8igu [a, B] alajactus,
a=tg<t <...<thpi<t,=28.

Olgu )\(T) = maxigign (t,' — t,',l).
Tahistame X; := (1 (ti),p2(t)), i=0,...,n. Olgu p(T)
kédlmurdjoone XoXi ... X, 1X, pikkus.

Def. Kui leidub lim p(T), siis seda piirvaartust nimetatakse
A(T)—0

kaare L pikkuseks. Kui kaarel on olemas I8plik pikkus, siis
nimetatakse teda sirgestuvaks. Kaare L pikkust tdhistame siimboliga
|L| vdi |AB|, kus A ja B on kaare algus- ja 16pp-punkt.

Lause

Lihtne kaar on sirgestuv parajasti siis, kui tema ké6lmurdjoonte
pikkused on tékestatud.




Kaare pikkuse omadusi

1. Kaare pikkuse funktsiooni pidevus. Olgu 7: [a, b] — R?
sirgestuv joon. Tahistame s(t) = [{vy(v): u € [a, t]}|. Siis s on
pidev I3igus [a, b].

2. Kaare pikkuse monotoonsus. Sirgestuva kaare AB iga
osakaar A’B’ on sirgestuv, seejuures osakaare pikkus ei iileta
kogu kaare pikkust.

3. Kaare pikkuse aditiivsus. Kui kaar AB on sirgestuv, siis tema
pikkus on vdrdne kaarte AC ja CB pikkuste summaga, kus C on
suvaline punkt kaarel AB.



Lause

Olgu lihtne kaar AB antud vérranditega (1), kus funktsioonid 1 ja
@2 on Isigus [, ] pidevalt diferentseeruvad. Siis joon AB on
sirgestuv ning iga t € [, ] korral eksisteerib s (t) := |AX|, kus

X = (1 (t),92(t)). Funktsioon s : [a, f] — R on diferentseeruv ja

S () = 1/, (87 + 0 ().

Jareldus

Iga tiikiti siledal joonel on 16plik pikkus. Lause eeldustel saab joone
AB pikkuse arvutada valemist

B
|AB| = / V(07 + & (1)



Esimest liiki joonintegraal

Olgu lihtne sirgestuv kaar L antud varranditega (1). Olgu sellel
joonel madratud kahe muutuja funktsioon w = f (x, y). Olgu

T [to, - - ., tn] 18igu [«, 5] alajaotus. Tahistame
Xi:=(p1(t;),p2(t;)), i =0,...,n. Valime suvaliselt 7; € [ti_1, t],
olgu Q; := (1 (77), ¢2 (77)). Moodustame summa

o(T):=> f(Q)s,
i=1

kus s; on kaare Xj_1.X; pikkus. Olgu A (T) = max (t; — tj_1).

1<i<n
Def. Kui leidub lim o (T), siis seda piirvdartust nim. funktsiooni
AT)—0

f esimest liiki joonintegraaliks iile kaare L.

Tahistatakse /f(x,y)ds voi /fds.
L L



Lause

Olgu vérranditega (1) antud sile joon L, millel on maaratud pidev
funktsioon w = f (x,y). Siis eksisteerib esimest liiki joonintegraal

/ f ds, seejuures kehtib vérdus
L

B
J s = [ o (6) o () Vi (6 + 5 ok



Esimest liiki joonintegraali omadusi

1. Aditiivsus: kui AB = AC|J CB, siis

fds= fds+ f ds.
AB AC CB
2. Lineaarsus: / (af + pg)ds = a/ fds+p gds.
AB AB AB
3. Séltumatus joone suunast: fds= fds.
AB BA

4. Monotoonsus: kui f(x,y) < g(x,y) joonel AB, siis

fds < / g ds.
AB AB

5. Keskvaidrtusteoreem: kui f on pidev joonel AB, siis leidub
C € AB nii, et / fds=f(C)|AB|.
AB



Fisikaline tdhendus. Olgu joonel L maaratud joontihedus p(x, y).

Siis joone mass on m = /p(x,y)ds. Joone masskeskme

L
koordinaadid on x¢c = l /Xp(x,y)ds, yYc = l /YP(X,}’)dS-
m J; mJ

Geomeetriline tdhendus. Olgu X vertikaalne silinderpind, mille
alumine serv paineb xy-tasandil joonel L ning iilemine serv on
funktsiooni z = f(x, y), (x,y) € L graafik. Siis selle silinderpinna

pindala on Sy = [ f(x,y)ds.
L



Teist liiki joonintegraal

Olgu lihtne kaar L antud vdrranditega (1). Olgu sellel joonel

maaratud kahe muutuja funktsioon w = f (x,y). Olgu T [to, ..., ts]
IGigu [av, ] alajaotus. Tahistame X; := (1 (ti), 2 (i),
i=0,...,n Valime suvaliselt 7; € [t;_1, tj], olgu

Qi := (¢1(77), 92 (7i)). Moodustame summa

Zf ) Axi, o2 ( Zf i) Ay;,

kus Ax; = @1(t;) — p1(ti—1) ja Ayi = @a(ti) — p2(ti—1). Olgu
)\(T) max (t,' — t,'_l).

\\

Def. Kui leiduvad lim o1 (T)ja lim o2 (T), siis neid piir-
A(T)—0 A(T)—0
vaartusi nim. funktsiooni f teist liiki joonintegraalideks iile kaare L.

Tahistatakse /f(x,y)dx ja /f(x,y)dy vai /fdx ja /fdy.
L L L L



Tihti esineb summa /fdx + /gdy, seda t3histatakse liihidalt
L L

L

Lause

Olgu vérranditega (1) antud sile joon L, millel on maaratud pidev
funktsioon w = f (x, y). Siis eksisteerivad teist liiki joonintegraalid
J, fdx ja [, fdy, seejuures kehtivad vérdused

8
/fdxz/ f(p1(t),92(1) 1 (2) dt,
L (0%

B
/fdy:/ f(p1(t),2(t) 2 (t) dt.
L (0%



Teist liiki joonintegraali omadusi
1. Aditiivsus: kui AB = ACJ CB, siis

fdx = f dx + f dx.
AB AC CB

2. Lineaarsus: / (af + Bg)dx = a/ fdx + B/ g dx.
AB AB AB
3. Séltuvus joone suunast: fdx = —/ f dx.
AB BA

Monotoonsus ega keskvaartusteoreem ei kehti!

Kinnise joone korral teist liiki joonintegraal sdltub joone suuna
valikust. Joone positiivseks suunaks loetakse suund, milles litkumisel

joonega piiratud piirkond jaab vasakule.



Vektorvilja joonintegraal

Olgu D C R™. Funktsiooni F : D — R™ nim. vektorviljaks,
F = (F,F,...,Fn). Kui vektorvilja komponendid on pidevad, siis
vektorvalja nim. pidevaks.

Joonel L mdaratud vektorvilja (teist liiki) joonintegraaliks nim.
joonintegraali

/FldX1+F2dX2+"'+Fdema

L

tihistatakse ka /F‘-d?, /<F‘, ds), kus d5 = (dxq, ..., dxm).
L L

Fidisikaline rakendus. Olgu F mingile kehale mdjuv jud (v&ib
soltuda keha asukohast). Selle j6u t66 keha liigutamisel médda joont

Lon//?-d§.
L



