Katkevate funktsioonide integreerimine

Teoreem (Lebesgue'i integreeruvuskriteerium)

Mé&6tuvas alamhulgas D C R? tékestatud funktsioon f: D — R on

integreeruv parajasti siis, kui tema katkevuspunktide hulga pindala
vérdub nulliga.



Katkevate funktsioonide integreerimine

Teoreem (Lebesgue'i integreeruvuskriteerium)

Mé&6tuvas alamhulgas D C R? tékestatud funktsioon f: D — R on
integreeruv parajasti siis, kui tema katkevuspunktide hulga pindala
vérdub nulliga.

T&estame ainult piisavuse.

Lemma 9.1. Olgu D C R? tokestatud hulk ja olgu K selline
ristkilik, et D C K. Siis (D) = 0 parajasti siis, kui

Ve>03dT =T[Ry] €¥:5"(T) <e.

Integreeruvuse kriteerium. Tdk.-d f-n f: K — R on ristkiilikus K
int.-v parajasti siis, kui Ve > 03T € T:S(T) —s(T) <e.



Katkevate funktsioonide integreerimine
Teoreem (Lebesgue'i integreeruvuskriteerium)

Mé&6tuvas alamhulgas D C R? tékestatud funktsioon f: D — R on
integreeruv parajasti siis, kui tema katkevuspunktide hulga pindala
vérdub nulliga.

Lause

Méétuvas hulgas tékestatud funktsiooni integreeruvus ja integraali
vaartus selles hulgas ei séltu funktsiooni vaartustest hulga rajajoonel.

Lause

Kui funktsioon f: D — R on mé6tuvas alamhulgas D C R?
integreeruv ja Dy on hulga D mé&dtuv alamhulk, siis funktsioon f on
ka hulgas D, integreeruv.




MA3: kui ihe muutuja funktsioon g : [a, b] — R on integreeruv, siis
seosega

G(x) = /:g(t) dt (x € [, B])

maaratud funktsioon G : [a, b] — R on pidev; kui lisaks g on pidev
punktis x, siis G’ (x) = g (x).



MA3: kui ihe muutuja funktsioon g : [a, b] — R on integreeruv, siis
seosega
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a
maaratud funktsioon G : [a, b] — R on pidev; kui lisaks g on pidev
punktis x, siis G’ (x) = g (x).
Olgu f: D — R integreeruv md&tuvas hulgas D C R?. Iga mddtuva
osahulga E C D puhul leidub integraal H (E) := // f(x,y)dxdy.

E
Tahistame £ = {E C D: E on m&dtuv ja sidus, u(E) > 0}.
Siis H: £ — R.



MA3: kui ihe muutuja funktsioon g : [a, b] — R on integreeruv, siis
seosega
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maaratud funktsioon G : [a, b] — R on pidev; kui lisaks g on pidev
punktis x, siis G’ (x) = g (x).
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osahulga E C D puhul leidub integraal H (E) := // f(x,y)dxdy.

E
Tahistame £ = {E C D: E on m&dtuv ja sidus, u(E) > 0}.
Siis H: £ — R.

Def. Olgu X € D. Arvu A, mis rahuldab tingimust

H(E
Ve>036>0: EG(‘:,ECU5(X):>‘M((E))—A‘<E,

nim. funktsiooni H tuletiseks piirkonna jargi kohal X , tahistatakse

—H (X) ja |im ) Siin E — X tdhendab sup 1Q — X|| — 0;
tdmbub kokku punktiks X

/\
\/

rn/\

oeldakse et hqu



dH . . H(E)
an )= e

Fiiisikaline sisu. Kui H (E) on kujundi E C D mass, siis tuletis

Z—H (X) on keha D tihedus punktis X € D.
i

Lause

Kui funktsioon fon pidev punkti X mingis iimbruses, siis
9 (X) = £ (X).




Greeni valem

Lause (Greeni valem)

Olgu G C R? lahtine hulk ja olgu D C G tékestatud kinnine tiikiti
sileda rajajoonega hulk. Kui F: G — R ning G: G — R on sellised
pidevad funktsioonid, millel on hulgas G pidevad osatuletised ‘9F y Ja

0G
// (%—a—l__)dxdy:/ F dx + G dy.
y oD

Sy, siis
Siin joonintegraal on vGetud raja positiivses suunas.

T&estame ainult juhul, kui hulka D saab jaotada nii x- kui y-telje
suunas I&plikuks arvuks kdvertrapetsiteks.



Piirkonna pindala arvutamine joonintegraali abil

Greeni valem: // <8G 8F> dx dy = / F dx + G dy.
dy oD

oF

oG
Idee: valime F ja G nii, et — — — =1, siis valemi vasakul pool

ox Oy

on piirkonna pindala. Naiteks

1.

2.

kui valida F =0 ja G(x,y) = x, siis saame Sp = / x dy;
oD

kui valida F(x,y) = —y ja G(x,y) =0, siis saame

Sp = —/ y dx;
oD

. kui valida F = —g ja G(x,y) = % siis saame

5921/ xdy — y dx.
2 Jap



Divergentsi teoreem

Olgu D C R? mé&stuv hulk ning olgu F : D — R? vektorvili.
Vektorvilja F voog ldbi joone L on W, = F - fids, kus 7i on joone

L
L iihiknormaal. Normaali 7 suund valitakse nii, et liikudes joonel L
positiivses suunas, jadb normaal paremale. Kui joon L on mingi
piirkonna raja, siis on normaal suunatud véljapoole.

Olgu E C D madtuv ning olgu L hulga E raja. Kui W > 0, siis
hulgas E peab olema allikaid, kus néiteks vedelik tasandile siseneb;
kui Wy < 0, siis hulgas E peab olema neelukohti, kus naiteks vedelik
tasandilt neeldub.

W,
Def. Voo suhet pindalasse (EL) nim. kujundi E allikate keskmiseks
1
W,
erivdimsuseks. Piirvaartust lim 7L, kus X € D°, nim. vektorvilja
E—X p(E)

divergentsiks punktis X, t3histatakse div F(X).



Lause

OF- OF;
Kui 8—1 Jja 8—2 on pidevad punkti X mingis iimbruses, siis
X y

OF1  OF,
_on on

Lause (Divergentsi teoreem)

Olgu D C R? lahtine m&étuv hulk ning olgu F : D — R? vektorvili.

= F.
Kui oh Ja %yz on pidevad hulgas D, siis

Ox
//divﬁdxdy:/ F.fds
E OE

iga kinnise tiikiti sileda rajajoonega E C D korral.



Muutujate vahetus kahekordses integraalis

Olgu uv-tasandi mingis lahtises piirkonnas G’ defineeritud
funktsioonid

x=E&(u,v), y=n(uv), U=(uv)ed.

Tahistame X =T (U).Olgu G =T (¢")={T(U): Ueg'}.
Def. Kujutust T: G’ — G nim. regulaarseks teisenduseks, kui
1) T on bijektiivne, s.t. VX € G 31U G G T(U)=X,

2) leiduvad osatuletised gﬁ, gﬁ, gz ja Bv, mis on pidevad hulgas &',
8§ U)
3) J(U) = 5 = gu (U) B 4£0VU e,
D(u,v) — (U) %L(v)

T bijektiivne = saab avaldada v = u(x,y) ja v=v(x,y),
X=(x,y)eqg.



ng(uav)ay_n(u7v)a U:(U,V)Eg,,
u=u(x,y), v=v(x,y), X=(x,y)€q.

Lause

Regulaarse teisenduse T : G' — G poolt maaratud funktsioonidel
u: G — R jav: G — R leiduvad pidevad osatuletised mélema
muutuja x ja y jargi hulgas G.




Xzf(UaV)ay:U(U,V)7 U:(U,V)Eg,,
u=u(x,y), v=v(x,y), X=(x,y)€q.

Lause

Regulaarse teisenduse T : G' — G poolt maaratud funktsioonidel
u:G—Rjav:G— R leiduvad pidevad osatuletised mélema
muutuja x ja y jargi hulgas G.

Lause

Olgu y1 = y1 (v1, v2) ja yo» = y» (w1, v2), kusjuures vi = vy (t1, )
ning vo = vy (t1, t2) . Olgu kéik funktsioonid pidevalt
diferentseeruvad. Defineerime liitfunktsioonid

Y1 (t1, t2) = y1 (v1 (t1, t2) , va (t1, 12)),

Yo (t1, t2) := yo (va (1, t2) , va (t1, t2)).

Siis liitfunktsiooni jakobiaan vérdub vélimise ja sisemise funktsiooni
Jjakobiaanide korrutisega.




Lause

Olgu T: G' — G regulaarne teisendus, F' C G’ kinnine hulk ning
F := T (F'). Siis F° = T ((F')°) ning OF = T (OF').




Lause

Olgu T: G' — G regulaarne teisendus, F' C G’ kinnine hulk ning
F := T (F'). Siis F° = T ((F')°) ning OF = T (OF').

Jareldus

Regulaarne teisendus teisendab lahtise hulga lahtiseks hulgaks ja
kinnise hulga kinniseks hulgaks.



Lause

Olgu T: G' — G regulaarne teisendus, F' C G’ kinnine hulk ning
F := T (F'). Siis F° = T ((F')°) ning OF = T (OF').

Jareldus

Regulaarne teisendus teisendab lahtise hulga lahtiseks hulgaks ja
kinnise hulga kinniseks hulgaks.

Lause

Olgu T: G' — G regulaarne teisendus ja olgu N lihtne kinnine tiikiti
sile joon hulgas G', mis on antud vérranditega u = u(t), v = v (t),
t € [a, B]. Olgu A C G’ joonega N piiratud piirkond, tihistame
L:=T(A) jaD:= T (A), need on piirkonna G alamhulgad. Siis
Jjoon L, mis on maaratud vérranditega

x=x(t) =& (u(t),v(t)), y =y (t) =n(u(t),v(t), t €la,f],

on lihtne kinnine tiikiti sile joon hulgas G.



