Markusi 8. praktikumi kohta

Teist liiki pindintegraali korral tuleb esmalt méa&rata pinna
Q: rz=z(uv),y=yu,v),z=z2(u,v), (u,v)€A,

positiivne pool (soltub parametriseeringust). Positiivse poole madrab normaal 77 = (A, B, C),
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[Imutatud vorrandiga z = z(z,y) antud pinna korral alati C' = 1 ning positiivne pool on
pinna iilemine pool. Teist liiki pindintegraal on defineeritud kui pindintegraal {ile pinna posi-
tiivse poole, kui integreerida iile negatiivse poole, muutub maérk integraali ees vastupidiseks.

Markus. Selle lihenemise korral on esmalt olemas parametriseering ja see mddrab pinna
positiivse poole. Voib moelda ka teisiti: otsustame dra, kumb pool on posititune pool, ndaiteks,
et valimine pool on alati posititvne pool. Siis tuleb leida selline parametriseering, et normaal
n = (A, B,C) vastaks pinna positiivsele poolele. Kui ei vasta, tuleb mdrk integraali ees dra
vahetada.

Ulesanne 111 a. Integreeritakse iile pinna negatiivse poole, seega muutub mirk integraali
ees. Kasutame parametriseeringut © = u, y = v, z = Vu2 + v2, siis C = 1 ja A: v +0? < 1.
Taandame pindintegraali kahekordsele integraalile ning selle omakorda polaarkoordinaatidele
iile minnes iihekordsetele integraalidele

2w 1
// (x—y)dxdy:—//(u—v)dudvz—/ (cosgo—singo)dgo/ r?dr = 0.
Qnes A 0 0

Ulesanne 111 b. Integreeritakse iile pinna viillimise poole, iilemise poolsfiiri ; jaoks on see
positiivne pool, alumise poolsfdéri s jaoks negatiivne pool (kui molemad pinnad esitada
ilmutatud kujul). Kasutame parametriseeringut = = u, y = v, z = £vVa?> —u? — 0%, A
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// a:dydz+ydzdw+zdxdy:// ( + +\/a2—u2—v2) du dv,
Qpos A

C =1 ning
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rdydz+ydzdr+zdr d :—// ( + - a2—u2—v2) du dv.
//Qgeg e ’ a\Va2—u? —v? Va? —u? -2
Seega
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// :vdydz+ydzdx+zdxdy:2// ¢ dudv = ... =47na’.
- =

Lahendus 2. Parametriseerime niiiid sfaéri vorranditega x = acos psinf, y = asingsin6,
z = acosh, ¢ € [0,27], 6 € [0,7]. Siis A = —a’cosysin®f, B = —a’sinpsin®d, C =
—a*sinf cosf. Ulemise poolsfiiri korral C' < 0, alumise poolsfiiri korral C' > 0, sellele
parametriseeringule vastav pinna positiivne pool on pinna sisemine pool. Kuna integreerida
tuleb iile valimise poole, tuleb vahetada mérk integraali ees

// mdydz+ydzdx+zdxdy:—// rdydz+ydzdr + zdrdy =
Qval Qpos

= — // (—a3 cos? @ sin® 6 — a®sin® psin® @ — a®sin f cos? O)dp df = . .. = 4ma’.
A



Ulesanne 111 c. Vigane iilesanne, integreerida tuleks iile viilimise poole, mitte iile
positiivse poole. Parametriseerime ara koik kuubi tahud, sellega maarame ara ka positiivse
poole.

O r=0,y=u,z=0v,(u,v)€[0,1]*A=1,B=0,C =0 (positiivne on sisemine pool)
Dy rx=uy= =, (u,v) €0,11);A=0,B=—1,C =0 (positiivne on vilimine pool)
Q:rx=uy=0v2=0,(uv)€[0,1}4=0,B=0,C =1 (positiivne on sisemine pool)
Q:r=1Ly=uz=uv,(uc) €[0,11}A=1,B=0,C =0 (positiivne on vilimine pool)
Qs rv=uy=1,2=0v,(u,v) €[0,1]>;A=0,B=—1,C =0 (positiivne on sisemine pool)
Qs :r=uy=v,2=1,(u,v) €[0,1]>A=0,B=0,C =1 (positiivne on vélimine pool)

Kasutame integraali aditiivsust (Q = U%_,Q;) ning fakti, et kui pind on risti vastava tasan-
diga, siis integraali vaartus on 0.

// xdydz+ydzdx+zdxdy:// xdydz:—// 0-1ldudv=0

Q\lzél Q\lzz'all [0’1}2

// xdydz+ydzdx+zdxdy:// ydzd:p:// 0-(=1)dudv =0
Qgél Q\Q/'g’d [071}2

// :vdydz+ydzdx+zdxdy:// zda:dy:—// 0-1ldudv=0
Q‘}’/él Q\ééil [0’1}2

// :vdydz+ydzdm+zdxdy:// xdydz:// 1-1dudv=1
qu inl [071}2

// xdydz+ydzdx+zdxdy:// ydzdx:—// 1-(=1)dudv=1
Qg‘dl Q\széll [071}2

// xdydz+ydzdx+zdxdy:// zdxdy:// 1-1dudv=1
Qi QEes [0,1]2

Seega
// rxdydz +ydzdr + zdr dy = 3.
Qvil

Ulesanne 111 e. Parametriseerime #ra koik piiramiidi tahud, sellega mé&rame éra ka po-
sitiivse poole.

N:rx=0y=u,z=v, u,v=0 <
Q:x=v,y=0,z=u, u,v=20u+v<1;A=0,B=1,C=0 (positiivne on sisemine pool)
Q:rx=uy=v,2=0, u,v=0 <

Q:z=uy=v,z=1—-u—v, uv=20ut+v<1l;A=1B=1,C=1 (positiivne on

1;A=1,B=0,C =0 (positiivne on sisemine pool)

1;A=0,B=0,C =1 (positiivne on sisemine pool)

vélimine pool)

Kasutame integraali aditiivsust (Q = U}_,€;) ning fakti, et kui pind on risti vastava tasan-
diga, siis integraali vaartus on 0.

// xzda:dy+asydydz—l—yzdzdx:// a:ydydz:—//O-u-ldudv:()

Qxlziil Qxlz.‘il A

// :)szdxdy+a:ydydz+yzdzdx:// yzdzdx:—//O-u-ldudv:O
Qxinil szziil A

// xzda:dy+a:ydydz+yzdzdx:// :Ezdxdy:—//u-O-ldudvzo
Qgiil Qgél A



xzda:dy+a:ydydz+yzdzdx:// (ul-—u—v)-14+uww-1+v(l—u—w)-1)dudv =
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// rzdrdy + xydydz +yzdzde = 3
Qvil



