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Peatukk 1

Naiiteid mittekorrektsetest
ulesannetest ja
iseregulariseerimisest

1.1 Sissejuhatus

Kui modelleerime monda ndhtust, saame iilesande matemaatilise mudeli,
mis seob lahteandmeid ja otsitavaid tulemusi. Ulesanne on korrektne, kui
ulesanne on iiheselt lahenduv igasuguste lihteandmete korral etteantud
klassist ning lahend séltub pidevalt lihteandmetest. Ulesanne on mitte-
korrektne, kui viikese lahteandmete muutuse korral lahend muutub palju.
See tdhendab, lahend ei s6ltu pidevalt ldhteandmetest. See on ebameeldiyv,
sest mootmisel saadud algandmed on mootmisveaga. Korrektsete iilesan-
nete lahendamisel ei poorata ldhteandmete ebatédpsusele tavaliselt tahele-
panu. Mittekorrektsete iilesannete lahendamisel aga ongi péhikiisimuseks,
kuidas vidhendada lahteandmete ebatédpsuse moju lahislahendile.

1.1.1 Lineaarne vorrand ruumis R

Vaatleme vorrandit au = f, kus antud on reaalarvud a, f € R ja u € R on
otsitav. Lahendi iithesus s6ltub kordajast a.

1) Kui a = 0, siis lahend leidub parajasti juhul, kui f/ = 0. Sel korral on
lahendeid u 16pmata palju, see tdhendab, iga © € R rahuldab antud
vorrandit.



/

a

Kui vaadelda piirprotsessi a — 0, siis ebatiapse ldhteandme f korral
lahendi vead suurenevad. Vaatleme vigu ldhemalt.

2) Kui a # 0, siis leidub parajasti iiks lahend, mis avaldub kujul v =

Kui f asemel on antud f;5 nii, et |fs — f| < §, kus 6 > 0 ja 0 on viike,

siis saame ldhislahendi u; = é Tapsest lahendist erineb see absoluutse

5 — o .
Jo— 1 < |—|, st. mida vaiksem on a, seda suurem on
a a

jagatis ehk seda suurem on viga.

vea vorra: |us — u| =

us —u| _|fo—f a|l_|fs=f|_ 0
e for

Siit ndhtub, et absoluutne viga séltub eelkodige arvust a ja suhteline viga
arvust f.

Suhteline e. relatiivne viga

1.1.2 Lineaarne algebraline vorrandisiisteem

Vaatleme algebralist vorrandisiisteemi

(1+8)U1+U2 = f1
u +(1—cluy = fo

Vérrandisiisteem on siimmeetriline, kui siisteemi maatriks A = A”. Suu-
rused f; ja f> on antud, u; ja u, on otsitavad,

14+¢ 1

S22y 1 2
11—« =(1-¢)—1 e”.

D-|

Mida vaiksem on ¢, seda suuremad on lahendite absoluutvaartused

fi 1
foloe| AQ=9)=f
Uy = 5 = : :
€ €
1+€ f1
1 fa (1+e)fo— h
u2 - D) = 3 .
€ €
Mboned naited.
. .. 1 1
1) Kui fi = fo=1,slisSu; = —, ug = ——.
€ €
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. .. 1 1
2) Kmf1=1+€,f2=1—5,s11su1:—g+1,u2:g+1.

Kui ¢ — 0, tulevad u; ja u, hasti suure absoluutvairtusega. Naiteks kui
e = 10719 siis 1) juhul vy = 10, u, = —10" ning 2) juhul u; ~ —10'°,
Uy = 1010.

Lineaarse vorrandisiisteemi lahendite stabiilsust iseloomustavad vorran-
dististeemi maatriksi omavaértused A, mis on vorrandi |A — /| = 0 lahen-
did. Arvutame need.

1+e—2A 1 - 2 9 -

1 l—e—1 =(1-)N*—e"—1=0,
2

siit ;o = 1 £ V14 €2, mis tdhendab, et M\ = 2, Apin = —%. Jarelikult

konditsiooniarv
Amax| £
| max ~ 2 .

A) =
lu( ) |)\min‘ 2 82

Niaeme, et kui ¢ — 0, siis u(A) — oc.

Lahendi vea hindamine Olgu u = u(zy,...,z,). Kui on teada argumen-
tide z; vead, kui suur on u viga? Eeldusel, et u on diferentseeruv, avaldub
absoluutne viga kujul

"\ ou

AUZZ or

i=1

AZL‘Z‘.

(2

Valime ilaltoodud néites ¢ = 107", siis

up = w(fr, f) = (1 =107")fy = fa)) - 107,
uy = us(fi, f2) = ((1 +107") fo — f1)) 107"

Leiame osatuletised:

10, i=1,2, j=1,2

Seega
Auy ~ Aug = 107" (Af + Afy).

Kui naiteks f; = f, = 1, siis

Uy = 10n, Uy = —10™.



Kuiaga fi =1, fo =1—10"", siis

uy = 0, U9 = —1.

Saadud lahendid on vaga erinevad. Tegu on tiilipilise mittekorrektse
ulesandega.

1.1.3 Ulesande iildisem piistitus. Operaatorvérrand

Olgu H ja F Hilberti ruumid ning A : H — F lineaarne operaator. Vaatleme
operaatorvorrandit Au = f.

Element f € F viljendab lahteandmeid. Kui f € F' asemel on teada f;s
nii, et ||fs — f|| < 0, siis saame lahendi v asemel elemendi us, mille korral
Aus = f5. Meid huvitab, kui palju us erineb tépsest lahendist u. Eeldame, et
A on lineaarne, siis ka A}, kui ta leidub, on lineaarne. Edasiseks aruteluks
eeldamegi, et leidub poordoperaator A~ ja ||A™!|| < occ.

Vérrandi Au = f lahendi saame, kui vasakult rakendame A~'. Saame
A7 Au = A7' f, millest w = A~ f. Analoogiliselt us = A~ f5. Niiiid

lus —ull = [|A7 fs = A7 || = | A7 (s = O < AT I = Al < A7) o.

Siit ndeme, et ldhislahendi us absoluutne viga séltub operaatorist A, sest
A~! séltub operaatorist A.

Lahendi relatiivse vea leiame jargmiselt: kuna || f|| = [[Au|| < ||A]l ||,
| ||A||
siis — ning seega
Tl S 171
lus —wll _ JAfs — AT - AL JAl A~ - 15 = [l
| 1£1] 1£1]
Siin Hf‘?, fo” on ldhteandmete relatiivne viga. Suurust p(A4) = [|A| ||A7"|

nimetatakse operaatori A konditsiooniarvuks. Simmeetrilise operaatori A
/\min ’
tused. Meenutame, et operaatori A omavddrtuseks nimetatakse arvu \, mil-
le korral vorrandil Au = A\u leidub mittetriviaalne lahend u (sellist elementi
u nimetatakse omaelemendiks).

korral saab néidata, et pu(A) > kus arvud A on operaatori A omavéair-

Nagu néha, tasub lahendi vea vihendamiseks vihendada arvu [|A7".
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1.1.4 Lavrentjevi meetod

Operaatorvorrandi Au = f lahendamisel on problemaatilised operaatori A
viikesed omavéaiartused. Kui niiteks A = 0 on A omavéaéartus, siis vastav
omaelement % on homogeense vorrandi Au = 0 mittetriviaalne lahend ning
vorrandi Au = f lahend pole iildse iitheselt mairatud. Nimelt, koos lahendi-
ga u oleks lahendiks samuti element u+ct, kus ¢ on suvaline arv. Toepoolest:

Alu+ciu) = Au+cAu = f+0=f.

Olgu niiud operaator A enesekaasne, st. A = A", ja mittenegatiivne, st.
(Au,u) > 0 iga u korral. (Lithemalt, A = A* > 0.) Lihtne on nidha, et enese-
kaasse mittenegatiivse operaatori omaviairtused on mittenegatiivsed. T6e-
poolest, olgu u omaviirtusele A vastav omaelement, siis A ||ul]® = (\u, u) =
(Au,u) > 0, millest A > 0. Sellel juhul tekib soov modifitseerida vorrandit
Au = f nii, et \,;, oleks voimalikult suurem.

Spektrinihe ehk Lavrentjevi meetod. Olgu A = A* > 0. Vaatleme vor-
randi Au = f asemel vorrandit (A+al)u = f, kus a > 0, « on vaike. Operaa-
tori A+ o omavéaiartused on arvud kujul A+ o, kus A on A omavéaéartus, seal-
juures omaelemendid jaavad samaks. Téepoolest, vorrandid (A — Al)u = 0 ja
(A+ ol — (A + a)l)u = 0 on samavairsed.

Niitid A + @ > « ning samuti A + « > . Niisiis muutuvad uue vorrandi
omavaartused automaatselt positiivseks ja ka suurenevad.

Mida tapsemalt on f teada (mida vaiksem on 0), seda vaiksema « voi-
me valida. Arvu o viahenedes viheneb viga tépsete ldhteandmete korral, o
suurenedes viheneb ldhteandmete ebatidpsusst tulenev viga.

1.1.5 Tihhonovi meetod

Meetodi pohiidee on iileminek mitte-enesekaasselt iilesandelt enesekaasse-
le iilesandele.

Kui operaator A pole enesekaasne v6i pole mittenegatiivne, siis ldheme
ulesandelt Au = f iile lilesandele A*Au = A*f, see tdhendab, rakendame
ulesande molemale poolele operaatori A kaasoperaatorit A*. Operaator A*A
on enesekaasne ja mittenegatiivne. Toepoolest:

(A*A)* = A"A™ = A"A, (A" Aw,w) = (Aw, Aw) = ||Aw|* > 0.
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Kui A on A*A omaviirtus, siis A ||ul® = O, u) = (A*Au,u) = || Aul?
millest \ > 0.
Lisame tiilesandes A*Au = A*f operaatorile A*A operaatori ol. Saame

vorrandi
(A"A+al)u = A*f.

See ongi Tihhonovi meetod.

Uurime Tihhonovi meetodi veahinnagut. Kui f asemel on teada f;, saa-
me kasutada u’, kui vorrandi (A*A + ol)u’ = fs5 lahendit. Vaatleme lisaks
veel lahendit u? vérrandile (A*A + ol )u) = f. Niiid

Jue —ul| = Wi—u&+@—uH<hﬁ—¢w+Hf—uH—
= |[(A*A+aD) f5 — (A A+al)™ fl| + |Jud —ul| =
= H A*A—Foz])_l( — H + Hua —uH <

< (AA+al)” HHfa FIN+ [ = ] -

Saab néidata, et H(A*A + || nlng Hu - u|| — 0 protsessis oo — 0.
Seega

oo = ul| < 57= +WL—UH

. . .. ) : :
Arv o on vaja valida séltuvalt arvust J nii, et T — 0, kui § — 0, samuti
«
a(d) — 0,kui § — 0.
Vaja on, et ldhteandmete tapsuse paranedes
lahendi tapsus suureneks. Vea kaitumise graa-

fik on esitatud joonisel. Jooniselt on néiha, et lei-
dub optimaalne «.

1.1.6 Diferentseerimisiilesanne
Olgu antud f € C'(—o00,0). Leida v = f’ € C(—o0, c0). (Selline u leidub, sest
f e (=4,0) jaseega u € C(—00,0).)

Olgu antud lahend f;s selliselt, et ||f5s — f|| =

ax )|f5(a:) — f(z)| < 4. Ei pruugi leiduda f;
voi siis ei pruugi kehtida f; € C(—o0,00). Ise-
gi kui fs; on diferentseeruv, voivad [’ ja f; olla
kuitahes erinevad.
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Jooniselt on see ilmekalt ndha: || f; — f|| on vaike iga = korral, aga tule-
tiste erinevus on suur.

Naide. f =0, f5(t) = 6 - sin§2¢. Siis

— — . . 72 —
1f = fsllo I@RXM sind~*t| =6 — 0,

5072t
aga fi(t) = COBT, millest

1
A ) — —1 _9 _t
1" = fll I?GE%XM cos 2| = 50

J

protsessis 6 — 0. Siin ¢ v6ib olla kuitahes viike.

1.1.7 Lineaarsed operaatorid Hilberti ruumis

Meenutame, et Hilberti ruumiks nimetatakse taielikku skalaarkorrutisega
ruumi. Naiteks

e Ly(a,b), kus <u,v>:/ w(t)o(t) dt, ||u||2=/ (8) dt;
m b
o W™(a,b),kus (u,v) =) / u® () (t) dt.

Oeldakse, et operaator A on lineaarne, kui A(\u) = \Au ja A(u+v) = Au+ Av
koigi kompleksarvude )\ ja elementide u,v € H korral. Oeldakse, et operaa-
tor A on tokestatud, kui leidub c, et || Au|| < c¢||u| iga v € H korral. Vdhimat

. : . : A
sellist arvu ¢ nimetatakse operaatori A normiks: ¢ = sup |||| 2|L||| .
ueH (4

Saab néaidata, et tokestatud lineaarne operaator on pidev, see tdhendab,
kui v — o/, siis Au — Av'.

Operaatorit A nimetatakse kompaktseks, kui ta teisendab iga tokestatud
hulga kompaktseks hulgaks. Hulka nimetatakse (jadaliselt) kompaktseks,
kui tema igast jadast saab eraldada koonduva osajada.

Vaatleme operaatorit A € L(H, F'). Operaatori A vddrtuste piirkonnaks
nimetatakse hulka R(A) = {f € F' : Ju € H Au = f}. Operaatori A tuumaks
nimetatakse hulka N (A) = {u € H : Au = 0}. Operaatoril A leidub poord-
operaator A™' € L(F,H), kui iga f € F korral leidub u € H selliselt, et
Au = f. Siis kirjutatakse A~ f = w.

12



Operaatori A € L(H, H) omavddrtuseks nimetatakse arvu ), mille korral
leidub v € H nii, et Au = Au. Operaatorit A € L(H, H) nimetatakse enese-
kaasseks, kui A = A*, see tahendab, (Au,v) = (u, Av) iga u,v € H korral.

Enesekaasset operaatorit A nimetatakse mittenegatiivseks, kui (Au,u) >
0iga u € H korral; positiivseks, kui (Au,u) > 0iga u € H korral; positiivselt
mddratuks, kui leidub arv ¢ > 0 selliselt, et (Au, u) > ¢ |ul|” iga v € H korral.
Positiivselt maaratud operaatoril leidub pidev poordoperaator. Toepoolest,

1
2
cllull” < (Au, u) < [ Aull lul] = [lull < 7 [|Au].

Nuad |4~ ]| < © ] iga f korral, millest jareldub, et [|A”"]| < .

Olgu A € L(H,F). Siis F = N(A") ® R(A). Kui A on enesekaasne, siis

H =N(A) ® R(A), see tdhendab, iga « € H avaldub theselt u = ug + u;, kus
up € N(A) jau; € R(A).

Olgu A lineaarne, enesekaasne, kompaktne. Kompaktsel operaatoril lei-
dub taielik omaelementide siisteem {v; : i € N}: Av; = \v;. Need omaele-

mendid véib votta ortonormeeritud (v;,v;) = 0;; = (1)’ z ; j.’ Seega iga u
esitub kujul u = ug + Y _ (u, ;) vy, kus ug € N'(A). Nitiid
k=1
Au = AU() + Z (u, Uk> /\kvk = Z (u, Uk> /\kvk
k=1 k=1

ning induktsiooniga saame toestada (I € N korral)

o0

Ay = Z (u, vg,) Nyvy.

k=1

Kui A on lisaks enesekaassusele ka mittenegatiivne, st. A = A* > 0, siis

o0

A% = Z (u, vg) A\gvg (o on reaalarv, o > 0).
k=1

Kui g on tokestatud funktsioon operaatori A spektril

o(A)=C\{peC:IA—-ul)"'},

siis voib defineerida g(A)u = g(0)ug + Z (u, vg) g(A)vg.
k=1

13



1.1.8 Momentide vorratus

Olgu H Hilberti ruum ning A € L(H, H).

Lause 1. Kui A = A* > 0, siis ||A%u < || Aul|* ||ul|'™%, kus 0 < a < 1.

Téestus. Kui a = 0 voi o« = 1, on see vorratus triviaalne. Juhul a € (0,1)
teeme toestuse labi erijuhul, kus A = A* > 0 ja A on kompaktne. Lahtume
Holderi vorratusest:

1

Z |a;ibi| < (Z ‘ai|p)p (Z ’bi‘q); ; %JF 3 =1, p,q€(l,00).

Saame
o o0 oo

full® = (u,0)* [Aul® =" XF (u, v)?, A% u)* =7 X3 (u,v)?,
k=1 k=1 k=1

. 1 |
millest vottes 5 =1—a, p= —, ¢ = ——, jareldub
« 1—«a

00 00 oo B
A uf* = Y AR (u,v)* - (u,0)? < (Z)\i <u,vk>2) <Z<u,vk>2> =

k=1 k=1
= (lAu>)" (). O

Jareldus 2. Kui A = A* > 0, siis | APu|| < ||A%|7 ||ul|'~%, kus 0 < p < q.

Toestus. Jareldub momentide vorratusest, vottes A asemele A? ja a = b
q
Siis saame, et [|APu]| = [[(A?)* ul| < [ A%l|* [ful] " = [|A%ul % [fu]] "5 O
Mirkus 3. Momentide vorratus on tipne A omaelementide peal.
Toéestus. Kui v on A omaelement, siis Av = \v. Niud
[APo|| = [[Nv]| = N [loll,  [[A%] = A |lv]],
millest , i i
(A%[[)s = (AT flvll)« = A [[o]|= . O
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1.1.9 Mittekorrektse tlilesande moiste

Olgu H ja F meetrilised ruumid. Vaatleme vorrandit Au = f. Seda tilesan-
net nimetatakse korrektselt piistitatud iilesandeks, kui on rahuldatud jarg-
mised tingimused:

1) iga f € F korral leidub lahend v € H,
2) lahend on iithene,

3) lahend so6ltub pidevalt paremast poolest, st. kui f,, — f, siis vastavate
lahendite jada u,, — u.

Kui vdhemalt iiks tingimustest on rikutud, on tegemist mittekorrektse iiles-
andega.

Lineaarse operaatori korral iilesanne Au = f on korrektne, kui leidub
pidev poordoperaator. Kui R(A) on mittekinnine, siis iillesannet Au = f ni-
metatakse oluliselt mittekorrektseks.

1.1.10 Ajaloolist mittekorrektsetest lilesannetest

Hadamard uuris matemaatilise fliiisika vorrandite seade korreksust. El-
liptilise vorrandi korral Dirichlet’ iilesanne (lisaks vorrandile rajatingimus
ulr = ), hiiperboolse ja paraboolse vorrandi korral Cauchy iilesanne (lisaks
vorrandile antud algtingimus) on korrektselt seatud. Hadamard piistitas
hiipoteesi, et looduses ongi koik iilesanded korrektselt seatud. Siiski nii see
ei ole. Maavarade otsimise iilesanne viib Cauchy iilesandele Laplace’i vor-
randi jaoks, mis on mittekorrektne iilesanne. Mitmed teadlased vaidavad,
et lausa enamus loodusteaduste iilesannetest on mittekorrektselt seatud.

Mittekorrektsete iilesannete teooriale pandi alus Venemaal. 1963 said
A.N. Tihhonov, VK. Ivanov, M. M. Lavrentjev Lenini preemia mittekorrekt-
sete lilesannete uurimise eest. Kdesolevaks ajaks on uurimise raskuspunkt
kandunud mujale, keskused on Austrias ja Saksamaal.

1.1.11 Ulesannete Gaussi simmetriseerimine

Olgu H ja F Hilberti ruumid, A : H — F lineaarne operaator. Vaatleme

vorrandit kujul
Au = f. (1.1)

15



Rakendame vérrandi (1.1) mélemale poolele kaasoperaatorit A*:

A* Ay = A*F. (1.2)

Tahistame ortoprojektori Q : F — R(A). Siis F = N(A*)&R(A), st.igaz € F
esitub tiheselt kujul z = 25 + 21, kus Qz = 21, Q29 = 0, Qz; = z;. Muidugi iga
u € H korral Au € R(A), mis tahendab, et QAu = Au, seega QA = A.

Vaatleme tilesannet

Au = Qf (1.3)

ning iilesannet:

minimiseerida funktsionaal ®(u) = ||Au — f|°. (1.4)

Lause 4. Ulesanded (1.2), (1.3) ja (1.4) on samavdidrsed, st. lahendite hulgad
langevad kokku.

Toestus. Toestuseks naitame, et u, 1! lahend & Uy GD lahend = u, 1i
lahend & Uy li lahend.

A A Au, = A'f & AAu, — =0 < Au,—feNA) <
& QAu,— f)=0 & QAu, =Qf <

& Au, = Qf.
B. [Au— fI? = |(Au—Qf) +(Qf — N> =
= [JAu—QFIP +1Qf — fI" =
> Qf - fIF,

sest Au — Qf € R(A) ja Qf — F € N(A*). Tuli vilja, et uldiselt ®(u) >
1Qf — f]|2, aga kui v = u, on Au = @ f lahend, siis ®(u) = ||Qf — f|\2. Seega
Au = @ f lahend on ¢(u) miinimumkoht.
C. O(uth) =) = [A(u+h)—fI° — | Au— fII =
= |I(Au— )+ Ab|]* = [[Au — f||* =
= 2(Au— f, Ah) + || AR’ =
= 2(A"(Au— f),h) + AR

Samas

1ARI*

rI=o  [R|l T k=0

s InlP
Il

0,

16



1AR|”

millest jareldub, et lim ——— = 0. Leiame  tuletise:
Ibll=o [
) —® 2(A*(Au —
IRll—0 17| [[R]|—0 Al

Siit jareldub, et
P (u)=0 = A (Au—f)=0.

Niisiis, kui u, minimiseerib ®(u), siis u, on (1.2) lahend. O
Ulesannete lahenduvuse seisukohalt on kolm vdimalust.

1) Kui f € R(A), siis on vorrand (1.1) lahenduv ja (1.2) langeb kokku

(1.1)-ga. Seega koik tilesanded (1.1)), (1.2), (1.3) ja (1.4) on samavaéarsed
(ja lahenduvad).

2) Kui f ¢ R(A), aga Qf € R(A), siis iilesanne (1.1) pole lahenduv, aga
(1.2), (1.3) ja (1.4) on lahenduvad.

3) Kui f ¢ R(A) ja Qf ¢ R(A), siis ei ole iikski neist iilesannetest lahen-
duv.

1.1.12 Mittekorrektsete iilesannete klassifitseerimine

Olgu H Hilberti ruum, A € L(H, H), A = A*, A kompaktne operaator. Sel ju-
hul (A kompaktsuse tottu) leidub omavéartuste jada (\;), kus A\, € [— ||A]|, || All]

k—o0

Operaatori A omaelemendid v, voib valida ortonormeerituna: (u;,u;) =

o0

dx;- Sealjuures iga u € H saab esitada kujul u = Z (w, ug) up.
k=1

Teoreem 5 (Picard’i teoreem). Ulesanne on lahenduv parajasti siis,
kui [ L N(A") ja ZA;Q (f, uk)2 < oo. (See on tingimus [ sileduse kohta:

k=1
kuna \' — oo, siis peab (f,u;) — 0 hddbuma kiiremini.) Sel juhul lahend

avaldub kujul u = Z N )

k=1
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Téestus. 1) Kui f € R(A), siis leidub u € H : Au = f ja (f,ur) = (u, A"uy) =
Ak (u, ux) ning

o0 o0
Z)\,;l (f ug)? Z w,ug)’ < |Jul)? < oco.
k=1 k=1

2) Kui f L N(A%)ja Yy A (fur)? < oo, siis w =Y _ A (fu) u € H ja
k=1 k=1
vorduse Au;, = \,u; tottu

oo

Au—Z)\ (f,ug) Aug, = Z(f,uk>uk:f.

k=1

1. MU klassifitseerimise véimalus Tihistame
p=sup{v: N\ =0(k"")}.
Suurus p naitab, kui kiiresti )\, hdadbub.
Kui 0 < i < 1, siis nimetatakse tilesannet norgalt mittekorrektseks.
Kui 1 < p < o0, siis nimetatakse tilesannet moéédukalt mittekorrektseks.

Kui ;1 = oo (naiteks eksponentsiaalne kahanemine), siis nimetatakse
ilesannet tugevalt mittekorrektseks.

2. MU klassifitseerimise véimalus Olgu D diferentseerimise operaator.
Vahimat arvu m, mille korral operaator D™ A on pidevalt pooratav, nimeta-
takse tilesande Au = f mittekorrektsuse mooduks.

Naiteks diferentseerimisiilesanne v = f
t

randiga Au = f, kus Au = / u(s)ds. Siis (Au)'(t) = u(t). Seega 1-kordse

0
diferentseerimisiilesande mittekorrektsuse mé6ot on m = 1. Siin operaatori

on samaviirne integraalvor-

1 . . .. .
A omavéaartused N\, ~ o seega 1. klassifikatsiooni jargi ;= 1.
Kui H = L,, siis voib arvu m iseloomustada vorratustega

e flull, < Aullym < e flully, -

Kui D™A on pidevalt pooratav, H = F =
piirkond /-m66tmelises ruumis, siis A\, = ( -

L (Q), kus 2 on tokestatud
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1.1.13 Ruumide valikust

Formaalselt saab iga iilesannet Au = f ruumide valikuga muuta korrekt-
seks. Kui N(A) = {0}, votame F = R(A), siis iga f € F korral on iilesanne
lahenduv ja lahend on iihene, jddb moelda vaid stabiilsusele. Seda saab aga

garanteerida normi valikuga: votame ||f||, = [lull,. Siis [[A7'f||, = I f]lz»
A [l
At = sup | A = sup E =
147 rer WAl rer lflle

See on ainult teoreetiline lihenemine. Ei ole lihtsalt kontrollitavat mee-
todit, millised f kuuluvad ruumi F. Kui andmed on ligikaudsed, siis ei saa
modta ||fs — f|| suvalises normis. Modta saame naiteks ruumis C' voi Lo.
Ruumide valik on iilesande poolt sageli ette dikteeritud.

1.2 Naiteid mittekorrektsest iilesannetest

1.2.1 Iliiki Fredholmi integraalvorrand

Vaatleme vorrandit

)xu(t)—i—/bK(t,s)u(s)dx:f(t), a<st<b A€ R.

Kui \ # 0, siis on see vorrand II liiki Fredholmi in-
tegraalvorrand; kui A\ = 0, siis I liiki Fredholmi integ-
raalvorrand. I liiki vorrandid on korrektsed iilesanded.

Veendume, et I liiki vorrandid on mittekorrektsed. Eeldame, et K (t, s) on
pideyv, siis leidub M selliselt, et |K(¢,s)| < M iga t,s € [a,b] korral. Votame
F = H = C|a,b]. Fikseerime 5 € (a,b). Votame ¢ > O nii, et [s—¢,5+¢| C [a, b].
Moodustame elemendi u, nii, et

us(s) =0, sé¢[s—e,35+¢, u.(3) =1, |lucll = sme[zj)g] lus(s)| = 1.
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Téahistame f. = Au,, siis

/KtsuE

S5+¢
< maxM/ lue(s)| ds = Mmax/ lue(s)] ds <

t€[a,b] t€(a,b]

Ifell = max

£

< M/ ds=M-2¢ -0 (e¢—0).

Kui f. = 0, on lahend 0. Kui vabaliikmete erinevus haébub, siis lahendite

erinevus on |[u. — 0| = |ju.|| = 1. Ulesande korrektsuse kolmas tingimus
(stabiilsus) on seega rikutud.
. 0" K (t, : . _ : .
Kui # on pidev, siis A\, = O (k™). Mida siledam tuum, seda suu-

s
rem on I liiki integraalvorrandi mittekorrektsuse maar. II liiki vorrandite

lahendamisel tuleb tuuma siledus kasuks.
b
Kui K =1, siis / u(s) ds = f(t). Ulesande lahenduvuse tarvilik ja piisav

tingimus on, et f = (éonst, st. ei soltu ¢-st. Lahendeid tuleb 16pmata palju.

1.2.2 1 liiki Volterra integraalvorrand

Vaatleme vorrandit
t
+/ K(t,s)u(s)ds = f(t), a<s,t<b.

Kui )\ # 0, siis see on II liiki Volterra integraalvorrand, kui A = 0, siis on I
liiki. Jalle II liiki vorrand on korrektne, I liiki mittekorrektne.

Eeldame, et K(t¢,s) on pidevalt diferentseeruv, K (¢,t) # 0iga t € [a,b]
korral. Diferentseerime vorrandi pooli:

K(t, t)u ()+/ %u(s)ds:f’(t) ﬁ
/Hts §)ds = (8), H@Q—Mbymgﬁ.

Saime II liiki vorrandi (ehk korrektse tilesande). I liiki vorrandi mitte-
korrektsuse mooduks 2. klassifikatsiooni jargi on m = 1.
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t

Operaator A, (Au)(t) = / K(t,s)u ( ) ds, on uksiihene (pidevalt pooratav)

ruumide paaril H = C[a,b], F = Cj[a,b] = {v € C'[a, b] =0}.
Kui K(t,t) = 0iga t € [a,b] korral, aga aKai’ S) # 0igat € [a,b)

s=t

korral, siis saame kahekordse diferentseerimisega pidevalt pooratava ope-
raatori DA, seega iilesande mittekorrektsuse moot m = 2.

1.2.3 1liiki Abeli integraalvorrand

Vaatleme vorrandit

/t u(s) ds = f(t), 0<a<l.

Lahendivalemi saame kohe vilja kirjutada:

u(t) = Smﬂm (tfl(oj + /0 t = ! S)M ds) .

Kui H = F = C|a,b], on lahendi leidumiseks vaja tingimust f(0) = 0, sest
f(0)

muidu t = 0 korral e = 00

Kuna on vaja tuletist f’ ja selle leidmine on mittekorrektne iilesanne,
siis seda lahendivalemit eriti ei kasutata.

Tahistame murrulise integraaloperaatori

. _ 1 bou(s)
I ?u(t) = F(l—a)/o =) ds.

Siis saab esialgne vorrand kuju Au = f, kus

Au(t) = T(1 — )T u(t).

Murrulise integraaloperaatori poordoperaator on murruline diferentseerimis-
operaator D'~?,
(1 — a)u(t) = D' *Au(t).

Siit ndeme, et D'"*A = I'(1 — a)ly. Seega Abeli integraalvorrandi mit-
tekorrektsuse maidr m = 1 — «. Abeli integraaloperaatori omavéaartused
A =0 (k*71).
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1.2.4 Suure konditsiooniarvuga lineaarne vorrandisiis-
teem

Vaatleme vorrandit Au = f, kus A € R™*" (st. A on m x n maatriks), f € R™,
u € R".

Kui m = n ja det A # 0, siis leidub tihene lahend. Kui f asemel on teada
fs, kus || f — fs]| < 6, siis lahislahendite erinevus

[AT = AT s|| = [ A7 (= Sl < [ A1 = Sl -

Kui m # n, siis vaadeldakse vorrandit A7 Au = AT f. Kui det AT A # 0, siis
sellel vorrandil leidub tihene lahend. Kui f asemel on f;, saame

|(ama)y™ ary — (a7 a) AT g < || (aT) AT\ r = gl

Ka siin, kui (ATA)_1 ATH on liiga suur, on méttekas vaadelda iilesannet
mittekorrektsena.

Normaalvérrand AT Au = AT f on alati kooskélaline, st. lahend leidub,
aga neid vo6ib olla mitu. Tilipiliselt otsitakse siis minimaalse normiga la-
hendit ||u.| = mlUn |ul|, kus Uy = {u € R" : A"Au= A" f}. See iilesanne on

uclUy

ittheselt lahenduv:
Uy = A+f7

kus A* : R” — R" on pseudopédrdoperaator, st. AATA = Aja ATAAT = AT,

1.2.5 Diferentseerimisiilesanne

m

Téhistame 7' = ——, kus m > 0, siis on meil operaator 7" : C[a,b] — C[a,b].
Kusjuures D(T) C C™[a,b]. Olgu || — fil ¢y < 0.

Diferentseerimisiilesanne on mittekorrektne. Vaatleme niiteks funkt-
sioonide jada f,(z) = —=sinnx. Siis f,(x) — 0 punktiviisi. Ent

vn
\

Niisiis, kehtib f(z) =0, f, — f ning f'(z) = 0, aga f. /4 f'.

dm |sinnz||, n paaris,

- m=3 .
dxmfn(x)H - { |cosnzx||, n paaritu

1
} =n""2 — 0.
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Uldiselt, iilesanne leida ™ (¢), kui f¥(t) = 0,7 =0,...,m — 1, on sama-
vaarne I liiki Volterra integraalvorrandiga

/0 %“(3) ds = f(t).

Selle integraaloperaatori omavaartused \, = O (k’m) Seega mittekorrekt-
suse moot on m.

1.2.6 Fourier’ ridade summeerimine

Olgu H separaabel Hilberti ruum. Olgu (u;) ortonormeeritud siisteem. Nai-
teks Ly(0,27) puhul sobib siisteemiks 1,sinx,cosz,...,sinnx,cosnz, . ... Siis

iga u € H on avaldatav kujul v = Z (u, ug) ug. Naiteks ruumis Ls(a,b) on
k=1

b
skalaarkorrutiseks (u, ux) = / u(t)ug(t) dt.

Kui & = (u,u;) asemel on teada ligikaudsed vairtused &, siis vastava
lahendi uw erinevus elemendist u:

x o
Z Sy — Z Sk
k=1 k=1

lu—al| = - S8

k=1

=D (G —&)u
k=1

Kui (¢ — &| < 0, siis |lu— 1| voib olla kuitahes suur, sest liidetavaid on
I6pmatu arv.

1.2.7 Dirichlet’ iillesanne lainevorrandi jaoks

Olgu piirkond D = {(x,t) : 0 <z <7, 0<t<ar}, kus a on konstantne.
Vaatleme vorrandit
Pu  Pu

o da?
piirkonnas D. Olgu rajatingimused

u(z,0) = f(z), 0<z<m,
u(z,ar) = ¥(x), 0<z<m,
u(0,t) = wu(m,t)=0, 0<t<anr



Selle iilesande lahend ei s6ltu pidevalt algandmetest.

Votame [ = f, =0, ¥(z) = ¥, (z) = L sinnx — 0, siis lahend on

vn

(2,1) 1 sinnt-sinnz
Up(x,t) = —+ ———
e vn sin nra

Vaatleme olukorda, kui « on ratsionaalarv, st. o« = Z—?, peN,qgeN.
q

Kui n = ¢, siis nimetajas siinuse argument on nra = gra = pm, see-
ga sinnra = 0 ehk lahend ei ole iiheselt madratud. Juba sellest piisab,
et iilesanne ei oleks korrektselt lahenduv. (Lihteandmed hidbuvad, aga
|un|| — oo, seega stabiilsuse tingimus ei ole taidetud.)

1.2.8 Funktsiooni analiiiitilise jatkamise tlilesanne

Olgu antud funktsioon mingil piirkonna osal ja vaja
on analiititiliselt jatkata teda kogu piirkonnale. Olgu D
Ioplik piirkond ja E tema osa. Punkt z, olgu piirkonna

D rajapunkt, d olgu z; kaugus piirkonnani F, d > 0.
Olgu fi(z) piirkonnas D analiiiitiline funktsioon, analiiiitiline on ka f,(z) =
£

19
Sy

fi(z) + %, kus ¢ on viike arv, ¢ > 0. Vahe |fi(z) — fa(2)| =
— 20

Z— 20
kui z € E. Kui z € D, siis vahe |fi(z) — f2(z)| on tokestamata.

1.2.9 Cauchy iilesanne Laplace’i vorrandi jaoks

Vaatleme vorrandit
_ 0%u N 0%u
U= — + — =
ox?  Oy?

piirkonnas D C R? rajatingimustel

u(z,0) = f(z), uy(z,0) = (z).

A 0

Valime f = 0. Kui ¢ = ¢; = 0, siis lahend u; = 0. Kui ¢(z) = ¢ (x) = ésin ar,

e —e W

.. 1. : :
a > 0, siis lahend u,(7,y) = —; sinax - sinh ay, kus sinh ay = 5
a
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Mis juhtub, kui a — 00?

1 1
sup |1 (x) — o(x)| = sup|—sinazx| =—- — 0,
eW — e
sup |u(z,y) —ua(x,y)| = — suplsinarsinhay| = — - — o0
T a? a

protsessis a — oo. Seega ldhislahend ei s6ltu pidevalt 1ihteandmetest.

1.2.10 Soojusjuhtivuse poordiilesanne

Vaatleme tokestatud piirkonnas D C R" vorrandit
ou "0 ou
- — — C— >0 eD, 0<tT
3= o (s 5) . a0, s,

rajatingimusel u(z,t) =0, z € I (raja), 0 < ¢t < T, kus t on aeg.
Otsene iilesanne on sel juhul, kui on antud veel u(z,0) = p(z), x € D ning
huvitab tulevik: teame algtemperatuuri u(z,0), huvitab u(z,t), ¢t > 0.

Poordilesanne on juhul, kui antud veel u(z,T) = ¢(x), + € D ning huvi-
tab minevik: teame 16pptemperatuuri u(x, T'), huvitab u(x,t), t <T.

Otsene ulesanne on korrektne, péordillesanne mittekorrektne.

Vaatleme poordiilesande juhtu n = 1, a = 1, siis on vorrand koos tingi-
mustega:

ou d%u

= = 1, telo,T
5 52’ re0,1], te][0,T],
w(0,) = 0, telo,T],

wl,t) = 0, telo,T],

wz, T) = ¢x),  =el01].
Kui p = p; =0, siisu =u; =0.
. L. . .
Kui p(z) = po(z) = —sinnmaz — 0 protsessis n — oo, siis lahend
n

1
- €n27r2 (T—t)
n

Up(z,t) = sinnwz.
Seega sup |¢1(z) — @2(z)| — 0, aga

T—t)

1
sup [ (1, £) — (1, £)] = sp [un (2, )] =~ — 00
T z n
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protsessis n — oo.

1.3 Loplikumootmelisest regulariseerimisest

1.3.1 Regularisaatori moiste

Olgu H ja F Banachi ruumid ning A : H — F. Vaatleme iilesannet
Au = f. (1.5)

Eeldame, et f € R(A) (st. lahendeid leidub), A/(A) voib olla mittetriviaalne.

Tahistame koigi lahendite hulga A~' f. Kui f asemel on teada f;, ei pruu-
gi kehtida f5 € R(A).

Definitsioon 6. Ulesande regularisaatoriks nimetatakse operaatorite
peret Rs: F'— H, 0 < 0 < &y, mille korral on rahuldatud tingimus

sup dist (R(;f(;, A_lf) — 0,
sEF
lfs—flI<d

kui 0 — 0, iga [ € R(A) korral. (Meenutame, et elemendi Rsfs kaugus hulgast

A7'f on on defineeritud jargmiselt: dist (Rsfs, A~ f) = 1215 | Rsfs — ul|.) Kui
Au:}

regularisaator leidub, siis nimetatakse iilesannet regulariseeritavaks.

b
Leidub tuumi esimest liiki integraalvorrandi | K (¢, s)u(s)ds = f(t)jaoks,

mille korral iilesanne pole regulariseeritav, kui aoperaator A tegutseb A :
C' — L,. Regularisaatori olemasolu on garanteeritud, kui ruum H on reflek-
siivne, st. H™ = H (naiteks L,, 1 < p < 00).

Uldiselt mittekorrektsed iilesanded tekivad 16pmatumastmelistes ruumi-
des. Niitame, et vottes lahislahendid 16plikumo6otmelisest ruumist saab tih-
ti ldhislahendite jada koonduma.

1.3.2 Iseregulariseerimise moiste
Praktikas on iilesannet tihti vaja diskretiseerida, eelkoige iilesande ligi-
kaudseks lahendamiseks arvutil. Lahendit u voib ldhendada 16plikumo6t-

melise vektoriga y = (y1,...,y,), kus u = u(t) ja y; =~ u(t;), voi funktsiooniga

26



U, = Zcigpi, kus ¢; on baasifunktsioonid. Mélemal juhul saab tilesande

k=1
Au= f, A: H— F lahisulesandena vaadelda l6plikumootmelist iilesannet

Anu% - an7

kus A, : H, = F,, H, C H, F, C FjaQ, : F — F, on projektor ning u_ on
ldhislahend téapse f korral.

Korrektse iilesande puhul on koonduvustingimused u® — u,(n — o) vor-
randi Au = f lahendiks u, vihekitsendavad. Mittekorrektse iilesande korral
on nad paljukitsendavad. Kui siiski leiab aset koondumine, on diskretisee-
rimisalgoritm kasutatav regularisaatorina, kui vaid diskretiseerimissamm
sobivalt lahteandmete veatasemega o (||fs — f|| < ) kohandada. Sellist re-
gulariseerimist diskretiseerimise abil nimetatakse iseregulariseerimiseks.

Lause 7. Olgu A lineaarne. Kui vérranditel A,u) = Q.f ja A, = Q.fs
leiduvad iihesed lahendid ning u) — u, protsessis n — oo, siis valides n =
n(9) nii, et n(9) — oo, aga HA;IQ,LH 0 — 0 protsessis 6 — 0, saame koonduvuse
|un(s) — us|| = 0 (6 — 0). (See tihendab, just selle, mis iseregulariseerimise
maistes kirjas.)

Toestus. Lause eeldustel

[ty —wl| = (|41 Qufs — A Quf +ud — u.
147 Qu(fs = H)]| + [Juf = ] <
AL Qnl| 15 = FII+ ||un — ua| <
14,1 Qu | 6+ [|ul — w|| = 0. O

<

NN N

1.3.3 Diferentseerimisiilesande lahendamine diferents-
valemi abil

Vaja leida u(t) = f'(t), f € C'[0,1]. Antud on fs nii, et || fs — f]|, < 6.

Toome sisse diferentseerimisoperaatori

() (), <<t

1 h h h h
Ahf(t): 5(f(t+§>—f(t—§)>, §<t<1—§,
LU fe-m),  1-Fsi<




Sileda funktsiooni f korral A, f — f’ protsessis h — 0. Ligikaudsete andme-
te korral saame vordust

2
1A} = sup [[Anf]l= 5.
I1£1=1

kasutades veahinnangu

1805 = < 180 s = DI+ 180f = I < 56+ 18 = £ (@6)

Seega [|Anfs — f'|| — 0, kui k() valida séltuvalt arvust ¢ nii, et h(5) — 0 ja
% — 0 protsessis 0 — 0. Néiteks sobib h(d) = 0", kus 0 < v < 1.
e . , Mh .
Kui || f"||, < M, siis |Ayf — f'|| < —— ja (1.6) paremal pool on ¢(h) :=

2
20 Mh
n + — Votame eesmairgiks valida & nii, et see minimiseeriks ¢ (h). Saame,

, 2% M . 16 [5 o .
et ¢/(h) = —5+5 =0 millest h* = 37 Ming b =24/ 5. Sel juhul (h) =

V5M+M\/%:QV5M.

Ilmneb, et kui lahteandmed votta tapsusega 4, siis tuletise saame tapsu-
sega V0. Mittekorrektsete iilesannete korral on tiitipiline, et lahendi saame
viiksema tapsusega kui lidhteandmed.

Kui lihendame f(™(t) diferentsvalemiga, mis tapse f korral lihendab

. . .. . )
tapsusastmega O (h”), siis koguviga on ligikaudse fs kasutamisel O (h_m + hp> .

. .. o 1 _r .
Valides A nii, et o h? (st. h ~ 5m1+p), saame koguvea O (5p+pm). Kui m suu-
reneb, siis tédpsus viaheneb. Kui p suureneb, siis tdpsus suureneb samuti.

1.3.4 Fourier’ ridade summeerimine

Olgu (uy) ortonormeeritud baas, u = Z (u, ug) ug. Kui & = (u, u;) asemel on
k=1
teada &, |&, — &| < 0, siis sellele vastab u = Zg_kuk

k=1
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Votame lahislahendiks u,, = Z Eruy, siis
=1

[t —ul| = Zf_kuk - Z&cuk + kauk - kauk <
k=1 k=1 k=1 k=1
< Z(g_fk) ug || + Z Spur|| =
k=1 k=n+1
n % o0
= Z (f_k - §k)2) + Z Srugl| <
k=1 k=n-+1
< Vnd+ Z Sru|| -
k=n+1

Protsessis n — oo ldheneb teine liidetav nullile, sest rida koondub. Seega
|tn@s) — u|| = 0, kui n = n(d) valida nii, et n(§) — oo, v/nd — 0 protsessis
0 — 0.

1.3.5 Operaatorvorrandi lahendamine spektraalloike mee-
todiga

Olgu H = F, A € L(H) kompaktne, A = A* > 0. Operaatori A omavaartused
A rahuldavad seost Av, = \vi, kus v, on \,-le vastav omaelement. Ele-
mendid v, valime ortonormeeritud, arvud A\, valime kahanevas jarjekorras
(selline omavéiartuste jada leidub kompaktse operaatori korral): \; > Ay >
o=\, — 0.

Eeldame, et vorrandil Au = f leidub lahend. Siis lahend avaldub Picard’i
teoreemi (vt. teoreem [5) kohaselt kujul

u =

At (o) v

)
k=1
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Votame ldhislahendiks u,, = Z)\ (fs,vx) vg. Siis

n

[un —ul| = Z)\ (fs,00) Uk_z H(f vk Uk;+z>\ (f,ve) vp — u

k=1
Z)\ ka Vg Z/\ ka

<

N

k=n+1
< (s ac ) 55— 117 kZ;IA (foo | <

< ii jz: A f Uk

k=n+1

Teine liidetav ehk rea jadkliige koondub 0-ks kui n — oo, kuna eeldasime
lahendi olemasolu. Seega ||u,, — u|| — 0 on garanteeritud, kui n = n(d) valida
nii, et n(J) — oo ja SV 0 protsessis § — 0.

n

Vaatleme veel juhtu, kui tapne lahend esitub kujul v, = APw, w € H,
p > 0. Siis

<f7 Uk> = <Ap+1w7vk> = <U1,Apﬂvk> <w APH k> = AZ“ <w7Uk>~

Siis
o0
Z Aot (fson) = || D0 AT (w, o) v|| <
k=n-+1 k=n-+1
o0
< max A} Z (w, vg) vg|| <
k>n+1
k=n-+1
< A v -
Veahinnang

4]

o
T A ol < =+ ATl

An
. .0 1 IR .
on minimaalne, kui — ~ A/ st. A" ~ § ehk ), ~ d»+1. Siis on veahinnang
n

jarku O (5T>

Mida suurem on p, seda kérgemat jarku veahinnangu saame. Paris O(0)
kétte ei saa.
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1.3.6 Iliiki Volterra integraalvorrandi lahendamine kvad-
ratuurvalemite meetodiga

Vaatleme vorrandit
t

/ K(t,s)u(s)ds = f(t), 0<s<t< 1.
0

Olgu K(t,s) pidev, ¢ jargi diferentseeruv, K(t,t) # 0 kogu diagonaalil ¢ €
[0,1].

Kvadratuurvalemite meetod seisneb selles, et t asemel vaadeldakse punk-
tet; =ih,i=0,...,n, nh = 1. Integraal l1dhendatakse jargmiselt:

/0 B(s)ds = 3" ;1)

Integraalvorrandi aproksimeerimisel kvadratuurvalemiga saame
[
E Cinijyj:fi7 iIO,l,...,
j=0

kus fz = f(ti)7 Y; = u(3j>9 Sj = ]ha Kij = K(ti7 Sj)'

. : h .
Trapetsvalemis valitakse kaalud ¢,y = ¢;; = B ning ¢;; = --- = ¢;;—1 = h.

Volterra vorrandis on ldhislahendid voimalik saada rekurrentselt. La-
hendi y, saamiseks diferentseerime vorrandit:

POK(t, )

K(t,t)u(t) + /0 a0 u(s)ds = f'(t).

Siit ¢ = 0 korral K(0,0)u(0) = f/(0), millest y, = fK(O).
00

Valime kvadratuurvalemis i = 1, siis
c10K10%0 + ciuKuy = fi.
Siit leiame y;:

1

cnKn

vy = (fl - CIOKloyO) .

31



Analoogiliselt jaitkame, leides

_ 1
i i Kii

i—1
<fi - Z Cinijyj> .
j=0

Kasutades trapetsvalemit, leidsime Volterra integraalvorrandi lahendi re-
kurrentselt.

Trapetsvalem Keskmine ristkiilikvalem

Keskmine ristkiilikvalem Vorrand aproksimeeritakse kujule
i—1
hZKi7j+%yj+§ = fi, 1=1,2,...,
=0

h .
kus iyl :3j+53a Ki,jJr% :K<ti,8j+%>.

Kui i = 1, siis saame yi =

i—2
. 1
Uldiselt, Yid = 3 (fi - hz Ki7j+§yj+é>'
=g J=0

Kui | fs — fllo < 0, siis kiillalt sileda u korral |y; —u(t;)| < ¢ (h2 + %)

kehtib nii trapetsvalemi kui ka keskmise ristkiilikvalemi jaoks. Veahinnang
2
3

on optimaalne, kui h? ~ % ehk 3 ~ § ehk h ~ §3, siis veahinnang on O (6 )

Kasutades vasak- voi parempoolset ristkiilikvalemit, tuleb veahinnang
5 1 1
O (h + E)’ siis valik h ~ §2 annab veahinnanguks O ((55).

1.4 Operaatorvorrandite iseregulariseerimine
projektsioonimeetoditega

Olgu H ja F Hilberti ruumid, A € L(H, F'). Vaatleme iilesannet Au = f.
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1.4.1 Projektsioonimeetodite kirjeldus

Olgu ruumid H, ja F,, 16plikumo66tmelised ja vordse dimensiooniga, H, C H,
F, C F. Vaatleme projekteeritud vorrandit A,u, = @, f, kus @Q),, on ortopro-
jektor F — F,. Seega Q,, = QF = Q2. Olgu P, ortoprojektor H — H,,. Siis
A, =Q,AP, € L(H,, F,).

Saame, et u,, € H, rahuldab seoseid

A, =Qnf & Qun(Au,—f)=0 & (Au,— f,z,) =0Vz, € F,. (1.7)

1.4.2 Projekteeritud vorrandi ithene lahenduvus

Lemma 8. Olgu N(A) N H, = {0} ja 7, = inf NQn A, |

ritud vorrandis A, on pooratav ja », < HA 1H . kus
%, = Ssup Moall .
Toestus. Olgu w, € H, suvaline. Siis
-
|1QnAwn|| = [[Anwall Z 7o || Awn]| = == [[wall.

n

Operaatori A, iiksiihesus tuleb eeldusest N (A) N H,, = {0}. (Seega on A4,
H, — F, pooratav.) Vottes z, = A,w,, saame

T -
lzall > 2= {140 2]l
Hn

seega ||A,"|| < “n Olgu v, € H, element, mille korral », definitsioonis
T,

saavutatakse maksimum (H,, on loplikumo6otmeline). Siis

[Auvnll = 1QuAval| < [QullAv ] = [ Av, | = 1220 =
= M —IHA 1H 1 An o] -
Hn
Seega ||A,!|| = .. -
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Vaatleme kaasoperaatorit A* € L(F, H). Saame, et
= (Q.APR,)" = PrA*Q! = P,A*Q,,

kus seetdttu, et P, ja @, on ortoprojektorid, kehtivad P, = P, ja Q = Q..

> (. Siis A,, on
m€F, || A*z,| "

pidevalt pooratav ja kehtivad hinnangud

”,
<A < =
kus »* = sup [ .
" zZn€F, ||A*ZnH
Lisaks kehtivad seosed ||A;1QnAH = %, A'QuA(I = P)|| = o), kus o), =

11— P)A =
su ,ja — 1+ .
S A = 0 ))

n

N

Toestus. Olgu z, € F,,. Siis

[Anznll = [[PhA™Qnznll = [[PaA" 20| =

* Tn
z T [ A%zl = = |zl -
Olgu z, = (A*) "' vy, v, € H,. Siis

(A2 0a]| < 22 [0l

T’I’L
millest || A, || = ||(42) 7| < Z=.
TT'L
Olgu z, € F, selline, et s HL’li o ” (supreemum saavutatakse F;, 1opli-
kumootmelisuse tottu), see tahendab
[Apznll = |1PaA 20l < [|Pall |A™20]| = e
AT A A Az
P h s ’

kust 4,7 = [[(43) ]| >
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On teada, et kompaktse enesekaasse operaatori B korral || B|| = max |Ag|,
kus A\ on B omaviéartus (vt. E. Oja, P. Oja ,Funktsionaalanaluiis“ 1991, 1k1'
2174). Vottes B, = A,'Q.A ja B = B,B;, saame \p = \j; ning ||B,| = A3
kus A, on operaatori B € L(H,, H,) suurim omavéaéartus. Olgu v, vastav
omaelement, siis A-'Q,AA*Q, (A*) "' v, = \v,. Tahistame z, = (A%) " v,
siis A, 'Q,AA* Q. v, = N\, A x, ehk Q,AA*Q,x, = \A, Al x,,.

On ildine fakt, et operaatori B = B* € L(H, H) suurim omavéairtus A

(Bv,v)

rahuldab seost A\ = sup . Seega
veEH <Ua U>
Vs (@A @z 2) |A*Qpzal® [
n = Sup . . = 2 = S 7 = 7
zZn€Fy, <ATLZn7 Anzn> zn€Fy ||A>;LG || zn€Fy PnA*Zn ” (T;:)

kuna Q,,z, = z,. Seega vordus ||4,'Q,A|| = % on néidatud. Vordus ||A,'Q,A (I — P,)| =

o, saadakse analoogiliselt.

Lopuks,
( : ) 4"z |PuAzall? + 111 = Pu) A"z
— = sup T 5 = sup 5 —
T el || P Az | 2n€F, || P A* 2, ||
I — P)A*z,|°
= 14 sup It ) z” :14_(0;)2. N
2n€Fy ||PnA*ZnH

1.4.3 Projektsiooniruumi moo6tme aprioorne valik

Teoreem 10. Olgu A € L(H, F), kus H ja F on Hilberti ruumid. Olgu [ €
R(A) ning || fs — f|| < 0. Olgu tdidetud jirgmised tingimused:

I° ||Pou—u|| = 0(n — o) iga u € H korral,

2° N(A*)N F, = {0}, kui n > ny,

3° ||PuA%z|| = 77 ||A%2,]| 18@ 2, € F, korral, kus n > ng ja 7" = const > 0.
Siis kehtivad jargmised vdited.

1) Véorrandil Au = f leidub iihene lahend u, € H ning projekteeritud vor-
randil A,u, = Q,f leidub iihene lahend u,, € H,, kui n > ny.

2) Tapsete andmete (§ = 0) korral ||u, — u.|| — 0 protsessis n — oo
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3) Kui andmed on ebatdpsed (6 > 0), siis valides n = n(6) nii, et
n(d) = oo, -5 —0 (6 —0), (1.8)

saame ||uy5) — u.| — 0 protsessis § — 0.

Toestus. 1) Projekteeritud vorrandi ithese lahendi garanteerib tingimus 2°
(vt.lemmal9). Lahendi u, leidumine on samavéérne sisalduvusega f € R(A).
Oletame vastuvaiiteliselt, et leidub vy € H nii, et uq # 0, aga Auy = 0. Vorran-
dil A}z, = P,ug leidub n > n, korral tapselt iiks lahend z, € Fj. Tingimuse
1° kohaselt P, A"z, = P,uy — ug (n — 00).

Tingimusest 3° saame, et
1
14720l < — [[FnA™ 20| < const,

kuna paremal asuv jada koondub. Seega on jada (A*z,) tokestatud. Tokes-
tatud jada sisaldab nérgalt koonduva osajada, st. leidub v nii, et (minnes
iile osajadale) A*z, = v. Kuna *-nérk topoloogia on eralduv ning korraga

P, A*z, % ugja P, A* 2, — v (seega ka w*-topoloogias), siis v = u. Niisiis A*z,, — u.

Niiiid samal ajal (A*z,, up) — ||uol|* ja (A zn, ue) = (2, Atg) = (2,,0) = 0.
Siit jareldub, et uy = 0, mis on vastuolus eeldusega uy # 0. Jarelikult sellist
elementi v, ei leidu.

2) Tingimus A,u, = @, fs annab seetottu, et f = Au, ja A, = Q,AP,:
Ap(uy — Pouy) = Qu(fs — ) + QnA(us — Pouy).
Sellele vordusele operaatorit A" rakendades saame
Up — Pou, = A7'Qu(fs — f) + A QuA(u, — Pyu,) =
= A 'Qu(fs — )+ A QuA(I = P)(I = Po)u..
Jarelikult kasutades lemmat[9] saame
[un —uall < flun = Powll + | Pavs — ua] <
< AT IQall 1S5 = FIl+ |47 QA = PO I = Pu)us]| €1.9)
+ (I = Pou =
= [l A5 = £+ @+ o) [ = Po)usl| =

1
=\M#Mﬁ—m+(r+zgy—gna—amm<

1—(r2)°
TS (1 e | = P (1.10)

/AN
3\]* 3§%
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Molemad liidetavad haabuvad n = n(d) valikureegli tottu protsessis § —
0. O]

1.4.4 Projektsiooniruumi mootme valik hilbe pohjal

Teoreem 11. Olgu f € R(A), ||fs — [l < I ning kehtigu veel jirgmised viis
tingimust:

1° ||u— Pyul|| — 0iga u € H korral,
2° N(A)N H, = {0}, kui n > ny,
3° |QnAv,|| = 7 ||Av,|| mingi konstandi T > 0 korral, kus v,, € H, ja n > ny,

4° ||P A z,|| = 7" ||A%2,|| mingi konstandi " > 0 korral, kus z, € F, ja
n 2 N,

5% s ||(I — Q) A|l < o = const, kus Q!, on ortoprojektor F — A(H,) ja
n = ng.

Siis kehtivad jargmised vdited.

1) Vorrandil Au = f leidub tdpselt iiks lahend u, € H, projekteeritud
vorrandil leidub tdpselt iiks lahend u, = H,, kui n > n,.

2) Kuiarvn =n(0) valida jadast 1,2, ... selliselt, et n(0) on esimene selline
naturaalarv, mille korral projekteeritud vorrand on iiheselt lahenduv

) 1 .. )
ja ||Au, — fs5]| < b, kus b = const > —, siis Hun((g) — uy|| — 0 protsessis
T

0 — 0.

Toestus. Teoreemi toestusest saame n > ng korral hinnangu (seekord
hindasime HA; ! H lemma @ alusel)

lan =l < 2254 (T = P
Saab niidata (see pole viaga lihtne), et kui on rahuldatud tingimused 2° ja

3°, siis projekteeritud vorrandi A,u, = @, fs lahendi u, hilbe jaoks kehtib
hinnang

1 . I
| Au, — f5]| < T—dlst (fs,A(Hy)) = — min || fs — Av,]| .

Tn vn€Hn
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Minnes piirile, saame

: L. . 1
Jim (| Aw, — f5]| <~ limmin [1fs = Avell < |5 — Au| < =5

n—o0 vy €H,

N

Seega n valik halbeprintsiibi abil on teostatav.
Téahistame m = n(d) — 1. Siis
b6 < ||Auy, — f5]] < 771 dist (fs, A(H,,)) < 771 (0 4 dist (f, A(H,))),
millest seetottu, et (I — Q/,)AP,u, = 0 (kuivord AP, u, € A(H,,)), tuleb 5°
pohjal

(b — 7'_1) 5 < 7 hdist (f, A(Hy)) = 1 f— Q) Au,| =
= 7 = Q) A — Pp)u.| <
< 7T = @) Al 1T = Pr)uall < 77456, [|(T = Paggy—1)us

Oleme saanud, et
Jtn — uull € = I = Pacn)us|| + ¢ [[(L = Po)us| - (1.11)
(br—1)7

Kui n(§) — oo protsessis 6 — 0, siis see hinnang annab koonduvuse.

Kui n(d;) <! = const mingi jada ¢, — 0 (k — oo) korral, siis u,,s,) paikne-
vad loplikumdotmelises alamruumis — ruumide H,, n = 1,...,1[, lineaarses
kattes. Hinnangu pohjal on jada (u,,)) tokestatud, seega suhteli-
selt kompaktne ruumis H. Kuna HAun((g) — f5|| < bo, siis Auyi,) — f = Auy
(k — o0) (hilbed koonduvad). Seega ka u,;,) — u. (k — 00). O

Mirkus 12. Kui H,.1 C H, iga n korral, siis n < [ parajasti siis, kui u, € H,.

1.4.5 Lisandusi koonduvusteoreemile

Lause 13. 1) Kui on rahuldatud tingimus 3° ja mingi o € (0,1) korral
kehtib

6° H(I - Pn)(A*A)%” < v = const (n = ng),
siis kehtib 4°, kus " = 7 (77 + 72)_i.

2) Kui on rahuldatud 4° ning leidub o € (0,1) nii, et kehtib
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7° (5)" ||(I — Qn)(AA™)2|| < v = const (n > ny),

1

siis kehtib 3°, kus T = 7" ((7)** + (v*)?) ™.

Toestus. Toestame viaite 2). Kasutame operaatori A polaaresitust: A = (AA*)% U,
kus U € L(H, F) on osalise isomeetria operaator, st. |[Uv|| < |jv|| igav € H

korral. Tdhistame B = (AA*)> € L(F, F), siis A = BU. Siis momentide vor-
ratust kasutades saame, et

2 2
L R =1
72 onet |QuAv,|* siev(m) ||QuBza|)?
o 1@uBal 10 - QB _
2n €U (Hp) HQWBZTL||2
I —Q,)Bz|
Dt o WU—@BEE
ZneU(Hn) ||QnBZn||
IB 2"
< 1+ (I -Qu)B°° sup ——"1 <
2neU(H,) || QnBznl|”
. an (1—a)-2 2, 2a
< 1+”(I_Qn>B H2 sup H ||2(1a) H || —.
en€U(Hn) [|QnBzn|| QB2
Osutub, et
p Bzl _ 1
2n€UHp, HQnBZnH Tn
ning
[[ 2| [[vnll [vall 1y
sup ———— = _— = T = AL < =
zn€UHp,, ||Qnan|| vn€EHp ||QnAUn” vn€EHp ||ATLUTLH H || h Tn
Seetottu tingimuse 7° tottu
1 al|2 1 e %’;'kb 2 (7*)2
gerlu-aomt(5) - (2) < i

1 1
Siit ndhtub, et — on tokestatud. Téepoolest, kui — — oo (n — o0), siis
Tn Tn

11—«
1 1 . .. ~
(— = o0 | — |, mis on vastuolus viimase vorratusega.
T’I’L Tn

Vaja on néidata, et



mis on samavéairne sellega, et

i - ((T*)2a+(27*)2)(11 _ <1+ (7*)22 >(1x
) )"
Téahistame x = % jac= (7*)21.
(7n) (7%)

Ulesanne. Naidata, et 0 < 2 <1+ cz'™® = 2 < (1 + ).

1) osa toestus tuleb duaalsust kasutades analoogiliselt. O
Lemma 14. Olgu H = F, H,, = F,, ja A = A* > 0. Kui leidub « € (0,1) nii, et
#2 ||(I = P,)A%|| < v = const, n=1,2,...,

Siis
| PoAv,|| = 7 || Av,||, v, € H,, n>1.

.. -1 . Iy . _1 ) 1
Siint=(1++") >, kuia € (O, 5} ning T=(1+~v) =, kut o € (5, 1).
Toestus. Analoogiline lause |13|toestusega. O

1.4.6 Kaks vorratust

Lemma 15. Olgu B=B* >0, B € L(H, H). Siis
I(I = Po)B?|| < (I = Po) B[+, 0<p<q.
Toestus. Kuna B ja P, on enesekaassed ning operaatori ja kaasoperaatori
normid vorduvad, siis
(I = Po)B”|| = [[(B*(I — F))"[| = |1B"(1 = Pl
Sama saame teha toestatava vorratuse paremal pool seisva avaldisega.

Momentide vorratuse pohjal

P
q

IB2(1 = Pl < 1B = Payoll? (7 = P)o)™% <

/

< NBUI = Pl llolle 1 = Pl [Joll 2 =
= [[BYI = Byl [lo] -
Seega ||B” (I — P,)| < ||B*(1— P.)|". -
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Lemma 16. Olgu Q) ortoprojektor F — AH,,. Siis

Q=

I(1 = QA < [|(I = P)(A*A)E|*,  Va>0.
1
Toestus. Vaatleme olukorda o = —,m € N. Sellest piisaks, sest siis lemmas
Valides B = (A*A)% saame

1 [|™ 1
| = poB=||" <= P, —<a

Kasutame polaaresitust A = UB = U (A*A)%, kus U on osaline isomeet-
ria, ||U|| = 1. Olgu P, ortoprojektor H — BH,. Kuna UP,H C AH,, siis
(I —Q,)UP, =0. Seega

(I -Q)A=(I-Q)UB=(-Q,)U(I-F,)B.
Jarelikult

I = QA = (I = @)U = P)B| <
< = QU = P)BI < (1= Po) Bl

Tshistame PY) ortoprojektori H — B H,, j = 0,1,...,m. Siis P¥ = P, ja
pm = p,

Kuna R(B= PY~Y) c B H,, siis
(I-PY)YBwPYUY =0, j=1,....,m (1.12)
ning
(I — PP Bm = (I—PY)Bw(I-PYV),  j=1,....m.
Kasutades neid vorduseid jarjest j = m, j =m —1,..., j = 1 korral, saame
(I-P)B = (I—P™)B=(I-P"™)BwBn.. Bmn=
—_—
m tikki
= (I —P"™) Bw (I — P V) Bw (I — P 2)...(I - P{Y) Bnm.

Hindame iga liiget eraldi: kuna projektor ja B on enesekaassed, voib nad
normi all vahetada,

H([ — pPY) B

_ H (I - PY) B (I — PY~1) H <

N\

7= E2| ||+ (1= o) | < = R B <

1

— |~ Py B

< |- POy B=
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Kokkuvodttes oleme nididanud, et

m

1= Q) Al < I = ) B < || (7 = P B

Y

toestuse alguses on aga margitud, et sellest piisab vorratuse

(I = QA < ||(I = P)(A*A)% ||~
pohjendamiseks iga reaalarvu « > 0 jaoks. O

Jareldus 17. Tingimus 5° teoreemist|11|on rahuldatud, kui kehtib
s (I = P)(A"A)2 || <y, n=ng.

mingi o > 0 korral.

1.4.7 Vahimruutude meetod

Otsime elementi u, € H,, mis minimiseerib ||Av, — f;|| vaartuse, kus v,, €
H,.See on samavairne u, € H, otsimisega, mis rahuldab (Au,, — fs5, Av,) =0
iga v, € H, korral. Siis ),, : ' — AH,, mis tdhendab, et F;, = AH,.. Lahend
u, leidubigan = 1,2, ... korral ja on ainus, kui N'(4)NH, = {0}. Teoreemi 11|
tingimus 3° on rahuldatud, 7 = 1, ng = 1. Kui on antud H,, baas {¢1,..., .},
siis u,, € H, esitub kujul u, = Z cip;. Projekteeritud vorrandi tingimus on
=1
kujul
(Auy, — f5, Ap;) =0 j=1,...,n,

millesse u,, asendades saame

<Azcz%_f6w490]>:0 j:17"'>n

i=1

ehk

n

Zci (Api, Apj) = (fs5, Ap;) j=1,...,n.

=1
See on stimmeetriline lineaarne algebraline vorrandisiisteem kordajate c;
madramiseks.
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Teoreem 18. Olgu N(A) = {0}, f € R(A), |lu — Puu| — 0 (n — o) iga u € H
korral. Leidugu arv o > 0 selliselt, et
(%n+%n+1)aH(]—Pn)(A*A)%H < v = const, n=12.... (1.13)

Kuin = n(6) valida nii, et n(J) — 00, s2,5-0 — 0 (6 — 0), siis ||un(5) —ul| — 0
protsessis 6 — 0. Sama koonduvus leiab aset n = n(§) valikul hdlbeprintsii-
bist: n on esimene arvudest 1,2, ..., mille korral ||Au, — fs5|| < bd, b > 1.

Vahimruutude meetodis kehtib alati s < 5, aga tingimusel (1.13) keh-
. |l 1 . »,
tib lemmade |8|ja @ ja lause |13 pohjal samutis,, < —".
T

Toestus. Esimese poole toestamiseks piisab viidata teoreemile|10l Teine pool
tuleb teoreemist 11| (3° taidetud triviaalselt 7 = 1 korral; 3° ja (1.13) = 4°;
5° on rahuldatud jarelduse pohjal). O

1.4.8 Viahima vea meetod

Tapse f korral otsime w,, = P,u., st. ||u, — u.|| < ||v, — u.| iga v, € H,, kor-
ral. (Nimelt, kehtib ||u,, — u.| > |Ju. — P,u.||, et aga minimiseerida, ,valime“
P,u, = u,.)

Selleks leiame u,, nii, et (u, — u.,v,) = 0iga v, € H, korral. Kui H,, baas
on {y1,...,¢,}, siis tuleb u, leida selliselt, et (u,, — u,, ;) = 0iga ¢; korral,
j=1,...,n. Meetodi rakendamisel on probleemiks see, et ei tea elementi u,,
mida projekteerida.

Eeldame korraks, et leidub A poordoperaator. Siis saaks kirjutada
<A_1A(un—u*),<pj>:O j=1,...,n.
Kuna Au, = f, siis saaksime
<Aun—f, (A_l)*gpj>:O j=1,...,n.

Tahistame 1; = (A*) "' ¢; (siis ¢; = A*%);), nende elementide leidmisega on
raskusi. Igatahes, siit aga selgus, et kui on ette voetud ¢, € F,, siis H,
baasielemendid saame A* rakendamisel. Seega H, = A*(F,) ja teoreemi
tingimus 4° on automaatselt taidetud.

Loobume siis kitsendavast eeldusest, et leidub A poordoperaator. Olgu

n

F, baas {41, ...,1,}. Siis u,, = Z c;A*);. Projekteerimise tingimus on

=1

(Aup — f5,05) =0 j=1,....n.
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Toepoolest,

QnAun:an(S = Qn(Aun_f5) =0 = (Aun—f&%)zo j:1a7n

Seega teisendades

<AZCiA*wiawj>:<f5ij> j:17"'>n
=1

ehk

n

ZCi <A*'¢Z,A*¢j> = <f5,'¢j> j = 1,...,71.

i=1
See on stimmeetriline lineaarne algebraline vorrandisiisteem kordajate c;
leidmiseks.

Teoreem 19. Olgu N(A) = {0}, N(4%) = {0}, f € R(A), ruumid F, olgu
plirtihedad ruumis F (see tdhendab, ||z — Q,z|| — 0iga z € F korral).

Siis kut n = n(0) valida nii, et n(d) — oo, 0 - 3,5 — 0 (kus s, =

N

n valikul hdlbeprintsiibist: n = n(d) on esimene arvudest 1,2, ..., mille kor-

ral ||Au, — fs|| < b3, kus b = const > (1 + (v*)*)*, kui leidub o > 0 selliselt,
et

), Siis Hun((g) — unH — 0 protsessis 6 — 0. Sama koonduvus kehtib

()™ ||(1 - Qn)(AA")?2 | <~ = const

ning §
(5250) " |[(1 — Qu)(AA*)Z || < const.

Téestus. Esimene koonduvus jiareldub teoreemist [10} Kui jada (F;,) on piir-
tihe ruumis F), siis (H,), kus H, = A*(F,), n € N, on piirtihe jada ruumis
R(A*), st.

|lu— Pl — 0 VYue R(A*).

Eelduse N(A) = {0} tottu langeb see tingimus kokku teoreemi [10| tingimu-
sega 1°.

Héilbeprintsiibi jargi koonduvus tuleb teoreemist[11l Me saame, et
1 — @)A]

11 = @A = Po)l <
1 = Qull (I = Po)A™|| <

(7 = Qu) (A4~

NN
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kus viimases vorratuses kasutasime lemma analoogi ning eelviimases
vorratuses seda, et (I — Q!,)AP, = 0.

} [[2n A"z |
Niaitame, et s, < 57, see tdhendab, sup —_
e "enebn [A 2]l 7 s, [[AA 2,

HA*ZHH2 = (A%z,, A" 2) = (20, AA™2,) < |20 [|AA™ 2, ]| - O

Mirkus 20. Kui u on projekteeritud vorrandi ), Au = Q,, fs vihima normiga
lahend, siis u on vdhima vea meetodi lahislahend.

Toepoolest, kui u on Q,Au = Q,fs vihima normiga lahend, siis u L

N(Q,A), st.
u € -/\/’(QTLA)L = R((QnA)*) = R(A*Q:) = A*F,, = A"F,, = H,.

Eelviimane vordus tuleneb sellest, et A*F,, on loplikumaootmeline ruum, seega
kinnine.

1.4.9 Monotoonse vea reegel vihima vea meetodis

Vaatleme esialgu vorrandi Au = f lahendamiseks suvalist regulariseeri-
mismeetodit regulariseeritud ldhislahendiga u,, kus » on regulariseerimis-
parameeter. Projektsioonimeetodis on parameetriks » = n projekteeritud

vorrandi dimensioon, Tihhonovi meetodis » = —. Tuiipilistes regulariseeri-
(0

mismeetodites tdpsetele andmetele [ vastava regulariseeritud lahendi viga
|u? — .|| — 0 kuir — oo, aga ebatédpsete andmete f; korral viga |u, —u.|| pa-
rameetri r kasvades esialgu kahaneb (kuni mingi optimaalse parameetrini
r = r.), aga r edasisel kasvul (piirkonnas r > r,,) viga kasvab. Monotoonse
vea reeglis (ingl.: monotone error rule, ME-rule) ehk ME-reeglis valitakse
regulariseerimisparameetriks ry,z = r(d) suurim r-vaartus, mille jaoks tin-
gimusel ||f — fs|| < § saame néidata, et viga ||u, — u.| on monotoonselt ka-
hanev piirkonnas r € (0,7)5|. Seega pidevates regulariseerimismeetodites
nagu Tihhonovi meetodis, kus u, on parameetri » diferentseeruv funktsioon,
valime vorratust
d

d_HuT —u,||* < 0igar € (0,7y5) korral
,

garanteeriva maksimaalse )z, aga iteratsiooni- ja projektsioonimeetodites,
kus regulariseerimisparameeter r on peatumisindeks n € N, valime vorra-
tust

ltn — ws]] < ||tn—1 — usl| iga n=1,2,...,nyp korral (1.14)
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garanteeriva maksimaalse n,;p. Jargnevalt vaatleme ME-reeglit vihima
vea projektsioonimeetodis. Eeldame, et alamruumid F, rahuldavad tingi-
must

F, C F,44 (n=0,1,...) (1.15)

ja naitame, et ME-reegel on siin kasutatav jargmisel kujul: valime ny;z =
n(0) vahima vea lahendis

U, = A%, (v, € F,)

vidhima indeksina n = 1,2, ..., mille korral

dyp(n) = (Vi1 = tn, fo) ) (1.16)

2”vn+1_vnH o

Element v, € F,, leitakse arvutustes automaatselt, see ei néua lisatood. See-
juures funktsioon d,g(n) esitub ka ekvivalentsel kujul

421 = Jln®

= ) 1.1
R TN 0

Nimelt kehtivad vdhima vea meetodi ldhislahendi u, = A*v,, (v, € F),)
kohta vordused

HunH2 = ||A*Un||2 = (A%, — fs5 + fs,vn) = (Aun — f5,00) + (f,0n),
seega projekteeritud vorrandi tingimuse (Au,, — fs,v,) = 0 tottu ka vordus
[unll* = (f5,vn)- (1.18)

Viimasest vordusest jareldubki d,,z(n) avaldiste kujude (1.16) ja (1.17) sa-
mavaarsus.

Teoreem 21. Eeldame, et N(A) = N(A*) = {0} ja alamruumid F,, rahulda-
vad sisalduvustingimust Jja koonduvustingimust: ||z — Q,z|| — 0 kui
n — oo (Vz € F). Siis vahima vea meetod annab iihese ldhendi v, = A*v,,
v, € F,, ning kehtivad vdited

D |luall < lupsill  (Vn € N),

ME-reegliga parameetri n = nyg(0) valikul kehtivad vdited
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4) kui nyg — oo protsessis 6 — 0, Sils || tun,,; — us|| = 0 kui 6 — 0.

Toestus. Projekteeritud vorrandi iihene lahenduvus on nididatud Teor. 10,
19 toestuses. Tingimusest jareldub, et u, 1 € A*F),,; rahuldab mole-
mat vorrandit @, .1 (Au — f5) = 0 and Q,(Au — f5) = 0. See fakt ja Markuses
20 naidatud seos u,, = argmin{||u|| : v € H, Q,(Au— fs) = 0} annavadki véiite
1) vorratuse.

Viite 2) vasak vorratus kehtib viite 1) tottu. Projekteeritud vorrandi
lahendid u, = A*v, ja u,.; = A*v,,, rahuldavad sisalduvuse tottu
vorduseid (Au,, — fs,v,) =0, (Auyi1 — f5,v,) = 0. Seega (A(uys1 — Up),v,) =0
ja vordused

0= (A(Uns1 — Un),Un) = (AA" (Vny1 — V), Un) = (Vny1 — vn), Auy)

annavad vorduse (Au,,v,1 — v,) = 0. Seega funktsiooni dyg(n) (1.16) lugeja
voib kirjutada kujul (v, 1 —v,, fs— Au,) ning dyg(n) saab hinnata avaldisega
| Avy, — f5]]/2-

Viite 3) toestuses kasutame vordust (1.18) ja saame

ot = el =ty — ] = a2 = et a2 — 2ot — 101, 02)
(Un — Un—1, fé) - 2(A*<Un - Un—l)vu*)
= (Un — Up_1, f5s — 2Au) = (v, — Vp_1, 2(fs — Auy) — f5)
< 2fjvn = vp1 |6 = (Vn — Vno1, f5)
= 2||vy — vp_1]| (6 — dur(n —1)). (1.19)

Kuna n < ny g korral dyg(n — 1) > 4, on vaide 3) toestatud.

Viite 4) toestust alustame veahinnanguga
|tn — || < |Jus — Pous|| + 0K (1.20)

mis tuleneb valemist (1.10), arvestades, et vihima vea meetodis 7, = 1 (selle
suuruse téime sisse Lemmas 9) . Olgu ny = ny(9) saadud suvalise aprioorse
parameetrivaliku reegliga tingimuste (1.8) kohaselt, seega ||t ) — u.|| —
Okui § — 0.

Kuna eeldasime, et nyg — oo kui § — 0, siis koonduvus ||u, — P,u.| — 0
kui n — oo jareldub eeldusest ||z — Q,z|| = 0 (n = o0, Vz € F). Kui ny g > n,
SUS ||ty p — Uil < ||ty — us]] — 0 kui 6 — 0 vea monotoonsuse omaduse

3) tottu. Juhul nyp < ng kehtib k), < &, sisalduvuse (1.15) tottu, seega
koonduvus ||u,,,, — u.|| — 0 kui § — 0 jareldub seostest (1.20), (1.8).

]
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1.4.10 Galjorkini meetod

Eeldame, et ' = H, A = A* > 0. Galjorkini meetodi korral F,, = H,. Olgu
H, = F, baas {¢1,...,p,}. Otsime lahendit kujul u, = ZCW@', mis rahul-

=1

daks
<Aun_f5790j>:07 ]:1,,7’L
See tdhendab,
<Azcz'90z'—f5,%>=0, j=1,...,n,
i=1
ehk

n

ZCMASDuSDﬁ:(fd,%), j=1,...,n.

=1
Kuna A on enesekaasne, siis (Ag;, p;) = (¢;, Ap;). See on stimmeetriline
siisteem kordajate c; leidmiseks.

Teoreem 22. Olgu F = H, A= A" >0, f € R(A), |lu— Pul| - 0igau e H
korral ning leidugu o > 0 selliselt, et

sy (1 = Po) A% < o, sy o (I = P,)A%|| < const.

Siis Galjorkini meetod mddrab iga n = 1,2,... korral iihese ldhislahendi
un. Kui n = n(d) valida nii, et n(0) — 00, sye) -6 — 0, siis Hun((;) — Uy|| —
0 protsessis 6 — 0. Sama koonduvus kehtib, kui n valida hdlbeprintsiibi
kohaselt: n on esimene arvudest 1,2, ..., mil |Au, — fs]| < b, kus b = const >

1 1
(L+7°) kuia < 5, b> (1+7)%, kui a > 5>

Téestus. Teoreemide [10]ja[11]ning lemmade [14]ja[16| pohjal. O
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1.5 Green’i funktsiooni tiitiipi tuumadega I lii-
ki integraalvorrandite lahendamine pro-
jektsioonimeetoditega

1.5.1 Vorrandite klassi kirjeldus

Vaatleme vorrandeid kujul

;/1 K(t,syu(s)ds = f(t), 0<t<l.

Siin integraaloperaator A : L,(0,1) — L2(0,1), ruum Ly(0, 1) olgu reaalvéar-
tustega 16igul [0, 1] Lebesgue’i mottes integreeruva ruuduga funktsioonide
ruum.

Rahuldagu tuum K (¢, s) jargmisi tingimusi.
1) K(t, s) osatuletised jarguni m — 2 on pidevad kogu
DK (t
ruudus: % e C(0), kus
O={(t,s) :0<t<1,0<s<1},i=0,...,m—2.

2) K(t,s) osatuletised jarguni m on pidevad kolm-

nurkades: 8K—(t’s) € C(QUC (), kus<a={(t,s) : 0<s<t<
={(t,s) : 0< t<s 1},i=m—1,m.
3) Tuletisel jarguga m — 1 on hiipe diagonaalil:
melK(t meLK(t
8—_(78) - 8—_(’8) =a(s) >0 Vs € [0, 1].
6tm ! t=s+0 atm ! t=s—0

4) K (t, s) kui t funktsioon rahuldab iga s € [0, 1] korral lineaarselt s6ltu-
matuid rajatingimusi

m—1

(0) = (ayv(0) + B Y(1)) =0, i=1,....m.

Jj=0

Selliseid tingimusi rahuldavad Volterra tuumad (K (¢,s) = 0, kui t < s),
kui

K (¢, 5)
atm—l t=s+0

DK (L, s)

ot >0,

t=s+0

1},



kusjuures ‘
J'K(t,s)

51 e C(«), 1=0,...,m.

Tingimusi 1)-4) rahuldab ka suvalise diferentsiaaloperaatori
Lnz=» bj(t)z9, b eC0,1], bu(t)=——
§=0

Green’i funktsioon suvalistel rajatingimustel, mille korral homogeensel vor-
randil L,,z = 0 on vaid triviaalne lahend.

1.5.2 Integraaloperaatori vaartuste piirkond

Lemma 23. Kui N (A) = {0} ja tuum rahuldab tingimusi 1)—4), siis
H* C R(A) C H™, (1.21)
kus Hy' == W;(0,1) ja H™ := W,".

Siin W3" on Sobolevi ruum (W) = Ly, W," norm on tuletiste normide
summa),

Wit = {ue w3 0,1) : u(0) =u(1)=0,j=0,...,m—1}.
Téapsemalt,
R(A) = {ue W3"(0,1) : Aj(u)=0,i=1,...,m}.

Jareldus 24. Rahuldagu tuum K(t, s) tingimuste 1)—4) analooge, mis saa-
dakse t ja s rollide vahetamisel. Olgu transponeeritud operaatori AT null-
ruum triviaalne: N'(A™) = {0}. Siis

W3h(0,1) € R(A™) € W5™(0,1).

Operaator A* = A” saadakse tuumas ¢ ja s vahetamisel, operaatorile A*
vastab tuum K (s, t).

Lemma 25. Sisalduvustest (1.21) jireldub HATUHL2 > ¢ HD(‘m)vHL2 iga v €

Ls(0,1) korral, ¢y = const > 0, kus D™ =71, D™ T,, on pddrdoperaatqr 2m-
kordse diferentseerimise operaatorile D*™ rajatingimustel 2 (0) = 2 (1) =

t
0,j=0,...,m—1ning ATu(t) = A*u(t) = / K(s,t)u(s) ds.
0
0
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Lemma 26. Kui B on enesekaasne positiivne operaator Ly — Lo, siis R(B) C
H™ = R(B“) C H*™. Sealjuures tipsustame, milline on norm ruumis H”

S = Z ||u(k)H2. Kui niid f = || + o, kus

suvalise (3 korral. Uldiselt ||ul

€ (0,1), siis

_ LBJ)( )
u
lull%s = mmm+//’ ﬁ_ﬂﬂx it d.

1.5.3 Splainide ruum

1
Fikseerime arvu n € N, sammu h = — ningolgu bk > 1,0 < [ < k — 1.
n
Ruum S, on H' kuuluvate selliste funktsioonide ruum, mis igal osalsigul
[(i — 1)h, ih] on poliinoomid jarguga < k — 1.

Splainide omadused:

1) aproksimatsiooniomadus:

Vue H' Ju, € S || D'(u S| D, , 0<i<j<k,

Un) | ‘ Lo
2) stabiilsus

Yu, € Shu HD]un dni™ HDlun

Iz, < Iz,

1.5.4 Vahima vea meetod

Teoreem 27. Olgu N (A) = {0} ja rahuldagu tuum K(t,s) tingimusi 1)—4).
Rahuldagu f € H™ rajatingimusi \;(f) =0, i =0,...,m — 1. Siis integraal-
vorrandil Au = f leidub iihene lahend u, € L, ja vihima vea meetod

U, € ATSp 0 (Aup — f5,2,) =0 V2, € Sy

mddrab iga n korral iihese lahendi u,. Kui n = n(9) valida nii, et n(5) — 0,
9 -n(0)™ — 0 protsessis 6 — 0, siis Hun((g) — Uyl 0, kut 6 — 0. Selline
koondumine leiab aset ka n valikul hdlbe printsiibist: n on esimene arvudest
1,2,... (voi esimene arvudest n = 2°, v = const), mille korral

(konstandid co, c, ¢’ esinevad lemmas 25| ning punkti vorratustes).

m
2

[Au = fil <06 0> (1+79%, 7= c(de)||D (AAT)
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Téestus. Toestuseks piisab rakendada teoreemi Seal oli tingimus, et
N(AT) = {0}, aga see jareldub asjaolust, et R(A) on tihe ruumis H™. (Tée-

poolest, tuntud valemi kohaselt A'(4*)" = R(A) = H™, mis tihendab, et
N (A") elemendid nullivad kogu H™, seda saab teha aga ainult nullelement.)

Vaja on hinnangut

()™ || (1 = QuyAaaTy | <.

Koigepealt, R(4) = R ((AAT)%>, sest A = (AAT)2V, kus V on osaline iso-
1

meetria. Valides lemmas 26| B = (AAT)% ja a = —, saame sellest, et R(A) C
m

H™ sisalduvuse R ((AAT)ﬁ) C H'. Operaator (AA")2x : L, — H"' on kinni-

ne ja seega tokestatud.

Aproksimatsiooniomaduses valime u = (AAT)ﬁv, U, = Quu, j = 1 ja
1 =0, j = 1 ning saame

H(I - Qn)(AAT)ﬁvH < ch HD ((AAT)ﬁ) v‘

< T3 H .
L <ch|[D((aamym=)| oy,

1 2n]|
Me teame, et »2- = sup .
’ " z2n€Fp ||ATZn||

tor D™ viib ruumi Sy, elemendi ruumi S, s +m elemendiks. Kasutades
selles ruumis stabiilsuse omadust parameetritega i = m, j = 0, saame

Lemmast ||ATzn|| > ¢ ||D‘man. Operaa-

2] = | DD z,]| < 0™ | D7z,
Viimased 2 vorratust annavad

s e |z e
TR AT S R I T

Seega selleks, et kehtiks (%:;)% H(I — Q) (AAT)mm

‘ < 7, voime valida

y=c- <CC—;) . HD(AAT)ﬁ

1.5.5 Vahimruutude meetod

Teoreem 28. Rahuldagu tuum K(t,s) tingimuste 1)—4) analooge, mis on
saadud tingimustes 1)—4) t ja s rollide vahetamisel. Olgu N(A") = {0} ja
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f € R(A). Siis integraalvérrandil Au = f on tihene lahend u, € Ly. Vahim-
ruutude meetod

Uy € Shkl : (Aun — f(;, A’Un> =0 an c Shkl
s mddrab igan =1,2,... korral iihese lahendi u,, € Syy. Kui n = n(d) valida
nii, et n(0) — oo, 0 - n(5)™ — 0 protsessis 6 — 0, siis ||u, — u|| — 0, kui § —
0. Sama koonduvus leiab aset n(§) valikul hdlbe printsiibist: n on esimene
selline arv, et | Au,, — fs|| < 79, 7 > 1.

Téestus. Teoreemi tdestus on analoogiline teoreemi 27| toestusega. s, saab
hinnata nagu s, vahetades A ja A" rollid. Saame s, < 5, < constn™. Sama

analoogiaga saame H(I —P,) (ATA)ﬁ H < const - h, seega

1
7y

(I — P,)(AT A)zw ‘ < const.
Seega teoreem [28]jareldub teoreemist O

1.5.6 Galjorkini meetod

Teoreem 29. Olgu K(t,s) = K(s,t) (siis A* = A) ja mddraku tuum K(t,s)
positiivselt mddratud operaatori A : Ly — Lo. Rahuldagu K(t,s) tingimusi
1D—4) ja rahuldagu f € H™ rajatingimusi N\;(f) =0, i = 0,...,m — 1. Siis
Au = f omab tihese lahendi u, € Lo. Galjorkini meetod

Up € Spia © (Auy, f5,v,) =0 Vv, € Sy

mddrab iga n = 1,2,... korral ithese lihislahendi u,. Kui valida n = n(J)
nii, et n(0) — oo, on(d)™ — 0 protsessis § — 0, siis |[u, — u.|,, — 0, kui § —
0. Sama koonduvus leiab aset n(J) valikul hdlbeprintsiibist: n on esimene
arvudest 1,2, ..., mil ||Au, — fs|| < 76, kus 7 > (1 + 3%, kui m > 2, véi

I\ m
7> 147, kui m = 1. Sealjuures v = ¢ <C—) HDA%
Co

L2_>L2.

Téestus. Kuna A = A", siis kiesoleval juhul (A7 A)zw = Aw. Analoogiliselt
/

teoreemitﬁestusega saame s, < Cpm ja H(I —P,) A H < const - h, seega
Co

(I—P)An || <. O

1
7y

Seni vaadeldud meetodites olid tuumale péaris ranged tingimused 1)—4).
Jargnevalt vaatleme regulariseerimismeetodite klassi, mis on rakendatav
universaalsemalt.
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Peatukk 2

Regulariseerimismeetodite
klass enesekaassete ulesannete
jaoks

2.1 Regulariseerimismeetodite optimaalsus

2.1.1 Regulariseerimismeetodite optimaalsuse moiste

Olgu A : H — F operaator, kus H ja F' on Banachi ruumid. Me vaatleme
vorrandit Au = f. Olgu f; selline, et || fs — f|| < 0.

Eeldame, et me teame voimalike lahendite hulka M, olgu u € M. Meeto-
diks voib olla suvaline operaator P : ' — H, mis annab ldhislahendiks P f;.
Meetodi tapsust iseloomustab suurim viga

o0, M,P)=sup |lu— Pfs].
ueM
fseF
| Au—f5]| <6

Meetodit Ps (0 < § < dp) nimetatakse optimaalseks, kui

(P((;,M,Pg) = 1%fg0(6,M7 P)

Meetodit Ps (0 < 6 < dp) nimetatakse asiimptootiliselt optimaalseks, kui

@(&M, P5)

= 1.
530 infp (6, M, P)
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Meetodit Ps (0 < § < dp) nimetatakse kvaasioptimaalseks (ehk jargu jargi
optimaalseks), kui

w6, M, Ps) < Ci%f (0, M, P), c> 1.

2.1.2 Optimaalse meetodi veahinnang

Teoreem 30. Olgu M tsentraalsiimmeetriline hulk, st. u € M = —u € M.
Olgu A € L(H, F). Siis iga meetodi P korral kehtib vorratus

p(0, M, P) > w(d, M) :== sup |lull.

ue
| Aul|<o

Suurust w nimetatakse operaatori A~ pidevuse mooduliks hulgal A(M).

Téestus. Teame, et

o(6,M,P)=sup ||Pfs—ul.
ueej\;;

fs
| Au—fs]|<d
Fikseerime arvu ¢ > 0. Supreemumi definitsiooni kohaselt (w(j, M) = sup ||ul])
M

ue

|l Aull<s
leiame u € M selliselt, et | Au|| < 0 ja ||a]| > w(d, M) — . Nuud vottes u rolli
uja —u, saame

(6, M, P) = sup ||Pfs—ul >
ueM
fseF
|Au—fslI<é
> max sup ||Pfs—u|, sup ||Pfs+al ;=
fseF fsEF
| Au—fs]|<6 | AT—fs[|<o
1
> max{|[a— POl [[@+ PO[l} > 5 (llw — PO|| + ||z + PO[}) >
I, _
> 2 (@~ PO) + (@ + PO)) =
1 _ _
= 220l = 5l > w6 M) —<.
Lastes niitid € — 0+, tekib vorratus ¢(0, M, P) > w(§, M). O
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2.1.3 Regulariseerimismeetodi veahinnang allikataoli-
sel hulgal

Olgu H ja F Hilberti ruumid, A : H — F operaator. Hulka kujul M, , =
{u €H :u=(A*A)sv,ve H, || < ,0}, p > 0, p > 0, nimetatakse allikatao-

liseks hulgaks. Lihtne kontroll niitab, et allikataoline hulk M, , on tsent-
raalsiimmeetriline.

Teoreem 31. Mistahes regulariseerimismeetodi Ps korral ¢(5, M, ,, Ps) >
2

P 1 0\ Pt
81 pr+i, kui (—) i € 0(A*A), kus o(A*A) on operaatori A* A spekter.
p

2
p+1

. ) . e
Reeglina noue, et (—) oleks A*A omavéairtus, ei ole eriti kitsendus,
p

sest tildiselt huvitab meid olukord — — 0, aga kui A*A on kompaktne (ja nii

on enamasti rakendustes), siis tema omavaartused moodustavad ka haabu-
va jada.

Téestus. Teoreem jareldub teoreemist kui naitame, et w(6, M, ,) =0 P pﬁ.
Koigepealt saame, et

w(d,M,,) = sup |ju| = sup H(A*A)gv ‘ .
uEMp p lvll<p
| Aull<é |acama)ko||<s

Edasi kasutame asjaolu, et iga w € H korral

2

| Aw||* = (Aw, Aw) = (w, A*Aw) = <(A*A)%w, (A*A)%w> - H(A*A)%w

ning momentide vorratust:

w(o, M,,) = sup H(A*A)gv

2
"l =

(A"A) 2w

H p+1
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Momentide vorratus on aga tidpne omaelementide peal, ja elemendiks v v6i-
me votta operaatori A*A omaelemendi. Seega kiesoleval juhul kehtib saa-
dud vorratus tegelikult vordusena. ]

2.1.4 Projektsioonimeetodite kvaasioptimaalsus

Lause 32. Vihima vea meetod, Galjorkini meetod ja vihimruutude meetod

on vastavate teoreemide (eelmises paragrahvis teoreemid 27| 28] ja [29) eel-

dustel kvaasioptimaalsed allikataoliste lahendite hulgal, kus p < «, valides
_1

n sellise, et », = c - <§) e

Téestus. Vaja on naidata, et v, € M, , korral
= 1w, < 07T i
Kbigis kolmes meetodis oli veahinnang kujul
= wll < e (8- 50 + (1 = Poyu])) -
Kui v, € M, ,, siis

D
20

(7 = P = || = P)(A"A)

< |- Pyt

[oll < 7y25,7 - p,

viimase hinnangu saime sellest, et ||(/ — P,)(A"A)? || 52

Seega

[t — usl| < ¢ (856, + 3,7p) < ¢ (5- (g)m + (g)fﬁ p) _ oesT . O

2.2 Regulariseerimismeetodite klass enesekaas-
se operaatori korral

2.2.1 Meetodite klassi kirjeldus

Jargnevalt vaatleme enesekaasset mittenegatiivset operaatorit A = A* > 0,
A € L(H,H), kus H on Hilberti ruum. Vaatleme iilesannet Au = f, kus
antud on ligikaudsed andmed f;, ||f5s — f| < 4.
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Vaatleme regulariseerimismeetodeid kujul
ur = (I — Ag,(A))uo + g-(A) fs. 2.1

Siin arvu r > 0 nimetatakse regulariseerimisparameetriks (nditeks iterat-
sioonimeetodite korral on r iteratsioonide arv.) Element uq € H on algla-
hend, enamasti valitakse v, = 0. Funktsioon g,(\) : [0, ||A]] — R on tikiti
pidev genereeriv funktsioon. Spektraallahutuse kaudu kirjeldatakse funkt-
siooni ¢, () abil operaator g,.(A) : L(H, F) — L(H, F'). Me nduame, et a = || A]|
korral

sup |g-(A\)| <~vy-r (2.2)

0<A<a
ning
sup A1 — Ag,(N)| < 4r 77, 0<p<py, po>0. (2.3)

0<)<a

Suurimat arvu py, mille korral vorratus (2.3) kehtib, nimetatakse meetodi
kvalifikatsiooniks.

Juhul vy = 0, f5 = f saame u, = g.(A)f. Kui leidub A™', esitub tdpne
lahend kujul u, = A~ f. Seega peab funktsioon g,()\) ldhendama funktsiooni

1 . . . . . . 1
K Aga operaatorit A™' ei pruugi eksisteerida, seega ei saa votta g,(\) = T
Erinevad meetodid erinevad genereeriva funktsiooni g.(\) poolest.

2.2.2 Lavrentjevi meetod

Leiame u, kui vorrandi Au, + au, = f5 lahendi. See on meetod kujul (2.1),

_ 1 _ r . -1 -1 ..
kusr =« ,gr()\)—l_i_r)\—(r + ) . Siis

gr(A) = (r T+ 4) " = (al + )"

Kui A on integraaloperaator, siis Lavrentjevi meetod asendab I liiki integ-
raalvorrandi II liiki integraalvorrandiga. Ulesanne (o + A)u, = f5 on iga
a > 0 korral korrektne, sest operaator o/ + A on positiivselt méaaratud,

(o + AYu,u) = allul + (Au, u) > allul® = [|(al + A)7!] <

Q|+

Lemma 33. Funktsioon g.(\) = (r™ Jr/\)_1 rahuldab tingimusi (2.2) ja
@.3), kus vy =1, v, =p’(1—p) "jap =L
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Toestus. Tingimuse (2.2) kontrolli juures piisab ndha, et A > 0, mistottu
1 1
l9-(M)| =

rlp X ol
Tingimuse (2.3) kontroll: tdhistame

=T

D, =1 p
B =2 1= ag ] = (1= ) = T =

IRV A D U DY
Kui p = 0, siis vorratus kehtib iga A > 0 korral:
1
h()\) = <1 =001 0 =1.
( ) 1 + TA ) fypr 0 r
Kui p = 1, siis vorratus kehtib samuti iga A > 0 korral:

1 1 1
h(\) = — < = A | e

( ) A_l +r T? ’Ypr O r r

Leiame niiid suvalise p > 0 korral funktsiooni i()\) maksimumkoha.
Saame

WO\ = PAP™ ((llir?)?>2— MNor 0 :\:’;)\)2 (P14 7A) — 7).

Niisiis

R'(N\) =0 14+7r\)=rA Aextr = .
M=0 & pIHmA) = & duw= gl

Vastav funktsiooni h vaartus on

pp

p rP(1-p)? 1-p .~

t () - — )T
r(1—p) 1+7‘-r(1’ip)

Arv A\, on maksimumkoht, kuivord ~(0) = 0, aga h (Aexr) > 0.

Lopuks veendume, et tingimuses (2.3) py = 1. Me saame, et
AP

h(\) = ———

() 1+7A

Tahistame x = r), siis vorratus on kujul ¥ < const(1 + z), kus 0 < = < oo.

Selline vorratus saab kehtida ainult eeldusel p < 1, kuna olukorras p > 1
saab leida z nii, et arv 2” on suurem kui const(1 + z). O

Mirkus 34. Kui A = A%, aga A > 0 ei kehti, voib kasutada nditeks Lavrent-
Jevi meetodi analoogi

=< constr .

1y + Aug = fs,
kus i on imaginaariihik. Pole raske ndidata, et vastav genereeriv funktsioon

g-(N) = (ir "+ )\)_1 rahuldab tingimusi (2.2), (2.3) ning meetodi koonduvus
Jja koonduvuskiirus on nagu Lavrentjevi meetodil.
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2.2.3 Itereeritud Lavrentjevi meetod

Fikseerime naturaalarvu m > 1. Leiame u,,, kui vérrandi
Auq%a + Oéuma = O[un_lya —+ f57 n = ]_7 e, Mm,

lahendi. Element v, on alglihend, v6ib valida uq, = 0.
Juhul m =1, 4y, = 0 on tegemist Lavrentjevi meetodiga.
Lahislahend u, = u,,,. Nditame, et see meetod on kujul (2.1), kus r =

1
at, g (\) = 1 (1 - (1+7X)""™) ning tingimused (2.2) ja (2.3) on rahuldatud,

. pP\m p\'"m
kui valida v =m, v, = (-) <1 - —> » Do = M.
m m

Lemma 35. Itereeritud Lavrentjevi meetodis lihislahend esitub kujul
m—1
U, = H™ug + Z Hg,(A) fs, (2.4)
=0

kus H = I — Ag,(A) ning g.(A) = (ol + A)~" (Lavrentjevi meetodi genereeriv
funktsioon).

Toestus. Kuna
aga(A)=a(al + A = ((al + A) — A) (ol + A" =1 — Ago(A) = H,
siis
Ut = (ol + A)fl (quo + f5) = aga(A)uo + ga(A) fs = Hug + galA) fs.

Seega (2.4) kehtib, kui m = 1.
Kehtigu (2.4) m = n korral. Siis

Un41,00 = (OC[ + A)_l (aun,a + fﬁ) - Hun,a + ga(A)fé =

n—1
= H <H”uo + nga(A)fa> +9a(A)f5 =
j=0

(n+1)—1

= H" g+ Z H gy (A) fs.

j=0
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Tahistame

3
L

- (L= A"
[= (1= (V)

gma(A) = (1= 2ga(N) ga(A) = ga(N)

<.
(=)

S(1= (1= Aga(N)™),

>

seega 1 — Agma(A) = (1 — Aga(N))™.

Kontrollime iile tingimuste (2.2) ja (2.3) tdidetuse. Kuna 1 — A\g,(\) =
a .
< 1, sus

a+ A

—_

Gma(N) = (1= Aga(V) -
J
Seega tingimuses (2.2) v = m.

Meenutame Lavrentjevi meetodi genereeriva funktsiooni jaoks hinnan-
gut (2.3) sup A |1 — Aga(N)| < yp0?, kus py = 1. Seda kasutades kirjutame

0<)<a

3

1 m
o+ A «a

Il
=)

sup N 1[1 = Agma(N)| = sup M |1 —Ag.(N)|" =

0<A<a 0<A<a

= sup (M 1-2g.)]) " <

0<A<a

p m
< sup <7£oﬂ> =
Og)\ga m

D

P 1—2 m
m m

See tahendab, et praeguses olukorras Po _ 1, ehk py = m, ning tingimus
m

P 1—- P
2.3) kehtib konstandiga v, = <£> " (1 - £> " (eelviimases reas t#histas
m m
7z Lavrentjevi meetodi konstanti). O

2.2.4 Ilmutatud iteratsioonimeetod

Meetod on kujul

2
Up = Up—1 — b (Aup_1 — f5), 0<u<m, n=12,... (2.5)

61



Lahend u,, esitub kujul
n—1

= (I = pA) ug+ > (I — pA)Y pfs.

=0
Seda ndidatakse nagu lemmas [35] Koigepealt,

uy = ug — p(Aug — f5) = (I — pA)uo + pfs.
Kui vordus (2.5) kehtib m = n korral, siis

a1 = (I = pAYu, + pufs = (I = pA)" g + > (I — pAyY pfs.

J=0
Regulariseerimisparameeter r = n. Genereeriv funktsioon on seega kujul

n—1

9 = 30— iV =5 (1= (1= )"

J=0

Kontrollime iile tingimused (2.2)) ja (2.3). Me saame, et
n—1
g <D 11— A p < s,
=0

2
kuna A < ||A|, mis koos ndudega 0 < p < —— annab 0 < p) < 2. Seega sobib

~ IA]l
v = .
Tingimuses (2.3) saame
hn(A) = AP |1 — Mg (N)| = N |1 — pA|™.

1
Juhul A\ < — kehtib A, (\) = M (1 — p\)". Siis votame tuletise ja leiame ekst-

reemumkoha (see tuleb maksimum, sest £,(0) = 0, aga ekstreemum osutub
positiivseks):

Ry (A) = pAP (1= )" — AP (1= pA)" ™",

seega h/ (\) = 0 parajasti siis, kui p(1 — p\) = nu) ehk \ = P Ekst-
p(p +n)

w(em) = (o) (-7%) -
= Pu(p ) P (p )" =

. n n+p S
= P'p - N

< pPptenTh

reemums:
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Seega voime valida v, = p”u".

1
Kui A = —, siis h,(\) = 0 ja sobib mis tahes ~,.
I

1 2
Kui © < A< 2, siis h(3) = X (A - 1)". Siin

RN = pAP7E (A — 1) + Mg (ph — 1)1 >0

mistottu h,()\) saavutab maksimumi vahemiku parempoolses otsas (st. kui
A = a). Saame h,(\) < h,(a) = a” (pa — 1)". Kokkuvdéttes sobib

p
Yp = max { (£> , max a? (pa —1)" np} .
p) n

Kuna avaldises a” (ua — 1)" n? funktsioon (na — 1)" kahaneb n kasvades eks-
ponentsiaalselt, aga n” kasvab ainult poliinomiaalselt, siis on a” (ua — 1)" n?
tokestatud ja leidub maksimum.

Et arvule p mingit toket arutelus ei tekkinud, on p, = oc.

2.2.5 Ilmutamata iteratsioonimeetod

Meetod on kujul
au, + Au, = au,_1 + fs, a>0, n=12...

Eeskiri on nagu itereeritud Lavrentjevi meetodis, kuid itereeritud Lavrent-
jevi meetodis oli iteratsioonide arv m ja regulariseerimisparameeter oli «.
Ilmutamata iteratsioonimeetodis iteratsioonide arv pole piiratud ja regula-
riseerimisparameeter ongi iteratsioonide arv n. Sealjuures « on fikseeritud
konstant.

Naitamine, et meetod kuulub vaadeldavasse klassi, toimub nagu lemmas
35l Lahislahendi esitus on sama:

n—1
U :H"uo—l—ZHj (al +A)~" f5, H = ag.(A).
=0
1
Genereeriv funktsioon on kujul g,(\) = X (1—(1—Aga(N)™). Kasutades ite-
reeritud Lavrentjevi meetodi hinnanguid, saame
1
n )\ g — 1
9N < =
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millest ¥ = —. Seevastu hinnang (2.3) tuleb itereeritud Lavrentjevi meetodi

6
eeskujul selline:
ML= Agn(A)| < pPan™?,

millest v, = (pa)? ja py = oc.

2.2.6 Cauchy iilesande meetod

Ulesandeks on lahendada diferentsiaalvérrand
u'(t) + Au(t) = fs,
algtingimusel uy = u(0). Sealjuures muutuja ¢ tdhendab enamasti aega.

Valime diskretiseerimissammu 7 > 0 ning téhistame u; = u(k7), k =
1,2,.... Tuletise «'(¢) 1ahendamiseks v6ib kasutada diferentsi ette voi dife-
rentsi taha: vastavalt

, Up — Up—1 ’ Up — Up—1

u_1:—7 u. =
" T T

Kummalgi juhul saame vastavalt vorrandi
Up — U

L Ay = s,
-

Up — Up-1
u_i_Aun:fé
T

ehk
Up = Up_1 — T (Atp_1 — fs), Uy + TAU, = Up_1 + Tf5.

Esimene vorrand (saadud kasutades diferentsi ette) on ilmutatud iteratsioo-

niskeem, kus ¢ = 7. Teine vorrand (saadud kasutades diferentsi taha) on

aga ilmutamata iteratsiooniskeem, kus 7 = o '.

Seega Cauchy iilesande meetod on iteratsioonimeetodite pidev analoog.

t
Cauchy iilesande meetodi lahend on u(t) = e "uy + / e~ =94 £5(s) ds.
0

See on lahend, sest
t
u'(t) = —Ae Muy(t) — A/ e A fo(s) ds + e A f5(s) | jmp =
0

= —AeMug(t) — A / e~ f5(s) ds + f5(t) = —Au(t) + f5(1).

t
Genereeriv funktsioon on siin ¢;(\) = / e~=9)X 45, regulariseerimispara-
0

meeter on r = ¢.
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Tingimus (2.2) on tdidetud konstandiga v = 1, sest
t
a0Vl < [ ds=t
0

Arvutame integraali vilja:
1 5 1 _
9:(\) = /\6 - ))\|s ozx(l_e t/\)-

Seega
M1 — Agi(N)| = MWe™™ =: hy(N).

Saame, et hj(\) = pAP~le™™ — tAPe™™ = N\P7le7 (p — t)), millest leiame ekst-
reemumpunkti p = ¢\, st. A = ]ZQ See on maksimumpunkt, kuna /,(0) = 0.
Jarelikult
W1 = AN < (ft'i)p P = (g)p-t*p.
P\? .
Seega 7, = (;) japo =

2.2.7 Spektraalloike meetod

Olgu A = A* > 0 kompaktne operaator. Tema omaelemendid v, olgu orto-
normeeritud ning omavéaartused A\, moodustavad hiadbuva jada, £k =1,2,....

Siis Av, = M\yup ja voime Kkirjutada vialja f; = Z (fs,vr) v. Lahend u =
k=1

Z M. {fs, vr) vg. Lihislahendiks voetakse enamasti 16plik summa
k=1

Z A (fsy o) v (2.6)

>\k/;

(Isikame spektrit). Aga lahislahendiks véib votta ka

U, = ZA’; f(g,vk Uk—’_z féavk

)\k/% >\k<;

= Z)\ (fs,vn) vk + 1 f5_z<f5avk>vk =

>t >t

= rfs+ Z ) (f5, Vi) Uk

)\k/*
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Genereerivad funktsioonid nendes ldhislahendites on vastavalt

Lot Tt

g(A)=4¢ A 1 (A =3 A i
0, A< -, r, A< —.

T T

Veendume, et tingimused (2.2) ja on mdlema genereeriva funktsiooni
korral tdidetud.

Me saame, et |g.(A\)| < 7 ja |g-(A)| < r, seega mdlemal juhul sobib v = 1.

. : : . : 1
Esimesel juhul hindame vahetult (tdhtsust omab ainult juhtum )\ < -):
r

AL =Agr (M) <A <17,
mistottu sobib v, = 1 ja py =

Teisel juhul voib ka saada sama +, vahetult hinnates. Teeme siiski tule-
tise abil, sest sel juhul tekib parem konstant. Tdhistame £,.(\) = AP(1 — Ar)

.. e 1. ..
(ka siin omab tahtsust vaid juhtum A\ < -), siis
T

RLA) = N p(1 = Ar) —rXP = AL (p— phr — Ar),

seega B’T(A) = 0 maksimumkohas \ = ja seega

p
r(p+1)

~ p ! p —(p+1) —
A1 = Ag-(N)| < (T(erl)) (1—m) =pP(p+1) r P,

kust saame v, = p” (p + 1)_(1”“), Do =
Veendumine, et spektraalloike meetod on kujul (2.1), tuleb ka vahetult.

Spektraalloike meetodit vaatlesime juba punktis 1.3.5. Sealne ldhend
Z At (fss o) (2.7)

langeb kokku valemi (2.6) lihendiga, kui votta summeeritavate arvuks n

1
suurim n € N, mille korral " <.

Veendume veel, et lahend (2.7) langeb kokku ka mitmete projektsiooni-
meetodite ldhenditega, kui alamruumide baasiks votta omaelemendid. Ni-
melt valitakse projektsioonimeetodis ldhislahend u, € H, tingimuse (1.7)
kohaselt ligikaudsete andmete korral tingimusest

<Aun7 zn) = <f57 Zn> vzn € Fn (28)
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Juhul A = A* voime Galjorkini meetodis votta H, = F,, = span{vy,...,v,}
(siin ’span’ tdhistab jarel olevate elementide lineaarset kombinatsiooni). Oma-
elementide v; ortonormeerituse tottu saame valemist (2.7) vorduse

(Auy, v;) = <Z <f6,/Uk>’Uk,'Uj> = (fs,v;) Vie{l,...,n}.

k=1

Seega F,, = span{vy, ..., v,} tottu on tingimus rahuldatud. Juhul A = A*
langevad Galjorkini meetodiga kokku nii vihimruutude meetod (kui H, =
span{vy,...,v,}, siis F,, = AH, = span{vy,...,v,}) kui vdhima vea meetod
(kui F,, = span{vy,...,v,}, siis H, = A*F,, = AF,, = span{vy, ..., v, }).

2.2.8 Regulariseerimismeetodite koonduvus

Lemma 36. Olgu A = A" > 0ja g(\) olgu pidev (véi tiikiti pidev) funktsioon
[0,a] — R. Siis Ag(A) = g(A)A.

Toestus. Pidev funktsioon g(\) on kuitahes hésti lahendatav poliinoomidega

p(A) = Z cx\F. Aga poliinoomid kommuteeruvad operaatoriga:
k=0

Ap(A) = A (Zn: ckAk> = Xn:ckAk“ = (Zn: ckAk> A =p(A)A.

]

Lemma 37. Olgu H = F Hilberti ruum, A = A* > 0, ||A| < aja rahuldagu

funktsioon g.(\) tingimusi ja . Siis iga w € N(A)* = R(A) korral
(I — Ag.(A)w — 0, kui r — oo.

Téestus. Koonduvuse ||(I — Ag.(A)) w|| — 0 nditamiseks kasutame Banach-
Steinhausi teoreemi. Selle pohjal leiab koonduvus aset, kui operaatorite nor-
mid on tokestatud ning koonduvus on olemas tihedal hulgal. Operaatorite
normide tékestatus tuleb tingimusest

Sup )\P ‘(1 - )\g7'<)\)| g f)/p?a*p vp € [07p0]7

0<)<a

valides seal p = 0:

11— Ag-(A)| < sup [1—Ag.(N)| < sup [1 = Ag:(A)] < 0.
Ao (A) 0<A<a
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Kuna w € R(A), voime hulgal R(A) tiheda hulgana kasutada hulka R(A4) =
{Av : v € H}. Siisiga v € H jaoks
(I — Ag,(A)Avl| < [[(I — Agr(A)All [[v]] < JSup (1= Agr (X)) Allv]] <
co
< sup [(1 = Agr(A) Al [Jo]l-
0<A<a
Niuud kasutame tingimust (2.3) parameetri p = ¢ := min(1, py) korral (meid
huvitab, et 0 < ¢ < 1) ja saame tingimuse () — oo (kui § — 0) tottu
sup [(1—Ag, (M)A = sup M |(1 = Ag,(A\)| A7 < 9,07 % 7 — 0. O
0<A<a 0<A<a
Teoreem 38. Olgu A=A">0, Ac L(H,H), f € R(A), || fs — || < 0. Vaatle-
me regulariseerimismeetodit (2.1), kus genereeriv funktsioon g,(\) rahuldab
tingimusi Ja (2.3). Valime regulariseerimisparameetri r = () nii, et
r(8) = oo, 0r(8) — 0 protsessis & — 0. Siis ||u.5) — .|| = 0, kui § — 0, kus u,
on algldhendile uy lihim vorrandi Au = f lahend.

Téestus. Kirjutame

ue = (I = Ag(A))us+ Agr(A)u. = (I — Agr(A)) us + g,(A)Au, =
= (I — Ag(A) us + gr(A) .
Seega
ning jarelikult

Jur — ]| <1 = Agr(A)) (uo — w)|| + llg- (A 1S5 = [

Mittenegatiivse enesekaasse operaatori A funktsiooni g,.(A) normi véib
hinnata funktsiooni absoluutvaartuse supreerumiga operaatori A spektril
o(A):

lg- (Al < sup [g-(A)] < sup [g-(N)] < yr-
A€o (A) 0<A<a

Seega teise liidetava koonduvus tuleb tingimuse (2.2) abil lihtsalt: para-
meetri r = r(§) valikureegli tottu
g (A Ifs = fIl < yrd — 0 kui 6 — 0.

Kuna u, on algldhendile uy ldhim vorrandi Au = f lahend, siis ug — u, €
N (A)* ning vorduse H = N (A) & R(A) tottu ug — u, € R(A). Vottes lemmas
B7w = up — u., saame koonduvuse ||(I — Ag,(A)) (uo — w.)|| = 0 kui r — oo.

]
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2.2.9 Koonduvuskiirus hulgal M, ,

Téahistame

My puo ={u€ H 1 u—uy = APv, ||v|| < p}, p>0,p>0.
Teoreem 39. Olgu A € L(H,H), A = >0 f € ( ), Hf(;—fH
Kui lahend u, € M,,.,, siis valides r = ( ) = pﬁ+1 “51, kus d, =

_1

I
(%) , saame veahinnangu ||u, — u.| < cppﬁéﬁ, kus p < poja ¢, =

_1
w%vﬁ“ (p*ﬁ + pﬁ) (See tahendab kvaasioptimaalsust.)

Téestus. Eeldust u, € M, ,,, ja tingimusi (2.2), (2.3) kasutades saame

[ur —uall < {I(1 = Agr(A) AP0 + 770 <
< sup (1= Agr ()Xol + 76 <
A€o (A)
< sup (1= Agr (M) NP [o]] + 778 <
0<)<a
< Yr Pp4+rd =: h(r).

Leiame veahinnangus saadud funktsiooni A (r) miinimumi:
B (r)=—ypr P p+796 =01 =r,0).

Arvutades h(r,(d)) saame ka konstandi c,. O

Arv p eelduses u, € M, ,,, nditab lahendi siledust: mida suurem p, se-
da siledam on lahend. Meetodi kvalifikatsioon p, nditab meetodi voimekust:
kui suure siledustaseme p < pg korral on veel voimalik saada parim voi-

malik tdpsusjark, s.o. veahinnangus on ¢ astmenéitaja

P T Siit on naha

suurema kvalifikatsiooniga p, meetodite eelis: on véimalus saada paremaid
veahinnanguid suurema siledusega lahendite korral. Niiteks Lavrentjevi
meetodis on veahinnangu parim jiark V9, aga m korda itereeritud Lavrent-
jevi meetodis on parim jark §=+7.
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2.2.10 Optimaalsed ja astiimptootiliselt optimaalsed mee-
todid hulgal M, , .,

1) Spektraalldike meetod @,. Seal v =1,~v, =p" (p+1)7" ~! Nuid
6 = (1)) (p A ) =
= pp’%1 (p -+ 1)_1 <p_z>pi —|—pp%) =
= (p+ D) H+pp+1) =1,

seega see meetod on optimaalne iga p korral.

Jargnevate meetodite optimaalsuse analiiiis on keeruline, toome vaid tule-
mused.

2) Cauchy iilesande meetod on optimaalne hulgal M, , ., kui p < 1,043,
kus 1,043 on vorrandi (p 4+ 1)p~! (In (1 + p))* = 1 lahend.

3) Lavrentjevi ja itereeritud Lavrentjevi meetod on optimaalsed hulgal

1 0 P
M, .. parameetri valiku o = - , p < pm korral, kus p,,
o P arile) e !
on vorrandi 41 )
p—("{/p—i—l—l) m?—1=0
p
ainus lahend. Lastes m = 1,2, ..., saamejada p; < ps < ..., Kkus néiteks

p1 =

V5 —1
2

~ 0,618, lim p,, ~ 1,043.
m—0o0

4) Ilmutatud iteratsioonimeetod on astimptootiliselt optimaalne p € (0, 1,043)
korral, kui iteratsioonide arv n valida

n=n(d) = {ln(lT—kp)

(ﬂé)f'*llJ :

2.3 Halbeprintsiip

Vaatleme ilesannet Au = f, f € R(A), A = A* > 0, A € L(H,H), kus
H on Hilberti ruum. Olgu ||f5 — f|| < d. Teoreemis [39 vaadeldud aprioorne
(arvutuste eelne) parameetrivalik noudis suuruste p, p teadmist, jargnevalt
vaadeldav aposterioorne (arvutuste jargne) parameetrivalik seda ei vaja.

Halbeprintsiip: valime r = () seosest || Au, — fs]| ~ .

70



2.3.1 Hilbe muutumispiirid
Lemma 40. Olgu H =F, A=A">0, f € R(A), ||fs — fll <. Siis
D lim [|Au, = f5| = [|Auo = f5

2) lim ||Au, — fs|| = inf ||Au — f5]| < 6.
T—+00 ueH

Téestus. 1) Kuna A ja g.(A) kommuteeruvad, siis

Aup — fs = Al — Ag,(A)) uo + Agr(A)fs — f5 =
= (I = Ag,(A)) (Auo — f5).
Seega
[Aur = f5ll < | Auo — foll + | All [|gr (A} [| Auo — S]] -
Tagurpidi kolmnurga vorratusest saame:

|Au, — fsl = [|Auo — f5|| — |All lg-(A)]] [[Auo — f51] .
lg-(A)]| < sup |g.(A)] <yr—0, r— 0.

0<<a

Jarelikult lir% |Au, — fs|| = || Auo — f5]|-
r—

2) Toome sisse ortoprojektori P : H — R(A) = N(A)*. Ka operaator
I — P: H— N(A) on ortoprojektor. Naitame, et

(I —Ag,(A)v— (I —Plokuir — oo Yve R(A). (2.9)
Paneme tédhele, et A(1 — P)v =0, sest (I — P)v € N(A). Seega A ja g.(A)
kommuteeruvuse tottu Ag,.(A)(I — P)v = 0 iga v € H korral, mis annab

vorduse
(I — Ag.(A)(I—P)v=(I—P)v, veH.

Kasutades lemmat[37|w = Pv korral, saame ka koonduvuse (I — Ag,(A)) Pv —
0 protsessis r — oo. Siit ja viimasest vordusest jareldubki koonduvus (2.9).

Valides niiid v = Aug — f5, saame (2.9) pohjal koondumise

Au, — fs = (I —Ag.(A)v— (I—-Plv=(1—-P)(Aug— f5) =
(I = P)Aug+ (P —=1) fs=(P—1) fs.

Kui f; € R(A), siis Pfs = fs5, mistottu (P — I) f; = 0. Uldiselt aga
inf [|Au = fill < [ Awe = fsl = [If = fsll < 0.

71



2.3.2 Regulariseerimisparameetri valik ja abitulemused

Reegel 111. Valime konstandid b; ja b, nii, et by > b; > 1. Kui [|Auy — f5]] <
b0, valime r(§) = 0 (siis u, = up). Vastasel juhul valime » = r(§) > 0 nii, et
kehtiksid vorratused

b16 < ||Auy) — f5]] < bad.

Iteratsioonimeetodite jaoks formuleerime jargmise reegli.

Reegel 112. Valime © € (0,1), b > 1. Kui [|Aug — f5]| < b, siis r(d) = 0.
Vastasel juhul valime r = () > 0 nii, et

HAUT((;) - f(;H < b (210)
jamingi s € [Or(d),r(0)] korral
|Aus — f5]| = bo. (2.11)
Iteratsioonimeetodite korral valime parameet-

riks n = r(§) vdhima taisarvu, mille korral (2.10)
on taidetud, siis (2.11) on automaatselt taidetud

s:n—lja@:n;e(o,l)korral.
n

Lemma 41. Olgu A € L(H,H), A = A* > 0 ja rahuldagu g,(A) tingimust
. Kui tokestatud jada (r,), r, < 7 = const, ja vy € N(A)* korral

Yn =AU — Ag,,(A))vg — 0
protsessis n — oo, siis ka
Ty = (I — Ag,,(A))vg — 0

protsessis n — 0.

Toestus. Paneme tihele, et z,, on tokestatud:
lznll < Mool + || Agreay (A)|| llwoll < flwoll + AN 1gr, (A flwoll <

< ol + [14] ( sup L%(MI) [voll < (1 +~7 [[All) [lvoll -

SA<a

Tokestatud jadast saab eraldada norgalt koonduva osajada, st. leidub 16p-
matu osahulk N’ C N, et z,, >z, n € N'. Pidev operaator teisendab nér-
galt koonduva jada punktiviisi koonduvaks, seega Axr,, — Ax. Samas, Az, =
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v, — 0. Seetottu Az = 0, mis tdhendab, et x € N(A). Osutus, et Az, — 0,
ne N'.

Naitame, et ||x,|| — 0, kui n € N'. Téepoolest,
HanQ = <In7xn> = <(I - Agr(n)(A)) U(),In> = <U07xn> - <gr(n)(A)U07Axn> — 07

kuna vy € N(A)*, 2, - = € N(A) ning g,(n)(A)vy on tokestatud ja Az, —
0. O

Lemma 42. Olgu A ¢ L(H, H ) A= A" > 0ja g-(\) rahuldagu tingimust
(2.3). Siis iga v € R(A) = N'(A)* korral 1* HAP (I — Ag,(A))v|| = 0, kuir — oo
(0 <p<po

Téestus. Tahistame G, = [—Ag,.(A). Téestame koondumise Banach-Steinhausi
teoreemi abil. Saame, et

ARG, <P sup AL = Ag (V)] < Py =

0<)<a

Hulgas R(A) on tihe hulk R(A”?), st. R(AP—P) = R(A). Ent elementide
v = AP"Pw, ||w|| < p hulgal toimub koondumine:
rP ||ApGrAp°_pwH = 1P JAPGw| < 7P sup AP |1 — Ag,(A)| p <
0<a<a

S priypr ™ = prt iy, = 0
protsessis r — oo. ]

Teoreem 43. Olgu A€ L(H,H), A=A">20, f € R(A), || fs — fI| <6, po > 1,
v = 1. Kui valida r = r(0) hdlbeprintsiibist 111 voi 112, siis Hur((;) — Uy ‘ — 0
ning 6r(0) — 0 protsessis 6 — 0.

1

Kui u, —ug = APv, ||v|| < p, stis r(p) < (£> o dp,

1 . P
< CppPHT 5p+1’

ur((s) —Uu
kus reegli 111 korral 0
%
d, = (b?p—fl) T = (b + )P 4d,
ning reegli 112 korral
_1
d, = 07! (;p_—“l) T = 0+ )P 44,

Toestus. Esitame toestuse reegli 111 jaoks.
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1. Abitulemused Kehtivad seosed
u—u = (I —Ag.(A)) (ug—us) +g.-(A) (fs— f), (2.12)
Au, — fs = A —Ag.(A)) (ug —us) — (I — Ag-(A)) (fs — f). (2.13)
Viimase seose saame teisendustest

Aur - f§ = A (I - Agr(‘A))uO + AQT(A)f5 - f6 -
= A(I - Ag(A)uo+ Ag,(A) fs — fs + (I — Ag-(A))(f — Au.) =
= Al - Ag(A)) (uo — u) — (I — Agr(A)) (fs — ).

Kasutades vorratusi [ju|| — ||v]| < [Ju x| < ||lul| + ||v], saame seose (2.12)
pohjal, et

[ursy — ul| < ||(I = Agos)(A)) (uo — w.)

ning vorratuse

+7r(8)0 (2.14)

I = Agr(A)) (fs = I < v llfs = fIT <6

pohjal seosed

| A (T = Agrs)(A)) (uo — u.)
| A (I = Agys)(A)) (uo — w.)

< HAUT((;) — f(sH +0 < (b2 + 1) J, (2.15)
= HAUT@) — ng —6= (b1 —1)4. (2.16)

2. Koondumise téestus Oletame esmalt, et reegel I11 annab meile () =
0iga § > 0 korral. Kuna sel juhul ||Aug — fs]] < b20 — 0, kui § — 0, siis

[Aug = fII < [|Auo = fsll + [Ifs = fIl < (b2 +1)6 = 0, kui § — 0.

Jarelikult Auy = f, u, = ug ning sel juhul on koik teoreemi viited triviaalselt
taidetud.

Vaatleme niitid juhtu, kus r(0) > 0 kiillalt viaikese ¢ korral. Naitame
esmalt, et 0r(d) — 0, kui § — 0. Viimane viide kehtib triviaalselt juhul, kui
parameeter r(0) jadb tokestatuks protsessis § — 0. Vaatleme seega juhtu,
kus § — 0 korral r(§) — oc.

Korrutades vorratuse (2.16) labi parameetriga r(9), saame
(b1 = 1)7(6) - 6 < r(6) ||A (I — Agrs)(A)) (uo — us)

9

millest lemma [42) p6hjal (v6ttes p = 1, siin on oluline, et p, > 1) saame, et

r(6) || A (I = Agr(s)(A)) (uo — us)|| = 0, r(6) — oo
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ning seega ¢r(d) — 0 ka juhul, kui r(J) — oo.
Néitame niitid koondumise 5 — . (0 — 0). Vorratuse (2.14) pohjal

< || (I = Agrs)(A)) (uo — us)

+ r(9)d (2.17)

sy = .

ning koondumise niitamiseks peame veel kontrollima, et

| (1 = Agrs)(A)) (uo — u.)

Kui r(§) — oo protsessis § — 0, siis koondumise saame lemma
pohjal. Kui aga r(§) < 7 = const protsessis § — 0, siis jareldub koondumine
lemmast Toepoolest, uy — u. € N'(A)" ning vorratuse pohjal
A (I = Agr(s)(A)) (uo — u.)|| — 0, kui 6 — 0. Siis lemma [41] pohjal kehtib
ka ning vorratusest jareldub koondumine u,(5y — u. protsessis
o — 0.

— 0, 0 — 0. (2.18)

3. Veahinnangute téestus Hindame esmalt parameetrit () iilalt. Ka-
sutades vorratust (2.3), saame p + 1 < p, korral

1AL = Agr(A)) (wo —w)|| = [[A"* (I — Ag.(A))v|| <
< sup ML= Ag, (V)] vl <

0<)<a
—(p+1)

N

Tp+1T P,

millest » = r(9) korral vorratuse (2.16) pohjal saame
(b1 = 1)6 < 3piar(8) Dy,

Viimasest vorratusest saame, et

H(6) < <bvp+11>” PRI = d,prt1 5, (2.19)
-

L&hislahendi veahinnangu saamiseks ldhtume taas vorratusest (2.14):
[urs) = wal| < (T = Agrsy(A)) (o — wa) || +(3)8.

Vorratuse (2.19) tottu o
yr(0)0 < ydpprHr 67T

Vorratuse (2.14) parema poole esimese liidetava hindamiseks kasutame mo-
mentide vorratust ja tingimusest (2.3) tulenevat vorratust ||[I — Ag,.(A4)| <
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Y =1t

(I — Agr(A)) (uo —w,)|| = ||A” (I — Ag,(A))v]| <
< AP (I = Ag,(A)) 0|7 (T — Ag,(A)) of|7T <
< AT = Age(A)) (uo — w.) || 71 prer.

Siit saame r = r(0) korral vorratust (2.15) arvestades

(I = Agr5)(A)) (uo — us) |A (I = Agr(s)(A)) (uo — us)
(bz + 1)ﬁ pT}H(S#.

_p_ 1
+1
PHL ppHT

<
<

Kokkuvottes saame vorratuse (2.14) pohjal

Hur((;) —uy || < <(b2 + 1)# —i—'ydp) pﬁ&%.

Reegli 111 jaoks on teoreem toestatud. Reegli 112 korral erineb toestus
vaid iiksikutes detailides. Vorratuse (2.16) asemel kehtib vorratus
A — Ags(A)) (uo — ui)|| = (b — 1) 6,
millest jareldub, et

r(0) < O s < O d,prT s 0

2.3.3 Halbe monotoonsus

Kui kehtib |1 — Ag,,(A)| < |1 = Agr,(N)|, kus 0 < r; < 1y, siis ||Au, — f5]| on
r kasvades monotoonselt kahanev. Hdlve on monotoonne koéigis vaadeldud
meetodites peale ilmutatud iteratsioonimeetodi. Ilmutatud iteratsioonimee-

. . . 2 i 1
todis voib valida i € (0, m) , aga hilve on monotoonne, kui y € (O, m)

2.3.4 Halbe kriitiline tase

Eeldame
(A
g-(A) =0, 0<1-MXg (N < 9r( ), 0<A<a,r>0, s = sup g-(\) (2.20)
*, 0<A<a
ning
Br < 2. < A, r >0, f = const > 0, v = const > 0 (2.21)
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Tingimused ja on rahuldatud koigis eespool vaadeldud meetodi-
tes, vilja arvatud spetraalldike meetodi 1. variandis ning ilmutatud iterat-
sioonimeetodis u € [L, i} korral. Koigis meetodites sup g,.(\) = g,(0),
[A[[ " 1A 0<A<a
erand on spetraalldike meetodi 1. variant 2.6)], kus sup ¢.(\) = g,(r™ ') = 1.
0<<a

Teoreem 44. Olgu H Hilberti ruum, A € L(H,H), A= A" >0, f € R(A),
| Aug — fs]| > 6. Kehtigu r > 0= (I — Ag.(A)) (up — u.) # 0, tingimused
Jja ning koondumine gr,(\) — g,()\) protsessis r, — r iga X € [0, | A]|]
korral. Siis iga arvu M > 0 ja piisavalt vdikese 6 korral leidub vabaliige
fs = fom € H selliselt, et ||fs — f|| = 0, kuid parameetri valikul eeskirja
HAuT((;) — fg” = 0 kohaselt Hur((;) — U*H > M.

2.4 Regulariseerimisparameetri valikureegli-
te kvaasioptimaalsus

Kvaasioptimaalsuse méiste voimaldab lahutada meetodi ja regulariseeri-
misparameetri valikureegli headuse uurimise. Kui oleme saanud mingi tu-
lemuse kvaasioptimaalsuse eeldusel, siis see kehtib iikskdik millisesse la-
hendite klassi lahend ka ei kuulu (kas uy — u, esitub kujul A”v (allikataoline
hulk, kui [|v]| < p), kujul (In A)” v v6i midagi muud).

2.4.1 Kvaasioptimaalse valikureegli moiste

Olgu antud regulariseerimismeetod M (esitatav kujul (2.1)). Olgu R para-
meetri mingi valikureegel (niiteks héalbeprintsiip), olgu reegli R pohjal va-
litud parameeter r(R).

Definitsioon 45. Reegel R on norgalt kvaasioptimaalne (ehk kvaasiopti-
maalne) meetodi M jaoks, kui iga fs € H, ||fs — f|| <, korral kehtib veahin-
nang

sty — | < Cinf (1T = Ago(A)) (g — wo)l| +476) .

Kehtib seos
Up — Uy = ([ - Agr(A)) (UU - u*) + gr(A) (f5 - f) .
Kuna [g.(A) (fs — )| < yrd, siis [Ju, — .| < [[(1 — Agr(A)) (uo — w)|| + yrd.
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Definitsioon 46. Reegel R on tugevalt kvaasioptimaalne meetodi M jaoks,
kuiiga fs € H, ||fs — f|| < § korral kehtib

li-1ll<s

kus @, = u, (f) = (I — Ag.(A)) uo + g.(A)].

Lause 47. Kui reegel R on tugevalt kvaasioptimaalne, siis reegel R on ka
norgalt kvaasioptimaalne.

Toestus. Kuna sup ianV F(z,y) < sup F(z,y) iga y € Y korral, siis saame vor-
zeX YE zeX
ratuse pooltest infiimumi véttes sup inf F(z,y) < inf sup F(x,y). Seega
zeX YEY YeY zeX

sup inf ||@, —u.|] < inf sup ||@, — u <
IF-sj<e=" 071l

<, (st i)

< inf (([(7 = Agr(A)) (uo — w)|| +779).
[
Teoreem 48. Olgu A € L(H H), A= A">0, f € R(A), ||fs— Il <. Kui

reegel R on norgalt kvaasioptimaalne meetodi M korral ning uy — u, = APv,
|lv|| < p, p >0, siis kehtib veahinnang
Hu'r'(R) _u*H < Cppﬁ6#7 0 <p<p0-

Toestus. Hindame:

sy —wa] < Cinf (I — Age(A)) (g — )| +779) <

. _ 1 P
< Cif (3prPp+7r0) C ey pridnt,  0<p<po.

— 0 leiab aset protsessis 6 — 0, kuna

Koondumine ||u,(g) — u.

inf (1[(7 = Ag, (4)) (o — w.)]| +770) 0.
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2.4.2 Taiendavad tingimused funktsioonile g,()\)

(A1) Funktsioon h(r) = g.(A\) on pidevalt diferentseeruv iga A € [0, a] korral.

(A2) Funktsioon h(r) = ¢,(\) on mittenegatiivne ja monotoonselt kasvav
funktsioon (r jargi).

(A3) \g;( M) < Lkui0<A<a,0<r <.

17 ) Po = 09,
(1= Agr(A)#o, po < oo.

895()\)
0s

s=r

(A5) sup AB,, (A) (1 = Agr, (V) (1 = Agry(N) " < dps(r— 1), kus 0 < ry <
0<)<a
T1.

(A6) lim Ag,.(\) = 1.

(A7) Funktsioon h(r) = ngn)\) on monotoonselt kahanev.

Lemma 49. Tingimused on tdidetud Lavrentjevi, itereeritud Lav-
rentjevi, ilmutamata iteratsioonimeetodi ja Cauchy itilesande meetodi korral.

Ilmutatud iteratsioonimeetodi korral on tdidetud, kui 0 < pu <
1

1Al

Téestus. Vaatleme Lavrentjevi ja itereeritud Lavrentjevi meetodit. Siis g, (\) =

1 1— - . Kontrollimist vajavad vaid|(A4),|(A5), [(A7), tilejaanud on
A (1+r\)m

ilmsed.
Tingimus kehtib vordusena:

dgs(N)
0s

= % (1472 =m ()T (AT =

= m(1+rN) 7 (1= A5 (N),

kusjuures

1

B = (1= Ag: )W = (L4+7)7") " = (L+70)7,

y=m,7y =1L
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Tingimus (A5);

)‘ﬁm()‘) (1 B )‘gm()‘))
e T ey

)\(1 +7’2>\)m

(1 + 7“1)\)m+1 N

/\ (7"1 — 7“2) < )\7”1 <
1+7rA 1+7rA

Seega dy; = 1.
Tingimus [(A7); teeme asenduse x = r), siis

-8 (=) -3 o)

Leiame tuletise:

W(x)

1 1 1
e ~Z.m(1 —(m+1) _
:cz( (1+£L‘)m)+l‘ m(1l+ x)

1 " 14+ . max B
x2? (1 4+ z)m+l (14—9L’)m+1 B

_ i'(_1+1+(m+1)x>‘

T (1 + I)m-i-l

[\

Kuna Newtoni binoomvalemist (1 +z)"™ =1+ (m+1)z+... > 1+ (m+1)z,
siis 1/'(z) < 0.

. L : 1 ’
Ilmutamata iteratsioonimeetodi korral g,(\) = 3 1— f_ S , kus
o
« > 0. Kontrollime tingimusi ja[(A5)l Tingimuse kontroll on tiilikas

ja iisna analoogiline Lavrentjevi meetodi omaga. Ulejadnud on ilmsed.

Tingimus [(A4): kasutame vorratust In (1 + x) < z (kehtib, kui « > 0),

dgs(\) 1« Tln a
s |,  x\a+ A at+ A
1 a \, a+ A
- - ] <
)\(oz—i-)\) S
1 a \ A
< — . — =
A\a+ A !
1
= —-(1=2Xg(N),
120 0)

. 1.
sealjuures v = S 5 =1.
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Tingimus [(A5); viimases vorratuses kasutame tingimust (2.3),

a-+ A a4+ A

a T1—T2
= A . —=
(a + )\>

= AL =Agr—ry(N) <71 (11 —12) 7

M =20 ) (=g -1 = A+ (2 )( o ):

Siit dy;, = 1.

Uldiselt iteratsioonimeetodite korral kehtib (1 — Ag,, (\)) (1 — Ag,,()\)) =
1 — Agry4r (), sest ilmutatud iteratsioonimeetodis 1 — A\g.(\) = (1 — p))" ja

ilmutamata iteratsioonimeetodis 1 — A\g,.(\) = % . O
«

2.4.3 Modifitseeritud hilbeprintsiip

Halbeprintsiip ei ole norgalt kvaasioptimaalne Lavrentjevi ja itereeritud
Lavrentjevi meetodi jaoks. (See jareldub kasvai sellest, et hinnang on kuni
(po — 1)-ni, aga peaks olema py-ni.) Seetottu vaatleme modifitseeritud halbe-
printsiipi.

Defineerime operaatori

-[7 Po = OQ,
Br = 1
(I — Ag,(A))ro , po < 0.

Siis B, = (,.(A). Lavrentjevi ja itereeritud Lavrentjevi meetodi korral B, =
(I4rA)~"

Reegel 113 (modifitseeritud halbeprintsiip). Anname ette konstandid b, >
by > 1. Kui || By (Aug — f5)|| < b2, siis votame r(0) = 0, vastasel juhul valime
r(9) nii, et kehtiksid vérratused

016 < || Bris) (Auna) — £5) || < b6

Reegel 113 erineb halbeprintsiibist ainult juhul, kui on tegemist 16pliku
kvalifikatsiooniga meetodiga.

Kehtib seos B, (Auy.m — f5) = Aty mi1 — f5. Veendume selles. Uldiselt keh-
tib

Aup = f5 = A(I = Agr(A)) uo + Agr(A)uo — f5 = (I = Agr(A)) (Auo — f5)
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Lavrentjevi ja itereeritud Lavrentjevi meetodi korral
(I — Agr(A)) (Auo — f5) = (1 +rA)™" (Aug — f5) = Aty — [,
seega
B (At — f5) = (I+7A)" (T +71A)" (Aug — f5) =
= (I+7A)"" (Aug — f5) = Aupmir — f5.
Kui tavaline hélve kahaneb r jargi, siis ka modifitseeritud halve kahaneb
r jargi.

Jareldus 50. Funktsioon h(r) = ||B, (Au, — fs)|| on monotoonselt kahanev
vaadeldud meetodite korral,

lim B, (Au, — )] < &
Lemma 51. Kehtigu parameetri r(9) korral vorratus
HABT((;) (I - Agr((g)(A)) UH < o), veH, ¢>0. (2.22)
Siis r(0) > ro, kus ro on vadrtus, milles funktsioonil
O(r) = |(1 — Ag,(A)) v|| + ~vyerd
on globaalne miinimum.

Lemma 51| vaidab, et me ei peatu liiga vara: mitte enne, kui ®(r) miini-
mumkKkoht.

Toestus. Kui ry = 0, st. globaalne miinimum on punktis 0, siis on lemma
védide triviaalne. Olukord ry = oo pole voimalik, sest vycré — oo. Seega
vaatleme juhtu, kus 0 < ry < co. Miinimumkoha tgttu ®'(rq) = 0.

Kirjutame 1
D(r) = (It — Ago(4)v]%)* +77ers,
siis
¥(r) = 5 (17 = Ag () o) 510 = Ag (Aol + 775

Meenutame, et kui operaatorit D, genereeriv funktsioon on pidevalt di-

.. d dD,
ferentseeruv, siis — || D,v||* = 2 { D,v, —v ).
dr dr
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Niisiis
dgy (A)
dr

Kuna A = A*, B, = B} ning kehtivad tingimused ja

(I — Ag,(A)v|)> = 2<A(I—Ag,(A))v, dg;iA)v><

100 = Age (ol =2 (1 = Ag, (4)) 0, -2

_i H
dr

).

siis

< 2(A(I — Ag,(A))v,v7B, (I — Ag,(A))v) =

= 297 |[A2B; (1 - Ag,(4)) vH2 |

Miinimumpunktis r, saame

| =

ves = — (I~ Agog(A)) ol?)

T

=

1 2
< AT = Agy (A) ol || A3 B (1 = Agey) o[

Momentide vorratusest

(II(7 — Ag,(4)) v]*)

<

~

r=rg

|ARBA (1 = Ag) v < 1IABy, (1 = Agy(4) vl|? [I(Z = Agiy(4)) v]|*

Seega jouame vorratuseni

cd < I(I = Agyo (A) vl IABy, (I = Agey(A)) 0|l (1 — Agry(A)) vl =

= HABT'O (I - Agm(A>> UH :

(2.23)

Olgu h(r) = ||AB, (I — Ag.(A)) v||. Tingimustest|(A2)[ja|(A3) jareldub, et h

on monotoonselt kahanev (r jargi). Seega vorratuste (2.22) ja

2.23) abil

h(r(0)) <cd < h(ry),

millest » kahanevuse tottu jareldub, et () > r.

]

Teoreem 52. Olgu A= A" >0, [|A|| < a, f € R(A), ||fs — fll < djafunktsioon
g-(A\) rahuldagu tingimusi (2.2), (2.3), (A1H(AS) ning olgu v, = 1. Olgu r(9)

valitud reegli 113 pohjal, siis
sy — wa]| < C(b, ba) - inf ([|(Z — Ag,(A4)) (uo — u)|| +

(st. reegel 113 on norgalt kvaasioptimaalne), kus

d
C(bl,bQ) = 1+max{b M’yl,(bz—l— 1)7} .
1 —
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Lavrentjevi meetodi korral naiteks dy; = 1,7 = 1, by = by, v = 1, st.
b1 b+ 1, millest b = by = V2 ja C(b,b) =2+ V2 = 3,4. Kui teha toes-

tus vaga tapselt, siis on konkreetselt Lavrentjevi meetodis véimalik valida
parem b, millega tuleb koguni C'(b,b) < 2.

Toestus. Kehtivad jargmised hinnangud.

(I = Ag,(A)) (uo — wi)|| +~r(6)0,

17

(1 = Agr(A) (fs = DIl < llfs = FII <
1Brs) (Aurisy = f5)[[ +0 < (b2 + 1),

| Brs) (Atiris) — f5)|| =6 = (b — 1) 6.

[1ar ) — s

HBTH

1B, (I = Agr(A)) (fs — )
HBT((;)A (I Agr A) Uy — Usy)
[Brs) (I = Agr(s)(A4)) (uo — us)

VN CININ N

Olgu r, funktsiooni ¢ (r) = ||({ — Ag,(A)) (ug — u.)|| + yrd globaalne miini-
mumkoht. Vaatleme kaht juhtu.

Olgu r. < r(0). Kuna h(r) = ||({ — Ag-(A)) v|| on monotoonselt kahanev (r
jargi), siis

Hur((S) — Uyl < ||(f - Agr(5)<A)) (uo — us) || +97(0)d <

< (= Ag.(A) (wo —ul[ +r(6)d =T - ¥(r.) =

= T-infy(r),
kus

I = Ag () (o — )| +97(0)0

(1 = Agr.(A)) (uo — ws)[| + 7.6

Kuna 7;7{5()55 voib olla kuitahes suur, siis suuruse 7 iilalt hindamiseks on va-
ja hinnata (I — Ag,,(A)) (up — u,)|| alt (nimelt, kui ||(I — Ag,, (A)) (ug — u.)|| =
0, siis T' = 7;(,5)5 oleks uilalt tokestamata).
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Me saame tingimuse abil, et

(b1 —1)6 < |[BrisA (I — Agris)(A)) (uo — us)|| =
= || B:syA (I = Agris)(A)) (I = Ag,. (A) ™" (I = Agy. (A)) (uo — w.)|| <
< By A (I = Agos) (A)) (I = Agr.(A) | -
(I = Agr.(A)) (uo — )| <
< (s 150 0 (1= A ) (1= 2. ()] )-

(T = Agr, (A)) (uo — w)l| <
< dar - (r(8) =) I = Agr (A)) (uo — )
Siit
(1 = Agr.(A)) (uo — u.)|| =

L +Z kahanev, siis valides

Kuna eeldusel a > b on funktsioon f(z) =

x
x=|(I — Agr,(A)) (ug — uy)||, a = yr(d)d ja b = yr.d, saame

(by — 1) dyf (r(0) — 1) 6 + 7 ()0

£ (by — 1) dy; (r(8) —r.)d+r.0

Tahistame ¢ = — r

1 1-— 1
< sup a(l—¢)+ .
e ocec1a(l—g)+e

< (sestg 0), siis
a

dnry
by — 1

1
I'<l+-=1+
a

Jarelikult juhul r, < r(6) kehtib vorratus

dar
(1 i) 1) inf (7).

Olgu niiad r, > r(d). Olgu ro funktsiooni

leercs) =

U(r) = |[(I = Agr(A)) (uo — w)l| + (b2 + 1)7779
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globaalne miinimumkoht. Siis lemma 51| p6hjal r(d) > r, (lemma [51|téhistes

[wrsy = || < |[( = Agrie)(A4)) (w0 — w) || +77(6)d <
< (I = Agry(A)) (o — w) || +7(6)d <
< U(rg) + 7.6 < W(ry) + 9740 <
< (b + D)A0(rs) +9(re) = (b2 + )7 + 1) th(r).
Siit jareldub teoreemi viide. [

2.4.4 Hailbeprintsiibi ja modifitseeritud halbeprintsiibi
numbriline realiseerimine Lavrentjevi ja itereeri-
tud Lavrentjevi meetodi korral

Eesmaérk on praktikas leida r, et b;0 < ||Au, — fs|| < b2d. (Monikord mérgi-
takse seda koguni kujul || Au, — fs|| = bd.)

Valitakse parameetrite jada r, = ¢r,_1, kus ry on antud, suhteliselt viike
algvaartus. Regulariseerimisparameetriks r(0) voetakse 7, kus k£ on vahim
indeks, mille korral

1B, (Auy, — 8)]| < b6.

(Monikord voetakse praktikas ka viimane k, mille korral veel || Bry (Au,, — 9)|| >
bd, aga see ei ole pohimétteliselt hea, sest teoreetilised tulemused on esimese
k jaoks, kus || Bry (Au,, — 9)|| < b6.)

2.4.5 Norgalt kvaasioptimaalsete valikute pere

Rakendame modifitseeritud halbele B, (Au, — f5) k korda operaatorit rAB,.
m
2
Lemma 53. Kui g,()\) rahuldab pohitingimust (2.3), siis iga fs € H korral

Olgu 2k taisarv (st. k € { cm e Z}), oi(r) =r*||A*BE (Au, — f5)]]-

lim g (r) =0, k> 0.

T—00

Kui vétaks tilaltoodud lemmas k = 0, oleks y;(r) avaldis || B, (Au, — f5)|| <
), aga ei oleks selge, kas || B, (Au, — fs)|| — 0. (Uldiselt sellist koondumist
aset ei leia.)
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Toestus. Olgu P : H — R(A) ortoprojektor. Siis || Pv| = ||v|, v € R(A), ning
AP = PA. (Kontrollida!) Teame, et
—Js = A —Ag.(A))uo+ Ag.(A)fs — f5 =
= (I — Ag,(A)) Aug — (I — Agr(4)) f5s =
= (I — Ag,(A)) (Aug — f5) -
Nuud
() = r*[|ARBI (Au, - )| =
= || ARBITH(T = Agr(A)) (Auo — f)|| =
= 1" ||PA*BITH(T — Agr(A)) (Auo — f5)|| =
= rF HAkaH (I — Ag,(A)) P (Aug — f(;)H

Koonduvuse ¢, () — 0 (r — oo) nditamiseks kasutame Banach-Steinhausi
teoreemi. Néitame operaatorite normide jada r* || A*B}*" (I — Ag,(A))]| to-
kestatust.

rHI|ARBITH (T — Ago(A))|| < rF sup Ak-)(1—AgT<A>>%<1—AgT(A>>\=

0<A<a
k+1+pg
= r* sup )\k\l—)\gr()\)| —
0<A<a
k+1+pg
k 2o _ P0
= " sup ()\’“+1+P0 |1—)\gr()\)|) <
0<A<a
k+1+4
k kpg popo
< r (ck T k““’ﬂ) =
k+1+pg
Po _
Chpo = const

Naitame, et R(A) tihedal hulgal R(A) leiab aset punktiviisi koondumine.
Olgu siis P (Auy — f5) = Av mingi v € H korral. Saame, et

r*||AYBET (I — Ag,(A)) P (Aug — f5)|| = r* ||A"BET (I — Ag,(A)) Avl| <

E+1+
< (sup 2 1,0 ) 1ol =

0<<a
k (k+1)pg k+;;PO
=7 sup (AT 1= Ag, (M) ]| <
IIANKA
. e\ e M
<t (enpyr” BT lol = e ol = 0

protsessis r — oo. ]
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Tahistame

Wpa Po = OO,
R pot+l+p
IYP - PO
() 7 <o
Naiteks Lavrentjevi meetodi korral A4 —16 e 4
1 1 1 = , -
! T2 T 55 M T a7

Jargneva lemma votame toestuseta.

Lemma 54. Olgu || fs — f|| < 6, [Jup — u.|| < M, b > . Siisiga r > Ry s =

(b%T)(S korral kehtib oy, (r) < bd.

k+2
k

Naiteks Lavrentjevi meetodi korral p, = 1, seega 7, = (7 Tk >

k+2
Reegel T14. Olgu by, > by > 5. Kui @r(1) < bd, siis votame r(5) = 1.
Vastasel juhul valime r» = r(§) > 1, mille korral ¢,(r) < byd iga r > r(9)
jaoks, ning ¢ (r(d)) = b1d. (Kuna ¢(r) — 0, siis vihemalt iihe sellise » me
leiame.)

P6hjus, miks on néue Vr > (), on see, et ¢ (r) ei pruugi olla monotoonne.

Me alustame arvust 1, sest (0, 1) vahel 1dheb ¢, (r) kiiresti nulli.

Selleks, et saavutada ¢i(r) > byd iga r > r(J) korral, tuleb kasutada
lemmat Seal on vaja aga hinnangut ||ug — u.|| < M, kus M voib olla
kuitahes jame hinnang. (Mingit hinnangut me reeglina ikka oskame anda.)
Lemma [54] kaudu ldheb M indeksi r(§) avaldisse.

Teoreem 55. Reegel 114 on norgalt kvaasioptimaalne meetodite klassi
korral, kus g,.(\) peab rahuldama teatud tdiendavaid tingimusi (mis on tdi-
detud nditeks Lavrentjevi meetodi, iteratsioonimeetodite, Cauchy iilesande
meetodi korral).

Praeguseni saadud tulemused on kéik eeldusel || fs — f|| < J. Niipea, kui
nditeks || fs — f|| = 20 ja valime modifitseeritud halbeprintsiibis b = 1,5, vib
lahislahendi viga olla kuitahes suur. Praktikas minnakse sellest kitsasko-
hast mooda sellega, et valitakse § piisavalt suur. Igatahes aga seni vaadel-
dud meetodid ei ole stabiilsed ldhteandmete vea suhtes (st. kui ldhteand-
mete viga on suurem kui ¢, siis ldhislahendi viga voib osutuda kuitahes
suureks).
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Ideaalne reegel R oleks:

[urcry =

f q
< C-max {TH 1} inf (17 = Agy(4) (w0 — )|+ 779).

kus ¢ > 0. Sellist ideaali ei ole praeguseks saavutatud. Stabiilsuse ldhteand-
mete vea suhtes voib siiski saada.

2.4.6 Halbeprintsiibi tugev kvaasioptimaalsus lopmatu
kvalifikatsiooniga meetodite korral

Meenutame, et reegel R on tugevalt kvaasioptimaalne meetodi M jaoks, kui
iga fs; korral, mis rahuldab || f5 — f|| < 0, kehtib

HuT(R)—u* <C sup 71};(f)\|1]r—u*\|

17-r]l<s

See tdhendab, viga HuT(R) — u4|| on minimaalne koigi vabaliikmete keras

keskpunktiga f raadiusega 9.

Tugevalt kvaasioptimaalset valikureeglit ei ole onnestunud leida 16pliku
kvalifikatsiooniga meetodite kohta. (Naiteks halbeprintsiip, modifitseeritud
héalbeprintsiip ega [14 ei ole tugevalt kvaasioptimaalsed 16pliku kvalifikat-
siooniga meetodite jaoks.) Aga l6pmatu kvalifikatsiooniga meetodite korral
kall.

Lemma 56. Olgu r(c) parameeter, mille korral
|A (I = Agr()(A)) (uo — w.)|| = d, c> 1.

Siis

I~ Agrio () (oo )| < supinf ) — |-

sl

Lemma [56| olulisus seisneb jargmises. Nimelt
Jur — ]| < (1 — Agr(A)) (w0 — wa)l| + [lg-(A) (fs = F)II -

Téahistame ¥ (r) = |[(I — Agr(A)) (uo — w,)|| ning o (r) = 1(r)+g.(A) (fs — I,
Siis [|lu, — w.l| < ¥a(r).
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Norga kvaasioptimaalsuse korral jaotasime ldhislahendi veahinnangu
toestuse kahte ossa: r, < r(J) ja r. > r(0). Kuna tugeva kvaasioptimaal-
suse korral funktsionaali miinimum on védiksem, siis tekib probleem: kas
veahinnang kehtib, kui () < r.(¢»). Teisisonu, kas me ei peatu liiga vara.
Kui oleme peatunud liiga vara, tuleb ¢ (r) liiga suur. (Liige ||g-(A4) (fs — /)|l
on kasvav, seega tema on piisavalt vaike.) Lemma |56 uitlebki, et kui r(c) on
valitud nii, nagu lemmas |56} siis me ei peatu liiga vara.

Kui reegel on tugevalt kvaasioptimaalne, siis ta muuhulgas to6tab héasti
ka suure konditsiooniarvuga maatriksite korral. Norgalt kvaasioptimaalsed
reeglid tootavad hasti vaid siis, kui A omavaartuste kuhjumispunkt on null-
punkt.

Lemma |56 toestuse idee. Konstrueerime elemendi f. selliselt, et || f. — f|| < ¢
ning nditame, et
I(Z = Agro(A)) (w0 —wn)|| < einf fu (fe) = u.]|. (2.24)

Kui (2.24) kehtib, siis vorratuse

U (f) — s

inf [Ju(fe) —udl < Sl}p
[[F=1]|<o
tottu on lemma (56 toestatud.
Valime siis f. = f+c¢ A (I — Agy()(A)) (uo — u.). Siis eeldusest || f. — f| =
6. Niiiid kasutades esitust || Aul|* = /Oa N d{P(\)u,u), saame

lur(fe) = uell® = 11T = Age(A)) (w0 = wa) + 90(A) (fe = N)I* =
= [[((7 = Age(4)) + ¢ g (A)A (T = Agriy(4))) (w0 — )

- /Oa (1 —Agr(N) Fc g (M)A — /\gr(c)()\))2 d{P(\) (up — us) , ug

2

Kuna omadusest (A3): 1 — Ag-(\) > 0 ja eeldusest ¢! < 1, siis kasutades

omadusi ning [(A6), saame
1- )‘gr()‘) + Cilgr(k) A (1 - )‘gr(c)()‘)) =
> C_l (1 - )\gr(A) + )‘gr()‘) - /\29T<>‘)gr(c)()‘)) 2
> lim C_l (1 - )‘QQT(/\)QT(C)()‘)) =

T—00

= (1= Agro(V) -
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Siit jareldub, et

a

(1 - /\gr()‘) + C_lgr()‘))‘(l - )‘gr(c)(A»

2

lup(fo) = wd® = d(P(A) (o = ua) , ug — ) 2

a

(1= Agrio(V)

- H (] - AQT’(C)(A>) Uy — Us

2

d(P(\) (ug — uy) , ug — uy) =

2

J
J

]

Teoreem 57. Olgu A = A* > 0, ||A]| < a, f € R(A), ||fs — f|| < . Rahul-
dagu funktsioon g.(\) tingimusi (2.2), (2.3), (ADHAS3)|ja [(A5)HA7), Olgu r(9)
valitud hdlbeprintsiibi jargi (111 véi 112). Siis kehtib hinnang

UT(JE) — Ux

< C(by,by) - sup iI>1f
[7-r]<s™

||Ur(6) = Ux

Y

kus

C(blabQ) = maX{\/§ (1 + bdMﬂyl) 7b2 + 2} )
1 —

kusjuures konstant dy; pdrineb tingimusest
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Peatukk 3

Regulariseerimismeetodite
klass mitteenesek. iilesannetes

3.1 Mitteenesekaasse operaatoriga iilesanne

3.1.1 Ulesande seade

Olgu H ja F Hilberti ruumid. Vaatleme vorrandit
Au = f, feFr, Ae€L(HF). (3.1)

Siin R(A) voib olla mittekinnine, N'(A) voib olla mittetriviaalne. Kaasope-
raator A* € L(F, H) on méaratud vordusega (Au,v) = (u, A*v). Kehtivad
jargmised omadused:

1) A*A: H — H ja AA* . ' — F on lineaarsed mittenegatiivsed enese-
kaassed operaatorid,;

2) N(A) = R(A) ja N(A*) = R(A), see tahendab, H = N'(A) & R(A") ja
F=N(A) & R(A.

Vaatleme lisaks veel vorrandeid
A*Au = A*f (3.2)

ning

Au=Qf, (3.3)
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kus @ : F — R(A) on ortoprojektor.

Alapeatiikis [1.1.11] ndidati, et vorrandite (3.2) ja (3.3) lahendite hulgad
langevad kokku. Vérrandite (3.1) ja (3.2) lahenduvuse vahekorra kohta saa-
di jargmised tulemused.

a) Kui f € R(A), siis vorrandite (3.1) ja (3.2) lahendite hulgad langevad
kokku.

b) Kui Qf € R(A), aga [ ¢ R(A), siis (3.1) ei ole lahenduv, kuid (3.2) on
lahenduv. (Oeldakse, et vorrandil (3.1) leidub kvaasilahend.)

c) Kui Qf ¢ R(A), siis ka (3.2) ei ole lahenduv.

Sealjuures ulesanne (3.2) on enesekaasne.
Olgu niitid vorrand Au = fs, selle siimmetriseerimisel saame A*Au =
A* f5. Vaatleme meetodite klassi

uy = (I — A*Ag,(A*A)) ug + g, (A*A)A™ f;, (3.4)

kusjuures néuame, et g,(\) rahuldaks pshitingimusi (2.2) ja (2.3) ning ||A|* <
a. Siis ||A*A|| = ||A|]> < a. (On selge, et ||A*A| < ||A"][[|A]| = ||A]]*>. Vordus
jéreldub siin sellest, et ||Az||* = (Az, Az) = (A* Az, z) < ||A*A| ||z

Meetodite klassi (3.4) naiteid.

1) Tihhonovi meetod
U = (o + A*A) " A* fs,
.. 1
siin r = —.
a
2) Itereeritud Tihhonovi meetod
WUy + A Au,, = up10+A'fs, n=12,...,m.
Kui m = 1 ja ug = 0, siis on tegemist Tihhonovi meetodiga.

3) Ilmutatud iteratsioonimeetod

Up = Up_1 — p (A" Au, g — A™fs) n=12,...,

siin 0 < p <

2
1A]I”
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4) Ilmutamata iteratsioonimeetod
au, + A*Au, = au,_1 + A" fs, n=12,...,
siin a > 0.
5) Cauchy iilesande meetod

u'(t) + A Au(t) = A* fs, u(0) = up.

3.1.2 Abitulemused

Lineaarsete operaatorite teooriast on teada [Dunford-Schwarz], et iga A €
L(H, F') korral leiduvad operaatorid U € L(H, F') ja U° € L(F, H), mille kor-
ral

[Uull = [[ul  Vu € R(A*), [Uul =0 Vu e N(A),
[U%2]| = [[=]] Vz€ R(A), U2 =0 VzeN(A),
kusjuures
A=U(AA)7 = (AA)2 U, A =U° (AA")? = (A*A)7 U°. (3.5)

Sealjuures iilaltoodud nouetest jareldub, et U* = U°. Operaatori A ja A*
esitusi kujul (3.5) nimetatakse operaatorite A ja A* polaaresitusteks.

Vahetult on néha, et |U|| = 1, | U°]| = 1.

Tahistame P — U*Uja Q — UU*, siis P € £ (H, R(A*)> jaQer (F (A))
on projektorid.

Lemma 58. Olgu g tokestatud tiikiti pidev funktsioon loigul [0,a], A € L(H, F),
A% < a. Siis A*g(AA*) = g(A*A)A* ja Ag(A*A) = g(AA*)A.

Toestus. Vaatleme juhtu, kus ¢ on pidev funktsioon. Weierstrassi lahendus-
teoreemi pohjal

en = max |g(A) = ga(A)] =0,
kui n — oo ja g, on teatud n-astme poliitnoom. Noue HA||2 < a garanteerib, et
o(AA*) C [0,a] ning o(A*A) C [0, a]. Seega

|9(AA") — g (AAY)]| < sup  [g(A\) —gn(N)] <& =0 (0 — 00),
A€o (AA*)

l9(A*A) = g (A"A)| < sup [g(A) = ga(N)] <en =0 (n = 00).
A€o (A*A)
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Naitame, et iga k € N korral kehtib vordus
A* (AA*)" = (A*A)F A*. (3.6)
Toepoolest,

AT (AA")" = A" (AA") (AA") .. (AAY) = (ATA) (ATA) .. (A"A) A" = (A" A)" A7

k

Analoogiliselt pohjendame seose
A(A* A = (AAF A, (3.7
Seosed (3.6) ja (3.7) jadvad muidugi kehtima, kui operaatorite astmed (AA4*)*
1

ja (A*A)" asendada vastavate operaatorite lineaarkombinatsiooniga k = 0,1, . ..

korral, seega poliinoomidega:
A*g, (AA") =g, (ATA) A", Ag, (A*A) = g, (AA") A.
Esimene vordus lubab hinnata:

[ATg(AA") = g(AAN AT < [[ATg(AA") = A”g, (AAT)]| +
+ [|A%gn (AAY) — gn(A"A)A™[| +
+[gn(ATA) A" — g(A"A)A™[| <
< 2||AYen =0 (n— 00).

Analoogiliselt pohjendame teise vorduse. O

Sonastame jargnevalt 3 lemmat, mis on analoogid vastavate lemmadele
enesekaasse operaatori kohta, toestused praktiliselt samad, kasutades ope-
raatori A asemel operaatorit A*A.

Lemma 59 (Lemma [37|analoog). . Olgu H, F Hilberti ruumid, A € L(H, F),
|A|I> < aja rahuldagu funktsioon g,()\) tingimusi Jja . Siis

(I — A*Ag,(A*A))v — 0 Yv € N(A)* kui r — oo,
(I — AA*g.(AA")) 2z > Qz Vz € F kuir — oc.

Téestus. Lemmast[37]saame operaatori A asemel operaatorit A* A kasutades
lemma esimese viite ning operaatorit AA* : FF — I kasutades saame

(I — AA g (AA*)) 29 — 0 Vo € R(A) kuir — .

Kuna iga z € F esitub kujul z = Qz+ (I — Q)z, siis eelmise rea koondumisest
2o = (I — @)z korral saame lemma teise vaite. O
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Lemma 60 (Lemma E analoog). Olgu A € L(H,F), |A|* < aja rahuldagu
g-(\) pohitingimust (2.3). Kui tokestatud jada (r,), r, < T = const ja vy €
N (A)* korral

A(I — A*Ag, (A*A))ve — 0,

kui n — oo, siis ka
(I — A*Ag,, (A*A)) vy — 0,

kui n — oo.

Lemmat |60|1dheb tarvis hélbeprintsiibi koondumise tdestamisel.

Lemma 61 (Lemma |42/ analoog). Olgu A € L(H, F), ||A| < aja rahuldagu
9-(\) pohitingimust (2.3). Olgu 0 < p < 2p,. Siis iga v € N'(A)* korral kehtib

s AP (I — A*A) g, (A*A)v|| — 0 kui r — oo, (tdhis |A| := (A*A)%)
ning iga w € N'(A*)* korral kehtib
s AP (I — AAY) g, (AAw|| — 0 kui r — oo, (tdhis |A*| := (AA*)% )

Edaspidi ldheb vaja hinnangut
sup \/X|gr()\)| < v/, r >0, 7, = const. (3.8)

0<)<a

Vorratus (3.8) jareldub pohitingimustest (2.2) ja (2.3) konstandiga ~, =
VA (1+ 7).

Toepoolest, |1 — Ag-(N\)| < 70 (valides (2.3) p = 0) ning seega
[Agr(M)] <1+ 1= Ag:(N)] <140

Nuud aga
1 1
sup VAlg-(N)] < sup VAL (V)7 - sup g, (V]2 < /1470 AT
0<A<a 0<A<a 0<A<a

See hinnang on uldiselt viga jime. Naiteks Tihhonovi meetodi korral
korral hinnates

annab ta v, = V2, aga vahetult saame g,.(\) = . _: 3
T

rv\ N
sup VMg, (\) = su <+,
Og)\ga g ( ) o@Ea 14+7rA 2
rv
1+7r)\

1 1 1
o (147X — VA =0 ehk Aoy = . Siit tuleb 7, = .

kuna funktsiooni h(\) = tuletis annab maksimumkoha tingimuseks
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3.1.3 Summetriseerimise teine variant

Otsime vorrandile
Au = fs (3.9)

lahendit kujul v = A*v. See on ldhend; tildiselt normaallahend u € R(A*),
kuid u € R(A*) ei kehti. Samas on ka iildine lihend kujul u, € R(A"),
kui ug = 0, sest siis u, = g,(A*A)A* fs = A*g,.(AA*) fs. Laheme vorrandilt
iile vorrandile

AA* v = f; (3.10)

Vorrand (3.10) on enesekaasne iillesanne ning sellele leiame léhislahendi
kujul
v, = (I — AA* g, (AA")) vy + g.(AA") fs, (3.11)

kus vy € F on algldhend.
L&hislahend u, = A*v, langeb kokku ldhislahendiga (3.4), kui uy = A*vy.
Toepoolest, sel juhul
u, = A'v, =
= A"(I - AA7g(AA"))vo + A"gr (AA) fs =
(I — A*Ag.(A*A)) A*vg + g, (ATA)A* fs =
= (I — A AG. (A" A)) gy + g, (A" A) A"

Stimmetriseerimise teist varianti on moéistlik kasutada, kui dim FF <
dim H. Naiteks, kui F = R, H = R", m <« n. Siis AA* : FF — F on ainult
m x m maatriks, aga A*A : H — H on n x n maatriks.

3.1.4 Regulariseerimisparameetri aprioorne valik

Teoreem 62 (Teoreemianaloog). Olgu A e L(H,F), |A|* <a Qf € R(A),
|fs — f| < 6 ning rahuldagu g.(\) pohitingimusi Ja [.3). Siis kehtivad

Jargmised vdited.

1) Kui lihislahendi korral r = r(0) valida nii, et r(§) — oo, kuid
dv/r(6) = 0, kui 6 — 0, siis u,5) — U, kus u, on alglihendile v, lihim
vorrandi (kvaasi)lahend.

2) Kui ug — u, = |Al” v, kus ||v]| < p (meenutame: |A| = (A*A)%) ning r(9)

P

)
valida kujul r(§) = dppﬁé_%, kus d, = ( ),, , Siis ||upe) — us| <
o1 5t

Cpp7H 07T, Rus 0 < p < 2poja ¢, = (pril +p*#> Ve
2
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Vorreldes teoreemiga |38/ on erinevus selles, et kasutame hinnangut

sup \/Xgr()\)‘ < 7./, see toob ¢, ja d, avaldisse suuruse ..

0<A<a
Toestus. Lahislahendi viga avaldub kujul

U —uy = (I —A"Ag.(A"A))ug + g-(A"A)A* fs —u, =
(1= A" Agy (A A)) (uy — ) + g (A" A)A*f; — A* Ag, (A" Ay, —
= (I —A"Ag.(A*A)) (ug — us) + g-(A"A)A*(fs — Aus).

Kuna ortoprojektor Q : F — R(A) jatab Vv € H korral elemendid Av samaks,
kehtib vordus QA = A, seega samuti kaasoperaatorite vordus A*Q) = A*
(kasutasime ortoprojektori omadust Q* = (). Kuna eelduse pohjal kehtib
Au, = Qf, siis A*Au, = A*Qf = A*f. Seega

up — Uy = (I — A"Ag,(A"A)) (uo — us) + g-(A"A)A™(fs = ).

Hindame teist liidetavat:

g (A" A)A* (fs — DIl < lg (A" A)A* || fs — fIl <
< lgr(ATA) AT -6 = || g, (A*A) (A*A)2 U -6 <
< |lgr (AT A) (A7A)2|| 6 <
< (Sup gr(A)\/XD -0 < Y10
0<A<a

Oleme saanud, et
lay — wall < [[(Z = A" Ag,(A* A)) (g — w.) | + % /75,

Lemma 59| pdhjal || (I — A*Ag,(A*A)) (ug — u.) || = 0kuir — oo. Seega teo-
reemi 1) védide kehtib, r(0) valikureegel garanteerib veahinnangu mélema
litkme koondumise, kui 6 — 0.

Hindame esimest liidetavat, kasutades pohitingimust (2.3):

I = A" Ag (A" A)) (g = w) | = || = A" Agy(4" 4)) (A" 4)F v

<
< psup A2 1= Ag (W) < p-yer .
0<\<a 2
Nuud
|ty — uy| < ngr_g + Y /T0. (3.12)
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Leidmaks parempoolse avaldise miinimumkohta, minimiseerime funktsioo-
. . ) 1
ni h(r) = ’ygpr_g + Y,1/70 tuletise abil: 1/ (r) = —gvgpr_%_l + 57*7“_%5. Noue
2

h'(r) = 0 annab, et .0 = pfygpr’%, millest jareldubki r(§) = dppp%(S_p?.

Kui saadud r(d) avaldis asetada hinnangusse (3.12), saame teoreemi vai-
te. []

3.1.5 Parameetri aposterioorne valik. Halbeprintsiip

Lemma 63 (Hilbe muutumispiirid, Lemma [40| analoog). Olgu A € L(H, F),
feRA), |Ifs — fll < 6. Stis

D lim ||Au, — f5]| = ||Auo — f5]),
r—0

2) lim ||Au, — fs|| = inf ||Au — f5]| < 6.
7—r00 ueH

Téestus. Analoogiline lemma[40|t6estusega. Hilve Au, — f; on esitatav kujul
Au, — fs = A(I — A*Ag,(A*A)) ug + Ag, (A*A)A* f5 — f5 =
— (I = AA"G(AA") A (g — ) + (I — AA"G,(AA™)) (Au. — fy)
= (I — AA*g,(AAY)) (Aug — f5). (3.13)
Seega
[Au, — fsll < (1 + [[Al*[lg-(AA") [ Auo — f5)]I,
[ A = foll = [[Auo = fo)l| = 1AIPllg- (AA") ]| Auo — f5)]]

ning koonduvus ||g,(AA*)|| < yr — 0 kui r — 0 annab 1) viite. Lemma [59] 2.
véaide annab siinse lemma 2. viite. H

Tekib kiisimus, kuidas kaitub halve, kui Qf € R(A), aga [ ¢ R(A), st.
kui vorrandil (3.9) on ainult kvaasilahend. Selgitame, et sel juhul ei pruugi
suurus 1211;’[ ||Au — fs|| olla 0 kaudu hinnatav. Me saame tagurpidi kolmnurga

vorratuse abil, et

inf |[Au—fs|| = inf [|[Au—Qf +Qf = fill =
1Qf = fsll = inf | Au — QF| = QS = fill -

WV

Samal viisil ka
1Qf = fsll Z QS = fIl = [If = foll = 1Qf — fIl — 6.
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Ent suurus ||Qf — f|| voib pohimétteliselt olla kuitahes suur ning ta ei séltu
arvust 0. Saadud vorratuse in}f{ |Au — fs]| = ||Qf — f|| — ¢ tottu vaib siis ka
ue

injf_l ||Au — fs|| olla kuitahes suur.
ue

Reegel 111°. Olgu b; > 1 ja by > by. Kui ||Aug — fs]] < bod, siis valime
r(d) = 0. Vastasel juhul valime r = () > 0 nii, et

b16 < ||Aup) — f5]] < bad.

Erinevus reeglist I11 enesekaasse operaatori juhul oli, et reeglis I11 nouti
by > 1, kuid reeglis 111’ on lubatud ka vordus.

Iteratsioonimeetodite jaoks anname reegli 112 analoogi.

Reegel 112’. Olgu b > 1 ning 6 € (0,1). Kui ||Auy — f5]| < b6, siis valime
r(6) = 0. Vastupidisel juhul valime r = () > 0 nii, et HAur((g) — f5|| < b ja
mingi s € [0r(0),r(d)] korral || Aus — f5]| = bO.

Praktikas on moistlik valida b; arvude 1 ja 2 vahelt, niiteks b, = 1,5 voi

by = 1,6. Arv b on otstarbekas valida voéimalikult ldhedane 1-le: b = 1,03,
b= 1,05 vms.

Teoreem 64 (Teoreemi analoog). Olgu A € L(H,F), ||A|> < a, f € R(A),
1
|\ fs — fll <6, ning rahuldagu g,.(\) pohitingimusi (2.2) ja (2.3), kus py > >

v = 1. Olgu parameeter r = r(9) valitud reegli 111’ voi 112’ pohjal ning olgu
vastavalt b; > 1 véoi b > 1. Siis

1) 0+/r(6) = 0ja uys) — u. protsessis § — 0.

2) Kui ug — u, = |A]’ v, kus ||v|| < p, p > 0, siis

1 p o 2 . 2
< eprtdrit, r(0) < d,priid v,

e

kui 0 < p < 2po — 1. Sealjuures eeskirja 111° korral

Yet1 p+1 _p_
dy = (b : 1) ’ ¢p = (ba + 1)7¥7 +7udy.
| —

Téahelepanuviiarne on, et hilbeprintsiip on rakendatav Tihhonovi mee-
todi korral (Lavrentjevi meetodi korral ei ole!).

Kui lubada b; = 1 v6i b = 1, siis saab ka toestada teoreemiga [64] analoo-
gilise teoreemi, aga toestus erineb oluliselt.
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Téestus. Uldiselt on tdestus analoogiline teoreemi |43|tdestusega. Teeme siin
labi ainult veahinnangu téestuse.

Me saame, nagu teoreemi [62] tdestuses, et

+ Y/ 7(0)4.

< [[(7 = A" Agy5) (A" A)) (ug — )

[oar ) — s
Hailve Au, — f5 on esitatav kujul

—fs = A(I—A'Ag,(A"A)

— A(I - A" Ag,(A*A) )+
(1= AA*g(AAY) f5 =
= A = A" Ag, (A" A)) (g — u.) — (I — AA*g,(AA")) (fs — Au,) =
A = A Ag (A" A)) (ug — ) — (I — AA*g,(AA")) (fs — f).

Juo + Agr(A"A)A™ f5 — f5 =
) (I — AA"g,(AA")) Au, -

(ug —

Ug — Uk
Teise liidetava hinnang:

I(1 — AA"g,(AA")) (fs = /Il < %00 = 6.

Esimest liidetavat hindame ulalt ja alt:

|A (I = A*Agr5)(A*A)) (uo — u.)|| |Auy) — f5l| +0 < (3.14)

bsd + 6 = (b + 1) 6,

|Auy) — f5|| —0 < (3.15)
d.

bd — 6 = (b — 1)

| A (T — A*Ag,5)(A*A)) (ug — u.)

NN NN

Hindame parameetrit r(¢) iilalt. Kdigepealt selle tottu, et ug—u, € N(A)*,
kehtib (A*A)2 (I — A*Ag,s(A*A)) (A*A)f v € N(A)* (Kontrollida!!). Kuna
|Uu|| = ||Jul|, kui v € N(A)*, siis

(b1 —1)6 < ||[A(I— A*Ag,5)(A*A)) (uo — us)
= ||o ) (1 - 4 gy (a7 ) (A7) ]| =

_ H (A*A)? (I — A*Agys) (A*A)) (A*A)% v H<

< psup AT 11— Agoy (V)] -

0<A<a

e . 1
Kasutame niitid pohitingimust (2.3) (selleks on vaja, et Jer < po ehk p <

2pg — 1), siis saame
p+1

(b1 —1)6 < psup A2 |1 = Agrs)( V)| < pypTHr(é)_T.

0<)<a
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Jarelikult

p+1 p’}/%
rO)T <SG T
millest )
Vel N pFT 5 2
"(6) < (bl 4 1) o,
Toestame niiiid veahinnangu. Kasutame momentide vorratust:
I(I — A" Agr(A"A)) (uo —u.)[| = ||( — A"Ag,(A"A)
— |far )t (1 — a*Ag, (A7 A H
< (A*A) (I A*Ag.(A*A)) v e

(1 = A" Ag, (A" A)) ]| <
1

< [(ATA)2 (1 — A" Ag,(A™A)) (up — )| 7 p7T
Edasi, kuna (A*A)? (I — A*Ag,(A*A)) (up — u,) € N(A)*, siis
(= A" Age(A" ) (wo — w)ll <[ (A" A)* (I = A" Ag (4 A)) (o — )| o7

= HU (A*A)? (I — A*Agy (A" A)) (ug — w,)||”
= A — A*Ag,(A*A)) (ug — w,)||75T pie.

Vorratuse (3.14) abil saame, et

(7 = A Agy(A° A)) (g — w.)]| < (b + 1)77 67 it
Kokkuvéttes
ltrs) — ]| < (b + 17T pPTEHT 4 dypris TS =
= (b2 + 1)1+ 7.dy) priit,
kusjuures néuame, et 0 < p < 2pg — 1. -

3.1.6 Aposterioorsete valikureeglite kvaasioptimaalsus

Definitsioon 65 (Definitsiooni|45|analoog). Valikureegel R on nérgalt kvaa-
sioptimaalne meetodi M jaoks (esitatud valemi abil), kuiiga fs, || fs — f|| <
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0, korral

—

< O inf (||( — A* Ag, (A" A))| +7./78) + O(6)

ning konstant C' ei soltu suurustest A, u, ja f;s.

Teoreem 66 (Teoreemi[48 analoog). Olgu A € L(H,F), f € R(A), || fs — [ <
d. Kui reegel R on noérgalt kvaasioptimaalne ja uy — u, = |A" v, kus ||v|| < p,
p > 0, siis kehtib veahinnang

< epprit 67, 0 < p < 2po.

sy = e

Saab naidata, et hidlbeprintsiip on norgalt kvaasioptimaalne iteratsiooni-
meetodite korral, aga ei ole norgalt kvaasioptimaalne 16pliku kvalifikatsioo-
niga meetodite (Tihhonovi ja itereeritud Tihhonovi meetodi) korral. Seega
analoogiliselt enesekaasse juhuga votame kasutusele modifitseeritud hal-
beprintsiibi.

Tahistame

-[7 Po = 00,
B, = 1
(I — AA*g.(AA™))%0 | py < 0.

Sellega on defineeritud operaator B, : I’ — F.

Naiteks Tihhonovi meetodi korral g,(\) = 1 fr K mistdttu 1 — Ag,(A) =
1 1
. B, =(I+rAA") =,
Y Seega (I +rAAY)

Reegel 113’. Anname ette arvud by > b > 1. Kui || By (Aug — f5)|| < bad,
siis valime r(0) = 0. Vastasel juhul valime r = r(d) > 0 nii, et

016 < || Bris) (Auris) — f5) || < b0

Sealjuures normi ||B,(s) (Au,s) — f5)|| on hélbus leida jargmisest vale-
mist.

HBT(‘S) (Aur,m - fd)H - <BT (Aur,m - f6> ; Br (Aur,m - fé)) =
<Au7’,m - f57 BE (Aur,m - f5)> =
<Aur,m - f&a Aur,m—H - f6>

Toepoolest,
Aur - f5 = (I - AA*gT(AA*)) (AuO - f5) ;
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millest

B (Au, — f5) = (I+71AA) " (I 4+rAA) ™ (Aug — f5) =
= (I +7AAY) " (Auy — f5) =

= Aur,m—H - f6'

Teoreem 67 (Teoreemi analoog). Olgu A € L(H,F), ||A|> < a, f € R(A),

|fs — fll < ¢ ning rahuldagu g,(\) pohitingimusi (2.2), Jja tingimusi
(ADHAS)L Olgu r(9) valitud reegli 113’ jargi. Siis

(@) = wal| < C(by, b2) inf (| (1 — A" Ag,(A"A)) (uo — w.)l| + 7./70) ,

st. modifitseeritud hdlbeprintsiip on norgalt kvaasioptimaalne.

Mairkus 68. Kui p, = oo, siis hdlbeprintsiip on tugevalt kvaasioptimaalne.

Saab néaidata, et Tihhonovi ja itereeritud Tihhonovi meetodi jaoks ei
héalbeprintsiip ega modifitseeritud hélbeprintsiip ei ole tugevalt kvaasiop-
timaalsed.

Mirkus 69. Modifitseeritud hdlbeprintsiip ei ole nérgalt kvaasioptimaalne,
kui Qf € R(A) ja f ¢ R(A).

3.1.7 Norgalt kvaasioptimaalsete valikureeglite pere

Defineerime operaatorid D, = r |A*|> B? ning funktsionaalid
or(r) = ||D,’fBT (Au, — f(;)H

k+1+4pg
PO

Reegel 114°. Olgu by > by > 7, kus 4, = (7 ko . Rui (1)

b2(57
k+1+pg

<
siis valime r(§) = 1. Vastupidisel juhul valime r = () > 1 nii, et @i (r) < b2d
iga r > r(9) korral ning ¢ (r(5)) = b10.

Mairgime, et kui £ = 0, siis reegel 114’ kujutab endast modifitseeritud
héalbeprintsiipi.

Edaspidi selgub, et kui £ > 0, siis [14’ on norgalt kvaasioptimaalne ka
juhul, kui ilesandel on ainult kvaasilahend. (Ja seda koigi senivaadeldud
meetodite jaoks.) Reegel 114’ on lihtsalt realiseeritav juhul 2k € N.
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3.1.8 Monotoonse vea reegel (itereeritud) Tihhonovi mee-
todis

Monotoonse vea reegel osutub Tihhonovi ja itereeritud Tihhonovi meetodi
korral paremaks kui modifitseeritud halbeprintsiip.
Reegel 115. Valime regulariseerimisparameetri (J) tingimusest

<Aur,m - f57 Aur,erl - f§>
[ At i1 — foll

d(r) :== = bo,

kus b > 1.
Praktikas valitakse arvuks b mingi 1 lahedane arv, naiteks b = 1,03.
Reegli 115 avaldise voib iimber vormistada kujul
1B (Aupm — £5)|”
d(r) = : )
") =Bz (au, — g

Teoreem 70. Kui d(r) > 0, siis Tihhonouvi ja itereeritud Tihhonovi meetodi
korral on funktsioon t(r) := ||u, — u.|| monotoonselt kahanev.

Lause 71. Olgu ryp, rap, rue vastavalt modifitseeritud hdlbeprintsiibi,
hdlbeprintsiibi ja monotoonse vea reegli pohjal valitud parameetrid:
HBTMHP (AU’TMHP - f5)H = bo, HAUTHP - f5|| = bo, d(TME) = b0 (suurus b > 1 on
koigile iihine).

Siis kehtivad jargmised vdited.

D ryup <TMmE < THP,

2) HUTME - u*” < HUTMHP - U*H

Toéestus. Toestame 1). Me saame, et

_I1B- (Au, — f5)]? B
d<7n) - HB? (Aur _ f5>H > ”BT (Aur f&)” )

kuna || B, (Au, — f5)|| > || B} (Au, — f5)||. Nimelt, || B,|| < 1.)

Teiselt poolt momentide vorratust kasutades

B (Au — S B2 (Au, — Sl [ Au, — fi]
O =B A= S 1B A — )]

= [[Au, = f5]] -
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Oleme saanud, et

1By (Auy = fo)|l < d(r) < [[Auy — fsl]-

Kuna koik kolm funktsiooni on monotoonselt kahanevad, siis siit jareldub
1). O

Teoreem 72. Tihhonovi ja itereeritud Tihhonovi meetodi korral funktsioon
t(r) = ||u, — u.|| on monotoonselt kahanev, kui d(r) > 0, kus

1B, (Au, — )P
W) =152 Gy — )

d . .
Toestus. Naitame, et — o |y — u.]]* <0, kui d(r) > X. Kehtib

U —up = (I —AAg,(A"A))ug — g (A" A) A" f5s —us =
= gr(A*A)A* (fg — AU()) + (U() — U*) .

(1—1+rx)"").

>/I*—‘

Tihhonovi ja itereeritud Tihhonovi meetodi korral g, (\) =
Niisiis

Lo.00 = meg Q4= (1= (14 ) =

YA+ =g (V) =
= AN (1= Ag: (),

kus 5,(\) = (1+7X) 2.
Niid

g (AT VA (s — Auo) =7 B2 (T — A*Ag, (A" A) A" (fs — Au).

kus B, = (I — rA*A)" 7.

Arvutame:

d s d(ur —u,)\
$||ur—u*|| = 2<ur—u*,T>—
= 2<u
Y

1B A A A A () -
= 2y (u, —u,, A*B2 (I — AA*g,(AA")) (fs — Aug)) =
— 9y (Au, — f, B (I — AA"g,(AA")) (fa © ).
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Kuna

(I — AA* g (AA") (fs — Aug) = (I — AA*g(AA")) f5 — (I — AA*g.(AA")) Aug =
= fo— Ag (A"A)A* fs — A(I — A" Ag,(A*A)) ug =

= f5 - Aura
siis
d
ol —wa® = 2y (Au, = . B (I~ AA"g,(AA) (f5 — Auo)) =
= —2y(Au, — f, B} (Au, — f5)) <
< =2y (Au, — f3, B2 (Au, — f5)) + 27 || fs — fIl || B? (Au, — f5)]| <
< =2vB, (Au, — f5)|” + 276 || B (Au, — f5)|| <0,
kui d(r) > 6. -

Seega vaiksema r korral, kui pakub vilja monotoonse vea reegel, pole
motet peatuda.

Jareldus 73. |ju,,, — u.| < — |-

[ trsp
Siit saab jareldada ka norga kvaasioptimaalsuse jne. Kui veatase on téap-
selt teada, siis monotoonse vea reegel on parim.

Need meetodid ei toota kvaasilahendiga iilesande korral.

3.1.9 Regulariseerimisparameetri valik kvaasilahendi-
ga ililesande korral

Vaatleme juhtu, kus Au = f, f ¢ R(A) ja Qf € R(A). (See tahendab, iiles-
andel on vaid kvaasilahend.) Sel juhul hélbeprintsiibi, modifitseeritud hal-
beprintsiibi ja monotoonse vea reeglid ei sobi parameetri valikuks (ei anna
koonduvat ldhislahendit).

Parameetri valikuks sobib reegel 14 (kvaasioptimaalne valikute pere),
kus k£ > 0.

Valime &k = %

Meil oli oy, (r) = r* H | A2 B2RHL (A, — f(;)H. Nitiid siis

p1(r) = V1 ||A"BY (Au, — f5)]].

1
2
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Sonastame taielikkuse huvides uuesti meie konkreetsel juhul reegli 114.
Reegel 114. Olgu b, > b > i%. Kui go%(l) < byd, siis r(0) = 1. Vasta-

sel juhul valime r = r(d) > 1 sellise, et ¢.1(r) < b2d iga r > r(d) korral ja

21 (r(8)) > bid.

Teoreem 74. Olgu A € L(H,F), Qf € R(A), ||fs — fll < J ning rahuldagu

funktsioon g,.(\) pohitingimusi (2.2), 2.3) ja (ADHA4)| Olgu v < 1 ning
parameeter r(§) valitud reegli 114 jargi. Siis kehtivad jdrgmised vdited.

1) Kui 6 — 0, siis 61/7(0) = 0 ning u,(5) — Us.

2) Kui ug — u, = |A°v, |lv|| < p, p > 0, siis r(§) < dppﬁé_% ning
< cppﬁéﬁ, 0 < p < 2po.

sy — e

P6hjus, miks muud reeglid ei toota, on see, et me ei suuda garanteerida
vorratust lim ||Au, — fs5]| < 6.
r—00

Toestus. Toestame vaid veahinnangu.
—fs = Al —A"Ag,(A"A)) ug + Ag, (A"A)A"fs — f5 =
(I — AA"g,(AA")) (Aug — f5) =
= (I — AAg.(AA") A(up — uy) — (I — AA* g, (AA") (fs — QFf).

Seega
A°B? (Au, — fs) = A"B2(I — AA*g,(AA) A(up — ) —
— A2 (I — AN g, (AAY)) (f5 — QF).
Me teame, et A*Q = A*, niisiis
ATB2 (I - AA'g(AA) (f5 — Qf) = B2 (I - A"Ag (A" A)) (A fs — A°Qf) =

By (I — A Ag, (A" A)) (A" fs — A"f) =
A'B} (I — AA g, (AAY) (fs — ).

Jarelikult, kasutades esitust A* = U~ (A*A)%, saame hinnangu
(r) < Vr||A*BX (I — AA*g,(AAY) (fs — )| <
< 0y sup VAL = Ag (V)] e <

0<A<a

< (R/Fﬁ%?“_% =710,

¥

1
2
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Seega saame hinnangud

VT || AT B2 (I — AA* g, (AA*)) A (ug — w.)

Vr(9) HA*BE((S) (I — AA*g,(5)(AA*)) A (uo — u)

Kui niiid ug — u, = |A|" v, ||v]| < p, siis

VE||AB? (I — AA°g,(AA%)) A (up — u.)
— Jr HA*BE (I — AA*g,(AA*)) A(A*A)Sv
= VI |[(A"A) 8 BY (I — A" Ag, (A" A)) v
< 71+§7’_1+Tp/0-

Kasutades vorratust (3.17), saame, et

<

r(d) < dp/)ﬁé_p%-

Teine hinnang:
e — | < [[(1 = A*Ag,(A*A)) (o — w,) | + 13/70.

Esimese liidetava hindamiseks kasutame lemmaga[51]analoogilist tulemust.
Nimelt saab toestada, et kui mingi ¢ > 1 jaoks kehtib

VT || B2A* A (I — A" Ag, (A7 A)) (ug — w.)|| < 6 (3.18)

iga r > r. jaoks, siis r. > rg, kus ry on funktsiooni
D.(r) = [[(I — A" Ag, (A" A)) (uo — wo)|| + 297ey/7d
globaalne miinimumkoht (konstant 7 péarineb noudest [(A4)).

Rakendame viimast tulemust ¢ = by + Y1 korral. Vorratuse (3.16) pohjal

r(d) = r. (sest r. on vahim arv r, mille korral kehtib tingimus (3.18)). Kuna
re = 1o, siis 7(J) > ro. Nuud saame, et

(7 — A" Agois)(A"A)) (g — )| < (I — A" Agy, (A*A)) (g — w,)| <
<inf (11 = A" Ago(A*A4)) (o — u) | +297 (b2 + 3y ) V79) <

1
< Cp,bgpmaﬁa 0< P < 2p0
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3.2 Veaga antud operaatori juht

Olgu H Hilberti ruum. Vaatleme iilesannet A € L(H, H), Au = f, f € R(A),
A = A" > 0. Eeldame, et f asemel on antud fs € F selliselt, et || fs — f|| <
6 ning A asemel on antud mingi ldhend A, € L(H, H), A, = A;, nii, et
[ Ay — All <.

Kui A = A" > 0, |4, — Al < n, siis 0(A4,) C [-n,[|A]| + n]. Selleks,
et garanteerida A, mittenegatiivsust, tdhistame A, = A, + I ning kasu-
tame operaatorit A, operaatori A ldhendina. Niitid A; > 0, aga muidugi
145, = Al < []45, = Ay + 114, — A < 21

Jargnevas eeldame (vajadusel kasutades eelmises 16igus kirjeldatud vo-
tet), et A, = A} > 0.

Lahislahend on kujul

= (I = Ayg.(Ay)) uo + g-(Ay) fs.

Kui on iilesanne, kus A € L(H, F) ning ei nouta, et A on enesekaasne,
siis
([ A* ngr A* )) Uo +g7“ A A )A f(S

Lemma 75. Olgu A = A" >0, A, = A, >0, [A—A,]| <7 Siisigap >0
korral _
45 = 2] < s

Kui ||Al| < q, [|4,]] < aja g,(\) rahuldab pohitingimust ([2.3), siis
[ An (I = Aygr(Ap)) (A7 = A7) || < £rpm,

kus e,, — 0, kui r — oo iga p > 0 korral.

Lemma 76. Olgu A, A, € L(H,F), ||[A—A,| <n. Siisiga p > 0 korral
A" = TAPI < ¢ (14 [tngl) 2,

kus |A,| = (A;';An)%. Kui |A|> < q, |A)|I° < aja g.(\) rahuldab péhitingimust

2.3), siis
[ Ay (1 = AjAyg: (A5 A,) (JA 7 — [AP)|| < e,

kus €,, = 0, kui r — oo iga p > 0 korral.

Teoreem 77. Olgu A, A, € L(H, H), A=A"2>0, A, = A, 20, [A—-A4,] <n,

f € R(A), Ifs — fIl < ¢ ning rahuldagu g,(\) tingimusi (2.2) ja @.3). Siis
kehtivad jargmised vdited.
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1) Kui valida r = r(6,n) nii, et r(0,n) — oo, (& +n)r(d,n) — 0 protsessides
0 = 0jan — 0, SLS Upsy) — Use

2) Kui ug —u, = APv, ||v]| < p, 0 < p < po, ning r(6,n) =d - (6 —i—T])_ﬁ, kus
d = const > 0, siis

< Cppa (04 7)7T 0<p< po.

Hur(&n) = Ux
Toestus. Toestame kodigepealt koondumise. Saame, et

up —us = (I = Ay9,(Ay)) uo + gr(Ay) fs — ue =
= (I = A39:.(Ap)) (w0 — ws) + g-(Ay) (fs — Aqus) -

Esimese liidetava norm r jargi kahaneb, teise norm aga kasvab. Seega hin-
dame koigepealt teist liidetavat:

fs — Aguy = f5s — Au, + Au, — Ayu, = f5— f+ (A= Ay) us,
mille abil
1fs = Apuall < [1fs = I+ 1[A = Al [Jus | < 6+ flud]-
Kuna A, = A} > 0, siis pohitingimuse pohjal ||g.(A,)|| < yr. Niid
[ur = we|| <1 = Aygr(Ay)) (wo — w)|| + 7 (6 + n [|ul]) -

Kui (6 +n)r(6,n) — 0, siis eeldusel 6 — 0, n — 0 saame vr (6 + 7 ||u.||) — 0.

Liidetava ||( — A,9,(A,)) (uo — u,)|| hd&bumise tdestame Banach-Steinhausi
teoreemi abil. Vorratus |1 — A, g,(4,)| < 7 kehtib pohitingimuse (2.3) tottu.
Valime niitid tiheda hulga ruumis R(A): kus ug — u, = Aw. Siis

I(1 = Angr(An)) (w0 —u)ll = [I(1 = Angr(Ay)) Awl| =
= (I = Angr(Ay)) (A = Ap) + Ay) w]| <
< U = Agge(Ay)) (A = Ay) wl| +
(1 = Apgr(4y)) Aywl| <
< yonllwll + 77wl = 0,
kui r(6,7) - 0,7 — 0,5 — 0.

Lahislahendi veahinnangu saamiseks méargime koigepealt, et
1 _p_
Yo (0 +nllu]) = vd (6 +0)"7 (5 + 0 lludl) < (0 +n)7.
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Toepoolest, kui ||u.|| < 1, siis § + n]ju]| < 0 + n. Kui aga ||u.|| > 1, siis

)
5+ 1 ual] < ] (—+n .

]|

Nuaud

(1 = Apgr(Ay)) (o —wd)ll = [[(I = Ayg:(4,)) APv|| <
[(1 = Aygr(Ay)) (A7 — A7) v +

+ H(I — Ay9-(Ap)) Aﬁ”” <
Yo [[ A7 = A7[| + 77 <
”YOCpnmin{l’p} +%r Fp <
" (8 +m)7T

N

V/ANV/ANV/AN

kusr =d (6 + n)_ﬁ ning kasutasime hinnanguid

W Pp < (6 + ) Rinle} (5 )T

3.2.1 Hailbeprintsiip

Kehtivad seosed
T Ay, — foll = inf Ay~ fsll < 1Ay, — foll =
= [l Aju. — Au, + Au, — f5]| <0+ Ju -

Sealjuures hinnang lim ||A,u, — f5]| < d + n]|u.|| ei ole tildjuhul parandatav
(st. leidub juhtumeid, kus kehtib vordus).
Reeg‘el I16. Olgu by > 1, by > by. Kui

[Ayuo = f5]] < b2 (6 + 7 [|u.]), (3.19)
siis valime r(4,7) = 0. Vastasel juhul valime r = r(d,7) > 0 nii, et

b1 (6 +n [luall) < [ Agur = f5ll < b2 (6 + nfludl) - (3.20)

Reegel 116 on otseselt hilbeprintsiibi tildistus. Reegli 116 puuduseks on
asjaolu, et tarvis on teada arvu ||u.|| voi sellele iisna tépset hinnangut.
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Reegel 117. Teeme muu samamoodi nagu reeglis 116, ainult vorratuses

(3.19) asendame arvu ||u.|| arvuga ||uy|| ning vorratuses (3.20) asendame ar-
vu ||u.|| arvuga |[u, — ugl| + ||uol|-

Vo6ib juhtuda, et reegli 117 korral ei onnestu méaarata l6plikku parameetri

vaartust. Kui nii, siis valime r(J,7) = , kus d on konstant. Mitteenese-
n

d+
d
kaassel juhul, kui A € L(H, F), siis valime aga r(d,7) = —.
(0 +n)
Teoreem 78. Olgu A € L(H,H), A= A" >0, A, = A; >0, [A—-A,[ <,
If = fs5ll <6, f € R(A). Rahuldagu g,(\) pohitingimusi (2.2) ja @.3). Olgu

r(d,n) valitud reegli 116 voi 117 jargi. Siis kehtivad jirgmised vdited.
1) Kui 6 — 0jan—0,siis (6 +1)r(6,n) = 0ja tre,y) — Us.

2) Kui uy — u, = APy, ||v|| < p, stis

<ep(@+ni,  0<p<p—L

Hur(&n — Us

Koik enne saadud tulemused (modifitseeritud héalbeprintsiip, kvaasiop-
timaalsete valikute pere, monotoonse vea reegel) on tipris lihtsasti iile kan-
tavad veaga operaatori juhule.

Veahinnangu toestuse skeem. Reegli 116 korral kehtivad vaited

Ay — fs = Ay (I = Ayge(Ay)) (w0 — i) —
— (I = Aygr(Ay)) (fs — Ajus)
(L = Apgr(Ay)) (fs — Agu)ll < 6+ nludl.

Siit jouame vorratusteni

(b1 = 1) (047 [lusll) < [[Ay (I = Aygrioin (Ar)) (uo — 1)

< (b +1) (647 ludl)
(3.21)
Kui niitid uy — u, = APv, kus ||v|| < p, siis
[ Ay (I = Apgr(Ay)) (uo —u)l| = [[Ay (I — Aygr(Ay)) AP|| <
< HAT] (I - AngT(An>) Af;UH +
+ ||A, (I = Aygr(Ay)) (AP0 — Abw) | <
P 4 e, o, (3.22)

N\

Yp+1T

kus ¢,, — 0, kui r — co. Viimases virratuses kasutasime lemmat
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Vorratustest (3.21) ja (3.22) saame, et

(br — 1) (6 + 1 lul) < Y17 (8. 0) "V p + £, mp,

kus ¢, , — 0, kui r — oo. Seega

r(0,m) < d(8+n) 7.
Vorratuse

[y — || <N = Angr(An)) (o — u) | +y7(8,1) (8 + 1) [|us |

parema poole teise liidetava hindame r(9,7) tokestatuse tottu avaldisega
c(0+ n)ﬁ. Esimese liidetava hindame aga jargmiselt.

I = Aygr(Ag)) (o —uw )l = [T = Angr(Ay)) A%0]| <
< H([ - Angr(An))AgvH +
{107 = Angr(Ay)) (A5 — A7) o] <
H(]_Angr(An))AgvH _f_cpnmin{l,p}p'

N

Avaldist ||(I — A,g.(4,)) AZU” hindame momentide vorratust kasutades. [

3.3 Parameetri valik mitte teada oleva voi li-
gikaudselt teada oleva veataseme suhtes

Vaatleme iilesannet Au = f, kus f € R(A) ning f asemel on teada f € F.

3.3.1 Mitte teada oleva veataseme juht

Reegel 118 (Kvaasioptimaalsusprintsiip). Olgu A € L(H, F). Regularisee-
rimisparameetriks r valitakse funktsiooni /7 1 (r) suurim lokaalne miini-
mum. (Reegli ménede muude variantide korral voidakse valida ka moni tei-
ne lokaalne miinimum.) Siin

o) = DB, (Au. - )|, Di=vraB,

1
2

see tdhendab,

Vigy(r) = | 4B (4w - F)]|
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Kui aga A € L(H,H), A = A* > 0, siis parameetri r vaartuseks voetakse
funktsiooni r

B, (Aur — f ) H suurim lokaalne miinimum.

Veatasemest mitte s6ltuvaid parameetri valikuid nimetatakse -vabadeks
valikuteks. Need valikureeglid on sellised, et iildisel juhul ldhislahendi koon-
duvust naidata ei 6nnestu. Bakusinski (1982): Ei leidu J-vaba parameetri
valikut, mis ilma tidiendavate eeldusteta annaks koonduva ldhislahendi.

Praktikas annavad 90% juhtudel §-vabad valikureeglid siiski viga hea r
vaartuse.

3.3.2 Ligikaudselt teada oleva veataseme juht
On antud mingi veatase §, kuid ei ole garanteeritud, et vorratus H f—f H <0
kehtiks.

Definitsioon 79. Parameetri valiku reegel 11 on stabiilne veataseme suhtes,
kui leidub konstant c nii, et

Hf;f

— 0

<e = ||uem — us
protsessis 6 — 0.

Reegel [19. Olgu by > by > i, k > 0. Kui ¢ (1) < byd, siis valime r(J) = 1.
Vastasel juhul valime r(§) > 1 nii, et ¢,(r(d)) < bd ning @i(r) > bid iga
r € [1,7(d)] korral.

Teoreem 80. Olgu r(9) valitud reegli 119 pohjal, siis Lavrentjevi, itereeri-
tud Lavrentjevi, ilmutatud iteratsiooni-, ilmutamata iteratsiooni- ja Cauchy
tilesande meetodi korral kehtivad jargmised vdited.

| 17 -7
1) Kehtib Hu,.((;) — u*” — 0, kui 5

tahendab, reegel 119 on stabiilne.)

< ¢ = const, protsessis 6 — 0. (See

2) Kui H F f” < 4, siis kehtib

Ur(@) = ]| < C(by, b) inf T(r),
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kus

max SD(T)
r(@)<r<r() or(r(0))
ning R(0) on suurim parameetri r vadrtus, mille korral ¢p(r) = by(9).
Funktsioon ¥(r) = ||[(I — Ag-(A)) (uo — us)|| + (b2 + 1)d on tuttav juba
teoreemi b2l toestusest.

br =

Margime, et kui funktsiooni ¢, (r) graafik on
taoline, nagu paremal kujutatud, siis by = b,.

Vabaliikme kohta v6ib olla antud info ka iihel
jargmistest kujudest.

1) f on juhuslik suurus ning me teame hinnangut vabaliikme ruutkesk-

- 2
misele veale: F ||f — f|| < 0%, kus o on teada olev arv. Parameetri va-
likuks saab kasutada reeglit 119, kui votta § = o.

Kui f ~ N (f,€?), tulevad péris head parameetrid.

2) Antud on kaks vabaliiget f; ja f». Siis kasutame reeglit 119, veatase-
meks ¢ voib votta ¢ H fi — ng, kus ¢ = const.

Hea oleks saada veel hinnanguid kujul, kus ||u,(5 — u. || hinnang saltuks

-

. Teoorias seni saadud hinnangud piirduvad ldhislahendi hin-
7=l

nangu soltuvusega suurusest e 5, mis on tisna halb.

arvust

3.4 Normaalselt lahenduvad ulesanded

Olgu A € L(H, F). Vaatleme iilesannet Au = f, kus f asemel on teada fs,
kusjuures || f; — f|| < J. Samuti on A asemel teada 4,, kus |4, — Al < n.
Ulesannet Au = f nimetatakse normaalselt lahenduvaks, kui R(A) on kin-
nine.

Normaalselt lahenduv iilesanne v6ib olla mittekorrektne, N'(A) voib olla
mittetriviaalne voi kehtida mittevordus R(A) # F.

Naiited normaalselt lahenduvatest iilesannetest:
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e II liiki integraalvorrand, kus integraalvorrandi ees on kordaja, mis
kuulub operaatori spektrisse;

e lineaarne vorrandisiisteem.

Seni oli ||u, — u.|| suurusjark suurem kui ¢ + 7. Normaalselt lahenduva iiles-
ande veahinnang

5+l [1f — @71
2
p=n o (p=mn)
kus @ : FF — R(A) on ortoprojektor.

[ur = ual[ < 1,

Tahistame
p=inf [Aul.
ulN(A)
flul|=1

Saab naidata, et 4 > 0 parajasti siis, kui R(A) on kinnine.
Vaatleme juhtu, kus n < g

Lahislahendi konstrueerimisel kasutame genereerivat funktsiooni g, (),
mis rahuldagu juba tuttavaid tingimusi:

sup gV < (3.2)
0<A<a
sup A1 —Ag,(N)] < pr P, (3.3)
0<A<a
0 < 1-Xg.(N) <1 (3.23)

Kui f € R(A), valime
ur = g (A3 A,) Arfs, up = 0-
Kui f ¢ R(A), valime
U = g, (A3 A,) A% Agu, = g7 (AZA,) AL fs,
kus g, (A\) = AgZ(N).

Normaalselt lahenduvate iilesannete korral on iseloomulik, et nullpunkt
kuulub spektrisse, aga iilejaanud spektri punktid on nullpunktist eralda-
tud. Nimelt,

o(AA),0(AA") C {0}u [, |47,
o (A34,) o (AA47) C [0,7°] U [, A4,
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kus y1,, on A; A, spektri vihim véértus véljaspool 16iku [0, n’]. Sealjuures s, >
= .

Teoreem 81. Kehtigu tingimused (2.2), (2.3) ja (3.23) p = 1 korral. Valides
r = (yuyn) " v0i r = (yun)~", kehtib f € R(A) jaoks

”u —u ” < 5—'_61 ||u*||7]
H—=n

ning suvalise f € F jaoks

TPl [ O Hf—QfJI
pe= (1w —m)

n.

3.4.1 Halbeprintsiip

Teame, et kui f € R(A), siis ||A,u, — f5]] < 0 + [Jui]|n. Valime r nii, et
[Apur = fsll = (6 +n l[u]), b > 1.

Suvalise f € F korral valime aga r nii, et ||A;; (A,u, — f(;)H = b||fslln,
b> 1.
Teoreem 82. Olgu [ € R(A) ning kehtigu tingimused (2.2), (2.3) ja (3.23).

Valime b > ﬁ Siis halbeprintsiibiga valitud r korral

o+
lr — ] < i _Z

Suvalise f € F korral

lim HA; (Ayu, — fg)“ =0.

r—r00
Suvalise f € F juhul garanteerib hdlbeprintsiip hinnangu

S bIfl e Lf - QFln
-1 (n—mn)°

[ — | < coy

3.5 Regulariseeritud projektsioonimeetodid

3.5.1 Regulariseeritud projektsioonimeetodite niited

Olgu A € L(H, F). Vaatleme iilesannet Au = f, kus f asemel on teada f; nii,
et [|fs — fIl < 0.
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Ulesannet arvutiga lahendades tuleb ta mingil etapil diskretiseerida.
Voib koigepealt regulariseerida ja seejirel diskretiseerida. Meie teeme vas-
tupidi: koigepealt projekteerime (diskretiseerime) ja siis regulariseerime.

Projekteeritud vorrand on kujul

Apty = Qnfs,
kus H, ¢ H, F,, ¢ F, Q, : F — F, on ortoprojektor, P, : H — H, on
ortoprojektor, u,, € H, ning A, = Q, AP, : H, — F,.
Kui H, baas on {¢1,...,¢,} ja F, baas on {¢1,...,1,}, siis ldhislahendi
U, = ici% kordajad ¢y, ...,c, leiame siisteemist i(Agoi,@/Jj)ci = (fs,v)),

i=1 i=1
j=1,...,n, mis omab maatrikskuju B * ¢ = fd, B;; = (Ayi, V;).

On méeldav regulariseerida seda maatriksvérrandit. Juhul B = BT > 0
annaks Lavrentjevi meetodiga regulariseerimine vorrandi (a/ + B) x ¢ =
fd, ildjuhul annaks Tihhonovi meetodiga regulariseerimine vérrandi (a/ +
BTB) x ¢ = B” % fd. Aga siis regulariseerime c leidmist, mitte 1dhislahendi
u, leidmist.

Kui F = H ning A = A* > 0, kasutame projekteerimiseks Galjorkini
meetodit, F,, = H,. Kui on mitteenesekaasne operaator, siis kasutame vi-
himruutude vo6i vihima vea meetodit.

Regulariseerimiseks kasutatakse uildist regulariseerimisskeemi generee-
riva funktsiooniga g,()\), mis rahuldab tingimusi (2.2) ja (2.3). Lahislahend
enesekaassel juhul on

Uy = (] — Angr(An)> Pug + gr<An)Pnf57

uldjuhul

Enesekaassel juhul diskretiseerimine Galjorkini meetodiga (p; = ;) ja
regulariseerimine Lavrentjevi meetodiga annavad vorrandi

(QI + An) Up,oq = Pnf6

Regulariseerimisel ilmutatud iteratsioonimeetodiga saame

2
Upk = Up k-1 — U (Anun,k_l — Pnf(;) , n e (0, m) , k= 1, 2, e
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Uldjuhul: projekteeritud vérrandi regulariseerimisel Tihhonovi meetodi-
ga saame

(CYI + A;An) Un,oo = AZan&

regulariseerimisel ilmutatud iteratsioonimeetodiga saame

2
Un,k = Unk—1 — MA:, (Anun,k;—l - an6> ; o € (07 W) ) k= 1a 2a s

3.5.2 Meetodite maatrikskuju

a)Enesekaasne iilesanne. Olgu H, = SPAN{¢,...,¢,}. Tédhistame G,;, =
(QOZ‘,QOJ'), Bi,j = (A(pi,(pj), fdl = (fg,gOZ‘), ’L,j = ]_,...7TL. Lahlslahendl Uy =
Zcigm kordajad ¢y, ...,c, leiame Lavrentjevi meetodis siisteemist (oG +
=1

B)c = fd. Ilmutatud iteratsioonimeetodis leiame r-ndal iteratsioonil kor-
dajate lahisvektori ¢" (siin r pole astmenaitaja) kujul

== pw(GIBIT -G Y fd,r=1,2,...),
ilmutamata iteratsioonimeetodis aga vorrandist

(G'B+pul,)c" =puc P+ G fdr=1,2,...), =G ((pi,u0)),

2)Mitteenekaasne iilesanne. Tahistame GH, ; = (y;, ¢;)(1,7 =1,...,n),GF;; =
(wz,@z}])(l,j = 1,...,m) , Bi,j = (AQD“(,OJ)(Z = 1,...,n,j = 1,...,m), fd] =
(fs,p5),d=1,...,m.

Lahislahendi u,, = Z cip; kordajad ¢y, . . ., ¢, leiame a) Tihhonovi meeto-
=1

dis
(aGH + BT « GF' « B)c= BT x GF~' fd.
b)ilmutatud iteratsioonimeetodis
GHx*c =GH ' —u(B" «GF'Bc — B« GF V) fd,r=1,2,...),

¢) ilmutamata iteratsioonimeetodis

(GH*B+BT+GF'Bxc" = uGH '+ B"xGF ' fd,r =1,2,...), =G ((¢s,u0)),

-----
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3.5.3 Naide I liiki integraalvorrandi lahendusmeetodi-
test

b
Olgu (Au)(t) = / K(t, s)u(s)ds. Vaatleme vorrandit Au = f, kus F = H =

Lg(a, b)

A. Enesekaasne juht. Piisav tingimus on K(¢,s) = K(s,t), siis A = A™.

borb
Piisav tingimus on/ / K(t,s)v(s)v(t)dsdt > 0 iga v € H korral, siis
A>0. n

. . . .. b—a . .
Valime diskretiseerimissammu i = ——, kasutame sélmi s; = a + jh,
n

. . . . O, S ¢ (Sj_1,8j>
j =0,...,n. Olgu baasfunktsioonid ®;(s) = { 1 s€(s;1,8).
Galjorkini meetodis u,, = Z ¢;®;. Lavrentjevi meetodiga regulariseeri-
j=1
misel saame siisteemi
(h’lB + &In) c= h’lﬁ,

B = (b),
bz‘j:/l / K(t,s)dsdt, (ﬁ)iZ/l fs)ydt, i,j=1,...,n,

ning [,, on n-jarku ithikmaatriks.

Meenutame punktist splainide aproksimatsiooniomadust:

kus ¢ = (¢1,...,¢n),
j

Vo€ H' Fon € S v —vall, < ch™™ D[, (3.24)

Votame H,, = Spy. Valitud baasfunktsioonid ®,(s) vastavad tiikiti kons-
tantsele splainile, kus & = 1. Vo6ttes viimases hinnangus ka [ = 1, saame
v=A"2,z € Ly, v, = P,vjaoks

b b
. . 0K (t,s) 0K (t,s)
40z = Poavally, < bl [ S5 aatn, <chl [ S0 deels
. Ot . Ot
Diskretiseerimise viga iseloomustab suurus
1
(" [P0K(ts)| :
JA(I = P = I(Z = P,) A"]| < exh, q:—(// ORI dras
™ a a
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(tapsustasime konstanti). Integraalid vo6ib leida kvadratuurvalemiga, ko-
guni koige lihtsamaga:

h h h
bij ~ WK = h°K <si—§,5j—§>, (f5), = hfs (s,-—§>.

B. Uldjuht. Olgu F,, C F, baasfunktsioonid {¥1,...,,,},
\I/(t) — { 0, tgé(ti—lvti)a b—a

Lte (bt Kasutame s0lmi ¢; = a + i7, kus 7 = p-

diskretiseerimissamm.

on

Lahislahend u,, = Z ¢;®,;. Kordajate vektori ¢ leiame Tihhonovi meeto-
=1
diga. Tekib siisteem
ahc+ 1 'B"Be=71"'BT f;,

kus

t; ti Sj
(ﬁ)i:/ fs(t) dt, bij:/ / K(t,s)dsdt, i=1,....m, j=1,...,n.
ti—1 ti—1 Jsj—1

Diskretiseerimisviga iseloomustab: ruumi H suunas

. 1
AU =Rl = = P)A [ <eah, a=gllAil,p,

e = [ s a

ning ruumi F’ suunas

1 YOK(t, s
l-Qualsen o=, o= [ Zedusas

Neid integraale saab samamoodi ligikaudu arvutada, néaiteks 1oigu kesk-
punkti ja ristkiiliku keskpunkti jargi.

Kui teha kéigepealt Tihhonovi meetodiga ja siis projekteerida, tulevad
integreerimismuutujad vastupidises jarjekorras vorreldes praegusega.
3.5.4 Regulariseerimisparameetri aprioorne valik

OlguH =F, A= A" >0, F, = H, (Galjorkini meetod), || fs — f|| < . Téhista-
me ¢, = H(I — P) (A" A)8||, X = inf (€ (1+%)) ", kus p > 0, & > 0. Olgu
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P,: H— H,jaQ@, : F — F, ortoprojektorid. (Praegu P, = (,,.) Tahistame
A, = Q,AP,, praegu enesekaassel juhul tuleb A, = P, AP,. Siis ¢, , kahaneb
n ja p kasvuga, x, . kasvab ¢ kasvuga ning kahaneb n kasvuga.

Teoreem 83. Olgu tdidetud tingimused
e €(0,1/2], lim |[(P, — I)u|| =0Yu € H. (3.25)
Kui lahislahendis

Unp,r = (I - Angr(An)) PnuO + gr(An>Pnf6

valida r = r(6,n) nii, et r — oo, r0 — 0 ning rx,. < const protsessis § — 0,
n — 00, Sils ||u,, — u|| — 0 protsessis 6 — 0, n — oc.

Kui

Uy = (A*A>§Z7 ||Z|| < Py Uy — Ux = (A*A)g'zl? ||Z1|| < P (326)

§\ 71 : S\ 1
const (—) + Xn, 1 < r " < const (—) +& ],
p ' p

it — wa]] < const ((p8) 7T + ptoy )

ja

Siis

Markus 84. Diskretiseerimisviga p&, , on optimaalset jirku, sest kui z € H

on selline, et ||z|| = p ning iihtlasi z on operaatori (P, —I)(A*A)? omaele-
ment, mis vastab suurimale omavddrtusele (mis teatavasti vordub H (P, —1)(A*A)?
Siis

p
2

it = well > 1| Pt = ] = || (P = 1) (4" 452 2 = &upp-

‘ _ H(Pn _ ) (A%A)

Sealjuures vorratus kehtib seetottu, et u,, € H,, aga P,u, on tdpsele lahen-
dile u, ldhim element ruumis H,,.

Mitteenesekaassel juhul tuleb vétta r asemel r2. Siis on l4hislahendi ku-
ju
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3.5.5 Regulariseerimisparameetri aposterioorne valik

Téahistame
[7 Po = 0,
Bn,r = (I - Angr(An))% y Do < OO,A =A" > Ou
1
(I — A;ALg-(AXAL))0 . po < 00, A= A" > 0 ei kehti.
Juhul A = A* > 0 tdhistame 7 = x,, 1, muul juhul 7 = x; 2.
Sonastame modifitseeritud hélbeprintsiibi.
Reegel MH. Olgu b2 = b1 > ]., €€ (0, 1/2] Kui ||Bn70 (AnUO — an(;)H < b15,
votame r = 0. Vastasel korral valime r € (0, 7] sellise, et
bl(S < ||Bn,r (Anun,’r‘ - an5)|| < b25
Kui sellist r ei leidu, siis votame r = 7.

Reegel MH iteratsioonimeetodites. Olgu b > 1, ¢ € (0,1/2]. Valime
esimese m < 7, mille korral || B,, ., (Anunm — Qnfs)| < bd. Kui sellist m pole,
valime m = |T|.

Halbeprintsiibi saame, jattes reegli MH avaldistest B, , &ra.

Teoreem 85. Olgu ' = H, A = A* > 0, F,, = H,. Kehtigu tingimused
(3.25). Olgu r valitud hélbeprintsiibi voi modifitseeritud hélbeprintsiibi abil.
Eeldame, et p; > 0, kus p; = pg reegli MH korral, p; = py — 1 hdlbeprintsiibi
korral. Siis ||u,,, — u.|| — 0 protsessis § — 0, n — oc.

Kui on allikataoline esitus (3.26), siis

S\"7H . /p
< cons - L
r(d,n) < const ((p) +e€ (6) §n7p) ,

kus p' = min {p,p,}, ning
1t — u| < const <(p5”)”% + €_lp§n,p> : p < i

Teoreem 86. Kehtigu tingimused (3.25). Olgu mitteenesekaassel juhul r =
r(0,n) valitud hdlbeprintsiibi voi modifitseeritud hdlbeprintsiibi abil. Olgu
p1 > 0, kus p1 = 2pg reegli MH korral ja p; = 2py — 1 hdlbeprintsiibi korral.
Siis ||un, — u|| — 0 protsessis 6 — 0, u — oc.

Eeldusel, et on allikataoline esitus (3.26) saame, et
1
lttn,r = . < const ((p0)757 + &7 (Gup+€(Qu))) s <y,
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2

o - @]
(7= Qu) Al (7 = @u) (44"
Juhul p = 2 on need e(Q,,) avaldised vordsed.

e(@n)

3.5.6 Diskretiseerimisparameetri n valik

Enesekaasne juht. Kui p ja p allikataolises esituses (3.26) on teada, voib
valida diskretiseerimisparameetri tingimusest, et diskretiseerimisviga on
sama suurusjidrku ldhteandmete ebatdpsusest pohjustatud veaga: p¢,, ~

5\ 7i1
e (5)

Kui p vo6i p pole teada, valime n seosest

1 17 kui Do = 0,
A=

A ~Y .
A~ 05 P1 . kui pg < .
p1+1

1 P
prriortl | seega

Veendume, et siig diskretiseerimisviga ei iileta andmete ebatédpsusest
tingitud viga constdr+1.

a) Kui p < ), siis momentide vorratusest saame
o = L= P AL <[ = P [ = gm0 < o0

b) Kui p > ), siis
Enp S H(I - P,) A)‘H HAP_)‘H < consté, \ ~ 6 < ST
Viimases vorratuses tuleb eraldi ldbi vaadata mélemad juhud A =1 ja

A= P
p1+1

Mitteenesekaasne juht. Kui p ja p on teada, valime n seosest

5\ 71
o (5)

125



Vastasel juhul valime n eeskirja

[CaAIEE i+H(1—Qn) 443"~

kohaselt, kusjuures \ avaldises p; on teoreemi[86|téhis.

1

Markus 87. Kui (Au)(t) / Ko(t, s)u(s) ds, kus Ky(t,s) = Ky (s, 1) on selli-

0
ne, et A= A" > 0ruumis H = F = L,(0,1), siis saame diskretiseerimispara-
meetri valida jargmiselt. Tahistame itereeritud tuuma

1
K,(t,s) = K,(s,t) = / K, 1(0,t)K1(0o, s)do, n=23,....
0
Olgu l,, n =1,2,..., suurimad naturaalarvud, mille korral
1 1
I

1
Olgu H, splain astmega k — 1, h = —. Siis
n

O K, (t, s)

BT dtds < oo, n=12,....

bnp = (I = Pu) AP|| = O (hmin{plT”vk}) ,

Seega valides n = 1, p = )\, saame £,§A =0 (hmi“{hvﬁ}). Jarelikult diskreti-

seerimisparameeter
k
, £ = min {—, 1} )
l

=

b~ gmed i} Xne < (Enp (1 46)%)
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Peatukk 4

Iteratsioonimeetodid

4.1 Lahislahendite tapsuse vordlusest

4.1.1 Lahislahendite tapsuse vordluse tingimus

Vaatleme ulesannet Au = f, A € L(H, F), H, F- Hilberti ruumid, f € R(A),
| fs — fl| < 6. Jargmine lihtne tulemus voimaldab vorrelda erinevate lahis-
lahendite tapsust.

Teoreem 88. Olgu v € H ja v € H, v = u+ A*z, z € F. Tahistame w =
(u+u)/2 =u+ A*2/2. Kehtib jireldus

—A
D(z) = W >0 = v/ — w| < |lu— u. (4.1)
Kehtib ka vorratus
1 / 2
§(Hu —w|]? = [lu — w]]?) = (Aw — f, 2)
1 *
§HA z|I? + (Au — fs5,2) + 0||z]| = ||2]|(6 — D(2)).
Toestus.
1
§(HU' —w,])? = [Ju—u.]?) = (A"2/2 + u —u,, A*z) = (Aw — f, 2)

= (Aw = fs5,2) + (fs = f,2) < (Aw = f5,2) +8|z[| = [|2]| (0 — D(2)).
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Teoreemi [88 kasutamiseks voiks antud v € H korral minimiseerida
F(z) := 5 | A* 2|+ (Au— f5, 2)+6]| 2|, aga funktsiooni minimiseerimine 16pma-
tumo6o6tmelises ruumis on raske iilesanne. Teine voimalus teoreemi 88 kasu-

tamiseks on iteratsioonimeetodites peatumisindeksi leidmine monotoonse
vea reegli alusel.

4.1.2 Monotoonse vea reegel iteratsioonimeetodites

Teoreem 89. Vaatleme iteratsioonimeetodit tildkujul
Up = Up_1+ A zp_1,mn=1,2,... (4.2)
Siis
|un — ws|] < |1 —usl] n=1,2,...,nyEg, (4.3)
kus nyr on esimene indeks jadast n = 1,2, ..., mille korral

darp(n) = ((fs — Auy) + (fs — Aupgr), 2n) _ (fs — Auy,) — HA*ZnHQ/2 s

2|z [zl 4

Toestus. Votame teoreemi seoses (4.I) v = wy_y, v = ug, z = 2. Siis
w = (up_1 +ug)/2 = up_1 + A"z /2, funktsioon D(z) omandab kuju dyg(k —1)
ning jareldus (4.1) kuju

dyp(k—1) > 6 = ||up — w|| < |Jug—1 — us|.

See jareldus annabki vaite (4.3), sest eeldus dygp(k — 1) > § on rahuldatud
k=1,2,...,nyg korral. O

4.2 Peatumisindeksi valik gradientmeetodites

4.2.1 Lihtsamad gradientmeetodid

Iteratsioonimeetodite alamklassiks on gradientmeetodid, kus z, = 3,7,
jar, = fs — Au, on hélve ja (3, on sammu pikkus:

Up, = Up—1 + 6n—1A*(f5 - Aun—1)7 n=12....
Neis meetodeis omandab funktsioon dy,z(n) kuju

(Tn + rn—i—la Tn)
2|7

dME(n) =
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Teoreem 90. Olgu A* fs # 0. Kui gradientmeetodites

1A |

0 <
<P S ad, 2

(4.5)
SiiS:

1) funktsioonid dp(n) = ||r,|| ja dye(n) on monotoonselt kahanevad ja
kehtivad vérratused

Hrn-i-lHQ < (Tnarn-&-l < HrnH2

)
dp(n+1) < dyp(n) < dp(n);

2) olgu Q) ortojektor F — R(A); kui B, > ¢ > 0igan € N korral, siis
Jim dyp(n) = lim dp(n) = [[(I = Q) fs|

3) kui ||[(I — Q)fs]| < 0, stis n valikul kas hdlbe printsiibi voi ME-reegli
alusel (esimenen =1,2,..., mil dp(n) < Cdvéi dyp(n) < 0) kehtib:

@) ||up — || < [|tn—1 —uil] n=1,2,... ,nyg (Rui hdilbeprintsiibis C = 1,
sits nyg € {np — 1,np}, kus np on hdlbeprintsiibiga saadud indeks)

b) koonduvus ||u, — u.|| = 0 kui 6 — 0,
¢) juhul ug — u, € R((A*A)P/?) kehtib ka veahinnang ||u, — u.| < C6»/#+Y,

Toome naiteid gradientmeetoditest, kus sammu pikkused 3, rahuldavad
tingimust (4.5).

M1. Landweberi meetod, kus 3, = 3 € (0,1/| A|]%].

M2. Mittestatsionaarne (muutuva sammuga) Landweberi meetod, kus
Bn € (¢, 1/||A]17], ¢ > 0.

M3. Kiireima languse meetod: 3, = ||A*r,||*/||A*r,||*. See meetod mini-
miseerib halvet ||r,]|.

M4. a-protsessid sammuga 3, = || D% r,||? /|| D r, ||, kus D = (AA*)Y2,
Neid meetodeid saab rakendada, kui a > —1, kusjuures o = —1 annab mi-
nimaalse vea meetodi, mis minimiseerib ||A™! f; — u,|| (eeldusel A~ f; € H).
Aga tingimus on rahuldatud, kui a > 0.

4.2.2 Kaasgradientide meetod

Kaasgradientide tiitipi meetodid koonduvad palju kiiremini kui eelnevas
osas 4.2.1 vaadeldud lihtsamad gradientmeetodid, kaasgradientide meeto-
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dis tehtud n iteratsiooni on vérreldavad osa 4.2.1 meetodite n” iteratsiooni-
ga: n < ngy = argmin{||u, — u.|[,n € N} korral on kaasgradientide tiitipi
meetodis viga ||u,, — u.|| 1dhedane osa 4.2.1. meetodite veale ||u,2 — u.]|.

Kaasgradientide meetod (CG-meetod, conjugate gradient method) on for-
muleeritud tilesannete Au = f jaoks, kus A = A* > 0. Olgu uy € H algldhend
jarg = Aug — f5. Olgu o = 0jar_, = co. Arvutame n = 1,2, ... korral

2
Th—
ﬁn—l - || - 1||27 Ty =Tp_1+ ﬁn—lxn—ly Up = AZDm
[rp—2|]
_raall? _ _
M = 77—~ Un =Up-1 —Taln, Tn=T"Tn-1—TnUn-
(T, vn)

Mitteenesekaassete iilesannete lahendamiseks on erinevad kaasgradien-
tide titipi meetodid s6ltuvalt iilesande siimmetriseerimisviisist.

a) Kui rakendame kaasgradientide meetodit kujul A*Au = A*f sim-
metriseeritud ilesandele, saame CGLS-meetodi (conjugate gradient least
squares method). Olgu ug € H alglahend ja ro = Aug — fs5. Olgu 2o = 0 ja

p_1 = oo. Arvutame n = 1,2, ... korral
2
Pn—1 = A*Tn—h ﬁn—l - Hzn_;”27 Tp = Pp—1+ ﬁn—lxn—ly
n—
_ el _ _
Un = Aﬂfn, N = HU H2 ) Up = Un—1 — MnTn, Tn = Tn—1 — MnUn.
n

b) Kui rakendame kaasgradientide meetodit kujul AA*z = f, u = A*z
simmetriseeritud iilesandele, saame CGME-meetodi (conjugate gradient mi-
nimal error method). Olgu uy € H algldhend ja ro = Aug — fs. Olgu 2o = 0 ja
r_1 = oo. Arvutame n = 1,2, ... korral

2
Th—
Pn-1 = A*Tnfla n—1 — HT’n ;::27 Tp = Pp—1+ 6n71xn717
—
o — A _ lraal B B -
n — n Th = HZ' H2 ) Up = Up—1 TnTn, Tn = Tn—1 NnUn.
n

Peatumisindeksi n valikuks monotoonse vea reegli alusel on vaja elemen-
ti z, iteratsioonieeskirjas u,, = u,_; — A*z,. Selleks voime meetodite CGLS
ja CGME algoritmides asendada valemi z, = p,_1 + 5,_12,_1 2 valemiga
Wy = Tpo1 + Bu1wWn_1 ja x, = A*w,, vottes wy = 0. Siis 2z, = n,w,ning
valemi kohaselt valime ME-reeglis esimese n, mille korral dy/z(n) =
(ra + Tnt1s 20) /[ 2nl < 0.
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Teoreem 91. Tdpsete andmete korral 6 = 0 CGLS-meetod koondub:

|tn, — us|| — 0, kui n — oo. Kui ligikaudsete andmete korral valida n = n(6)
hdlbeprintsiibist kui esimene n = 1,2, ..., mille korral || Au, — fs|| < b9, kus
b > 1, siis |[un@) — w — 0, kui & — 0; kui seejuures u, = (A*A)P?v, ||v| < p,

1
siis n(0) < (B) T
)

Teoreem 92. Tdpsete andmete korral 6 = 0 CGME-meetod koondub:

|tn, — us|| — 0, kui n — oo. Kui ligikaudsete andmete korral valida n = n(J)
hdilbeprintsiibi analoogist kui esimene n = 1,2, ..., mille korral

1 p
Un(s) — u*H < Cpr+igrt,

[Z | Aw,, — f5]| 7272 < 06, kus b > 1, 8iis ||uns) — .|| — 0, kui § — 0; kui see-
i=0

_1
juures u. = (A" A", [o]] < p siis n(o) < (2)", < Cprusit,

J

un(&) — Ux

4.3 Peatumisindeksi valik ilmutamata iterat-
sioonimeetodites

Vaatleme ilmutamata iteratsioonimeetodeid kujul kus 2, = (B J+AA*) 1y,

rn = f5 — Au, ja 8, > 0 on reaalarvud. Siis iteratsioonimeetodi kuju on

Up = Up_1 + A* (AA* + Bn_lf)_l(f(; - Aun_l) (46)
= (A*A + ﬁn,1[)71<6n71un71 + A*f(;), n=12.... 4.7)

Kehtib valem 7, = 8, 1(AA* + B,_1I) 'r,_1. Seega element z, = (B,I +
AA*)"'r, omab kuju 2z, = 8, 'r,.1 ning ME-reegli funktsioon omandab
kuju
(rp + Tnat, Tnat)

2[| 7 |

Teoreem 93. Olgu A*fs # 0 ja (5, suvalised positiivsed arvud. Siis ilmuta-
mata iteratsioonimeetodis 4.6l kehtivad viited:

1) funktsioonid dp(n) = ||r,|| ja dyr(n) on monotoonselt kahanevad ja
kehtivad vérratused

sl < (Fny asr) < ll7all?,
dD(n + 1) < dME(TL) < dD(TL),

Hun_u*H < Hunfl_u*H n:1727"'7nME;

131



2) kui
e’} n—1
Y Bl=o00, BII<KCY BT (n=1),
=0 1=0

siis n valik kas hdlbe printsiibi voi ME-reegli alusel (esimene n = 1,2,...,
mil dp(n) < C6 voi dyp(n) < J) on teostatav (kui hilbeprintsiibis C' = 1, siis
Nyue € {nD — 1,’”[)}) nlng kehtib

a) koonduvus ||u, — u.|| — 0 kui 6 — 0,
b) juhul uy —u, € R((A*A)P/?) kehtib ka veahinnang ||u, — u.|| < CoP/P+D,
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