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PEATUKK 1. ALGTINGIMUSTEGA ULESANDED

1.1 Moned pohimoisted

Tuntud modistete definitsioonid voib leida opikust [13].

Definitsioon 1.1]
Me iitleme, et funktsioon f on pidev kohal a, kui

lim f(z) = f(a).

Tr—a

,[Deﬁnitsioon 1 .2]

Olgu funktsioon f mé&iratud piirkonnas D ja olgu x selle piirkonna

sisepunkt. Piirviartust

. fla+Ar) - f(x)
A% As -

nimetatakse funktsiooni f tuletiseks kohal z ja tdhistatakse f’(z). Kui

funktsioonil f on 16plik tuletis kohal x, siis Geldakse, et funktsioon f

on diferentseeruv kohal z.
\

~N

Diferentseeruv funktsioon on
alati pidev samas puktis.

{Deﬁnitsioon 1.3}

Suurust f’(z)Az nimetatakse funktsiooni diferentsiaaliks kohal x

argumendi muudu Az korral ja tahistatakse df (z).

Seega y = f(x) korral dy = f'(x)dx ehk 16plikku tuletist saab vaadelda

kui diferentsiaalide jagatist

d
@)=,

~

N\
Funktsiooni muudu Ay asenda-

misel diferentsiaaliga dy teeme
vea, mille suurus on 16igu BC

pikkus.

B

A Teoreem 1.1

Lagrange’i keskvddrtusteoreem. Kui funktsioon f on pidev 16igus [a, b]
ja diferentseeruv vahemikus (a,b), siis leidub vihemalt iiks punkt £ €
(a,b), mille korral

f(b) = f(a)

b_a :f/(§)7

¢ € (a,b). (1.2)

~

Naidaku funktsioon y = f(¢)
objekti liikumist ajas, tema tee-
pikkuse muutumist. Lagrange’i
teoreem iitleb, et teatud tin-
gimustel leidub selline moment
(t = ¢), mil objekti hetkkiirus
f’(c) on vordne objekti kesk-

mise kiirusega % = W

iile 16igu [a,b].




1.2. Cauchy iilesande seade

Olgu P = (z1,z2,...,2y) funktsiooni z = f(x1,x9,...,x,,) midramis-

piirkonna D sisepunkt. Anname argumendile x; muudu Az;, nii et

Q = (xh...,xi,l,xi +A$i,$i+1,...7$m) eD.

,[Deﬁnitsioon 1.4] N
Kui leidub piirvaértus
11m f(.]?l, ey Li—1,24 —|— Axi,$i+1, 000 ,xm) — f(xl,l‘g, ey J,‘m)
Az;—0 AQH ’
(1.3)
siis seda nimetatakse funktsiooni z = f(x1,...,z,,) osatuletiseks muu-

tuja x; jargi punktis P.
. J

Definitsioon 1.5]

Funktsiooni z = f(P) nimetatakse pidevaks punktis A, kui

lim f(P) = f(A).

P—A

Markus 1.1
Mitme muutuja elementaarfunktsioonid on funktsioonid, mis saadakse ]

pohilistest elementaarfunktsioonidest, rakendades 16plikku arvu arit-

meetilisi tehteid ja liitfunktsiooni moodustamist.

Lause 1.1

Koik mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad oma mééra-

mispiirkonnas.

1.2 Cauchy iilesande seade

Diferentsiaalvorrandeid kasutatakse siisteemide modelleerimiseks, mudeli-
te kilitumise analiiiisiks, ja néiteks tulemuste voi kiitumise ennustamiseks. ¥
Me alustame oma loengusarja kdige lihtsamast: algtingimusega ehk Cauchy

tilesandest, mille kohta leiab teoreetilist materjali niiteks opikust [14].

[ Piirkonna D all motleme me edaspidi lahtist sidusat piirkonda. ]

Olgu vorrandi
y' = f(z,y)

parem pool f(z,y) médratud muutujate x,y piirkonnas D ning olgu z¢ ja
yo mingid etteantud arvud, mille korral punkt (zg,yo) kuulub piirkonda
D.
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PEATUKK 1. ALGTINGIMUSTEGA ULESANDED

,[Deﬁnitsioon 1.6]

Ulesannet, kus on vaja leida diferentsiaalvorrandi

y'=f(zy) (1.4)

lahend y = y(z), mis argumendi viirtusel z = zy omandab viirtuse

Y = Yo, S-.t. rahuldab tingimust

y(zo) = Yo (1.5)

nimetatakse algtingimusega ehk Cauchy iilesandeks vorrandi (1.4)
jaoks. Lisatingimust (1.5) nimetatakse algtingimuseks ehk Cauchy tin-

gimuseks.

Niide 1.1 Bioloogilise liigi arvukus (vt. [14]). Olgu y(t) mone liigi

isendite (néiteks teatud bakterite) arv ajamomendil ¢.

Malthuse seadus iitleb, et liigi arvukuse muutumise kiirus y'(¢) on vor-
deline isendite arvuga:

2k
i Ys

Vol teisiti
y'(t) = ky(t),
kus k on vordetegur. Soltuvalt keskkonnast, néiteks toiduainete

kittesaadavusest, on k positiivne (keskkond soodustab paljunemist).

Kui néiteks toitu on vdhe, siis k£ on negatiivne.

Antud vorrandiga y'(t) = k y(t) kirjeldatakse liigi arvukuse muutumise

kiirust igal ajamomendil ¢, otsitavaks on liigi arvukus y(t) ise.

Diferentsiaalvorranditel on tavaliselt 1opmata arv lahendeid. Selleks,
et {ilesanne oleks korrektselt piistitatud ja saaks vilja valida meie
mudelile sobiva(d) lahendi(d), peab olema toodud lisaks veel mingi
algtingimus, s.t. antud olukorras bakterite arv mingil algmomendil
t = tp. Tihti voib algmomendi votta top = 0. Naiteks voib siis algtingi-

museks olla y(0) = 105 bakterit mingis keskkonnas.

Miérgime, et algtingimuse y(0) = yo korral on meie esialgse vorrandi

tdpseks lahendiks

y(t) = yo et

Néeme, et £ > 0 korral toimub liigi eksponentsiaalne kasv ja &k < 0
korral liigi eksponentsiaalne kahanemine.

SO0

Thomas Robert Malthus
(1766 - 1834)

Allikas: Wikipedia

Malthus oli inglise demograaf ja

majandusteadlane.

J




1.3. Cauchy ilesande lahendi olemasolu ja thesus

Niide 1.2 Niiteks on Cauchy iilesande

Algtingimusest y(1) = 2 saame vélja arvutada konstandi C:
2=Ce! =0C=2/e
ja Cauchy iilesande ainsaks lahendiks on

y(x) =21

1.3 Cauchy iilesande lahendi olemasolu ja

tithesus

Cauchy tilesande (1.4),(1.5) lahendi olemasolu kohta kehtib Peano teoreem.

Molemas jargmises teoreemis on piirkond D lahtine ja sidus.

A Teoreem 1.2 ~

Peano teoreem, [14]. Olgu f(z,y) pidev muutujate z,y piirkonnas
D. Siis 14bi iga punkti (zg, yo) € D kulgeb vihemalt {iks vorrandi y’ =
f(z,y) integraalkover ehk Cauchy iilesandel (1.4),(1.5) on vidhemalt
iiks lahend.

Teoreem annab meile teada, et
pideva funktsiooni korral omab
vorrandi lahendamine mbotet,

kuna lahend eksisteerib.

\ J

Cauchy {ilesande (1.4),(1.5) lahendi tihesuse kohta kehtib Cauchy teoreem.

A Teoreem 1.3 N

Cauchy teoreem, [14]. Kui f(z,y) ja selle osatuletis y jargi %Z’y) on

méairatud ja pidevad muutujate x,y piirkonnas D, siis 1abi iga punkti
(0,Y0) € D kulgeb parajasti iiks vorrandi y’ = f(z,y) integraalkover
ehk Cauchy iilesandel (1.4),(1.5) on parajasti iiks lahend.

Lahendi {ihesus on véga oluline
ka ligikaudse lahendamise kor-
ral. Kui lahend ei ole {ihene, siis
ei pruugi numbrilised arvutused

koonduda.

\ J

Naiide 1.3 Vaatleme diferentsiaalvorrandit

yl — 3y2/3
Lihtne on nitha, et funktsioon f(z,y) = y*/3 on pidev kogu zy-tasandil.
Peano teoreemi jirgi labib xy-tasandi igat punkti vihemalt iiks algvor-

randi lahend (neid voib olla rohkem kui iiks).
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Tuletis y jirgi
Of(x,y) — 9y~ 1/3 _
By Yy E

on méadratud ja pidev, kui y # 0. Kui y < 0 v6i y > 0, siis Cauchy

teoreemi jérgi labib piirkonna D igat punkti (zo, yo) ainult iiks lahend.

Kui y = 0 (ehk y vordub z-teljega), siis lahend ei pruugi olla ihene.
Vahetult voib kontrollida, et iga suvalise vidrtuse zy € (—oo, co) korral
labib a-telje punkti (xg,0) vihemalt kaks erinevat vorrandi lahendit:
y(z) = 0jay(x) = (v — z0)>.

600

Jargnevalt toome sisse Lipschitz-pideva funktsiooni méiste (vt. [18]).

,[Deﬁnitsioon 1.7]

Funktsiooni f(z) nimetatakse Lipschitz-pidevaks intervallis X, kui
leidub selline 1oplik arv L > 0, et kehtib nn. Lipschitz’i tingimus

|f(@1) = f(22)| < L2y — o (1.6)

iga punkti 7 ja x5 korral intervallist X. Antud arvu L nimetatakse ka

Lipschitz’i konstandiks.
\

\

A Markus 1.2

Kirjutame tingimuse (1.6) imber kujule

|f(z1) = f(x2)]

<L,
|z1 — 22

I # Za.

Lipschitz’i tingimus (1.6) tihendab seda, et koikide funktsiooni f
graafiku kahte punkti omavahel {ihendavate sirgloikude tousud on
tokestatud ning selleks tokkeks on L. Teisiti Oeldes, iikskoik kui
ldhedal voi kaugel iiksteisest punktid x; ja a2 ka ei oleks, siis vastavad

funktsiooni f viirtused ei kasva liiga kiiresti.

Y

f(x2)
|f(z1) — flz2)]

a = @) =f(z2)]

tan
|z1—2|

Rudolf Otto Sigismund
Lipschitz
(1832 - 1903)

Allikas: Wikipedia

Omadus on

nime saanud

saksa matemaatiku Ru-
dolph Lipschitz’i jargi, kes
kasutas Lipschitz-pidevust

diferentsiaalvdrrandite lahendi

\olemasolu toestustes.

J




1.3. Cauchy ilesande lahendi olemasolu ja thesus

Markus 1.3

Funktsiooni Lipschitz-pidevus on kitsam moiste kui funktsiooni pide-

vus. Iga Lipschitz-pidev funktsioon on pidev selles samas intervallis X,

kuid vastupidine iildjuhul ei kehti.

Niide 1.4 Niitame, et y = 22 on Lipschitz-pidev 16igul [—2,2]. Iga

suvalise kahe punkti 21, z9 € [—2, 2] korral véime kirjutada
ly(x1) = y(@)| = [T — 23] = |21 + 2a||21 — 22| < 4far — w2,

Saime, et Lipschitz’i konstant L. = 4 ja seega ei kasva funktsiooni
y = 2% graafiku punkte iihendavad koolud jérsema kui arctan(4) ~ 76°
kraadi all. Loomulikult sobib Lipschitz’i konstandiks ka iga suurem arv
M, kuna

ly(x1) — y(z2)] < 4|z — x2| < Mxy —x2|, M € [4,00).

Mirgime, et tervel reaalteljel pidev funktsioon y = 22 ei ole Lipschitz-
pidev 16igul (—oo,00), kuna suurus |z1 4+ 23] ei ole seal tokestatud ja
meil ei onnestu leida loplikku Lipschitz’i konstanti L.

SO0

Niide 1.5 Vaatleme 16igul [0, 1] pidevat funktsiooni y(z) = /z. Kir-

jutame,

y(z1) —y(@2)| = |Vr — V| =

|z — xa].

1
|\/T1 + /2]
. . ~ . . ~ 1 .
Né&eme, et ei ole voimalik leida toket suurusele [V vas] Ja seega
funktsioon y(z) = /7 ei rahulda Lipschitz’i tingimust (1.6).

SO0

,[Deﬁnitsioon 1.8] N

Kahe muutuja funktsiooni f(z,y) nimetatakse iihtlaselt Lipschitz-

pidevaks muutuja y jérgi ristkiilikus S = [a, b] X [«, 8], kui leidub selline
loplik arv L > 0, et kehtib nn. Lipschitz’i tingimus

|f(z,91) — f(z,92)| < Ly1 — 2l (1.7)

iga punkti (z,y1) ja (z,y2) korral piirkonnast S.
\ J

Naiide 1.6 Leida funktsiooni
flz,y) =2zy —2°, x€0,1]

Lipschitz’i konstant.
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Lahendus. Kirjutame

|flx,y1)—f(z,92)| = |22y1 —2° — (22y2—2°)| = |22(y1—y2)| = 2|z||y1—v2|.

Nieme, et iga punkti (x,y1) ja (x,y2) korral piirkonnast [0,1] X

(—00, 00) saame hinnata

|f(z,y1) — fz,92)| < 2[y1 — w2l

ja seega funktsiooni f Lipschitz’i konstant L = 2 ning funktsioon f on

Lipschitz-pidev antud piirkonnas.

A Maéirkus 1.4 N

Kui funktsioon f(z,y) on pidevalt diferentseeruv muutuja y jirgi, siis

ay

max
(z,y)eD

0 f(%y)’

on funktsiooni f iiheks Lipschitz’i konstandiks. Viimane jareldub
Lagrange’i keskviirtusteoreemist, kus fikseeritud x korral leidub & €

(y1,y2) nii, et kehtib vordus

f(xvyl) — f(x7y2) _ g
Y1 — Y2 B 3yf(x7§).

~

\. J

A Teoreem 1.4 N

Birkhoff ja Rota 1989, [18]. Olgu funktsioon f(x,y) pidev ning lisaks

tihtlaselt Lipschitz-pidev muutuja y jargi ristkiilikus [a,b] X [a, ] ja
olgu a < yo < B. Siis leidub ¢ € (a,b), nii et Cauchy iilesandel

y'=f(,y), yla)=yo (1.8)

leidub 16igus [a, ¢] ihene lahend y = y(x).

. » ]

a c b
Veel enam, kui f on Lipschitz-pidev muutuja y jargi piirkonnas

[a,b] x (—o0,00),
siis leidub 16igus [a, b] iithene lahend y(x).
\ J

Ulesanne. Leida jirgmiste

funktsioonide Lipschitz’i

konstant (kui see leidub):

f(t,y) =t,
fty)=—y,
flt,y) = -y

N

Teoreemi hoolikas lugemine on
tédhtis. Rohutame, et funkt-
siooni f(z,y) Lipschitz-pidevus
ristkiilikus ei garanteeri Cauchy
ilesande {ihest lahendit terves
16igus [a, b], vaid ainult osaldi-

gus [a, c] C [a, b].

See saab eriti oluliseks iilesan-
nete ligikaudsel lahendamisel,
kus arvutusvead vbdivad anda
meile y vddrtusi, mis ja&vad

y-telje 1digust [, B8] véljapoole.

Uhese lahendi koguldigus [a, b]
garanteerib {ihtlane Lipschitz-
pidevus muutuja y jérgi terves

piirkonnas

la, b] x (—o0, 00).
Seda ei ole aga alati lihtne kont-

rollida.

~N




1.4. I jirku harilikud lineaarsed vorrandid *

Naiide 1.7 Vaatleme algtingimusega iilesannet
y'(@) =y*(z), y(0)=1, =el0,2].
Leiame Lipschitz’i konstandi L osatuletise abil,

= max |2y| = 20.
(w,y)€[0,2] x[~10,10]

0
(w:y)E[OI,TQl]ZE([,lo’lO] %f(l’, y) ‘

Seega Lagrange’i keskviirtusteoreemist saame, et

[f (@, y1) = fz,92)] <20 y1 — w2,

ja f on Lipschitz-pidev ristkiilikus [0, 2] x [—10,10]. Teoreem 1 iitleb
meile, et vaadeldaval Cauchy iilesandel leidub ithene lahend y mingis
osalbigus [0,¢] C [0,2], kuid ei garanteeri veel iihest lahendit terves

16igus [0, 2].

Osutub, et iilesande tépne ja iithene lahend on

y(x) = , wel01).

Saadud funktsioon on kiill defineeritud ka z > 1 korral, kuid need

vadrtused ei ole enam kuidagi seotud esialgse Cauchy iilesandega.

b3

N&eme, et y on katkev punktis z = 1 ja kasvab tokestamatult z = 1
iimbruses (seega ei leidu lahendit, mis oleks mé&ratud terves 16igus
[0,2]). Lipschitz’i konstant L = 20 kehtib ainult 16igu y € [—10, 10]
korral ja y vddrtused kasvavad suuremaks kui 10 enne, kui x jouab
vadrtuseni z = 2.

SO0

1.4 I jarku harilikud lineaarsed vorrandid *

Vaatleme meeldetuletuseks iihte klassi diferentsiaalvorrandeid - I jarku
harilikke lineaarsed vorrandeid - mille tdpne lahendamine on suhteliselt
lihtne (vt. [14, 18]) ja mis on abiks néidete koostamisel voi analiiiisimisel.

Seega, vaatleme Cauchy iilesannet

Y =g(@)y+h(z), yla)=ys, =¢€]la,bl (1.9)

Esiteks mérgime, et kui g on pidev 16igul [a,b], siis f(x,y) on Lipschitz-

pidev muutuja y jirgi.

Lisame, et Peano teoreem
annab meile info, et vaadel-
daval Cauchy iilesandel on
olemas vidhemalt {iiks lahend.
Cauchy teoreem téipsustab,
et lahend on {ihene. Siiski,
molemad teoreemid rddgivad
meile lahendist, mis ldbib
punkti (zo,y0) = (0,1) ja ei
tdpsusta, kuidas lahend edasi
kéditub (lahend leidub 1digul
[zo — 8,20 + 6] mingi viikese
& > 0 jaoks).

Teoreem 1.4 iitleb lahendi
kohta mingis mdttes rohkemat
(et lahend on iihene ja seda
tervel 18igul [0, ¢]), kuid samas
mitte ka palju rohkem (kuna
seda tundmatut konstanti ¢
me ju ei tea). Kui suudaksime
nididata funktsiooni  f(z,y)
Lipschitz-pidevust terves
piirkonnas [a,b] X (—o0,00),
siis iitleks teoreem 1.4 lahendi

kohta juba oluliselt rohkem.

Seda peame vétma arvesse ka
ligikaudsel lahendamisel. Punk-
tist « = 1 paremal pool olevat
lahendi osa me enam kitte ei

saaks.

Ulesanne. Vaatleme Cauchy

ilesannet (z € [—m, 7])
y =sin(y), y(-m) =3

Millisel [—m, 7] osaldigul leidub

tilesandel iihene lahend?

-
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Nimelt,

Ulesanne. Leidke Cauchy iiles-
|f (@, y1)=f (@, y2)| = |9(2)(y1—y2)| = lg9(2)[|y1—y2| < o, l9(2)]ly1—y2l- ande
) ) B B _ ) ) _ v =t+y, y(0)=0
Kui g on pidev 16igul [a,b], siis ta on tokestatud ja sobib votta

L = maxgejqy |g(x)]. Jérelikult f(z,y) on Lipschitz-pidev piirkonnas tépne lahend.

[a,b] x (—o0,00) ja teoreemi 1.4 jirgi leidub Cauchy iilesandel (1.9) {ihene

lahend tervel 16igul [a, b].

Lahend y leitakse jargmise trikiga. Korrutame vorrandit (1.9) 1&bi integree-
rimisteguriga e~/ 9(*)4% ja viime funktsiooni g(z) sisaldava liikme vorduse

vasakule poolele,
y(@)e 9@ y(a)g(a)e 9@ — = [o@drp) (110)
Viimase avaldise vasak pool kujutab endast korrutise tuletist,
(stwye g<m>d$)' _ e S o@dryy g (1.11)
Integreerime molemat poolt,

y(z)e S 9(@de — /e‘fg(m)drh(x) dx. (1.12)

Siit saab avaldada lahendi

y(x) = ef 8 dx. / e /I h(x) dx. (1.13)

Kui mingi konkreetse iilesande korral saab integreerimistegurit e~  9(z)dz

lihtsalt leida, siis on ka lahendi y leidmine lihtne.

Niide 1.8 Vaatleme algtingimustega {ilesannet
y =ay+a’, y0) =1

Funktsioon g(z) = z ja integreerimisteguriks sobib

2
_ —_ _z2
e [ g(z)dz e [ zdx e~ T,

Siin votsime méiramata integraalis konstandi C' = 0. Edasi saame

leida lahendi y,

. 2 . . . .o, .
Teeme muutujavahetuse t = % Ja integreerime ositi,

y = 2¢* / e~'tdt = 2¢' (—te‘t + /e_tdt> = 2! (~te ™t — e 4 O).

10



1.5. Euler’i meetod

Asendame tagasi t = L;,
m2
y(x) = —22 —2+2Ce7
Leiame algtingimuse y(0) = 1 abil konstandi C,

3
1=-0-2+2C=20-2 = C:§.

Vastus:

22
y(r) =3ez —x? 2.

SO0

1.5 Euler’t meetod

Alustame néitega. Vaatleme jérgmist algtingimusega iilesannet;:
y =zy+23 y0) =y, =zc]0,2]. (1.14)

Diferentsiaalvorrandit voib endale ette kujutada ka kui vektorvilja, kus
igas tasandi punktis (x,y) on joonestatud vektor tGusunurga tangensiga
y = f(z,y). Jargmisel joonisel ongi joonestatud iilesandele (1.14) vastav

vektorvali (tosi, veidi ,horeda’ voitu) koos kahe erineva lahendiga.

Algtingimusele y(0) = 1 vastab iilemine joon, mis ldbib ,alguspunkti
(0,1). Teisele algtingimusele y(0) = —1 vastab alumine joon, mis labib

salguspunkti (0, —1).

Siit tekib ka idee: lahendada vorrandit y' = f(x,y) nii, et alustame
alguspunktist (xo,yo) ja liigume kogu aeg edasi modda vektoreid. Vektori
tousunurga arvutamisega ei ole mingeid probleeme, kuna téusunurga
tangens vordub funktsiooni y tuletisega antud punktis, viimane on aga

antud, s.t. me saame kasutada seda sama arvutuseeskirja ' = f(x,y).

Sel juhul lahendi tdpsus soltub sellest, kui viikeste loikude kau-
pa (kui lihikeste voi pikkade vektorite kaupa) me edasi liigume. Peame
arvestama, et kui me valime liiga suured sammud, siis me voime ,maha

magada’“ lahendi

11
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kiire muutumise (kuna me liigume moédda vektorit, samal ajal kui kui
kuskil poole tee peal oleksime pidanud peatuma ja arvutama uue jarsema

tousunurga ning liikuma edasi juba uue vektori suunal).

Teisalt, valides liiga viikesed sammud, peame tegema iileliia palju
arvutusi ja viimane ei pruugi arvutusaega silmas pidades olla just koige
moistlikum teguviis. Pealegi on arvutustdpsus arvutites piiratud ja liialt
viikseid samme ei saagi valida. Selline vorrandi lahendamise idee on kirja
pandav Euler’i meetodiga, mille iildise algoritmi sonastame natukese aja

parast.

Niide 1.9 Vaatame esiteks, kuidas Euler’i meetodit rakendada konk-

reetse iilesande peal, néiteks
y=z—y, y0)=1, =z€]l0,2].
Mirgime, et iilesande tdpne lahend on
y(z) = e*””/mewdx =2e "+x—1

Viimast kasutame illustreerimaks FEuler’i meetodi kiitumist tépse

lahendi suhtes.

Jagame 16igu [0, 2] neljaks vordseks osaks. Sel juhul sammupikkus h =

1/2 ja me saame solmed

1 3
JZO:O, $1:§, 332:1, 333:5, l‘4:2.

Kui punktis xg on lahendi viartus yg, siis lilkudes m6dda vektorit, satu-
me punkti (z1,y1). Sel juhul vektori tousunurga tangens on arvutatav

kui

Ay =y1 — o

Yo

{F-------
[y

i

I

I

I

I

I

I

f
Zo

Siit voime kirjutada

Ay = hy'(z0) = h f(x0,0)

p

Ulesanne. Lahendage diferent-

siaalvorrand

Euler’i meetodiga, kui y(0)
0 ja t € [0,1]. Kasutage h =
1. Kirjutage vilja ldhisvidrtu-

sed yi, ¢ = 0,...,4 ja vOrrelge

tulemust tdpse lahendiga punk-
tis t = 1.

N

0.5

1.5

12



1.5. Euler’i meetod

ja litkudes moéoda vektorit jouame punkti (z1,%1), kus

Y1 =yo + Ay = yo + h f(xo0,y0)-

Sedasi jatkame, kuni jouame punkti (z4,ys)-

tp

lahend
4HHp Lahislahend

uv y1 = Yo + hf(zo,y0)
1 1
05 n=1+350-1) =3

| Tapne lahend
Lahislahend

p

( N\

Ulesanne. Lahendage arvuti
Yo = Y1 + hf($1 yl) abiga diferentsiaalvérrand
it )
1 1/1 1 1 y' = sin(y)
. =373 272) 72

Euler’i meetodiga, kui y(0) =
100. Lahendage iilesanne 16igul

[0,4] kasutades erinevaid sam-

mupikkusi

—k

tp
=
o

ewe Lorsanen |

A ys = y2 + hf(w2, y2)
L1 13

05 B=5T5 2) "1

| TApnie lahend
#HHp Lahislahend

Vaorrelge {ihel graafikul k =1 ja
k = 5 korral leitud l&hislahen-
deid.

=)
[

Tépsema lahendi saamiseks
peaksime vOotma rohkem s6lmi
ja seega tegema ka rohkem

1 arvutusi.

ys = y3 + hf(xs,y3)

- _3 133y 9
Ya=375\271) 73

13
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Saadud murdjoont, mis iithendab punkte (0,1), (0.5,1/2), (1,1/2),
(1.5,3/4) ja (2,9/8), nimetatakse ka Euler’i murdjooneks.

Uldjuhul véime Euler’i meetodit rakendada jirgmiselt (vt. [11, 14,

18, 19]). Esiteks valime sammupikkuse h ja seejarel moodustame sol-

med
ri=xz9+1h, 1=0,1,2,.... (1.15)
Igale solmele vastab ldhislahend y;, mille arvutame eeskirjaga
Yie1 = yi + h flxi,y:), i=0,1,2,.... (1.16)
\ J

1.6 I jarku diferentsiaalvorrandite siisteemid

Olgu meil antud m vorrandist koosnev harilike diferentsiaalvorrandite siis-

teem

A@) = folo, 21 (@), 2(0)s 2 () )
(@) = fn(@,20(2), 22(2), - -, 2 (2)
koos algtingimustega
z1(zg) = u(lJ, s Zm (o) = ugt. (1.18)
T#histades otsitavate funktsioonide zj(x),...,zm,(z) vddrtusi solmedes

o, ..., TN, IN € N jargmiselt:

zl(aci):zl,i,...,zm(xi):zm’i, iZO,...,N,

saame niiteks Euler’i meetodit kasutades vélja kirjutada

21401 =21 Fh (@i, 216,220, Zmi)
Zoi1 =22 T hfol@i, 216,224, Zmi) =0 N-1
Zmjitl = Zmyi TR (@i, 214, 22,00 - - Zmi)
(1.19)
Viimane on vektorkujul lihtsalt kirja pandav,
ZH_1:ZZ—|—}LF(1'Z,Z1), 1207,]\7—1 (120)

Leonhard Paul Euler
(1707 - 1783)

Johann Georg Brucker’i

portree Leonhard Euler’ist
(Allikas: Wikipedia)

Euler kasutas seda valemit juba
1768. aastal.

Kuna Euler viibis enamuse
oma tdiskasvanu east Sankt-
Peterburg’is, siis kohati nime-
tatakse teda ka vene matemaa-
tikuks. Leonhard Euler’it on ni-
metatud ka kui 1dbi aegade kai-
ge olulisemaks matemaatikuks

(see viimane teema on muidugi

viga subjektiivne).

p

Euler’i meetodit on kerge
programmeerida ja lihtsamal
juhul teeb ta oma t&6 viga
ilusasti dra. Samuti on Euler’i
meetodi abil lihtne uurida
vigade iilekandumist ligikaud-
setes arvutustes ja veel teistes

sarnastes korvalefektides.

Euler’i meetod ei sobi aga néi-
teks vorrandite jaoks, mille la-
hendid on kiirelt vénkuvad véi
omavad viga jdrske muutusi
v6i millede vadrtused muutuvad
viga ,pikal“ skaalal. Jargmis-
tes loengutes vaatamegi Euler’i
meetodist palju efektiivsemaid

meetodeid.

\
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1.7. Korgemat jarku diferentsiaalvorrandid

voi ka kujul
( N
21,i+1 21, fi(zi, Z;)
22,041 22,4 f2 (fCi, Zi)
= +h , 1=0,...,N—1
Zm,i+1 Zmi fm(fl?i, Zi)
(1.21)
\ J

Naiide 1.10 Vaatleme diferentsiaalvorrandite siisteemi

21 =23 — 2z

zh =2 — 29 — T 23
2(0) =0 ’
22(0) =2

kus otsitavateks on funktsioonid z;(z) ja z2(x). Tahistame vektorid

0 z z 22 — 2z
ZOZ 5 le b s Z = ' ,F(l‘,Z)Z 2 '

2 22,1 29 21— 29— X z%
Olgu h = 1/2, siis 1 = 29 + h = 1/2. Leiame vektori Z; vddrtused
Euler’i meetodiga

Z1=Zy+ hF(0,Z)
ehk

22-2.0 2
0-2-0-2° 1

21,1 0
= +
22,1 2

N[ =

Saime, et 21(0.5) ~ 2 ja 22(0.5) =~ 1.

SO0

1.7 Korgemat jarku diferentsiaalvorrandid
Olgu antud m-jarku (m > 2) harilik diferentsiaalvorrand normaalkujul
Y (@) = F (2.@),y @),y (@) (1.22)
koos algtingimustega
y(zo) =yo, (@) =yo, --r Y V(xo) =y5 " (1.23)

Vottes appi uued muutujad

zi=y®, i=1,...,m—1, (1.24)

15



PEATUKK 1. ALGTINGIMUSTEGA ULESANDED

saame iilesande (1.22) taandada harilike diferentsiaalvorrandite siisteemile

z1(x) = z(z)
(1.25)
Z—2() = 2m-1(7)
2zl () =F(z,y(x),z1(x),..., 2m-1(x))
ning algtingimused (1.23) teisenevad kujule
y(xo) = yo, 21(x0) = y(l,, cery Zm—1(x0) = yg%l. (1.26)

Osutub, et arvutitega on siisteemi (1.25)-(1.26) iildjuhul palju lihtsam la-
hendada kui esialgset iilesannet (1.22)-(1.23).

Niide 1.11 Vaatleme kolmandat jarku diferentsiaalvorrandit

mo_

y" = —yy' + zsin(y”)

algtingimustega

y =z
z] =29
zh = -—yz1+asinz

Siisteemi lahendamine annab
meile lisaks esialgse vorrandi la-
hendile y(x) veel tema esimese
tuletise z1(z) ja teise tuletise
z2(x), mida tegelikult otseselt

vaja ei ldhe.
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