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PEATUKK 2. RUNGE-KUTTA UHESAMMULISED MEETODID

2.1 Algtingimusest pohjustatud viga Viimane voib vabalt juhtuda,

kui algtingimuseks on irratsio-

Vaatleme jargnevalt juhtu, kus antud algtingimuse asemel kasutatakse naalarv, nagu néiteks e ja 7.

mingit teist algtingimust. Sellisel juhul tekib meil enamasti kaks erinevat

lahendit.
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Teoreem 2.1 N ( Fikseeritud argumendi x korral )
sicitakse ka konditsiooniar
[18]. Olgu f(z,y) iihtlaselt Lipschitz-pidev muutuja y jirgi riskiilikus :,ajsgtlta s¢ ko konditsiooniar
S = [a,b] X [, 5] Lipschitz’i konstandiga L. Kui Y (z) ja Z(z) on kaks et lema,
erinevat lahendit ristkiilikus S vorrandile mis iseloomustab algtingimu-
sest pohjustatud suurimat voi-
y/ _ f(.T y) (21) L malikku viga.

siis kehtib hinnang

Y (x) — Z(x)| < e* =@ |Y(a) — Z(a)|, z € [a,b]. (2.2)

Toestus. Teoreemist 1 jareldub, et kui Y (a) > Z(a), siis Y (z) > Z(x) Vz €
[a, b] (sest muidu leiduks ristkiilikus punkt (z1,y1) nii, et Y(z1) =Y (1) =
y1 ja Y(z) < Z(x) mingis vahemikus = € (21,21 + €), kus € > 0, mis on
vastuolus teoreemi tulemusega). Samamoodi jéreldub, et kui Y (a) < Z(a),
siis Y(z) < Z(z)Vzx € [a, b].

Vaatleme jubtu, kus Y(a) > Z(a). Defineerime u(z) = Y(x) — Z(x),
siis eelneva pdhjal u(xz) > 0 Va. Sellisel juhul v'(z) = Y'(2) — Z'(z) =
f(z,Y(z)) — f(x, Z(z)). Funktsiooni f Lipschitz-pidevusest saame, et

u'(z) <[ (@) = |f (2, Y (2)) = f(z, Z(2))] < LIY () = Z(2)| = Lu(z).

Seega
v (r) — Lu(x) <0.

Korrutades vorratusi molemaid pooli suurusega e 2(*=%) | saame eelneva

vorratuse kirjutada kujul
(eiL(“’*“)u(x)y =0.
Viimast vorratuse molemaid pooli integreerides iile 16igu [a, z1] saame
e L@y (21) —u(a) < 0 ehk u(z) < 2@ Dy(a),

mis toestabki vaadeldud juhul teoreemi viite. Teise juhu Y'(a) < Z(a)

analiiis on analoogiline. O 18



2.1. Algtingimusest pohjustatud viga

A Mairkus 2.1

Teoreem 2.1 iitleb meile, et kui me muudame Cauchy iilesandes 3y’ =
f(z,y) algtingimuse y(a) = y, teise suuruse z(a) = z, vastu, siis alg-
tingimusest pohjustatud viga on halvimal juhul hinnatav suurusega,
mis sisaldab lineaarset liiget |y(a) — z(a)| ja eksponentsiaalse kasvuga
suurust eX(*=) Kui algtingimuse viga |y(a) — z(a)| ennast voib pida-

L(z—a

da “tiihiseks”, siis suurus e ) kasvab z kaugenedes alguspunktist @

juba viiga kiiresti. Niiteks L = 1 korral kasvab e'(*=%) = ¢ jirgmiselt:
e o2 ot o8 16 32 064
2.73 7.39 54.60 2980 8.9 x10% 7.9 x 10" 6.3 x 10%7
Niéiteks, z(0) =
3.141592653589793, teeme standardse topelttdpsusega kiimnendarvu

muutes algtingimuse y(0) = =« suuruseks
esituses arvutites vea |y(0) — z(0)| ~ 2.4 x 10716, Lipschitz’i konstan-
di L = 32 ja Idigu [0, 2] korral voib algtingimusest pohjustatud viga

punktis x = 2 halvimal juhul olla voimendunud suuruseni

32270 14(0) — 2(0)| = (6.3 x 10%7)(2.4 x 10710) ~ 1.51 x 10'2,

~

Néide 2.1 Vaatleme varem toodud algtingimusega iilesannet

v =ky, y0)=y, z€l0,1], keR,

mille tiipne lahend on y(x) = yoeF?. Lihtne on niha, et

|f(x,y1) = f(z,y2)| = [kyr — kya| < K| Jyr — 2

ja jérelikult on Lipschitz’i konstant L = |k| ning f on Lipschitz-pidev
piirkonnas [0,1] x (—00,c0). Teoreem 2.1 annab meile punktis z = 1

algtingimusest pohjustatud vea hinnanguks

ly(1) = 2(1)] < ey — zo-

Paneme tihele, et téipsete lahendite y(z) = yoeF?® ja z(x) = zpek®

korral saame
ly(1) — 2(1)] = €"[yo — z0l-

Né&eme, et k£ > 0 korral annab teoreem 2.1 meile tédpse veahinnangu, ei
saa midagi parandada ega tule ka midagi kehvemat. Samas kui k£ < 0
korral saame algtingimusest pohjustatud veaks oluliselt viiksema suu-

ruse

ly(1) — 2(1)] = "|yo — 20| < €®lyo — 20| = |yo — 20|, k <O0.

Viimane {itleb meile, et teoreem 2.1 hindab antud juhul algtingimusest
pohjustatud viga tublisti “ile”.

OO0

Mairgime, et algtingimusest
pohjustatud viga on pohiliselt
konkreetse

seotud Cauchy

iilesandega ja mitte niivord
kasutatava ldhismeetodiga.
Praktikas peab arvestama, et

tapseid arvutusi ei ole enamasti

voimalik 1ldbi viia ja seega
algtingimusest pdhjustatud
viga on tihti nullist erinev

ning voib teatavatel juhtudel
oluliselt rikkuda labi viidavaid

arvutusi.

~

Ulesanne. Veenduge, et kui

a # 0, siis Cauchy iilesande
y =ay+b, y(0)=yo,

kaks erinevat lahendit y = y(x)

ja z = z(z) rahuldavad
vorratust (2.2) vastavate
algtingimustega y(0) = yo ja
z(0) = zo.

Vorrandi tdpseks lahendiks on

b
y(z) = = (" = 1) + yoe*”.
a

~\

19



PEATUKK 2. RUNGE-KUTTA UHESAMMULISED MEETODID

2.2 Sammul tekkiv viga

Olgu algtingimustega iilesande

Y = flz,y), y(a)=ya, z€lalb], (2.3)

lahislahendi vaartused y; solmedes x; (i = 0,1,2,...) leitud mingi iihe ja
sama numbrilise meetodiga (néiteks Euler’i meetodiga), kusjuures eelda-

me, et arvutamine toimub ,tépselt“ (ilma imardamisvigadeta).

,{Deﬁnitsioon 2.1} N

Léhismeetodi (i-ndal) sammul tekkivaks veaks nimetame suurust

Eiv1 = |yir1 — 2(xig1)), (2.4)

kus y;+1 on selle sama l&hismeetodiga leitud iilesande (2.3) ldhislahend

ja z on alamiilesande

2= f(z,2), 2(x)=vy =€ [TiTit1], (2.5)

tapne lahend.

. J

Niide 2.2 Leidke Euler’i meetodi sammul tekkiv viga.

Lahendus. Lihtsuse mottes eeldame, et iilesande (2.5) tdpne lahend
z on 16igus [x;, x;+1] kaks korda pidevalt diferentseeruv. Arendame

lahendi z Taylor’i ritta punktis x;,

2(2) = z(2:) + 2/ (i) (x — § € (2, Tit1). (2.6)

Teisiti. Sammul tekkiv viga

on viga, mis tekib l&hisla-
hendi {ihekordsel kasutamisel,
eeldades, et punktis x; on
algtingimuseks z(xz;) = ;.
lahendame

Sisuliselt sama

vorrandit, kuid teistsuguse

algtingimusega.

Levinud on ka definitsioon, kus
noutakse, et koik eelnevad l&-
hisvidrtused yo,...,y; oleksid
vordsed tédpse lahendi vi#rtus-
tega y(zo),...
juhul on alamvdrrandiks (2.5)

,y(z;). Sellisel
vorrand

y = flz,y),  ylz:) =y

N\

Sammul tekkiv viga on oluline
nditeks selle pirast, et seda on
voimalik arvutuste kdigus (ligi-
kaudu) leida. Viimane on oluli-

ne info meie ldhislahendi kvali-

teedi hindamisel.
.

20



2.3. Meetodi tegelik viga

Siit
S (f) 12
2

Kuna 2(2;) = y; ja #/(2:) = f(a 2(2:)) = F(wi, i), siis

2(wi1) = 2(x;) + 2’ (2;)h +

2

(rinn) = v+ h S ) + o 2(€). (2.7

Arvestades, et Euler’i meetodi korral y; 11 = y; + h f(x;,y;), siis
h2 "
Biyy = [yir1 — 2(zip1)| = S [27E)], € € (20, 2iga). (2.8)
Kuna z on osaldigus [z;, z;41] kaks korda pidevalt diferentseeruv, siis

max _|2”(z)| < M;;1 mingi 16pliku arvu M;,; > 0 korral.

TE[Ti,Tit1]

Saime, et Euler’i meetodi sammul tekkiva vea kohta kehtib hinnang

M.
Eigfh{ i=1,2,3,.... (2.9)

SO0

2.3 Meetodi tegelik viga

Sammul tekkiv viga ei ndita meetodiga saadud ldhislahendi tegelik-

ku erinevust tdpsest lahendist, kuna y; ja sellele eelnevad vairtused

(Y0), Y1, - - -, yi—1 on samuti ligikaudsed ning eelnevalt tehtud sammul tek-

kivad vead E; voivad omavahel liituda ja voimenduda.

\

,{Deﬁnitsioon 2.2} N

Lihismeetodi tegelikuks veaks punktis x;;1 nimetatakse viga

Git1 = [Yiy1 — y(@iy1)l, (2.10)

kus y; on selle sama ldhismeetodiga leitud iilesande (2.3) ldhislahend

ja y tépne lahend.

y(wis1)

21



PEATUKK 2. RUNGE-KUTTA UHESAMMULISED MEETODID

Jargnev teoreem iseloomustab iihesammuliste ldhismeetodite tegeliku vea

kditumist Cauchy {ilesande (2.3) jaoks.

A Teoreem 2.2 N

[18]. Olgu f(z,y) Lipschitz-pidev muutuja y jirgi Lipschitz’i konstan-
diga L. Olgu tépsele vairtusele y(x;) leitud vastav ldhislahend y; iihe-
sammulise meetodiga, mille sammul tekkiv viga on hinnatav vorratu-
sega

E; < Ch*HL (2.11)

kus k > 0 ja konstant C' > 0 ei soltu indeksist 4. Siis iga a < z; < b

korral on meetodi tegelik viga hinnatav vorratusega

C
Gi=lyi —y(x)| < (e (i=2) _ 1) b, (2.12)
\ J
Téestus. Algtingimuse y(xg) = 1yo korral tegelik viga on Gy =
lyo — y(xo)] = 0. Pérast esimest sammu on sammul tekkiv viga Ej

ja tegelik viga G vordsed, Ey = G1 = |y1 — y(z1)|.

Teisel sammul koostame alamiilesande
Z/:f(.’E,Z), Z($1):y1, VS [xl’xﬂ'

Sel juhul sammul tekkiv viga on Ey = |y — z(z2)|. Jirgnevalt kasutame
vahe |z(z2) — y(x2)| hindamiseks teoreemi 2.1 (meil on sama diferentsiaal-

vorrand ¢y = f(x,y) kahe erineva algtingimusega y(z1) ja y1),

G2 = ly2 — y(z2)| = |y2 — 2(x2) + 2(z2) — y(x2)]
< lyo — 2(x2)| + |2(22) — y(x2)| < Fo + "Gy = Ey + " Ey.

Analoogiliselt saame kolmandal sammul, et
Gs=lys —y(w3)| < B3+ ""Gy < B3 + "By + My
Seega

G; = ‘yi — y(l’l)l <FE;+ eLhEi,1 + 62LhEi,2 + -4+ e(i_l)LhEl.

Kasutades eeldust F; < Chk“‘l, saame

Gi < CRFTL(1 + elh 4 2P oo =1Ly,

. . i1
Geomeetrilise rea summa valemist S;_1 = ‘Zfl tuleneb, et

G; < CthrleiLhi—l < C’th&
< 17 <

C L(xz;—a) k
= Z(elwima) _ 1) k.
elh 1 Lh 7 )h

22



,[Deﬁnitsioon 2.3] N
Kui Cauchy iilesande mingi ldhismeetodi korral kehtib mingi positiivse

ho puhul iga h < hg korral vorratus
Gi = lyi —y(z)| <OR*, i=0,1,2,..., (2.13)

kus © > 0 ei soltu suurusest h, siis deldakse, et see ldhismeetod on
k-jarku meetod (k > 0). Monikord me kasutame vorratuse (2.13)
asemel kirjutusviisi G; = O(h*) véi iitleme, et meetodi viga on jirku

O(h*).

Markus 2.2

Teoreem 2.2 iitleb meile, et meetodi tegelik viga G; on “h~! korda

halvem” kui sammul tekkiv viga F;. Teisiti, kui sammul tekkiv viga

E; < ChF+1, siis tegelik viga G; < ChF.

A Markus 2.3 ~

Teoreem 2.2 lubab tegeliku vea G; teha kuitahes viikeseks, vottes
sammupikkuse h kuitahes viikeseks. Teisalt, tegelik viga punktis b
soltub juba viga tugevalt konstandist e“(’=%) mis kasvab eksponent-

siaalse kiirusega.

Teoreetiliselt saame ka suurte b vddrtuste korral tegeliku vea teha kui-
tahes vidikeseks, kuid praktiliselt tdhendab see viaga viikeste sammu-
pikkuste h kasutamist ja see voib osutuda kas siis ebapraktiliseks voi

lausa voimatuks (arvutites on selle kohta omad piirangud).

\. J

A Markus 2.4 N

Euler’i meeotodi korral saime, et sammul tekkiv viga F; < %hz. Kui

vaadeldava iilesande korral on garanteeritud, et suurused M; on mingi
i-st soltumatu konstandiga tokestatud, on Euler’i meetod teoreemi 2.2

pohjal esimest jirku meetod.

A Jareldus 2.1 N

Olgu f(z,y) pidevalt diferentseeruv muutujate = ja y jargi ristkiilikus
S = [a,b] x |, 5], mis sisaldab vorrandi ¢y = f(x,y) huvipakkuvat
lahendit y(z), = € [a,b], kusjuures

a < min y(r) < max y(zr) < B.

z€a,b z€[a,b]

Defineerime

L = max z,y)|, M = max z,y) + fy(z, z, ).
(z,y)es|fy( y)| (z,y)€S|fx( y) + fy(z,y) f(z,y)]

Olgu tdpsele viartusele y(x;) leitud vastav lihislahend y; Euleri meeto-

2.3. Meetodi tegelik viga

NB! Peale O-tédhistuse on veel
olemas o-téhistus, ning need ta-

hendavad erinevaid asju.

23



PEATUKK 2. RUNGE-KUTTA UHESAMMULISED MEETODID

Naiide 2.3 Hinnata Euler’i meetodi tegelikku viga, kui

y =xy+a3, y0)=1, zcl0,1].

Hindame tegelikku viga ilma iilesande tdpset lahendit kasutamata.
Kuna iga « € [0,1] korral kehtib 3y’ < y + 1, siis saab niidata, et
y(z) < 2e® — 1. Seega javad nii iilesande lahend kui ka Euleri meetodi-
ga leitud ldhislahendi vAdrtused ristkiilikusse S = [0, 1] x [0, 5]. Lihtne
on niha, et Lipschitz’i konstandiks sobib vaadeldavas piirkonnas L = 1.
Jarelduses 2 esinevat suurust M saame hinnata jargmiselt:

M:(m;)ixs\y+3x2+x(xy+x3)|§5+3+(5+1):14.
z,y)€

Jérelduse 2.1 pohjal saame, et

M .
Gi = lyi —y(zi)| < ﬁ(e““—“) —1)h< %(e“ —1)h < 14h.

Toome lisaks arvulised tulemused.

n h:% Grn = yn —y(1)| | Gn/h
16 | 6.25 x 1072 1.11 x 107! 1.78
32 | 3.13x 1072 5.72 x 1072 1.83
64 | 1.57 x 102 2.90 x 1072 1.86
128 | 7.81 x 103 1.46 x 102 1.87
256 | 3.91 x 1073 7.34 x 1073 1.88
512 | 1.95 x 1073 3.68 x 1073 1.88
1024 | 9.77 x 10~* 1.84 x 1073 1.88
2048 | 4.88 x 10~* 9.21 x 10~* 1.89
4096 | 2.44 x 10~* 4.61 x 10~4 1.89
8192 | 1.22 x 10~ 2.30 x 10~ 1.89

Nieme tabelist, et tdpse lahendi y(1) ja lahislahendi y, erinevus on
ligikaudu kahekordne sammupikkus b, (1.89h), mis on viiksem kui ja-
reldusest 2 saadud arvust 14. See on téiesti loomulik erinevus ja ei
tekita praktikas probleeme, sest me saame tegelikku viga arvutuste
pohjal hinnata (seda vaatleme jargmises loengus).

SO0

A Markus 2.5

Uldiselt voib 6elda, et lihislahendi y; viga koosneb kolmest osast (lihe-
malt voib lugeda opikust [19], nditeks Runge-Kutta meetodite veahin-
nangu kohta):

1. algtingimuse ebatépsusest C;|yo — Jo| (vt. teoreem 2.1),
2. tegelikust veast (nn. meetodi veast) ©;h* (vt. teoreem 2.2),

3. tmardamisvigadest J;.
Kui arvutusprotsessis iimardatakse arvutatavaid suurusi, siis sammu A
vihenemisel iildiselt kahaneb ka meetodi tegelik viga © h*, kuid tava-
liselt suurenevad arvutusvead 6. Kui arvutusvead ldhevad suuremaks
kui sammul tehtav viga ch**! siis sammu h vihendamine reeglina

enam ei suurenda, vaid tavaliselt isegi vihendab tulemuste tépsust.

\

Ulesanne. Vaatleme Cauchy

tilesannet

/=1__o<7 )
y =(01-2z) T7a

y(0) =

Selle vorrandi tédpne lahend

(1—a)tte

y(z) = — 1o
on kiill pidev ja diferentseeruv
a = 0.01 korral, kuid tema tei-
ne tuletis y’’ ei ole enam tdkes-
tatud 1digus [0, 1]. Veenduda ar-
vutil lahendades (16igus [0, 1]),

et veahinnang

E, := max |yi—y(z;)| <ch
i=0 n

ei pruugi enam kehtida. Et
viga oleks hinnatav kui c¢ -
h, peaks osaldikude kahekordis-
tamisel viga vdhenema umbes
— Bn .
kaks korda (s.t. 6, := yon

2). Proovige sama asja niiteks
a > 1 korral.

N

Programmeerimisel lisandub
siia juurde nn. “inimlik faktor”,
mille vastu ei aita ussi- ega

piissirohi ... 2.

24



2.4 Trapetsmeetod

Viikesed “parandused” Euler’i meetodis lubavad tuletada trapetsmeetodi

(vt. [11, 18, 19]), mis on teist jirku meetod.

2.4. Trapetsmeetod

Trapetsmeetod kannab ka téius-
tatud Euler’i meetodi voi siis
Heun’i meetodi nime. Karl He-
un (1859-1929) oli saksa mate-
maatik.

h .
Yitl = Yi + 5 f(@e,ys) + f(zs + hyys + b f(zs,95)) |, i=0,1,2,....
(2.15)
Yy =
Ji+1 (trapets)
b [ ]
mrp+mp mp
Yi+1 (Euler)
mr,
Yi
} } > T
z; Ti+1

Vaadates diferentsiaalvorrandit y' = f(z,y) kui vektorvilja, liigub Euler’i
meetod modda vektoreid, mille tous solmes z; on y'(x;) = f(zi, ;).
Téhistame selle my; = f(z;,y;). Analoogiliselt annaks Euler’i meetod
jargmises soOlmes x;11 tousu mr = f(zi+1,yi+1). Et arvutada vddrtust
Yi+1, kasutame samuti Euler’i meetodiga leitud ldhendit (prognoositavat
tulemust voi siis ka ennustust) y;41 = yi + hf(x;,y:). Siit saame, et

Trapetsmeetod kasutab vektori tousuks kahe Euler’i meetodiga leitud véiir-
tuse aritmeetilist keskmist % Mérgime, et trapetsmeetodi nimi on

tulnud tthemuutuja funktsiooni y'(x) = f(z) integreerimisest

Tit1 Tit1

[ 1@z = [ y@de = ylwin) - gl

kus vasakule poolde on rakendatud trapetsvalemit

Ti+1

/f@ﬂ$%*U@0+ﬂMH»

Zi

| S

Pannes need kaks tulemust kokku, saame

Y(ren) = ye) + 2 () + frin))

25



PEATUKK 2. RUNGE-KUTTA UHESAMMULISED MEETODID

Jargnevalt leiame trapetsmeetodi sammul tekkiva vea
Eiv1 = yis1 — y(@it1)l.

Lihtsuse mottes eeldame, et iilesande y' = f(z,y) tdpne lahend y €
C3[a,b]. Lisaks eeldame, et ldhisvéiirtus y; on leitud tépselt. Arendame

lahendi y Taylor’i ritta punktis ; (z € [z, zi11]),

y(@) = vl o/ ) @)+ L0 @ a) U o) € (mm).
(2.16)

Siit /! "
W) =yl 4yt Loy s o)

Diferentseerime vorrandi y' = f(x,y) molemat poolt muutuja z jirgi,
1 a / a
yi(a) = 5 fl@y) +y (I)afyf(x,y) = folz,y) + (@) fy(z,y). (2.18)

Vérrand (2.17) teiseneb kujule

2 3
Y(@ip1) = vi +h [z, y:) + % fe(@isyi) + (i yi) fy (i yi):| + %Z/W(f)-
(2.19)

A Mairkus 2.6 ~

Kahe muutuja funktsiooni f(z,y) Taylor’i rida punktis (xg, yo) on vél-
ja kirjutatav vordusega (eeldusel, et f, ja f,» on pidevad punktis

(70,%0))

(¥ — %o)

(@ — z0) + 2 ()
(z0,v0)

(z0,v0)

f@y) = f(zo,v0) + 2 f(=,y)

(z —20)(y — yo)

2
(@ — 0)? + 2525 f(w, )
(0,v0)

(z0,90)

(y—yo)2:|+----

+4 {%f(ﬂc,y)

2
+88?f($a )

(z0,v0)
(2.20)

Kasutame viimase vorrandi jaoks lihtsamat kuju
f(@,y) = f(@o,y0) + fe(wo,y0)(x — o) + fy(wo,y0)(y — o) + 57 - [
fea (0, y0) (& = 20)* + 2 fay (20, yo) (& — 20)(y — y0) + Fyy (w0, Y0)(y — Yo)?

+ ...

(2.21)
. J

Trapetsmeetodi jaoks peame liikme f(x; + h,y; + h f(z;,y;)) arendama
Taylor’i ritta punktis (z;,y;). Esiteks

f(@,y) = f(@i,ui) + Fol@i, ) (@ — 23) + fy(2i,v:) (y —vi) + O(h?), (2.22)
ja teiseks

f@ith,yith f(zi,ys) = f(@i,yi)+h fol@iyi)+h f (@, y:) fy (@i, y:)+O(R?).
(2.23)
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2.4. Trapetsmeetod

Seega saab trapetsmeetodi (2.15) kirja panna kujul

Yigl = Vi + g f(xi,yi) + f(zi + hyys + R f(25, 1))

=it o Foi i)+ [ w) + b feles i) + R fGo i) fyla i) + O]

2
2

=yi +hf(@i, ) + % [fo(@i, i) + [ (@i, i) fy (i, v:)] + O(R?).
(2.24)

Lahutades omavahel vordused (2.19) ja (2.24), saame sammul tekkivaks

veaks

Eit1 = yir1 — y(zig1)| = |O(R®)]. (2.25)

Markus 2.7
Teoreem 2.2 iitleb meile, et trapetsmeetod on teist jirku meetod (te-

gelik viga G; < C h?).

N4iide 2.4 Lahendame algtingimusega iilesande

1

/I 3,2 _ — _
y =4x°y*,  y(-10) 10001

z € [-10,10],

Euler’i meetodiga ja trapetsmeetodiga. Selle iilesande tépne lahend
y(z) = —I%H on lihtsalt leitav muutujate eraldamise vottega. Tege-
mist on spetsiaalselt valitud niitega, kus lahend ise on heade oma-
dustega, kuid on nullist oluliselt erinev vaid viikesel osaloigul. Olgu

h= %, kus N on osaloikude arv.

Trapetsmeetodi ja Euleri meetodi vardius
02

Maérgime, et mitte kdik tlesan-

yx)

ded ei anna Euler’i ja trapets-
06 |- 5 meetodi tulemuste vahel selli-

seid trastilisi vordlusi.

Tapne lahend y(x)
Euler N=1024
A b Euler N=4096 ——— |
Euler N=16384 ——

Trapetsmeetod N=1024 ———
Trapetsmeetod N=4096 ——
Trapetsmeetod N=16384

I

i i
-10 5 0 5 10

Nieme, et Euler’i meetod jaib “norgaks” isegi N = 2% = 16384 ehk
h = 0.00122 korral (rddkimata suurematest sammu pikkustest). Samal
ajal annab trapetsmeetod N = 20 = 1024 jaoks juba oluliselt parema
tulemuse, kui Euler’i meetod N = 16384 korral. Lisaks annab trapets-
meetod N = 16384 kasutamisel vihemalt visuaalselt tadpsele lahendile
l&dhedase tulemuse.

SO0
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A Markus 2.8 ~

Tekib kiisimus, kumb on efektiivsem kasutada:

a) kas teist jarku meetodit sammuga h, mille korral tuleb igal sammul
teha kaks f(x,y) vidrtuse arvutamist, kuid see-eest on sammul tekkiv
viga jirku C h2.

b) voi siis esimest jirku meetodit sammu pikkusega h/2, mille korral
on arvutuste maht sama (igal sammul arvutatakse ainult iiks f(x,y)
vadrtus, kui osaldike on kaks korda rohkem), aga sammul tekkiv viga
on jirku C' %

Suurema h korral ei pruugi see valik olla nii ilmne, kuid viiksema h

korral langeb eelis selgelt teist jarku meetodi kasuks.

\. J

Naide 2.5 Alati ei pruugi korgemat jarku meetodi kasutamine olulist
eelist anda, sest mones punktis voivad madalamat jarku meetodi vead
véilja taanduda voi siis voib vorrand olla selline, et korgemat jarku
meetodi veahinnangud ei kehti (lahed pole piisavalt diferentseeruv).

Vaatame Cauchy iilesannet
y = Vsinz, y(0)=0, z€]l0,n]

Selle iilesande korral juhtub efekt, kus trapetsmeetod ei anna meile pa-
remat tulemust punktis © = 7 (kuigi vahepealsetes punktides annab).
Pohjuseks on asjaolu, et vorrandi y' = f(z) lahendamisel 16igul a,b
on trapetsmeetodi ja Euleri meetodi vadrtuste erinevus punktis x = b

vordne suurusega (Mh, mis praegusel juhul on vordne nulliga.

N | Euler’i meetod y, |y, — y(7)| | trapetsmeetod y,  |yn — y(7)]
4 2.10628 0.290 2.10628 0.290
8 2.29391 0.102 2.29391 0.102
16 2.36010 0.036 2.36010 0.036
32 2.38349 0.013 2.38349 0.013

2.396,

Euler

T Euler

Tapne vaarius
- - - - Euleri meetod
Taiustatud Euler meetod

Toodud joonisel Euler’i meeto-
di ja trapetsmeetodi kditumise
kohta antud iilesande lahenda-
misel 4 osaldigu korral ndeme,
et trapetsmeetod kaotab oma

eelise viimasel osalbigul).
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2.5. Keskpunktimeetod

2.5 Keskpunktimeetod

Vaatleme veel iihte nime omavat meetodit - keskpunktimeetodit.

-
Kui meil on antud sammu pikkus A ja vastavad sélmed x;, siis kesk-
punktimeetod on antud valemiga

h h .
Yit+1 :y1+hf x1+§7y2+§f(xlvyl) ) Z:071727"" (226)

-

Meetod nieb viga sarnane vilja Euler’i meetodiga. Erinevus seisneb sel-
les, et punktist y; liigutakse modda vektorit, mille tous on arvutatud mitte
jargmises solmes, vaid 16igu [z;, 2;11] keskpunktis x; + % Vastava ldhis-

viartuse jaoks kasutatakse Euler’i meetodi ,prognoosi y; + % flzi,u:).

® Yit1

mr

my (keskpunkti)

Yitn/2 (Euler)

my, (Euler)

} > L

Ti+1

1
T
x; x; +

(NI

Leiame keskpunktimeetodi sammul tekkiva vea. Olgu vorrandi ' = f(z,y)
lahend 16igus [a,b] vdhemalt kolm korda pidevalt diferentseeruv ja olgu
y; leitud tépselt. Analoogiliselt trapetsmeetodi juures tehtuga, saame y

Taylor’i ritta arendamisel vorduse

h2 1
y(@ig1) = vi +h f(ws, y:) + o Je(@isyi) + f(2i,9:) fy(mhyi)] +¥ 6(9 h3.

(2.27)

Meeldetuletuseks, viimane saadakse jirgmise skeemiga. Arendame lahendi

y Taylor’i ritta solmes x;,

y(@) = vz 9 ) @)+ L0 a8 ) € € wm).
(2.28)

Siit 11 /1
Wi =y + 9/ o+ L T s o)
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Diferentseerime vorrandi y' = f(z,y) molemat poolt muutuja x jérgi,

V(@) = S )+ @ (0. = fao) + fo) ) (230

Asendades viimase vordusega y teise tuletise, saamegi valemi (2.27).
Jérgnevalt arendame keskpunktimeetodis (2.26) funktsiooni

f(zi+ %y + % f(zi,y:)) Taylori ritta punktis (z;,y;),

h h
Yirr =y +h f <$z + 50 i + 2f(17iayi))

= (o) + G FaCon ) + 5 o) o) + O02))

2
=y +hflz,y)+ % [fo(@i,yi) + f@i,y) fy(@ivi)] + O(R%).
(2.31)

Lahutades omavahel vordused (2.27) ja (2.31), saame, et keskpunktimee-

todi sammul tekkiv viga vordub

Eit1 = |yiv1 — y(xip1)| = |O(R?)]. (2.32)

Teoreemi 2.2 jirgi tegelik viga G; = O(h?) ja jérelikult keskpunkti-

meetod on teist jirku meetod.

2.6 Ilmutatud Runge-Kutta meetodid

Cauchy iilesande lahendamisel on viiga suurt populaarsust voitnud Runge-
Kutta tiitipi meetodid. Osutub, et nii trapetsmeetod kui keskpunktimeetod
kuuluvad teist jarku ilmutatud (st rakendatavad ilma vorrandisiisteeme

lahendamata) Runge-Kutta kaheastmeliste meetodite perre.

Nédeme, et « = 1 korral saame
Teist jarku ilmutatud Runge-Kutta kaheastmelised meetodid. trapetsmeetodi ja o = 1 korral
1 1 keskpunktimeetodi.
yH_l yl+h|: (1 = 205) Ki,l —+ 2aKi’2:|’ Z :0,1,2,..., (233)

kus o # 0 ning tousud K;; ja K; o arvutatakse jargmiselt:

Kiy = f(xi,y5), Kip=f(zi+ahy +ahK;;). (2.34)

Ulesanne. Niidake, et meetod

(2.33) on teist jirku meetod su-

valise a # 0 korral.

Fikseerides vabalt konstandi o # 0 n#eme, et lisaks Euler’i meetodis ar-
vutatud tousule K; ; valitakse mingi lisapunkt z. = z; + ah, arvutatakse
vektori tous punktis K;o = f(z4,y.) ning kogu meetodi jaoks voetak-
se nende tousude kaalutud keskmine (kaaludeks on konstandid 1 — i ja
i) Mairgime, et vdértuse y, jaoks kasutatakse Euler’i meetodi prognoosi

Yi —I-OéhKZ"l.
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2.6. Runge-Kutta meetodid

Siinjuures kaheastmeline meetod tdhendab seda, et igal sammul arvuta-

takse kaks korda f(z,y) vddrtusi. ,Astmete” rohkus voib saada oluliseks

kiisimuseks vorrandisiisteemide korral, kus vabaliikme f(x,y) arvutamine r -
Carl David Tolme Runge
néuab eraldi palju arvutusaega (niiteks, kui peab arvutama numbriliselt (1856-1927)
integraale voi lahendama alamiilesandeid).
r "
Esitame ka iihe 3-jirku 3-astmelise meetodi,
WWW.sciencephoto.com
ja
B Martin Wilhelm Kutta
Yit1 = Yi + 5 Kizn+4K;»+K;3|, i=0,...,N—1, (2.35) (1867-1944)
kus
Ki,l = f(mla yi)a
h h
K= f(z; + 50 Yi + §Ki’l>’ (2.36) foto: Wikipedia
olid saksa matemaatikud. Idee
K3 = f(z; + h,y; — h[K;1 — 2K, 2)). périneb Rungelt (1895) ja mee-
todeid on tdiustanud Kutta ja
\ J teiseid matemaatikud.
r "
Uks populaarsemaid Runge-Kutta meetodeid on jirgmine
4. jirku 4-astmeline meetod:
h .
Yi+1 = y,—l-g Ki’1+2Ki,2+2 Ki’3+Ki,4 , 1=0,...,N—1, (237)
kus
Ki1 = f(zi,yi),
h h
Kiz = f(z: + =, 1 + = Ki1),
2 2
h 3 (2.38)
Kiz= f(z: + -,y + - Ki2),
2 2
Kia= f(zi+hyi + h K;3).
- J

Neljandat jirku meetodis arvutatakse tousu f(x,y) vidrtus peale molema
otspunkti veel 16igu [z;, z;41] keskel, kasutades selleks keskpunktimeetodi

abi. Suurem kaal pannakse 16igu keskel saadud tulemustele.

Miérkus 2.10
Kirjanduses on tihti levinud Runge-Kutta meetodi kasutamine ilma

jarku nimetamata. Sel juhul moeldakse just nimelt 4. jirku meetodit

(2.37).
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p

N\
Kui me ridgime meetodi koonduvuskiirusest, siis néiteks 4. jirku mee-
todi korral tdhendab see, et tegelik viga G; = |y; —y(x;)| koondub nulli
kui h — 0 ning selliselt, et iga sammu & kahekordsel vihendamisel ka-
haneb viga vihemalt 2* = 16 korda (piisavalt viiikese sammu pikkuse
h korral).

\ J
Maéirkus 2.12
Margime, et Euler’i meetod on Runge-Kutta 1. jirku meetod.

Niide 2.6 Vaatleme Cauchy iilesannet
! 3
y =zy+az°, y0)=1, =zel0,1]
Vordleme seni tutvustatud meetoditega tegelikku viga punktis x = 1
ehk
Gn = lyn —y(1)].
Tumedalt on triikitud vastavate vigade suhted.
n h=21 Euleri G, Trapetsi G,, | Keskpunkti G, | 4-jarku R-K G,,
16 6.25 x 1072 | 1.1 x 107! 4.1 x 1074 2.5 x 1073 2.2 x 1077
1.94 3.75 3.91 16.16
32 3.13x 1072 | 5.7 x 1072 1.1x 1074 6.3 x 1074 1.4 x 1078
1.97 3.87 3.95 16.09
64 1.57 x 1072 | 2.9 x 1072 2.8 x 1075 1.6 x 1074 8.5 x 10710
1.98 3.94 3.98 16.05
128 | 7.81 x 1073 | 1.5 x 1072 7.1x 1076 4.0 x 107° 5.3 x 10711
1.99 3.97 3.99 16.03
256 | 3.91x1072% | 7.3 x 1073 1.8 x 1076 1.0 x 1072 3.3 x 10712
2.00 3.98 3.99 16.00
512 1.95 x 1072 | 3.7 x 1072 4.5 x 1077 2.5 x 1076 2.1 x 10713
2.00 3.99 4.00 11.64
1024 | 9.77 x 107* | 1.8 x 1073 1.1x 1077 6.3 x 1077 1.8 x 10714

Tabelist on ndha, et Runge-Kutta 4. jarku meetodi korral on viga
oluliselt viiksem (tottéelda muutub see juba nii véikseks, et masina-

tdpsuse saavutamine rikub viimase rea ,teoreetilise tulemuse).

Samuti ndeme, et Euler’i meetodi korral viheneb viga sammu pikkuse
poolitamisel umbes 2 korda, keskpunkti- ja trapetsmeetodiga 4 korda
ja Runge-Kutta 4. jirku meetodiga 16 korda.

SO0

Ulesanne. Vaatleme iilesannet
¥y =y,

mille tdpseks lahendiks on
y(t) = yo e t. Esitage lihisla-
hendi y; vidrtus Runge-Kutta
4. jarku meetodiga liikme yo
kaudu. Vottes yo vOrdseks
ihega, niidake, et sammul

tekkiv viga
G1 =y1 —y(z1)

on jirku O(h®).

Ulesanne. Oletame, et funkt-
siooni f parem pool ei séltu
suurusest y, s.t. f(t,y) = ¢(t).
Niidake, et siis Runge-Kutta
4. jarku meetodis Ko = K3
ning Runge-Kutta 4. jirku mee-

tod kujutab endast Simpsoni
ti+h

meetodit integraali [ f(s)ds
2

leidmiseks.
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2.6. Runge-Kutta meetodid

A Maéirkus 2.13

Runge-Kutta meetodeid voib tuletada ka korgema jargu jaoks, kuid siis

tuleb igal sammul teha ka rohkem funktsiooni f arvutamisi. On teada,

et minimaalselt tuleb iga jargu m korral teha jirgmine arv funktsiooni

f védrtuste arvutamist (vt. [8]):

jark m

f(x,y) arvutusi

1

1

2
3
4
)
6
7

8

© N O ks W N

11

Tabelist on n&ha, et 4. jirku meetod on viimane ,efektiivne meetod,

alates 5. jarku meetodist tuleb igal sammul teha rohkem arvutusi, kui

on meetodi jark m. Korget jarku meetodite korral lisandub stabiilsuse

probleem, millest rddgime ldhemalt mitmesammuliste meetodite juu-

res.

~
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