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1 Kahe liigi kooslus, kiskja ja saaklooma mudel

Liikide arvukust ajaühikus t iseloomustab algtingimustega diferentsiaalvõrrandite süsteem
J ′(t) = A · J(t)−B · J(t) ·H(t)

H ′(t) = −C ·H(t) +D · J(t) ·H(t)

J(0) = J0

H(0) = H0


, A,B,C,D > 0, (1.1)

kus konstandid A,B,C,D on leitavad näiteks mõõtmiste ja analüüsi teel. Antud süsteemi

nimetatakse ka Lotka-Volterra kiskja ja saaklooma mudeliks (vt. nt. [1] - [3]).

Klassikaliselt võib süsteemi (1.1) kirjeldada järgmiselt:

• J(t) on jäneste arv ajahetkel t, tuletis J ′(t) on jäneste arvu muutumise kiirus;

• H(t) on huntide arv ajahetkel t, tuletis H ′(t) on huntide arvu muutumise kiirus;

• AJ(t) näitab jäneste arvu kasvamise kiirust huntide puudumisel, näiteks 13% aastas

(0.13 J(t)). Siin ei arvestata toidulauaga seonduvaid probleeme;

• −C H(t) näitab huntide arvu kahanemise kiirust jäneste puudumisel (ei ole, keda süüa);

• J(t)H(t) on proportsionaalne jäneste ja huntide kohtumise tõenäosusega ning konstandid

B ja D iseloomustavad selliste kohtumiste mõju vastava liigi arvukusele.
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Me kasutame ühte klassikalist näidet Kanada valgejäneste ja ilveste arvukuse kohta 20. sa-

jandi alguses, mille kohta on olemas ka reaalelus mõõdetud suurused. Materjal [3] soovitab

antud näite jaoks võtta järgmised konstandid:

A = 0.48, B = 0.025, C = 0.93, D = 0.028.

Märkus 1.1

1.1 Euler'i meetod võrrandite süsteemi jaoks

Vaatleme I järku diferentsiaalvõrandite süsteemi x′(t) = f1(t, x, y)

y′(t) = f2(t, x, y)

 ,

algtingimustega  x(t0) = x0

y(t0) = y0

 .

1. Viimase saab vektorkujul kirjutada järgmiselt:

Y ′(t) = F (t, Y ), Y (t0) = Y0.

Siinjuures Y ja F on kaherealised vektorfunktsioonid.

2. Vektorfunktsiooni saab kirja panna näiteks järgmiselt (Y on siin kaherealine vektor):

de f F(Y, t ) :

y1 = . . .

y2 = . . .

return np . array ( [ y1 , y2 ] ) #vä l j und ik s on kahe r e a l i n e vektor

3. Valime osalõigu [a, b], milles ülesannet lahendame.

4. Valime osalõikude arvu N ∈ N, moodustame ühtlaselt paiknevad sõlmed

paberil arvutis

a = t0 < t1 < · · · < tN = b t = np.linspace( a , b , N+1 )

5. Otsime lähislahendit Y0, . . . , YN vastavalt sõlmedes t0, . . . , tN . Oluline on, et seekord kujutab

lahend Y endast 2× (N + 1)-mõõtmelist maatriksit

Y =

 x0 x1 x2 . . . xN

y0 y1 y2 . . . yN

 ,
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kus I reas on funktsiooni x = x(t) lähisväärtused ja II reas on funktsiooni y = y(t) lähis-

väärtused. Sel juhul Yi on maatriksi i-nda veeru elemendid.

6. Arvutis loome esiteks nullidega täidetud maatriksi

Y = np . zeros ( (2 , N+1) )

Seejärel anname I veeru elementidele nende algväärtused,

paberil arvutis

Y1,1 = x0 ja Y2,1 = y0 Y[ : , 0 ] = [ x0 , y0 ]

7. Leiame ülejäänud lähislahendid Y2, . . . , YN Euler'i meetodiga

Yi+1 = Yi + h · F(ti,Yi), i = 1, . . . ,N− 1.

Me täidame maatriksit Y veergude kaupa vasakult paremale. Arvestame, et me omistame

kogu veeru väärtused korraga.

Y[ : , i+1 ] = Y[ : , i ] + h∗F( Y[ : , i ] , t [ i ] )

Praktikumi ülesanded

1. Leidke lõigul [0, 20] (aastad 1900-1920) jäneste ja ilveste arvukus N = 32, 128, 512 korral.

2. Kandke ühele graa�kule jäneste ja ilveste arvukus. Koostage vähemalt üks graa�k (ilveste

või jäneste kohta), kus näeb tulemusi erinevate N väärtuste jaoks.

3. Koostage jäneste ja ilveste faasidiagramm (x-teljel on jäneste arv, y-teljel ilveste arv).
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