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7 Tala paindumine

Rajaülesaded on olulisel kohal materjalide omaduste ja oleku uurmisel. Üks ehitusmehaanika vald-

kondi on uurida plaatide ja talade kinnitusviise ja nende talumisvõimet pragudele ja koormistele,

sealhulgas erinevate materjalide jaoks. Kõike seda on odavam teha arvutis, kuna maksimaalsete

pingeta ja jõudude leidmisel ei pea olemasolevaid materjale ära lõhkuma.

Hüppelaud on tore kuni te ei kasuta seda paadi asemel

7.1 Euler'i-Bernoull'i mudel

Horisontaalse tala painet (Euler'i-Bernoull'i mudel) kirjeldab lihtsamal juhul järgmine 4. järku

diferentsiaalvõrrand (vt. [1]):

E · I · y′′′′
(t) = f(x). (7.1)

• y(x) näitab keha nihkumist tasakaaluasendist (meetrites) kohal x.

• E on tala materjali elastsusmoodul ehk Young'i moodul.

• I on ristlõike inertsimoment.

• f(x) on talale mõjuv välisjõud koos tala enda kaaluga ühe pikkusühiku kohta.

• Rajatingimused

y(0) = y
′
(0) = y

′′
(L) = y

′′′
(L) = 0 (7.2)

tähendavad, et tala on vasakul otspunktis x = 0 jäigalt kinnitatud ja teises otspunktis x = L

vaba.

• L on tala pikkus meetrites.
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7.2 Harilik diferentsmeetod rajaülesande lahendamiseks

Kui f(x) = f
′
(x) = 0, siis kehtib järgmine O(h2)-järku valem:

f
′′′′
(x+ h) ≈

16 · f(x+ h)− 9 · f(x+ 2h) + 8
3 · f(x+ 3h)− 1

4 · f(x+ 4h)

h4
. (7.3)

Märkus 7.1

Kui f
′′
(x) = f

′′′
(x) = 0, siis kehtivad järgmised O(h2)-järku valemid:

f
′′′′
(x+ h) ≈ −28 · f(x) + 72 · f(x+ h)− 60 · f(x+ 2h) + 16 · f(x+ 3h)

17h4
, (7.4)

f
′′′′
(x+ h) ≈ 72 · f(x)− 156 · f(x+ h) + 96 · f(x+ 2h)− 12 · f(x+ 3h)

17h4
. (7.5)

Märkus 7.2

1. Asendades neljanda tuletise O(h2)-järku diferentsvalemiga

y
′′′′
(x) ≈ y(x− 2h)− 4 · y(x− h) + 6 · y(x)− 4 · y(x+ h) + y(x+ 2h)

h4
,

saame võrrandite süsteemi

yi−2 − 4yi−1 + 6yi − 4yi+1 + yi+2 =
h4

E · I
f(xi), i = 2, . . . ,N− 2.

Kuna y0 = 0 on antud rajatingimustest, siis peame veel lisama kolm võrrandit, et meil tekiks

N võrrandit ja N tundmatut (y1, . . . , yN ). Tingimusel y0 = 0 ja y′0 = 0 kehtib punktis x1

võrrand

16y1 − 9y2 +
8

3
y3 −

1

4
y4 =

h4

E · I
f(x1).

Kahes viimases punktis xN−1 ja xN saab rajatingimuste y′′(xN ) = 0 ja y′′′(xN ) = 0 kehtides

ebasümmeetriliste diferentsvalemite abil välja kirjutada kaks viimast võrrandit:

16yN−3 − 60yN−2 + 72yN−1 − 28yN = 17
h4

E · I
f(xN−1),

−12yN−3 + 96yN−2 − 156yN−1 + 72yN = 17
h4

E · I
f(xN ).

2. Tootud võrranditest moodustame lineaarvõrrandite süsteemi

A · y = F,

kus y = (y0, y1, . . . , yN )T , F on vastava süsteemi vabaliige ja A on ((N + 1) × (N + 1))-

mõõtmeline ruutmaatriks. Siin on juba arvesse võetud, et y0 = 0,
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.

Arvutis peame tüüpiliselt kõigile vektoritele ja maatriksitele reserveerima mälu.

A = np . z e r o s ( ( N+1 , N+1 ) ) # süsteemi Ay=F maatr iks

F = np . z e r o s ( N+1 ) # süsteemi Ay=F v a b a l i i g e

3. Täidame maatriksi A ja vabaliikme F õigete väärtustega. Paneme tähele, et meil on nullist

erinev vaid peadiagonaal ja tema kaks kõrvaldiagonaali. Näiteks,

A[ 0 , 0 ] = 1 # esimene võrrand on y(0)=0

A[ 1 , 1 : 5 ] = [ 16 , −9 , 8/3 , −1/4 ]

4. Kasutame Pythoni vahendeid, et lahendada süsteem Ay = F ,

7.3 Praktikumi ülesanne

Olgu 2 meetri pikkune hüppelaud tehtud harilikust ebatsuugast (ingl k. Douglas �r, Oregon pine).

Ebatsuuga tihedus on u. 480 kg/m3, Young'i moodul tuleb siis

E = 1.3 · 1010 paskalit (N/m2).

Hüppelaua ristlõike inertsimoment on

I =
w · d3

12
,

kus w on laua laius ja d on laua paksus meetrites. Konkreetselt, olgu laius 40 cm ja paksus 2 cm.

Me alustame olukorrast, kus hüppelauale mõjub ainult tema endaga seotud jõud (N/m) suu-

rusega

f(x) = −480 · g · w · d,

kus g = 9.81 m/s2 on raskuskiirendus. Sellise igava olukorra jaoks on võrdlemiseks olemas ka

täpne aga suhteliselt igav lahend

y(x) =
−480 · g · w · d

24 · E · I
x2 · (x2 − 4 · L · x+ 6 · L2).

Leidke ülesande lahend N = 10 ·2k (k = 1, 2, . . . , 8) korral. Võrrelge tulemusi täpse lahendiga.

Millise k väärtuse korral on viga kõige väiksem ja millise korral kõige suurem ning mis võiks olla

sellise käitumise põhjus?
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