Marek Kolk, Kaido Litt, Diferentsiaalvorrandite numbriline lahendamine, Tartu Ulikool, 2018.

8 Tala paindumine (jitk)

8.1 Praktikumi iilesanne

Olgu 2 meetri pikkune hiippelaud tehtud harilikust ebatsuugast (ingl k. Douglas fir, Oregon pine).
Ebatsuuga tihedus on u. 480 kg/m3, Young’i moodul tuleb siis

E =1.3-10'" paskalit (N/m?).

Hiippelaua ristloike inertsimoment on
w - d?
12

kus w on laua laius ja d on laua paksus meetrites. Konkreetselt, olgu laius 40 cm ja paksus 2 cm.

I =

Meie rutiinset t66d segab nooruke 150 kg kaaluv tsirkuse gorilla,

Foto allikas: Dragoart.com

kes otsustab suurest uudishimust hiippelaua lahtises otsas all olevat vett uudistada (iitleme, et

tema kéipakesed hoivavad viimased 30 cm lauast). Meie jaoks tdhendab see joufunktsiooni f:

0 ,0<z < 1.7
flx)=-480-g -w-d —
%-g 1.7 <2 <2

1. Kukub voi el kuku ?

2. Kuidas muutub olukord, kui hiippelaua laiust voi siis hoopis laua paksust suurendatakse

kaks korda? Kummal juhul paindub hiippelaud vihem?

9 Vikerkaare mudel

Vikerkaar on inimkonda alati roomustanud oma kirevate virvidega ning pikka aega on juureldud
vikerkaare tekkimise pohjuste iile. On tdhelepanuvidrne, et iikski looduslik vikerkaar ei ole sama-
sugune, monikord puuduvad néiteks punane voi sinine toon, monikord kollane riba on palju laiem
kui roheline, monikord vastupidi jne. Samuti ei ole eri vikerkaarte laiused iihesugused. Teoreetili-
selt on seda proovinud seletada néiteks Potter, Descartes, Huygens, Newton, Young jt. Osutub,

et koik need erinevused eri vikerkaarte vahel tulenevad valguse difraktsiooni ndhtusest.



Foto allikas: Wikipedia

9.1 Airy’ difraktsiooni mudel

Vikerkaare matemaatilise kirjelduse andis inglise matemaatik ja astronoom George Biddell Airy
(1801-1892) (vt. [1]-[4]) oma 1836. aastal ilmunud difraktsiooni alases t66s. Antud teooriaga on

seotud Airy’ diferentsiaalvorrand

1

y —x'y=0, (9.1)
e lahendi y ruudu %2 abil saab arvutada kindla virvuse intensiivsust (v6i laine amplituudi).

e Vorrandi (9.1) iitheks lahendiks on Airy’ funktsioon, mida nimetatakse ka vikerkaare integ-

1T 3
Ai(z) = %/cos (m't-i-g) dt.
0

Airy arvestas oma mudelis vihmapiisa raadiust r, valguse lainepikkust A ja Péikese, vihmapiisa

raaliks

ning vaatleja vahelist nurka 6. Nendest parameetritest s6ltub Airy’ funktsiooni argument z. Sel

juhul néiteks (skaleeritud) intensiivsus avaldub valemiga

,

4 (3 x-2\"* 6-0,
I 9 = 2 9 9 = — - . .
oy =N o-3(Sp) I
kus 6y = 42 kraadi punase valguse jaoks (pohivikerkaares) ja violetse valguse jaoks 0y = 40. Kui
valguslaine siseneb vihmapiiska, siis osa valgust ldheb sealt otse 14bi, aga osa valgust murdub

erinevate nurkade all ning véljub piisast mingis punktis.

§ e

5 Supeﬁn} merary e

Light sky under

mary rai

Fotode allikas: Wikipedia ja http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/

Vaatleja silm nédeb vikerkaart, kui Péikese, vihmapiisa ja vaatleja vaheline nurk on u. 42 kraadi,

suurema nurga puhul - 51 kraadi - néeb ta teist (nérgemat) vikerkaart.


http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/
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Fotode allikas: http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/

Airy’ funktsiooni ruudu Ai? koige parempoolne ,sammas” on seotud pohivikerkaare virvuse
intensiivsusega. See on suurem kui jirgmise, sama tooni, alamsamba intensiivsus jne. Erineva
lainepikkusega valguse korral voivad samba laiused olla erinevad, mistottu varvid voivad omavahel

kohti vahetada voi siis valguste liitumisel on ndha ainult valge valgus.

A3Tsus3ur

Parempoolse foto allikas: 3]

Airy’ mudel oli iiks esimesi, mis teatud juhtudel kirjeldas vikerkaare tekkimist viiga tépselt.
Ometigi ei osutunud mudel péris 16puni téielikuks, ennekdike just viga viikeste vihmapiiskade

korral. Kaasajal kasutatakse Airy’ mudeliga koos néiteks Mie’ taiendusi.

9.2 Loplike elementide meetod rajaiilesande lahendamiseks

1. Valime 16igus [a, b] iihtlaselt paiknevad n + 2 solme z1,..., 2y 42, h = g;ﬁ.

2. Valitud solmede abil moodustame n + 2 lineaarset baassplaini (katusfunktsiooni)

To—T = [xl 582] Int27T g o [CC i1, +2]
¢1($) _ h ) ) : ¢n+2(l‘) _ h ) n+1,+4n 7
0 y L ¢ [xlaxQ] 0 , ¢ [$n+17$n+2]
=L x e [wion, a)
¢l(x): w ,Z'G[l‘i,xi_,_ﬂ , 1=2,....,n+1.
0 T ¢ (i1, ]

3. Lahislahendit otsime lineaarse splaini kujul

n+2

Yn(z) = ch ) Qf)](m)

J=1


http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/

4. Tundmatute kordajate cy, ..., cp+2 leidmiseks kasutame Galjorkin’i meetodit. Parast 1&his-

9.3

lahendi y, asendamist meie esialgsesse vorrandisse, saame kordajate cq, ..., ch42 leidmiseks
jargmise siisteemi:

"

a1 =yla)
n+2 b b
Z /s'qﬁi(s)~¢j(s)ds+/¢;(s)-¢;(s)ds g =0, i=2,...,n+1
J=1 \q a
L Cn+4-2 :y(b)

Viimase saame pérast teisendusi kirjutada kujul A -c = F, kus

1 0 0 0 O 0 0 c1 y(a)
as1 age asz 0 0 0 0 co 0
0O azy azz azgs O 0 0 c3 0
0 0 a43 ag4 ags 0 0 C4 = 0 ,
0O 0 0 0 0 - Gntintl Gntint2 Cn+1 0
o o o o o0 -- 0 1 Cn42 y(b)

kus 3-realise ribamaatriksi A nullist erinevad litkmed avalduvad valemitega

L. h'wi—l h2 1 L. 4-h-$i—h2 2 L. h-l‘i_;,_l h2 1
A —1) = — = A =1+ A 1)=—-—--F+———.
(i,i—1) 5 —1—12 = (i,17) 5 +h, (i,i+1) 6 57

. Lahendame siisteemi A - ¢ = F' horedate maatriksite kisu abil.

Praktikumi iilesanne

. Lahendada Airy’ vorrand l6plike elementide meetodiga 16igul = € [—15, 5] rajatingimustega

y(—15) = 0.278, y(5) = 0.

. Koostada lahislahendi funktsioon

n—+2

(@) =) cj - ().

j=1

. K&ik jargnevad iihikud tuleb teisendada meetriteks. Olgu vihmapiisa raadius 0.1 mm. Arvu-

tame valguse (skaleeritud) intensiivsuse punase virvuse jaoks A = 700 nm, rohelise virvuse

jaoks A = 500nm ja violetse varvuse jaoks A = 400 nm,

1(6) = A*(£(9)),
kus Airy’ funktsiooni A: rollis on meie leitud l&hilahend y, ja

4 /3-x-r2\% 9—0,
20 180




Siin 6 on nurk Paikese, vihmapiisa ja vaatleja vahel (kraadides). Punase valguse jaoks 6y =

42, rohelise jaoks 6y = 41 ja violetse jaoks 6y = 40.

4. Teha graafikud koigi kolme tooni jaoks.

Viited
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