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Sirge sihivektor, tasandi riht

Olgu I mingi sirge eukleidilises ruumis E. Fikseerime sirgel kaks erinevat
punkti A # B, A, B € . Moodustame vektori AB — 5. Vektorit &
nimetatakse kas sirge sihivektoriks. Tahtis, et § on nullvektorist erinev
vektor. Sirge suvaline nullvektorist erinev vektor on sirge sihivektor.
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Sirge sihivektor, tasandi riht

Olgu I mingi sirge eukleidilises ruumis E. Fikseerime sirgel kaks erinevat

punkti A # B, A, B € . Moodustame vektori AB — 5. Vektorit &
nimetatakse kas sirge sihivektoriks. Tahtis, et § on nullvektorist erinev
vektor. Sirge suvaline nullvektorist erinev vektor on sirge sihivektor.

Kolmem&&tmelises eukleidilises ruumis E3 kehtib:
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Sirge sihivektor, tasandi riht

Olgu I mingi sirge eukleidilises ruumis E. Fikseerime sirgel kaks erinevat
punkti A # B, A, B € . Moodustame vektori AB — 5. Vektorit &
nimetatakse kas sirge sihivektoriks. Tahtis, et § on nullvektorist erinev
vektor. Sirge suvaline nullvektorist erinev vektor on sirge sihivektor.

Kolmemddtmelises eukleidilises ruumis E3 kehtib: kolm erinevat punkti
A, B, C sellised, et nad koik korraga ei asu uhisel sirgel, iiheselt
maaravad tasandit, so leidub iiks ja ainult tiks tasand, mis labib punkte
A B,C.
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Sirge sihivektor, tasandi riht

Olgu I mingi sirge eukleidilises ruumis E. Fikseerime sirgel kaks erinevat
punkti A # B, A, B € . Moodustame vektori AB — 5. Vektorit &
nimetatakse kas sirge sihivektoriks. Tahtis, et § on nullvektorist erinev
vektor. Sirge suvaline nullvektorist erinev vektor on sirge sihivektor.

Kolmemddtmelises eukleidilises ruumis E3 kehtib: kolm erinevat punkti
A, B, C sellised, et nad koik korraga ei asu uhisel sirgel, iiheselt
maaravad tasandit, so leidub iiks ja ainult tiks tasand, mis labib punkte
A, B, C Vaatleme kas 2-md&tmelist ruumi E? (tasand) véi tasandit, mis
asub 3-mddtmelises ruumis E3. Fikseerime tasandil kolm (erinevat)
punkti A, B, C nii, et nad koik ei asu ihisel sirgel. Moodustame kaks
vektorit €1 = AB,é; = A
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Sirge sihivektor, tasandi riht

Olgu I mingi sirge eukleidilises ruumis E. Fikseerime sirgel kaks erinevat
punkti A # B, A, B € . Moodustame vektori AB — 5. Vektorit &
nimetatakse kas sirge sihivektoriks. Tahtis, et § on nullvektorist erinev
vektor. Sirge suvaline nullvektorist erinev vektor on sirge sihivektor.

Kolmemddtmelises eukleidilises ruumis E3 kehtib: kolm erinevat punkti
A, B, C sellised, et nad koik korraga ei asu uhisel sirgel, iiheselt
maaravad tasandit, so leidub iiks ja ainult tiks tasand, mis labib punkte
A, B, C Vaatleme kas 2-md&tmelist ruumi E? (tasand) véi tasandit, mis
asub 3-mddtmelises ruumis E3. Fikseerime tasandil kolm (erinevat)
punkti A, B, C nii, et nad koik ei asu ihisel sirgel. Moodustame kaks

vektorit €; = AB,és = 1@ On ilmne, et vektorid ei ole kollineaarsed.

Definitsioon

Vektorsiisteemi {€7, &>}, mis koosneb tasandi kahest mittekolineaarsest
vektorist, nimetatakse kas tasandi rihiks v3i tasandi baasiks (vt joonis).
Vektoreid €7, € nimetatakse baasivektoriteks.
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Ortonormeeritud baas

Definitsioon

Vektorsiisteemi {€71, €2, €3}, mis koosneb 3-mddtmelise eukleidilise ruumi
E? kolmest mittekomplanaarsest vektorist, nimetatakse 3-mé&&tmelise
eukleidilise ruumi baasiks ja vektoreid €71, €5, €3 nimetatakse
baasivektoriteks.
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Ortonormeeritud baas

Definitsioon

Vektorsiisteemi {€71, €2, €3}, mis koosneb 3-mddtmelise eukleidilise ruumi
E? kolmest mittekomplanaarsest vektorist, nimetatakse 3-mé&&tmelise
eukleidilise ruumi baasiks ja vektoreid €71, €5, €3 nimetatakse
baasivektoriteks.

Erijuhul, kui baasivektorid rahuldavad kahte tingimust:
@ kaoik baasivektorid on tihikvektorid,
@ baasivektorid on paarikaupa risti (otrogonaalsed),

siis baasi nimetatakse kas ortonormeeritud baasiks voi ristbaasiks.
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Ortonormeeritud baas

Definitsioon

Vektorsiisteemi {€71, €2, €3}, mis koosneb 3-mddtmelise eukleidilise ruumi
E? kolmest mittekomplanaarsest vektorist, nimetatakse 3-mé&&tmelise
eukleidilise ruumi baasiks ja vektoreid €71, €5, €3 nimetatakse
baasivektoriteks.

Erijuhul, kui baasivektorid rahuldavad kahte tingimust:
@ kaoik baasivektorid on tihikvektorid,
@ baasivektorid on paarikaupa risti (otrogonaalsed),

siis baasi nimetatakse kas ortonormeeritud baasiks v3i ristbaasiks. Seega
tasandi E? korral baas {€1, >} on ortonormeeritud, kui
€1 = |62 =1, & L és.

Analoogiliselt 3-md6tmelises ruumis ortonormeeritud baasi baasivektorid
rahuldavad
|€1‘ = |€2| = |€3| = 1, el 1 €92 1 €3.
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Reeperi moiste

Koordinaadisiisteemi moiste on vaga tahtis analuitilises geomeetrias.
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Reeperi moiste

Koordinaadisiisteemi moiste on vaga tahtis analuitilises geomeetrias.
Koordinaadisiisteemide klassi voib jaotada kaheks suureks alamklassiks:

@ sirgjoonelised koordinaadislisteemid,

@ koverjoonelised koordinaadististeemid.
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Reeperi moiste

Koordinaadististeemi moiste on vaga tahtis analliitilises geomeetrias.
Koordinaadisiisteemide klassi voib jaotada kaheks suureks alamklassiks:

@ sirgjoonelised koordinaadislisteemid,
@ koverjoonelised koordinaadististeemid.

Kui koordinaadisiisteem kuulub sirgjooneliste koordinaadisiisteemide
klassi, siis selle koordinaatteljestik koosneb kolmest erinevast sirgest, mis
Iabivad punkti O (koordinaadisiisteemi alguspunkt) ja nad kdik korraga ei
asu ihisel tasandil. Sirged on koordinaatteljed, st abstsiss telg (X-telg),
ordinaattelg (Y-telg) ja aplikaattelg (Z-telg).

Analtiitilises geomeetrias sirgjoonelise koordinaadististeemi
konstrueerimiseks kasutatakse reeperit.
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Reeperi moiste

Koordinaadististeemi moiste on vaga tahtis analliitilises geomeetrias.
Koordinaadisiisteemide klassi voib jaotada kaheks suureks alamklassiks:

@ sirgjoonelised koordinaadislisteemid,
@ koverjoonelised koordinaadististeemid.

Kui koordinaadisiisteem kuulub sirgjooneliste koordinaadisiisteemide
klassi, siis selle koordinaatteljestik koosneb kolmest erinevast sirgest, mis
Iabivad punkti O (koordinaadisiisteemi alguspunkt) ja nad kdik korraga ei
asu ihisel tasandil. Sirged on koordinaatteljed, st abstsiss telg (X-telg),
ordinaattelg (Y-telg) ja aplikaattelg (Z-telg).

Analtiitilises geomeetrias sirgjoonelise koordinaadististeemi
konstrueerimiseks kasutatakse reeperit. Lihtsustades, vGime reeperit
esitada jargmiselt

ruumi fikseeritud punkt + ruumi baas (vektorsiisteem)
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Reeper

Niiiid anname range definitsiooni. Tasandi E? korral reeperit defineerime
jargmiselt:

Definitsioon

Ruumi E? (tasand) reeperiks nimetatakse paari [O; {€},€2}], kus O on
tasandi fikseeritud punkt ja {€7, €5} on tasandi baas. Punkti O
nimetatakse reeperi alguspunktiks. Kui baas on ortonormeeritud, siis
reeperit nimetatakse ristreeperiks.
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Reeper

Niiiid anname range definitsiooni. Tasandi E? korral reeperit defineerime
jargmiselt:

Definitsioon

Ruumi E? (tasand) reeperiks nimetatakse paari [O; {€},€2}], kus O on
tasandi fikseeritud punkt ja {€7, €5} on tasandi baas. Punkti O
nimetatakse reeperi alguspunktiks. Kui baas on ortonormeeritud, siis
reeperit nimetatakse ristreeperiks.

Ruumi E3 korral reeperit defineeritakse sarnaselt:

Definitsioon

Ruumi E3 reeperiks nimetatakse paari [O; {€1, €2, €3}], kus O on ruumi
fikseeritud punkt ja {€1, €, €5} on ruumi baas. Punkti O nimetatakse
reeperi alguspunktiks. Kui baas on ortonormeeritud, siis reeperit
nimetatakse ristreeperiks.
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Reeper tekitab ruumis koordinaatteljestikku

Kuidas reeper tekitab koordinaatteljestikku?
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Reeper tekitab ruumis koordinaatteljestikku

Kuidas reeper tekitab koordinaatteljestikku?

Reeperi alguspunkt O ja baasi esimene baasivektor ¢ liheselt maaravad
sirget [1, mis labib punkti O ja €, on tema sihivektor. See on
koordinaatteljestiku esimene telg, so abstsiss telg voi X-telg. Abstsiss
telje positiivne suund on maaratatud baasivektori €7 suunaga.
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Reeper tekitab ruumis koordinaatteljestikku

Kuidas reeper tekitab koordinaatteljestikku?

Reeperi alguspunkt O ja baasi esimene baasivektor ¢ liheselt maaravad
sirget [1, mis labib punkti O ja €, on tema sihivektor. See on
koordinaatteljestiku esimene telg, so abstsiss telg voi X-telg. Abstsiss
telje positiivne suund on maaratatud baasivektori €7 suunaga.

Analoogiliselt baasivektorid €5, €3 maaravad sirgeid Is, I3, mis labivad
alguspunkti O ja baasivektorid on sirgete sihivektorid. Need on
ordinaattelg (Y-telg) ja aplikaattelg (Z-telg).
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Kollineaarsuse piisav ja tarvilik tingimus

Teoreem

Olgu @, b vektorid (kas tasandi véi ruumi vektorid). Vektorid a, b on
kollineaarsed vektorid parajasti sii, kui leiduvad reaalarvud o, 3 sellised, et
nad ei ole korraga nullid ja kehtib vérdsus

ad+Bb=0. (1)

Toestus. Tarvilikus:
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Kollineaarsuse piisav ja tarvilik tingimus

Teoreem

Olgu @, b vektorid (kas tasandi véi ruumi vektorid). Vektorid a, b on
kollineaarsed vektorid parajasti sii, kui leiduvad reaalarvud o, 3 sellised, et
nad ei ole korraga nullid ja kehtib vérdsus

ad+Bb=0. (1)

Toestus. Tarvilikus: kollineaarsed = kehtib (1). Kui vdhemalt iiks
vektor on nullvektor (definitsiooni kohaselt sellisel juhul vektorid on
kollineaarsed), nt b =0, siis leiduvad reaalarvud a, 3 sellised, et kehtib
(1). T&epoolest sellisel juhul vétame a = 0 ja 5 on suvaline nullist erinev
arv.
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Kollineaarsuse piisav ja tarvilik tingimus

Teoreem

Olgu @, b vektorid (kas tasandi véi ruumi vektorid). Vektorid a, b on
kollineaarsed vektorid parajasti sii, kui leiduvad reaalarvud o, 3 sellised, et
nad ei ole korraga nullid ja kehtib vérdsus

ad+Bb=0. (1)

Toestus. Tarvilikus: kollineaarsed = kehtib (1). Kui vdhemalt iiks
vektor on nullvektor (definitsiooni kohaselt sellisel juhul vektorid on
kollineaarsed), nt b =0, siis leiduvad reaalarvud a, 3 sellised, et kehtib
(1). T&epoolest sellisel juhul vétame a = 0 ja 5 on suvaline nullist erinev
arv.

Seega iildsust kitsendamata eeldame, et @ # 0, 57& 0. Vétame

0 o= |I;| B = |d|, kui vektorid on vastassuunalised, st @ 1 b,

® a= |E| B = —|d|, kui vektorid on samasuunalised, st @ 11 b,
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Tarvilikus

Moodustame vektorite lineaarkombinatsiooni

-,

b|@+ |ab, (@tlb),

ja

=
S

(@t o).

Ql
|
N
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Tarvilikus

Moodustame vektorite lineaarkombinatsiooni

bl +alb, (@1b),
ja . . .
Bla—|alb, (@1,
Naitame, et |b| @+ |@| b (@ 1/ b) on nullvektor. Arvutame selle vektori

pikkuse. Kasutame kollineaarsete vastassuunaliste vektorite pikkuse
arvutamise valemit
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Tarvilikus

Moodustame vektorite lineaarkombinatsiooni
bl + |a|b, (a14b),

ja . . .
Bld—[alb, (attb).

Naitame, et |b| @+ |@| b (@ 1/ b) on nullvektor. Arvutame selle vektori
pikkuse. Kasutame kollineaarsete vastassuunaliste vektorite pikkuse
arvutamise valemit

P+ =|lp—1d], Pl q

Seega . . . .
|Ibl @+ |a] b] = |1b]|a@| — |a]b]| = 0.

Seega |b| @+ |a@|b = 0.

samasuunalised.

Analoogiliselt naitame, kui vektorid on
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Piisavus

Piisavus: kehtib vdrdus (1) = kollineaarsus.
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Piisavus

Piisavus: kehtib vdrdus (1) = kollineaarsus. Kuna vahemalt iiks arv on
nullist erinev, eeldame 3 # 0. Sellisel juhul valemi (1) kirjutame
jargmiselt

- a

b=——a.

g

Vektori korrutamise arvuga definitsioonist jareldub, et @ ja b on
kollineaarsed vektorid.

Jareldus

Kui vektorid a, b on kollineaarsed ja @+ 0, siis vektor b avaldub vektori a
kaudu, st leidub tiheselt maaratud reaalarv (3 selline, et b = (3 d.
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Piisavus

Piisavus: kehtib vdrdus (1) = kollineaarsus. Kuna vahemalt iiks arv on
nullist erinev, eeldame 3 # 0. Sellisel juhul valemi (1) kirjutame
jargmiselt

- a

b=——a.

g

Vektori korrutamise arvuga definitsioonist jareldub, et @ ja b on
kollineaarsed vektorid.

Jareldus

Kui vektorid @, b on kollineaarsed ja @+ 0, siis vektor b avaldub vektori a
kaudu, st leidub tiheselt maaratud reaalarv (3 selline, et b = (3 d.

Jareldus

Kui vektorid d, b on mittekollineaarsed, siis valem
ad+pBb=0,

kehtib siis ja ainult siis, kui o« = 0, f = 0.

Il loeng. Projektsioon. Baas ja reeper. Koordinaadid Analiiiitiline geomeetria



Projekteerimine ruumis E? (tasand)

Olgu I, I, tasandi E? mitteparalleelsed sirged, nende 13ikepunkti
tahistame O. Sirge [; sihivektorit tahistame &) ja vastavalt sirge o
sihivektorit tahistame 35.
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Projekteerimine ruumis E? (tasand)

Olgu I, I, tasandi E? mitteparalleelsed sirged, nende 13ikepunkti
tahistame O. Sirge [; sihivektorit tahistame &) ja vastavalt sirge o
sihivektorit tahistame 35.

Olgu antud tasandi mingi vektor @ € E?&)kendame vektorit @ punktist
O ja vastavat seotud vektorit tahistame OA. Projekteerime punkti A
sirgele [ paralleelselt sirgega o (vt joonis) ja punkti projektsiooni

tahistame A’. Moodustame vektori OA’.
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Projekteerimine ruumis E? (tasand)

Olgu I, I, tasandi E? mitteparalleelsed sirged, nende 13ikepunkti
tahistame O. Sirge [; sihivektorit tahistame &) ja vastavalt sirge o
sihivektorit tahistame 35.

Olgu antud tasandi mingi vektor @ € E2. Rakendame vektorit @ punktist
O ja vastavat seotud vektorit tihistame OA. Projekteerime punkti A
sirgele [ paralleelselt sirgega o (vt joonis) ja punkti projektsiooni
tahistame A’. Moodustame vektori OA’. Vektorit OA’ nimetatakse
vektori @ projektsioonivektoriks vektori §; sihile (paralleelselt sirgega I2)
ja tahistatakse Prg, d.

Definitsioon

Vektori @ projektsiooniks vektori 37 sihile (paralleelselt sirgega ls)
nimetatakse projektsioonivektori Prz @ pikkust margiga " +", kui
Prz @ 11 51 ja margiga "-", kui Prgz, @ 1] §1. Vektori @ projektsiooni
vektori 37 sihile tahistatakse prg, a.
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Projektsiooni omadus

Projektsioonivektoritel on vaga tahtsad omadused:

-, -

Prz,(@+b) = Prgd + Prz,b, Prz(a”a)=a-Przd,

kus o on arv. Seega vektori projektsioon sirge sihivektorile on
lineaarkujutus.
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Projektsiooni omadus

Projektsioonivektoritel on vaga tahtsad omadused:

Prs, (@ +b) = Prg,@ + Prg,b, Prs (a”a) = a- Prg,d,
kus o on arv. Seega vektori projektsioon sirge sihivektorile on
lineaarkujutus.Analoogilised omadused kehtivad vektori projektsiooni
korral

-,

prz, (@ +0b) = prg d+ prz b, prz, (a”a) = a-prgd

1
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Projektsiooni omadus

Projektsioonivektoritel on vaga tahtsad omadused:

Prs, (@ +b) = Prg,@ + Prg,b, Prs (a”a) = a- Prg,d,
kus o on arv. Seega vektori projektsioon sirge sihivektorile on
lineaarkujutus.Analoogilised omadused kehtivad vektori projektsiooni
korral

-,

prz, (@ +0) = prg d+ pr»ll_)»7 prz, (a”a) = a-prgd

Projektsooni erijuht: kui sirge I on risti sirgega [1, siis arvu prg d
nimetatakse vektori @ ristprojektsiooniks vektori s7 sihile.
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Projektsiooni omadus

Projektsioonivektoritel on vaga tahtsad omadused:

Prs, (@ +b) = Prg,@ + Prg,b, Prs (a”a) = a- Prg,d,
kus o on arv. Seega vektori projektsioon sirge sihivektorile on
lineaarkujutus.Analoogilised omadused kehtivad vektori projektsiooni
korral

-,

prz, (@ +0b) = prg, @+ prz, b, prz, (a~a) = a-prgd

Projektsooni erijuht: kui sirge I on risti sirgega [1, siis arvu prg d
nimetatakse vektori @ ristprojektsiooniks vektori s7 sihile.

Margime, et projektsioonivektor Prg, @ ja sirge [y sihivektor s1 on
kollineaarsed vektorid, st 51 ||Prz, @. Jarelikult kollineaarsuse tarvilikuse ja
piisavuse tingimusest jareldub, et projektsioonivektorit saab avaldada
sirge I; sihivektori kaudu, sest & # 0.
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Projektsiooni omadus

Projektsioonivektoritel on vaga tahtsad omadused:

Prs, (@ +b) = Prg,@ + Prg,b, Prs (a”a) = a- Prg,d,
kus o on arv. Seega vektori projektsioon sirge sihivektorile on
lineaarkujutus.Analoogilised omadused kehtivad vektori projektsiooni
korral

-,

prz, (@ +0b) = prg, @+ prz, b, prz, (a~a) = a-prgd

Projektsooni erijuht: kui sirge I on risti sirgega [1, siis arvu prg d
nimetatakse vektori @ ristprojektsiooniks vektori s7 sihile.

Margime, et projektsioonivektor Prg, @ ja sirge [y sihivektor s1 on
kollineaarsed vektorid, st 51 ||Prz, @. Jarelikult kollineaarsuse tarvilikuse ja
piisavuse tingimusest jareldub, et projektsioonivektorit saab avaldada
sirge [y sihivektori kaudu, sest §7 # 0. Naitame, et kehtib valem

1

Pr*la: H prglC_L" §1.

Il loeng. Projektsioon. Baas ja reeper. Koordinaadid Analiiiitiline geomeetria




NS
/Vat ozme eT_ /Jt/da/Se/ ah Vo’z«:/é’eo/ /ge/ﬁw,&g'z_

ol = lpe
/J/ peo b Al J,—;rww

[ A 4

B

pen ]
Na(ﬁma ezlb,/wma/ oh Agmagwméz:ec/

1 Kue Pm T'f'/s,,/ Sirs ﬁz_,a,70 /0, verTor
A e %-Z’T’f‘)@? o &4¢ ML ;,za %
ﬁ-/ﬂ, ’ - —-’ /Af/

7% A,,&‘fs. Vaey a<0/k Mm

AP S

Il loeng. Projektsioon. Baas ja reeper. Koordinaadid Analiiiitiline geomeetria



Avaldamine baasivektorite kaudu

1

Kasutades sihivektoriga 5 samasuunalist uhikvektorit €1 = B - 81

projektsioonivektori valemi kirjutame jargmiselt
Pre d = prz d-ée.
Erijuhul ristprojektsiooni korral kehtib prz @ = |@| cos Z(€1,d) ja

Prz, d = |d| cos Z(€1,q) - €.
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Avaldamine baasivektorite kaudu

Kasutades sihivektoriga 5 samasuunalist uhikvektorit €; = = - §}
projektsioonivektori valemi kirjutame jargmiselt

Pre d = prz d-ée.
Erijuhul ristprojektsiooni korral kehtib prz @ = |@| cos Z(€1,d) ja

Prz, d = |d| cos Z(€1,q) - €.

Teoreem

Kui {€1, €} on eukleidilise tasandi E? baas, siis tasandi suvaline vektor
d € E? avaldub baasivektorite ), €> kaudu

G=18 +yé,

kus lineaarkombinatsiooni kordajad x,vy on iiheselt maaratud ja
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Vektori koordinaadid

Toestatud teoreem on vaga tahtis. Teoreem naitab, et tasandi suvalist
vektorit @ saab avaldada baasivektorite kaudu, st

d:I€1+y52,

kus kordajad z,y on tiheselt maaratud.
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Vektori koordinaadid

Toestatud teoreem on vaga tahtis. Teoreem naitab, et tasandi suvalist
vektorit @ saab avaldada baasivektorite kaudu, st

i=x gl +y 527
kus kordajad x,y on tiheselt maaratud.

Definitsioon

Kordajaid z,y nimetatakse vektori @ koordinaatideks tasandi baasil
{€1, e}

Kui tasandi baas {€7, &5} on fikseeritud, siis jargnevas kasutame
kirjutusviisi @ = (z,y).
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Vektori koordinaadid

Toestatud teoreem on vaga tahtis. Teoreem naitab, et tasandi suvalist
vektorit @ saab avaldada baasivektorite kaudu, st

i=x gl +y 527
kus kordajad x,y on tiheselt maaratud.

Definitsioon

Kordajaid z,y nimetatakse vektori @ koordinaatideks tasandi baasil
{€1, e}

Kui tasandi baas {€7, &5} on fikseeritud, siis jargnevas kasutame
kirjutusviisi @ = (z,y). Kui @1 = (x1,y1),d2 = (22, y2), siis kehtivad
vektorite summa ja arvuga korrutise koordinaatide arvutamise valemid
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Vektori koordinaadid

Toestatud teoreem on vaga tahtis. Teoreem naitab, et tasandi suvalist
vektorit @ saab avaldada baasivektorite kaudu, st

i=x gl +y 527
kus kordajad x,y on tiheselt maaratud.

Definitsioon

Kordajaid z,y nimetatakse vektori @ koordinaatideks tasandi baasil
{€1, e}

Kui tasandi baas {€7, &5} on fikseeritud, siis jargnevas kasutame
kirjutusviisi @ = (z,y). Kui @1 = (x1,y1),d2 = (22, y2), siis kehtivad
vektorite summa ja arvuga korrutise koordinaatide arvutamise valemid

a) +dy = (v + 22,1 + 42), @ @y = (vx1,ayr).
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Summa ja korrutise valemid koordinaatides

Toepoolest kehtib

1 1 1 1

_a = —pr- a = —Dr= do.
Ty = ‘el|pfela17 v = |q2|pr62a1, T2 |g1|P 2,02, Y2 |€2|P 2,02
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Summa ja korrutise valemid koordinaatides

Toepoolest kehtib

1 1 1

T = ‘el|pfela17 Y1 = % |pr€2a1, To = |€1|P"g16_i2, Y2 = @Prgﬂz

Seega kasutades projektsiooni lineaarsust leiame, et vektorite summa
esimene koordinaat avaldub

1
|_,|prel(a1 +ds) = B |prela1—|— B |prela2 r1 + To,
ja teine
1 L 1 - 1 ~
5y Pl (@14 @2) = Zrpre, @+ opre, @ = Y1+ 02

Analoogiliselt nditame korrutise arvuga koordinaatide arvutamise valemit.
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Vektori koordinaatide valemid lihtsustavad, kui tasandi baas
{€1,€2} koosneb uihikvektoritest, st |€]| = |ea| = 1. Siis

T =prg -4, y=prg, - d.
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Vektori koordinaatide valemid lihtsustavad, kui tasandi baas
{€1,€2} koosneb uihikvektoritest, st |€]| = |ea| = 1. Siis

T =prg -4, y=prg, - d.

Erijuhul, kui tasandi baas on ristbaas, siis koordinaadid avalduvad
jargmiselt
x =|d| cos Z(a,€e1), y =|d| cos £(d,é).
Kui tahistame ¢ = £(a, €1),v = Z(a, é2), siis
x =|d| cosp, y =|d| costh, @ =|d| cosp - € + |d| cos - €.

_ 1
Arvestades, et ¢ + 1 = 7, leiame

a=|d| cosp- €+ |d| singp - és.

a = (|d| cosp €1, |d| sing ).

tiline geomeetria



Komplanaarsed vektorid

Teoreem

Olgu d, 5, ¢ vektorid 3-mé&tmelises ruumis. Vektorid @,b, ¢ on
komplanaarsed parajasti siis, kui kehtib

a-@+B-b+v-c=0,
kus reaalarvud o, B,y ei ole korraga nullid.

Tarvilikus:
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Komplanaarsed vektorid

Teoreem

Olgu d, b, € vektorid 3-mé6tmelises ruumis. Vektorid @, b, on

komplanaarsed parajasti siis, kui kehtib
a-@+B-b+v-c=0,

kus reaalarvud o, B,y ei ole korraga nullid.

Tarvilikus: Erijuhul, kui kaks vektorit on kollineaarsed, siis kogu kolmik
on komplanaarsed vektorid. Sellisel juhul teoreemi viide kehtib enne
tOestatud teoreemi tdttu (kollineaarsuse tarvilik ja piisav tingimus).
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Komplanaarsed vektorid

Teoreem

Olgu d, b, € vektorid 3-mé6tmelises ruumis. Vektorid @, b, on
komplanaarsed parajasti siis, kui kehtib

a-@+B-b+v-c=0,
kus reaalarvud o, B,y ei ole korraga nullid.

Tarvilikus: Erijuhul, kui kaks vektorit on kollineaarsed, siis kogu kolmik
on komplanaarsed vektorid. Sellisel juhul teoreemi viide kehtib enne
tOestatud teoreemi tdttu (kollineaarsuse tarvilik ja piisav tingimus).
Seega eeldame, et vektorid ei ole paarikaupa kollineaarsed. Kuna vektorid
@,b ei ole kollineaarsed, moodustame vastava tasandi baasi {@,b}. Enne
toestatud teoreemist jareldub, et selle tasandi suvalist vektorit saab
avaldada basivektorite @ ja b kaudu. Kuna vektorid on komplanaarsed,
vektor ¢ asub samal tasandil jac=x-d+ vy - b, seega

—ax-@—1y-b+&=0. Piisavus (iseseisvalt)
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Ruumi baas

Teoreem

Olgu {1, €, €} ruumi baas. Ruumi suvalist vektorit @ € E3 saab
avaldada baasivektorite kaudu jargmiselt

a=xe +yés+ zEes,

kus lineaarkombinatsiooni kordajad x, vy, z on liheselt maaratud ja neid
nimetatakse vektori @ koordinaatideks baasil {€,€s,€5}.

Toestus. Moodustame vektori @ projektsiooni baasivektori €7 sihile
paralleelselt baasivektorite €5, €3 tasandiga, projektsioonivektorit
tahistame Prz @ ja projektsiooni tahistame pr; d@. Analoogiliselt
moodustame vektori @ projektsioonivektorid baasivektorile €5 ja €3 sihile
ja tahistame Prg, @, Prg, d, ning projektsioonid pry, @, prz, d. Kehtib

a= Prgl a—+ Prg2 a—+ Pl’é‘3 a,

a= @prgl -e1+ @pré2 - ey + @prg3 - €3.
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Edaspidi kirjutame @ = (z,y, 2), kus z,y, z on vektori koordinaadid. Kui
a, = (z1,y1,21),d2 = (T2, Y2, 22), siis vektorite summa koordinaadid
avalduvad

a1+ do = (1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22).

Korrutise « - @ koordinaadid avalduvad
a-d=(azx,ay,az).
Ristbaasi korral kehtib

d = |d| cosy €1 + |d| cost €y + |d| cos x €3,

kus o = Z(d,e1),v = £(d, &), x = £(d,e3). Eespool antud valemi
voime kirjutada kujul

a = (|| cos g, |d| cos,|d| cosx).

Orientatsiooni mdiste.
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Edaspidi kirjutame @ = (z,y, 2), kus z,y, z on vektori koordinaadid. Kui
a, = (z1,y1,21),d2 = (T2, Y2, 22), siis vektorite summa koordinaadid
avalduvad

a1+ do = (1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22).

Korrutise « - @ koordinaadid avalduvad
a-d=(azx,ay,az).
Ristbaasi korral kehtib

d = |d| cosy €1 + |d| cost €y + |d| cos x €3,

kus o = Z(d,e1),v = £(d, &), x = £(d,e3). Eespool antud valemi
voime kirjutada kujul

a = (|| cos g, |d| cos,|d| cosx).

Orientatsiooni maiste.Olgu antud tasandi E? reeper [O; {1, €2}].
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Orientatsiooni moiste

Rakendame vektoreid €, & punktist O ja olgu OA, OB vastavad
rakendatud vektorid. Hakkame poorama esimest rakendatud vektorit
OA iimber rakenduspunkti O liilhemat teed pidi rakendatud vektorini OB
ja kui see toimub kella osuti lilkumise suunale vastupidises suunas (samas
suunas) (vt vt joonis), siis deldakse, et reeperi {O; €1, €>} orientatsioon
on parema kae (vasaku kie) orientatsioon ja repeerit nimetatakse parema

kde (vasaku kae) reeperiks.
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Orientatsiooni moiste

Rakendame vektoreid €, & punktist O ja olgu OA, OB vastavad
rakendatud vektorid. Hakkame poorama esimest rakendatud vektorit
OA iimber rakenduspunkti O liilhemat teed pidi rakendatud vektorini OB
ja kui see toimub kella osuti lilkumise suunale vastupidises suunas (samas
suunas) (vt vt joonis), siis deldakse, et reeperi {O; €1, €>} orientatsioon
on parema kae (vasaku kie) orientatsioon ja repeerit nimetatakse parema
kde (vasaku kde) reeperiks. Olgu ruumis antud reeper [O; {€}, &2, €3}].
Rakendame baasivektoreid alguspunktist O ja olgu OA,OB,OC
vastavad rakendatud vektorid. Kui esimese rakendatud vektori OA pdore
(iimber rakenduspunkti O) liihemat teed pidi rakendatud vektorini OB
jalgituna rakendatud vektori OC' I8pp-punktist toimub kella osuti
litkumise suunale vastupidises suunas, siis oeldakse, et reeperi

orientatsioon on parema kae orientatsioon ja reeperit ruumis nimetatakse
parema ke reeperiks (vt joonis). Mainime, et ruumis on kaks
orientatsiooni.
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Olgu ruumis E antud reeper ja P ruumi E suvaline punkt. Vektorit
= &% nimetatakse punkti P kohavektoriks. Kui P on tasandi punkt,
siis eespool toestatud teoreemist jareldub, et

F=x€ +yéy7=(r,y)

kus x,y on vektori 7 koordinaadid baasil {€1, é>}. Tasandi punkti P
koordinaadid on x, ¥, st punkti kohavektori 7 koordinaadid ja kirjutatakse
P(z,y). Analoogiliselt ruumi punkti P korral kehtib

T?ZO?ZZ‘@H-I-Z/@B-FZ@Z},

ja x,y, z nimetatakse punkti P koordinaatideks ja kirjutame ¥ = (z,y, z)
ja P(x,y,z). Kui on antud ruumi kaks punkti P(z1,y1,21), Q(z2, y2, 22),

siis vektori F@ koordinaadid avalduvad jargmiselt

@ = (952 —T1,Y2 —Y1,22 —Zl)-

Kui vektorit @ = (a1, aq, as) rakendame punktist P(x1,y1, 21), siis seotud
vektori PQ |5pp-punktid koordinaadid on Q(z + a1,y + ag, z + a3).
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Olgu antud 18igu otspunktid P(z1,y1, 21), R(x2,y2, 22). Tuleb leida 18igu
punkt Q(z,y, z) nii, et @ jaotab I8igu PR suhtes % kus A > 0, > 0.
Punkti @ koordinaadid avalduvad jargmiselt (vt Tdestus):

Q(

P+ AT oy + A yo le+)\22)
Ap 7 AN+p T A+ 7
Tasandi teine koordinaadisiisteem, mida jargnevas kasutame, on

polaarkoordinaadisiisteem. Polaarkoordinaadisiisteem on taielikult
maaratud, kui on antud
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Olgu antud 18igu otspunktid P(z1,y1, 21), R(x2,y2, 22). Tuleb leida 18igu
punkt Q(z,y, z) nii, et @ jaotab I8igu PR suhtes % kus A > 0, > 0.
Punkti @ koordinaadid avalduvad jargmiselt (vt Tdestus):

Q(

P+ AT oy + A yo le+)\22)
Ap 7 AN+p T A+ 7
Tasandi teine koordinaadisiisteem, mida jargnevas kasutame, on

polaarkoordinaadisiisteem. Polaarkoordinaadisiisteem on taielikult
maaratud, kui on antud

@ punkt O (nimetatakse pooluseks);
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Olgu antud 18igu otspunktid P(z1,y1, 21), R(x2,y2, 22). Tuleb leida 18igu
punkt Q(z,y, z) nii, et @ jaotab I8igu PR suhtes % kus A > 0, > 0.
Punkti @ koordinaadid avalduvad jargmiselt (vt Tdestus):

P+ AT oy + A yo le+)\22)
Ap 7 AN+p T A+ 7
Tasandi teine koordinaadisiisteem, mida jargnevas kasutame, on

polaarkoordinaadisiisteem. Polaarkoordinaadisiisteem on taielikult
maaratud, kui on antud

Q(

@ punkt O (nimetatakse pooluseks);
@ punktist O ldhtuv kiir [ (nimetatakse polaarteljeks).

Kui P on tasandi suvaline punkt, siis selle polaarkoordinaadid on (7, ¢)
(vt joonis), kus r on 18igu OP pikkus, st r = |OP)|, ja ¢ on nurk, mida
md&odetakse kiirest [ vastu paeva. Esimest koordinaati r nimetatakse
polaarraadiuseks ja teist koordinaati ¢ nimetatakse polaarnurgaks.
Mainime, et polaarnurk erineb vektorite vahelisest nurgast, sest
polaarnurga mdiste kasutab tasandi orientatsiooni (¢ mdnikord
nimetatakse orienteeritud nurgaks).
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Polaarkoordinaadid

Koordinaadisiisteemi printsiip (punktid liks-iiheses vastavuses
arvupaaridega) on rikutud kahes aspektis. Esiteks, kui punkt on poolus,
siis polaarnurk ei ole maaratud.
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Polaarkoordinaadid

Koordinaadisiisteemi printsiip (punktid liks-iiheses vastavuses
arvupaaridega) on rikutud kahes aspektis. Esiteks, kui punkt on poolus,
siis polaarnurk ei ole maaratud. Kui tahetakse, et
polaarkoordinaadisiisteem oleks korrektne (diferentsiaalgeomeetrias), siis
poolust eemaldatakse (pooluses |abi torgatud tasand, punctured plane)
vOi teiste sOnadega postuleeritakse, et polaarkoordinaatide
maaramispiirkond on E2\ {O}.
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Polaarkoordinaadid

Koordinaadisiisteemi printsiip (punktid liks-iiheses vastavuses
arvupaaridega) on rikutud kahes aspektis. Esiteks, kui punkt on poolus,
siis polaarnurk ei ole maaratud. Kui tahetakse, et
polaarkoordinaadisiisteem oleks korrektne (diferentsiaalgeomeetrias), siis
poolust eemaldatakse (pooluses |abi torgatud tasand, punctured plane)
vOi teiste sOnadega postuleeritakse, et polaarkoordinaatide
maaramispiirkond on E?\ {O}. Teiseks, polaarnurk ei ole iiheselt
madaratud, sest kui r on fikseeritud, siis ¢ ja ¢ + 2w k maaravad lhte ja
sama punkti. Siin on kaks v3imalust, kas nduame 0 < ¢ < 27 voi
arvupaarid (r, ¢), (r, ¢ + 2m k) samastame, st (r,¢) = (r, ¢ + 27 k).
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Polaarkoordinaadid

Koordinaadisiisteemi printsiip (punktid liks-iiheses vastavuses
arvupaaridega) on rikutud kahes aspektis. Esiteks, kui punkt on poolus,
siis polaarnurk ei ole maaratud. Kui tahetakse, et
polaarkoordinaadisiisteem oleks korrektne (diferentsiaalgeomeetrias), siis
poolust eemaldatakse (pooluses |abi torgatud tasand, punctured plane)
vOi teiste sOnadega postuleeritakse, et polaarkoordinaatide
maaramispiirkond on E?\ {O}. Teiseks, polaarnurk ei ole iiheselt
madaratud, sest kui r on fikseeritud, siis ¢ ja ¢ + 2w k maaravad lhte ja
sama punkti. Siin on kaks v3imalust, kas nduame 0 < ¢ < 27 voi
arvupaarid (r, ¢), (r, ¢ + 27 k) samastame, st (r,¢) = (r, ¢ + 27 k). Kui
tasandil on antud ristreeper {O; €}, €5}, kusjuures alguspunkt O asub
pooluses, baasivektor €| asub kiirel [, siis ristkoordinaadid avalduvad
polaarkoordinaatide kaudu jargmiselt (vt joonis):

T =71 Ccos ¢, y=r sin ¢.
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Silindrilised koordinaadid (ruumis) on t&ielikult maaratud, kui on antud
punkt O, sellest punktist |ahtuv kiir [ ja tihikvektor 72, mis on risti [, st
7 L [. Punkti P silindrilised koordinaadid on naidatud joonisel.
Konstrueerime ristreeperi {O; €1, €2, €3} nii, et alguspunkt on punkt O,
€1 on [ sihivektor, €3 = 71 ja reeper on parema kae reeper. Silindriliste
koordinaatide r, ¢, z seos ristkoordinaatidega x,y, z on jargmine

T = 71 coso,
= 7 sing,
z = z.
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Silindrilised koordinaadid (ruumis) on t&ielikult maaratud, kui on antud
punkt O, sellest punktist |ahtuv kiir [ ja tihikvektor 72, mis on risti [, st
7 L [. Punkti P silindrilised koordinaadid on naidatud joonisel.
Konstrueerime ristreeperi {O; €1, €2, €3} nii, et alguspunkt on punkt O,
€1 on [ sihivektor, €3 = 71 ja reeper on parema kae reeper. Silindriliste
koordinaatide r, ¢, z seos ristkoordinaatidega x,y, z on jargmine

T = 71 coso,
= 7 sing,
z = z.

Sfaariliste koordinaatide konstrueerimiseks fikseerime punkti O, sellest
Iahtuva kiire [ ja Ghikvektori 7i (nii nagu silindriliste koordinaatide korral).
Punkti P silindrilised koordinaadid on naidatud joonisel. Seos
ristkoordinaatidega on antud valemiga
r = r sinty cos o,
= r sin sin @,

= 7 cos.

Il loeng. Projektsioon. Baas ja reeper. Koordinaadid Analiiiitiline geomeetria



Eksami kusimused

@ Vektori projektsioon sirgele (tasandil ja ruumis). Projektsiooni
valem. Ristprojektsioon ja ristprojektsiooni valem.

@ Teoreem kollineaarsetest vektoritest, teoreem mittekollineaarsetest
vektoritest ja teoreem mittekomplanaarsetest vektoritest.

© Reeperi mdiste. Tasandi ja ruumi orientatsioon. Reeperi poolt
tekitatud koordinaadististeemi kirjeldus. Ristreeper ja
ristkoordinaadid. Tehted vektoritega koordinaatides.

@ Ldigu jaotamine antud suhtes.

@ Polaarkoordinaadid, silindrilised ja sfaarilised koordinaadid.
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Eksami ulesanded

@ Tasandil on antud ristreeper {O; €1, €3 }. Polaarkoordinaadisiisteemi
{O’,1} konstrueeritakse jargmiselt: poolus O’'(—c;0), kus ¢ > 0, ja
€1, rakendatud punktist O’, asub kiirel I. Leida kuidas
ristkoordinaadid avalduvad polaarkoordinaatide kaudu.

@ Tasandil on antud polaarkoordinaadisiisteem {O;1}. Fikseerime
tasandi kaks punkti P,@Q. Olgu punkti P polaarkoordinaadid on
(r1,¢1) ja punkti Q) polaarkoordinaadid on (72, ¢2). Kas kehtib
valem

O?+07>2=(T1+T2,¢1+¢2)?

Vastus peab olema p&hjendatud.
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