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Olgu antud kaks vektorit @, b € E. Tuletame meelde kahe vektori vahelise
nurga moistet. Rakendame vektoreid d,gﬂhest ja samast punktist O ja
olgu OA, OB rakendatud (seotud) vektorid. Vektorite @, b vaheline nurk
tekkib, kui podrame vektorit OA iimber punkti O liihemat teed pidi
seotud vektorini OB. Vektorite d’,gvahelist nurka tahistame ¢. Jarelikult
0<¢<m Kuigp= g siis Oeldakse, et vektorid on teineteisega risti voi
nad on ortogonaalsed ja tahistatakse @ L b. Edaspidi nullvektorit peame
ortgonaalseks mistahes vektoriga.
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olgu OA, OB rakendatud (seotud) vektorid. Vektorite @, b vaheline nurk
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nad on ortogonaalsed ja tahistatakse @ L b. Edaspidi nullvektorit peame
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Definitsioon

Kahe vektori @,b skalaarkorrutiseks nimetatakse arvu |@|[b] cos ¢ ja
skalaarkorrutist tahistatakse < @,b >. Seega

< @,b>=|d||b| cos .
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Skalaarkorrutise omadused:
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Skalaarkorrutise omadused:

@ vektorite skalaarkorrutamine on kommutatiivne < @,b >=< l;, a >,
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Skalaarkorrutise omadused:

@ vektorite skalaarkorrutamine on kommutatiivne < a, b>=< b,d >,

Q <ad,d>=|d?>>0, kusjuures < @,@ >=0 < a@=0,
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Skalaarkorrutise omadused:

— —
— —

@ vektorite skalaarkorrutamine on kommutatiivne < @,b >=< b,d >,
Q <ad,d>=|d?>>0, kusjuures < @,@ >=0 < a@=0,

© vektorite d’,gskalaarkorrutis on null parajasti siis, kui nad on
teineteisega risti @ L b (vt tdestus).
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Skalaarkorrutise omadused:

— —
— —

@ vektorite skalaarkorrutamine on kommutatiivne < @,b >=< b,d >,
Q <ad,d>=|d?>>0, kusjuures < @,@ >=0 < a@=0,

© vektorite d’,gskalaarkorrutis on null parajasti siis, kui nad on
teineteisega risti @ L b (vt tdestus).

© Vektorite skalaarkorrutamine on lineaarne, st
<ad+pb>=a <d,c>+p <b,¢>,

kus «, 8 on suvalised arvud ja a, g,é’on suvalised vektorid, (vt
tdestus)
© kui [O; {é1, ez, 5}] on ristreeper, siis kehtib
< 51,81 > = < 52,52 >=< 53,53 >=1,

< €1,80 > = < €y,€3 >=<¢€p,e3 >=0.

Teisest omadusest jareldub, et vektori pikkuse vGime arvutada kasutades

valemit |d| = +v/< @,ad >.
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Defineerime kahe alaindeksiga suurust (Kroneckeri siimbol)

5o [ 1 kuii=j,
BT 0 kuid# g

Viimase omaduse valemid véime kirjutada kompaktselt jargmiselt
< é}‘,é} >= 51’]‘-
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Defineerime kahe alaindeksiga suurust (Kroneckeri siimbol)
s _ [ 1 kuii=j,
T 0 kuii# .

Viimase omaduse valemid véime kirjutada kompaktselt jargmiselt
< €;,€ >= 0;;. Tuletame meelde, et ristbaasi (ortonormeeritud)
{€41, &, €3} korral kehtib valem (Loeng II)

7= |F] cos L(F,€1) - €1 + || cos L(T, &) - & + |F] cos L(T,¢&3) - 5.
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Defineerime kahe alaindeksiga suurust (Kroneckeri siimbol)

5o [ 1 kuii=j,
BT 0 kuid# g

Viimase omaduse valemid véime kirjutada kompaktselt jargmiselt
< €;,€ >= 0;;. Tuletame meelde, et ristbaasi (ortonormeeritud)
{€41, &, €3} korral kehtib valem (Loeng II)

7= |F] cos L(F,€1) - €1 + || cos L(T, &) - & + |F] cos L(T,¢&3) - 5.

On ilmne, et |7] cos Z(F,€;) =< 7, &; >,i =1,2,3. Seega

- = —

7?:<F,€1> €1+<T,2> 2+<_‘,é‘3> é'g:E <77,€Z> é;
=1

Jarelikult ortonormeeritud baasi korral vektori 7 koordinaadid avalduvad
jargmiselt:

- = - = —»—;>

r=<r,er >y=<r,e > z=<r,e€3
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Olgu ruumis antud ristreeper R = {O; €1, €, €3} ja kaks vektorit
71 = (x1,91,21), T2 = (2,Y2, 22), kus (z;,v;,2i),i = 1,2 on vektorite
ristkoordinaadid.

Teoreem

Vektorite 71, 75 skalaarkorrutis on vérdne koordinaatide korrutiste
summaga, kus summa esimene liidetav on esimeste koordinaatide
korrutis, teine liidetav on teiste koordinaatide korrutis ja kolmas liidetav
on kolmandate koordinaatide korrutis, st

< T1,Ty >= X1 To + Y1 Yo + 21 22 |
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Olgu ruumis antud ristreeper R = {O; €1, €, €3} ja kaks vektorit
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Teoreem

Vektorite 71, 75 skalaarkorrutis on vérdne koordinaatide korrutiste
summaga, kus summa esimene liidetav on esimeste koordinaatide
korrutis, teine liidetav on teiste koordinaatide korrutis ja kolmas liidetav
on kolmandate koordinaatide korrutis, st

‘<7?1,F2 >=T1%2 +Y1Y2 + 2122 |

Toestus. Kehtib
™= (T1,Y1,21) = 71 =11+ Y1 €2+ 21 €5.
Seega kasutades skalaarkorrutise lineaarsust leiame
<T,Te > = < x1€)+y1és+ 21 €3,T0 >
= I <F2,€1>+y1 <F2,52>+Zl <F27€3>.

Eespool toestatud valemist jareldub
Ty =< T, €1 >, ys =< T, €y >, 20 =< 7, €3 >.
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Tdestatud teoreemist jareldub, et ristkoordinaatides vektori 7= (x,y, z)
pikkus on vordne

7] = +\/m vektori pikkus.

Kui 7 = (21,91, 21), T2 = (T2, ya, 22), siis kahe vektori vahelise nurga
koosinuse arvutame kasutades valemit

cos Z(Fy,7) = <77 > T1T2+Y1y2+ 212
! B a8 o - .
R RV E RN RS R

Kui P(z1,y1,21), Q(x2, Y2, z2) on ruumi punktid, siis kauguse punktide
vahel arvutame jargmiselt

1PQ| = PG| = /(2 — 212 + (y2 — 1) + (22 — 21)°.

Juhin tahelepanu, et antud valem kehtib ainult ristkoordinaatides.
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Eksami kusimused

@ Skalaarkorrutise definitsioon ja omadused. Baasivektorite
skalaarkorrutised. Kroneckeri simbol. Vektori ristkoordinaatide
arvutamise valem skalaarkorrutise abil.

@ Teoreem (vektorite skalaarkorrutise valem ristkoordinaatides).
Vektori pikkuse valem, kahe vektori vahelise nurga koosinuse valem,
kahe punkti vahelise kauguse valem.
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Eksami ulesanded

—

@ On antud kolm Uhikvektorit @, b, ¢, mis rahuldavad tingimust
a+b+c=0. Leida
<@b>+<bi>+<Ca>.
@ Olgu a,b reaalarvud. Kui ab = 0, siis sellest kohe jareldub, et
vahemalt lks arv arvudest a, b on null. Kas samasugune omadus
kehtib vektorite skalaarkorrutise korral? Teiste sdnadega, kui @, b on

vektorid ja < @, b>= 0, kas sellest jareldub, et vahemalt (ks
vektoritest on nullvektor?

© Kehtib < d,c>=< 5, &>, kus @ # 0. Kas sellest vérdusest
jareldub, et @ = b? Vastus peab olema pohjendatud.

@ On antud kaks vektorit 71 = (z1,y1,21), 72 = (2, Y2, 22)
(ristreeper). Lihtsustada summa

3 3
Z Z (5ij ZiYj-

j=11i=1

Il loeng. Vektorite skalaarkorrutis. Analiiiitiline geomeetria



Vektorite skalaarkorruti Analiiiitiline geomeetria



Vektorite skalaarkorruti Analiiiitiline geomeetria



Vektorite skalaarkorruti Analiiiitiline geomeetria



Vektorite skalaarkorruti Analiiiitiline geomeetria



Vektorite skalaarkorruti Analiiiitiline geomeetria



Vektorite skalaarkorruti Analiiiitiline geomeetria



Vektorite skalaarkorruti Analiiiitiline geomeetria



