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Eessona

Kiesolev analiiiitilise geomeetria praktikum on koostatud eeskitt TRU matemaatikateaduskonna
vajadusi arvestades ning on moéeldud kasutamiseks koos U. Lumiste ja K. Ariva 6pikuga ,, Analiiii-
tiline geomeetria®, kuid suurt osa sellest saab kasutada ka teistes teaduskondades, kus opitakse
analiiiitilist geomeetriat iseseisva ainena voi korgema matemaatika osana. Lihtsamad iilesanded
on kasutatavad tadiendava materjalina keskkeeli matemaatika tundides, eriti aga matemaatika
ringis.

Varem ilmunud analiiiitilise geomeetria praktikumi I osa sisaldab valiku iilesandeid vektoral-
gebrast, II osa valiku iilesandeid sirgete ja tasandite kohta. K&esolev, III osa sisaldab valiku
iilesandeid teist jarku koverate kohta.

Ulesannete kogu kasutamist lihtsustavad vajaliku teoreetilise materjali lithiesitused iiksikute
aineloikude ees ja iilesannete vastuste juures esitatud napunéited.






Peatiikk 8

Ringjoon ja ellips

§1. Ringjoon

Definitsioon. Ringjooneks nimetatakse selliste punktide
hulka tasandil, mis asetsevad vordsel kaugusel samal tasan- Ya
dil asetsevast kindlast punktist, nn. keskpunktist (tsentrist).
Seda vordset kaugust nimetatakse ringjoone raadiuseks. Olgu Mo
ringjoone keskpunkt C(a,b), raadius r ja M(x,y) ringjoone M
suvaline punkt, siis |[CM|=r,

——
CM? =2

ehk valjakirjutatuna koordinaatides mingi ristreeperi suhtes,

saame ringjoone normaalvorrandi i
(x—a)*+ (y —b)? =r2 (8.1)
Ruutvorrand kahest muutujast afiinse reeperi suhtes Joonis 8.1

an12? 4 agey® + 2a127y + 2a132 + 2a93y + azz =0

médrab ringjoone parajasti siis, kui ruutlitkmete kordajad on vordsed (a17 = ag2) ja vorrandist
puudub muutujate korrutisega liige (a12 = 0), s. t. ringjoone tldvorrand omab kuju

a112” + a11y® + a13% + agsy + azs = 0. (8.2)
Ringjoone (8.1) parameetrilised vorrandid omavad kuju

{ r =TCcosy + a, (8.3)

y=rsing + b,

——
kus ¢ on z-telje ja ringjoone raadiusvektori C'M vaheline nurk. Kui ringjoone keskpunkt asetseb
ristreeperi alguspunktis, saame vorrandist (8.1]) ringjoone kanoonilise vorrandi

2?4+ y% =12 (8.4)
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Q2

@1

Joonis 8.2

Ringjoone puutuja vorrandi saame kergesti leida nn. pooliti asendusvottega, s. t. asetame ring-
joone vorrandis (8.1) pooled tundmatud puutepunkti My (zg, yo) koordinaatidega

(z = a)(wo — a) + (y = b)(yo — b) = 1*. (8.5)

Kui ringjoon on méératud vorrandiga (8.2)), siis puutepunkti My ldbiva ringjoone puutuja vor-
randi voime esitada kujul

a11Tox + a11Yyoy + a13(17 + 930) + agg(y + yo) + aszs = 0. (86)

Poolus ja polaar ringjoone suhtes Punkti P, po-
laariks p ringjoone suhtes nimetatakse punktist Py ring- M
joonele tommatud puutujate puutepunkte iihendavat sir- Py
get p = P P, (punkt P, asetseb viljaspool ringjoont) (vt.
joon. [B.2a))). Kui punkt Py asetseb ringjoonel, siis punk- M,
ti Py labiv ringjoone puutuja (joon. . Kui punkt Py
asetseb ringjoone sees, siis punkti polaari leidmiseks antud
ringjoone suhtes tommatakse 14bi antud punkti P, vabalt
kaks ringjoone koolu. Koolude otspunktidest ringjoonele
tommatud puutujate loikepunktid @ ja Q@2 méaravad ot-
sitava polaari p = Q1Q2 (joon. .

Punkti Py nimetatakse sirge p pooluseks antud ringjoo-
ne suhtes.

Punkti Py(z0,yo) polaar p ringjoone 2% +y* = 72 suhtes
médratakse vorrandiga Joonis 8.3

My

Tox + Yoy = 72 (8.7)
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B

Joonis 8.4

Punkti potents ringjoone suhtes Kui punktist Py tommatud suvaline sirge 16ikab rinjoont
punktides M ja Ms (joon. , siis punkti Py kauguste korrutis punktidest M; ja M5 on kons-
tantne suurus (ei soltu sirge valikust), mida nimetatakse punkti Py potentsiks (ehk astmeks)
antud sirgjoone suhtes. Kui ringjoon on miiratud vorrandiga ja di = PyMy, dy = PyMy,
siis punkti Py (g, yo) potents ringjoone ({8.1]) suhtes méiratakse seosega

§ = didy = (20 — a)? + (yo — b)* — 2. (8.8)

Punkti Py potents ringjoone suhtes on positiivne, kui punkt asetseb véljaspool ringjoont;punkti
potents on null, kui punkt P, on ringjoone punkt, ja punkti potents on negatiivne, kui punkt
P, on ringjoone sisemine punkt. Kui d; = ds, siis punkti Py labiv sirge on ringjoone puutuja
8 =d?, d = |PyM]|, kus M on puutepunkt (joon. . Seega punkti Py potents ringjoone suhtes
on vordne punktist Py ringjoonele tommatud puutuja koolu pukkuse ruuduga punktist Py kuni
puutepunktini.

Radikaalteljeks (ehk potentssirgeks ehk kor-
daaliks) kahe antud ringjoone suhtes nimetatak-
se sirget, mille mistahes punkti potentsid mole-
ma ringjoone suhtes on vordsed. Ringjoonte ra-
dikaaltelg on risti ringjoonte keskpunkte iihen-
dava sirgega (keskjoonega).

Kui ringjooned puutuvad, siis on radikaaltelg
nende iihiseks puutujaks ringjoonte puutepunk-
tis (joon.[8-4a)]). Kui ringjooned ldikuvad, siis ra-
dikaaltelg on ringjoonte loikepunkte tthendavaks
sirgeks (joon. [8.4b))).

Radikaaltsenter (ehk potentspunkt). Kolme
ringjoone korral tekib kolm radikaaltelge. Nen-
de radikaaltelgede loikepunkti M nimetatakse
antud ringjoonte radikaaltsentriks ehk potents-

punktiks (joon. .

Joonis 8.5
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Mirkus. Tuletame meelde juba iilesannete kogu eelmistes osades tehtud kokkulepet: kui iiles-
ande tingimustes ei ole nimetatud reeperit, siis eeldatakse, et antud reeper on ristreeper.

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

8.8.

8.9.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon 1dbib reeperi alguspunkti ja ringjoone keskpunkt
asetseb punktis K:

1) K(10,4);
2) K(-3,4).

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoone keskpunkt asetseb punktis C' ja ringjoon ldbib
punkti @ :

1) 0(67 _2)7 Q(77 _5)7 2) 0(074)7 Q(57 _8)

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoone iihe diameetri otspunktid on

1) P=(-3,2)jaQ=(1,4);
2) A=(1,4) ja B=(-3,2).

Leida antud ringjoone keskpunkt ja raadius:

1
2

)a: +y 8x+6y—|—21:0;
)
3)ac + 4 +6:U—7—0
)

4) 2?2 +y?4+22— 10y +1=0;
5) 322 + 3y? — 4z — 6y — 15 = 0.

Milliseks teiseneb ringjoone vérrand z2 + y* + 2z — 6y + 1 = 0, kui reeperi alguspunkt
kanda punkti 1) A(—1,3), 2) B(—4,3)? Kuidas asetsevad punktid A ja B antud ringjoone
suhtes?

Milliseks teiseneb ringjoone vorrand z2 4+ y2 4+ 4z — 12y — 9 = 0, kui reeperi alguspunkt
kanda ringjoone keskpunkti?

Kirjeldada ringjoone eriasendeid reeperi suhtes, kui osa kordajatest ringjoone iildvorrandis
Ax®+1y?)+ Dz + Ey+F =0
on vordsed nulliga.

Leida antud ringjoone loikepunktid reeperi telgedega.

1) (z—4)*+ (y+3)* = 25;

2) 2% 4+ y? — 62 — 10y + 9 = 0;
3) x2+y2f4x+4y+470
4) (z -5+ (y—3)° =

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon ldbib kolme punkti.

1) A(Ov 2)a B(]-v 1)7 C(2a 72);
2) P(1,2), Q(—5,2), R(4,2).
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8.10.

8.11.

8.12.

8.13.

8.14.

8.15.

8.16.

8.17.

8.18.

8.19.

8.20.

8.21.

8.22.

8.23.

8.24.

8.25.

Koostada kolmnurga timber joonestatud ringjoone vorrand, kui kolmnurga tipud on

On antud kolmnurga ABC' tipud: A(—3,6), B(9,—10), C(—5,4). Leida kolmnurga timber
joonestatud ringjoone keskpunkt ja raadius.

Leida kolmnurga timber joonestatud ringjoone vorrand, kui kolmnurga kiiljed on
1) x4+2y—1=0.
2) 4 —3y+16=0
3) r—2y—1=0

Ringjoone keskpunkt asetseb z-teljel ja ringjoon ldbib punkte A(2,3) ja B(5,2). Leida
ringjoone keskpunkt ja koostada ringjoone vorrand.

Ringjoone keskpunkt asetseb sirgel z — y + 2 = 0 ja ringjoon ldbib punkte A(3,0) ja
B(-1,2). Koostada ringjoone vorrand.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon ldbib punkte P; = (3, —2) ja Py = (—9,4) ning
tema keskpunkt asetseb sirgel  + 2y — 10 = 0.

Leida ringjoonel z? + y* = 1 punkt, mille kaugused punktidest P(1,3) ja Q(—2,2) on
vordsed.

Leida ringjoonel 5z 45y 42z — 12 = 0 punkt, mille kaugused reeperi telgedest on vordsed.

1
Leida punkt, mille kaugused punktidest P, = (5, 3), P, =(0,2) ja P; = (1,—1) on vordsed.
Leida ringjoone (x — 1)? 4 (y — 2)? = 25 puutuja, mis libib punkti P(5,5).

Koostada ringjoone z? + y? = 10 puutujate vorrandid, kui puutepunktideks on ringjoone
jasirge x — 3y = 0.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon puutub a-telge punktis A(5,0) ja loikab y-teljest
valja 10 tihiku pikkusega 16igu.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon puutub x-telge reeperi alguspunktis ja loikab
y-telge punktis B(0,4).

Ringjoon 1dbib punkti A(—4,2) ning puutub z-telge punktis B(2,0). Leida ringjoone kesk-
punkt.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon puutub y-telge punktis B(0,—3) ja ringjoone
raadius on 2.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon ldbib punkti P(—12,—11) ja puutub y-telge
punktis y = —9.
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8.26.

8.27.

8.28.

8.29.
8.30.

8.31.

8.32.
8.33.

8.34.
8.35.

8.36.

8.37.

8.38.

8.39.

8.40.

8.41.

8.42.
8.43.

8.44.
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Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon ldbib punkte A(3,6) ja B(—3,4) ning puutub
z-telge.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon puutub sirget Ax + By + C' = 0 ja ringjoone
keskpunktiks on reeperi alguspunkt.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon sirget z —y = 0 ja ringjoone keskpunktiks on on
punkt K(1,3).

Koostada reeperi telgi puutuvate ringjoonte vorrandid.

Ringjoon puutub moélemat reeperi telge ja ldbib punkti A. Leida ringjoone keskpunkt ja
raadius, kui punkti A koordinaadid on: 1) A(2,—-1); 2) A(4,2); 3) A(2,9).

Leida ringjoone x? 4% — 10z — 4y +25 = 0 puutujate vorrand, kui puutujad libivad reeperi
alguspunkti.

Koostada ringjoone 22 + y? = 13 puutuja vorrand, kui puutuja libib punkti P(-1,5).

Ringjoone keskpunkt on punktis C'(6,7) ning raadius r = 5. Punktist A(7,14) on joones-
tatud ringjoonele puutujad. Leida punkti A kaugus ringjoonest.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon 1&bib punkti P = (1,2) ja puutub reeperi telgi.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon 1abib punkti P = (1, 1), puutub sirgeid z+7y = 3
jaTxr+y=3.

Lébi punkti M (1, —2) on joonestatud ringjoon, mille raadius on 5 ning ta puutub z-telge.
Leida ringjoone keskpunkt.

Koostada ringjoone z? + y? = 5 puutuja vorrand, kui puutuja on paralleelne sirgega

1) 2z —y+1=0;
2) z—y—1=0.

Mingi jou toimel punkt M poérleb méoda ringjoont (z — 5)% + (y + 3)% = 25. Jou toime
lakkab sel momendil, kui punkt M on punktis A(2,1). Madrata punkti edasine trajektoor.

Punkt M liikus médda ringjoont (z — 4)* + (y — 8)? = 2; teatud momendil punkt kiskus
end joonest lahti ja jatkates vabaliikumist, 1ibis z-telje punktis Q(—2,1). Leida ringjoone
punkt, milles punkt kiskus end lahti ringjoonest.

Millise nurga all nieme ringjoont 22 + y? = 16 vaadatuna punktist P(8,0)7

Leida sirgel = + 2y — 1 = 0 punkt, millest vaadatuna ringjoon z2 4+ y? — 2z + 4y = 0 on
nihtav 60° nurga all.

2

Leida punktide hulk, millest ringjoon 22 + y? = r? on niihtav tiisnurga all.

On antud ringjoon z2 + y?> — 4z — 5 = 0 ja punkt C(5,4). Koostada ringjoone vorrand,
kui ringjoone keskpunkt asetseb punktis C' ja ringjoon puutub véliselt antud ringjoont.
Markus. Kui kaks ringjoont puutuvad véliselt, siis ringjoonte raadiuste summa on vordne
keskpunktidevahelise kaugusega.

Ringjoone punktist M on tommatud koik voimalikud ringjoone koolud. Leida punktide
hulk, mis jagavad vaadeldud antud suhtes A. Ringjoone raadius vordub r = a.
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8.45.

8.46.

8.47.

8.48.

8.49.

8.50.

8.51.

8.52.
8.53.
8.54.
8.55.

8.56.

8.57.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon 1dbib punkti P(2,1), puutub ringjoont 2 % —
8z — 4y + 19 = 0 ja tema raadius on 1.

Koostada ringjoonte (z —2)% + (y — 1) = 1 ja (z +2)® + (y — 1)* = 9 iihiste puutujate
vorrandid.

Leida antud ringjoonte vaheline nurk:
1) (z—3)2+y? =8, 2%+ (y— 1) = 10;
2) 22 +y? =16, (x —5)>+ 4> =09.
Leida tingimus, mille korral ringjooned
(z—a1)* + (y — b1)* =3,

(. —a2)? + (y — ba)* = r3.
on ortogonaalsed, s.t. loikuvad tdisnurga all.

Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoone raadius r = 3, ringjoon ldbib punkti M (2, 3) ja
16ikab ortogonaalselt ringjoont z2 4+ 3% = 1.

Leida ringjoonte

322 +3y% — 6y +2=0,
24y —r+8y+13=0
keskpunktide vaheline kaugus.

Leida ringjoonte

1) 224+ 9? — 8z — 12y +43 =0,
a? +y? + 22+ 20y + 1 = 0;

2) 22 +y? —6x+8y =0,
24y 420 —12y+1=0

kesksirge vorrand ja keskjoone kaugus reeperi alguspunktist. Markus. Kahe ringjoone
kesksirgeks nimetatakse ringjoone keskpunkte ithendavat sirget.

Leida punkti Py(5, —3) polaar ringjoone z? + y? = 16 suhtes. Teha joonis.
Leida punkti Py(—2,5) polaar ringjoone z% + y* — 4z + 6y — 3 = 0 suhtes.
Leida sirge 22 — 3y — 6 = 0 poolus ringjoone 2 + 3? = 9 suhtes.

Ringjoone (x —2)? + (y — 3)? = 14 puutuja ldbib punkti P(7,8). Leida puutepunkti kaugus
punktist P.

Leida antud punkti potents antud ringjoone suhtes:

1) Po(2,7), (x—1)*(y+2)725

2) Py(—1,0), (z—1)*+ (y—2)? =25;

3) Po(—2,-3), 2% +y*— 10z + 4y — 57 = 0;
4) Py(2,6), (z+3)*+ (y—2)* =25

5) Po(1,—1), x®+y*—10z+2y+10=0;

Leida selliste tasandi punktide M hulk, et punktist M ringjoonele (z — 5)% + (y +2)? =9
tommatud puutujate koolude pikkused punktist P puutepunktideni on konstantse pikku-
sega e = 4.
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8.58.

8.59.

8.60.

8.61.

8.62.

8.63.

8.64.

8.65.
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Leida tasandi punktide hulk, mille punktide potentside suhe kahe antud ringjoone
22+ y? —8x+6y=0ja

2?24y —10y =0

suhtes on konstant \:

HA=2 2))\:;; 3) A=1

Leida kahe antud ringjoone radikaaltelg:
Da?+y-1=4 (@-7°+-1)°=25

(z+2)%*+ (y+2)2 =09, (z—5)*+ (y+2)* = 36;

2)
Y 22 4+ y? — 6z —4y+9=0, 2+ y? — 22 + 10z + 25 = 0;
)
)

R

2+ (y—1)* =5, (x—2)% + (y— 1) = 4
x +y — 2ax — 2by + a® + b* — 12,
z? + 72a1x72b1y+a1+b277“1.

Ut

Toestada, et kahe ringjoone radikaaltelg 1&bib ringjoonte 16ikepunkte, on risti ringjoonte
kesksirge ja on antud ringjooni ortogonaalselt loikavate ringjoonte keskpunktide hulgaks.

Leida ringjoon, mis ldbib punkti A(5, —4) ja l6ikab ortogonaalselt kahte antud ringjoont
(x—3)2+y*=2jax®+ (y+1)* =16.

Leida kolme antud ringjoone radikaaltsenter:

1) 2?2 +9y* -2 -8=0,
2?2 +y* +62+8=0,
z? +y? — 6z + 8y = 0;

2) 224+ 92+ +2y+3=0,
224+ 42042y +3=0,
2+ +3x+y—1=0.

Leida ringjoon, mis on ortogonaalne kolme antud ringjoonega:

D a2+ +ox—y—2=0,
2?2 +y?+22-3=0,
22 +y?+32—-1=0;

2) 2* 4y +ax+2y=0,
2?4+ y? 422+ 2y+3=0,
P+ +3x+y—1=0.

Téesta, et vorrand (z — a)> + (y — 0)> =2 + M(x —a1)?* + (y —b1)? —r?] =0

médrab ringjoonte parve, mille ringjooned ldbivad kahe antud parve pearingjoonte
(x—a)’ +(y—b)?* —r* =0,

(r—a1)’+(y—b)*—ri=0

loikepunkte, parve koikide ringjoonte keskpunktid asetsevad iihel ja samal sirgel ning pa-
rameetri A viartus on vordne suhtega, milles vastava ringjoone keskpunkt jagab parve
pearingjoonte keskpunktide vahelise 16igu.

Leida ringjoon, mis 1dbib punkti Q(—3, 1) ja omab sama radikaaltelge kahe antud ringjoone
(x —5)% —y° =5, 2% + (y — 10)> = 13 suhtes.

Miérkus. Otsitav ringjoon kuulub kahe antud ringjoonega méiratud ringjoonte kimpu (vt.
eelnev iilesanne).
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8.66. Leida kahe antud ringjoone
2?4+ P —6z+2y+6=0
2+ +42+3=0
sarnasuskeskpunktid.

Mairkus. Kahe antud ringjoone sarnasuskeskpunktiks nimetatakse punkti @), mida labi-
va suvalise sirge 16igud punktist () kuni molema ringjoone 16ikepunktideni on vordelised
ringjoonte raadiustega. Iga kahe ringjoone korral eksisteerib kaks sarnasuskeskpunkti: nad
jagavad keskpunktidevahelise 16igu siseselt ja viéliselt suhteks, mis on vordne antud ring-
joonte raadiuste suhtega.

8.67. Varras libiseb m66da tasandit nii, et varda iiks ots () joonestab ringjoone raadiusega a, aga
varras ise kogu aeg ldbib ringjoonel mitteasetsevat fikseeritud punkti P. Koostada 16ikude
PQ keskpunktide hulga vorrand.

8.68. Kaldpind moodustab horisontaaltasandiga nurga «. Sellel kaldpinnal asub keha kaaluga P
ning selle keha tasakaalus hoidmiseks on vaja joudu Q = P sin a. Joud @ sama koormuse P
puhul s6ltub kaldenurgast «e. Méarata see soltuvus graafiliselt, kasutades polaarkoordinaate.

§2. Ellips

Definitsioon. Ellipsiks nimetatakse tasandi koigi selliste punktide hulka, mille kauguste sum-
ma tasandi mingist kahest fikseeritud punktist F; ja F» on konstantne ning suurem punktide F
ja Fy vahelisest kaugusest.

Punkte F} ja F» nimetatakse ellipsi fookusteks.

Vottes sirge Fy Fy x-teljeks (fokaalteljeks) ja 1oigu Fy Fy keskristsirge y-teljeks, saame Fy (—c¢, 0),
Fy(c,0), ¢ 2 0. Tasandi punkt M (z,y) asetseb ellipsil parajasti siis, kui

e —
|FAM| + |FoM| = 2a, a>c.

Minnes iile koordinaatidele ja lihtsustades antud vorrandit, saame antud vorrandiga ekvivalentse
ellipsi kanoonilise vorrandi

22 g2

pe} + 2o 1, (e)
kus

a® =b* 4 . (8.9)

Ellipsi parameetrilised vorrandid omavad kuju

T =acosy, (8.10)
y = bsin ¢, ’

kus ¢ on z-telje ja raadiusvektori OM vaheline nurk (joon.|8.6)). Ellipsi parameetrilised vorrandid
(8.10) on ekvivalentsed ellipsi vektorvorrandiga

T =zi+yj, (8.11)

ehk
Z = (acosp,bsin ),
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A
)
B
d
71 o
A1 %) .
F1 F2 AZ x
By
J J2

Joonis 8.6

kus & on ellipsi punkti kohavektor.

Kovera stimmeetriatelgi nimetatakse kovera peatelgedeks ehk telgedeks ning kovera stimmeet-
riakeskpunkti nimetatakse kovera keskpunktiks ehk tsentriks. Kui koveral eksisteerib iiheselt
médratud tsenter, siis koverat nimetatakse tsentraalseks koveraks. Kovera loikepunkte kovera
telgedega nimetatakse kovera tippudeks.

Ellips on kinnine tsentraalne kover. Vaadeldud kanoonilise reeperi telgedeks on valitud ellipsi
teljed. Ellipsil on neli tippu (joon. Ai, As, By, Bs). Fokaalteljel asuvaid tippe A4; ja As
nimetatakse fokaaltippudeks. Suurusi a ja b (a > b) ellipsi kanoonilises vorrandis nimetatakse
ellipsi pooltelgedeks: a — fokaalpooltelg ehk pikem pooltelg ja b — lithem pooltelg. Fokaalpooltelg

a on vordne poolega fokaaltippude vahelisest kaugusest a = 53132. Ellipsi fookuste vaheline

kaugus on 2¢. Kui ¢ = 0, siis ellipsi fookused {ihitvad ja ellips osutub ringjooneks. Seega ellipsite
hulka kuuluvad erijuhul ka ringjooned.
Suurust
e=_, 0<e<1 (8.12)

—_—
nimetatakse ellipsi ekstsentrilisuseks. Kui M (x,y) on ellipsi suvaline punkt ning r; = |F1 M| ja
ro = |FoM| ellipsi fokaalraadiused, s.t. fokaalraadiusvektorite pikkused (punkti kaugused fookus-

test), siis
rL=a+ ez, Ty =a— ex. (8.13)
Sirgeid
z=+2 (8.14)
e
nimetatakse ellipsi juhtsirgeteks ehk direktrissideks. Iga ellipsi punkti M (z,y) korral kehtib seos

1 T2
-— === 8.15
dl d2 €, ( )
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Joonis 8.7

kus d; ja dg (dy = MCy, do = MC5) on punkti M kaugused vastavast juhtsirgest j; ja jo (joon.
. Fookust ja juhtsirget loetakse vastavaiks, kui nad asetsevad samal pool ellipsi tsentrit.
Ellipsi parameetriks nimetatakse suurust

p=eq=—, (816)
a

kus q on ellipsi fookuse kaugus vastavast juhtsirgest

b2
q=—.

c
Ellipsi fokaallaiuseks nimetatakse ellipsi fookust ldbiva ja fokaalteljega ristuva ellipsi koolu pik-
kust. Ellipsi fokaallaius on 2p.

Ellipsi poolt piiratud tasandilise kujundi pindala on

S = wab. (8.17)

Ellipsi [¢| puutuja ellipsi punktis My (zo, yo) méadratakse vorrandiga

ToT | Yoy _

a? ?1

) (8.18)
s.t. saadakse ellipsi vorrandist pooliti asendusvottega (pooled tundmatud asendatakse puu-
tepunkti koordinaatidega).

Ellipsi puutuja ellipsi punktis My moodustab vordsed nurgad sirgetega Fy My ja Fo My (joon.
B7).

Ellipsi normaaliks ellipsi punktis My nimetatakse sirget, mis 1dbib ellipsi punkti My ja on risti
puutujaga.
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Ellipsi kaht punkti ithendavat sirgloiku nimetatakse ellipsi kdoluks. Sirge sihti, millel asetsevad
ellipsi paralleelsete kdolude keskpunktid, nimetatakse koolu sihi (k6olude iihise sihi) kaassihiks
ehk konjugeeritud sihiks antud ellipsi suhtes. Ristuvaid kaassihte nimetatakse ellipsi peasihtideks.
Sirget, millel asetsevad ellipsi paralleelsete koolude keskpunktid, nimetatakse ellipsi diameetriks
(joon. , tapsemalt koolude sihi kaasdiameetriks. Ellipsi kaht diameetrit, milledest kumbki
poolitab teisega paralleelsed kdolud, nimetatakse kaasdiameetriteks. Ellipsi kaasdiameetrite sihid
on kaassihid. Ellipsi diameeter 1dbib alati ellipsi tsentrit. Peasihilisi kaasdiameetreid nimetatakse
peadiameetriteks ja nad iihtivad ellipsi siimmeetriatelgedega.

Kui ellipsi (¢) ko6lu tous on k, siis tema kaasdiameetri vorrand omab kuju

y
4—+sz : (8.17)

Kui k1 ja ko on ellipsi kaasdiameetrite tousud, siis

4 b2
kiko = —3 (8.18)
Kui ellipsi keskpunkt asetseb punktis My(zo,yo) ja el-
lipsi peateljed on paralleelsed reeperi telgedega, siis el-
. lipsi vorrand omab kuju
(z—0)?) |, (y— %)
= T = 1. (8.19)
Ellipsi polaarvorrand. Kui polaarteljeks valida el-
lipsi fokaaltelg suunaga juhtsirgest fookuse poole ja
pooluseks ellipsi vasakpoolne fookus, siis ellipsi vorrand
Joonis 8.8 polaarreeperi suhtes omab kuju
p
= 8.20
T 1 "ecos p’ (8.20)

kus o ja p on ellipsi punkti polaarkoordinaadid: p — ellipsi parameeter, e — ekstsentrilisus.

8.69. Leida ellipsi vorrand, kui ta poolteljed on

)a=3  b=2;

2 a=6, b=4

3) a=2, b=1,5;
3 2

4)a:g, b:§;

5) a=0,5, b=10,2;

6) a =5, b=12;

Na=7  b=VT

8) a=1, b= \/7;

8.70. Leida ellipsi pooltelgede pikkused, fookuste koordinaadid ja ekstsentrilisus, kui ellips on
antud vorrandiga

a) 1627 4 25y% = 400;
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b) 92% + y* = 36.
8.71. Koostada ellipsi kanooniline vorrand, kui ellipsi

1) fookuste vaheline kaugus on 8 ja suur telg on 10;
2
3

) fookuste vaheline kaugus on 6 ja viiksem pooltelg on 2;
)
4) fookuste vaheline kaugus on 6 ja suurem pooltelg on 5;
)
)

fookuste vaheline kaugus on 8 ja pooltelgede summa on §;

5) fookuste vaheline kaugus on 4v/5 ja pooltelgede summa on 10;
6) fookuste vaheline kaugus on 10 ja vdiksem telg on 24.
8.72. Koostada ellipsi kanooniline vorrand, kui ellipsi

1) suurem pooltelg on 10 ja ekstsentrilisus on 0,8;

2) suurem telg on 10 ja ekstsentrilisus on 0,6;

2
3) vaiksem pooltelg on 3 ja ekstsentrilisus on 5

4) fookuste vaheline kaugus on 8 ja ekstsentrilisus on 0,8;

3
5) fookuste vaheline kaugus on 6 ja ekstsentrilisus on g;

1
6) véiksem telg on 10 ja ekstsentrilisus on E;

2 2

8.73. On antud ellips % + Z—O = 1. Koostada antud ellipsi juhtsirgete vorrandid.

8.74. Koostada ellipsi kanooniline vorrand, kui ellipsi

1) juhtsirgete vaheline kaugus on 5 ja fookuste vaheline kaugus on 4;

2) juhtsirgete vaheline kaugus on 16 ja suur telg on 8;

1

3) juhtsirgete vaheline kaugus on 32 ja ekstsentrilisus e = 3
. . . 2, o 3
4) juhtsirgete vaheline kaugus on 10§ ja ekstsentrilisus on T

2
5) juhtsirgete vaheline kaugus on 16§ ja fookuste vaheline kaugus on 6.

8.75. Koostada ellipsi vorrand, kui on antud ellipsi viiksem pooltelg ja juhtsirgete vorrandid:
1) b=4, z=48;
2) b=2v6, x==10.

8.76. Ellipsi juhtsirgete vaheline kaugus on 36. Leida selle ellipsi vorrand, teades, et tema mingi
punkti fokaalraadiused on 9 ja 15.

8.77. Koostada ellipsi juhtsirgete vorrandid, teades, et juhtsirged on risti fokaalteljega ja loikavad
teda punktides, mis osutuvad fookuste neljandateks harmoonilisteks punktideks tippude
suhtes.

8.78. On antud ellipsi ekstsentrilisus e. Leida tema pooltelgede suhe. Kuidas ekstsentrilisus ise-
loomustab ellipsit?
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8.79.

8.80.

8.81.

8.82.

8.83.

8.84.

8.85.

8.86.

8.87.

8.88.

8.89.
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Maéarata ellipsi ekstsentrilisus, teades, et

a) tema viiksem telg on néha fookusest taisnurga all;
b) fookustevaheline kaugus on vordne erinevate telgede otspunktide vahelise kaugusega;

¢) juhtsirgetevaheline kaugus on neli korda suurem fookustevahelisest kaugusest.
Maéarata ellipsi ekstsentrilisus, kui

1) fookustevaheline 16ik on vaadatuna viikese telje tipust ndhtav 60° nurga all;

2) kaugus ellipsi erinevatel telgedel asetsevate ellipsi kahe tipu vahel on kaks korda suurem
kui fookustevaheline kaugus;

3) fookustevaheline kaugus on telgede pikkuste aritmeetiline keskmine.

1
Ellipsi ekstsentrilisus e = —, tema keskpunkt iihtib reeperi alguspunktiga ja iiks juhtsirge

on antud vorrandiga z = 16. Arvutada ellipsi sellise punkti M, mille abstsiss on —4, kaugus
fookusest, mis on antud juhtsirgega samal pool tsentrit.

Ellips libib punkte M(v/3,—2) ja N(—2v/3,41). Koostada ellipsi vorrand, vottes tema
peatelgedeks reeperi teljed.

Maa meridiaan on ellipsikujuline. Arvutada tema ekstsentrilisus, kui tema telgede suhe on
299

300°
Maa meridiaan on ellipsikujuline. Arvutada tema ekstsentrilisus, teades, et tdpsusega 0,5
km on Maa telje pikkus 12 714 km ja ekvaatori diameeter 12 756 km.

Arvutada Maa meridiaanloike pindala, vottes Maa telje pikkuseks 12 714 km ja ekvaatori
diameetriks 12 756 km.

Maa ja kuu tihine raskuskese (asub 4635 km kaugusel Maa tsentrist) tiirleb timber Piikese
mooda ellipsit, mille pikem pooltelg on ligikaudu 149,6 milj. km. (astronoomiline {ihik) ja
ekstsentrilisus on 0,0167. Arvutada podrlemisellipsi fookustevaheline kaugus, lithem pool-
telg ja perimeeter (iimbermaot).

Maérkus. Ellipsi perimeeter

L~ 7[1.5(a+b) —Vab] ehk

64 — 3\ a—>b
Lzﬂ(a+b)m7 kUS )\: a—|—b

Maa tiirleb timber Péikese ellipsit mé6da, mille iihes fookuses asub Péike. Selle ellipsi suur
telg on 300 000 000km ja Paikese kaugus ellipsi keskpunktis 2 600 000km. Kui suur on
nimetatud ellipsi lithem telg ja parameeter?

2 2

x

Tdestada, et iga ellipsi — + z—Q = 1 sees asetseva punkti P(x1,y;) korral kehtib vorratus
a

— + 72 < 1, aga iga viljaspool oleva punkti Q(z2,y2) korral kehtib vorratus —+ 72 > 1.

a a

Méédrata antud punktide A;(—2,3), A2(2, —2), A3(2, —4), A4(—1,3), A5(—4,-3), As(3,—1),
A7(3,-2), As(2,1), Ag(0,15), A19(0,—16) asend ellipsi 8z* + 5y* = 77 suhtes.
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8.90.

8.91.

8.92.

8.93.

8.94.

8.95.

8.96.

8.97.

8.98.

8.99

8.100

8.101

8.102

8.103

Méirata punktide A(6, —3), B(—2,5), C(3,—6),D(v/50,0), E(—4,2v6) ja G(1,/26) asend
2 42
ellipsi ] + 36 = 1 suhtes.
22 g2
Leida ellipsil 30 + o= 1 punkt, mis asetseb viie iihiku kaugusel ellipsi liithemast teljest.
22 g2
Leida ellipsil 100 + 36 = 1 punkt, mille kaugus paremast fookusest on neli korda suurem

kui tema kaugus vasakust fookusest.

Ellipsi ekstsentrilisus e = 0,4 ja ellipsi punkti M kaugus juhtsirgest on 20. Leida punkti M
kaugus fookusest, mis on selle juhtsirgega samal pool keskpunkti.

2 2
Leida ellipsil % + Z—Q = 1 punkt, mille fokaalraadiusvektorite skalaarkorrutis on vordne

vaiksema pooltelje ruuduga.

2 2
Leida ellipsil 2%5 + g—o = 1 punkt, mille fokaalraadiusvektorid on risti.
Ellipsil, mille iiks fookus asetseb punktis F(3,0), on voetud punkt M (4;2.4). Leida selle

punkti kaugus vastavast juhtsirgest, teades, et ellipsi keskpunkt iihtib reeperi alguspunkti-
ga.

2 2
Leida ellipsi % + Z—2 = 1 sellise punkti, mille abtsiss ja ordinaat on vordsed, kaugus ellipsi
a
tsentrist.
2?2
Leida punktide hulk, millest ellips — + =i 1 on n&ha tadisnurga all.
a
2?2
Leida ellipsi 36 + 2= 1 ja sirge 2z — y — 9 = 0 loikepunktid.

Ringjoone keskpunkt iihtib ellipsi #? + y? = 4 fokaaltelje kaasteljel asetseva tipuga ja
ringjoon ldbib antud ellipsi fookusi. Leida antud ellipsi ja ringjoone 16ikepunktid.

Joonestada ellips, ldhtudes tema jirgnevast definitsioonist. Ellipsi punktideks on {ihisele
alusele, mille pikkuseks on ellipsi fookuste vaheline kaugus (2¢), joonestatud kolmnurkade
tipud, kui tilejadnud kahe kiilje summa on konstant (2a).

2 2
On antud ellips % + g 1 . Leida graafiliselt ellipsi fookused nende koordinaate arvuta-

4
mata.

On antud elliptiline kontuur. Konstrueerida tema keskpunkt ja fookused.

Ellipsi puutujad

8.104.

Maéérata antud sirge asend antud ellipsi suhtes.
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8.105.

8.106.

8.107.

8.108.
8.109.

8.110.

8.111.

8.112.

8.113.

8.114.

8.115.

8.116.

8.117.

8.118.

8.119.

8.120.

8.121.

8.122.

8.123.
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1) 22—y —3=0; 2) 3z + 2y — 20 = 0;

22 2 2 2

LN Y A -

16 9 40 10

22 g2
Leida sirge, mis puutub ellipsit 9 + 1= 1 punktis (2, —3).
22 2
Mitu ellipsi r + T 1 puutujat 14bib antud punkti: 1) A(1,1); 2) B(3,1); 3) C(0,2)?
22 o2

On teada, et sirge 4z — 5y — 40 = 0 puutub ellipsit 0 + 33 = 1. Leida puutepunkt.

Sirge y = 3z — 7 puutub ellipsit punktis A(2, —1). Koostada ellipsi vorrand.

Koostada sellise ellipsi vorrand, mille fookused asetsevad abstsissteljel siimmeeriliselt ree-
peri alguspunkti suhtes, kui on teada ellipsi puutuja 3x 4+ 10y — 25 = 0 ja tema véiiksem
pooltelg b = 2.

Ellips puutub abstsisstelge punktis A(7,0) ja ordinaattelge punktis B(0,4). Ellipsi teljed
on paralleelsed reeperi telgedega. Koostada ellipsi vorrand.

Ellips puutub ordinaattelge punktis (0,5), 16ikab abstsisstelge punktides (5,0) ja (11,0).
Koostada ellipsi vorrand, kui on teada, et tema teljed on paralleelsed reepero telgedega.

Ellips 16ikab z-telge punktides A(3,0) ja B(7,0) ja puutub y-telge punktis C(0, 3). Ellipsi
teljed on paralleelsed reeperi telgedega. Koostada ellipsi vorrand.

12
Ellips 14bib punkti P(3, g) ja puutub sirget 42+ 5y = 25. Koostada ellipsi vorrand ja leida
punkt, milles ta puutub antud sirget. Reeperi teljed tihtivad ellipsi stimmeetriatelgedega.

2 2
Leida ellipsi % + % = 1 puutujad, mis liabivad punkti A(—6,3).

Leida sirge ja ellipsi puutumise tarvilik ja piisav tingimus.

2 2
Leida ellipsi % + g—4 = 1 puutujad, mis on paralleelsed sirgega 2x — y + 17 = 0.
2 2

Leida ellipsi % + yz = 1 puutujad, mis on paralleelsed sirgega 6z — 2y — 5 = 0.

Leida antud ellipsi normaal, mis on paralleelne antud sirgega.

22 y? 2?2
1) — 4+ —=— =1, 24z — by = 0; 2) —+=>=—=1,3x— 5=0.
) 76 Tage ~ LM =0 )yt by
22 42
Leida ellipsi 30 + 1= 1 sirgega 4z — 2y + 23 = 0 paralleelsete puutujate vaheline kaugus.
22 g2
Leida ellipsi 169 + %= 1 puutujad, mis on risti sirgega 13x 4+ 12y — 115 = 0.

Leida ellipsi 322 + 8y? = 45 puutujad, mille kaugus ellipsi tsentrist on 3.

2 2
Leida ellipsi ;—5 + % = 1 puutuja, mille kauguste suhe ellipsi fookusteni on 9.

Ellips puutub ordinaattelge reeperi alguspunktis ja tema keskpunkt asetseb punktis Q(5,0).
Koostada ellipsi vorrand, teades, et ellipsi ekstsentrilisus on
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8.124.

8.125.

8.126.

8.127.

8.128.

8.129.

8.130.

8.131.

8.132.

8.133.

8.134.

1) e=0.8; 2) e =0,6.

Ellips puutub kahte sirget x +y = 5 ja  — 4y = 10. Reeperi telgedeks on valitud ellipsi
simmetriateljed. Koostada ellipsi vorrand.

Leida kahe antud ellipsi iihised puutujad:

1.2 y2 SC2 y2
J QA A I AR A
) gty =h
372 1‘2 y2
2) 4yt =1ja— 4+ =1,
)6+y BTty ;
1}2 y2 $2 y2
) AN A I T
)yt gt
.’132 y2

Toestada, et ellipsi — + 7= 1 puutuja loik, mis jéab ellipsi fokaaltelje tippudest tom-
a

matud puutujate vahele, on ndhtav fookustest tdisnurga all.

Toestada, et ellipsi iga puutuja moodustab vordsed nurgad puutepunktist tommatud fo-
kaalraadiusvektoritega.

2 2
x
Ellipsi —+ v _ 1 vasakust fookusest on x-telje suhtes niirinurga « all suunatud valguskiir.

Joudes ellipsini, kiir peegeldub. Leida sirge, millel asetseb peegeldunud kiir.

2 2
— + % = 1 puutujad loikavad fokaaltelje otspunktidesse asetatud kahel
a

puutujal dra 16igud, mille korrutis on ji&v suurus ning vordne konstandiga b>.

Toestada, et

Toestada, et puutujad iihe ja sama diameetri otspunktides on omavahel paralleelsed ja
vastupidi, kui kaks ellipsi puutujat on paralleelsed, siis puutepunktid asuvad iihel ja samal
diameetril.

Toestada, et ellipsi suvalise puutuja kauguste korrutis tema fookusteni on jadv suurus, mis
on vordne vaiksema pooltelje ruuduga.

2 2
Leida punktidest Mj(x1,y1) ja Ma(ze,y2) ellipsile ﬂ% + z—Q = 1 tommatud puutujate
a
loikepunktide koordinaadid.

T cos sin
Toestada, et vorrandit 14 + yshey

= 1 voib mistahes ¢ puhul vaadelda mingi ellipsi

a
puutuja vorrandina. Koostada selle ellipsi vorrand.

On antud ellipsi fookused Fi(x1,y1), Fa(z2,y2) ja puutuja normaalvorrandiga x cosp +
ysing —p = 0. Toestada, et (1 cos ¢ + y1 sin p — p)(x2 cos ¢ + Y2 sinp — p) > 0. Koostada
ellipsi vorrand.

Ellipsi koolud ja diameetrid

8.135.

a2
Ellipsi - + i
selle koolu pikkus (ellipsi fokaallaius).

1 k66l labib ellipsi fookust F'(c,0) ja on risti ellipsi fokaalteljega. Leida
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8.136.

8.137.

8.138.

8.139.

8.143.

8.144.

8.145.

8.148.
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2 2
On antud ellips % + % = 1. Leida sirge, millel asetsev ellipsi k66l poolitub punktis A,
kui:
1) A(1,1);
2) A(1,2)

2 2
On antud ellips % + yz = 1. Leida sirge, millel asetsev ellipsi k66l poolitub punktis £(1,1).

2 2

Sirge s labib punkti A(1,—3) ja on ellipsi % + % = 1 diameetri 22 + 5y = 0 kaassihiline.
Koostada sirge s vorrand.

22 g2
Leida ellipsi — + == = 1 diameetril asetseva koolu pikkus, kui diameetri siht {ihtib reeperi

telgede poolt moodustatud teise veerandi nurga poolitaja sihiga.

2 2
x
Leida ellipsi — + LA siimmeetriatelgede vaheliste nurkade nurgapoolitajate sihiliste

9
koolude pikkused.

Leida ellipsi 22 +2y? = 1 diameetril asetseva koolu pikkus, kui diameeter on kaasdiameetriks
reeperi telgede vahelise nurga poolitajale.

2 2
x
Leida ellipsi — + yo_ 1 kaasdiameetrite vaheline nurk, kui iiks neist moodustab ellipsi

fokaalteljega nurga 30°.

2,2
Leida ellipsi % + % = 1 kaasdiameetritel asetsevate koolude pikkused, kui kaasdiameetrite

. T
vaheline nurk on 3

Miérkus. Antud iilesande korral on otstarbekas kasutada Apolloniuse teoreemi: a? + b? =
a”? + 7% ja ab = a'b'sing, kus a ja b on ellipsi poolteljed, 2a’ ja 2b kaasdiameetritel
asetsevate koolude pikkused ja ¢ kaasdiameetrite vaheline nurk.

2
Koostada ellipsi 22 + % = 1 selliste diameetrite vorrandid, millal asetsevate koolude pik-

kuseks on 2v/5 cm.

On antud ellipsi kahel kaasdiameetril asetsevate koolude pikkused 2a’ = 18 ja 2b’ = 14 ning

11
nendevaheline nurk ¢ = arcsin o1 Leida ellipsi pooltelgede pikkused.

2 2

Leida ellipsi x—Q + LA
a

i 1 kaasdiameetrid, millel asetsevad vordse pikkusega kollud.

2 2
Ellipsi % + yz = 1 diameeter labib punkti A(4,2). Leida antud diameetri ja tema kaas-

diameetri tousud ja neil asetsevate koolude pikkused.

2 2
Leida ellipsi r + v 1 kahe kaasdiameetri tousud ja nendel asetsevate koolude pikkused,

kui iiks diameetritest 1dbib punkti B(2, 3).
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2 2
8.149. OA ja OB on ellipsi :% + 5—2 = 1 kaks kaasdiameetritel asetsevat poolloiku, M on koolu
a
M
AB keskpunkt, C' on kiire OM 16ikepunkt ellipsiga. Méédrata suhe O—

ocC’
22 2
8.150. Ellipsi — + =i 1 kaasdiameetritel asetsevate koolude otspunktid on tihendatud koolu-
a

dega. Koostada vaadeldud koolude keskpunktide hulga vorrand.
8.151. Veenduda, et kaks ellipsit nz? + m?y*> — m?n? = 0, m?z? + n%y?> — m?*n? = 0 (m # n)

loikuvad neljas punktis, mis asetsevad ringjoonel, mille keskpunkt on reeperi alguspunktis.
Leida selle ringjoone raadius R.

2 2

8.152. Koostada ellipsi 926—5 + %6 = 1 vasakut fookust ldbivate kodlude keskpunktide hulga vorrand.
2?42

8.153. Koostada ellipsi — + =i 1 fokaalteljel mitteasetsevast tipus lhtuvate koolude keskpunk-
a

tide hulga vorrand.

8.154. Ellipsi koolud 16ikavad ellipsist vélja antud pindalaga segmendid. Koostada selliste koolude
keskpunktide hulga vorrand.

8.155. Toestada, et kolmnurga pindala, kui kolmnurga tippudeks on ellipsi tsenter ja kaasdiameet-
rite loikepunktid ellipsiga, ei soltu kaasdiameetrite paari valikust.

Ellipsisse ja tema timber joonestatud kujundid
8.156. Antud ellipsisse joonestada ruut.
8.157. Arvutada ellipsisse joonestatud ruudu kiilje pikkus.

8.158. Umber antud ellipsi joonestada ruut.

2 2
8.159. Koostada ellipsi % + % = 1 {imber joonestatud ruudu kiilgede vorrandid.

8.160. Toestada, et ellipsi timber joonestatud rombi tipud on ellipsi stimmeetriatelgedel.

2 2
8.161. Ellipsisse r + = =1 on joonestatud korraparane kolmnurk, mille iiks tipp tihtib parem-

poolse fokaaltipuga. Leida kolmnurga kahe ilejaénud tipu koordinaadid.

2 2
8.162. Ellipsisse T + Y —1on joonestatud ristkiilik, mille kaks vastaskiilge ldbivad fookusi.

Arvutada selle ristkiiliku pindala.

8.163. Rombi kiilje pikkus on 5 cm ja korgus on 4,8 cm. Kahte rombi vastastippu lébib ellips,
mille fookused iihtivad rombi kahe tlejadnud tipuga. Koostada ellipsi vorrand, vottes rombi
diagonaalid reeperi telgedeks.

8.164. Mé&arata antud rodpkiilikusse joonestatud suurima pindalaga ellips.

8.165. Toestada, et suvalisest kolmnurgast kolmnurga sisse joonestatud ellipsist ja viimasega sar-
nasest, sama keskpunktiga lahtekolmnurga timber joonestatud ellipsist koosneva konfigu-
ratsiooni raskuskese on ellipsite keskpunktis.
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Reeper on nihutatud

8.166. Ellipsit pooltelgedega a ja b on nihutatud nii, et tema keskpunkt tihtib punktidega C(Xo, yo),
aga teljed on paralleelsed reeperi telgedega. Missugune vorrand mééarab ellipsi uues asendis?

8.167. Kirjeldada voimalikult tdpselt antud vorranditega méaratud koveraid, teisendades eelnevalt
nende vorrandid lihtsamale kujule:
1) 2® +y* — 22+ 6y —5=0;
2) 2 +4y® +da — 16y — 8 = 0;
3) 2 +2y* + 8z —4=0.
8.168. Ellipsi fokaalteljeks on sirge y + 6 = 0 ja ellipsi iiheks tipuks punkt B (3, —1). Koostada

V2

ellipsi vorrand, teades, et tema ekstsentrilisus on e = 5

2 2

8.169. Leida ellips, mis on simmeetriline ellipsiga 5% + 2—2 = 1 punkti Sp(xo, yo) suhtes. Koostada
a
ellipsi telgede vorrand.

Liikumised

8.170. Mé&arata punkti M trajektoor, kui ta oma liikumisel jadb punktile F'(—1,0) kaks korda
ldhemale kui sirgele x = —4.

8.171. Konstantse pikkusega 16ik AB libiseb oma otstega méoda tdisnurga haarasid. Votta loigul
suvaline punkt M ja leida punkti M trajektoor 16igu kirjeldatud liikumisel.

8.172. Leida punkti M trajektoor eelmises iilesandes kirjeldatud liikumisel, kui punkt M asetseb
16igu AB pikendusel.

8.173. Joonisel on kujutatud elliptiline sirkel,
millel on voimalik kruvide abil muuta joonlaua

A AB pikkust ja pliiatsi kinnituskohta M. Kuidas
M seada sirkel, et joonestada ellipsid:
B 2 2
T Y
1) —4+=—=1
| !
2
x 2.
) 16 TY5
3) x? +y* =257

8.174. Liikumatu alusega kolmnurga tipp muutub nii,
Joonis 8.9 et kolmnurga timbermoot siilib. Leida tipu tra-
jektoor tingimusel, et alus on 24 cm ja iimber-

moot 50 cm.

8.175. Liikuv punkt P joonestab ringjoone. Milline on teise liikuva punkti M trajektoor, kui
punktide M ja P abstsissid on vordsed ja ordinaatide suhe A = const?
2 2
8.176. Ellipsi x—Q + Z—Q = 1 sisse on joonestatud kolmnurk ABM  mille iiks kiilg AB iihtib ellipsi
a

fokaalkooluga. Tipp M liigub modda ellipsit. Leida trajektoor, mille joonestab kolmnurga
ABM raskuskese.
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8.177.

8.178.

8.179.

8.180.

8.181.

8.182.

8.183.

8.184.

Kolmnurga ABC tipud on A(0,0), B(2,2) ja C(—2,2). Punkt M liigub nii, et punkti M
kauguste ruutude summa kolmnurga ABC' kolmest kiiljest jadb konstantseks ja vordub 16
ithikuga. Leida punkti M trajektoor.

Koostada punkti A(3,0) libivate ja ringjoont % +y* = 25 puutuvate ringjoonte keskpunk-
tide hulga vorrand. Teha joonis.

Reeperi alguspunkti timber poorleb varras OP = P nurkkiirusega w, imber punkti P p6or-
leb teine varras PQ) = ¢ nurkkiirusega w. Leida punkti @) trajektoor, teades, et algmomendil
molemad vardad {ihtivad z-teljega ja punkt P asub O ja Q) vahel. Vaadelda eraldi juhte,

kuip>gq,p<qgjap=gq.

Ruudu kiiljed on méaratud vorranditega x = 4+1,y = £1. Ruudu tippe ldbivatele ellipsitele
on tommatud puutujad punktist My(xo, yo). Koostada puutepunktide hulga vorrand.

Antud ellipsi iiks fookus liigub médda taisnurga iiht kiilge ja ellips puutub selle tdisnurga
teist kiilge. Méaératakse ellipsi keskpunkti trajektoor.

Ellips, mille viiksem pooltelg on b, osutub ringjoone (raadiusega R = 12) projektsiooniks.
Maéarata nurk ¢, mis on nende tasandite vahel, kus asuvad ellips ja ringjoon.

Piistpoordsilinder, mille alusel diameeter on 12 cm, on 14bi 16igatud tasandiga, mis moo-
dustab nurga 30°. Leida l6ike-ellipsi teljed ja ekstsentrilisus.

Niidata, et poordkoonuse 1oige tasandiga, mis ei ole paralleelne alusega, on ellips juhul,
kui ta on kinnine joon.
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Peatiikk 9

Huperbool

Definitsioon. Hiiperbooliks nimetatakse tasandi koigi selliste punktide hulka, mille kauguste
vahe tasandi mingist kahest fikseeritud punktist F; ja F5 on absoluutviirtuse poolest konstantne
nullist erinev suurus, mis on viiksem punktide Fy ja Fy vahelisest kaugusest.

Punkte F} ja F» nimetatakse hiiperbooli fookusteks.

Valime ristreeperi tasandil nii, et x-teljeks on valitud sirge F} F5 ja y-teljeks loigu Fy Fo kesk-
ristsirge. Sel korral fookuste koordinaadid on Fj(—¢,0), Fa(c,0), F1Fy = 2¢, ¢ > 0. Tasandi
punkt X (x,y) asetseb hiiperboolil parajasti siis, kui

]|F1¥|_|F2;?\\ = 2, (9.1)
kus 2a on definitsioonis esinev konstant ning on taidetud tingimus

a<c. (9.2)
Valitud reeperis vorrand (9.1) omab kuju

IV(z—c)2+y2—/(z+c)? +92| = £2a.
Viies teise liidetava paremale poole ja vottes ruutu, saame
a® 4 cx = +a/(z + c)? + 2.
Vottes veel kord ruutu, saame
(2 — a®)z? — a®y? = d®(® — d®).

Kuna ¢ > a, siis leidub reaalarv

b2 =c? —a?, (9.3)
mille asendamisel eelmisesse vorrandisse saame
2 2
T Y

Vorrandit nimetatakse hiiperbooli kanooniliseks vorrandiks, sest vorrandid ja (9.1) on
ekvivalentsed, s.t. + (9.1). Hiiperboolil on kaks siimmeetriatelge, nn. hiiperbooli telge, mis

29
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v

valitud reeperi korral on voetud selle telgedeks. Telge, millel asetsevad fookused, nimetatakse
fokaalteljeks ehk reaalteljeks. Teise teljega (y-teljega) hiiperboolil ei ole reaalseid l6ikepunkte ja
seda telge nimetatakse imaginaarteljeks. Reaalseid tippe (fokaaltippe) on kaks: A;(—a,0)

ja As(a,0). Arve a ja b hiiperbooli kanoonilises vorrandis nimetatakse vastavalt reaal-
(ehk fokaal-) ja imaginaarpooltelgedeks. Sirgeid

b
=+- 9.4
y=+-z (9.4)
nimetatakse hiiperbooli astiimptootideks. Suurust
e= E, e>1 (9.5)

a

nimetatakse hiiperbooli ekstsentrilisuseks. Sirgeid
a
=+- 9.6
r=2 (96)
nimetatakse hiiperbooli juhtsirgeteks ehk direktrissideks (vt. joon. 9.1 sirged j; ja ja)

Kui M on hiiperbooli suvaline punkt, siis

1 T2
2 9.7
a-d O (9.7)
et T
kus 71 ja ro on punkti M fokaalraadiused, s.t. fokaalraadius vektorite F1 M ja FyM pikkused.
o ==
r1=|FiM|=ex+a,ro=|FoM|=ex—a (9.8)

ja dy ja do on punkti M kaugused vastavatest juhtsirgetest j1 ja ja (dy = M Dy;da = M Do)
Hiiperbooli parameetriks nimetatakse suurust
b2

p=eqg=—, (9.9)
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kus g on hiiperbooli fookuse kaugus vastavast juhtsirgest

= —. 9.10
= (9.10)
Kui hiiperbool on méaratud kanoonilise vorrandiga , siis hiiperbooli puutuja vorrandi saame
pooliti asendusvottega
Lo Yoy
kus Mo (zo,yo) on puutepunkt. Hiiperbooli punkti M, ldbivat sirget nimetatakse hiiperbooli
normaaliks, kui ta on rist punkti M, ldbiva hiiperbooli puutujaga. Hiiperbooli normaali
vorrand on )
Yo To c
Sirge sihti, millel asetsevad hiiperbooli paralleelsete koolude kesk-
punktid, nimetatakse koolu sihi kaassihiks ehk konjugeeritud sihiks
antud hiiperbooli suhtes. Ristuvaid kaassihte nimetatakse hiiperboo-
li peasthtideks. Enese kaassihti nimetatakse hiiperbooli astimptooti-
liseks sihiks. Iga hiiperbooli korral eksisteerib parajasti iiks paar
peasihte ja liks paar astimptootilisi sihte.
Sirget, millel asetsevad hiiperbooli paralleelsete koolude kesk-
punktid, nimetatakse hiiperbooli diameetriks, tapsemalt — koolude
sihi kaasdiameetriks ehk koolude sihiga konjugeeritud kaasdiameet-

riks. Kui hiiperbooli paralleelsete koolude tous on k, siis koolude

sihiga konjugeeritud diameetri vorrand omab kuju Joonis 9.2
b2

Kaht diameetrit, millest kumbki poolitab teisega paralleelsed koolud (vt. joon. , nimeta-
takse kaasdiameetriteks ehk konjugeeritud diameetriteks. Kaasdiameetrite tousud on k7 ja ks on
seotud vordusega

2
kiky = ng (9.14)
Peasihilisi diameetreid nimetatakse hiiperbooli peadiameetriteks ja nad iihtivad hiiperbooli stim-
meetriatelgedega (telgedega). Hiiperbooli fokaalteljega iihtivat peadiameetrit nimetatakse ka fo-
kaaldiameetriks. Fokaaldiameetril asetsevat hiiperbooli koolu nimetatakse fokaalkooluks. Fokaal-
koolu pikkus on 2p.

Hiiperbooli fokaallaiuseks nimetatakse hiiperbooli fookust ldbiva ja fokaalteljega ristuva koolu
pikkust.

Vorrandid

a
r=acht r=—
T ja cost’ 9.15
{ y = bsht { y=btant (9.15)

on ekvivalentsed hiiperbooli kanooniliste vorranditega (H) ja neid nimetatakse hiiperbooli para-
meetrilisteks vorranditeks. Parameetrilised vorrandid on ekvivalentsed vastavate vektorvorrandi-
tega

2 = (acht,bsht) ja o = (ﬁ,btamt) ) (9.16)

kus t on parameeter.
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1.2 y2

Hiiperbooli — i 1 kaashiiperbooliks nimetatakse hiiperbooli
a
2 2
@ v
a2 b2

Punkti Py(xg,yo) polaariks hiiperbooli (H) suhtes nimetatakse
punktist Py hiiperboolile tommatud puutujate puutepunkte P; ja
P, ithendavat sirget P Py (punkt Py asetseb véljaspool hiiperbooli).
Punkt Py on sirge P; P> poolus antud hiiperbooli suhtes.

Hiiperbooli iga punkti Py polaariks on hiiperbooli puutuja selles
punktis ja hiiperbooli iga punkti puutuja pooluseks on puutepunkt.
Kui punkt P, on hiiperbooli sees, siis sellest punktist ei saa tommata
hiiperboolile tihtegi puutujat. Sel korral vorrand

Lol Yoy

madrab punkti Py polaari, mis asetseb véljaspool hiiperbooli.

9.1. Leida hiiperbooli vorrand, kui ta reaal- ja imaginaarpoolteljed

on
Joonis 9.3 1) a=5, b=3;
2) a=4, b=6;
3) a=32, b=23;
4) a=2V5, b=3V5;
5 a=V3, b=VT,
6) a=1, b=4/0,1
. cx® oy - .
9.2. Joonestada hiiperbooli 9 9= 1 fookused ja astimptoodid.

9.3. Leida vordhaarse hiiperbooli teljed, teades, et hiiperbool z2 —
y? = a? 1abib punkti
1) (10,6);
2) (3,1).

9.4. Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, teades, et ta ldabib
punkte

1) A®8,—6), B(6,—3);
2) K(6,-1), L<—872\/§>;

3) P(-5,2), Q(2v5,v2).

2 2
9.5. Leida hiiperbooli LY —1 fookuste koordinaadid ja

225
koostada astimptootide vorrandid.

2 2
9.6. Leida hiiperbooli % — g—5 = 1 poolteljed, fookuste koordi-

naadid, ekstsentrilisus ja astimptootide vorrandid.
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9.7. Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, kui hiiperbooli foo-
kusteks on punktid Fy(—10,0), F5(10,0) ja hiiperbool ldbib

punkti M (12, 3\/5)

9.8. Leida antud hiiperbooli poolteljed, fookused, ekstsentrilisus ja
parameeter:



6)
7)
8)

9)
- 10)
11)

1)
2)
3)
4)
5)
6)

15 ‘ = 40 ;

E- ?”

-6x° + 10y° = 60 ;

Mo

<2 - 2y2 =1 ;
12 -y° = 3
2x° - 3y2 =8 ;
5x2 - y2 =13
3y° - 5x° = 12 4
4y2-x2 = 18 .

9.10. Hiperbooli teljed ihtivad reeperi telgedega, Koos~

tada hiiperbooli vorrand, kui

1)
2)

3)

4)

1)

2)

3)
4)
5)

1)
2)
3)
4)

fookustevaheline kaugus on 10 ja tippudevaheline kaugus
on 8;

fokaalpooltelg on 5 ning tipud poolltavad keskpunkti ja
fookustevahelised loigud;

fokaalpooltelg on 6 ja hiiperbool 1&bib punkti A(9,-4);
ekstsentrilisus on V2~ ja B(-é,B) on hiiperbooli punkt.

9.11. Leida hiiperbooli kanooniline vorrand, kui
a+b=50, c =10 V73 ;

a2- b=1, c = V227 ;

¢ =70, p=23;
c=5, b =24 ;
a=2,5, P = 4,5.

S.12. On antud hiiperbool %E - %é =1, Leida
fookuste koordinaadid;

eksatsentrilisus;

‘asimptootide ja juhtsirgete vorrandid;
kaashiiperbooli vorrand ja selle ekstsentrilisus.

- 39 .



9.13. Koostada hifperbooli vorrand, kui on teade tema
ekatsentrilisus e = % , iks fookus F(5,0) ja vastav juht-
girge 5x - 16 = 0 .

9.14. Kooatada hiiperbooli vorrand, voites reasltel-
jeks x-telje, imaginaarteljeks y-telje ning teades kaht pa-
rameetrii:

a) a=8, e 1,25 ;
B) b=5, e = lmb;

c) e=3¥5, = 0,5 |5 ;
d) a= %, e = 0,6 V5 ;

e)";=2, E=2=

i

[14]

9.15, Ieida hiiperbooli poolteljed, kui

1) fookustevaheline kaugus on 8 ja juhtsirgetevaheline kau-
gus on 6;

2) fookustevaheline kaugus on & ja juhisirgetevaheline kaue
gua on 10;

3) fookused asetsevad 5 ihiku ksugusel tsenirist js asimp-
tootide vorrandid on y = ¥ 2x;

4) fookustevaheline kaugus on 10 je asimptootide vorrendid

on x=12y=u.

9,16, Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, kui om
antud hiiperbooli asimptootide vorrandid ja hiiperbuool  1ébib

[e) .
1) 5y =23x, M (10,-3 V3) ;
2) 2y=2x=0, M (12,313 ;
3 y=%3x, M,(6,9) ;
4) sx¥1zy =0, m(24,5);
5) y-‘-i%I, Mo(%s"1)°

 9.17. Koostada hilperbcoli kanooniline vorrand, teades

et hiiperbooli fookused esetsevad x-teljel js

1) hiiperbool on vordhaarme ning juhtsirgete vorrandid on x =
=12,

2) juhtsirged on mi#ratud vorrandiga x = 2 3 V2 ja asiimptoo-
did on =1iati;

-~ 40 -
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3) astmptootide vorrandid on 3x
vorrandid on 5x £ 16 = 0 ;

4) juhtsirgete vorrandid on 3x
hiiperbooli punkt.

4y = 0 ning juhtsirgete

¥y ning H1(—3, %) on

9.18. Koostada hiiperbooli kanoonilime vorrand, kui
1) juhtsirgetevaheline kaugus on %3 ja ekstsentrilisus e =
=T ;
7 o
2) asilmptootidevaheline nurk on 60 ja ¢ = 2¥3 .
9.19. Koostada hiiperbooli kanooniline vorrend, lkui
tema fookused asetseved ordinsatteljel simmeetriliselt ree-

peri algusrunkti suhtes ning

1) fookustevaaellne kaugus on 2¢ = 10 ja ekstsentrilisus

e = 3
)
2) asimptootide vorrandid on y = %; x ja tippudevaheli-
ne kaugus on 45;
3) ;uhtslrgetevaheline kaugus on 7% je ekstsentrilisus

50

"+

4) asﬁmptootlde vorrandid ony = % ja juhtsirgetevaheli-
ne kaugus on 6w-
2 ,
9.20, Arvufada hiiperbooli K_ &— agimptootide

| ja sirge 9z + 2y - 24 = G poolt mocdustatud kolmnurge pind-
ala.
9,2i. Kirjutada hiiperbooli asiimptootide vorrendid ja
arvutads asiimptootidevaheline nurk, mille sees oxn hiiperbool:
2 2 ,

a) - - %— = 13

%
b) ?3{_-3:2=1 3
2 2
0) %‘-%"21’
2 2

d) - %— + %— =1.

9,22, 1) Leida soltuvus hiiperbooli ekstsentrilisuse ja
tema asiimptootide vahelise nurgas vahel;

2) vidljendada hiiperbooli pooltelgede suhe ekstisentrili-
suse abil. Kuidas ekstsentrilisuse suurus avaldab méju  hii~
Perbooli kujule?
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9,23. leida hiiperbooli asimptootide vaheline nurk, kui
1) ekstsentrilisuse e = 2 ;
2) fookusteveheline kaugus on kaks korda suurem juhtsirgete-
vaheliseat kaugusest.

9,24. Leida hiiperbooli ekstsentrilisus, kui
1) asimptootidevaheline nurk on 60°;
2) asimptooedid on risti;
3) reaaltelg on ndha antud hiiperbooli fookusest 60° nurgs
all. )

9,25. leida sirged, mis lébivad punkti A(2,-5) ja on
paralleelsed hiiperbooli 12 - 4y2 = 4 asiimptootidege.

9,26. Reeperi teljed ihtivad hiiperbooli telgedega. Koos-
tadas hiiperboali vorrand, kui on antud hiiperbooli ihe asiimp-
toodi ja ilhe juhtsirge 1dikepunkt P(3,2; 2,4).

9,27. On antud vordhaarne hiiperbool x° - y2 = 8, Lei-

da punkti M(-5,3) l&biv konfokaalne hiiperboocl.
Miirkus. Teist jarku koveraid nimetatakse konfokaalse-
teks ehk kasasfokaalseteks, kui nende fookused ithtivad.

9,28. Koostada kahe keashiiperbooli vorrand, teades, et
esimese hiiperbocli juhtsirgete vaheline keugus on 7,2 ja te-
ma keashiiperbooli juhtjoonte vaheline kaugus on 12,8.

9.29. Koostada hiiperbooli vorrand, kui hiiperbool 1#bib
ellipsi fookusi ja hiiperbooli fookused iihtivad ellipsi +tip-

2

- 2 2 2
pudega: 1) g— + E— =1 3 2) %Gg + ¥ZZ =1 .

9.30. Hiiperbooli foockused iihtivad ellipsi fookustega.
Koostada hiiperbooli kanooniline vdrrand, kui on antud ellip-
gi kanooniline v3rrand ja hiiperbooli ekstsenirilisus:

2 2 x2 2

1) ;-5-+§—=1,e=2; 2) E+h=1, e = 1,25 .

12

2
) 9.31. Veendude, et ellipsi =gy + %— = 1 Jja hiiperbooli
%? - &~ - 1 1Bikepunktid on ristkiiliku tippudeks. Koostade
-~ ~ .

selle ristkiiliku kiilgede vOrrandid.
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9.32. Toestadm, et hiiperbooli suvalise punkti M Kau3
gus fookusest F on vordne seda punkti lébiva asimptootili
ge sihiga sirgel asetseva loigu pikkusega, mis on piiratud
punktiga M ja fookusele F vastava juhtsirgega.

Antud tingimusi rahuldavad hiiperbooli punktid
9,33, Ieida hiiperbooli ja sirge ldoikepunktid:

1) EE‘- EE =1, Y=x+1;

2) 2'.:2-3y2=15, Yy=x=1;

3) 12 - 3y2 =1, X4+2y -1 =0 ;
4y -l a9, y =2x =4 ;

5) x°-3° =6, y=3;

6) y2 ~x2 =7 ' y=2

9.34. Leida hiiperbooli 5; - §§ =1 Jja jdrgmiste sire
gete loikepunktid:
1) x =5y =0 ;

2) 2x +y - 18 =0 ;
3) x=y+5=0; -
4) ¥VYT0x -5+ 15 =0 .

9,35, Toestada, et hilperbooli asimptootidega ja puutu-
‘Jaga piiratud kolmnurga pindala ei soltu puutepunkti asen=
-dist hiiperboolil.

; 9.36. Joonestada hiiperbool, ldhtudes jérgmisest defi-
nitsioonist,

Hiiperbooliks nimetatakse tasandil asetseva kolmnurkade
parve kolmnurkade F1F2M tippude M hulka, kui kolmrurkadel
on iihine alus F1F2 = 2¢ ja ilejddnud kiilgede wvahe absoluut-
vildirtus on konstantne (2a).

9,37. Toestada, et hiiperbooli suvslise punkti keuguste
-korrutis hiiperbooli asimptootideni on konstantne suurus.

9.38. Punkti nimetame hiiperbooli suhtes sisemiseks, kui
ige sirge, mis 1Kbib seda punkti ja ei ole paralleelne kum-

- 43 =



magagi asimptootideat, 10ikab hiiperbooli kahes (erinevas)

punktis, Missuguse tarviliku jIa piisava tingimuse korreal

2
punkt M (xo, ¥, )} on hiiperbooli —2 IE = 1 suhtes sige-

punkt?

2.39. Missuguse tarviliku ja piisava tingimuse korral
on k3ik 13igu 311{2{ My(x1571) Ja Mp(xp,¥,) | punktid  hu-

: x2
pexrbooli -2-- In = 1 sisepunktid?

3.40. Ieida punktide 4(4,1), B(1,-2), C(VZ,1) asend
hiperbooli 12 - y2 = 1 suktes.

3:41, Missuguses punktis on hiiperbooli 2512 ~ 9y2 =

= 225 abstsiss ja ordinsat vordsed?

2
9.42, Hiperbooli 55 EE punkti M abstsiss on
10 ja ordinpat on positiivne, Arvutada punktlst H lEhtuva-
te raadiusvektorite pikkused ja nendeveheline nark.

2:.43. HMBErata hiiperbooli %— - %E = 1 punktid, mille

kaugused vasaku fookusgeni on 7.

2

3.44. Hiiperboolil %; - 5— = 1 leids punkt, mille kar-
ral
1} foksslreadiusvektorid on risti;
2) punkti keugus vasaku fookuseni on kaks korde suurem puni-
11 keugusest parema fookuseni.

2.45. Arvutada hiiperbooli
abstsiss on
1) 10;
2) 1

fokaglraasdiusvektorite pikkuseda
b e

9.46, Hiperboolil %ﬁ - Eﬁ = 1 on antud punk: H1UO,

~¥5 ). Koostada virrandid sirgetele, milledel asetsevad

punicti ¥, Tfokmalrsadiused, '

e
”ﬁu

9 >

3.47. Lleida kiiperboclil Kn %— punkt, mis on
dhesgt asumptoodist kolm kords kaugema ¥ui telsest,

- 44 -
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2 2

9.48. Millist tingimust peab rahuldama hiiperbooli — — - = 1 ekstsentrilisus selleks, et te-
ma paremal harul eksisteeriks punkt, mis asetseb vordsel kaugusel paremast fookusest ja
vasakust juhtsirgest.

3

9.49. Hiiperbooli ekstsentrilisus e = ok keskpunkt asub koordinaatide alguspunktis, iiks juhtsirge
on antud vorrandiga x = —8. Arvutada antud juhtsirgele vastava fookuse kaugus punktist
M, mille abstsiss on 10.

9.50. Tdestada, et hiiperbooli juhtsirge 1dbib vastavast fookusest asiimptoodile tdmmatud rist-
sirge ja asiimptoodi 16ikepunkti. Leida fookuse kaugus asiimptoodist.

9.51. Leida valem, mis seob kahe kaashiiperbooli ekstsentrilisusi. Selle valemi pohjal méaarata
vordhaarse hiiperbooli ekstsentrilisus.

9.52. Toestada, et hiiperbooli juhtsirgete poolt véljaloigatud asiimptootide loigud on vordsed
hiiperbooli fokaaltippude vahelise kaugusega 2a. Kasutades toodud omadust, konstrueerida
hiiperbooli juhtsirged.

Puutujad

22 g2
9.53. Koostada hiiperbooli — — 2= 1 puutuja ja normaali vorrandid hiiperbooli punktis
a
Mo (20, yo)-
2?2
9.54. Koostada hiiperbooli = T 1 punkti A (5, —4) ldbiva puutuja vorrand.
22 g2
9.55. Leida hiiperbooli 0" 6= 1 puutujad tema loikepunktides sirgega 3z — 5y = 0.
5
9.56. Millist tingimust peab rahuldama kordaja m, et sirge y = 5:10 + m oleks hiiperboolile
2 2
@2 v
9 36
1) loikajaks;
2) puutuks teda;
3) ei omaks hiiperbooliga iihiseid punkte.
22 12
9.57. Milliste tingimuste korral on véimalik punktist My (o, yo) tommata hiiperboolile — — i
a
1
1) kaks puutujat;
2) ainult iiks puutuja.
Koostada molemal juhul puutujate vorrandid.
2?2

9.58. Hiiperbooli — — -= =1 juhtsirgete ja reaaltelje loikepunktidest on tommatud puutujad

antud hiiperboolile. Koostada puutujate vorrandid ja leida puutepunktid.
2
9.59. Koostada punkti M (1,4) libivate hiiperbooli x? — yz = 1 puutujate vorrandid.



9.60.

9.61.

9.62.

9.63.

9.64.

9.65.

9.66.

9.67.

9.68.

9.69.

9.70.
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2 2
Leida hiiperbooli % — % = 1 puutujad, mis labivad antud punkti: 1) A (2,0); 2) B (—4, 3);
3) C(5,—-1).
Koostada antud hiiperbooli puutuja ja normaali vorrandid, kui puutuja labib antud punkti

P:

1) 2* —2y* =8, P(1,1);
2) 4y* — 2% =20, P(—8,-1).

Leida antud sirge poolus antud hiiperbooli suhtes:

1.2 y2
) e=4"——-L =1,
Jo=d o - T =1L

2) 22—y —6=0,2°—y>=09.

Leida punkti A (2,0) polaar hiiperbooli 922 — 8y? = 72 suhtes. Leida antud punkti polaar
hiiperbooli suhtes:

1) P(2,0), 922 — 8y? = 72;

2) P(—8,-8), 4y* — 2% = 20;

.’1,‘2 y2

32
Toestada, et iga sirge, mille poolus asetseb hiiperbooli asiimptoodil, on paralleelne asiimp-
toodiga ja iihtib asiimptoodiga, kui asiimptoodil asetsev poolus on lopmata kaugel.

3) P(1,-10), 1.

Toestada, et hiiperbooli punktis X moodustab vordsed nurgad sirgetega F} X ja F5 X, kus
F1 ja F5 on hiiperbooli fookused.

2 2
Leida punktist (xg,yo) hiiperboolile :% — Z—Q = 1 tommatud puutujate vaheline nurk.
a
Toestada, et kui ellips ja hiiperbool on kaasfokaalsed, siis on nad ortogonaalsed.
Mairkus. Kahte teist jarku koverat nimetatakse kaasfokaalseteks, kui nende fookused iih-

tivad. Nurgaks kahe kovera vahel nimetatakse nende koverate puutujate vahelist nurka
s
nende koverate 16ikepunktis. Kui kahe kovera vaheline nurk on 5 siis koneldakse, et kove-

rad on ortogonaalsed.

Toestada, et kaks vordhaarset hiiperbooli on ortogonaalsed, kui nende keskpunktid tihtivad
ja iihe hiiperbooli astimptoodid on teise hiiperbooli stimmeetriatelgedeks.

2 2
Leida hiiperboolil % - % = 1 punkt, mida labiv puutuja moodustab abstsissteljega nurga

™

g.
2 2

x
Leida tarvilik ja piisav tingimus hiiperbooli — — ‘Z—z =1 ja sirge
a

1) Az + By +C =0;
2) y=kx+m

puutumiseks.
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9.71.

9.72.

9.73.

9.74.

9.75.

9.76.

9.77.

9.78.

9.79.

9.80.

9.81.

9.82.

9.83.

9.84.

9.85.

PEATUKK 9. HUPERBOOL

2 2
x
Missuguse tarviliku ja piisava tingimuse korral punktist My (zo, yo) hiiperboolile — = Z;—Z =
a
1 tommatud puutujad puutuvad erinevaid hiiperbooli harusid?
22 g2
Leida hiiperbooli 6= 1 puutujad, mis on

1) paralleelsed sirgega x +y — 7 = 0;
2) paralleelsed sirgega = — 2y = 0;
3) risti sirgega x — 2y = 0.

Koostada hiiperbooli 52% — 4y% = 20 puutuja ja normaali vorrandid, kui puutuja on paral-
leelne sirgega 3z — 2y = 0.

Leida hiiperbooli 22 — 4y? = 12 puutuja ja normaali vorrandid, kui puutuja on risti sirgega
z+y—1=0.

2 2
Leida sirgega 2x + 4y = 5 paralleelsed hiiperbooli T—G _ 1 puutujad ja arvutada

8
puutujatevaheline kaugus d.
Leida normaal hiiperboolile

1‘2

1 J—
) 81
2) x? — y* = 1 risti sirgega 13z — 12y = 0.

2
— % = 1 paralleelselt sirgega 18x — 10y + 7 = 0;

On antud hiiperbooli fookused F} (4,2), F» (—1,—10) ja puutuja 3z + 4y — 5 = 0. Leida
hiiperbooli poolteljed.

Hiiperbool puutub sirget s punktis Mj. Koostada hiiperbooli vorrand:

1) (s)z—y—2=0, My (4,2);
2) (s) x—y—3=0, My (5,2);

Koostada hiiperbooli vorrand, kui hiiperbooli fookused asuvad abstsissteljel siimmeetriliselt
reeperi alguspunkti suhtes, sirge 152 + 16y — 36 = 0 on hiiperbooli puutuja ja fokaaltippu-
devaheline kaugus 2a = 8.

Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, kui on antud hiiperbooli astimptootide vorrandid
y = £0,5z ja hiiperbooli ithe puutuja vorrand bz — 6y — 8 = 0.
2 2

x
Leida hiiperbooli — — Y _ 1 selline puutuja, mis asetseb vordsel kaugusel keskpunktist

i 9 16
ja paremast fookusest.

Toestada, et hiiperbooli suvalise puutuja 16ik, mis on piiratud astimptootidega, poolitub
puutepunktis.

Toestada, et hiiperbooli suvalise punkti fokaalraadiuste korrutis on jaav suurus.

2 2
X

Tdestada, et hiiperbooli — — :Z—Q = 1 fookuste kauguste korrutis puutujast on b.
a
2 2

1) Leida hiiperbooli % Y
a

=i 1 fookuste kaugus asiimptootidest.
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2) Toestada, et hiiperbooli suvalise punkti kauguste korrutis asiimptootideni on jadv

suurus.
9.86. Koostada taisnurkade tippude hulga vorrand, kui tdisnurkade kiiljed puutuvad antud hii-
perbooli.
9.87. Leida hiiperbooli fookuse projektsioonide hulk hiiperbooli puutujatele.
2 2
9.88. Kas antud hiiperboolil x—z — y—2 = 1 eksisteerivad puutujad koikides sihtides? Eitava vastuse
korral leida tingimused, mida peab rahuldama hiiperbooli puutuja tous.
9.89. On antud hiiperbool ja puutepunkt:
1) zy = m, Mo (w0, Yo);
2) xzy =8, My (2,4);
Koostada puutuja vorrand.
Diameetrid
9.90. Leida hiiperbooli fokaallaius.
Mairkus. Hiiperbooli fokaallaiuseks nimetatakse hiiperbooli fookust ldbiva ja fokaalteljega
ristuva koolu pikkust.
2?2
9.91. Toestada, et hiiperbooli — — 72 paralleelsete koolude keskpunktide hulk on sirge.
a
2
9.92. Hiiperbooli T y* = 1 koo, mis libib punkti A (3, —1), poolitub selles punktis. Koostada
vaadeldavat koolu kandva sirge vorrand.
22 g2
9.93. Leida sirgega 3x — 4y + 6 = 0 paralleelsete hiiperbooli e 1 koolude sihiga konju-
geeritud diameetri vorrand.
2?2
9.94. Kontrollida, et hiiperbooli — — = =1 teljed osutuvad ainsateks diameetriteks, mis on
risti nende kooludega, mida nad poolitavad.
9.95. Niidata, et hiiperbooli koolu otspunktidest tommatud puutujad ldbivad iihte ja sama punk-
ti diameetril, mis poolitab koolu.
9.96. On antud hiiperbooli astimptoodid ja iiks tema diameetritest C'D. Joonestada selle dia-
meetri kaasdiameeter.
2 2
9.97. Leida hiiperbooli x—g — 'Z—Q = 1 kaks kaasdiameetrit, mis moodustavad omavahel nurga a.
a
2?2
9.98. Leida hiiperbooli — — =- = 1 kaasdiameetrite vaheline nurk, kui on teada, et reaalsel
diameetril asestsev ko6l on kaks korda suurem fokaalkoolu pikkusest (fokaalkoolu pikkus
on 2a).
9.99. Leida hiiperbooli
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9.100.

9.101.

9.102.
9.103.

9.104.

9.105.

PEATUKK 9. HUPERBOOL

1) 22—yt =1
2 2

2) r_Y
5 4

kaasdiameetrid, millede vaheline nurk on 45°.

Leida hiiperbooli 922 — 16y* = 576 diameeter, millel asetseva koolu pikkus on 20 cm.

2 2
Leida hiiperbooli % — % = 1 diameeter, millel asetseva koolu pikkus on 2+v/29.

Toestada, et hiiperbooli puutuja on puutepunkti labiva diameetri kaassihiline sirge.

Hiiperbooli tasandil on fikseeritud kaks punkti A ja B. Koostada sirgete AM ja BM 16i-
kepunktide M hulga vorrand, kui sirge AM ja BM on hiiperbooli kaassihilised.

2 2

Toestada, et iga kolmnurk, mille tipud asetsevad hiiperboolil :% - ij—Q = 1, on taisnurkne.
a
2?2
Ruudu tipud asetsevad hiiperboolil — — i 1. Leida ruudu tipud. Uurida, millistesse

hiiperboolidesse on voimalik joonestada ruutu.



Peatiikk 10

Parabool

§1. Parabool

. Definitsioon. booli fookuseks punkt F’ (g,O) ja juhtsirge (e. direktrissi) vorrand omab kuju
T = —g. Olgu X (z,y) parabooli suvaline punkt, R = X P punkti X kaugus fookusest jad = X P

punkti kaugus juhtsirgest, lahtudes definitsioonist saame siis

r=d. (10.1)

, siis, asendades seosesse (|10.1]) ja lihtsustades, saadakse

Kuna r = (m—g)Q—l—yz,d: ‘x—i—‘g

parabooli kanooniline vorrand E|
y* = 2pz. (P)

2. Parabooli kuju uurimine. Parabool on mittetsentraalne kover (pinnal keskpunkti ei eksis-

teeri). Paraboolil on ainult iiks siimmeetriatelg, mis valitud kanoonilise reeperi korral on voetud

a-teljeks. Paraboolil on ainult tiks tipp (kovera 16ikepunkt siimmeetriateljega) O(0,0).
Poolintervallis 0 < x < +o00 on y kasvav funktsioon, kusjuures a:gr«{looy = +4o00. Parabool

y? = 2pxp > 0 ei oma z-telje negatiivsel osal iihtegi punkti. Parabool on slimmeetriline
parabooliga molemaid paraboole voib esitada iihtse vorrandiga

y*=ax, a#0. (10.2)

3. Parabool on kumer kover, sest ta asetseb tervikuna iihel pool iga oma puutuja suhtes. Pa-
rabooli @ puutuja vorrand parabooli punktis X (29, yo) omab kuju
Yoy = p(z + ). (10.3)

Ivérrandid (10.1) ja @ on ekvivalentsed, kuna vérrandist(10.1)) jareldub vérrand ja viimasest vorrand
(10.1).

39
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Parabooli puutuja parabooli punktis Xy moodustab vordsed nurgad parabooli teljega ja sirge-
ga F Xy, kus F' on parabooli fookus. Viimast omadust nimetatakse sageli parabooli optiliseks
omaduseks: kui valgusallikas on parabooli fookuses, siis paraboolilt peegeldunud kiired on koik
paralleelsed parabooli teljega.

4. Sirget, millel asetsevad parabooli paralleelsete koolude keskpunktid, nimetatakse parabooli
diameetriks ehk tapsemalt koneldes paralleelsete koolude sihi kaasdiameetriks. Koolu sihti ja
kaasdiameetri sihti nimetatakse kaassihtideks ehk konjugeeritud sihtideks antud parabooli suhtes.
Parabooli koik diameetrid moodustavad teljega paralleelsete sirgete ebakimbu.
Parabooli diameetri vorrandi voib iildjuhul esitada kujul

my — pl =0, (10.4)

kus § = (I, m) on paralleelsete kdolude sihivektor ehk
=L 10.5
Yy e ( )

kus k = ? on paralleelsete koolude tous.

r
Suhet e = — nimetatakse koonuselbike ekstsentrilisuseks, kui v on punkti kaugus fookusest ja

d on punkti kaugus vastavast juhtsirgest. Parabooli kui koonuseloike ekstsentrilisus e = 1.
Tasandi punkti M nimetatakse antud parabooli suhtes sisepunk-

tiks, kui punkti M labiv suvaline sirge, mille suund erineb parabooli Ya
telje sihist, 16ikab parabooli kahes erinevas punktis.
Kuna punkt P, asetseb viljaspool parabooli, siis punkti Py po- P,
laariks antud parabooli suhtes on antud paraboolile tommatud puu-
tujate puutepunkte iithendav sirge Py P> (vt. joon. . Punkti B o\/O

HV

Py(x0,yo) polaar madratakse vorrandiga
Yoy = p(x + o). (10.6) P

Sirge P P» poolus on punkt Py. Kui poolus Py on paraboolil, siis
on polaar parabooli puutuja selles punktis F.

Kui punkt Py on parabooli sees, siis vorrand esitab punkti
P, polaari, mis asetseb véljaspool parabooli. Joonis 10.1

Polaari on lihtne konstrueerida kahe vabalt voetud loikaja abil
(analoogiliselt ringjoone juhuga, vt. joon. 8.2).

10.1. Midrata parabooli 2 = 4y fookuse koordinaadid.

10.2. Koostada parabooli kanooniline vorrand, kui on antud parabooli parameeter:

(a) p=4;
(b) p=3;
1
(c) p= 252
(d) p=3,2.

10.3. Koostada parabooli y? = 6z juhtsirge vorrand.



10.1.

10.4.

10.5.

10.6.

10.7.

10.8.

PARABOOL 41

Leida fookuse koordinaadid ja juhtsirge vorrand paraboolidel:

(a) y* = ba;
(b) y* = —2a;
(c) y=2a%
(d) 2% = —3y.

Koostada parabooli vorrand, kui on antud fookuse koordinaadid F'(3,0) ja juhtsirge vorrand
r=—1.

Koostada parabooli vorrand, kui parabooli tipp asetseb reeperi alguspunktis, parabool on
simmeetriline x-telje suhtes ja
(a) labib punkti A(9,6);
(b) 1&bib punkti B(—1,3);
(¢) 1abib punkti C'(2, —4);
(d) 1abib punkti D(—2,4);
)
)
)

f
(g) fookus asetseb punktis P(5,0).

(e) fookuse ja tipu vaheline kaugus on 4 pikkusiihikut;
(f) fookuse ja tipu vaheline kaugus on 3 pikkusiihikut;

Koostada parabooli vorrand, kui parabool on stimmeetriline y-telje suhtes, parabooli tipp
asetseb reeperi alguspunktis ja parabool

(a) 1dbib punkti A(1,1); \y
(b) 1&bib punkti B(4, —8);
(c) lidbib punkti C(4,2); b
(d) labib punkti D(—4, —2); 5 a >
(e) fookus asetseb punkti F(0, 3); b
(f) fookus asetseb punktis F(0, 2).
Maéarata parabooli y2 = 2px parameeter, teades, et foo- /
kusest kuni punktini, kus x = 3, tommatud fokaalraadius
on 5. Joonis 10.2

Reeper on nihutatud

10.9.
10.10.

10.11.

Koostada parabooli vorrad, kui on antud tema fookus F'(4,3) ja juhtsirge y + 1 = 0.

Koostada parabooli vorrand, kui parabooli juhtsirge on voetud ordinaatteljeks ja fookus
asetseb punktis P:

(a) F(5,0);
(b) F(3,0).

Koostada parabooli vorrand, kui parabool juhtsirge on valitud abstsissteljeks ja fookus
asetseb punktis F'(0, 3).



42

10.12.

10.13.

10.14.

10.15.

10.16.

10.17.

10.18.

10.19.

10.20.
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Parabool on siimmeetriline x-telje suhtes, 16ikab x-teljest véilja loigu a ja y-teljest 1oigud b
(joon. [10.2). Koostada parabooli vorrand.

Koostada parabooli vorrand, teades, et tema tipp asetseb punktis A(a,b), parameeter on
p, telg on paralleelne z-teljega ja parabool ulatub Iopmatusse

(a) a-telje postitiivses suunas;

(b) z-telje negatiivses suunas.
Koostada parabooli vorrand, kui parabooli telg on paraleelne y-teljega, telje suund iihtib

y-telje suunaga, tipp asetseb punktis A(a,b) ja parameeter on p. Lahendada iilesanne ka
erijuhul, kui A(1,—-2) jap=3.

Parabool on stimmeetriline y-telje suhtes, 16ikab abstsissteljest vélja 16igatud +a ja ordi-
naatteljest 16igu b. Koostada parabooli vorrand.

Parabool on siimmeetriline z-telje suhtes, tema tipp asetseb punktis A(—5,0) ja parabool
loikab ordinaatteljest vélja koolu pikkusega [ = 12. Koostada parabooli vorrand.

Koostada parabooli vorrand, teades, et tema tipp on punktis C'(—2,1), siimmeetriatelje
suund iihtib y-telje negatiivse suunaga ning parameeter p on vordne ellipsi 3z°+4y?—48 = 0
juhtsirgete vahelise kaugusega.

Antud on parabooli tipp A(6,—3) ja juhtsirgete vorrand 3z — 5y + 1 = 0. Leida selle
parabooli fookus F'.

Veenduda, et igaiiks jargnevatest vorranditest méédrab parabooli ning leida tema tipu A
kordinaadid, parameeter p ja juhtsirge vorrand :

1) y? =4da —8; 3) y? =4 — 6a;
2) 2% =6y +2; 4) 2?2 =2—y.

Maérata tipp, A, loikepunktid z-teljega ja haarade suund jargmistel paraboolidel:

Kindlaid tingimusi rahuldavad punktid

10.21.
10.22.
10.23.
10.24.

10.25.

Paraboolil y? = 8z leida punkt, mille fokaalkaugus on 20.
Arvutada parabooli y? = 20z punkti M fokaalkaugus, kui punkti M abtsiss on 7.
Paraboolil y? = 4z leida punktid, mille abstsiss ja ordinaat on vordsed.

Parabooli y* = 4,5z punkti M (z,y) kaugus juhtsirgest on d = 9,125. Arvutada punkti M
kaugus parabooli tipust.

Leida tunnus, mille jargi voib médrata punkti My (zg, yo) asendi parabooli y? = 2px suhtes.



10.1.

10.26.
10.27.

10.28.

10.29.

10.30.

10.31.

10.32.

10.33.
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Midrata punktide A(3,1), B(4,2), C(2,2) asend parabooli 2% = 8y suhtes.
Missuguse tarviliku ja piisava tingimuse puhul sirge Az + By + C =0
1) ldikab parabooli y* = 2pz?
2) ei 16ika parabooli y* = 2px?
Leida parabooli y? = 18z ja antud sirgete 16ikepunktid:
1) 6x+y-6=0;
2) 9x-2y+2=0;
3) 4x-y+5=0;
4) y-3=0 .

Leida parabooli ja sirge loikepunktid :

1) y* =9z, y=2x —2;

2) y? = 4z, 12y — 162 = 9;

3) y*=—6x, y=-3+0.5

4) 2 =25y, y—az+4=0;

5) y? = 6z, 3z —2y+6=0.

. cx? P . - - )
Maarata hiiperbooli 0 5 = —1 ja parabooli y* = 3z loikepunktid.

2 2

Leida parabooli y? = 12z ja ellipsi % - 11/7)‘ — 1 16ikepunktid.

On antud parabool ja tema teljega ristuv sirge [. Leida parabooli niisugune punkt P, et
parabooli suvaline punkti M kauguste ruutude vahe sellest punktist ja sirgest [ ei soltuks
punkti M valikust.

Ringjoone keskpunkt asetseb parabooli y? = 4z + 2 fookuses ja ringjoon puutub parabooli
juhtsirget. Leida ringjoone ja parabooli 1oikepunktid.

Parabooli joonestamine

10.34.

10.35.

Joonestada parabool, ldhtudes tema definitsioonist.

On antud téisnurkne kolmnurk ABC
kaatetitega a ja b. Molemad kaatetid on
jagatud n vordseks osaks. Jaotuspunk-
tid kaatetitel on nummerdatud, kaate-
til a alates teravnurgatipust ja kaatetil
b alates tédisnurga tipust (vt joonis|10.3)).
Léabi kaateti a jaotuspunktide on tomma-
tud kaatetiga b paralleelsed sirged; kaa-
teti b jaotuspunktid on iihendatud tipu-
ga B. Koostada sama numbrit kandvate
jaotuspunktidega méadratud sirgete 16ike-
punktide hulga vorrand. Joonis 10.3

o
T vwhoio-1000




44

10.36.

10.37.
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Millised kolmnurki peaks kasutama, et kooskolas eelneva iilesandega konstrueerida para-
booli 3? = 5. Kuidas tdiendada konstruktsiooni, et saada punkte viljaspool kolmnurka.

Joonestada paraboolile y? = 2pz normaal villjaspool koverat asuvast punktist M.

Parabooli puutuja

10.38.

10.39.

10.40.

10.41.

10.42.
10.43.

10.44.

10.45.

10.46.

10.47.
10.48.

10.49.

Leida parabooli y? = 10z puutujad, mis libivad antud parabooli ja sirge 4z —y — 5 = 0
loikepunkte.

Koostada antud punkti My(zg,o) ldbivate parabooli y* = 2px puutujate vorrandid, kui:
1)My on parabooli punkt; 2) My on parabooli suhtes villine punkt.

Toestada, et parabooli y? = 2pz puutuja, mis puutub parabooli punktis X, (z0,¥0), 16ikab
abstsisstelge punktis A(—xzo,0) ja ordinaattelge punktis B (O, %)
Toestada, et parabooli y? = 2px puutuja parabooli punktis Xy moodustab vordsed nurgad
parabooli teljega ja sirgega XoF', kus F' on parabooli fookus.
Sirge = + 3y + 9 = 0 on parabooli y? = 4z puutuja. Leida puutepunkt.
Leida parabooli y? = 2px parameeter, kui parabool puutub antud sirget
1) 2—3y+9=0;
2) z—2y+5=0.
Leida antud parabooli puutujad, mis ldbivad antud punkti P:
1) y* =8z, P(5,-7);
2) y? = 362, P(2,9);
3) y* =6z, P(0,3);
) y? =6z, P(2,—2V3);
)

Punktist P(—3,12) on asetatud paraboolile 4> = 10z puutujad. Arvutada puutepunkte
ithendava koolu kaugus punktist P.

Leida parabooli y?> = 2pz suvalist punkti Xo(xo,yo lébiva normaali ja parabooli telje
loikepunkt.
Leida parabooli y? = 9z puutuja ja normaali vorrandid , kui puutuja libib punkti Py(—8, 3)

Leida parabooli 22 = 6y puutuja ja normaali vorrandid, kui puutuja ldbib punkti Py =
(5,—4).

On antud parabool y? = 12z. Leida tema puutujad, mis

1) labivad punkti, mille abtsiss = 3 ;

2) on paralleelsed sirgega 3z —y +5=10;

3) on risti sirgega 2x +y — 7 =10 ;

4) moodustavad sirgega 4z — 2y + 9 = 0 nurga %



10.1.

10.50.

10.51.

10.52.

10.53.

10.54.
10.55.

10.56.

10.57.

10.58.

10.59.

10.60.
10.61.

10.62.

10.63.

10.64.
10.65.
10.66.
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Leida parabooli y? = 12z sirgega 3z — 2y + 30 = 0 paralleelne puutuja ning arvutada antud
sirge ja leitud puutuja vaheline kaugus.

Leida parabooli 4> = 16z puutuja ja normaali vorrandid, kui puutuja on risti sirgega
x—y—T7=0.

Leida parabooli 4 = 2z puutuja ja normaali vorrandid, kui puutuja on paralleelne sirgega
20 —y—2=0.

Leida parabooli

1) y* = 3z puutuja, mis on paralleclne vektoriga 5= (1, —6);
2) y? = 16z puutja, mis on paralleelne sirgega 2z — y + 5 = 0;
3) y? = 2z puutja, mis on risti sirgega 2z +y — 1 = 0.
Leida tingimus, mille korral sirge y = kz + b puutub parabooli y? = 2px.
Leida parabooli y? = 12z niisugune punkt, kus puutuja moodustaks parabooli siimmeet-

s s
riateljega nurga 5

1
Parabooli 3y? = 8z puutuja tous on lg. Leida puutepunkt, puutuja ja normaal.

Leida parabooli y? = 12 puutuja vorrand, kui puutuja téusunurk on T

Leida antud ellipsi ja antud parabooli iihised puutujad:

JIQ y2
) —+==1 ? = da;
)8+2 , y x;
2 P 20
) A | 2
TR y=3"

Kirjeldada antud sirge ja parabooli vastastikust asendit:

H)z—y+2=0, y? = 8x;
2) 843y —15=0, %= —3y;
3) bx—y—15=0, 3° = —bx.

Leida parabooli y? = 64z ja sirge 4z + 3y + 36 = 0 vaheline lithim kaugus.

Toestame, et parabooli ja suvalise puutuja 16ik puutepunktist kuni puutuja ja juhtsirge
l16ikepunktini on ndhtav fookusest taisnurga all.

T
Toestada, et juhtsirge punktist paraboolile tommatud puutujate vaheline nurk on 5

Toestada, et parabooli y?> = 2px fookusest puutujale témmatud ristsirge 16ikab puutujat
y-teljel.

Leida punkti Py = (1,1) polaar parabooli y* = 2z suhtes.
Leida sirge 22 — y — 2 = 0 poolus parabooli y* = 9z suhtes.

Toestada, et parabooli diameetril asetsevate punktide polaarid on paralleelsed ja diameetri
poolus asetseb seega lopmatuses.
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10.67.

10.68.

10.69.

10.70.

10.71.

10.72.

10.73.

10.74.
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Leida sirgete, millel asetsevate parabooli koolude otsepunktidest voetud normaalid 16ikuvad
paraboolil, pooluste hulk.

Toestada, et parabooli fookus ja juhtsirge suvalisest punktist paraboolile tommatud puu-
tujate puutepunktid on kollineaarsed.

Téisnurk liigub nii, et tema kaatetid kogu liikumise jooksul puutuvad parabooli. Ma&rata
taisnurga tipu trajektoor.

paraboolil ? = 12z on véetud 3 punkti A, B, C, mille oordinaadid on vastavalt y; =
6,y2 = 2,y3 = —3. Arvutage kolmnurga ABC ja antud punkte ldbivate puutujate poolt
moodustatud kolmnurga pindalade suhe.

Toestada, et parabooli suvaline puutuja loikab juhtsirget ja teljega ristuvat fokaalkoolu
punktides, mis on vordsel kaugusel fookusest.

Toestada, et parabooli fookusest puutujale tommatud ristsirgete ja puutujate 16ikepunktide
hulk on parabooli tippu ldbiv parabooli puutuja.

Toestada, et paraboolid, mille fookused iihtivad, teljed on samasihilised, kuid vastassuu-
nalised, loikuvad risti.

Leida taisnurga tippude geomeetriline koht, kui selle kiiljed puutuvad vastavalt kahte kon-
fokaalset parabooli.

Markus. Kahte parabooli nimetatakse konfokaalseteks, kui nende fookused tihtivad ja tel-
jed on samasihilised, kuid vastassuunalised.

Parabooli koolud ja diameeter

10.75.

10.76.

10.77.

10.78.

10.79.

10.80.

10.81.

10.82.

10.83.

Leida sirge, millel asetseb parabooli 4 = 18z ja ringjoone (z+ 6)2 + y? = 100 iihine ko6l.

Toestada, et parabooli koik diameetrid moodustavad parabooli teljega paralleelsete sirgete
ebakimbu.

Toestada, et parabooli ja diameetri loikepunktist tommatud puutuja on paralleelne koolu-
dega, mida diameeter poolitab.

Toestada, et parabooli koolu otspunktidest tommatud puutujad loikuvad koolu poolitaval
diameetril.

Parabooli y? = 2pz k66l moodustab parabooli teljega nurga 45°. Leida vaadeldud koolu
kaasdiameeter.

Leida parabooli y? = 8z diameetri vorrand, kui diameeter moodustab kooluga, mida ta
poolitab, nurga 45°.

Leida sirgega 42 — y — 5 = 0 konjugeeritud parabooli y* = 6 diameeter.

Leida sirge, millel asetsev parabooli 4% = 42 k66l poolitub punktis
1) A(2,1); 2) B(3,1).

Leida sirge, millel asetsev parabooli y* = 6z koolu keskpunkt on
1) K(4,1); 2) L(5,5) .
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10.84.

10.85.

10.86.

10.87.

10.88.

10.89.

10.90.
10.91.

10.92.

10.93.
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Leida parabooli y? = 8z ko6lu kandva sirge vorrand, kui ko6l 1ibib punkti Py(5,2) ja teda
poolitab diameeter y = —3.

Paralleelsete sirgete kimbu sirgetel asetsevaid parabooli y? = 3,5z koole poolitab diameeter
y = 2,5. Koostada sirgete kimbu vorrand.

Koostada parabooli 42 = 3z diameetri vorrand, kui diameeter poolitab sirgel 3z —T7y+2 = 0
asetseva parabooli koolu.

Leida parabooli y? = 2pz joonestatud vordkiilgse kolmnurga kiilje pikkus.

Parabooli y?> = 8z on joonestatud kolmnurk, mille iiks tipp iihtib parabooli tipuga ja
kolmnurga korgused 16ikuvad parabooli fookuses. Koostada kolmnurga kiilgede vorrandid.

Leida parabooli parameetrilised vorrandid, kui muutuvaks parameetriks votta parabooli
diameetri kaugus ¢ z-teljest.

Koostada parabooli fookust labivate koolude keskpunktide hulga vorrand.
Leida parabooli y? = 2pz ordinaatide keskpunktide hulk.

Toestada, et parabooli suvalise fokaalkdolu otspunktidest parabooli teljele langetatud rist-
l6ikude pikkuste korrutis on konstantne suurus.

Toestada, et parabooli ja tema koolu vahelise segmendi pindala on vordne koolu otspunk-

2
tidest tommatud puutujate ja selle koolu vahelise kolmnurga 3 pindalaga.

Mitmesuguseid iilesandeid

10.94.

10.95.

10.96.

10.97.

10.98.

10.99.

10.100.

10.101.

Leida punktide hulk, kus iga punkti kauguste summa voi vahe antud punktist ja antud
sirgest on kindel suurus.

Silla kaarel on paraooli kuju. Maérata parabooli parameeter, kui silla kaare alus on 24 m
ja korgus 6 m.

Autolambi paraboolse peegli diameeter on 20 cm ja siigavus 15 cm. Leida peegli 1dbiloikes
saadava parabooli vorrand.

Parabooli punkti M fokaalraadius on r. Avaldada parabooli punktis M vGetud normaalil
asetseva parabooli koolu pikkus parameetri p ja fokaalraadiuse r kaudu.

Kivi visatakse horisontaaltasandi suhtes teravnurga all. Kivi trajektoor on parabool. Kivi
kukub 16 m kaugusele lahtepunktist ja kivi lennu maksimaalne korgus on 12 cm. Maarata
parabooli trajektoori parameeter.

Purskkaevust véljuval veejoal on parabooli kuju, mille parameeter on p = 0,1 m. Méaérata
veejoa korgus, kui ta langeb basseini 2 m kaugusel lahteounktist.

Téisnurga tipp iihtib parabooli tipuga. Taisnurk poorleb iimber oma tipu parabooli tasan-
dil. Toestada, et sellise poorlemise korral sirge, mis iihendab parabooli ja taisnurga haarade
loikepunkte, poorleb samuti timber parabooli teljel asuva punkti.

Leida ringjoonte keskpunktide hulk, kui ringjooned ldbivad antud punkti ja puutuvad antud
sirget.
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10.102.

10.103.

10.104.

10.105.

10.106.

10.107.
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Joonis 10.4

Leida ringjoonte keskpunktide hulk, kui ringjooned puutuvad ordinaattelge ja ringjoont
2,2
e 4y =1

Parabooli 4> = 12z fookusest on suunatud valguskiir, mis moodustab parabooli teljega
nurga « (a — teravnurk). Joudnud paraboolini, kiir peegeldub sellelt. Leida sirge vorrand,
kus asub peegeldunud kiir.

Rippsilla tross on paraboolikujuline. Kirjutada tema vorrand joonisel [I0.4] nididatud telgede
suhtes, kui OA = a ja kaare pikkus BC' = 2b.

Terastross on riputatud kahest otsast sama korgusega sammaste kiilge, mille kaugus tei-
neteisest on 20 m (vt. . Samba alusest 2 m kaugusel, mootes médda horisontaali, on
trossi labipaine 14,4 cm. Méaédrata trossi maksimaalne ldbipaine, arvestades, et tross on
ligikaudu parabooli kaare kujuline.

Toestada, et parabooli diameetriga paralleelsete valguskiirte kimbu kiired peale peegeldu-
mist paraboolilt koonduvad parabooli fookuses.

Prozektori peegelpind on moodustatud parabooli poérlemisega timber oma siimmeetriatel-
je. Peegli diameeter on 80 cm ja tema stigavus on 10 cm. Kui kaugele parabooli tipust tuleb
asetada valgusallikas, et paraboolilt peegeldunud kiired moodustaksid paralleelsete kiirte
kimbu.

Koonuseloike polaarvorrand

Ellipsi, hiiperbooli ja parabooli vorrandid omavad polaarkoordinaatides iihesugust kuju

p

== 10.7
1—ecosyp’ (10.7)

p

mida nimetatakse koonuseloike polaarvorrandiks. Siin p ja ¢ on kovera suvalise punkti X po-
laarkoordinaadid, p — kdvera fokaalparameeter, mis on vordne poolega kovera fokaallaiusest (s.t.
teljega ristuva fokaalkoolu pikkus on 2p) ehk

p=eq, (10.8)
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1 Jz

a) b)

Joonis 10.5

kus ¢ on fookuse kaugus vastavast juhtsirgest ja e on koonuseloike ekstsentrilisus

€ = 5

Ul

kus 7 on punkti kaugus vastavast juhtsirgest.

Polaarreeper on valitud nii, et pooluseks on voetud iiks fookustest: ellipsi korral vasakpoolne
(vt. joon. , hiiperbooli korral parempoolne (vt. joon. . Polaarteljeks on voetud
vaadeldud koonuseloike fokaaltelg. Valime polaartelje positiivseks suunaks suuna juhtsirge poolt
vastava fookuse poole (vt. joon. . Kui koonuseloike fokaalvorrandis e = 0, siis saadud
vorrand méédrab ringjoone keskpunktiga F ja raadiusega p. Ringjoon on seejuures vaadeldav
ellipsi piirjuhuna, kui ellipsi fookused iihtivad ellipsi keskpunktiga.

10.108.

10.109.

10.110.

10.111.

Koostada ellipsi polaarvorrand, vottes fokaaltelje polaarteljeks ja paigutada pooluse ellpisi

1) vasakusse fookusesse;
2) paremasse fookusesse.

2 2
Koostada ellipsi % + Z—Q = 1 polaarvorrand, kui ellipsi keskpunkt asetseb pooluses ja
a

ellipsi fokaaltelg tihtib polaarteljega (polaartelje suund ellpisi keskpunktist parema fookuse
poole).

Koostada ringjoone vorrand polaarreeperi suhtes, kui ringjoone raadius a ja keskpunkt
asetseb

1) pooluses;

2) punktis A(a,0);

3) punktis B(pg, po)-

2 2
T
On antud ellipsi vorrand — + v 1. Koostada tema polaarvorrand, kui polaartelje suund

25 16
ithtib abstsisstelje suunaga ning poolus asub

1) ellipsi vasakus fookuses;

2) paremas fookuses.
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10.112.

10.113.

10.114.

10.115.

10.116.

10.117.

10.118.

10.119.

10.120.

10.121.

10.122.

Joonis 10.7

22 g2
Leida ellipsi 9 + 1= 1 polaarvorrand.

3v2
Leida ellipsi p = 7\[ poolteljed ja fookuste vaheline kaugus.
CoS ¥

2 —

144
Veenduda, et vorrand p = ————— maéérab ellipsi ja leida tema poolteljed.
13 —5cosp

12
3—+/2cosp

Ellipsil p = leida punktid, milledel polaarradius on 6.

288

m k661, mille plkkus on 10

Millise nurga moodustab fokaalteljega ellipsi p? =
ithikut.

Koostada hiiperbooli polaarvorrand, vottes polaarteljeks hiiperbooli fokaaltelje ja paigu-
tades pooluse hiiperbooli parempoolsesse fookusesse (polaartelg suunata parempoolsest
fookusest vastava juhtsirge poole).

Koostada ellipsi ja hiiperbooli polaartippvorrandid.

Leida hiiperbooli polaarvorrand, kui pooluseks votta iiks fookustest ja polaartelg suunata
fookusest hiiperbooli keskpunkti poole.

2 2
T

Koostada hiiperbooli — — y—2 = 1 polaarvorrand, kui ta keskpunkt iithtib poolusega ja reaal-

telg polaarteljega, valides polaartelje suunaks suuna hiiperbooli keskpunktist parempoolse

fookuse poole (vt. joon. [10.7)).

2?2
Koostada hiiperbooli — — <= = 1 polaarvorrand.

144 25
Koostada antud ellipsite ja hiiperboolidega tippvorrandid:

I’2 y2

) —+L =1,

TR
2 2

29) T L=y
16 9
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10.123.

10.124.

10.125.

10.126.

10.127.

10.128.
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2 2
z Y
3)) —+==1
) 9 + 2
. . . - . - 9
Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, kui on antud tema polaarvorrand p = e ——
—5cosp

2
1 —1+/2cosp

Koostada parabooli polaarvorrand, vottes pooluseks parabooli fookuse, polaarteljeks para-
booli telje ning valides polaartelje suunaks suuna

Koostada hiiperbooli p = asltimptootide ja juhtsirgete vorrandid.

(a) juhtsirge poolt fookuse poole;
(b) fookuse poolt tipu poole.

Koostada parabooli polaarvorrand, vottes hiiperbooli fokaaltelje polaarteljeks ja paigutades
pooluse hiiperbooli tippu.

Leida parabooli polaarvorrand, kui pooluseks votta juhtsirge ja stimmeetriatelje 16ikepunkt
ning polaartelg suunata sellest punktist parabooli tipu poole.

Koostada vorrandiga p = médratud parabooli kanooniline vorrand.

1 —cosp
. 8cosp | . . . ~ .
10.129. Paraboolil p = ——— leida punkt, mille fokaalraadius on vordne selle punkti kaugusega
sin” ¢
juhtsirgest.
10.130. Leida jérgmiste koverate kanoonilised vorrandid kanoonilise ortonormeeritud reeperi suhtes:
25 9
) p= o S L
13 —12cos ¢ 4 —5cosyp
1 4
) e 3—3cosp ) r V5 —cosg

|
|
i
|
| n
|
|
1 12 _
A i
|
|
i

7
|
|

Joonis 10.6
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Peatikk 11

Teist jarku joone uldine teooria

§1. Teist jarku joone keskpunkt. Teist jarku joone

vorrandi lihtsustamine reeperiliikke teel

Teist jarku joone (koonuseldike) iildvorrand iildise afiinse reeperi suhtes omab kuju
a11z2—|—2a121‘y—|—a22y2 + 2a137 + 2a23y + aszs =0 (111)

chk liihidalt
F(z,y) =0.

Kuna vorrandi poolt méaratud kover ei muutu, kui vorrandit korrutada mistahes millist eri-
neva arvuga ja a;r = agq, ¢,k = 1,2, 3, siis vorrand sisaldab 5 soltumatut kordajat a;g.
Teist jarku joon médratakse viie tingimusega (niiteks viie koveral asetava erineva punkti abil).

Vorrandi kordajatest moodustatud siimmeetriline maatriks omab kuju

ai1 a2 ais
F = |ai2 a2 a23
a13 G23 433

Maatriksit F' nimetatakse vorrandiga maaratud teist jarku kovera maatriksiks antud
reeperi korral.
Determinanti
ail aiz ai3
A=lai2 a2z azs|.
a1z Q23 0ass

nimetatakse teist jirku joone diskriminandiks ehk teist jarku joone determinandiks.
Determinanti

air a2

aiz2 a2

6:

53
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nimetatakse ruutliikmete diskriminandiks ehk ruutliikmete determinandiks.
Kandes reeperi alguspunkti reeperi liikkke (réopliikke) teel punkti O’(x1,y1) reeperi telgede
suundi muutamata, s.t. teostades teisenduse x = 2’ + x1,y = v + y1, teiseneb teist jirku joone

vorrand ([L1.1)) jargmiseks:
a2’ + 2a122"y + agy’? + 2Fa’ + 2F,y +2F =0, (11.2)
kus

2F = ay127 + 2a1221Y2 + a20y7 + 2a1371 + 2a23y1 + ass,
2F;, = 2(a1171 + a12y1 + a13), (11.3)
2F,, = 2(a1271 + a2y + as3),

s.t. vorrandi ruutlikmete osa (au:zc2 + 2a122y + a22y2) kordajad ei muutu, lineaarsete
liikmete kordajateks on vorrandi parema poole osatuletised vastava muutuja jargi, kus
suvalise punkti koordinadid on asendatud reeperi uue alguspunkti koordinaatidega; vorrandi
vabaliige on vordne vorrandi vasaku poolega, kus suvalise punkti koordinaadid on
asendatud reeperi uue alguspunkti koordinaatidega.

Kui teist jarku joonel eksisteerib stimmeetria keskpunkt — joone tsenter — ja reepe-
ri alguspunkt on viidud kovera tsentrisse My(xo, o), siis teisendatud vorrand ei voi sisaldada
lineaarseid litkmeid ja omab kuju

ana’? + 2a102"y + agy® +2F, =0 (11.4)
Kuna keskpunkti kordinadid muudavad nulliks avaldised 2F;, ja 2F,,, siis keskpunkti koordina-

did rahuldavad vorrandisiisteemi

=0
{auazo + ai2yo + a3 ) (11.5)

a12%o + a2yo + azz = 0.

Markasime, et teist jarku joone keskpunkti méarava siisteemi kordajateks on joone maatriksi
kahe esimese rea elimendid. Lahendades siisteemi ([11.5)), saadakse

_ Q12023 —axaiz _ 1laa a3
0= a11a22 — Q%Q o 1) ag2 Q23 ’ (11 6)
_ 3012 —anazs _ 1laiz ang .
o= ai1aze — a3, O |azz  aia|’

4 #0.
Teist jarku joont nimetatakse tsentraalseks jooneks, kui tal on iheselt méaratud keskpunkt.
Seega joon on tsentraalne joon, kui vorrandisiisteem ([11.5) omab iihese lahendi, s.t.

§#0.

Teist jarku joont, mille korral ei eksisteeri iiheselt méadratud keskpunkti, nimetatakse mittet-
sentraalseks jooneks.
Mittetsentraalne joone korral
6=0.

Mittetsentraalseid teist jarku jooni on kahte tiitipi:

a) 0 = 0 ja siisteem ((11.5)) pole kooskolas. Sel korral joonel ei eksisteeri keskpunkti ja kover
on parabool.
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b) 6 =0 ja siisteem ([11.5)) on kooskdlas:

an _a _ a3
ai2 a22 a23
Sel korral siisteemi vorrandid on lineaarselt soltuvad ja joonel on l6pmata palju keskpunkte, mis

asuvad iihel sirgel. Keskpunktidest koosnevad sirget

a11% + a2y + a1z = 0,

nimetatakse joone kesksirgeks, sest iga antud sirge punkt on antud joone siimmeetriakeskpunk-
tiks. Vaadeldud teist jarku joon on kollieaarsete sirgete paar.
Kui reeperi alguspunkt asetseb teist jarku tsentraalse joone keskpunktis, siis

A
2Fy = =
7%
ja joone vorrand (|11.1)) omab kuju
12 /1,0 /2 A
a11r’* + 2a122'y + a0y’ + — =0, (11.7)

)

kus ruutliikmete osa vordub lahtevorrandi ((11.1)) ruutliikmete osaga ja ka vabaliikme v6ib oseselt
arvutada lahtevorrandist diskriminantide kaudu.
Teist jéarku jooned e. koonuseloiked jagatakse kahte rithma.

1. Teist jarku koverad (e. kidumata teist jirku jooned): ellips, hiiperbool ja parabool
I1. Sirgete paarid (e. kidunud teist jarku jooned):
a) loikuvate sirgete paar (reaalsed vo6i imaginaarsed);

b) kollineaarsete sirgete paar (paralleelsed voi iihtivad).

11.1. Leida kovera
2 fay+20° 47— 12y +10=0

ja reeperi telgede 16ikepunkid.

11.2. Leida kovera
z? —2zy — 3y  —4dx —6y+3=0

loikepunktid sirgetegas:
1) bx —y—5=0;
2) z+2y+2=0;
3) z+4y—1=0;
4) x —3y=0.

11.3. Millise nurga moodustavad abstsissteljega sirged, mis 16ikavad koverat 22 — 2zy + 1y — 4z —
6y + 3 = 0 ainult iihes punktis?

11.4. Millisel parameeter \ vadrtusel 16ikab kover
2+ 20y +y* +5r—-9=0

sirget 2x — y + 7 = 0 ainult iihes punktis?
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Milline on teist jarku joone vorrand, kui teda loikavad iihes punktis

1) sirged, mis on paralleelsed z-teljega;
2) sirged, mis on paralleelsed y-teljega;

3) sirged, mis on paralleelsed iihe reeperi teljega?
Leida sirged, mis ldbivad reeperi alguspunkti ja loikavad koverat
6 —ay —y?+5x—3y+2=0
ainult iihes punktis.
Leida sirged, mis ldbivad punkti A(2,0) ja loikavad koverat
32° —Txy +2y° + 62 —4y —5=0
ainult iihes punktis. Leida nende sirgete vaheline nurk.

Leida viit antud punkti labiva teist jarku kovera vorrand

1) 0(0,0), A(0,1), B(1,0), C(2,-5), D(=5,2) ;
2) 0(0,0), K(0,2), L(=1,0), M(=2,1), N(=1,3) ;
3) 0(0,0), P(0,3), Q(6, ) R(2,2), S(=2,1).
Leida punkte (0,0), (0,3), (6,0), (2,2) ja (4,1) labiva teist jirku joone vorrand.

Leida teist jarku kovera vorrand, kui kover 1dbib punkte P = (0,0), P, = (0,1) ja Ps =
(1,0) ning kui keskpunktiks on K = (2, 3).

On antud neli punkti (0, 15), (3,0), (5,0) ja (2,3). Leida antud punkte ldbiv paraboolset
tiitipi kover.
Teist jarku joon ldbib punkte (0,0), (0,2), (2,4) ning loikab sirgeid 3z — 2y +1 = 0 ja

2z 4+ y — 5 = 0 lhes punktis. Koostada selle kovera vorrand.

Koostada teist jirku kovera vorrand, kui kover labib punkti A(2,—1), B(—2,2) ja 16ikab
reeperi telgi ainult reeperi alguspunktis.

Milliseks teiseneb antud teist jarku kovera vorrand, kui reeperi alguspunkt kanda punkti
o

1) 22 —day+3y* =20 +1=0, O'(1,0);

2) zy—6x+2y—3=0, O(2,6);

3) 2° +6x—8y+1=0, O(=3,—1).

Kontrollida, kas antud koverad on tsentraalsed koverad ja leida iga kovera keskpunkt:

1
2
3
4

322 4+ bxy +y? — 8z — 11y — 7 = 0;
522 + dzy + 2y + 20z 4 20y — 10 = 0;
922 — dzy — Ty? — 12 = 0;

)
)
)
) 222 — 62y + 5y? + 22z — 36y + 11 = 0.
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11.16. Kontrollida, kas jagmised vorrandid on tsentraalsete teist jirku koverate vorrandid. Milli-
seks teisendavad antud koverate vorrandid, kui reeperi alguspunkt kanda kovera keskpunkti:

1) 2s% — 62y + 5y* — 22+ 2y — 10 = 0;
2) 32% — 6y +2y° —4da + 2y + 1 = 0;
3) 622 4 4wy 4+ y? — 4z 4+ 2y + 1 = 0;
4) 42? + 6xy + y*> — 10z — 10 = 0;

5) 4% 4 22y + 6y + 62 — 10y + 9 = 0.
11.17. Leida antud teist jarku koverate keskpunktid:

1) 52% — 3xy +y* +4 = 0;

)

2) 32% — 2wy + 4 = 0;

3) 7a:y 3=0;

4) 922 — 122y + 49> — 1 =0.

11.18. Leida antud teist jirku koverate keskpunktid:

1) 2% — 22y + 2y? — 42 — 6y + 3 = 0;
3x2—2xy+3y + 4z + 4y — 4 = 0;
222 — 3xy —y? + 3 + 2y = 0;

z? = 2zy+1y? —4x — 6y — 3 =0;

2?20y + 9% 4+ 20+ 2y — 4 = 0;

22% + day + 5y° — 8x + 6 = 0;

)
)
)
)
)
)
) 22 —2xy +3y? —4x — 6y +3=0;
)
)
)
)
)
)
)

0 N O T W N

x4 6zy — 9y + 4z + 12y — 5 = 0;
922 — 6y +y? 4+ 22 — 7 = 0;

2?2 — day + 4y + 10z — 20y + 25 = 0;
52% + 8xy + 5y? — 18z — 18y + 11 = 0;
2zy — 4z + 2y + 11 = 0;

4a® 4 4ay + y* — 10z — 5y + 6 = 0;
2? —2xy4+9y* —3x+2y—11=0.

=)

10
1
2
3
14

— = =

11.19. Selgitada, millised antud teist jarku joontest on tsentraalsed jooned (s. t. omavad iiheselt
méadratud keskpunkti), millised joontest ei oma keskpunkti ja millised joontest omavad
lopmatu palju keskpunkte:

1
2

) 32% —day — 2y% 4+ 3z — 12y — 7 = 0;

) da? + 5ry + 3y  — x4+ 9y — 12 =0;

3) 4% — 4xy 4+ y* — 62 + 8y + 13 = 0;

4) 4a® —dzy +y* — 122 + 6y — 11 = 0;

5) 2® — 2zy + 4y° 4 5z — Ty + 12 = 0;
)

6) 2® — 2xy +y* — 62 + 6y — 3 = 0;
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7) 4x? — 20xy + 25y° — 1o + 2y — 15 = 0;
8) 4a? — 6xy — 9y* + 3z — Ty +12=0.

Kontrollida, kas koik antud teist jarku jooned omavad lopmata palju keskpunkte. Koostada
keskpunktide hulga vorrand:

1) 22 — 6zy + 9y* — 122 + 36y + 20 = 0;
2) 42’ 4+ dwy 4+ y? — 8z — 4y — 21 = 0;
3) 252° — 102y + y* + 40z — 8y + 7 = 0.

Milliste a ja b vadrtuste korral vorrand

1) 22 + 6zy 4+ ay® + 3z + by —4 = 0;
2) ax? + 122y + 9y + 4+ by —13=0

maéaarab

a) tsentraalse teist jirku joone;
b) tsentrita teist jirku joone (parabooli);

¢) lopmata palju keskpunkte omava teist jarku joone (kollineaarsete sirgete paari).
Kasutades reeperi nihet, lihtsustada antud koverate vorrandid:

1) 72 4 4ay + 4y* — 40z — 32y + 5 = 0;
2) 2® —2xy + 20 +2y+1=0;
3) 622 — 4xy + 9y* — 4z — 32y — 6 = 0.

Leida koigi teist jarku joonte, mille keskpunkt on (zg, yo), tildvorrand.

Teist jarku kover 1abib reeperi alguspunkti ning punkte A(0, 1) ja B(1,0). Kovera keskpunkt
on C(2,3). Leida selle kovera vorrand.

Teist jarku kovera keskpunkt asetseb punktis (0, —1), kover labib punkti (3,0) ning 16ikab
sirgeid

20 —3y+1=0jaz+y—5=0

ainult ihes punktis. Leida selle kovera vorrand.

Koostada antud kolmnurga iimber joonestatud vordkaarsete hiiperboolide keskpunktide
hulga vorrand.

Koostada hiiperboolide keskpunktide hulga vorrand, kui hiiperboold ldbivad kaht gikseeri-
tud punkti ja neil on samad astimptoodid.

Koostada teist jarku joone
2?2422y —y? —2ax +4day+1=0
keskpunktide hulga vorrand, kui a on muutuv parameeter.

Leida koigi tsentraalsete teist jarku joonte keskpunktide hulga vorrand, kui need koverad
labivad nelja punkti (0,0), (2,0), (0,1), (1,2).
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11.30. On antud kover
5% + 122y — 220 — 12y — 19 = 0.

Leida selle kovera tippvorrand. Markus Kovera kanoonilist reeperit nimetatakse tippkanoo-
niliseks reeperiks, kui alguspunkt asetseb iihes abstsissteljel asetsevas tipus ning ordinaat-
teljeks on voetud tippu labiv kovera puutuja. Teist jarku kovera vorrandit tippkanoonilise
reeperi suhtes nimetatakse kovera tippvorrandiks.

11.31. Leida antud teist jarku koverate tippvorrandid:

1) 22y +3x—y—2=0;

2) 22 +2y? — 16 = 0;

2 2
3 L Y

az b2
11.32. Koostada ellipsi vorrand, kui z-teljeks valida ellipsi fokaaltelg ja reeperi alguspunkt asetseb
ellipsi parempoolses fokaaltipus.

:1'

)

11.33. Koostada ellipsi vorrand, kui abstsissteljeks valida ellipsi fokaaltelg ja reeperi alguspunkt
asetseb ellipsi vasaku juhtsirge ja fokaaltelje 16ikepunktis. (Abstsisstelje positiivseks suu-
naks valida suund vasakust juhtsirgest vastava fookuse poole.)

§2. Teist jarku kovera puutuja

Teist jarku kovera
a112? + 2a127y + azy® + 2a13z + 2a23y + azz = 0 (11.8)
ja sirge
Ax+ By+x=0
iildiselt koneldes omavad kaks 16ikepunkti, mis voivad olla reaalsed, imaginaarsed voi tihtivad. Kui
teist jarku kovera ja sirge 1oikepunktid iihtivad, siis sirget nimetatakse kovera puutujaks antud

punktis ja tihtivaid l6ikepunkte nimetatakse puutepunktiks. Teist jarku kovera (11.8) puutuja
kovera punktis Mo (zo, yo) médratakse vorrandiga

(@110 + a12yo + a13)x + (a1220 + a22y0 + a13)y + @130 + a23yo + asz = 0, (11.9)

mille me saame antud teist jirku kovera vorrandist ((11.8)) kergesti pooliti asendusvotte abil. Poo-
liti asendusvotte korral tuleb asendada pooled tundmatud kovera vorrandis puutepunkti koordi-
naatidega, s. t. teostada asendused 2? — z - zo; y? — ¥ - Yo; 20y — oy + TYo; 2T — T + To;
2y — y + yo.
11.34. Koostada antud koonuseloigete
(a) b*2* 4+ a®y? — ab=0;
(b) v?2? — a*y* — ab = 0;
(c) y* — 2px = 0;
)

(d) zy=m
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puutujate vorrandid.

Leida kovera
22— 2% —br+4y+6=0

puutuja selle kovera ja reeperi telgede 16ikepunktides.

Leida kover
2?2 =2y —br+4y+6=0

puutujad, mis labivad kovera ja abstsisstelje loikepunkte.
Millist tingimust peavad rahuldama teist jarku kovera vorrandi kordajad, et kover puutuks
(a) z-telge;
(b) y-telge;
(¢) - ja y-telge.
On antud teist jarku kover
4a* —dxy +y* + 62+ 1=0.
Kontrollida, millise kordaja k vidrtuse korral sirge y = kx

a) loikab antud koverat iihes punktis;

(a)
(b)
()

)

(d) ei loika antud koverat.

puutub antud koverat;

loikab antud koverat kahes erinevas punktis;

Uurida antud koverate asendit reeperi telgede suhtes
(a) 2® 4+ 4oy — 4z —y+4 = 0;

(b) 2* — 4z —y+ 3 = 0;

(¢) 22 + 6zy + 9y? — 18y = 0.

Leida kovera
322 + 20y + 2% + 3z — 4y =0

puutuja kovera punktides, mille abstsiss on —2.

Koostada kovera
22% +y* —dwy —2x +6y—3=0

puutuja vorrand, kui puutuja labib punkti P(3,4).
Koostada antud punkti ldbivate koverate puutujate vorrandid:

(a) 0(0,0), 3z% + Txy + 5y* + 4o + 5y + 1 = 0;
(b) A(3,4), 20 — 4wy + y* — 2z + 6y — 3 = 0;

Leida kovera
P +ay+y? +22+3y—3=0

puutujate hulgast abstsissteljega paralleelsed puutujad.
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On antud teist jarku joone
4 +dry +y? —6x+4y +2=0.
Leida selle joone puutujad, mis on paralleelsed y-teljega.

Leida kovera
2 +ay+1y2+22+3y—-3=0

puutujad, mis on paralleelsed sirgega 3x + 3y — 5 = 0.
Leida antud teist jarku joonte

(a) 32% + 2xy + 2% + 3z — 4y = 0;
(b) 22% —axy —y* — 152 — 3y +18 =0

puutujad, mis liabivad punti A(—2,1), ning selgitada, miks me kummalgi juhul véime saada
ainult iihe puutuja.

Koostada teist jarku kovera vorrand, kui kovera keskpunkt asetseb reeoeri alguspunktis,
kover labib punkti M (6, —2) ja puutub sirget  — 2 = 0 punktis N(2,0).

Punkt P(1,—2) on teist jarku kovera keskpunkt, kover labib punkti Q(0,—3) ja puutub
x-telge reeperi alguspunktis. Koostada kovera vorrand.

Leida reeperi alguspunkti ldbivat, sirget
dr+3y+2=0

punktis (1,—2) ja sirget
z—y—1=0

punktis (0, —1) puutuvat teist jirku joone vorrand.

Koostada teist jarku koverate, mis puutuvad abstsisstelge punktis (2,0) ning ordinaattelge
punkti (0, 1), keskpunktide hulga vérrand.

Teist jarku joone diameetrid, peateljed ja asimp-

toodid

Olgu teist jarku joon mé#ratud tildvorrandiga (11.1). Kui teist jirku joone paralleelsete k6o-
lude tous on k, siis koolude poolt méadratud diameetri (s. t. sirge, mille asetsevad kodlude kesk-
punktid méaarab vorrand

ehk

(a11m+a12y+a13) +k(a12x+a22y+a23) =0 (11.10)

F, +kF, =0. (11.10")

Tsentraalse teist jarku joone koik diameetrid labivad kovera tsentrit. Parabooli diameetrid on
paralleelsed parabooli teljega.
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Teist jarku kovera koolude sihti ja koolude poolt médratud diameetri sihti nimetatakse kaas-
ehk konjugeeritud sihtideks antud teist jarku kovera suhtes. Kaassihtide tousud rahuldavad tin-
gimust

a1y +a12(k+k’)+a22kk' =0. (1111)

Enese kaassihte nimetatakse astimptootilisteks sihtideks. Kaassihilisi diameetreid nimetatakse
kaasdiameetriteks. Ristuvaid kaasdiameetreid nimetatakse peadiameetriteks.
Ristreeperi korral teist jarku kovera peasihid maaratakse vorrandist

a11k2+(a11 —agg)k—alz =0 (1112)
ehk 5
a12
tan2p = ——— 11.13
anp=_——— o (11.13)

kus ¢ on z-telje ja iihe peasihi vaheline nurk.
Kaldreeperi korral teist jirku kovera peasihid méaratakse vorrandist

(a12 — agp cosw)k? 4 (a1 — age)k — (a12 — a1 cosw) = 0. (11.14)

Iga teist jarku kover omab kaks ristuvat peasihti. Erandi moodustab ainult ringjoon, mille
korral peasihid on méaramata.
Parabooli koigi diameetrite tous maaratakse seosest

k=———"7"F-=——7- 11.15
ai2 a22 ( )
ehk o

k=——, 11.16
5 (11.16)

kus a;1 = a2, a2 = aff, asy = 52. Parabooli peatelg méédratakse vorrandist

Pr _

FeraFy =0. (11.17)

Parabooli teine peasiht on risti peadiameetriga, teist peatelge paraboolil ei ole.

Kui reeperi teljed on kaassihilised, siis teist jarku kovera vorrandis ei eksisteeri tundmatute
korrutisega liiget (s.t a;2 = 0). Lisaks kaob parabooli korral ka iiks tundmatu ruuduga liige (s.t
ajl] = 0 voi a9 = 0)

Kui teist jarku tsentraalse kovera korral reeperi telgedeks on peateljed, siis kovera vorrand
omab kuju

A
a1z 4 agey® + 5 =0 (11.18)

Teist jarku joone vorrandi leidmist, kus reeperi telgedeks on peateljed, nimetatakse kovera vor-
rand taandamiseks peatelgedele.

Parabooli lihtsama vorrandi saame, kui paigutame reeperi alguspunkti parabooli tippu, s.t
telje ja parabooli 16ikepunkti (a4; = 0), votame parabooli telje abstsissteljeks (a53 = 0, ajy = 0
ja aj; = 0) ja ordinaatteljeks parabooli puutuja parabooli tipus. Saame

abyy® + 2a137 = 0. (11.19)

Kui tsentraalse kovera korral fokaaltelg valida abstsissteljeks ja ordinaatteljeks kovera puutuja
tipus, siis kovera nn. tippvorrand omab kuju

a2 4 abyy? + 2a) 31 = 0. (11.20)
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Teist jarku joone asiimptootiliste sihtide (enese kaassihtide) tousud médratakse seosest
a1 + 2a19k + agk?® = 0. (11.21)

Teist jarku kovera astimptoote voib vaadelda kui asiimptootilise sihiga diameetreid. Asiimptoodid
voivad eksisteerida ainult tsentraalsete joonte korral. Hiiperboolil on kaks reaalset astimptooti,
ellipsil kaks imaginaarset astimptooti, 16ikuvad sirged osutuvad ise astimptootideks.
Kui astimptoodid valida hiiperbooli korral reeperi telgedeks, siis hiiperbooli vorrand omab
kuju
2a121Yy + a5y = 0. (11.22)

Hiiperbooli vorrandit (11.22) nimetatakse hiiperbooli astimptootiliseks vorrandiks. Hiiperbooli
vorrandi (11.22) leidmist, kus reeperi telgedeks on asiimptoodid, nimetatakse hiiperbooli taan-
damiseks astimptootidele.

11.51. On antud kover
22% — 4z + 5y* — 824+ 6 =0.

Leida abstsissteljel asetseva koolu pikkus.

11.52. Millisel parameeter \ védrtusel kover
222 —3zy+1y> — T+ y+4=0

1) eraldab ordinaatidel koolu pikkusega 3 iihikut;
2) puutub ordinaattelge?

11.53. Leida teist jarku kovera
522 —3xy+y? —3x+2y—5=0
diameeter, mis 1abib selle kovera ja sirge x—2y—1 = 0 loikumisel tekkinud koolu keskpunkti.
11.54. On antud teist jarku kover
day — by + 224+ 6y +1=0.
Leida selle kovera diameeter, mis labib punkti (—4, 1).

11.55. Leida antud teist jarku kovera diameeter, mis on paralleelne antud sirgega:

1) 522 —6xy +3y* —2x =0, 2z—3y=0;
2) 222 +4xy+ 5y —8x+6=0, 22—y+5=0.

11.56. Leida kovera
622 —xy —2y° +4y =0

diameeter, mis moodustab abstsissteljega nurga 45°.

11.57. Leida kovera
522 —3ay+ 1y  —3zx+2y—5=0

diameeter, mis labib selle kovera poolt sirgest x —2y—1 = 0 vilja loigatud koolu keskpunkti.
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Leida antud kovera
20 + 4y +3y2 —32 -3y =0

poolt sirgest z 4+ 3y — 12 = 0 valja ldigatud kodlu keskpunkt.

Leida kovera,
2 —2xy+2y° — 4z — 6y +3=0

kaks kaasdiameetrit, kui iiks neist 1dbib reeperi alguspunkti.

Kovera
3% — 20y +3y? +4r — 4y —4=0

diameeter 14bib punkti A(1, —2). Koostada diameetri ja tema kaasdiameetri vorrandid.

On antud kover
222 + bay — 3y? + 3z + 16y = 0.

Leida selle kovera abstsissteljega paralleelne diameeter ning selle kaasdiameeter.

Leida kovera
zy—y>—2x+3y—1=0

kaks kaasdiameetrit, kui iiks neist on paralleelne ordinaatteljega.

On antud parabool
x? — 6xy + 9y? — 12z + 14y — 7= 0.

Koostada selle parabooli diameetri vorrand, kui diameeter

—_

labib reeperi alguspunkti;

N

on z-telje sihilise koolu kaassihiline;

=~ W

T
moodustab oma kaassihiga nurga +—;

)
)
) on y-telje sihilise koolu kaassihiline;
) 4
)

5) on risti oma kaassihiga.

On antud kover
322 + 20y + 2% + 3z — 4y =0

ning ta iiks diameeter
r+2y—2=0.

Leida selle diameetri kaasdiameeter.

Leida kovera
322 — 6y + 5y? — 4z — 6y +10=0

kaasdiameetrid, mis moodustavad omavahel nurga 45°.
On antud teist jarku joon
522 —3xy+y? —3x+2y—5=0

ja kaks punkti: A(2,1) ja B(1,4). Leida selle joone k66l, mis ldbib punkti B ja on punkti
A lidbiva diameetri kaasdiameeter.
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11.67. On antud kover
322 + 7oy + 5y +4z + 5y +1=0.

Leida
1) z-teljega,
2) y-teljega,
3) sirgega x + y + 1 = 0 paralleelsete koolu keskpunktide vorrandid.

11.68. Leida nelja punkti A(1,0), B(3,2), C(0,2) ja D(0,—2) ldbiva teist jarku joone vorrand, kui
koolude AB ja C'D sihid on teineteise kaassihid.

11.69. On antud parabooli vorrand

a B

a13 a3

(az + BY)® + 2a137 + 2a23y + ass = 0, # 0.

Leida parabooli puutuja vorrand suvalises punktis (xg, yo) ning vastava kaasdiameetri vor-
rand.

11.70. Leida antud teist jirku joonte peateljed (siimmeetriateljed):

1) 32% 4 22y + 3y* + 62 — 2y — 5 = 0;
5a% + 24xy — 2y* + 4o — 1 = 0;
2?2 = 3zy+9y°+1=0;

)
)
)
) 5a® 4 8xy + 5y° — 18y +9 = 0;
)
)
)
)

[ B S VN V]

2zy —4x +2y —3 =0;

x? — dzy + 4y? — 5z + 10y + 6 = 0;
222 + 3xy — 2% + 5y — 2 = 0;

x? — day 4+ 4y® — 5246 = 0.

~N

8

11.71. Leida parabooli
22 —2zy+yP+2x—2y+3=0

telg.

11.72. Toestada, et tildvorrandiga méaédratud parabooli telje vorrandi voib esitada kujul

a11T + a12y + a13  a21T + A2y + az3
a2 ais a1z ai1 =0.
a2z Q23 a23 G21

11.73. Leida parabooli siimmeetriatelg ning tipp:
1) 2 + 4oy +4y* — 6z — 2y +1=0;
2) 92% — 122y + 4y* — 8z = 0;
3) 3y 422 — 6y +5 = 0.

Markus. Parabooli tippu voib vaadelda kui parabooli ja ta telje loikepunkti.
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Leida kidunud tsentraalse teist jarku joone (l6ikuvate sirgete paari) peateljed.

Leida tingimus, mille korral kahel iildvorrandiga mé&aratud teist jarku joonel on iihed ja
samad peasihid.

Leida kahe antud kovera iithine diameeter:

Da?—ay—y?—r—y=0jaa®+2ry+y> —x+y=0;
2) 22 —2xy —y? — 22— 2y =0jax? — 2y + 14> — 22 — 2y = 0.

On antud kaks teist jarku joont:

322 — 2zy +y* + 62 — 10 =0,
322 — 2zy — y* + 6y — 10 = 0.

Leida molema kovera kaasdiameetrite paar, nii et {ihe paari diameetrid olekside paralleelsed
teise paari diameetritega.

Leida reeperi alguspunkti ldbiva teist jarku joone vorrand, kui on teade selle kaks paari
kaasdiameetreid:

r—3y—2=0 . Sy+3=0
a
5 —by—4=0 20 —y—1=0

On antud kaks paari sirgeid

20 —3y =0 . z—y=20
a )
c+2y=0 7 13z—5y=0
mis on teist jarku joone kaasdiameetriteks. Leida selle joone vorrand, kui ta ldbib punkti
(1,1).
Toestada, et kui kolmnurga

(a) timber joonestatud,

(b) sisse joonestatud
teist jarku joone keskpunkt iihtib kolmnurga raskuskeskmega, siis teist jarku joon on ellips.

Toestada, et teist jirku joone iimber joonestatud réopkiiliku diagonaalid on selle kdovera
kaasdiameetrid.
Teist jarku joone
22 —6ry+y*+4=0
sisse on joonestatud roopkiilik, mille iiheks kiiljeks on sirge z — 1 = 0. Leida iilejaanud

kiilgede vorrandid.

Toestada, et roopkiliku 1) timber, 2) sisse joonestatud teist jarku joon on alati tsentraalne
ning ta keskpunkt iihtib ro66pkiiliku diagonaalide 1oikepunktiga.
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Hiiperbooli asiimptoodid

Leida jargmiste hiiperboolide asiimptoodid:

(a) 322 + 2zy —y* + 8x + 10y + 14 = 0;

) 322 4+ 10zy — Ty* + 4o + 2y + 1 = 0;

) 10zy — 2y* + 6z + 4y — 21 = 0;

) 222 —3xy — x4+ 3y +4=0;

e) 1022 + 212y + 9y? — 41z — 39y + 4 = 0;

) 2?2 — 3xy — 10y* + 62 — 8y = 0;

) 322 + 2zy — y? + 8z + 10y — 14 = 0;

) 322 + Twy +4y* + 50 +2y — 6 =0;

) 10zy — 2y + 6z + 4y + 11 = 0.

Koostada teist jarku joone vorrand, kui ta osutub hiiperbooli
322 + 10y + Ty?> + 4z +2y+1=0

asiimptootide paariks ning leida need astimptoodid.

Toestada, et

(a) koigil teist jarku koveratel, mille vorranid erinevad iiksteisest ainult vabaliikme poo-
lest, on iihised asiimptoodid;

(b) kui kahel kdveral on iihised astimptoodid, siis nende vorrandite koikide liikmete, vélja
arvatud vabaliikmed, vastavad kordajad on vordelised.

Leida kovera
202 + 3xy — 22 + 3+ 1ly+ A =0

asiimptoodid erinevate A vaartuste korral.

Kahe hiiperbooli iildvorrandid on
a113” + 2a122y + as2y” + 2a137 + 2az3y + azz = 0,
a112? + 2a122y + a22y® + 2a15 + 2a03y + bgz = 0.

Milline on tarvilik ja piisav tingimus, et need hiiperboolid asetseksid nende {ihiste asiimp-
tootide poolt moodustatud erinevates tippnurkades.

Leida koverate, mille astimptootideks on

Ar+By+C=0 ja
Az + By + Cp =0,

tldvorrand.

Koostada hiiperbooli vorrand, kui hiiperbooli fookus asetseb punktis P(—2, z) ja hiiperbooli
asiimptootideks on sirged

2r—y+1=0 ja
r+2y—7=0.
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11.90. Teist jarku joon 1dbib punkti (1, —1) ning ta astimptootideks on kaks sirget:

2r4+3y—5=0 ja
5z 4+ 3y —8=0.

Leidke selle joone vorrand.
11.91. Koostada hiiperbooli vorrand, kui ta astimptootideks on sirged
r—1=0 ja 22—y+1=0

ning ta puutub sirget
dr+y+5=0.

11.92. Leida hiiperbooli vorrand, kui fookus on F'(—2,2) ning sirged
2x—y+1=0 ja z4+2y—7=0
on aslimptootideks.

11.93. Millist tingimust peavad rahuldama hiiperbooli iildvorrandi kordajad, et hiiperbool oleks
vordhaarne?

11.94. Toestada, et vorrand
(A1 + Biy + ¢1)® — (Ao + Boy + ¢2)* = 1,

Al Bl

kui A, By

# 0, médrab hiiperbooli ning leida ta astimptoodid.

§4. Teist jarku joone vorrandi lihtsustamine ree-

peri poorde abil
Olgu teist jarku tsentraalne joon maaratud mingi ristreeperi suhtes vorrandiga

A
suxlz + 2312x'y’ + 822y/2 + g =0. (1123)

Kui teostada ristreeperi poore nurga « vorra, siis punkti koordinaadid teisenevad jargmiste va-
lemite jargi:
/ .
r = Xcosa—Ysina,
, . (11.24)
y = Xsina+ Y cosa.
Asendades seosed ([11.24)) joone vorrandisse (11.23]), saame tundmatute korrutisega liikme kor-
dajaks
aly = (ags — ay1) cos asin o 4 ay2(cos® asin? a)

ehk 1
aly = 5(0,22 — ay1) sin 2a + ajs cos 2a.
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Kui reeperi teljed on kaassihilised, siis teist jarku kovera vorrandis ei eksisteeri tundmatute
korrutisega liiget (s. t. a}j, = 0).

Kuna enne pooret ei ole teljed kovera peasihilised, s. t. aja # 0, siis on alati véimalik valida
nurka ¢ nii, et peale pédret aj, = 0, s. t. tuleb votta

ailp — ai2

cot 2a =
2a12

(11.25)
Kui teist jarku tsentraalse joone korral reeperi telgedeks on peateljed, siis joone vorrand omab
kuju

A
Mz? + Aoy + 5 =0 (11.26)

Saadud vorrand on peaaegu kanooniline vorrand, millest iileminek kanoonilisele vorrandile on
véga lihtne.

Ruutliikmete kordajad A; ja Ao voime leida vahetult teist jirku joone karakteristlikust vor-
randist.

app — A a12
=0 11.27
a12 agz — A ( )
ehk
N _SA+6=0, (11.28)

kus S = a11 + asa.
Kordajad A1 ja Ao on karakteristliku vorrandi lahendid, nad on alati reaalsed ja neid on
voimalik arvutada vahetult ldhtevorrandist.

Mirkus. 22 kordajaks voib votta iikskoik kumma lahenditest A\; voi Ao. Valik soltub ainult
sellest, kumba telge me nimetame x-teljeks ja kumba y-teljeks, mis on aga ebaoluline.
Poordenurga « leidmise valemi (11.25)) voib teisendada kujule

A\ —
k=tana = -1 (11.29)
ai2

kus k on esimese peatelje (stimmeetriatelje) tous.

Parabooli lihtsama vorrandi saame, kui paigutame reeperi alguspunkti parabooli tippu, s. t.
telje ja parabooli loikepunkti (a4; = 0) ja votame parabooli telje abstsissteljeks (a53 = 0, a}y =
0 ja a}; = 0) ning ordinaatteljeks parabooli puutuja parabooli tipus. Saame

ahot® + 2a137 = 0. (11.30)

Kui tsentraalse kovera korral fokaaltelg valida abstsissteljeks, reeperi alguspunktiks iiks fo-
kaaltipp ja ordinaatteljeks kovera puutuja tipus, siis kovera nn. tippvorrand omab kuju

ay1? + aboy? + 2a)37 = 0. (11.31)
Ellipsi voi hiiperbooli asend méaratakse lahtreeperi suhtes jargmiselt:
a) kovera keskpunkt leitakse vorrandisiisteemist

a11T + a1y + a13 =0,  a12T + azey + ass =0,

b) kovera fokaaltelje (uue z-telje) tous leitakse seosest

k:>\1—a117

ai2
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kus Ay on karakteristliku vorrandi lahend (ellipsi korral absoluutvairtuselt vdiksem lahend, hii-
perbooli korral see lahend, mille mérk iihtib A mérgiga). Kovera peaaegu kanooniline vorrand
omab kuju

A
)\1%2 + A2y2 + g =0.

Parabooli asendi méaramiseks leiame parabooli tipu kui parabooli telje



B .8, + 8,5
- 11713 12723
a,.X + 8,07 + -~ = Q
) 11 12 B,, * 8og
voi
. o, ZppPp3 * 840845
512}2 “+ azzj + e"]'; T 822 = 0

ja parabooli loikepunkti,

f1a., & e, a,.,|
Vektor g = | e T2 , ml X 1‘i§ on paralleelne
\le&13 %2 843 8p3ly

parabooli teljega ja on suunatud tema négususe poole (pogi~
tiivne suund), Parabooli parameeter midratakse valemist
=Xu-ja
3
Hiide 1. Ieida jérgmise ruutvorrandiga médratud koo-
nuseldike tiitip, esend ja kanoomiline vorrand

6xXy +‘8y2 - 12X = 26y %+ 11 = 0 .
0 3 ~E
Iahendus. A ={ 3 8 13| =81 £0, 5 ='9 g§= ~3<0,
—_—— -6 =13 11 7
vl 44 T

Joon. 1.1

Ieieme karakteristliku vorrendi N 2 - 8A - 9 =0 ., Seegs
selle lahendid on N, =9, N, =<1 . Tema peanegu kanoo-

- 96 -



niliseks vorrandiks on

Jja kanooniliseks vorrandiks

2
XZ“%"':'io

Keskpunkti m##rab vorrandisiisteem

3y =6 =0,

32 + 8y ~ 13 =0,
Keskpunktiks on punkt (-1, 2), fokaaltelje t3us

- &8
]\1 11 =9=3 Botoe tanal,=3,
B12 Ef ’

Néide 2. Leida koordinastide teisendusvalemid, mis tei-
sendavad 1, ndites antud hiiperbooli vorrandi kanooniligelsé
kujule,

Lehendus, Hilperbooli keskpunkt esetgedb punktis G{.1, 2)
 Ja fokaaltelje tous k = 3 (n#ide 1), Seega

k =

cos =—L—— si =-—2_.
Py *f "7

Jarelikult koordinastide teigendusvaelemid on

x=%=3% 4 yoeXEY L,
Y10 V1o
ning
¥ X2+ 3y -5 , Yy-z2X+ ¥ =5
Y70 V10

Naide 3. Leida koonuselSike
| 6Xy + 8y2 - 12x = 26y + 11 = 0

fookused ja juhtsirged.
Lahendus. Kover on hiiperbool, mille kanooniline vdrrand
2
on x2 - %— = 1 . Koordinaatide teisendusvalemid Wleminekuks
kanooniliselt vorrandilt léhtevdrrandile on

- 97 -



x - 242 = g, . Y= =3x + ¥y -2
V10 Y10

Fookuste koordinaadid kenoonilises reeperis on
KF1 = -ﬁoi YF2 =0, XF2 = yi0 , YF2 = 0

Juhtjoonte vorrandid kemoonilise reeperi suhtes on

i
Y = & o—
Y30
ning ldhtereeperi suhtes
X 4+ 3y =5 _ 1
ALY 10

ehk
x+3y-4=0, Z+3y- 6 =0

Niide 4., ILeide ruutvorrendiga
x2 - 4Xy + 4y2 + 4x = 3y =T =0

mésratud koonuse loike tiilip, asend ja keanooniline vorrand.
lehendus. S =0, O =- %—5- . Jirelikult kdver on pe-

rabool. FPerameeter p = 7 22 T = ;5 ning kenooniline vor-
, . 5 5

rand Y2 = 1 x . Telje vorrand on X - 2y + 1 = 0 . Pare-

booli tipu madrab stisteem Y

x=-2y+1=0,

{ﬂx + 3y -6 =0
ja tipp on A(3, 2)., TPe-
rabooli ndgususe poole
suunduva paraboolil pea~
telje sihivektoriks on
q = (-2, =1) . Joonise te-

gemisel on kesulik arves-
tada, et kui X =F5, siis
Yy =31,




Hdide 5. Ieida parabooli
x2-4n+4y2+4x-3y-7=0

fookus ja juhtsirge.
lahendus. Antud parabooli tipp on A(3, 2), parameeter

1
215

his). Siis

p = ja telje sihivektor G = (-2, ~1) (positiivses si~

2 . ' 1

cos = - =S sin - ——

'70 ? ‘P = v’

kus nP on x~-telje ja X-telje vaheline nurk. JHrelikult ree-
periteisendugvalemid omn

2% + Y ~X - 2Y
Vs ’ %3

ehk
x=-2!-}+8' Y=2z2Y+ 1

Vs | s

Fookuse koordinaadid kanoonilises reeperis on
1

4¥5

Ja léhtereeperis x = 2,9; y = 1,95 . Juhtsirge vorrand ka-
-noonilises reeperis on

X =

s I =20

1

x=--—-_

447

Ja léhtereeperis 8x + 4y - 33 = 0 ,
Kiide 6. Leida ruutvorrandige

x2-51y+4y2+x+2y-2=0

miifiratud koonuselcike tiiilp ja asend,

Lahendus, & = - -2- <0, A =0, Vorrand miérsd 1di-
kuvate girgete paari. Kasutades rilbmitemise votet, ssame nene
~de sirgete vorrandid:

X-y~-1s0, x«~4y+2=0.
11.95. Teist jdrku kovera vorrand on

2

61y+8y - 12X - 26y % 11 = 0O .

- 99 .
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Toestada, et see vorrand médrab hiiperbooli. Leida ldhtereeperi suhtes fookuste ja tippude koor-
dinaadid, juhtsirgete vorrandid ja hiiperbooli tippe lédbivate puutujate vorrandid.

11.96. Leida antud teist jarku koverate kanoonilised vorrandid, kasutades reeperiteisendusi. Kir-
jeldada antud koverate asendeid ldhtereeperi suhtes:

1) 22 +2y° 4 4o — 4y = 0;

) 4a® —9? —8x — 6y — 4 =0;

) 42 +4r+2y—1=0;

) 622 +8y? + 3z — 4y +1 =0;
) 222 — 3y — 6z + 9y — 2 = 0;
)

)

)

)

S O s W N

22% 4+ 61 + 3y + 6 = 0;

4y? + 4z — 2y + 1 = 0;

322 — 2 + 6z +4y +1=0;
zy+x+y=0.

(O

9
11.97. On antud teist jarku jooned:

1) 32% 4 22y +y* — 7= 0;
522 + 3y + 2 —2=0;

)
)
) 2% + 3y + 4o — 5y = 0;
)
)
)

= W N

x2—2y2+320;
327 —4y? + 2y +5=0;
822 —3y* + 2 -5y +1=0.

[=20Na

Selgitada koverate asendite isedrasusi reeperi telgede suhtes.

11.98. Leida antud teist jirku joonte kanoonilised vorrandid, kasutades reeperiteisendusi. Kirjel-
dada teist jirku joonte asendeid vana ja uue reeperi suhtes.

1) 3222 + 52zy — Ty? + 180 = 0;
2) 5z% — 6xy + 5y? — 32 =0;

3) 172% — 12zy + 8y* = 0;

4) 52? + 24ay — 5y* = 0;

5) 522 — 6xy + 5y + 8 = 0.

11.99. Joonestada antud tsentraalsed koonuseloiked. Leida koordinaatide teisendusvalemid tilemi-
nekuks antud reeperilt teist jirku joone kanoonilisele reeperile:

1) 322 + 10zy + 3y* — 22 — 14y — 13 = 0;

2) 252% — 1dxy + 25y* + 64z — 64y — 224 = 0;
3) day + 3y + 16z + 12y — 36 = 0;

4) 72 + 6xy — y* + 28z + 12y + 28 = 0;

5) 1927 4 6xy + 11y* + 382 + 6y + 29 = 0;
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6) 52 — 2xy + 5y* — 4z + 20y + 20 = 0.

Joonestada antud mittetsentraalsed teist jarku jooned. Leida koordinaatide teisendusvale-
mid {ileminekuks antud reeperilt teist jirku joone kanoonilisele reeperile:

1) 927 — 24zy + 16y* — 20z + 110y — 50 = 0;
2) 922 + 12zy + 4y — 24z — 16y + 3 = 0;
3) 1622 — 24zy + 9y? — 160z + 120y + 425 = 0.

On antud kover
22% — 122y — Ty + 8z + 6y = 0.

Leida kovera vorrand, kui reeperi telgedeks on kovera siimmeetriateljed.

On antud koverad

1) 922 — day + 6y* + 62 — 8y + 2 = 0;

2) 322 4 60zy + 7y* — 162 — 2y + 1 = 0;
3) 2zy+3zx—y—2=0;

4) 522 + dxy + 8y? — 322 — 56y + 80 = 0;

5) b +12zy — 222 — 12y — 19 = 0.
Leida nende koverate vorrandid, kui reeperi telgedeks on kovera peateljed.

Leida iga jargmise vorrandiga méaaratud tsentraalse teist jarku kovera keskpunkt, fokaaltelje
tous ja kanooniline vorrand:

1) 522 + day + 8y — 32z — 56y + 80 = 0;

2) 52 + 8xy + 5y? — 18z — 18y +9 = 0;

3) 5% + 6y + 5y — 162 — 16y — 16 = 0;

4) 6xy + 8y? — 122 — 26y + 11 = 0;

5) 7Tx? + 16zy — 23y* — 142 — 16y — 218 = 0;

6) 7x? — 24xy — 38z + 24y + 175 = 0.
Kasutades reeperiteisendusi, kontrollida, et iga jargnev vorrand méaérab loikuvate sirgete
paari. Leida sirgete vorrandid ldhtereeperis:

1) 2 —5ay+ 4> +x+2y—2=0;

2) 4a? — 122y + 9y° — 22+ 3y —2=0.
Teisendada antud parabooli vorrandid lihtsamale kujule:

1) 922 + 24zy + 16y — 40z + 30y = 0;

2) 2% 4 2xy +y* —8x+4=0.

Maéarata antud koverate tiitip ja asend, lihtsustades eelnevalt koverate vorrandeid reeperi-
teisenduste abil

1) 22% — 4oy + 2y* + 3z — 5y + 2 = 0;
2) 2% —2xy +y* +4x —5=0.
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11.107. Leida iga jérgneva vorrandiga méaaratud parabooli tipp ), parameeter ja telje siht:

1) y* — 10z — 2y — 19 = 0;
2) y? — 6z + 14y + 49 = 0;
3) y* + 8z — 16 = 0;
4) 2% — 62z — 4y +29=0;
5) y = Az + Bz + C; A#£0
6) y =2 — 8z + 15;
7) y =+ 6.
11.108. Leida antud paraboolide kanooniline vorrand, tipu koordinaadid ja siimmeetriatelje sihi-
vektor:
1) 922 4 24zy + 16y* — 230z 4+ 110y — 475 = 0;
2) 2? — 2zy +y* — 10z — 6y + 25 = 0;
3) 922 + 24xy + 16y — 40z + 30y = 0;
4) 2%+ 22y +y? — 8z +4 = 0;
5) 4x? — dxy +y* — 2 — 14y +7 = 0.
11.109. Selgitada reeperi telgede paiknemist antud parabooli suhtes:
1) 2 — 2zy +y* + 22 — 6y = 0;
2) 202 + 6z —y—1=0;
3) 32% — 4y +5 = 0;
4) 49? — 22 -3 =0.

11.110. Teades parabooli parameetrit, koostada parabooli vorrand, kui reeperi telgedeks on para-
booli fokaalkoolu otspunkti ldbivad puutuja ja normaal.

11.111. Parabooli parameeter on p. Koostada parabooli vorrand, kui reeperi telgedeks on parabooli
fokaalkoolu otspunktides voetud puutujad.

11.112. Niidata, et kover
y=ar?+2bx+c (a#0)

on parabool, mille telg on paralleelne y-teljega.
11.113. Leida antud parabooli
(z-cost +y-sint)? = 2p(x -sint —y - cost + q),
(¢g>0,0<t< Z) kanooniline vorrand. Kirjeldada parabooli asendit antud reeperi suhtes.
Koostada antud parabooli telje vorrand ja puutuja vorrand parabooli tipus.
11.114. Toestada, et vorrand
(A1z + b1y + C1)* + (Aox + Boy + Co)* =1,

A1 Bl
A2 BQ
vorrand ning méarata ta asend ldhtereeperi suhtes.

kus =1 ja A1 As + B1 By = 0, mééarab ellipsi. Koostada selle ellipsi kanooniline
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11.115.

11.116.

11.117.

11.118.

11.119.

11.120.

11.121.

PEATUKK 11. TEIST JARKU JOONE ULDINE TEOORIA

Toestada, et vorrand

|Az + By + C|
VI B

kus 0 < e < 1, méaédrab ellipsi. Leida fookuste koordinaadid ning juhtsirge vorrand.

VE P el =

Toestada, et vorrand

. |Az + By + C|
VAZ+ B2

kus e > 1, méadrab hiiperbooli. Leida fookuste koordinaadid ja juhtsirge vorrand.

V(@ —20)2+ (y—10)? =

Kui palju teise astme liikmeid ja milliseid kuuluvad 1) ellipsi; 2) hiiperbooli; 3) parabooli
vorrandisse?

Leida kovera
522 — 8xy + 5y? — 1224+ 6y =0

fookused ja juhtsirged.

Leida parabooli
922 — 24xy + 16y* — 162 — 12y —4 =0

fookus ja juhtsirge.

Leida iga jérgneva teist jarku joone keskpunkt, siimmetriateljed, fookused, juhtsirged, puu-
tujad kovera tippudes, hiiperboolide astimptoodid ja iga kovera kanooniline vorrand:

—_

) 522 + 5y? + 8y — 18z — 18y 4+ 9 = 0;

) 52?4 8y + day — 322 — 56y + 80 = 0;

) 22y — 4z — 2y + 3 = 0;

) 8y* 4 6xy — 122 — 26y + 11 = 0;

) 1622 + 9y% 4 24xy — 170z + 310y — 1025 = 0;
) 22 + %+ 22y — 8z + 4 = 0;

) 22 +y* —xy — 1,3z + 6,8y + 13.03 = 0;

) 5a? 4 5y* — 62y + 8z + 8y + 20 = 0;
)
)
)
)
)
)
)
)

© 00 N O U = W N

22—y 4y =0;

—
=]

20xy — 15y% — 8 + 16y — 4 = 0;

42% — 9y® — 122y — 8 + 12y — 60 = 0;
522 + 5y% + 62y — 162 — 16y — 16 = 0;
1322 + 4y? + 122y — 50z — 28y — 11 = 0;
z? 4+ Ty? — 8zy 4+ 62 — 6y +9 = 0;

5) doy +4y —1=0;

16) 922 + 16y2 + 24zy — 230z + 110y = 0;
17) 422 + 9y* 4+ 122y + 22 — 10y — 1 = 0.

—_

1

— =
]

3
4

— =

Leida hiiperbooli
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11.122.

11.123.

11.124.

11.125.

11.126.

11.127.

11.128.

1) 2zy — 6z +4y —1=0;
2) 222 — 122y — Ty* + 8z + 6y =0

asiimptootiline vorrand.

Midrkus. Kui reeperi telgedeks on hiiperbooli asiimptoodid, siis hiiperbooli vorrandit nime-
tatakse astimptootiliseks vorrandiks.

Leida reeperiteisendus ja koordinaatide teisendusvalemid, mille tulemusena hiiperbooli ka-
nooniline vorrand teiseneb hiiperbooli astimptootiliseks vorrandiks.

Kaldreeperis on koonuseloiked méadratud jargmiste vorranditega:
1) 32% —day + 4y* — 22 — 4y + 2 = 0; w = 120"
2) 2%+ xy+y? — 2 — 4y — 12 = 0; w = 60°.
Leida antud koonuseloike vorrandid, kui reeperi telgedeks votta koonuseloigete peateljed.

™
Kui reeperi telgedeks on kovera kaks diameetrit, mis moodustavad teineteisega nurga 3

siis kovera vorrand on
22 49% =4,

Leida kovera vorrand juhul, kui reeperi telgedeks on kovera peateljed.
Paraboolid on méaratud kaldreeperi suhtes jargmiste vorranditega:

1) 2% +2zy +y* — 6z + 2y — 3 = 0; w = 60°.
2) 2% 4y =0; w = 120°.
Leida antud paraboolide vorrandite lihtsamad kujud.
Afiinses reeperis (g11 = 9, g12 = 36, goo = 169) on teist jarku kéver médratud ruutvorran-
diga
1822 4+ 189zy + 418y* — 3z — 17y — 1 = 0.
Leida kovera peateljed.

Leida teist jarku joone
5022 — 242 — b +5y —1=0

peateljed, kui g1 = 25, g12 = 3, goo = 1.

Koostada parabooli ...



4x2 + 28xy + 49 y2 +12x = 1 =0
telje vorrand, kui 819 =4, 8o=8, g5y =25.
11.129. Ieida parabooli '
x2 - 4x37 + 4y2 - 4x - 4y = 0
simmeetriatelg ja tipp, kui 8qq = 1, 810 = = % y 8o = 1.

§ 5. Invariantide kasutamine teist jarku joone
{ildises tecorias

Oigu teist jérku joon (kvadrik) mi#iratud ildvorrandige
(11.1). Koik teist jérku jooned jagatakse kéigepealt kahte
riihma.

I. Teist jédrku koverad ehk kidumata teist jirku jooned:
ellips, hiiperbool, psarabool.

II. Sirgete paarid ebk kidunud iteist jérku jooned.

Kdvera tiiipi on koige lihtsam kindlaks teha, kasutades
teist jdrku joone invariante.

Iga poliinoomi, mis on koostatud teist jérku joomne  voOr-
randi kordéjatest ning mis jddd muutmatuks iileminekul iihest
ristreeperist teisele, nimetatakse teist Jjérku joone ortogo-
naglaeks inrarian%iks. Invarianti F(a11, Bios see, 333)ise~
loomustab seega vordus

F(a11, 312’ co oy a33) = F(a.'”, 8..12 y eneg 3'55) ’

kui aik on sama teist jirku joone vorrandi kordajad uue
ristreeperi suhtes.
Teist jirku joone ortogonaslseieks invariantideks on
1) teist jéarku joone diskriminant
841 812 843
A = 8 83 8531 &

_ 843 823 %33

2) ruutliikmete diskriminant



3) ruutliikmete diskriminendi jéilg
S = 841 + 85 o

feist jéirku joome tiiibi milremiseks invariantide abil voib
kasutada jérgmist taebelit:

meist jdrku koverad Sirgete paarid
A #0C A=0
ellips imaginesarsed sirged, mis
g>(3 (reaakne voi imagi- loikuvad reaalses punktis
nagIrne) .

kollineaarsed sirged (pa-
d=0 parabool ralleelsed voi {ihtivad,
regalsed voi imaginsarsed)

d <o hiiperbool reaalsed loikuvad sirged

Invariantide korval tuleb monikord kasutada ke nn, gemiinve-
riante, &, t. selliseid polinoome teist jérku joone vorrandi
kordajateat, mis jddved muutmatuteks ristbassi poiremisel sa~
ma alguspunkti lmber, kuid mis reeperi ealguspunkti nihkel
{ildjuhul muutuvad. Teist jirku joone puhul on selliseks se-
miinvariandiks nditeks

811 843 B22 823
213 933 823 %33
Kui teist jérku joon on méiratud iildvorrandiga afiinse
reeperi R = O, Ei suhtes ning 83 = Eiéj , 8iis teist
jdrku joone afiingeteks invariantideks on
811 812 843
A= 1 8., 8-, &
r 12 822 8231 >
813 823 ®33,
d .1 % %
- :
€& 1842 822

841 812' jg11 842
&12 820

(

-3
S = g

).

842 822
- 07 -



2
kus & = 89183 ~ 892 -
Afiinsed invariandid ei muutu ileminekul ilhelt afiin-
selt reeperilt teisele.
Afiingeks semiinvariandiks on

) 811 %12 %13 |211 812 813
o =g | [®12 822 %3] * |%2 822 %3 |-
0 8,3 833 813 0 833
Peigt jHrku joonte klassifikatsioon koos kanooniliste VOr=
randitega:
Peist jarku koverad | Sirgete paarid
A0 A=¢0C
- ellips kaks imagipsarset 1dikuvat sir-
3A< 0 SA>0C get, mis loikuved resalses puni.
reaalne imaginaarne xz 2
d»o ellips 2elligs tis = + I? = 0
L e
a b a be
= 1
Kollinesarsed sirged:
0 = 0 0
parabool kaks paral-|kaks iih~ | kaks
5‘_ 0 YZ = 20X leelset gir-} tivat sir- | imag. pa-
B = <P get get ralieeli-
2 _ 2 2 _ set 8ir-
X =8 x" =0 get )
x“ = &
hiéiperbool keks loikuvat sirget
2 2 2
x 1 X
g(C =y - lz- = 1 = - IZ = Q
a b a b

Veatame léhemalt ortogonmalset inveriantide kasulamis:
teist jArku joone kanoonilise kuju leidmiseks. Inveriandid ar-
. vutame alati lghtevorrandist. '
1Y & £C, ¢ £0. Jarelikuit on meil tegemist teeni
raslse teist jeérku koveraga (ellipsi voi hilperbooliga). Mole-
mal jubul voime pessegu kanoonilise vorrendi kirjutada kujul
a§112 + aéEYE + aﬁB = 0O .

- 10B -~



leides invariandid ka saadud vorrandist, saame kordajate
ajys 835 Ja ab; leidmiseks vorrandisiisteemi

351 ] ] s 351 0
A= |0 as, 0 ‘ o= o el S=  aj,+ al,
4] 0 a§3

ah*a‘éz*aﬁd; =4,
ehk 814+ 835 = .
. 8l * 8hy = 5

kus 4 , é ja S on antud arvud {leitud lihtevorrandist).
Lahendades siisteemi, leiame, et aﬁq = éL Ja &i4 Jja al, on
karakteristliku vorrandi 2> - SA + 0 = 0 lahendid.

2) A £#0 d=0, s. t. kiver on parabool. Perabooli
peamegu kenoonilise vorrandi voime kirjutada kujul

aézyz - 2855 = 0 .

- Analoogiliselt juhuga 1)

iO o -ald .|

14
13
A= lo ay, 0 | Ss=a, £0.
~af; 0 0
A

Siit &by = S, a%% =7 ning kanoonilisele vorrandile iile-_
minek ei paku enam raskusi.

3) Kui reeperi telgedeks votta hiiperbooli asimptoodid,
siis hiperbooli asgimptootiline kenooniline vOrrsnd ehk liihe~
malt asimpiootiline vorrand omeb kuju

xX'y' = a (11.32)
ehk 2&52 Xy - aéB = 0. g
Kuju {11.32) leidmiseks sasme vorrandisiisteemi
o al, 0
| 12 !
A = ajs 0 Of ; (5 = - &
0 0 aéjg

millest leiame

n 1o

]

]
Cos
A4

<
b

29

1i.120. Xasutades iuvariante, midreta jErgmiste teigt
— e J

JE&rku Joonte iiubid:

- 109 -



1)
2)
3)
4)
5)
6)
1)
g)
9)
10)
11)

2+ oxy + y2 +6x +2y-1=20;
- 257 + 332 + 4x + 4y -~ 4 = O ;
x° ~ 4xy + 3y2 +2x - 2y = 0 ;
+ 5Xy = 14:2 = ;
-Xy - Y -X-y=0;
y2-4x-6y=0;

V?'+ V5 =Va;

2
2
I2

- 4xy + 4y2 + 2x -2y - 1 =0,
2y + 8x + 12y - 3 =0 ;
9:2 - 6xy + 32 -6x +2y =0 ; ‘
412 - 4xy + y2 + 4x - 2y + 1,=0 .

11,131. Kasutades invariante, midrata jirgmiste

jérku joonte tiiiibid:

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
1)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)

- 2xy + 2y2 - 4x - by + 3 =0,
-81!4-7321-81-—153-&-20-?-0;
5x2 + 14xy + 1132 + 122 = 7y + 19 = 0 ;
8:2 - 12Xy + 17y2 + 16X « 12y + 3 = 0
522 - 6xy + 932 - 4x + 18y + 14 = 0 ;
%2 - 2Xy - 2y2 -4z -6y + 3 = 0 ;
2x2 + 10xy + 12y2 - TX + 18y =« 15 = 0 ;
322 - 2xy - 3y° + 12y - 15 =
(x +2y)% = 3y° = 1 ;
Rx -y)(x=-y)~1=0;
12 + 2X¥ + y2 +y=0;
- 2xy + y2 - 4x -6y + 3 =0;
x° - 4xy + 4y2 + 7x - 12 = 0 ;
2512 - 20xy + 4y2 - 12x + 20y - 17 = 0 ;
2x° + 3xy - 2y2 + 52 + 10y = C ;
x° - 2xy - 2y2 - 4x - by - l% = 0 ;
x2 + 2Xy + y2 + X +y=0;
4:2 - 12xy + 9y° - 25 = 0 ;
9x + 30Xy + 25¥° = 0 ;

it

41 - 4Xy + y2 4+ 12x = 6y + 9 =0 ;
- 2x37 + 2y2 - 4x - 6y + 29 =0 ;
Sx - 2Xy + Sy - 4x + 20y + 20 = 0 .

- 110 -
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11.5.

11.132.

11.133.

11.134.

11.135.

11.136.

11.137.

11.138.

11.139.
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Kasutades invariante, teisendada antud tsentraalsete teist jarku koverate vorrandid kanoo-
nilisele kujule:

1) 22 + 22y —y* +8x +4y — 8 = 0;

2) Tx? — 24xy — 38z + 24y + 175 = 0;

3) 52% 4 8xy 4 5y* — 182 — 18y + 9 = 0;

4) 522 4+ 122y — 222 — 12y — 19 = 0.

Kasutades invariante, teisendada antud teist jirku koverate vorrandid kanoonilisele kujule:

1) 1422 + 242y + 21y* — 4z + 18y — 139 = 0;
2) 112 — 20zy — 4y* — 20z — 8y + 1 = 0;

3) 2922 — 24xy + 36y° + 82z — 96y — 91 = 0;
4) 422 + 24ay + 11y? + 642 + 42y + 51 = 0;
5) 41x® + 24y + 9y* + 242 + 18y — 36 = 0.

Toestada, et suvalise teist jarku elliptilise vorrandi (6 > 0) korral kumbki kordajatest a1y
ja agg ei voi muutuda nulliks ja nad on sama mérgiga arvud.

Toestada, et teist jarku elliptiline vorrand (§ > 0) méérab

1) reaalse ellipsi parajasti siis, kui a1; ja A on erimérgilised arvud;

2) imaginaarse ellipsi parajasti siis, kui a11 ja A on samamaérgilised arvud;

3) kidunud ellipsi (punkti) parajasti siis, kui A = 0.
Kontrollida kasutamata reeperi teisendusi, et iga jargnev vorrand médrab ellipsi. Leida
ellipsite peateljed:

1) 412 + 242y + 9y* + 24z + 18y — 36 = 0;

2) 827 + 4wy + 5y* + 162 + 4y — 28 = 0;

3) 1322 4 18zy + 37y* — 26z — 18y + 3 = 0;

4) 13z% + 10xy + 13y* + 462 + 62y + 13 = 0.
Reeperiteisendust kasutamata kontrollida, et iga jargnev vorrand méérab ainult {ihe reaalse
punkti (imaginaarsete sirgete paari, mis loikuvad reaalses punktis). Leida punktide koor-
dinaadid:

1) 52% — 6xy + 2y* — 22 +2 = 0;

2) 2% 4 2zy + 2% 4+ 6y + 9 = 0;

3) b +dry+y® —6x — 2y +2=0;

4) 2% — 62y + 10y + 10z — 32y + 26 = 0.

Toestada, et teist jarku hiiperboolne vorrand (6 < 0) médrab

1) hiiperbooli parajasti siis, kui A # 0;

2) loikuvate sirgete paari parajasti siis, kui A = 0.

Kontrollida, et iga jargnev vorrand mééarab hiiperbooli, kasutamata reeperiteisendusi. Leida
hiiperboolide poolteljed:
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11.140.

11.141.

11.142.

11.143.

11.144.

11.145.

11.146.

11.147.

11.148.
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1) 42”4 24y + 11y* + 64z + 42y + 51 = 0;
2) 1227 4 26zy + 12y* — 52z — 48y + 73 = 0;
3) 322 +4ay — 122+ 16 = 0;
4) 2% — 62y — Ty* + 100 — 36y + 23 = 0.
Toestada, et vorrand
kw4
R
madrab hiiperbooli.

Milline on hiiperbooli vorrand, kui iiks ta telgedest voi molemad teljed on paralleelsed
astimptootidega?

Invariante kasutades leida antud hiiperboolide astimptootilised vorrandid:
1) 20% + 3ay — 2y® — 8z — 11y = 0;
2) 42° — 2y — y® + 62 + 2y + 3 = 0;
3) y? —2ay —4dx — 2y —2=0;
4) 8y? + 6ay — 1222 — 26z — 26y + 11 = 0.

Kahe hiiperbooli iildvorrandid erinevad ainult vabaliikmete poolest. Leida sellele faktile
geomeetriline sisu.

Toestada, et kui hiiperbooli iildvorrandis asendada vabaliige arvuga (), mis on méaratud
tingimusest

ai;p Qa2 a3

a1 aze a3 =0,

asy a32 Q
siis saame antud hiiperbooli astimptootide paari vorrandi.

Toestada, et suvalises teist jarku paraboolses vorrandis (6 = 0) ruutudega liikmete korda-
jaid a11 ja ago ei ole voimalik teisendada samaaegselt nullideks.

Toestada, et suvaline tesit jarku paraboolne vorrand (§ = 0) méérab parabooli parajasti
siis, kui A # 0 ja parabooli parameeter leitakse valemist

—-A

p=y -
(a11 + az2)?

Reeperiteisendusi kasutamata toestada, et iga jargnev vorrand méaérab parabooli, ja leida
parabooli parameeter:

1) 922 + 24xy + 16y — 120z + 90y = 0;

2) 9% — 24xy + 16y* — 542 — 178y + 181 = 0;

3) 2% — 24xy + 16y* — 54z — 178y + 181 = 0;

4) 92% — 6y + y* — 50z + 50y — 275 = 0.

Kontrollida, et iga jargnev vorrand madrab parabooli. Invariante kasutades leida nende
paraboolide kanoonilised vorrandid:
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1) 22 — 22y +y? — 10z — 6y + 25 = 0;
2) 4x? — dxy +y® — 22 — 14y + 7 = 0;
3) 2% —2xy +y? —x—2y+3=0;

4) 42 —dxy +y* —x—2=0.

11.149. Toestada, et suvalist teist jarku paraboolset vorrandit (6 = 0) voib viia kujule:
(az + By)? + 2a132 + 2ag3y + F =0

ja tema diskriminant avaldub valemiga A = —(a138— agga)Q. Toestada samuti, et elliptilist
ja hiiperboolset vorrandit sellisele kujule teisendada ei ole voimalik.

11.150. On antud vorrand

(ax+ By +7)* +2(Az+ By +C) =0,

a p
B A‘ﬂ'
Toestada, et

1) see vorrand méérab parabooli;
2) sirge ax + By + v = 0 on parabooli diameetriks;
3) sirge Az + By + C = 0 on parabooli puutujaks parabooli ja diameetri 16ikepunktis.

11.151. Teisendad jargnevad teist jarku paraboolsed vorrandid eelmises iilesandes toodud kujule.
1) 2 4+ day + 4y* + 4o +y — 15 = 0;

2) 922 —6ry+y P —x+2y—14=0:

3) 2522 — 20xy +4y* + 3z —y + 11 =0;

4) 1622 4 16xy + 4y*> — 5z + Ty = 0;

5) 92% — 42xy + 49y* + 3z — 2y — 24 = 0.

11.152. Toestada, et paraboolse teist jarku vorrandi

(az + By)® + 2a137 + 2a03y + F =0

voib teisenduse

tanyp = —

x =12’ cosp — 1 sin p,
y =1y sinp+y cosgp,

™| R

abil viia kujule
ahoy'® + 2al53 + 2abgy + F' =0,

-A
/ 2 2 /
=a‘+ 57, =+ 505 -
(99 = Qv B8, als o1 B

11.153. Milliseid tingimusi peab rahuldama teist jarku vorrand aijatiyj =0,47 = 1,2, et ta
méiraks parabooli, mille telg on paralleelne 1) z-teljega, 2) y-teljega.

kus

11.154. Toestada, et kui teist jarku joone iildvorrand mé&arab parabooli, siis vorrandi vabaliik-
me muutumisel saame uue parabooli, kusjuures siimmetriatelje siht ja nogususe suund ei
muutu.
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11.155.
11.156.

11.157.

11.158.

11.159.

11.160.

11.161.

11.162.

11.163.
11.164.

11.165.

11.166.
11.167.
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Toestada, et vorrand /z + \/y = v/a médrab parabooli.

Toestada, et iga homogeenne tesit jirku vorrand kahest muutujast
a11:L‘2 + 2&12£L‘y + a22y2 =0
maéadrab reeperi alguspunkti labivate sirgete paari.

Reeperiteisendusi kasutamata kontrollida, et iga jargnev vorrand méérab loikuvate sirgete
paari. Leida nende sirgete vorrandid:

1) 322 +day +y* — 20— 1=0;

2) 2% — 6y + 8y* — 4y = 0;

3) z% + 4wy + 3y* — 62 — 12y + 9 = 0;
4) 2% —day + 3y* = 0.

Milliste parameetrite a viartuste korral vorrand

1) 22 +2ay®> — 24y = 0;
2) 22 +2axy +y? — 5 —Ty+6=0

médrab a) parabooli; b) sirgete paari.
Millised teist jarku jooned méaratakse vorrandiga

2 =2y + My —4x —6y+3=0,
parameetri \ erinevate viartuste korral?
Milliseid koveraid kujutab vorrand

2% + 5xy —3y> —3x+ Ay —2=0
parameetri A erinevatel vaartustel?
Millise teist jarku joone méaaravad tingimused

A#0jaS=07

Toestada, et tingimused S? = 46, AS < 0 on tarvilikud ja piisavad selleks, et teist jirku
joone iildvorrand mééraks ringjoone.
Toestada, et kui teist jarku joone invariant S = 0, siis joon on tsentraalne.

Milline on tarvilik ja piisav tingimus, et hiiperbool, mille tildvorrand on 2F = 0, asetseks
tema asiimptootide poolt moodustatud teravnurgas.

Ruutvormid, mis kuuluvad kahe kiiperbooli iildvorrandi vasakule poolele, erinevad kons-
tantse kordaja poolest. Kuidas tolgendada seda geomeetriliselt?

Tdestada, et ruutvorrand kahest muutujast méadrab sirgete paari parajasti siis, kui A = 0.

Kasutamata reeperiteisendusei, kontrollida, et iga jargnev vorrand méarab paralleelsete
sirgete paari. Leida sirgete vorrandid:
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11.168.

11.169.

11.170.

11.171.

11.172.

11.173.

11.174.

11.175.

11.176.
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1) 42”4+ day +y* — 122 — 6y + 5 = 0;
2) 4x? — 122y + 9y* + 20z — 30y — 11 = 0;
3) 2522 — 10zy + y* + 10z — 2y — 15 = 0.

Teist jarku joon, mille {ildvorrand on 2F = 0, laguneb paralleelsete sirgete paariks. Milline
on tarvilik ja piisav tingimus, et antud punkt My(zo, yo) asetseks nende vahel?

Teist jarku joone iildvorrand médrab kaks paralleelset sirget. Leida nende sirgete vaheline
kaugus d.

Kasutamata reeperiteisendusi, veenduda, et iga jirgnev vorrand méirab iihe sirge (iihtivate
sirgete paari). Leida sirge vorrand:

1) 22 — 6zy + 9y* + 4z — 12y + 4 = 0;
2) 922 + 30xy + 25y> + 422 + 70y + 49 = 0;
3) 1622 — 16y + 4y* — 722 + 36y + 81 = 0.

Teist jarku joon, mille iildvorrand on 2F = 0, laguneb loikuvate, kuid mitte ristuvate sirgete
paariks. Leida tarvilik ja piisav tingimus, et antud punkt My (zg, yo) asetseks nende sirgete
poolt moodustatud teravnurgas.

Teist jarku joon, mille iildvorrand on 2F = 0, laguneb loikuvate sirgete paariks. Milline on
tarvilik ja piisav tingimus nende sirgete ristumiseks?

Milline konstant tuleb lisada vorrandi

222 +5xy — 3y + 3z + 16y =0
vasakule poolele, et saadav uus vorrand mééaraks sirgete paari.
Milliste parameetrite a ja b vaartuste korral vorrand

2?4+ day 4+ ay® — 3+ 20y =0
méadrab paralleelsete sirgete paari.

Kasutades vorrandi vasaku poole teguriteks lahutamist, selgitada geomeetriline sisu:

1) zy — bz — ay + ab = 0; 4) 222 4 3zy — 5y? = 0;
2) 2* —dxy +4y* = 0; 5) 102° — Tzy + y* = 0;
3) x® — 4wy + 4y® = 0; 6) x? — day +y* = 0;

Kasutades teise astme hulkliikme ruutude summaks teisendamise Lagrange’i meetodit,
maédrata jirgnevate vorranditega médratud teist jarku koverate tiilibid:

1) 2 —day+y* —4x+2y —2=0

2) 2% —2zy +4y* +22 -2y —4=0

3) 2° +4ay +4y°> — 62 —8y =0

4) 222 +3xy +4y® —br +2y—1=0

5) 4x? —dxy +y* —8x+6y—2=0
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11.178.

11.179.

11.180.

11.181.

11.182.
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6) 2wy —4y* +6x +6y+1=0

Kasutades Lagrange’i teise astme hulkliikme ruutude summaks teisendamise meetodit, néi-
data, et igaiiks allpool toodud vorranditest maérab sirgete paari. Leida nende sirgete vor-
randid:

1) 222 —bay — 12> — 2+ 26y — 10 =0
2) 3% 4wy — 2> -5 +5y—2=0
3) 4a? +16zy + 159> — 8z — 22y —5=0
4) 42® — 4wy +y* —62+3y—4=0
Vorrand aji2? + 2a101y + a22y2 = 0 méaérab loikuvate sirgete paari (a11a12 — a2 < 0).
Toestada, et ristreeperi korral antud sirgete vahel asuvate nurgapoolitajate paari vorrand
on jargmine:
a11% + a2y a1 + ay
€ Y

=0

afiinse reeperi korral
11T + a2y G217 + a2y
g11T + 912y 9217 + g22y

Kaldreeperis on teist jirku jooned méaratud jargmiste vorranditega:

1) 22 =32y +9°>+1=0, w=060°
2) 202 +2y* —2r —6y+1=0, w=060°
3) 4a? —day+9® —4r —4y+7=0, w=120°

Kasutades afiinseid invariante, lihtsustada antud teist jarku joonte vorrandid. Maarata
joone tiilp.

™
Kaldreeperis (reeperi nurk w = g) on teist jirku kover miiratud vorrandiga 2% + y* = 4.

Leida antud kovera peakanooniline vorrand (kanda antud kover peatelgedele).
Leida teist jarku joone
2022 4+ 12zy + 221y% — 362 — 126y +9 =0
kanooniline vorrand, kui g11 = 4, g12 = 25. Maédrata joone asend afiinse ldhtereeperi suhtes.
Teist jarku kovera vorrand afiinses reeperis (g11 = 1, g12 = 0,5, goo = 1) on
22 —3xy +y*+5=0.
Leida kovera kanooniline vorrand.
Teist jarku kovera vorrand afiinses reeperis (g11 = 4, g12 = 1) on
20y —4x + 2y + 1
Leida antud kovera kanooniline vorrand, keskpunkt ja fokaaltelje tous.

Leida parabooli
4922 + 112xy + 64y> + 30z + 30y +6 =0

kanooniline vorrand, kui g11 = 25, g15 = 8, goo = 44.
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§6. Poolus ja polaar

Punkte P ja Q nimetatakse polaarselt konjugeeritud punktideks ehk polaarselt kaaspunktideks
ehk kaaspunktideks antud koonuseldike (teist jirku kovera) suhtes, kui neid punkte {ihendava
sirge PQ loikab koverat punktides M ja N, mis jaga-
vad harmooniliselt antud punktipaari P ja @ (vt. joon.
. Antud punktile P antud koonuseloike suhtes vas-
tab lopmata palju kaaspunkte, mis koik asetsevad sirgel
p, mida nimetatakse antud punkti (pooluse) P polaariks
antud koonuseloike suhtes. Kaaspunktide paari korral
kumbki asetseb teise polaaril. Kaassirgete paari korral
kumbki libib teise poolust. Punkti P(2’,y’) polaar iild-
vorrandiga méaratud koonuseloike suhtes méaratakse
vorrandiga

(an12'+aioy +a13)z+(a122"+azy’+ass)y+(a13z’ +assy’+ass) = 0
(11.32)

Kui punkt P on koveral, siis tema polaariks on kovera

puutuja punktis P. Igal sirgel

Az +By+C=0

Joonis 11.1

on iiheselt madratud poolus antud koonuseloike suhtes.
Pooluse koordinaadid méératakse tingimusest

!/ / / / / /
a11T + a2y +aiz  a12% +ay +az  a13% + a3y +ass
A B C '

(11.33)

Kui kahest sirgest iiks 1dbib teise poolust, siis ka teine 1dbib esimese poolust. Sellist sirgepaari
nimetatakse kaas- ehk konjugeeritud sirgete paariks antud koonuseloike suhtes.

Kolmnurka, mille iga tipp on vastaskiilje pooluseks, nimetatakse autopolaarseks kolmnurgaks
antud teist jarku kovera suhtes.

11.185. Koostada punkti P(2,—1) polaari vérrand kovera z2 + 6xy + y* + 6z + 2y — 1 = 0 suhtes.

11.186. Leida antud punkti P polaar antud kovera suhtes:

1) P(-3,5) 42 4+ 2xy —y* + 62+ 2y +3=0;
2) P(O,l) 62% —xy — 29> +4y =0
3) P(1,-2) 22% —dxy +5y° — 8 +6=0;
4) P(7,5) 2?2 — 22y 42y —4x —6y+3=0;
5) P(0,0) 22 =22y 42y —4x —6y+3=0;
6) P(0,0) an12? 4 2122y + a20y® + 2a13% + 2a03y + azz =0 ;
.IQ y2
7) P(x1,11) atE =Ll
1.2 2
8) P(5,3) §+yz:1;
2

9) P(-3,2) y° =12z ;
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11.190.
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11.194.
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10) P(1,1) 2? —dxy +3y* + 20 -2y =0
Leida sirge « — 6y 4+ 8 = 0 poolus kovera

322 — 6y + 5y? — 4z — 6y +10=0
suhtes.

Leida antud sirge poolus antud kovera suhtes:

1) 18z — 17y — 41 = 0; 2% —xy —3y* —x — 6y — 15 =0;

2) abstsisstelg, 222 — 4oy + 5y% — 8z + 6 = 0;

3) 152 +4=0, 922 — dxy + 6y + 62 — 8y + 2 = 0;

4) z4+3y+1=0, 322 + Twy + 5y + 4z + 5y + 1 = 0;

5 z—y+3=0, 227 4 bay — 3y* + 3 + 16y — 5 = 0;
22 P

6) 3z — 4y — 12 =0, T -b

7) 2x 45y — 10 =0, y? = 6z.

Kovera ? — 2zy + y* + 22 — 6y = 0 ja sirge 3z — y + 6 = 0 ldikepunktidest on témmatud
selle kovera puutujad. Leida puutujate loikepunkt.

Punktist M (3,1) on tommatud kaks puutujat koverale 322 —2zy + 3y +4x +4y —4=0.
Leida puutepunkti iihendava sirge vorrand.

Leida sirgel 4z 4+ 3y — 12 = 0 punkt, mis oleks reeperi alguspunkti kaaspunktiks kovera
922 + 24xy + 16y* — 402 + 30y = 0
suhtes.

Leida sirgel
4z —y+30=0

punkt, mis oleks punktiga P(5,1) polaarselt konjugeeritud punktiks jirgmise vorrandiga
madratud kovera suhtes:

z? — 6xy + 9y? — 12z + 14y — 7= 0.

Leida punkti M (0, 3) liabiva kovera
2zy —6x+4y—1=0

suhtes sirgega
r—3y+22=0

polaarselt konjugeeritud sirge.
Leida tingimus, mille korral kaks sirget
Ar+By+C=0ja Az +Biy+C1 =0
on kaasirgeteks kovera
a112% 4 2a122Y + agy® + 2a132 + 203y + azz = 0

suhtes. Milline on tingimus siis, kui kover on méaératud kanoonilise vorrandiga.
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Toestada, et punkti polaar ringjoone suhtes on risti sirgega, mis iihendab seda punkti
ringjoone keskpunktiga.

Toestada, et kui kaks punkti on kaaspunktideks ringjoone z% + y?> = R? suhtes ning aset-
sevad samal raadiusel, siis nende kaugsed ringjoone keskpunktist rahuldavad tingimust

0 01 =R

Toestada, et diameeter, mis jagab koolu pooleks, 1abib selle koolu poolust, s.t., ta on selle
kooluga polaarselt konjugeeritud sirgeks.

Kontrollida, et teist jirku kovera juhtsirge mistahes punkti polaar 1abib selle kovera fookust.

Markus. Kovera vorrand votta kanoonilisel kujul.

Toestada, et iga kaks polaarset konjugeeritud sirget, mis ldbivad fookust, on teineteisega
risti.
Mairkus. Kovera vorrand votta kanoonilisel kujul.

Toestada, et hiiperbooli asiimptoodi mistahes punkti polaar on paralleelne selle astimptoo-
diga.

2 .2
Ellipsi r + % = 1 lithema telje otspunktid on ithendatud ellipsi fookustega. Leida saadava

20
rombiga polaarne kujund antud ellipsi suhtes.
Maérkus. Antud hulgaga polaarne kujund koosneb kiilgede poolustest ja tippude polaari-
dest.
22 42
Hiperbooli — — == = 1 sisse on joonestatud kolmnurk, mitte tipud on A(4,6) ; B(4, —6)

ja C(—2,0).Leida selle kolmnurga polaarne kaaskujund antud hiiperbooli suhtes.

2 2
Leida ringjoone z? + y? = 9 puutujate pooluste hulk ellipsi % + % = 1 suhtes.
2?2 22 g2
Leida ellipsi — + =5 = 1 puutujate pooluste hulk hiiperbooli — — = = 1 suhtes.
a? = b? a2 b2

Kui ithendada mistahes punkt P(z1,y1) ellipsi fookusega F ning tommata punktist F' sellele
16igule ristsirge, siis see ristsirge, punkti P polaar p ja fookusele F' vastav juhtsirge loikuvad
ithes punktis. Toestada see teoreem analiiiitiliselt ja geomeetriliselt. (vt. joon11.2))

1
Leida teist jarku kover, mille keskpunkt asetseb punktis M ( %, 2) ning kolmnurk 0(0, 0),

11
A(-1,1), B (4, 2) on autopolaarne otsitava teist jarku kovera suhtes.

Ordinaattelg on punkti (5, 0) ja abtsisstelje punkti (0, 3) polaariks teist jirku kovera suhtes.
3
Leida selle kévera vorrand, kui ta liabib punkte M(1,2) ja N (0, 2).
Leida sirge
3r—y+6=0

poolus kovera
2?4 9% —2zy+22 —6y =0

suhtes.
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Leida punkti Py = (7,5) polaar kovera
2?2+ 2% —2zy — 4z —6y+3=0
suhtes.
Leida punkti P, = (1, —2) polaar kovera
222 + 5y% — dzy — 8z + 6

suhtes.

Teist jarku kovera vorrandi koostamine

Koostada teist jarku kovera vorrand, kui ta ektsentrilisus e =

2 4
Py (2,2 ).
Ja 2( 575)

Ellipsi fookused on Fi(1,3), F5(—1,2) ning iiks ta puutujatest on  —y + 4 = 0. Koostada
ellipsi vorrand.

1
—— ning fookused on F;(0,0
/2 g 1(0,0)

Kas on voimalik leida eelmise iilesande pohjal hiiperbooli?

Koostada ellipsi vorrand, kui ta keskpunkt on C(2,1) ning kaasdiameetrite otspunktid on
A(5,1), B(0,3).

Roopkiiliku kolm tippu asetsevad punktides O(0,0), A(4,0), B(2,2), Kusjuures A ja B on
vastastikused tipud. Koostada réopkiiliku sisse joonestatud ja kiilgede keskpunkte puutuva
ellipsi vorrand.

Koostada ellipsi vorrand, kui ta keskpunkt asetseb punktis C(2, 1) ning sirged
y—2=0 ja z—y=0

on puutujateks kaasdiameetrite otspunktides.

Joonis 11.2
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11.217.

11.218.

11.219.

11.220.

11.221.

11.222.

11.223.

11.224.

11.225.

11.226.

11.227.

11.228.

11.229.

11.230.

Koostada ellipsi vorrand, kui ta keskpunkt asub punktis C'(4, 3), {iks tipp asetseb reeperi
alguspunktis ja teine, sellega mitte korvuti olev tipp asetseb y-teljel.

Leida ellipsi, mille siimmeetriatelgedeks on sirged
r+y—1=0 (fokaaltelg) ja xz—y+1=0
ning mille poolteljed on a = 2, b = 1.

Néidata, et kui teist jarku joon puutub tema iimber joonestatud rodpkiiliku iiht kiilge selle
keskpunktis, siis ta puutub selle ro6pkiiliku koiki iilejasnud kiilgi nende keskpunktides ning
see kover on siis ellips.

Teist jarku joone
222 —day+ 1y  —22+6y—3=0

timber on joonestatud roopkiilik, mille iiks tipp asteseb punktis A(3,4). Leida selle r66p-
kiiliku iilejadnud tipud.

Leida hiiperbooli vorrand, kui on antud kaks fookust Fi(z1,y1) ja Fa(z2,y2) ning puutuja
vorrand on
Az +By+C =0.

Leida vordhaarne hiiperbool, mille juhtsirge on
z+y—1=0
ning vastava fookuse koordinaadid on z =1 ja y = 1.

Hiiperbool 14bib punkti A(2,0) ning ta fookused on F;(2,3) ja Fy(1,0). Koostada hiiper-
booli vorrand.

1 1
Leida punkte (2,1), (-1, -2), ja <2, —4) labiva hiiperbooli vorrand tingimusel, et iiks ta
asiimptootidest iihtiks abtsissteljega.

Koostada hiiperbooli vorrand, kui hiipebool 1dbib punkti A(0, 1), hiiperbooli fookus asetseb
reeperi alguspunktis ning sirge * — 1 = 0 on hiiperbooli astimptoodiks.

Leida sirget
dx+y+5=0

puutuva kovera vorrand, kui selle kovera astimptootideks on sirged z—1 = 0 ja 2z—y+1 = 0.

Leida hiiperbooli astimptoodid, kui ta keskpunkt asetseb punktis C'(2,1) ja ta puutub x-
telge punktis A(3,0) ning loikab y-telge ebapunktis.

Koostada hiiperbooli vorrand, kui ta puutub x-telge punktis A(3,0), y-telg on talle astimp-
toodiks ning 1abib punkti M(1,1).

Koostada hiiperbooli vorrand, kui on teada ta siimmeetriatelg 2z — y + 2 = 0, asiimptoot
y =0 ja ta punkt (1,1).

Koostada teist jérku joone vorrand, kui on teada ta ektsentrilisus e = /5, fookus F (1,1)
ja vastav juhtsirge
r+2y—1=0
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On antud kdvera kaks fookust F;(1,1) ja Fo(—2,—2) ning juhtsirge z+y—1 = 0. Koostada
kovera vorrand.

Koostada parabooli vorrand, kui parabooli fookus asetseb punktis F' ja parabooli juhtsir-
geks on antud sirge:

1) F(2,1),32—4-1=0;
2) F(-1,-2), 2 —y+8=0;

2
3) F(—f,—g), 3r—3y+8=0.

Koostada parabooli vorrand, kui tipp asetseb koordinaatide alguspunktis ning fookus on
punktis F'(1,1).

Leida parabool, mille teljeks on sirge

z+y+1=0
Sirge
20 —y+1=0

on parabooli juhtsirgeks, parabool labib punkte A(2,0), B(12,0). Koostada parabooli vor-
rand.

Koostada parabooli vorrand, kui ta 1abib punkti A(2,1) ning tema juhtsirgeks on x — 2y —
5 = 0 ning siimmeetriateljeks 2z +y — 1 = 0.

Leida z-telge punktis A(3,0) ja y-telge punktis B(0,5) puutuva parabooli vorrand.
Koostada parabooli vorrand, kui sirged

r—y—1=0 ja z4+2y—1=0
on parabooli puutujateks ja kui fookuseks on punkt F(1,1).

Koostada parabooli vorrand, kui parabool 1dbib punkti A(0, 1), parabooli diameetriks on
sirge x—2y = 0 ja sirge x+y = 0 on parabooli puutujaks diameetri ja parabooli loikepunktis.

Koostada parabooli vorrand, vottes x-teljeks tema mingi diameetri, y-teljeks puutuja dia-
meetri ja parabooli loikepunktist.

On antud kolmnurk ABC: A(4,2), B(8,2), C(4,5). Koostada selle kolmnurga {imber joo-
nestatud parabooli vorrand, nii et tippu A 1dbiv kolmnurga mediaan oleks parabooli dia-
meetriks.

Koostada kolme punkti O(0,0), A(4,0), B(0,2) ldbiva parabooli vorrand, tingimusel, et
punktid A ja B oleksid siimmeetrilised parabooli telje suhtes.

Leida punktide hulk, nii et nende punktide ithendamisel kahe antud punktiga saadud sirgete
tousud antud sihi suhtes oleksid vordsed.

Teist jarku kover labib reeperi alguspunkti, ta keskpunkt asub punktis C(1,2) ja juhtsirgeks
on sirge = + 2y — 1 = 0. Koostada kovera vorrand.
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Koostada teist jarku kovera vorrand, kui ta fookus on F', vastav juhtjoon j ja kover ldbib
punkti M.

1) F(O’l)v (]) r—y+3=0, M(770)a
2) F(x1,x2). (j): xcosO+ysinb —p =0, M(xa,ys2).
Teist jéarku joone vorrand on
32% — 22y +y* + 62 — 9 = 0.

Leida kover, mille stimmeetriateljed {ihtivad antud kovera telgedega ning poolteljed on kaks
korda pikemad kui antud koveral.

On antud kolmnurk AOB: 0(0,0); A(8,0); B(0,6). Leida selle kolmnurga tippu O lébiva,
kiilgi OA ja OB loikava ning kiilge AB keskpunktis puutuva teist jirku joone vorrand.

Teist jarku joon, mille keskpunkt asetseb punktis (0, —1), 1abib punkti (3, 0) ja loikab sirgeid
2z —3y+1=0jaxz+y—5=0 ebapunktides. Leida selle sirge vorrand.

Leida teist jarku joone vorrand, kui ta loikab z-telge punktis (1,0) ja ebapunktis ning
y-telge punktis (0,1) ja ebapunktis ning l&bib punkti (1,1).

On antud kolmnurk ABC: A(6,0); B(0,4); C(6,4). Leida selle kolmnurga timber joonesta-
tud teist jarku joone vorrand, kui keskpunkt asetseb punktis M (4, 3).

Leida teist jarku joon, mille stimmeetriatelgedeks on sirged c+y+1=0jaz—y+1=0
ning mis ldbib punkte M;(—2,—1); M2(0,—2).

Leida teist jirku joone vorrand, kui ta iihel asetsevad tipud on A;(2,1) ja A2(10,7) ning
ta ldbib punkti B(0, 7).

Erinevaid tilesandeid.

11.253.

11.254.
11.255.

11.256.

11.257.

11.258.

Leida afiinne teisendus, mis jatab invariantseks antud ellipsi

Leida afiinne teisendus, mis jatab antud hiiperbooli invariantseks.

Leida punktide hulk, mis voiksid olla antud kolmnurga iimber joonestatud ellipsi keskpunk-
tideks.

Leida tasandi punktid, mis voiksid olla antud kolmnurga iimber joonestatud teist jarku
joone keskpunktideks erinevat tiiiipi teist jarku koverate korral.

Leida antud {ldvorrandiga
a2 4 2122y + a20y® + 20137 + 2a03y +as3 =0, A#£0, §>0
madratud ellipsi pindala.
Léabi kahe koonuseloike
Az® 4+ 2Bxy + Cy* +2Dx + 2Ey + F = 0,
Az + 2B1xy + ClyQ +2D1x+2Fwy+ F1 =0

l16ikepunktide asetada parabool, mis ldbib reeperi alguspunkti. Millal on see voimalik?
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11.259.

11.260.

11.261.

11.262.

11.263.

11.264.

11.265.

11.266.

11.267.

11.268.

11.269.

11.270.

11.271.
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Sirgete kimbu y = kx iga sirge jaoks méédratakse kaasdiameetrid kahe erineva teist jarku
joone 2F = 0, 2® = 0 suhtes. Koostada diameetrite loikepunktide hulga vorrand.

On antud teist jarku joone vorrand 2F = 0 ning punkt S(xg, yo). Koostada kimbu S sirgete
ja nende sirgete kaasdiameetrite loikepunktide hulga vorrand.

Teist jarku koverate parve koverad ldbivad punkti So(zo,yo) ja parve koverad on méiéra-
tud thist vorrandga 2F(z,y) = 0. Koostada parve koverate kodlude keskpunktide hulga
vorrand.

On antud kaks teist jarku joone vorrandit 2F = 0, 2& = 0 ning nende joonte teineteisega

1
ristuvate puutujate tousud k ja 5 Koostada nende puutujate kaasdiameetrite loikepunk-

tide hulga vorrand.

Loikuvate sirgete kimbu tsenter on Sp(zo, yo ). Kimbu sirgetele kuuluvate 16ikude otspunktid
asetsevad sirgetel

A1x+B1y—|—C’1:O, 1=1,2.

Koostada koolude keskpunktide hulga vorrand.

Kaks konstantse suurusega nurka poorlevad vastavalt oma tippude timber nii, et esimese
nurga iiks kiilg 16ikub teise nurga iihe kiiljega antud sirge punktides. Koostada teiste kiilgede
loikepunktide hulga vorrand.

Panna 14bi antud teist jirku kovera (ellipsi, hiiperbooli voi parabooli) iga diameetri ja
antud sirge 16ikepunkti sirge, mille siht oleks paralleelne kaasdiameetri sihiga. Leida sel
viisil konstrueeritud sirgete méahisjoon.

Toestada, et kui kahe kolmnurga kiiljed puutuvad teist jarku koverat, siis 1abi nende kolm-
nurkade kuue tipu voib panna teist jarku joone.

Toestada, et kui teist jarku kover ldbib kolmnurga tippe ja korguste loikepunkti, siis see
kover on vordhaarne hiiperbool.

Toestada, et kui kaks vordhaarset hiiperbooli 16ikuvad neljas punktis, siis iga punkt nendest
on kolme iilejaddnud punkti poolt moodustatud kolmnurga korguste loikepunkt.

Samasse kimpu kuuluvate sirgete ja reeperi telgede 16ikepunktidest on joonestatud ristsir-
ged vastavatele telgedele. Koostada ristsirgete loikepunktide hulga vorrand.

Varras poorleb iimber liikkumatu punkti P ja toukab téisnurkset kolmnurka ABC, mis
libiseb mooda sirget K L (joon. . Koostada varda RQ ja sirge AB, millel asetseb kolm-
nurga hiipotenuus, 1oikepunktide M hulga vorrand. Uurida saadud vorrandiga méaratud
koverat. Teha joonis. Teisendada saadud koverad vorrand kanoonilisele kujule.

Tasand « liigub m66da liikkumatut tasandit £ nii, et tasandi « kaks punkti liiguvad mooda
kaht ristuvat lilkumatu tasandi sirget (vt. joon. [11.4). Koostada liikuva tasandi mistahes
punkti C trajektoori vorrand, uurida trajektoori geomeetrilist kuju.
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Joonis 11.3 Joonis 11.4

11.272. Toestada, et eelmises iilesandes punkti C' poolt kir-
jeldatud ellipsi teljed iihtivad sirgetega OA’ ja OB/,
mis ihendavad reeperi alguspunkti ringjoone OAB
selle diameetri otspunktidega, mis ldbib punkti C'
(vt. joon. [11.5)). Leida ellipsi poolteljed. Millised lii-
kuvad tasandi punktid kirjeldavad iihtivate pooltel-
gedega ellipseid. Millised punktid moodustavad vas-
tavalt vordsete pooltelgedega ellipsid.

11.273. Ringjoon veereb libisemata teise lilkumatu ringjoo-
ne sees, kusjuures viimase ringjoone raadius on kaks
korda suurem pdoérleva ringjoone raadiusest. Milline

Joonis 11.5 on poorleva ringi suvalise punkti trajektoor?

Vaatleme kolme punkti, mis on stimmeetrilised kolmnurga kiilgede suhtes mingi punktiga
M, mis asetseb selle kolmnurga tasandil. Olgu punkt M’ neid kolme punkti libiva ringjoone
keskpunkt. Toestada, et

1) kui punkt M kirjeldab sirge [, siis punkt M’ kirjeldab teist jirku kovera C; leida sirge
[ asend, mille korral sirge ! on kovera C' puutujaks, uurida kovera C tiiiipi (ellips,
hiiperbool, parabool) olenevalt sirge I asenditest;

2) kui sirge [ liigub paralleelselt iseendaga, siis kovera C' teljed jadvad paralleelseteks kahe
antud sirgega. Joone C keskpunktide geomeetriliseks kohaks on sel juhul samuti teist
jarku kover Cy. Leida kovera Cy keskpunktide hulk sirgel ! erinevate sihtide korral.

Kolmnurga ABC kaks kiilge C'B = a ja CB = b on jaotatud punktidega M ja N suhtes A ja
1

X (arvates iihisest tipust). Leida sirgete AM ja BN ldikepunktide hulga vorrand muutuva
A korral.

Leida kolmnurga timber joonestatud ringjoone keskpunkti trajektoor, kui iiks kolmurga
tipp jdab liikkumatuks ja vastaskiilg, mille pikkus ei muutu, libiseb médda sirget.

Liigendmehhanism (vt. joon. [L1.6) koosneb kahest liikuvast vardast AB ja C'D ning lii-
kumatust joonlauast AL. Varras AB on kinnitatud liigendi B abil varda C'D kiilge, kus
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juures AB = CB ja poorleb liikumatu punkti A imber. Varda CD otspunkt C' libiseb
mo66da litkumatut joonlauda AL. Leida vardal C'D oleva suvalise punkti M trajektoor.

A

Joonis 11.6 Joonis 11.7

11.278. Toestada, et liigendmehhanismi OABC DM (vt. joon. punkt B liigub sirgjooneliselt.
Selgituseks joonisele: punktid O ja M on liikumatud, nende timber pédrlevad vardad OA,
OC ja M D; koik seitse varrast on omavahel iihendatud liigenditega. Varraste pikkused on
OA=0C=1;AB=BC=CD=DA=a; MD=0M =b.



Vastused

8. peatiikk. Ringjoon ja ellips

8.1
1) 2 +y* — 20z — 8y = 0;

2) (z+3)*+ (y — 4)* = 25.
8.2

1) 2? +y® — 122 + 4y + 30 = 0;
2) 2%+ (y — 4)* = 169.

8.3

1) (¢ =1+ (y—3)°=5

2) (x+1)*+(y—3)* =5.

8.4

1) C(4,-3),r=2;

2) C(2,0),r=2;

1) 2 +y* =9;
2) 2?4 y? — 62 = 0. Punkt A on ringjoone keskpunkt. Punkt B asetseb ringjoonel.

93
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8.6 2% + 1> = 49.
8.7 Kui P = 0, siis ringjoon 14bib reeperi alguspunkti. Kui D = 0 (v6i B = 0), siis ringjoon
on siimmeetriline ordinaat- (voi abstsiss-) telje suhtes, s. t keskpunkt asetseb iihel reeperi teljel.

Kui A = 0, siis antud vorrand ei kirjelda ringjoont.
8.8

1) z-telg loikab ringjoont punktides A = (0,0) ja B = (8,0), y-telg 16ikab ringjoont punktides
C =(0,0) ja D = (0,—6);

2) A=(3,0) (puutub), C =(0,1), D = (0,9);

3) A= (2,0) (puutub), C = (0,—2) (puutub);

4) reaalseid 16ikepunkte ei ole.

8.9

1) (z+3)*+ (y+2)* =25

2) noutud omadustega ringjoont ei ole, sest punktid asetsevad sirgel.
Maérkus.

1) Ringjoone keskpunkti voib leida kui kahe k66lu, niit. AB ja AC keskristsirgete 16ikepunkti;
raadiuse kui keskpunkti kauguse iihest antud punktist.

2) Otsitava ringjoone vorrandi voib kirjutada kujul (z —a)? + (y — b)? = 2, mis sisaldab kolm
otsitavat a, b ja r. Koik kolm antud punkti peavad rahuldama vorrandit. Saame kolmest
vorrandist koosneva siisteemi kolme tundmatu leidmiseks.

8.10
1) 2% + (y+1)? = 10;

(z —3)* 4 (y — 4)* = 25;

)

2)

3) 7% + Ty? — 15z + 5y — 70 = 0;
)

4) punktid on iihel sirgel.

8.11 C(3,-2), R = 10.
8.12 2 +y* — 6y — 41 =0.
8.13 C(g,o), (x — 2)2 +y? =

8.14 (z — 3)* + (y — 5)* = 25.

8.15 522 + 5y* + 8z + 54y — 197 = 0.

8.16 R(0,1), S(0,6,—0,8).

8.17 P(1,1), Q(—1,2; —1,2).

8.18 K (2,75;1,25).

8.19 4z 4 3y — 35 =0.

8.20 3z +y £ 10 =0.

8.21 (z — 5)% 4 (y = 5v2)? = 50. Mérkus. Kui ringjoon puutub z-telge, siis keskpunkti
abstsiss on vordne puutpunkti abstsissiga, keskpunkti ordinaat on absoluutvaértuselt vordne
ringjoone raadiusega. Seega otsitava ringjoone vorrand omab kuju: (z — 5)2 + (y £+ 7“)2 = r2
Ringjoone ja y-telje 1oikepunktide (z = 0) leidmiseks saame vorrandi y 4 2ry +25 = 0. Ulesande

85
5
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tingimuste jargi on saadud ruutvorrandi lahendite vahe vordne 10 iihikuga, s.t. y1 —y2 = 10 ehk

24y/r2 — 25 = 10, kust leiame ringjoone raadiuse.

8.22 22 + (y — 2)2 = 4. Méarkus. Kuna ringjoon puutub x-telge reeperi alguspunktis, siis

y-telg labib ringjoone keskpunkti.
8.23 M(2,10).
824 (r -2+ (y—3)2=4, (z+2)*+(y+3)? =4
8.25 322 + 3y + 37x + 5dy + 243 = 0.

8.26 42% + 4y* — dx — 28y + 1 = 0; 42 + 49> + 244z + 772y + 3721 = 0.
2

2,2
8.28 22 +y%> — 22 — 6y + 8 = 0.
8.29 (r —a)® + (y — a)?® = a*.
8.30

1) Ci(1,-1), r =1; C3(5,=5), 12 = 5;
2) C1(2,2), r = 2; C(10,10), 7 = 10;
3) C1(17,17), r = 17; C2(5,5), r = 5;

8.31 20z — 21y =0, y = 0.

8322x+4+3y—13=0;3z -2y + 13 =0.

8.33 5.

8342 +1y? — 10z — 10y +25=0; 2> +y*> — 22 — 2y + 1 =0.
8.35 (2 — 7)* + (2y — 7) = 50; (18z — 13)? + (18y — 13)* = 50.
8.36 C1(—3,—5); Ca(5, —5).

8.37

1) x—y+5=0;

2) r—y+Vv10=0.

8.38 3x —4y—2 = 0. Méarkus. Jou toime lakkamisel punkt M jatkab liikumist sirgjooneliselt
selles sihis, mida ta omas jou lakkamise momendil. Punkti M liikumisel m66da koverat punkti

liikumise suunas igal ajamomendil méarab kovera puutuja.

8.39 A(—0,4;8,8), kui punkt liikus mé6da ringjoont vastukella, B(6,4), kui punkt M liikus

pirikella. Markus. Ulesanne taandub ringjoone nende puutujate leidmisele, mis ldbivad punkti

Q@ (vt. eelnev iilesanne).
8.40 w = 60°.
8.41 X (x,y), bz =1 —4V/21, 5y = —2 + 2v/21.
8.42 2% +y? = 22,
8.43 2% + 9% — 10z — 8y + 37 =0.

8.44 Ringjoon, mis puutub sisemiselt antud ringjoont punktis M ja mille raadius R = Aa(1+

A).
8.45 (z—2)2+(y—2)2=1ja(r—28)*+ (y—04)? =1.
846 4xr —3y—10=0,y—2=0;3z+4y—5=0, 2 —1=0.
8.47

1) cosyp =
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Mirkus. Ringjoontevaheliseks nurgaks nimetatakse ringjoonte puutujate vahelist nurka ring-
joonte 16ikepunktis.

8.48 (ag—ay1)*+(by—by)? = r24r2. Mirkus. Kui ringjooned on ortogonaalsed, siis ringjoonte
keskjoon ja ringjoonte loikepunkti kulgevad raadiused moodustavad taisnurkse kolmnurga.

41 3
8.49(x+1)2+(y—3)2:9ja(z71—3)2+(y—ﬁ)2:9.
8.50 d ~ 5,02.
8.51
34

1) 16x — 5y —34=0,d = —;
) Y V281
2) br+2y—T7=0 i=—

Y ; 59"

8.52 5z — 3y — 16 = 0.

853x—-2y—4=0.

8.54 Py(3,—4,5). Méarkus. Sirge (polaari) pooluseks antud ringjoone suhtes on polaaril
vabalt valitud kahe erineva punkti polaaride loikepunkt.

7?7 d=6.

77

1) 6 =1;

2) § = —17;

3) §=14;

4) 6 =4

5) §=0

?? (z — 5)% + (y + 2)? = 25 — antud ringjoonega kontsentriline ringjoon, mille raadius R =
V2442,

??

1) 22 4+ y? + 8z — 26y = 0;
2) z? + y? 4+ 162z — 42y = 0 — ringjoon, mis libib antud ringjoonte 16ikepunkte;

3) x — 2y = 0 — sirge nn. kahe antud ringjoone potentsjoon (e. radikaaltelg).

77

1) z=2;
3

9) z=—2;

) o=

3) 204+ Ty+8=0;
4) 4o+ 4y + 5 = 0;

5) 2(a1 — a)x +2(by —b)y +a* —al + > — b7 —r? +ri=0.
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Maérkus. Kui ringjoone vorrandid on esitatud kujul F(z,y) = 0 ja F;(z,y) = 0, kus ruutliikmete
kordajad on vordsed iihega, siis potentsjoone vorrand omab kuju Fy(z,y) — F(x,y) = 0.

?? (x — 2)® + (y + 6)* = 13. Méirkus. Otsitava ringjoone keskpunkt asetseb ringjoonte
potentsjoonel ja ringjoone raadiuse ruut on vordne otsitava ringjoone keskpunkti potentsiga
ithega antud ringjoone suhtes.

?7?
1) M(-2,-2);
2) M(-3,-7).

1) (z+2)%+(y—3)° =6
2) (x+3)°+ (y+7)7% =41

Mairkus. Otsitava ringjoone keskpunkt iihtib antud ringjoonte potentspunktiga ja raadiuse ruut
on vordne potentspunkti potentsiga koigi antud ringjoonte suhtes.
2?7 (z —2)* + (y — 6)* = 50.
7?7 Ringjoon, mille raadius R = 9, keskpunkt asetseb

punkti P ja kirjeldatava ringjoone keskpunkti iihendava loigu
keskpunktis. Punkt P on molema ringjoone sarnasustsenter.
?? Graafikuks on poolringjoon, mille diameeter on P (vt.

joon. [L1.8).
8.69.

2
X
]_7
)9+

£

2
U
4

Joonis 11.8

2 2
2) L+ =1
36 ' 16
22522 + 676y> = 1561;

10022 + 729y = 36;

)
)

5) 4a? + 2507 = 1;
) 22?4 52% = 10;
) 2+ Ty? = 49;
)

2 4+ 10y% = 1.

1) a=5,b=4, Fi(3,0), e =0,6;

2V/2
2) a=12,b=2, F{(0,4V2), e = T\[

8.72.

2
1)

8

+

2
vy,
9

&
ot
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N & K
R Ny =R
[N 01‘ [N 01‘ (V) OJ‘ [
+ 4+ o+
o c’;‘@w Q:"tdw ’b‘@w
Il Il
= =

Z
8
<

Mairkus. a =10, e=

8.74. x = £9.
8.75.

€ e=08 ¢=08c=8 b0%=a?—c2=100— 64 = 36.
a

2
x
1) = +y?=1
) =y =1
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8.82.1

8.83. IR +
8.84. e = (),
8.85. ¢ =~ 0,08.

8.86. S = mab = 127 x 10° km®.

8.87. 2¢ = 5 milj. km. b ~ 149,58 milj.km. L ~ 932,43 milj.km.;

8.88. b = 149977465 km; p = 149 954 933 km.

8.89. Punktid A; ja Ag asetsevad ellipsil, A, A4 ja Ag asetsevad ellipsi sees ning punktid As,
As, A7, Ag ja Ajg asetsevad viljaspool ellipsit.

8.90. Punktid A ja E asetsevad ellipsil, B ja G asetsevad ellipsi sees, punktid C' ja D asetsevad
valjaspool ellipsit.

8.91. (5, £2).

8.92.

15 3V7
M5y

8.93. 8

8.94
8.95

8.96

8.97.

8.98

. Ellipsi fokaaltipud.
. (£3, +4).
1
.d=4-.
3
ab\v/2
VaZ + b2’

. Ringjoon 22 + % = a® + b*.

15

) ja Ma(——,

2

VT
2

).

Q0

Joonis 11.9
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69 21
8.99. M, = —3) ja My(—, —
L= (3,-3) ja My(ia, o2
42 1
8.100. (ii,g) ja (0,—1).
8.101. Markus. Kasutame sellise kolmnurga konstruee-
rimise votet, mille {iks kiilg on 2¢, nurk ¢ ja kahe {ilejaanud
kiilje summa on 2a (vt. joon. [11.9) Kui nurk muutub, tipp M
kirjeldab ellipsi.
8.102. ¢ = a® — b? (joon. 7).
8.103. Markus. Votame vabalt kaks paralleelset ellipsi
koolu. Koolude keskpunkte ithendav sir-

).



- ge on ellipsi diameeter. Analoogiliselt - leiame veel mingi
teise dismeetri. Diameetrite loikepunkt on ellip81 taenter.
Tombame imber ellipsi tsent-

ri sellise ringjoone, mis y

loikab ellipsit neljas punk-

tis. Ellipsi Jja ringjoone ,J'

15ikepunktid on siimmeetrili- 3o .

ged ellipai simmeetriatelge-~ \,’ ¢ / -

de (ellipsi telgede) suh- 1-;\0 F, x
tes., Kui ellipsi teljed on

leitud, on fookuste leidmine
juba lihtne. 8.104. 1) Sir-
ge 1oikab ellipsit kahes eri-
nevas punktis; 2) sirge on Joon. B8.12.

ellipei puutuje, puutepunkt M°(6,1). 8,105. x = 2y - 8 =0,
8,106. 1) Mitte ihtegi; 2) kaks; 3) iks., 8.107. (5, -4) .

2 .2 - 12
8. 108. 3x2 + 2y% = 14, 8,109, 32‘-5 {— = 1. 8.110.(3‘-4;5‘—)--»

*E4 = 1 -111- X - 8 M.
i——ggl— _LET5_21 . 8.113. filesandel on kaks lahendit:

2 2
1)2‘5 ;—1 (4,5), 2)%—+¥5=1; (%.1'65).8.114.

y =3, 12x + 7y + 51 = O. Mérkus. Esimene voimalus. Punkti
A libiva sirge kimbu vorrandi voib esitada kujul y - 3=

= k{(x + 6). Kimbu sirge tousu k saame leida tingimusest,
et sirge 150ikab ellipsit kahes iihtivas loikepunktis  (ruut-

vorrandi diskriminant on vordre nulliga). Teine voimalus.

V3ib kasutade ellipsi puutuja vorrandit _T5 —g- ja

médratae puutepunkt Mo(xo, yo) tingimustest, et ta 1) eset-

sel puutujael ( T+ g = 1); 2) esetseb ellipsil (— +
2 15

+ o= 1) 8.l A%a2 4 %2 - ¢2. 8.116. 1) 2x-yii2=

= 0. MFarkus, Esimene voimalus., Iga entud sirgegs paralleel-

ge sirge vorrandi voib esitecs kujul 2x - y + C = C. Fare-
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meeter tuleb valida nii, et sirge 2x - y + ¢ = 0 loikaks
antud ellipsit kahes iihtivas loikepunktis (puutumise tingi~
mus). Teine voimalus. Voib kasutada antud ellipsi puutuja

vorrandit XoX J of 1  ja m#drst % 3
~g T P = ja mdérata puutepunktid tingimus-

x Y
test, et puutuja on lleelne antud si 0 = e
» et puutuj para ud_sirgega (o7 =570

X Y
ja puutepunktid asetsevad ellipeil (3% + 2-% = 1) &11% 3x~
~y¥7=0., 8.118. 1) 24x - 5y 2 180 = 0; 2) 17x+51y ¥
iBVEBI:o' 8.112. d:w- 80120- 12:- 13y1-169=00
8.121. 23 % 4y + 15 = 0 (neli puutujat). 8.122. x¥5 =0,
2

8.123. 1)-@—5-523+§3=1 voi Eigiﬁ+?;§-5=1,
2) LE—EBQlE + ;2 =1 voi LEL%gélE + %ggz = 1, soltuvalt

sellest, kas sbatsissteljel asub ellipsi suurem voi véiksem

telg, 8.124. g + &= = 1. 8.125. 1) x +y £ 3 =0, x -~
-y gl R 0; 2)2x + Yy X 5=0, 2x - ¥ ts = 0; 3) x+

+2y¥f9-0, x-2y%9=0. 8,128, 2x + 11y - 10 = O,
8.130. Mérkus. Diameetri otspunktid on simmeetrilised el-
lipsi tsentri suhtes. Kui ellips on millratav kanoonilise
vorrandiga, siis ellipsi tsenter ithtib reeperi alguspunkti-
gé ja diameetri otspunktide vastavad koordinaadid on abso-

luutvidrtuselt vordsed ja vastupidiste mérkidega. 8.132.
y1+y2 DX, + X L.li2

Y = 3 X = - 8.1220 X +
X1Xp Tq992 o - A al
1+ 2 + s 1 +  + ™
5 b b
*b = 1. 8.134. V(x-x1)2.+ (y - y1)2+1/(x-x2)2+(y-)é)2'=
1/2 2
= 2¥c° + b, kus 2¢ = l/(xp - x1) + (yo = y1).. M, M=
2b2 ‘
== . 8.,136. 1) 5x + 6y - 11 =0; 2) 5x+ 12y - 23 =
Mirkus. Otsitav sirge kuulub kimpu, mille keskpunktiks on

punkt A , s.t., tema vorrand omab kuju y - 1 = k,(x - 1) .
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Jiib leida ainult sirge tous Xk . Otsitava koolu kaasdia-
meeter 1#bib punkti A ja poolitab koolu. Koolule vastava
keagdiameetri vorrand on X - y = 0 , 8. t. ky = 1 . Sirge
1dbib punkti A ja ellipsi keskpurkti 0(0, 0}. FKegu tea-
da, on koolu kaasdiameetri tousud seoctud tingimusega

2
k, = - —%;—- . Antud juhul k, = - £ . Asendades kimbu v3r-
2

randisse, seamegi antud tulemuse. 8.137. 4x + 9 = 13 =0 .

8.12. 21-:-3?..5:0. 301‘22. 48‘¢ 8,140. e=-2ﬂég‘

8,741, d = « V30, Mirkus. Keasdiameetri tousud on  sectud
B.341 g Barous

tingimusega k, = - —g—— . Kuna kaassdiasmeetri tous ky =

(nu.rga, poelitaja), siis k2 = - ? ning dismestri varrand on
y= - 'E X. Edasi tuleb leida diameetri ja ellipsi  loike-
punktid, mis on otsitava koOlu otspunktid, 8,142. ¢ = 60°,

801&3. 23' = 4%; 2b’ = 2”- Bo1ﬁ&o yazkob 8.142. a=11l,

b - 3, 8,146, 5 = b -g- x. M#rkus., Molemad diameetrid aset-

sevad simmeetriliselt reeper.’aL telgede suhtes. JHrelikult
2

b . 2 [+ S a

k1 ""k2' Euna k1k2=-:2-, si::.s-k1 =-;?3ak1 = By

b ] .2 . 8

kzﬂ-E. 8.14'. k1=z,k2--1, %-lﬂ'. __.__8‘148'
3 5 260 i

k1=z’k2.-ﬁ,1”2§' 8.142.@0%M0h05-

tame sellise afiinse teisenduse, mis telsendab antud ellip-

si ringjooneks. Selle iteisenduse tagajirjel kaasdiameetrid

teisenevad r oone rigtuvateks dismeetriteks, Saame

% = —- = T @ « 150. Kaapdiameetrite otspunktide
koordlnaadid on I.I(acose, bsine), lz(asine, -bcosd). Eegk-
x

+
punktide jeoks ssame: x = —3--2-1—% = g(cose + 8in@), ¥y =

Yo + ¥ A
e "2 - 2(5in6 - cose). Siit Zw + Iy =5 . &5 R =
“ - & b
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- B2 g q5p, X(x ¢ +2=o. 8.153. Ellips
ookl

n
2 2 2 2
% 2y - b b 4 Y
+ = %} 8012&. _—z + = 1. 8, 1 »
a b (at) (bt)
¥Hrkus, Eksisteeridb afiinne teisendus, mis viib ellipsi sa~
maks ellipsiks, aga telsendasb tema kaasdismeetrid telge~
deks. B8.156. O = AC = a2 + "c2 , CG AE. 0G on vordne
pooliege otsitave raudu kiiljeat. 5.157, cab . B.158,
‘J P 2
& + b
2
£31lipai xeskpunktist readiusege ¥&“ + »°© Jjoonistada ring-
joon, mis loikab teligi otaitava ruudu tippudes. 8,159, x =

-37%320, x+y¥3=0. 8.161. A(6,0), B(%,EF),
2 2
(%, - l@). 8,162, S = 68.‘-} . 8.163. .’2‘5- + % = 1 voi

2 2
%-5’ + g—- = 1, soltuvalt sellest, kas eilips 1#bid rombi awa-

reme voi vHliksema diaegomsali otspunkie. 8,165. MHrkus.
Ellipsite afiingel teisendamisel ringjooneh;a teiseneb vaa-
deldav kolmnurk vordkiilgseks kolmnurgaks, mille keskpunkt

. 2 e 2
ihtib ringjoonte keskpunktiga. 8.166. SXEL_ ., 11::}-)- -
&a
2 2
=1o 8016101)%+"¥&L‘=1, 1131, y1--3’
| 2 2
3=b=m; 2)'{21'%)_""'('%)_:11 I1=—2, 31-19

2 2
a=4,b=2, 3 xtd +*-6-=1,x1=-4; y.l-O, a-EVS,

b= yT0. 8,168. x° + 252 - 6x + 24y + 31 a O. 8.169.
(2x, - x)° (2, - )
+ - '- [ d
I be =1, 2x°-x = 0, 2yo-y = Q.

2 2 2 2
8.170. 7~ + i— = 1. 8.171. Ellips Z5 + &x = 1 v3i ring-
a b

joon z° + yz = &° , kui punkt ¥ on loigu AB keskpunkt

{(joom. 8.1%), TEisnurga hsarad voetakse reeperi telgedeks
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jaﬂﬂa,mzb.

= gind., ‘E: cosd.,

= ‘ OAB. 8.1 -

= “ml“m & miIn
+

2
§z= 1. 8.173. 1)

=5, AM = 3; 2) AB = 5,

AM = 4; 3) AB = 10, AM = x x

=5, 8,174. Ellips

pooltelgedega 13 cm _ja Joon. 8,13.

© 5 cm. Kolmnurga aluse juures elevad tipud on selle ellipsi
A+ 1 e 2

2
fookusteka. 8,175, ET"’
r r-A
OM

tingimuste jérgi gp =X . (joon. 8.14) QP otspunktide

¥°=1, Mirkus. Ulesande

koordinaadid on Q(x, y1), P(x, ¥,), kus ¥y = 0 ja y, leiaw
vgz - 1:E

me ringjoone vorrandist ¥y = » Kuna punkt M ja-

gab loigu PQ suhtes A, i

. ANE -2 L P
8iis y = T o o« Vil
mage seose lihtsustami- n M
sest seamegi ellipsi vor-
I‘andi . 801 6. —-x"""—" + 0 a I

(- H?
2

+ 4> =1. 8,177 El-

(3‘) Joon., 8.14.

lips tsentriga punktis Q(0,1) ja pooltelgedega a = V7%,
b = ¥7. Ellipsi teljed on paralleelsed reeperi telgedega.

2 2
8.178. (joon. 8.15). Ellips -(%-3—3)— + 4= <1, Ellipsi
fookugteks on antud ringjoone keskpunkt ja punkt A.
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%2 12
2102 (p + @)% * (p-q)° )
=1, 8, t. ellips pooltel-
p gedega p + q ja p - q. Kui
M P> q, 8iis punkt Q JoO=
0 nestad ellipsi, liikudes
A T vagstukella; kui p ¢ g, Biis
punkt Q 1liigub mdbda elw
lipsit vastupidises suunas.
Kui p = q, siis punkt Q var-
da OP +tdispobrde viltel
lébib keks korda x-telje
Joon. 8.15. 1oigu pikkusega 2(p + q).
8.180., Ruudu tippu lébivate ellipsite jaoks kehtib seos -’;_, +

+ -1-2 = 1, Puutepunkti koordinaadid (x, y) rahuldavad vorrane
o x ¥ 2 2

deid =25+ =2y =1, Xy 4 Ly o1, Mahirates siit 1y , Ly ya

a b a b a b
agendades need tingimusge ] + . = 1 saadakae Jo~ ¥ +
e 2t T2

x-xo

t ¥y, - x9)

= 1, 8,181. Liikugu ellipsi fookus F modda

sirget & , kusjuures ellips ise puutub sirgega b punktis M,
Konstrueerime hetkelise kegk-
punkti €2 ning iihendame sel-
/a le ellipsi keskpunktiga o .
;) M/ P 4 Sirge 0S50 on otsitava tra-
-
—

P Jektoori normaal. Tdhistades

Y, 5;_/1_ sirgete a ja F'M loike-

V4 S puankti tdhega Q , saame, et
sy PQ = PP, kuna MNP poolitab
%ﬁ/ 0 nurga FMQ . Edasi MH = FH

ja ¥'O0 = FO . Jarelikult
a sirge ORP on sirge ©P'Q
paralleelne sirge. Jidreli-

kult trazjextoori normaal
Joon. 8.16, | G St 1lébib liikumatut punk-
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t1 P, s. t. otaitav itrajektcor en ringjoon., Et leida ring-
Joone readiust, tarvitseb psivrata ellipsit nii, et tems tei-
me fookms P' langeks sirgele a . Siis on kerge nkha, et
readius vordub suurema pool-
teljega. 8.182. Y = 60°,
8.183. 2a = 8/ cm ~13,9 c=;

2 =120me=n. 8,184
Enjundsme koomusessez kaks
af8iri, nii et tkes puutud
koomuse pinde m&6ds ringjoons
&b ja loikab tasamdis oL
punktis ¥y, “eine puutud
koomuse pinds mBda ringjoont
a'b' Jje loikab tasandit .
pusktis F, . Votame 13ike-
Joonel suvalise punkti X ja
#hendame selle punktidega P,
bL F2 tesandil o ning aseta~
me iH#bl selle punkti koonusge Joon, B.,17.
moodustajs loikumiseni ring-

Joontega punktides 4 ja B. Saame MF, + MF, = AB, kus AB

on konstent (vt. eelm. #i1.). Seega koonuseldige on ellipay
¥F, tMF, = AB (vt. joon. 8.47),

Qe peniiiki
HUPERBOOL

9.1, 1)§-§E=1; 2)%2..,.%:1; B)m%-g%
4) 225c% - 100y = 36; 5) Tx° - 332 = 215 6) z° - 10y° = 1.
2.2. Vt, joom. 9.4, 9.3. 1) 28 = 16; 2) 28 = 41/?#},66,
S.4. 1) 272° - 283'2*-720; 2)*?;"5'2"‘ 1 3)%‘?&’%"'“ Te
2:2- #,(0, 17), Fy(0, -17), & ¥ 155 . o, 9.6, & =12, b =
=5, Pi(=13, 0), F5{13, 0), & = 48 , 5z 1 12y = 0. 9.7. -

1;
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- JOON, 90 4,

-§§=10 Moo 1)3=6,'b=4, c=2m, F1(-2m, 0) ]

F2(2V1"5,0),3=§VT3,P=2%; 2)8=3.b=2-°=m-
= = =6;

e=§V1-3,p=;éz;-3)a=2,b=2V3,c 4, e = 2, P

4)3=V5,b= vc=VEse=vE§.$p“1%'zi 5) B=5,

b=T, °2 = T4, F1(0°, -8s6) FZ(O; 8v6)s e = %m! P=9:8§
2 -

5)&=%,b=1,0=%VEo e"@:?"‘;; 7) a=1,
2ye 2=“2

b=1, c=VE e=VZ p=1; s)a=v-§.b-lf'5.c 2,
2

e-_—@,p:ﬂ; 9)_3=V5,b=V3.°=2V?. e"""g

2Y? V2 L,

P=V—.‘3§; 10)&=m,b=vg,0=4se= sy P =

5 _ 27 .
11)a=12,b=9,c 15, e = § + P =7 » i._g‘i)x

¥ . i’ = 03
IVi¥ =0; 2)x2y=0; NVEIVIF=0; 4)5x~7

2

2 2 2 2 5 2
> L ’ x - = 13 - =16.
gLt D=1 HE -7
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11.7. TEIST JARKU KOVERA VORRANDI KOOSTAMINE 101

2 2 2 2 2

77 1) iiiyizl, iiiyizl;g) iii
) 9002 4020 400 2900 2121
Y z Y 2 Y 2 o
J =13 - =4’ =1, - ——: 5
T R B e TS A e L)
2 Y2 b2
—— — —— = 1. Méarkus. p = — ehk p = eA, kus A on
6,25 11,25 a

fookuse kaugus vastavast juhtsirgest ja e on ekstrentrilisus 77

5 4 9

1) F1(5,0), F2(=5,0); 2) e = 55 3) y = 0, v = £3 4)

2 2 2 2 2 2
yi_xi:l’e/_i??i_yi_l ??1)‘%7_&_1’
69 177169 ) 6436

a2y 2ty z? oy

- N A Pl S A
)1442 A T ) 5 i 9)
m2—y§:1 22 1) a=2V3,b=2;2) a=15 b=10; 3)

1,2 y2 J)Q yQ 25372 y2

—VEb=2VE4) a=2V5b=v5.271) = _ ¥ 1,908 Y 4.3 LA

x x Yy, xz Y 2 2 2 2
) LY 5 a2 Y 91y 2 — g2 =8 2) 22— ¢? = 36 3
)243.22 75 2) 1”5 e 303 2)x2y ):”2 Y )
SR A D) [ Sy R © ) WA A P [ SR © 35 ) SN )
6, 9 188 69 9 3 16 9
z? oy 22y z? oy o .
S A PO N ) Jp M A S 35 D hikut. 77 1) = — y =
100~ 570 13) 517 55 T pritatiiit Jr—y=0]ja

24y = 0,20 =90%2) —v3y = 0jaz+/3y = 0; 20 = 60°; 3) 20 —/10y = 0 ja 2z++/10y = 0,

b
20 ~ 64°18'; 4) 3z — V15y = 0 ja 3z + V15y, 2 ~ 98°14". 72 1) e~cos% =1;2) — =+e2— 1.
a
2
2 e=v23)e=V37272-2y—12 =10 ja

2 2 2 2 2 2
SR & S-S N U § TR A

? Y 1522 Y _
10 6 36 64 161 36

£C2 y2 1.2 y2

27 1) o =120°2) a = 90°. 27 1) e =

2

2
z Yy

20+8=0.77 — —=— =
r+2y+ 6 9

2 2 2
s Y g Y eyt ) Yy 92 = g,
3 5 169

7 .1
x=4,y=—-1jay=1 77 1) A(—6,5); 2) ei 1oiku; 3) A1(1,0), Aa(—7,4); 4) A <167_38>;
5) A1(V15,3), Ax(—V/15,3); 6) ei loiku. 72 1) A(10,2), B(—10,—2); 2) sirge puutub hiiperbooli
15v/10 9\ .

1 ;—5 , sirge on paralleelne

tihe astimptoodiga ja teist 16ikepunkti ei ole. ?? Vt. [I1.10] Leides tekkinud kolmnurga tipud ja
arvutades

kolmnurga pindala, saame, et S = ab. 77 Mairkus. Kasutame kolmnurga konstrueeri-
mise votet aluse 2¢ jargi, kui kolmnurga iiks nurk on ¢ ja kahe iilejddnud kiilgede vahe on 2a.
Korrates sama konstruktsiooni erinevate nurkade korral, saame leida erinevaid hiiperbooli punk-
te. Hiiperbooli vasaku haara saame, vottes parema fookuse kolmnurga suurima kiilje juures oleva
nurga tipuks.

punktis C(10,—2); 3) reaalseid 16ikepunkte ei ole; 4) D | —

22
7?7 0100 = a—z. Markus. Vaadeldud omadust voib
c
votta ka hiiperbooli definitsiooniks: hiiperbooliks nime-
tatakse punktide hulka tasandil, mille punktide kaugus-
te korrutis kahe loikuva sirgeni on konstantne. Vaadel-

2c



102 PEATUKK 11. TEIST JARKU JOONE ULDINE TEOORIA

Joonis 11.10

2
dud sirged on hiiperbooli asiimptoodid. 77 —%2 — ybo2 >
a
2
1® oy xo®  yp®
1. 77 _ 1 _ 1, 727 A
o2 b2 > 1, o2 b2 > Toy2 > 0.

sisemine, B—vilimine, C—hiiperbooli punkt. 7?7 Punk-

15 15 15 15
tld@b( " 5),<4,4> 1 9,79 9,

- Qi}ﬁ 77 (=6,4V3) ja (=6, —4V3). 77 1) = =

4
:I:g\/34, y = £1,8 (4 punkti); 2) z = 9,6; y = :I:gv 119
(2 punkti). M&rkus. Kui hiiperbooli mingi punkti kor-
ral fokaalraadiused on risti, siis fokaalraadiused koos

fookustevahelise 16iguga moodustavad taisnurkse kolm-
nurga, mille korral kehtib seos 4¢? = 1% + 2. 77 1)

20\f V3 20[ V32

tan

1 2) anutud hiiper-

boolil ei ole niisugust punktl. ?2? 2 +4V5y 4+ 10 = 0

14v/3 = 4v/3
jax—10 = 0. ?? <j:§[ + f) ~ neli punkti.
9.48. ¢ < 1+ V2. Mirkus. Kuna no_n_ e,
dy dsy
1
siis crta = e, kust z = M. Parema haru kor-
ex —a e’ —e

> 1. Saadud seosest leiame

ral £ > a, saame
e2—e =

e, arvestades et e > 1. 9.49. 27. 9.50. d = b. 9.51.

1
74_7_1 9.52. Vt.[11.12
e1?
2 b?
9.53. Puutuja ot %oy _ =1, normaal ﬂ—I— Y_ 2 9.54. r+y=1.955.2—y—2=0;
a? b2 To Yo
P 22 2
x—y+2=0.9.56. |m| > 4,5;2) m = £4,5, 3) m < 4,5. 9.57. 1) P < 1, kuid —Q—b—z #£0,
a a
2 2 2 2
puutujate paari vorrand (9202 — yb%) = 1) , <Z2 — ‘Z—z — 1) — (T—Qx — y;Ty — 1) =0; 2) a)
z0? 2 2
a—%—yb% = 1, siis puutuja vorrand a——i—ybo—Qy -1=0, b) — yb% =0, 202 + yo? # 0,
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S

Ay

v

J1 J2

Joonis 11.12

2
s.t. punkt asetseb asiimptoodil, kuid ei iihti keskpunktiga, siis puutuja vorrand <1 + x02> z +
a a
2 2 b b?
1- 20 )Y 220 g kuid yo = —ao. 9.58. tcxay = a2, (+e+— ). 9.59. 1) @ = 1; 2)
a? )b a a a

5z —2y+3=0.9.60. 1) 3x £ 2y — 6 = 0; 2) x + 2y + 6 ainult iiks puutuja, kuna punkt asetseb
hiiperboolil; 3) reaalseid puutujaid ei eksisteeri, kuna punkt asetseb hiiperbooli sees. 9.61. 1)
r+y—2=0,52—Ty+2=0,r—y—6=0,7x+5y+210 =0;2) t—3y+5 =0, 3x +21+45 = 0,
3r+y—15=0, 21z — 3y —35=0.

9.62.

1. P(2,0). Markus. Sirge pooluseks teist jarku kovera suhtes on sirge ja kovera loikepunkte
labivate puutujate loikepunkt;

2
2. P(3,-).
(+3)
9.63.
1. = 4. Mérkus. Punktist A hiiperboolile témmatud puutujate puutepunktid on M; (4, 3),

My = (4, —3) ja polaariks on punkte M; ja My ldbiv sirge;

4 7
2. xz + 4y — 16 = 0, puutepunktid M;(4,3), Mo (37 _3);

3. 22+ 5y =0.

2 2
2a-3+ 8 +1
9.66. tanp = x§+;gfa2+b2'

9.67. Miirkus. Uhtivate fookustega hiiperboole ja ellipseid voib esitada jirgmiste vorrandi-

2 y2 2 y2
tega: 5 ~ Sl gt e

= :1.
2 — g2
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9.69.

8v5 3v15 8v5 3V15
5 5 )\ 57 5 |

9.70.
1. A%a® — B*® = ¢*;
2. k%a® —b® = m?>.

2 2

Lo
9.71.? 2 < 0.

9.72.
l.z2+y+3=0jax+2y+4=0;
2. antud sihis reaalseid puutujaid ei leidu.

9.73. Puutuja 3z — 2y £4 = 0.
9.74. Puutujad x — y+ = 0, normaalid z +y + 5 = 0.

8v5
9.75.x+2y—4:0,x+2y+4:07d:?\[_

9.76.
1. 18z — 10y = 225 = 0;
2. 12z + 13y £ 312 = 0.
9.77. a = Y209 4 _ 12
2v/5

9.78.

S|

2 2
L2 Y,
8

9

4

3]

2
Y,
6

2 2
S —
6 9
2
98&41—y2:L
9.81. 8z + vV11ly — 20 = 0.
9.83. d; - dy = b? ehk hélvete kaudu 8; -, = —b?. Mérkus. Miinusmirk néitab, et hiiperbooli
fookused asetsevad tema suvalise puutuja suhtes esinevates pooltasandites.

9.85.

—_

9.79.

K| =

1. b;
2. tahistades hiiperbooli suvalise punkti koordinaadid (z,y) ja selle punkti kaugused astimp-
br — B222 — 22 22
tootidest d; ja ds, saame dy = %7 kust dy - dy = 22 +(22y - ac2 )

9.86. 22 + y? = a® — b2
9.87. Ringjoon.
b
9.88. |k| > —.
a
9.89.
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1. mx + 23y = 2mao;

2. 2z +y=28;
3. 4z + 3y = 24.
2b2
9.90.d = —.
o)
9.91. y = ——x, kus k on paralleelsete koolude tous.

9.92. 3z —4y —5=0.

9.93. 16x — 15y = 0. Mérkus. Kasutada valemit(9.12).

9.96. Olgu C'A ja CB asiimptoodid. Asetseme sirge M N CB, see sirge 16ikab astimptooti
CA punktis N, antud diameetrit punktis M. Asetame M'N = MN; kaasdiameetriks CM’.

9.97. Otsitavate diameetrite tousud on ko =
(a® + %) tan a + v/(a? + b?) tan® o + 4a2b2
2a2

1
9.98. ¢ = arcsin 7 Markus. Hiiperbooli korral

kehtib jirgmine Apolloniuse teoreem: a® —b? = a’? —b'?
ja ab = a'b’ sin v, kus a ja b on hiiperbooli poolteljed ja
2a’ ja 2b" kaasdiameectritel asetsevate koolude pikkused.

9.99.1) y = (\/iil)xjayz (\/§+1)xjay:
- (\/i—i— l)x; 2r—y=0,2—3y=0ja2x+y=0,
z+3y=0. Joonis 9.13

9.100. 9z £ 4v34y = 0. Méarkus. Méédrame dia-
meetril asetseva koolu otspunktid kahest tingimusest:

1. need punktid asetsevad hiiperboolil;

2. punktid asetsevad 10 cm kaugusel hiiperbooli
tsentrist.

9.101. 5y £ 2z = 0.

9.102. Hiiperbool.

9.105. (0 .9

\/b2 — a2 \/b2 — a2
?? Asetame GF||DE, DG||AC (vt. joonist[9.14). Jaotame DG ja C'D vordseks arvuks osadeks.

Punkti A ithendame C'D jaotustega, punkti B ithendame DG jaotustega. Sirgete 16ikepunktid

on hiiperboolil.

. Ulesanne on voimalik, kui b > a.

V)

77 (1_%2)2_ y_o-1.
® )
29 (az—%) - y22:1.
5" )
77
1 (11?—(12350) _(CC—b;JO) —1;
9. (z — x0)° _ (y — %0)° 1
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Yy

&V

Joonis 9.14
7?7
(z-1? (y+2)? .
Lo = 2 =12, a=5jab=3
1)2 1)2
3 2
3' w_y2:1a Q(_350>7a:2jab:17
2)2 2)2
4. 2y w2 =1,Q(-2,-2),a=2,b=2V3;
4 12
-9 2 1 2
5. (y 5 ) B (l‘-g ) =1; Q(—1,2), reaaltelg on paraleelne y-teljega, a = \/ija b= 2\/5;

6. (x—2)? — (y — 3)? = 0 - 16ikuvate sirgete paar.

7?7

1. C(2,-3),a=3,b=4,c= g,juhtsirgete vorrandid on 5z—1 = 0, 5z—19 = 0, asiimptootide
vorrandid on 4x — 3y — 17 =0, 4x + 3y + 1 = 0;

2. C(=5,1), a = 8, b = 6, ¢ = 1,25, juhtsirgete vorrandid on =z = —11,4 ja ¢ = 1,4,
asiimptootide vorrandid on 3z + 4y + 11 = 0 ja 3z — 4y + 19 = 0;
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Yy

Joonis 9.16

3. C(2,-1),a=3,b=4,c=1,25, juhtsirgete vorrandid on y = —4,2, y = 2, 2, aslimptootide
vorrandid on 4z +3y —5=0,4x -3y —1=0.

(x + 15)2 y? e . . .
9 12— 1. Méarkus. Antud juhul on mugav kasutada fokaalteljega ristuva
262
fokaalraadiuse pikkuse avaldist 1 = —.
a
2
7?7 xy = % vana reeperi pdééramisel —45° vorra.

2 2
S

4 12
2

?? Hiiperbooli z? — % = 1 parempoolne haru.

7?7

7?7 Punktide hulk on hiiperbool (1—|—)\)2xy = 2\S, mille astimptoodid iihtivad reeperi telgedega
ja S on kolmnurga pindala.

?? 22 + y? = a® — b%. Miérkus. Vordhaarse hiiperbooli korral vaadeldud hulk koosneb ainult
ithest punktist — hiiperbooli tsentrist. Kui a < b, siis hiiperboolil ei eksisteeri {ihtegi paari ristuvaid
puutujaid.

?? Vordhaarne hiiperbool 22 — 32 = a? — b2. Vt. joonist [9.15

77 Markus. Antud ringjoone keskpunkt ja antud ringjoone suhtes véline punkt on otsitava
hiiperbooli fookusteks. Antud ringjoone raadius on vordne hiiperbooli fokaalkdolu pikkusega 2a.

2 2
20 Y _ .
9

16 5
79=-.

2 Y

7?7 Hiiperbooli juhtjoon, mis vastab sellele fookusele, kust
on tommatud ristsirged.

?? 22 —y? = a?, kui antud punkide koordinaadid on (a,0)
ja (—a,0).

?? 2?2 — y? = a2, s.t. vordhaarne hiiperbool, mille tipud
ihtivad punktidega A ja B. Méirame punkti M ordinaadi
kahest kolmnurgast AMN ja BMN (joon. [9.16). y = (= +
a)tang ja y = (x — a) cot . Nendest ka-...

hest vorrandist elimineerimine parameetri.

Joonis 9.15
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7?7 a—b.

7?7 F200kuste hulk on hiiperbool, kui FA — FB # 0.

?? Teine fookus on vordsel kaugusel punktidest, mis on
stimeetrilised antud fookusega puutujate suhtes. Otsitav punktihulk on sirge. Kui on antud fookus
Fy, punkt My ja puutuja lo, siis FoMo + MoF = M{F, kus My on punkt, mis on punktiga
Fy siimmeetriline puutuja Iy suhtes. Tdhendab FM/) — FMy = const. Otsitav punktihulk on
hiiperbooli (fookustega My ja M}) haru.

7?7 Votame puutujaks x-telje, asiimptootideks y-telje. Olgu punkti P abtsiss © = a. Siis vorrand
(x — &)+ (y —n)?* = (Iz + my + n)? miirab hiiperbooli, mille fookuseks on punkt (£,7) ja me
saame otsitava hulga vorrandi, kui elimineerime I, m, n neljast vorrandist (a—¢)*4+n% = (la4n)?,
m==+1, n = %£n, la? 4+ 2na + In? = 0.

?7? Hiiperboool.

7?7 pV = nRT, kus T on absoluutne temperatuur, R on gaasi univeraalne konstant R =
8,3-10° ngrr;lol' Arvestades, et 15°C = 288,3 K ja 1 tonn hapnikku on 31,25kg-mol, saadakse
pV =31,2-8,3-10%-288,3 ~ 7,5- 10"Nm. Soovitatakse votta rohu teljeks (p) abtsisstelg 1 jaotus

3N
- 1-10®= ja ruumala teljeks ordinaattelg 1 jaotus - 1-10* m3.
m

10. peatiikk. Parabool

10.1. (0,1).
10.2.

1. y* = 8x;

2. 4% = 6a;

3. y% = bx;

4. y* = 6,4x.
10.3. z = ——.
10.4.

3 3
4. - ==,
(0, 4>, y=7

10.5. y? = 8z — 8.
10.6.
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2 = 16x;
2 = +12a;
? = 20z.
10.7
1. 2% =y,
2. 2% = —2y;
3. 22 =8y;
4. 2% = —8y;
5. 22 = 12y;
6. z2 = 8y.
10.8. p = 4.
10.9. y = émQ —z+3.
10.10.

1. y? = 10z — 25;
2. 4> =6x—9.
10.11. 2% = 6y — 9.

10.12. £ + z—Q = 1; vordle sirge vorrandiga telgloikudes. Méarkus. Kuna z-telg on para-
a
booli taljeks ja tipp asetseb punktis A(a,0), siis parabooli vorrand omab kuju y? = 2p(z — a).
Parameetri leidmiseks arvestame, et punkt B(0,b) on parabooli punkt.
10.13.

L (y—b)?®=2p(z—a);

2. (y—b)* = —2p(z—a). Mirkus. Kanname ro6pliikke teel reeperi alguspunkti punkti A(a, b).
Uues reeperis parabooli vorrand omab kuju 42 = 22’. Minnes tagasi lihtereeperisse, punkti
koordinaatide teisendusvalemid omavad kuju 2’ = z — a, ¥’ = y — b. Teostades asenduse,
saamegi toodud kuju.

10.14. (z —a)® = 2p(y — b), (v — 1)* = b(x +2).

z2 Yy
10.15. = + = = 1.
a? + b )
Ty
10.16. -~ 4+ == =1
536
10.17. (z +2)* = —32(y — 1).
10.18. (9, -8).

10.19.
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—

. A(2,0),p=2,2—-1=0;

»o

2
A<3,0>,p=3, 6x — 13 =0;

w

1
A<0,3>,p3, 6y + 11 = 0;

10.20.
79 . -
1. A > 1) B1(2,0), B2(5,0). y-telje positiivne suund;
3 73 . ..
2. A 7738 ) B1(—1,0), Bs(5,0). y-telje negatiivne suund;
3. A §, _3 , By ﬂ,o , By w, 0 |, y-telje positiivne suund;
4 8 4 4
5 23 A . .
4. A 512 ) z-telge ei loika, y-telje positiivne suund;
5 1 3 . .
5 A 77 8) B;(1,0), By 5,0 , y-telje positiivne suund.

10.21. A(19,12), B(18,—12).

10.22. 12.

10.23. A1(0,0), As(4,4).

10.24. OX = 10.

10.25. KKui punkt My on parabooli punkt, siis tema koordinaadid peavad rahuldama para-
booli vérrandit, s.t. y2 —2pxe = 0. Kui punkt P kuulub parabooli sisepiirkonda, siis ya —2pxq < 0.
Kui y2 — 2pxo > 0, siis punkt kuulub parabooli vilisepiirkonda.

10.26. B on parabooli punkt, A on sees- ja C véljaspool parabooli.

10.27.

1. B%p > 2AC;

2. B*p < 2AC.

10.28.

1. My(2,—-6), M, (;3>

2
2. My (97 2) sirge on parabooli puutuja;
3. reaalseid loikepunkte ei eksisteeri;

1
4. M (2, 3), sirge on paralleelnne parabooli teljega.

10.29.
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9 3).
4672

(
N
4. A1(20,16), Ay(5,1);

5. reaalseid loikepunkte ei eksisteeri.

10.30. (10,/30), (10, —v/30), (2,V6), (2, —6).

10.31. <i, :|:\/15> ja kaks imaginaarset loikepunkti.

111

10.32. Kui y? = 2pz on antud parabool ja # = k on antud sirge, siis otsiitav punkt on

A(p + k,0).

10.33. (0,+2).

10.34. (Vt. joon. Maéirkus. Otsime paraboo-
li punkti parabooli teljega paralleelsete sirgete parve

sirgetel.
2

10.35. Parabool y? = a—:}:.

0
10.36. (Vt. joon. [10.18)) konstruktsioonis véib ka-
sutada erinevaid taisnurkseid kolmnurki, néiteks kaas-

telgedega a = b = 5 voi a = 10, b = 20, voi a = 15,
2

b = 45 jne., kui ainult — = 5. Joonis on tehtud 1.
juhule. Punktide saamiseksviljaspool kolmnurka piken-
datakse molemat kaatetit molemale poole ja kantakse
pikendustele samad jaotused nagu kaatetitel. Punkti-
de nummerdamist jitkatakse joonisel [I0.1§| ndidatud

viisiil.

10.37. Vt. joon. Mérkus. Punktist M lange-
tame ristloigu M H parabooli teljele. Punktist H kan-
name teljele 16igu HJ = p ( p — parameeter). Labi pa-
rabooli tipu A ja punkti J joonestame ringjoone, mille

1
keskpunkti ordinaat on QK = ZH M. Saadud ringjoon

l16ikab parabooli otsitavas punktis N. Sirge M N ongi
otsitav parabooli normaal.

10.39.
1. yoy = p(x + xo);
2. (y*— 22936)293 —2pwo) — [Yoy —
p(x +x0)]° =0, 1y = p(z +
7). 5-4-3-2-1

S 3 00 ©

Joonis 10.17

15 6778 9

10.40. Parabooli y? = 2pz puu-
tuja omab kuju yoy = p(x + x0),

— =

o

~co
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kusjuures puutepunkt on parabooli
punkt, s. t. yo = 2p.

10.41. Vt. joon. |10.19|

10.42. My(9,—6). Maérkus.
Parabooli puutuja vorrandi saa-
me poolendi asendusvottetega, s. t.
omab kuju yoy = 2(z + x¢). Kuna
ka sirge x + 3y +9 = 0 on sama pa-
rabooli puutuja, siis sirged peavad
ithtima, s. t. tundmatute kordajad

— 2
on vordsed 2 = T% _ ﬂ.
3 9
10.43.
1. p=2;
5
2. p=—.

2

Mairkus. Avaldame puute-
punkti kordinaadid tundmatu pa-
rameetri p kaudu. Parameerti p
leiame tingimusest, et puutepunkt
on parabooli punkt.

10.44.

l.x24+y+2=0,2z+5y+25=0;

| o=

2.3xr—y+3=0,3z — 2y + 12 = 0;
3. 2=0,z —2y+6=0;
4. 3z 4+ /3y +6=0;

I

5. ei eksisteeri. J
5

10.45. d = 13—.
13

10.46. Q = (—%70).
10.47.

1. 3z — 8y +48 = 0; Joonis 10.19
2. 8z 4+ 3y — 164 =0;

3. 3z +4y+12 = 0;

4. 4z — 3y — 34 = 0.

10.48.

1. dz —y — 24 = 0;

2. x+4y — 180 = 0;

3. 2043y +2=0;
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4. 9z — 6y +22=0.
10.49.

1. z2+y£3=0;
2.3x—y+1=0;
3.2 —2y+12=0;
4. 3x+y+1=0.

10.50. d = 2v13.
10.51.

lL.x4+y+4=0;

2. xz—y—12=0.
10.52.

1. 8z —4y +1=0;
2. 8z 4+ 16y —9=0.
10.53.

1. z — 6y + 27 = 0;
2.2z —y+2=0;
3. x—2y+2=0.

10.54. p — 2bk.
10.55. (9,2\/13).
10.56.

1. A<3,1>;
8
2. 8z — 6y +3=0;
3. 24z + 32y — 41 = 0.

10.57.
1. z2—+/3y+9=0.
10.58.

1. x£2y+4=0;
2. z£3y+15=0.

Markus. Puutujate koordinaadid on lihtne leida sirge ja kovera puutumise tingimusest: puu-
tuja omab koveraga kaks iihtivat 1oikepunkti.
10.59.

1. puutub parabooli;
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2. loikab parabooli kahes punktis;
3. asub véljaspool parabooli.

10.60. d = 2. Markus. Kui sirge ei 1oika parabooli, siis sirge ja parabooli punktis, mida ldbiv
puutuja on paralleelne antud sirgega (vt. joon. .

10.64. x —y+1=0.

10.65. P(—1,2,25).

10.67. Sirge. Lahendus. Olgu 3> = 2pz antud parabool, p (&,m) ostitava hulga suvaline punkt,
siis punktile P vastava polaari vorrand on yn = p(z + £). Polaaril asetseva parabooli koolu
otspunktist My tommatud normaali vorrand omab kuju gz +py —zoyo — pyo = 0. Kuna normaal
peab ldbima parabooli asetsevat kodlu otspunktides voetud normaalide 16ikepunkti N (a, b), siis
saame koolu otspunkti leidmiseks vorrandisiisteemi.

Toyo + yolp—a)—bp=0
Yo = 2pxg
b = 2pa

tundmatute xg ja yo suhtes. Kuna punktid M, ja IV on erivevad, siis yo—b # 0 ja peale suurusega
yo — b ldbijagamist saame koolu otspunktidega My (x1,y1) ja Ma(x2,y2) ordinaatide leidmiseks
ruutvorrandi yg +byo +2p? = 0, millest y; ja yo = —b, y1y2 = 2po Teiselt poolt, punkti P polaari

vorrandi voime koostada kui punkte M (z1,y1) ja Ma(x2,y2) ldbiva sirge vorrandi y=Hh _
Y1 — Y2
T—T 2
! , millest Y = GA—Y Kuna iiks ja sama sirge on méaratud kahe vorrandiga,
21 — T2 Yit+Y2 Y1+ Y2

siis vastavate tundmatute kordajad peavad olema vordelised. Saame 21 = y1 + y2,2p€ = y1y2
Kokkuvottes, arvestades eespool saadud seoseid y; ja y2 korral saame £ = p, s. t. otsitav hulk on
sirge.

10.69. Parabooli juhtsirge x = fg.

10.70. Sy : Sy = 2. Parabooli sisse joonestatud kolmnurga pindala on 2 korda viiksem vastava
parabooli iimber joonestatud kolmnurga pindalast.

10.73. Markus. Koveratevaheliseks nurgaks nimetatakse koverate puutujate vahelist nurka
nende loikepunktis.

10.74. Sirge, mis on paralleelne paraboolide tipus voetud puutujatega.

10.75. x —2=0.

10.79. y — 2 =0.

10.80. y = +4. Mirkus. Parabooli y? = 2pz diameetri vorrand on %, kus k on diameetrit

k—ky
YT kKD
v =45° ja k1 = 0 (diameeter on paralleelne parabooli teljega), saadakse: k = £1.

10.81. x — 12 =0.

10.82.

kus

poolitava parabooli koolule tous. Kahe sirge vahelise nurga valemis tanp = +

1. 20 —y—-3=0;
2. 2z —y—5=0.
10.83.

1. z—y—10=0;
2. 3z -5y +10=0.
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10.84. 4z + 3y — 26 = 0.
10.85. y = 0,72 + t.
10.86. y = 3,5.

7?7 a = 4pV/3.

115

Mirkus. Kolmnurk asetseb siimmeetriliselt parabooli telje suhtes: iiks kolmnurga tipp asetseb

parabooli tipus ja tema vastaskiilg on risti parabooli teljega.
10.88.

1. . —10=0;
2. 2x—y\/5;
3. 2z 4 yV/5.
7?7

1. x:;;;

2. y=t.

10.90. Parabool, mille tipp asetseb antud parabooli fookuses ja parameeter on kaks korda

vaiksem antud parabooli parameetrist.

10.91. 42 = gx.

10.92. @1 - o = p°.

10.94. Parabool.

10.95. p = —12. Vt. joon. [10.20]
2

10.96. y? = —z. Ya

10.97, ———. 6
p(p—5)

10.98. | p |= 2=.
_ .3 12
10.99. hh =5 m.

12

v

10.100. Sirge po6orleb iimber punkti
Q (2p,0).

10.101. Parabool, mille fookus on an-
tud punktis ja juhtsirgeks on antud sirge.

10.102. Kaks parabooli y? = +2z + 1.

10.103. y — 18 = 0.3J.

10.104. y = %xQ.

10.105. 40 cm.
10.107. 40 cm.
10.108.

Joonis 10.20

1L p=—oHm>o
P= T
1—ecosp

2

2. p= P kus p = on ellipsi parameeter.

 14ecosy’
b2

2

10.110.
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1. p=a;
2. p = 2acosp;

3. p* = 2popcos (p — po) = a® — pj.
10.111.
16
" 5—_3cosp’
16
- 5+3cosp

1. p
2. p

10.112. p =
10.113.

1. a=2V2;

2. b= \@;

3. 2¢=2V2.
10.114. 13, 12.

i ™
10.115. (6, 7), (6, —7)
4 4

4
10.116. ¢ = aarccos <:|:5>.

4
3—+V5cosp

b
10.117. p = $, kus p = —.
1 —ecosp a
2p cos . . . s ~ o .
10.118. p = . Markus. Lahtudes ellipsi kanoolilisest vorrandist ja kandes reeperi

1—e2cos2p
alguspunkti ellipsi tippu, saame y'? = (e2 — 1)36’2 + 2pa’. Edasi tuleb minna iile polaarreeperi,
kasutades seost 2’ = pcosp, iy = sin .

10.119. p= ——.
p 1+ecosyp

2 —b°

10.121. p= ———.
p 12 — 13 cos ¢

160 cos ¢
10.122. 1) p= ———— ; 2
) 25 —9cos2p )P
b? c
10.120., arvestades, et p = —, e = —.
) ) a a

10.123. = Y _

6 9
10.124. Asiimptoodid: p =

vz

cos
10.125. 1) p= —2 9y p=—L
1—cosyp 1+cosyp
2
10.126. p = 2%
sin® ¢

24 cos ¢ v .
3) P = m . Markus. Vt. ul.

_ 72 cos ¢ ]
16 —25cos2 ¢

2

sin(p — %)

, juhtsirged p = — jap =

jap= —--"—r
mp sin(gp—%r) cos
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p(cos p £ ,/cosp)
1 —cos?
10.128. y? = 12z.

1
10.129. M (3, arccos §) - kaks punkti, siimmeetrilised polaartelje suhtes.

xQ y2 2 152 y2 .7/'2 y2
10.130.1) = + ¥ 1.y 2=y L Y o2 LY
g9 Tas = DY =378 5 ) 5+

10.127. p =

11. peatiikk. Teist jarku joone iildine teooria

11.1. (5,0), (2,0) ja (0,5), (0,1).

1
11.2. 1) (1,0) ja (2,—

11
(1,0); 4) (27 6)’ sirge 16ikab koverat ainult iihes punktis.

; 2) 16ikepunktid on ebapunktid; 3) sirge puutub kéverat punktis

11.3. p = % Maéirkus. Antud vorrand kujutab parabooli, koik ndidatud sirged on paralleelsed
siimmeetriateljega ning jarelikult iiksteisega paralleelsed.
11.4. A = -.
4

11.5. 1) 2(112£Ey + a22y2 + 20,13£C + 2@232/ + az3 = O(kl = 0,(111 = 0), 2) a11x2 + 2(112{17:[/ +
2a13¢ 4 2a923y + aszs = O(lﬁ = 00,092 = 0); 3) 2a122y + 20137 + 2a23y + azz = 0 (kl =0 ja
k‘g = 00,411 = 0 ja ag9 = 0)

11.6. y = 2z ja y = —3x. Méarkus. Otsitavate sirgete tousud voib méérata vorrandist a11 +
2a12k + a22k2 =0.

11.7. 3x—y—6=0jax—2y—2=0;<p=%.

11.8. 1) 522 4 16zy + 5y° — 5z — by = 0; 2) 322 4 22y + 2y + 3z — 4y = 0; 3) 22 + 4oy +
4y? — 6z — 12y = 0. Markus. Lihtume teist jirku kovera iildvorrandist (a11x2 + 2a122y +
2242 + 2a13T + 2023y + azz = 0). Kuna antud punktid asuvad koveral, siis nende koordinaadid
peavad rahuldama vorrandit. Saame viis tingimust, mida peavad rahuldama vorrandi kordaja a;y.
Saadud viiest seosest médrame viis kordajat kuuenda kaudu, asendame vorrandisse ja jagame
labi tundmatu kordajaga.

11.9. Mérkus. Otsitav teist jirku joon ei ole iiheselt mé#ratud, kuna neli viimast punkti
asetsevad iihel sirgel x + 2y — 6 = 0. Jarelikult otsitav teist jarku joon saab olla ainult sirgete

a
paar, millest iiks on antud sirge ja teine sirge ldabib reeperi alguspunkti. Tahistades = A,
a22

voime otsitava teist jarku joone esitada jirgmise vorrandiga: 2z + (4A4-1)zy+2y> — 122 —6y = 0
voi (z + 2y — 6)(2Az +y) = 0.

11.10. 522 — 52y + 2y% — 5z — 2y = 0.

11.11. Ulesande tingimust rahuldavad kaks paraboolset tiiiipi koverat: 2 — 8z — y + 15 = 0,
922 + 6xy + y? — 72z — 24y + 135 = 0.

11.12. 62% — zy — 2y + 4y = 0.

11.13. zy + 4z + 6y = 0.

11.14. 1) 2® — 4oy +3y* — 4y =0; 2) zy + 15 =0; 3) 2% — 8y = 0.

11.15. 1) (3,-2); 2) (0,-5); 3) (0,0); 4) (~1,3).

11.16. 1) 222 — 6zy + 5y> — 11 = 0; 2) 922 — 182y + 6y> +2 = 0; 3) 62% +4ay+y*> —7=0; 4)
4z 4+ 6zy+y® —5 = 0; 5) 422 4+ 22y +6y® + 1 = 0. Miérkus. Mugav on kasutada kéveravorrandit
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A
juhul, kui reeperi alguspunkt on kovera tsentris ayz? + 2a122y + a22y2 + — = 0. Jarelikult

)

ruutliikmete osa vorrandis ei muutu (222 — 6xy + 5y?), dra tuleb jétta lineaarsed litkmed ja
vabaliikme leidmiseks on piisav arvutada kaks determinanti A = —11, § = 1.

11.17. 1), 2), 3) Keskpunkt on reeperi alguspunktis; 4) keskpunktidest koosnev sirge 3z —2y =
0.

11.18. 1) (7,5); 2) (—=1,—1); 3) (0,1); 4), 9), 14) keskpunkti ei eksisteeri; 5) c +y+1 =0

10 4
— keskpunktidest koosnev sirge; 6) <30, 3); 7) (3 5); 8) x 4+ 3y + 2 = 0 — keskpunktidest

4’ 4
koosnev sirge; 10)  — 2y + 5 = 0 — keskpunktidest koosnev sirge; 11) (1,1); 12) (—1,2); 13)
4z 4+ 2y — 5 = 0 — keskpunktidest koosnev sirge.

11.19. 1), 2), 5), 8) tsentraalsed koverad; 3), 7) ei oma keskpunkti; 4), 6) omavad keskpunk-
tidest koosneva sirge.

11.20. ) 2 —3y—6=0;2)2c+y—2=0;3) 5z —y+4=0.

11.21. 1) vorrand mé#rab tsentraalse teist jarku joone (juht (a)), kui a # 9, parabooli (juht
(b)), kui @ = 9, b # 9, joone korral eksisteerib keskpunktidest koosnev sirge 2z + 6y + 3 = 0,
kui a =b=19; 2) (a) a # 4 iga b korral; (b) a =4, b # 6, (c) a = 4, b = 6. Mérkus. Ulesande
2c + 6y + 3 =

0 :
6 + 2ay + b = 0 lahendite

lahendamine taandub keskpunkti méa#rava silisteemi

olemasolu uurimisele.

11.22. 1) 722 + 4oy + 49> — 83 =0; 2) 2% — 22y +4 = 0; 3) 622 — 4oy + 9y* — 40 = 0.

11.23. Markus. Lihtuda vorrandist 7?7 ja minna tagasi esialgsesse koordinaatsiisteemi.

11.24. 52 — 5y + 2y? — 5z — 2y = 0.

11.25. 222 —zy — 3y°> —x — 6y — 15 = 0.

11.26. Ringjoon.

11.27. Sirge. Méarkus. Koostada hiiperbooli vorrand reeperi suhtes, mille telgedeks on antud
punkti labivad ja antud asiimptootidega paralleelsed sirged.

11.28. Sirge 3x+y = 0. Méarkus. Koostada vorrandid keskpunkti koordinaatide médramiseks.

11.29. 422 — 8xy — 2y> + 9y — 4 = 0. Miérkus. Nelja antud punkti libib 16pmatu teist jarku
joonte hulk, mis on esitatavad vorrandiga 222 — 4 zy + (4N +1)y? — 4z — (4N + 1)y = 0, kusjuures
A on muutuv parameeter.

11.30. 922 — 432 + 362 = 0. Mérkus. Viimase liilkme mirk séltub sellest, millises hiiperbooli

tipusmasetseb reeperi alguspunkt.
2 2

b b
11.31. 1) y? = 22 + V22, 2) 2 + 2% — 82 =0; 3) y> = 2—z + —2332. Mairkus. Antud joon
a a
on hiiperbool. Tema peateljed on z +y +1 =0 ja v —y — 2 = 0. Teisel teljel on kaks reaalset
tippu: (0,—2) ja (1,—1), kanname reeperi alguspunkti teise tippu ning podrame reeperi telgi
T

nurga o = — VOITA.

4

11.32. y? = 2px + (* — 1)2°.

11.33. y? = 2qz + (62 — 1)x2 — ¢2, kus ¢ on fookuse kaugus vastavast juhtsirgest.

11.34. 1) b*zoz + a’yoy — ab = 0; 2) b*zox — a®yoy — ab = 0; 3) yoy — p(xo + x) = 0; 4)
oY + TYo = M.

11.35. 52 +8y —24=0; 562 —8y—8=0;x —4dy—2=0jaxr+4y —3=0.

11.36. x —4y—2=0jax+ 4y —3=0.

11.37. 1) aj] = a3 = 0, 2) 929 = A23 — 0; 3) a11 = A22 — 13 — A23 = 0.

11.38. 1) k1 = 2; 2) ks = —1, ko = 5; 3) koigi k # 2 korral, mis rahuldavad tingimust
—1<k<54)k<—-1jak>5.

11.39. 1) Kover puutub abstsisstelge punktis (2,0) ning 16ikab ordinaattelge ainult iihes punk-
tis (0,4); 2) abstsisstelg 16ikab koverat punktis (3,0) ja (1,0). Ordinaattelg on paralleelne selle
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parabooli teljega ning 16ikab seda ainult punktis (0, 3); 3) kover puutub a-telge reeperi algus-
punktis ja loikab y-telge reeperi alguspunktis ja punktis (0, 2).

11.40. 7x + 4y + 10 = 0 punktis (-2, 1) ja 3z — 4y + 18 = 0 punktis (-2, 3).

1141. 72— 2y —13=0,z -3 =0.

11.42. 1) 22+ 5y =0,2z+y=0;2) 2 —3=0, 7a — 2y — 13 =0.

11.43. y +4 = 0 ja 3y — 4 = 0. Markus. Puutepunkti koordinaadid mé&adrame vorrandist
F, = 0 (z-teljega paralleelse puutuja vorrandis on abstsisskordaja null) ja F, = 0 (puutepunkti
koordinaadid rahuldavad kovera vorrandit).

11.44. 7z +1 = 0.

11.45. 2+y—1=0,3z+ 3y +13=0.

11.46. 1) Punkt (—2,1) asetseb antud koveral ning seetottu voime labi selle punkti panna
ainult ithe puutuja, mille vorrand on 7z +4y+ 10 = 0; 2) antud vorrand méérab loikuvate sirgete
paari, mis l6ikuvad punktis (3, —3). Koik selle joone puutujad, s.o. koik sirged, mis 16ikavad joont
kahes iihtivas punktis, peavad ldbima punkti (3, —3). Seega 1dbi iga punkti voib antud joonele
panna ainult ithe puutuja. Erandiks on ainult punkt (3, —3), mida labib 16pmatu arv puutujaid.
Punkti (—2,1) ldbiva ainsa puutuja vorrand on 4z + 5y + 3 = 0.

11.47. 2% — 8> —4=0.

11.48. 2% + 2y +y* + 3y = 0.

11.49. 62 + 3zy — y* + 2o — y = 0. Miéirkus. Kuna otsitav kover libib reeperi alguspunkti,
siis peab vorrandi vabaliige olema vordne nulliga (a3 = 0). Kovera ja sirge 4o 4+ 3y + 2 =
ai1 — 2012 + a1z G21 —2a92 + a3 az1 — 2aso
2

0 puutumise tottu punktis (1, —2), sama

Viimasest vorrandist avaldame otsitava vorrandi viiv kordajat kuuenda3kaudu.

11.50. z? — 4y? — 2z + 4y = 0, s.o. teist jarku kover — loikuvate sirgete paar  — 2y = 0
ja x4 2y — 2 = 0. Miarkus. Ulesande tingimust rahuldab 16pmatu hulk kéveraid, koik nad on
esitatavad vorrandiga @2 4+ 2\zy 4+ 43> — 4 — 8y +4 = 0 parameeter \ erinevate viirtuste korral.

11.51. [ =2.

11.52. 1) A = +5; 2) A\ = +4.

11.53. 172 — 4y — 4 = 0.

11.54. 2z + y 4+ 6 = 0.

11.55. 1) 4 —6y+1=0;2) 22 —y — 8 =0.

11.56. 49x — 49y + 44 = 0.

11.57. 17z — 4y — 4 = 0. Mérkus. Otsitav diameeter on antud sirge sihi kaassihiline.

11.58. (—3,5). Otsitavat punkti on lihtne leida kui antud sirge ja sirge kaasdiameetri 16ike-
punkti.

11.60. x +2y+3=0ja 7z —dy+ 2 =0.

11.61.y—1=0jade+5y+3=0.

11.62. x —1=0jax—-2y+3=0.

11.63. 1) x —3y = 0;2) 2 —3y—6 =0; 3) 3z —9y — 7 = 0; 4) 5z — 15y — 8 = 0 ja
5z — 15y — 19 = 0; 5) 10z — 30y — 27 = 0.

11.64. x +1 =0.

11.65. Ulesande tingimust rahuldavad kaks paari kaasdiameetreid: 6z — 12y + 11 = 0 ja

3r—y—T7=0v0i2y—5 = 0ja3x—3y—2 = 0. Méarkus. Otsitavate diameetrite tousud méaratakse
k—k
kahest vorrandist: 3 — 3(k + k1) + 5kk; = 0 (kaassihtide tousude vorrand) ja T k;l: =1
1

(diameetritevaheline nurk on E).
11.66. 7z —y — 3 = 0.
11.67.1) 62+ 7y+4=0;2) 7 +10+5=0;3) 2+ 3y + 1 = 0.
11.68. (z —2)*> — (z —y)?> =0 véi sirged 22 —y —2 =0,y — 2= 0.
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11.69. Diameetri vorrand on (a112 + a12y) — (a1120 + a12y0) = 0. Puutuja vorrand on (a13 +
a11To +2a12yo)x + (azs + a1220 + az2y0)y + (a1320 + az3yo + asz) = 0, kus a;; = a?, a1s = af,
a22 = /3 .

11.70. 1) 22 +2y+1=0jax—y+2=0;2) 282 + 21y +4 =0 ja 33z — 44y — 6 = 0; 3)
z+y=0jaz—y=0;4)2z4+y—2=0jac—y=0;5)2z+y—1=0jaz—y+3=0;6)
20—4y—5=10;7) 3z+y—1=0jax—3y+3 =0;8) 2z —4y—1 = 0. Mirkus. Peatelgede tousud
voib méadrata vorrandist aok? + (a11 — aa2)k — a2 = 0. Asendades iihe telje tousu diameetri
vorrandisse Fy + kF, = 0, saame teise telje (esimese kaastelje) vorrandi.

11.71. Koigi antud parabooli diameetrite tous on k& = 1. Parabooli telg on diameeter, mis
on kaasdiameetriks sellega ristuvatele kooludele, s.o. kdoludele, mille tGus on k3 = —1. Selle
parabooli iga diameetri vorrand on 2z — 2y + 1 + k(—2z + +2y — 2) = 0, kui k = —1, siis saame
telje vorrandi 4x — 4y + 3 = 0.

11.72. Antud vorrandi voib asendada jargmisega (a112+a12y+a13) + g(a21$+a22ya23) =0,
ajp = 0427 aj2 = af}, age = 52~

11.73. 1) 2+2y—1=0 12 ;2) 392 —26y—12 =0 1851 ;3)y—1=0,(-1,1)

e 4 '\5'5) 4 '\ 169" 169 )Y

11.74. Loikuvate sirgete paari peateljed (stimmeetriateljed) {ihtivad nende sirgete poolt moo-

dustatud nurkade nurgapoolitajatega.

all — a2 bll - b22
11.75. =
2 2b19

ai2
11.76. 5z — 5y + 2 = 0. Méarkus. Esimene kover on tsentraalne, dia...
...meetrite kimbu vorrand on 2z — z — 1 — k(x + 2y + 1) = 0. Teine kdver on parabool, mille

diameetrite tousud k; = f% = —1. Et leida kahe kovera iihist diameetrit, on kiillaldane leida

iilaltoodud kimbust see diameeter, mille tous on —1; 2) y =« — 1.
11.77.

1) 3t —y+3=0,2y+3=0;
2) 3x—y=0,4y—9=0.

11.78. Kaasdiameetrite tousud rahuldavad vorrandit a11 + a12(k1 + ko) + ageki1ka = 0. Antud
1
diameetrite tousud on k; = 3 ja ko =1, ky =0, kj = 2. Asetades need viirtused vorrandisse,

saame 3a11 + 4daja + ass = 0, a;; + 2a12 = 0, a11 : a2 : age = 2 : (—1) : (—2). Otsitava
kovera keskpunktiks on kahe kaasdiameetri loikepunkt @ (;, —?) Need koordinaadid peavad
rahuldama vorrandeid F, = 0, Iy, = 0, mis antud juhul on 2z9—yo+a13 = 0 ja —29—2yo+223 =
0. Asetame x( ja yo asemele nende vdirtused ning saame a13 = —1 ja asz3 = —1. Kuna kover
libib reeperi alguspunkti, siis ass = 0 ning kévera vorrand on 2z? — 2zy — 2y* — 22 — 2y = 0 voi
2 —zy—y —x—y=0.

11.79. 1922 — 562y + 43y* — 6 = 0.

11.80. Markus. Leiame selle kovera vorrandi reeperi suhtes, kus reeperi alguspunkt iihtib
kolmnurga raskuskeskmega, iiks telg iihtib mediaaniga ning teine telg on paralleelne kaht iilejaa-
nud tippu iihendava kiiljega.

11.82. y=3x+2,y=3z—-2,2+1=0.

11.83.

1) Sirged, mis iithendavad vastaskiilgede keskpunkte, on kévera diameetrid;

2) sirged, mis iihendavad vastaskiilgede puutepunkte, on kovera diameetrid.
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6r—2y+19=0ja2ec+2y—1=0;
6 +14y+11=0ja2x 4+ 2y —1=0;
5y +3=0ja 25z — 5y + 13 =0;

20 —3y+1=0jaxz—1=0;

Tr — 35y — 22 =0 ja 7Tx + 14y + 20 = 0;
6r—2y+19=0ja2c+2y—1=0;

)
)
)
)

5) 2z +3y—5=0jabzr+3y—8=0;
)
)
)3zx+4y+14=0jaz+y—3=0;
)

5y+3=0ja 25z — 5y + 13 = 0.

Markus. Asiimptootide vorrandid saame diameetrite kimbu vorrandist F, 4+ kF, = 0, kui k on
astimptootilise sihi tous, mille me leiame vorrandist a1q + 2a12k + agek? = 0.

11.85. 1222 + 402y + 28y? + 162 +8y — 11 =0, 22 + 2y — 1 =0, 62 + 14y + 11 = 0.

11.86. 2z —y +5 =0 ja x + 2y — 1 = 0 koigi parameetri vaartuste korral. Méarkus. Ruut-
liikme kordajate vordelisus jareldub molema kovera asiimptootide paralleelsusest, esimese astme
liikmete kordajate vordelisus jareldub asiimptootide {ihtimisest.

11.87.

ai1 a2 ai3| |ai1 a2 ais
a1 a2 a23|-|as1 azx a3l <O0.
az1 azz as3| |az1 azz ass

11.88. (Az + By + C) - (A1z + By + C1) + A = 0, kus A on suvaline parameeter. Mé&r-
kus. Ulesande lahendamisel kasutame esiteks asjaolu, et iihised asiimptoote omavate koverate
vorrandid erinevad ainult vabaliikmete poolest (pérast korrutamist mingi konstantse teguriga)
ja teiseks kaks sirget on teist jarku joone erijuhuks, kusjuures need kaks sirget on selle joone
asiimptootideks.

11.89. 42 + 6xy — 4y* — 262 + 18y — 39 = 0. Markus. Antud hiiperbool on vérdhaarne,
kuna astimptoodid on risti. Jarelikult e = v/2. Lihtne on niidata, et hiiperbooli juhtsirge li-
bib hiiperbooli fookusest astimptoodile tommatud ristsirge aluspunkti (asiimptoodi ja ristsirge
loikepunkti). Ulesande edasiseks lahendamiseks voib kasutada sirgete kimbu vorrandit. Teine voi-
malus, iilesande tingimustest voime vahetult vélja kirjutada keskpunkti koordinaadid, fokaaltelje
vorrandi ja fookustevahelise kauguse. Kuna fookuse kaugus asiimptoodist on vordne imaginaar-
se poolteljega b, on ekstsentrilisust lihtne leida. Juhtsirgete leidmiseks arvestame, et juhtsirged
loikavad astimptootidest vélja 16igud, mille pikkus on 2a.

11.90. 1022 + 122y + 9y® — 41z — 39y + 4 = 0. Miarkus. On sobiv kasutada eelmise iilesande
lahendust.

11.91. 22° —zy — 2z +y+5=0.

11.92. 42° + 62y — 4y? — 26z + 18y — 39 = 0.

11.93. a1; — 2a12 cosw + aze = 0. Mérkus. Vordhaarse hiiperbooli asiimptoodid on teinetei-
sega risti.

11.94. (Alx + By + Cl) + (AQQ? + Boy + Cg) =0.
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3

1 1 -3
?7?Tipud 4y | —=—-1,—=+2), A2 ( — — 1, —— + 2], fookused on F;(0,5), Fr(—2,—1).
p 1(@ /10 ) 2(@ /10 ) 1(0,5), Fa( )

Juhtsirgete vorrandid on z+3y—6 = 0, z+3y—4 = 0. Astimptootide vorrandid on 3x+4y—5 = 0,
y — 2 = 0. Tippude puutujate vorrandid 4+ 3y — 5+ v10 = 0.

11.96.
22 g2
1) Ellips o + 3= 1; keskpunkt on O'(—2, 1), fokaaltelg on paralleelne z-teljega;
2?2
2) hiiperbool 4 — 7= —1, keskpunkt on O’(1, —3), reaaltelg on paralleelne y-teljega;
4
1
3) parabool y = —222, tipp on O’ (—2, 1), telg paralleelne y-teljega, paraboolil on kumerus
iilespoole;
4) imaginaarne ellips;
5) hiiperbool, mille keskpunkt on O’ (3 3) reaaltelg on paralleelne y-teljega, a = 1
p ) p 29 ) g p y-teljega, 9 \/ga
p— 1 .
2v/2

1
—> , parabooli telg on paralleelne y-teljega, parabool on kumer

bool, ti o (-2,
parabool, tipp on ( 5" 73

iilespoole, parameeter on Z;

), telg on paralleelne z-teljega, on kumer paremale

3
1, mille ti "=, =
parabool, mille tipp on O ( 161

poole, parameeter on 3

8) kaks punktis O'(—1,1) Idikuvat sirget vV3(z+1)4+v2(y—1) = 0ja vV3(z+1)—v2(y—1) = 0;
9) hiiperbool, mille keskpunkt on O’(—1, —1), asiimptoodid on paralleelsed reeperi telgedega.
11.97.

1) Reeperi alguspunkt iihtib kovera keskpunktiga;

abstsisstelg iihtib iihe kovera diameetriga, ordinaattelg on paralleelne kaasdiameetriga;
reeperi teljed on paralleelsed kahe kaasdiameetriga ja kover 1dbib reeperi alguspunkti;
reeperi teljed iihtivad kahe kaasdiameetriga;

ordinaattelg iihtib ihe diameetriga ning abstsisstelg on paralleelne kaasdiameetriga;

reeperi teljed on paralleelsed kaasdiameetrite paariga.
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2 /2
2) %+yle’o‘:4505
3) z'? + y'? = 0, imaginaarsete 16ikuvate sirgete paar, cos o = L, sina = l;
V5 V5
4) z'* —y? = 0, ldikuvate sirgete paar, cosa = i, sina = i;
V13 V13
z'2 s . . . .
5) e + y'* = —1, imaginaarne ellips, a = 45°.
11.99.
12 / / / /
.. - - - — - +y .
1 x’z—y—zl,hu erbool, z =% +2,y = —1,x:$ y, S , (vt. joon. [11.21));
) 1 p y=1 5 V=7 (vt ]
1,/2 y/2 x — y/ ! — y/
2)ellips —+*—=1lLz=zx-1lL,y=9+1, = y = t. joon. [11.22));
) ellips - + =5 ,~m T-1ly=9+1,12 5 U \/i,(VJn ;

8

\f > )

Joonis 11.21 Joonis 11.22

l‘/2 y/2 x — 2y/ 22! 4 y/
3) hiiperbool — -~ =1,z =2+3,y=y—4,2 = , Y= vt. joon.|11.23));
) hiip 9 " 36 y=7 7 Y 7 (vt.
g .+ 3y =3 +y
4) loikuvate sirgete paar z'° —4y"* =0, s =2 -2,y =9, T = Tio 7y = VAT (vt.
joon. [11.24);
"+ 3y =3z' +y
5) imaginaarne ellips 2’2 + 2y = -1, z = & — 1, :~,i‘:x , Y= ;
) imag p y y=7y ViR NG
6) imaginaarsete sirgete paar, mis loikuvad reeperi alguspunktis 2z + 3y’ = 0, z = %,
/ / / /
y=j-20="—"t j=""7"
’ V2 V2
11.100.

1) Parabool y"? = 22", teisendusvalemid 5z = —42’ + 3y/, 5y = —32’ — 4y ja 2’ = 2" — 3,

y' =" +2, (vt. joon. [11.25);
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2) paralleelsete sirgete paar y”’? = 1, teisendusvalemid v/3z = 3z’ — 2y, V3y = 22’ + 3y’ ja

¥ =a2"+—,y =y (vt. joon. [11.26));

V3

fo

Joonis 11.23

07

-
<

Joonis 11.25

y' Ag Ay
/ '
/v
T=71T
\
Joonis 11.24
A
\ Yy
\\
\ (SX‘
3 3
Q\\
0 "

Joonis 11.26
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1. 4?4+ 1 =0, s.t. mingit reaalset geomeetrilist objekti vorrand ei méira. Teisendusvalemid
b =3x" —4y, by =42" +3y jaz =2", ¢y =4y — 4.

11.101. 1022 — 5% — 1 = 0. Mérkus. Paigutame reeperi alguspunkti kovera kaeskpunkti,

vorrand on siis 222 — 12zt — 7y? + 1 = 0. Seejirel leiame kovera telgede peasihid vorrandist
1

a126” + (a11 — ag)k — a1z = 0, mis antud juhul on 2k% — 3k —2 = 0. Leides k; = 2 ja ko = —3 on

kiillaldane podrata reeperi telge nurga x = arctan 2 vorra, et nad iihtiksid kovera peatelgedega.
$,72y, . 2xl+y/

Jay =
V5
valeteisendame kovera keskpunkti kantud kovera vorrandi peatelgedele kantud kovera vorrandiks.
11.102.
1) 522 +10y% = 1;
2) 13y? — 522% = 1;

3) 227 — 2y% = 11;

Vastavate koordinaatide teisendusvalemid on z =

, kasutades neid

N

X

4

y2
4) C(—1,2), k=3, 2% — 5= b
9 2
5) C(1,0), k=7,

4 1‘2 y2
6) C(1,-1), k=-, — - ¥ —1q,
) (7 )’ 3 9
11.104.
)za—y—1=0,z—4y+2=0;
2) 22 —3y+1=0,2x—3y—2=0.

11.105.

3
1) y? = 2z. Mi#rkus. Leiame peatelje tousu: k = B Peatelje vorrandi saame diameet-

B
rite kimbust 92+ 12y —20+k'(122+16y+15) = 0, kui asendame k' = —% = é Lahendades
parabooli ja peatelje vorrandi, veendume, et parabooli tipp iihtib reeperi alguspunktiga,
seega iilesande lihtsustamiseks on kiillaldane péorata reeperi telge nurga a = arctan(fz)
4o’ +3y" . =32+ 4y

vorra. Vastavad koordinaatide teisendusvalemid on x = 3 jay —5
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2) y* = 2V2x.

11.106.

2

1) Parabool, tipp @ < i > p= g teljeks on sirge 4o — 4y + 1 = 0;

2) Parabool, tipp Q(1,2), p = —V/2, teljeks on sirge = —y + 1 = 0.
11.107.
1) ( )7 p =5;
2) Q(0,=7).p=3;
3) Q(2,0), p=—4
4) Q(3,5), p

B 4AC - B? 1

5) Q (2147414)»17 ma

6) Q(4,-1), p=0,5;

7) Q(—3,-9), p=0,5. 1) - 3) telg on paralleelne x-teljega; 4)- 7) telg on paralleelne y-teljega.
11.108.

1) Y? =10X, tipp A(—1,2), §= (4,-3);

2) Y2 =4V2X, tipp A(2,1), 5(1,1);

3) Y? =2X, tipp Q(0,0), 5= (4, -3);

4) Y? = 22X, tipp A(1,1), §= (1,-1);

6 13
5) Y2= — tippA|(—-=,2), 5= (1,2).
) 75 tiop (5,5),5 (1,2)
11.109.

1) Parabool ldbib reeperi alguspunkti;

2) Ordinaattelg on paralleelne parabooli teljega;

5
3) Ordinaattelg iihtib parabooli teljega, parabooli tipp asetseb punktis @ <O, 4);

3
4) Abtsisstelg tihtib parabooli teljega tipp asetseb punktis @ (—2, 0).

11.110. (= + y)2 + 4v/2 py. Mérkus. Parabooli puutuja fokaalkdolu otspunktis moodustab
teljega nurga 45°. Otsitava vorrandi saame parabooli kanoonilisest vorrandist, kandes esiteks

reeperi alguspunkti punkti @ (g, p>7 s.t. vorrand omab kuju y'? 4 2py’, ning seejirel teostades

C e ™
reeperi péorde nurga 1 vorra.

11.111. (z —y)> — 2V2p(z +y) + 2p° = 0.
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b\> b
11.112. Antud vorrandi voib kirjutada kujul y = a ((E + ) +c—— voiy—fB=alzx—a)
a a
b2 b
kus f = ¢ — - a= Kandes réopliikke teel reeperi alguspunkti punkti 0'(a, 8), antud

2 2

1
vorrand teiseneb kujule 3’ = ax’? voi 2™* = —y’. Jarelikult antud vorrand méirab parabooli.
a

11.113. Y2 = 2pX, zcost + ysint = 0 on telje vorrandid; zsint — y cost + ¢ = 0 on puutuja
vorrand tipus. Tipp on (gsint, —gcost). Vektor @ = (sint, — cost) on paralleelne teljega.

11.114. Kanooniline vorrand on (A? + B3)X? + (A3 4+ B2)Y? = 1. Peatelgede vorrandid on
Ayx+ Biy+Cy =0, Asx + Boy + Cy = 0.

11.115. Uks fookustest on F(zg, o) ning vastava juhtsirge vorrand on Az + By + C = 0.

11.116. Uks fookustest on F(zg, o) ning vastava juhtsirge vorrand on Az + By + C = 0.

11.117.

1. Ellipsi vorrandisse voivad kuuluda koik kolm teise astme liiget voi kaks koordinaatide ruutu
(kui reeperi teljed on kaassihilised). Uhe teise astme liikmega vorrand ei saa olla ellipsi
vorrandiks.

2. Hiiperbooli vorrandisse voivad kuuluda koik kolm teise astme voi kaks neist mistahes kom-
binatsioonis; molemad litkmed on koordinaatide ruudud, kui reeperi teljed on kaassihilised
voi liks on ruutliige ja teine koordinaatide korrutis, kui iiks reeperi telg on paralleelne hii-
perbooli asiimptoodiga. Lopuks hiiperbooli vorrand voib sisaldada ainult iiht teise astme
liiget, koordinaatide korrutist, kui molemad reeperi teljed on paralleelsed astimptootidega.

3. Parabooli vorrand sisaldab kas kolm teise astme liiget voi iihe koordinaadi ruudu, kui iiks
reeperi telg on paralleelne parabooli teljega.

11.118. F1(4,3), F5(0,—1); 22 — 2y — 15 = 0 ja 2z + 2y + 3 = 0.
11.119. F(0,0); 4z + 3y + 2 = 0.
11.120.

1. O'(1,1), siimeetriateljed: # —y = 0 ja x +y — 2 = 0, F1(3,—1), Fz(—1,3), juhtsirged:
2z — 2y 49 = 0, puutujad: z +y — 2+ V2 = 0,  — y + 3v/2 = 0, kanooniline vorrand
12
Ve,
9
2. 0'(2,3), siimeetriateljed: 22 —y — 1 = 0, z + 2y — 8 = 0, F1(2,4), F»(0,4), juhtsirged:
2x —y — 1+ 9 = 0, puutujad: x+2y—8i2x/§=0, 2x—y—1i3\/5: 0, kanooniline

112 12

~ Y
d —+>=—=1,;
vorran 1 + 9 ;
3. 0'(1,2), siimeetriateljed: * —y +1 =0, z +y —3 = 0, Fy(0,1), F»(2,3), juhtsirged:
z4+y—3+1=0, puutujad: z 4y — 3+ 6 = 0, astimptoodid: z —1 =0, y —2 = 0,
kanooniline vorrand z”/? — ¢? = 1;

3;‘”2 +

4. 0'(—1,2), siimeetriateljed: 3z —y+5 =0, x + 3y — 5 =0, Fy(—2,—1), F»(0,5), juhtsirged
x+3y—5+1=0, puutujad: z + 3y £ V10 = 0, asiimptoodid: 3z +4y —5=0,y —2 =0,
2
kanooniline vorrand z'? — % =1;
5. 0'(—2,6;1,8) siimeetriatelg: 4z + 3y + 5 = 0, F(—0,5; —1), juhtsirge: 6z — 8y + 65 = 0,
puutuja: 3z — 4y + 15 = 0, kanooniline vorrand 3% = 14z”;
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. 0'(=2,-2) ja poorde a = 45° korral on kanooniline vorrand 10z
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. 0'(1,1), siimeetriatelg: z+y—2 = 0, F(1,5;0,5), juhtsirge x —y+1 = 0, puutuja: z —y = 0,

kanooniline vorrand y"? = 2v/22""2;

. O0'(=1,4;—4,1), sest poorde o = 45° korral on kanooniline vorrand z”’? 4 3y = 0;

"2 14" = —2, s.t mingit

reaalset punktide hulka ei mééara;

. nullpunktis I6ikuvate sirgete paar (3 — v5)z — (1 —V5)y =0, (z — V5)z + (3 — V5)y = 0;

punktis O'(—0,2;0,4) loikuvate sirgete paar 4z — 3y + 1 =0, 25y — 7 = 0;
paralleelsete sirgete paar 2x — 3y — 2 £ 8 = 0;

O'(1,1), siimeetriateljed z +y —2 =0, 2 —y = 0, F1(14+v6,1—6), F2(1 —v6,1+6),

juhtsirged 3z + 3y +£v/6 = 0, puutujad : z —y+4v2 =0, z +y — 2+ 2v/2 = 0, kanooniline
"2 12
~ Y
d —_— _— = 1'
vorran 1 + 16 ;

0'(1,2), siimeetriateljed 224y —4 = 0, z—2y+3 = 0, Fy (1+2V3,2—4V3), Fo(1-2v3,2+
44/3), juhtsirged 3z —6y+9+36v/3 = 0, puutujad z—2y+3+8v5 = 0, 2z+y—4+2v5 = 0,
LC//Q 12

kanooniline vorrand — + y_ _ 1;

4 64

O'(1,1), siimeetriateljed z —2y+1 =0, 2z4+y—3 =0, F1(1-2v2,1-v?2), F,(14+2v2,1+
\/5), juhtsirged 4z+2y—6+9v2 = 0, puutujad 2z+y—34+2v/5 = 0, asiimptoodid z—y = 0,
12

2z — 7y + 6 = 0, kanooniline vorrand o y"? =1,

1 1 1 1
0'(—1,0), siimeetriateljed x £y + 1, F} (—2\/5 -1, —2\/5), Ey (2\/5 -1, 2\/5), juht-
sirged 22 + 2y 4+ 2+ V2 = 0, puutujad 2 +y = 0,  + y + 2 = 0, asiimptoodid z + 1 = 0,
12 12
y = 0, kanooniline vorrand 3—5 - '37—5 =1;

tipp (0,52;0,86), siimmeetriatelg 3z +4y—5 = 0, F(2,52; —0,64), juhtsirge 4o —3y+13 = 0;
puutuja 8z — 6y + 1 = 0; kanooniline vérrand 3 = 10z";

5 1 7T 2
tipp (13, 13), slimmeetriatelg 2o +3y — 1 =0, F (26’ 13), juhtsirge 6z — 4y — 3 = 0;
uutuja 3z — 2y — 1 = 0 kanooniline vorrand y"? = — ——z”
p ] Y Y /13

11.121. 2zy + 11 = 0. Méarkus. Kuna antud vorrandil puuduvad koordinaatide ruutudega
litkkmed, siis reeperi teljed on paralleelsed asiimptootidega. Ulesande lahendamiseks piisab reeperi
alguspunkti kandmisest hiiperbooli keskpunkti; 2) 40xy = 3.

11.122. zy =

a® 4+ b?

. Markus. Uuteks reeperi telgedeks on astimptoodid. Reeperi teisen-

b b
duseks on z-telje podre nurga o = arctan(——) ja y-telje pé6re nurga S = arctan(—) vorra.
a a

Vastavad taiendusvalemid z =

a(@ +y) . —ba'+y)

— ]a .
Varr YT VaEie

11.123.
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1. Ellips §x2 + 492 =1;

2. ringjoon 22 +y? = 16. Miérkus. Ulesandes 2) pole peasihid mé#ratavad, peatelgedeks voib
valida mistahes teineteisega ristuvad diameetrid.

2 2
11.124. — + % = 1. Markus. Kuna kovera keskpunkt {ihtib reeperi alguspunktiga, siis

iilesande lahendamiseks on kiillaldane teostada reeperi poore. Leides peasihtide tousud ning ar-
vutades leitud tousude jargi peatelgede kaldenurgad abstsisstelgede suhtes ning leides koordinaa-

tide teisendusvalemid, tuleb meeles pidada, et esialgne reeper oli kaldreeper (w = g) Loplikud
xliyl\/gjay,x/er/\/g
V3 V3

3
11.125. 1) y* = 62; 2) y* = ~x. Mé#rkus. Lahendus on analoogiline eelneva iilesande lahen-

teisendusvalemid on jargmised: z =

damisega. Kanname algul reeperi alguspunkti parabooli tippu, seejirel poorame reeperi teljed
peasihilisteks. Tahelepanu tuleb poorata asjaolule, et meil on tegemist kaldreeperiga.

11.126. 452 + 205y — 4 =0, 152 — 15y — 2 = 0.

11.127. 15z +y—2=0, 5z + 3y —4 = 0.

1
11.128. 2047y — 5 = 0.

1
7?7 Siimeetriatelg x — 2y + 1 =0, tipp S (6’ 152>
77
1. Hiiperbool (A =16, 6 = —8) ;
2. ellips (A = —64, § = 8);

3. reaalsete 16ikuvate sirgete paar (A =0, 6 = —1);

4. reaalsete loikuvate sirgete paar <A =0,6 = >;

5. hiiperbool <A = —2,5 = —i>§
6. ellips (A =—-13,6 =1);
7. parabool (A = —4a?, § = 0);
8. parabool (A = —1, 6 =0);
9. parabool (A = —32, § = 0);
10. reaalsete paralleelsete sirgete paar (=0, = 0);

11. iihtivate sirgete paar (A =0, § = 0).

7?7 1) — 4) ellips; 5) imaginaarne ellips; 6) — 10) hiiperbool; 11) — 14) parabool; 15) — 16)
16ikuvad sirged; 17) - 18) paralleelsete sirgete paar; 21) — 22) imaginaarsete 1oikuvate sirgete
paar, mis loikuvad reaalses punktis.

11.132.

12?2 —y? =11V2;
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2
9. LY _q,
16 9
2
T
3. 4yt =1;
g TY
2 2
4. LY
4 9
11.133.
1. 22 4 6y2 = 30;
2. 922 — 16y* = 5;
3. 42 + 9y = 36;

4. % — 4y? = 4;
5. 2 +9y* = 9.
11.136.

1. 3jal;

2. 3ja2;

1
3. lja -

ja 5
4. 3ja 2.

11.137. A(2,3); B(3,-3); C(1,—1) 4) D(=2,1).
11.139.

1. 2jal;
2. 5jal;

3. 4ja 2;

4 1ia L
. a —.
85

11.141. Uhe koordinaadi ruutliige puudub (a;; = 0 voi aze = 0) voi puuduvad molemad
koordinaadi ruutlitkmed (a;; = age = 0).

11.142.
1. xy =12
9 V29
LY = ——
Y= 5
3 —3\/5
TS ;
Y 5
5
4. =-.
Y=
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11.143. Hiiperboolidel on iihised asiimptoodid.
11.144. Markus. Antud Q korral A = 0.

11.147.
1. 3
2. 3;
3. V2,
1
4. =v/10.
2
11.148
1. y? =42z,
6
2. y2 = —x;
YT
3
3.yt = ——u;
Y 2
1
4. y? = ——u.
Y 575

11.150. Afiinsel teisendamisel 2’ = ax + By + v, ¥ = Az + By + C , joone vorrand saab
jargmise kuju z'? 4 22 = 0.

11.151.

L (z+2y)* +4x+y—15=0;

3.

(

2. 3z —y)? —x+2y— 14 =0;
5z —2y)° + 3z —y+11=0;
(

4. (4o 4 2y)* — bx + Ty = 0;

5. (3z — Ty)? 4+ 3z — 2y — 24 = 0.

11.157.

lL.z24+y—-1=0;3z+y+1=0;

2. 2—4y—2=0,z—2y+2=0;

3. x+y—3=0,z+3y+3=0

4. z2—y=0,2 -3y =0.

1 5, 5 .

11.158. la) a =0, 1b) a = —3 2a) a1 = < jaag = T 2b) a; =1jaag = —1.

11.159. Vorrand méérab ellipsi, kui A > 1, parabooli, kui A = 1, hiiperbooli, kui A < 1,
A # —24, 16ikuvate sirgete paari z — 6y — 3 jax +4y — 1, kui A = —24

11.160. Vorrand kujutab hiiperbooli parameetri A koikidel vaartustel, juhul Ay = 5 ja Ay =

—12,5, hiiperboolid lagunevad loikuvate sirgete paariks.
11.161. Vordhaarne hiiperbool.
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11.162. Markus. Kuna A #£ 0, S £ 0, § # 0, siis on meil tegemist teist jarku tsentraalse
koveraga (kidumata teist jarku joonega), mille karakteristliku vorrandi lahendid on vordsed.
Kover on reaalne kover, kuna AS < 0.

11.164. SA < 0.

11.165. Hiiperboolidel on iihised astimptootide sihid.

11.167.

1. 2z4+y—-5=0,2z+y—1=0;

2. 20 -3y—1=0, 22 -3y + 11 = 0;
3.5z —y+3=0,bx—y+5=0.
11.168. 2F(zg,y0) S < 0.

11.169. d° =
11.170.

~Z5

1. z2—-3y+2=0;
2.3z +5y+7=0;
3.4 —2y—9=0.

11.171. 2F($07y0) S < 0.
11.172. S =0.

11.173. az3 = —5.
11.174. a =4, b = -3.
11.175.

1. Kaks reeperi telgedega paralleelset sirget z —a =0 jay — b= 0;
2. ordinaattelg x = 0 ja sirge * — 2y + 5 = 0;

3. sirge * — 2y = 0 (kaks {ihtivat sirget);

4. loikuvate sirgete paar z —y = 0 ja 2x + 5y = 0;

5. loikuvate sirgete paar 5z —y = 0 ja 22 — y = 0;

6. imaginaarsete sirgete paar, mis loikuvad reeperi alguspunktis;

7. paralleelsete sirgete paar x +y £+ 1= 0.

11.176. 1), 6) hiiperbool; 2), 4) ellips; 3), 5) parabool.
11.177.

1. 22 4+3y—5=0,z—4y+2=0
2.24+y—2=0,3z-2y+1=0;
3. 22 +5y+1=0,2x+3y—5=0;
4. 22 —y+1=0,2z—y—4=0.
11.179.

1. 1522 — y? +3 = 0;
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2

x
2. —+yi=1;
3 +y ;

3. y? =3z

Y
11.180. — + =— =1.

6 + 2

ST (11 -

11.181. Ellips T + 9= 1, keskpunkt O 1) z-telje tous k = 2.

2

11.182. Hiiperbool % — 22 = 1, keskpunkt iihtib reeperi alguspunktiga 0(0,0), z-telje tous

on —1.

2 y2

11.183. Hiiperbool r ¥y _ 1, keskpunkt O'(—1,2), z-telje tous k = —2.

5 15

11.184. y? = 25 -

11.185. 2 + 3y +2 = 0.
11.186.

1.

9.
10.

A

dr + Ty +1=0;

x—4=0;

z—6y+1=0.

kovera keskpunkt ei oma polaari;
22+ 3y —3 =0;

a13x + azzy + aszz = 0;

rr oy

@ T Tl

3z —y—9=0;

polaar on méidramata, kuna kover kidub sirgete paariks: © —y = 0 ja x — 3y + 2 = 0 ning
antud punkt (1,1) on sirgete 16ikepunkt.

11.187. P(1,0).
11.188.

1.

P(5,1);

27 2
vorrandi siisteem a112” + a12y’ 4+ a13 = 0, @122’ + a2y’ + asz = 0;

3 1
P ( ) Mairkus. Kuna z-telje vorrand on y = 0, siis pooluse koordinaatide leidmise

P(-2,0);

sirge on kovera diameeter ja reaalset poolust ei ole (diameetri otspunktides voetud puutujad
on paralleelsed;

poolus on médramata. Pooluseks voib votta sirge 9z — y + 19 = 0 mistahes punkti. Antud
koonuseldige on sirgete paar, mis koos
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antud ja leitud sirgega moodustavad harmooniliste sirgete neliku; 6) P(4,—3); 7) (—=5; —7,5).
11.189. (—3,1). Mérkus. Otsitav punkt on antud sirge poolus.
11.190. 5z + y + 2 = 0. Méarkus. Otsitav kool on punkti M polaar.

3
11.191. (27 2) . Méarkus. Otsitav punkt on antud sirge ja reeperi alguspunkti polaari loikepunkt.

11.192. Sirge 4z — y + 30 = 0 iga punkt on punkti (5,1) kaaspunktiks, kuna see sirge on antud
punkti polaariks.
11.193. x+5y—15 = 0. Méarkus. Otsitav sirge labib punkti M (0, 3) ja antud sirge z —3y+22 = 0
poolust P(—5,4).

11.194.
a;in a2 a3 A
a1 aze az B -0
az1 aszx azgz C '
Ay By C; 0
.. 2?2
Uldjuhul kui ellips on antud kanoonilise vorrandiga, siis — + 7= 1, siis tingimus on jargmine:
a

AA1a2 + BBlb2 =CC;
Mairkus. Esimese sirge pooluse koordinaadid peavad rahuldama tingimust

1121 + a12Y1 + a13  A2121 + A22Y1 + G23  a31%1 + A32Y1 + as3
A B C

=
ehk

a1121 + a12y1 +a13 — AN =0
2171 + a22y1 + as3 — BA =0
as31r1 + azzy; + asz — CA=0

Peale selle vastavalt iilesande tingimustele peab esimese sirge poolus asetsema teisel sirgel, s. o.
samad koordinaadid (z1,y1) peavad rahuldama veel neljandat vorrandit: A;z1 + Biy; + Cp = 0.
Saadud neljast vorrandist koosnev siisteem peab olema kooskolas. Viimane noue annab otsitava
tingimuse.

11.195. Markus. Toestus lihtsustub, kui kasutada ristreeperit, mille alguspunkt asetseb ringjoo-
ne keskpunktis.

11.201. Ristkiilik, mis koosneb kahest lithema pooltelje otspunkti puutujast (y = +4) ning kahest
ellipsi juhtjoonest (z = £10).

11.202. Kolmnurk, mille kiilgedeks on hiiperbooli kolm puutujat: 2z —y —2=0,2x+y—2=0

jar+2=0.
2 2

11.203. Ellips % + yz = 1. Olgu My(zg, yo) ringjoone punkt. Ringjoone puutuja vorrand selles

punktis on xxg + yyo — 9 = 0. Leiame selle sirge pooluse P(x1,y;) ellipsi suhtes. Punkti polaar
antud ellipsi suhtes peab olema jargmine: 6x12 + 9y1y — 54 = 0. Seega on iihel ja samal sirgel

(punkti polaaril) kaks vorrandit. Jarelikult vorrandite kordajad peavad olema vordelised b1 =

To
9 54 2
% =3 millest 1 = x¢ ja y1 = §y0' Kuna M, on ringjoone punkt, siis xg + yg = 1.
9 -
Asendades viimasesse vorrandisse seosed 7 = 23, y2 = iy%, saame loplikult pooluste hulga
v vt

orrandi —* 4+ Z- = 1.
Vorraunlg—l—4
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2 2
11.204. Sama ellips :% + v _ 1, kusjuures ellipsi mistahes puutuja pooluseks on sama ellipsi
a

B2

punkt, mis on siimmeetriline puutepunktiga abstsisstelje suhtes.

11.206. 22 + 22y + 3y? — 4z — 6y 4+ 1 = 0. Mérkus. Tingimusest, et reeperi alguspunkt on sirge

2x + 3y — 1 = 0 pooluseks, jareldub, et % = % = aii’. Tingimus, et punkt (—1,1) on sirge

—oin taiztaz _ —ai2+a +ags
T .

31
Peale selle keskpunkti koordinaadid (2, 2) peavad rahuldama vorrandeid F, = 0 ja F, = 0.

2x + y = 0 pooluseks, annab ainult iihe uue vorrandi:

Seega 3a11 + a12 + 2a13 = 0 ja 3a12 + a2 + 2a23 = 0. Saadud viiest vorrandist avaldame otsitava
joone vorrandi 5 kordajat kuuenda kaudu. Asendame vorrandisse ja jagame labi.

11.207. 72 + 2zy — 62 — 10y + 15 = 0.

11.208. P(-3,1).

11.209. Polaar on 16pmatus.

11.210. # — 6y + 1 = 0.

11.211. 922 + 42y + 63 + 22— 4y —1 = 0. Miéirkus. Otsitav kover on ellips (e < 1). Vorrandi koos-
tamisel lahtume definitsioonist r1 +7r2 = 2a, kus 1 ja r5 on ellipsi suvalise punkti fokaalraadiuste
pikkused. Fokaalpooltelje aga leiame ekstsentrilisuse ja fookuste vahelise kauguse kaudu.
11.212. 522 — 4yx + 8y* + 10z — 40y + 41 = 0. Mérkus. Leiame kbigepealt antud puutuja ja
otsitava ellipsi puutepunkti. Kasutame asjaolu, et puutepunktist lahtuvad fokaalraadiusvektorid
moodustavad puutujaga vordsed nurgad ehk teisiti 6eldes, iihest fookusest puutepunkti tomma-
tud raadiusvektor 1ldbib punkti, mis on siimmeetriline teise fookusega puutuja suhtes.

11.213. Ei saa, kuna moélemad fookused Fi(1,3) ja F5(—1,2) asuvad samal poolel puutujast
x —y + 4 = 0, mis on voimalik ainult ellipsi puhul.

11.214. 42 + 8zy + 13y — 24z — 42y + 9 = 0.

11.215. 2 — 2xy + 5y* — 4o — 4y +4 = 0.

11.216. 22 — 2zy + 24> — 22 + 1 = 0.

11.217. 33722 + 168xy + 288y* — 3200z — 2400y = 0.

11.218. 522 + 6zy + 5y — 62 — 10y — 3 = 0.

11.220. B (2, ;) ,C(2,0),D (37 ;)

11.221. \/(fr —x1)? 4+ (y —y1)? — \/(90 —12)? + (y —y2)? =
Azx1 4+ Byl + C)(Azs + Bys + C)
_ R e (Azy 2 2
\/(962 961)1 +(y2 —y1)? — 4 1+ B° .
11.222. zy = 3 Mirkus. Vordhaarse hiiperbooli ekstsentrilisus on e = v/2.

11.223. 322 — 62y —5y*+24y—12 = 0. Mirkus. Kasutame hiiperbooli definitsiooni |2, — 2| = 2a.
11.224. 35xy — 34y* — 34y — 2 = 0.

11.225. 322 + dzy — 8z — 4y +4 = 0.

11.226. 22% —axy — 2z +y +5=0.

11.227. 2 -2 =0,z +2y —4 =0.

11.228. 2% — day — 62 +9 = 0.

11.229. 4y + 3y* + 4y — 11 = 0.

11.230. 4zy +3y* — 2y — 1 = 0. Miarkus. Kasutame teist jirku joone jargmist omadust: r : d = e.
11.231.1x2 — 62y + 9> — 22— 2y+5 = 0. Mérkus. Arvutame fookuste kaugused antud juhtsirgest

0 = \ﬁ jado = fﬁ. Kuna 47 ja o on erinevate méarkidega, siis fookused asuvad erineval poolel

juhtsirgest, jarelikult otsitav kover on hiiperbool. Arvestades, et |01] < |02, vOime jireldada, et
antud juhtsirge on konjugeeritud esimese fookusega. Kovera vorrandi koostamiseks on vaja teada
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veel ta ekstsentrilisust ja fokaaltelge. Molemad suurused saame arvutada, teades fookustevahelist
kaugust ning fookuse ja vastava juhtsirge vahelist kaugust.
11.232. 1) 162? + 242y + 9y* — 942 — 58y + 124 = 0;
2) 22 + 22y + y? — 122 4 24y — 54 = 0;
3) 22 + 2zy +y* — 42+ 8y — 6 = 0.
Mairkus. Kasutada vahetult parabooli definitsiooni.
11.233. 2% — 2zy + y* — 8z — 8y = 0.
11.234. 22 + 2zy + y? + 5z —y = 0.
11.235. Ulesande tingimust rahuldavad kaks parabooli:
22 4 Aoy + 4y — 14 + 22y + 24 = 0,
22 4 day + 4y? — 14z — 18y + 24 = 0.
11.236. Ulesande tingimust rahuldavad kaks parabooli:
4% +dxy +y? — 10y — 15 =0,
4% + 4oy +y? 4+ 120 — 34y — 15 = 0.
11.237. 2522 & 302y + 9y* — 150z — 90y + 225 = 0 (kaks parabooli).
11.238. 922 + 62y + y? — 162 — 32y + 16 = 0.
11.239. 2% — dzy + 4y* — 4z — 4y = 0.
11.240. 3> = 2pz.
11.241. 922 — 242y + 16y* — 602 — 16y + 256 = 0.
11.242. 42% — day + y? — 162 — 2y = 0.
11.243. Vordhaarne hiiperbool.
11.244. 1122 — 20zy — 4y + 18z 4+ 36y = 0. Miérkus. Otsitav kover on hiiperbool, mis nihtub
sellest, et keskpunkt ja joone punkt asetsevad antud juhtsirgest erinevatel pooltel. Kirjutades
reaaltelje vorrandi, veendume, et ta ldbib reeperi alguspunkti, s. t. reeperi alguspunkt on iiheks
otsitava hiiperbooli tipuks.
11.245. 2% 4 2xy +y? — 62 — 2y — 7= 0.

Vi —21)2+ (y — )2 zcosf +ysinf —p

V(@2 —21)2 + (y2 — 11)? 22080 + yasinf —p

11.246. 62% — 4ay + 2% + 122 — 99 = 0. Mi#rkus. A* : A = 4.
11.247. 922 + 16y> — 362 — 48y = 0.

11.248. 222 —xy — 3y*> —x — 6y — 15 = 0.

11.250. 22 + 2zy + 2y% — 142 — 20y + 48 = 0.

11.251. 2 +ay +y* + 22 +y —2=0.

11.252. 6622 + 24y + 59y — 648z — 436y + 161 = 0.

11.253. Olgu otsitav afiinne teisendus esitatud kujul

! /
T =anr+apyta, Y =an+ axy+as.

Asendades seosed vorrandisse, saame

(a112 + a1y +a1)? | (az1wagsy + az)? -
2 + 2
a b

ehk

2 2 2
| 431\ 2 11012 | (21022 afs  a22\ o
(a2+b2>x +2< 22 + b2 ):Uy+<a2+b2>y+

2 2
ajall a20921 ai1ai2 ag2a929 CLl a2
+2<7+ b2 ) +2< a? * b2 ) +72+b72 L
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Kuna saadud vorrand méarab sama ellipsi, siis vorrandite kordajad peavad olema vordelised:

2 2 2 2
@11, 991 _ )\i dridiz | 921922 _ ‘112 4 %22 a2 _ 1
b2 a2’ a2 b2 ’ 5)2 b2’
a1a11 2021 0 ajai2 ~ a1012 0 CLI + & —_\
a? b2 ’ a? b2 ’ b2 '

Neljandast ja viiendast vorrandist jareldub, et a; = as = 0, kuna slisteem on homogeenne ja
determinant erineb nullist.

aiy a1

2 2

a b 1 Ve an £0
aip Qg a?b? | a1z ag

a? b2

Kuuendast seosest saame, et A = 1. Nii otsitav teisendus omab kuju

/ /
T =anr+ a2y, Y =aa+ a2y

ja silisteem omab kuju

2

2 2 2
ﬂ_kg_i andiz | 4202 _ @—F@—i
2 a2’ a? 2 b2 b2’
ehk )
9 a 2 b 9 b a
aj; +(-a2) =1, —a12 | +az =1, ai1—aiz+ ;as1az =0.
b a a b
a
aii 7 @21
b
Ilmneb, et maatriks on ortogonaalmaatriks. Tédhendab, voime votta
b
—a12 a2
a
a . .
a11 = Cos @, gagl = —SIny, —a12 = SIN Y, a2 = COSY
a
vOi
a . .
aip = Cos , gagl =Ssme, —ajz2 =S Y,a22 = — COS Y.
a

Seega otsitav teisendus on

b a
2’ =z cosp — —ysin g, y’:gscsingaercosgo
a
VOl
/ a . / b .
T :xcosgo—i—gysm(p, y = _zsing —ycosyp.

Saadud teisendust voib vaadelda kui kolme teisenduse v, ja x korrutist, kui
x
T1 =" Xy = T1COS P — Y1 sin, T3 = axa,

v: (U X :
Y = Y2 = 218N @ + Y1 cos g, y3 = bya.

S
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Teisendus v teisendab antud ellipsi ringjooneks raadiusega 1, mille keskpunkt iihtib ellipsi tsent-
riga. Teisendus ¢ on poore nurga ¢ vorra iimber ringjoone tsentri (ringjoon teiseneb pésratud
ringjoone ldhteellipsiks. Teisendust

2’ =cosp+ %ysingo, Yy = ~xsinp —ycosp
a

voib vaadelda kui nelja teisenduse korrutist.

x
1= Ty = 1, T3 = T3 COSQ — Yo Sin ¢,
v W P
y1=y, Yo = —Y1, Y3 = T2 Sin ¢ + Yo cos ¢,
b
T4 = ATz,
X :
Ya = bys.

Teisendus v teisendab antud ellipsi iihikringjooneks, mille keskpunkt iihtib antud ellipsi kesk-
punktiga. Teisendus p on siimmetria z-telje suhtes ja teisendab ringjoone S iseeneseks. Teisendus
1 on pooOre nurga ¢ vorra imber ringjoone keskpunkti ja teisendab ringjoone S iseeneseks. Tei-
sendus y teisendab ringjoone S antud ellipsiks.

11.254. Olgu 2’ = a112 + a1y + a1,y = as1Tas0y + as otsitav afiinne teisendus. Kui hiiperbooli
kujutis on antud asiimptootilise vorrandiga x'y’ = C (1), siis originaali invariantsuse tottu saame
hiiperbooli, mille vorrandiks on

(a1 + a2y + a1) - (@212 + aey +a2) =0

ehk a11a21m2 + (a11a22 + algagl)xy + (a1a21 + azau)x + (a2a12 + alagg)y + aiay = 0 (2) Kuna



vorrandid (1) ja (2) mi#iravad sama hiiperbooli, siis vorran-
di kordajad peavad olema vordelised. Sasme a,.8,, = O,
810855 = 0, 8483 + 838, = 0, 8485 + 858y = 0, 8,58,
+ 84,800 = A, 8,8, -C= -2AC. EKuna teisendus on regulasr-
ne, siis a,,8,5, -~ a,58,, # 0 ja saame, et a, = a, = 0. Jé~
relikult A = 1 Ja viimane siisteem lihtsustub a,,e,; = O,
815855 = G, 845859 + 84855 = 1. Vaatame erinevaid voima~

luei: a) a,, = 0, s8iis a,,855 = 0, 28,485, = 1, 8iit jée

21

reldub, et a,, # 0, tdhendad a,, = O, Voites k ,

&1 =

sgame &,, = % ja vaadeldud teisendus omab kuju x! kx,

y' = %rx, kus k on suvaline nullist erinev reaalarv; b)
olgu 815 = 0, wmiis 84854 = Oy &84485, = 1, kust 814 $
# O, <Tdhendab a,, = 0 ja saame seama teisenduse; c¢) kui
a;, = 0, siis &85, = 0, ay58;; = 1. Tdhendab a,; # 0,
ay, # 0. Jérelikult a,, = O. Vottes a,, = k, saame x' =
=ky, y' =g X; d) 8y, = O teandub juhule c).  11.255..

Keskpunktide hulk koosneb sellise kolmnurge sisepunktidest,
mille kiilgedeks on antud kolmnurge kesksirged, Jja viimase

kolmnurga marksde tippmurkade sisepunktidest. 11.257. S =

-
= iLQ’. 11.258. Midrkus, Olgu antud koverate vorrandid =

sYS
=0 ja ;=0. B3iis otsitava koonuseloike leidmiseks saa~-
me kolm vorrandit: } - k}1 =0, P - k.F1 = 0,
(4 - XA,)(C - kC,) ~ (B - kB,)® = 0, Otsitav koonuseldige

ekeisteerib, kui saadud siisteem on kooskolaline. 11.259.

F F
l b & il: C. 1?.260. (x - xO)Fx - (y - yo)Fy = 0., 11.2610
X

- - YP_ = =
(x - x )P, + (y. yo,Fy 0. 11.262. Fx?i + Fy§y = 0,

11.263. Vorrsnd on

- 18t -



A1(A21 + By + 02) + A2(A1x + B,y + 01) vy -3, [
B1(A2x + BoY + 02) + 32(A1x + Bjy + CT) -(Xx = xo)
11.264. Teist jdrku joon. 11.265. Teist jarku joon. 11,269.
Xy - ¥4X - x,5 = 0, kus (x1, yj) on sirgete kimbu keskpunkt,

Qtsitav hulk on hiiperbool, mille kegkpunkt iihtib kimbu keske
punktiga ning asiimptoodid on paralleelsed reeperi telgedega.

11.270. ay2 + bxy - a(b + d)y + abd = 0, Markus,. Reeperi
telgedeks votame sirge KL ja punktist P sirgele XL joo-
nestatud ristsirge. Tdhistame punkti P kauguse sirgest KL
tdhega d . Otsitava

b vorrandi koostamiseks
kasutame kesht paari
sarnpeseid kolmnurki,
nimelt OPC ~ NMC

ja  ABC ~ MKB (joon.
11.16), Uurime, Otsie

tav kover on hiiperbool,

x Abstsisstelg on iiheks
asimptoodiks (joon,
11.17). Teine agiimp-
Joon, 11.16. toot on paralleelne
liikuve kolmnurga hiie
potenuusiga k2 = - 2»
Hiiperbool 1oikab ordi-
naattelge kahes punk-
tis P(0, d) ja R (0, b).
Kovera keskpunkti koor-

dinaadid on xo =

. ab + g) , y=0.

Hiiperbooli kanooniline
vorrand on (¢ - a)x® -
- (c + a)y° - 2abd= 0,

)

K

Joon. 11.17. Hiperbooli asimptooti-
line vorrand on bxy =
2,2 2.2 2,2 ._”

= ~acd, 11.271. Dx™ + a”y" = 2¢ch . x3y = (pq ~ h “e o MED=

- 187 =



kus. BReeperi telgedeks valime liikumatu tasandi ristuvad sir-
ged. Kovera parameetriteks voivad olla punkti C ja sirge AB
vaheline kaugus h ning
risteirge CD poolt asel-
lel sirgel eraldatud
loignd p ja q (joon.
11.18). Otsitava trajek-
toori vorrand en (p2 +
+ h:a)::2 + (q2 + 112):,r2

- 2n(p + q)xy = (pq-ha)a.
Kui a, b jaé on kolm-
mrgae ABC killjed, saa~
me vastuses toodust tun-
duvalt lihisema vorran-
di., Uurime. Liikuva ta-
sandi iga punkt C joo-
nestad ellipsi, mille
keskpunkt asetseb reepe-~ Joon. 11,18,

ri alguspunktis. Erandiks on aimult ringjoone, mille 16ik AB
on diameetriks, punktid, Need punktid paiknevad sirgete kime
bu, tsentrigs reeperi alguspunktis, sirgetel. Kui punkt C
asetseb semal sirgel punktiga A ja B (h =0, 8 =gq, b = p),
giis vastave ellipsi teljed iihtivad reeperi telgedega ning
poolteljed on vordsed liikuva punkii kaugustega pohipunkti-
dest A ja B. Vaadeldavat tasandi liikumist nimetatakse el-
1iptiliseks. 11,272, Pikem pooltelg on %-{- m ja liihem
§-m, kus m on punkti C Lkaugus 10igu AB keskpunktist.
15igu AB keskpunkti lébival sirgel asetsevad punktid kir-
jeldavad ihtivate telgedega ellipsid. Punktid, mis asetsevad
samal kaugusel 1digu AB keskpunktist, moodustavad vastavalt
vordsete pooltelgedega ellipsi. Miérkus. Tasandi elliptili-
gsel liikumisel punktid A' ja B' 1libisevad mooda sirgeid
OA' ja OB' ja punkti C trajektoori voib vaadelda kui
13igu A'B', mille otspunktid libisevad métda keht ristsir-
get, mingi punkti trajektoori.  11.273. Koik ringi punktid
kirjeldavad ellipsid, véija arvatud veereva ringjoone punk-

- 188 -
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tid, mis libisevad liikumatu ringjoone diameetreid mo6da. Markus. Ulesandes kirjeldatud
litkumine méaérab antud tasandi elliptilise liikumise.
Selles veendumiseks koos-
A tame tasandi suvalise punkti
Yy P(z,y) liikumise trajektoo-
! ri parameetrilised vorran-
: did. Valime ristreeperi algus-
: punktiks liikumatud ring-
: joone keskpunkti (vt. joonis
' 11.27)) ja parameetriks poor-
denurga ¢ = QOP,, kus
P, on punkti P algasend x-
teljel. Kuna liikumine toi-
mub ilma libisemata, siis
MyR = MR ja liiku
matu ringjoone raadius on
kaks korda suurem veere-
va ringjoone raadiusest, siis
ZMQ@QR = 2p. Kui QP =
Ar, kus r on veereva ring-
joone raadius, siis z =
OA + AB, y = r — SQ.
Kolmnurgast PQJS leiame,
et AB = Mrsina, SQ =

Ar cos oz:7r—2g0—(§—

p) = T, Asendades saa-

me punkti P litkumisel kir-
Joonis 11.27 jeldatud ellipsi parameetrili-
sed vorrandid: z = r(1 +
A)cosp,y = (1 — A)sinep.
Erijuhul, kui punkt P on lii-
kumatu ringjoone punkt A =1, P = M.

11.275. b%2? + a®y? + abry — 2ab*z — 2a%by + a*b® = 0, kui reeperi telgedeks on voetud C' B
ja CA. Otsitav kover on ellips, mis puutub kolmnurga kiilgi CB ja AB tippudes B ja A.

11.267. Parabool 422 — 8hy+ (4/12 — a2) = 0, kus a on kolmnurga alus ja h — korgus. Méarkus.
Ristreeperi abtsissteljeks on voetud sirge, mida modda libiseb kolmnurga alus, ordinaattelg labib
litkumatut punkti.

11.277. Ellipsi kaar, mille keskpunkt asub
punktis A ning iiks telg on suunatud moodda sir-
get AL. Pooltelgede pikkused on MC ja |[MC —
2AB|. Mérkus. Osal vardast C'D, mis asetseb
litkumatu joonlaua AL ja sellega risti oleva AN
vahel, on jadv pikkus, mis on vordne 2AB. Seega
tasandi elliptiline liikumine leiab aset, kui jaava
pikkusega 16igu BC' iiks ots libiseb méoda sir-
get ja teine mooda ringjoont, mille keskpunkt
asetseb samal sirgel ja raadius on vordne libise-
va 16igu pikkusega (vt. joonis [11.28)).

=

w)

S
S~

Joonis 11.28
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11.278. Lahendus. Kuna vordhaarsetel kolm-
nurkadel AOC, ADC, ABC' on iihine alus AC,
siis kolm tippu O, D, B asetsevad samal sirgel.
Edasi nieme, et OD - OB = 12 — 4% = const kui
punkti O aste ringjoone suhtes, mille keskpunkt
on A ja raadius a. Punkt D kirjeldab ringjoone, mille keskpunkt on M ja raadius MD = b,
mille vorrand polaarreeperis (vottes O pooluseks ja OM polaarteljeks) on p = 2bcos p. Punkti

2 2 2 2
" —a (vordusest OB = I —a
2bcos

B trajektoor maaratakse polaarreeperis jargmiselt: p = ) voi
12 — a2

2b

ristreeperis, kuna p cos ¢ = x. Saame x = , S.0. abtsiss on jddv; vastav joon on sirge, mis

on risti polaarteljega.
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