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1. Tingimuste ja olukordade analiiiisimine

1. Kasutades De Morgani seadusi, panna kirja jargmiste lausete eitused, kus x on
teatav reaalarv.

a) —2<x<7 ) x<-1vbix>2

b) x<4jax>1 d 1>x>-3

2. Tooealisteks loetakse inimesi vanuses 16—-64. Mari kirjutas Pythonis tingimuslau-
se, mis peaks kontrollima, kas kasutaja on t66ealine vai ei:

vanus = int(input("Mis su vanus on? "))

if not(not (vanus < 16) or (not vanus > 64)):
print("oled tddealine")

else:
print("ei ole tdbealine")

See tingimuslause on aga iipris segane. Lihtsustada seda lausearvutuse samavéarsus-
tega ja teha kindlaks, kas see tingimuslause on dige.

3. Jargmised tingimuslaused voéivad esineda mingi programmi tekstis. Panna kirja
nende tingimuslausete eitused.
a) (tellimusi > 100 and laos <= 500) or laos < 200
b) (tellimusi < 50 and laos > 300) or (50 <= tellimusi < 75
and laos > 500)

4. Teha kindlaks, kas laused 1 ja 2 vidljendavad sama motet.

a) Lause 1. x <2 voi pole dige, et 1 <x < 3.
Lause 2. x <1 voikas x <2 voi x> 3.

b) Lause 1. Robert 6pib korraga matemaatika ja informaatika erialal ning Pille 6pib
matemaatika erialal, kuid mitte korraga matemaatika ja informaatika erialal.



Lause 2. Pole nii, et Robert ja Pille 6pivad molemad korraga matemaatika ja
informaatika eriala, kuid on nii, et Pille 6pib matemaatika erialal ja Robert 6pib
korraga matemaatika ja informaatika erialal.

5. Uue hoone turvateenistuse lepingusse on sattunud iiks esmapilgul vérdlemisi ras-
kesti arusaadav punkt:

Alarm hakkab tdoéle, kui uks avatakse ja stopp-nupp pole alla vajutatud
ajal, mil alarm on aktiivne, voi kui ruumis on liikumine ja pole nii, et
stopp-nupp on alla vajutatud voi alarm pole aktiivne.

Lihtsustada seda tingimust.

6. Roovimises siilidistatuna toodi kohtu ette kolm kahtlustatavat A, B ja C. Juurdlus
tegi kindlaks jargmist:
¢ Kui A on siitlitu voi B on siititu, siis C on stitidi;

e Kui A on siiiitu, siis C on siititu.

Kas sellest jareldub, et A on siiiidi?

7. Kastevalla vanim elanik Jakup Orupdld sai hiljuti saja-aastaseks ning vallalehe re-
porter vottis temalt intervjuu. ,Mis on teie pika eluea saladus?“ tahtis reporter teada.
»Ma jélgin ranget dieeti,“ vastas Jakup. , Kui ma ei joo 16unaks olut, siis ma s66n kala.
Alati, kui mul on 16unaks nii 6lu kui kala, ei s66 ma jddtist. Kui ma s66n jadtist voi ei
joo olut, siis ei s66 ma kala.“ Intervjueerija leidis, et vastus on vordlemisi keeruline.
Proovige teie seda lihtsustada ja kindlaks teha, mida Jakup Orupdld 16unaks s66b.

8. Kas jargmises tarkvaraspetsifikatsioonis antud tingimused on omavahel koosko-
lalised?

Siisteemitarkvara uuendamise ajal kasutajad failisiisteemile juurde ei paa-
se. Kui kasutajad pddsevad failististeemile juurde, siis on voimalik salves-
tada uusi faile. Kui pole voimalik salvestada uusi faile, siis ei uuendata ka
sisteemitarkvara.

9. Masina t66s esineb kahte liiki hiireid: vibreerimine ja sidelemine. Uhe tunni jook-
sul voib kumbki nimetatud héiretest esineda kogu tunni véltel v6i tildse mitte esineda,
vahepealset vdimalust ei ole.

Masina t66d saab maojutada juhtkangi ja kaitseseadme nupu abil. Masina olek jarg-
misel tunnil séltub tiheselt olukorrast eelmisel tunnil: masin vibreerib (ei vibreeri),
kui ta vibreeris (ei vibreerinud) eelmise tunni jooksul; seda aga tingimusel, et séddele-
mise puudumisel juhtkangi sisse ei liilitatud. Kui aga juhtkang liilitati sisse ja masin
vibreeris, siis niilid masin enam ei vibreeri, ja imberpdordult: kui juhtkang liilitati sis-
se ja masin ei vibreerinud, siis hakkab ta niiiid vibreerima. Edasi, kui eelmisel tunnil
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vajutati nupule, siis masin hakkab voi ei hakka sddelema soltuvalt sellest, kas ta eel-
mise tunni jooksul vibreeris voi mitte. Kui aga nupule ei vajutatud, siis masin hakkab
(ei hakka) sddelema, kui ta enne ei vibreerinud (vibreeris).

Niilid aga masin vibreerib ja sddeleb. Mida tuleks ette vdtta kangi ja nupuga, et kor-
valdada jargmiseks to6tunniks molemad héired? Mida tuleks kangi ja nupuga teha, et
masin tootaks hiireteta kogu aeg?

2. Toesuspuu meetod

10. Kontrollida tdesuspuu meetodil, kas valem on kehtestatav.
a) —\A&—|(A—>B) C) —|(—|A—>B)&(—|A&C<—>B)
b) (AvB)&(B—C)&-(AvC)

11. Kontrollida tdesuspuu meetodil, kas valem on samaselt tdene.
a) -(-BvA)v(A—B) c) (A-(B-C))»((A-B)—(A-0())
b) -(-~Av-B&A)—(BVvC) d) (A-Cv-A->B)vC

12. Téita jairgmine tabel.

Ulesanne Toesuspuu tippu  Jireldus, kuiigas  Jireldus, kui

kirjutame harus on mones harus
vastuolu pole vastuolu

Kas F on

kehtestatav?

Kas F on

samaselt toene?

Kas F on

samaselt vaar?

13. Lausearvutuse valemi F kohta on teada, et valem —-F v G ei saa olla samaselt
toene ega ka mitte samaselt védr. Kas siit saab midagi jareldada valemi F liigi kohta ja
kui saab, siis mida?

14. Arvutis on realiseeritud lausearvutuse valemite samaselt tdesuse kontrollija, mis
teeb kindlaks, kas etteantud valem on samaselt tdene voi mitte. Arvutisse sisestati
kaks valemit, mille iildkuju oli F v G ja -F v G, ning kontrollija teatas vastuseks, et
kumbki neist valemeist ei ole samaselt tdene. Mida saab sellest jareldada valemite F
ja G liigi kohta?

15. Teha kindlaks, kas kehtivad jargmised jareldumised.



a)
b)

A—-B,B—-C,-Ck-A ¢ AvB,-AvC,-BEC
AVB,-B,C—»-AEr-C d) AVB&C,AvVB-DECVD

16. Teisendada iga arutluskiik stimbolkujule ja seejarel teha kindlaks, kas ta on kor-
rektne. Kui arutluskdik ei ole korrektne, siis tuua kontraniide lausemuutujate konk-
reetsete vadrtustega.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

Kui ma oleksin lehm, siis ma s66ksin rohtu. Ma ei ole lehm, jarelikult ma ei s66
rohtu.
Sa ei saa olla korraga rikas ja 6nnelik. Jarelikult oled sa kas mitterikas voi mitte-
onnelik. Praegu aga oled sa 6nnelik. Jarelikult sa ei ole rikas.
Mina olen tark, kui sina oled rumal. Pdike loojub idas v6i sina oled rumal. Aga
pdike ei saa korraga tousta idast ja idas loojuda, pane tdhele, et pdike touseb
idast. Jarelikult mina olen tark ja sina oled rumal.
Kui Smith ei kohanud tol 661 Jonesi, siis kas kurjategija oli Jones voi Smith va-
letab. Kui Jones polnud kurjategija, siis Smith ei kohanud tol 661 Jonesi ja sisse-
murdmine toimus parast kesk66d. Kui sissemurdmine toimus péarast keskood,
siis kas kurjategija oli Jones v6i Smith valetab. Kas nendest andmetest piisab
jarelduseks, et kurjategija oli Jones?
Kui lause A on vidr, siis lause B on toene. Kui lause C on tdene, siis lause D voi
E on tdene. Kui lause D on tdene, siis lause C on vadr. Kui lause A on tdene, siis
lause E on vidar. Jarelikult kui lause C on tdene, siis lause B on samuti tdene.

Kui sina tantsid, siis Jaana tantsib

ja Liina tantsib ka.

Kui Liina tantsib, siis Miina tantsib

ja Tiina ning sina ka.

Ent Tiina ja Niina ei tantsi,

sest nukrus on haaranud nad.

Seega Miina v6i Riina tantsib

ilma sinu ja Jaanata.

17. Keskaja skolastikud vaidlesid palju kiisimuse {ile, kas jumal on olemas v6i mitte.
Etlihtsad kinnitamised stiilis ,on“ voi , ei ole“ vastaspoolt veenda ei suutnud, piitidsid
nad oma véidet tdestada. Nii tekkis mitmeid argumenteeritud arutluskdike, mis loo-
giliste sammude teel joudsid jumala olemasolu suhtes iihele voi teisele jireldusele.
Vaatleme tihte sellist arutluskiiku.

Kurjuse probleem. Oletame, et kehtivad véited

1y

2)
3)
4)

Kui on olemas kurjus, siis kas jumal ei taha seda dra hoida voi ta ei saa seda dra
hoida.

Kui jumal on kdikvdimas, siis ta saab kurjust dra hoida.
Kui jumal on hea, siis ta tahab kurjust dra hoida.
Kui jumal eksisteerib, siis ta on koikvoimas ja hea.



5) Kurjus eksisteerib.

Toestada, et nendest vdidetest jareldub, et jumalat pole olemas.

3. Valemite teisendamine

18. Ulesanded arvutis (teisendus.zip).

4. Normaalkujud

19. Leida valemite tiielik disjunktiivne normaalkuju.
a) A>BoC&-A ¢) ~(A>C&A)&(~B<> A—B)
b) ~A-BvC<+ A

20. Leida eelmise iilesande valemite tdielik konjunktiivne normaalkuju.

21.  a) Defineerida tdielik elementaardisjunktsioon.
b) Defineerida tdielik konjunktiivne normaalkuju.
¢) Defineerida tiielik disjunktiivne normaalkuju.

22. Antud on valemite F ja G tdielikud disjunktiivsed normaalkujud. Kuidas kont-
rollida nende normaalkujude jargi, kas

a) valem F on samaviirne valemiga G c) valemist F ei jareldu valem G
b) valemist F jareldub valem G d) valem F on samaselt toene

23. Auditooriumi tulesid saab liilitada kahest kohast: laua juurest ja ukse juurest.
Muutes emma-kumma liiliti asendi vastupidiseks, saab kas liilitada tuled vilja, kui
nad on sees, voi sisse, kui nad on véljas. Kui mélemad liilitid on alumises asendis, siis
on tuled véljas. Koostada valem, mis so6ltuvalt liilitite asendist néditab, kas tuled on sees
voi viljas.

24. Hoone kiitmiseks on sinna paigaldatud kaks kiittekeha: suurem voimsusega 3000 W
ja vaiksem voimsusega 1200 W. Kiittekehad peavad té6tama vastavalt vilistempera-
tuurile jargmiselt:

* kui vélistemperatuur on korgem kui 0 °C, siis peavad molemad kiittekehad ole-
ma vélja liilitatud;

* kui vilistemperatuur on —6 °C ja 0 °C vahel, siis peab viiksem kiittekeha olema
sisse liilitatud ja suurem vilja liilitatud;

* kui vilistemperatuur on —12 °C ja —6 °C vahel, siis peab suurem kiittekeha ole-
ma sisse liilitatud ja vdiksem vilja liilitatud;

* kui vilistemperatuur on madalam kui —12 °C, siis peavad molemad kiittekehad
olema sisse liilitatud.



Viélistemperatuuri fikseerimiseks on hoone vilisseinale kinnitatud kolm andurit 1, 2
ja 3. Seejuures andur 1 annab signaali (liilitub sisse), kui temperatuur langeb alla 0 °C,
andur 2 annab signaali, kui temperatuur langeb alla —6 °C ja andur 3 annab signaali,
kui temperatuur langeb alla —12 °C. Koostada valemid, mis niitavad kummagi kiitte-
keha to6tamist voi mitteto6tamist soltuvalt andurite saadetud signaalidest.

25. Kahendarvude liitmine. Loogikaskeemid pannakse kokku loogikaelementidest,
millest igaiiks sooritab oma sisenditega elementaarseid lausearvutuse tehteid. Levi-
nud loogikaelemendid vastavad niiteks konjunktsioonile, disjunktsioonile ja eituse-
le:

A A
A&B A\/B A%ﬁ/x

B B

Poolsummaator on loogikaskeem, mille sisendiks on kahendnumbrid A ja B ning vél-
jundiks nende numbrite summa viimane koht S ja liitmisel tekkiv tilekanne K. Tdis-
summaator on loogikaskeem, mille sisendiks on kahendnumbrid A ja B ning eelmi-
sest jargust tekkinud tilekanne C ning véljundiks nende kolme numbri summa viima-
ne koht S ja tekkiv tilekanne K.
a) Panna iilaltoodud loogikaelementidest kokku poolsummaator.
b) Panna iilaltoodud loogikaelementidest kokku tdissummaator.
¢) Olgu antud kahendarvud A; A, As ja B; B» Bs. Koostada loogikaskeem, mis sisen-
dite A;, Az, A3, By, B2, B3 pohjal annab véljundiks nende kahendarvude summa
kahendkohad S;, S», S3 ja liitmisel tekkiva tilekande K.

26. Lahendada keskkonnas http://loogika.cs.ut.ee/truthtable/ iilesande-
kogu , Diskreetne matemaatika I - Valemi koostamine*.

5. Predikaadid ja kvantorid

27.  a) Olgu P(x)=,x>3“ Millise tdeviddrtusega on laused P(4), P(3), P(2)?
b) Olgu Q(x,y) = ,x = y+3“. Millise tdevddrtusega on laused Q(1,4), Q(3,0)?
c) Olgu R(x,y,2z) = ,z+y = x“. Millise tdevéirtusega on laused R(1,2,3),
R(1,0,0)?

28. Koigi tdisarvude hulgal on antud predikaat Q(x) = ,x+1 > 2x“. Leida jirgmiste
valemite toevairtused.

a) Q(1) c) IxQ(x) e) 3x-Q(x)
b) Q(-1) d) YxQ(x) f) Vx-Q(x)

29. Taiita jargmine tabel.


http://loogika.cs.ut.ee/truthtable/

Valem Valem on toene, kui Valem on viir, kui
VxQ(x) apuhul Q(a)=_ apuhul Q(a)=_

JxQ(x) apuhul Q(a)=_ apuhul Q(a)=_

30. Olgu L(x) =, x on kdinud Litis“ ning indiviidide piirkond koigi selles klassis vii-
bivate tudengite hulk. Mida tdhendavad jargmised valemid?
a) JxL(x) ¢) -3xL(x) e) -VxL(x) g) -3x-L(x)
b) VxL(x) d) Jx-L(x) f) Vx-L(x) h) -Vx-L(x)

31. Olgu J(x) = ,x on jines“ ja H(x) = ,x hiippab“, kusjuures indiviidide piirkond
on koigi loomade hulk. Panna jargmised valemid kirja sonalisel kujul.

&) Vx(J(x) > H(x)) 0 3x(J(x) > H(x))

b) Vx(J(x)&H(x)) d) Ix(J(x)&H(x))

32. Votta kasutusele predikaadid ja panna lause kirja predikaatarvutuse valemiga.
Piitida lause struktuuri véljendada voimalikult tapselt.
a) Iga hobune on neljajalgne, kuid méni neljajalgne pole hobune.
b) Mitte koik linnud ei oska lennata.
¢) Mitte iikski poliitik pole aus.
d) Koik on hea, mis histi lopeb.
e) Koik kalad, vélja arvatud haid, on lahked laste vastu.
f) Moni on teravmeelne ainult siis, kui ta on purjus.
g) Igaiiks, kes on ldrmakas, héirib koiki teisi peale iseenda.
h) Igainimene on paremal jarjel kui moni teine.

33. Panna jargmised laused kirja predikaatarvutuse valemiga, kus predikaadid on
maédratud koigi inimeste hulgal.

a) Igaiihel selle rithma tudengitest on mobiiltelefon.

b) Keegi selle rithma tudengitest on kdinud Austraalias.

c) Selles rithmas leidub tudeng, kes ei oska ujuda.

d) Koik selle rithma tudengid oskavad lahendada ruutvérrandit.
e) Moni tudeng selles rithmas ei taha saada rikkaks.

6. Predikaadid ja kvantorid

34. Koigi loomade hulgal on antud predikaadid K(x) = ,x on koer“ ja H(x) = ,x
haugub®. Viljendada jargmised viited predikaatarvutuse valemiga.



a) Koik koerad hauguvad. ¢) Moni koer haugub.
b) Mitte {ikski koer ei haugu. d) Moni koer ei haugu.

35. Koigi inimeste hulgal on antud predikaat A(x, y) = ,x armastab y-t“. Panna jirg-
mised viited kirja predikaatarvutuse valemiga.

a) Igaiiks armastab kedagi. e) Igaiiks armastab kedagi armunut.
b) Leidub keegi, keda kdik armastavad

c) Pole kedagi, keda ei armastata. f) Koik armunud armastavad iseen-
d) Leidub vastuseta armastust. nast.

36. Eeldame, et predikaat P(x) on méiratud 16plikul hulgal {1,2,3}. Kirjutada jirg-
mised valemid lahti konjunktsioonide, disjunktsioonide ja eituste kaudu.

a) JxP(x) ©) 3xP(x)&3Ix—-P(x) e) Vx(x#2-P(x))

b) VxP(x) d) Vx(x<3&P(x))

37. Hulgal {0,1,...,999} on defineeritud predikaat P(x), mis iga selle hulga elemen-
di puhul tagastab mingi tdevadrtuse. Jirgmine Pythoni programm kontrollib, kas va-
lem 3xP(x) on tdene:

vastus = False
for x in range(1000):
if P(x) == True:
vastus = True
break
if vastus == True:
print("Valem on tdene")

Koostada programm, mis kontrollib, kas valem 3xP(x) on véir.

38. Lahendada arvutiiilesanded iilesandekogust kvantorid. pyk. Juhised asuvad Mood-
le'is.

7. Viidete viljendamine

39. Leida jargmiste valemite tdevadrtus, kui pohihulk on reaalarvude hulk R.
a) Jx(x=-x) g IxVy(x*>y)
bi zxgzgix)) h) Vx(x#0-3y(xy=1))
c) Vx(x“>x
i) JxVv 0 =1
d) Vx3Iy(x*<y) T) 0=y =)
e) IxVy(xy=y) j) 3xIy(x+y=4&x-y=1)
f) Vx3y(x=y?) K VxIy(x+y=2&2x-y=1)
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40. Olgu interpretatsiooni kandja hulk N ja signatuur (0, 1;+,-; =), siimbolite interp-
retatsioon standardne. Viljendada jargmised predikaadid ja viited. (Koik véited tuleb
véljendada ainult signatuuris antud siimboleid ja loogikatehteid kasutades.)

a) x-y=z i) xjagub y-ga

b) x/y:z j) x onalgarv

¢) x on paarisarv k) jagatise x / y tdisosa on z
d) x on paaritu arv 1) jadk x jagamisel y-ga on z
e) xlopeb 3-ga m) SUT(x,y)=2z

f) x on tdisruut n) VUOK(x,y) =z

g) x<y 0) xonarvu 2 aste

h) x<y p) x'=z

41. Matemaatilistes tekstides esineb sageli lauseid, kus objektilt ndutakse lisaks va-
jalikule omadusele veel moéne lisatingimuse tdidetust. Nditeks ndutakse, et otsitav ob-
jekt oleks ainus v6i vihim vms. Olgu P(x) naturaalarvude hulgal méiiratud predikaat,
mis esitab teatavat arvude omadust P. Viljendada jairgmised laused valemiga signa-
tuuris (0,1;+,+;=, P(x)).

a) Leidub tdpselt tiks arv, millel on omadus P

b) x on vidhim arv, millel on omadus P

¢) Kéigil arvudel vahemikus x-st y-ni on omadus P
d) Arve, millel on omadus P, on l6pmata palju

42. Jargnev definitsioon médratleb, mida tdhendab lause ,funktsiooni f piirvaartus
kohal a on L“.

Iga reaalarvu € > 0 jaoks leidub selline reaalarv § > 0, et iga reaalarvu x
puhul kehtib: kui |x - a| < §, siis | f(x) - L| <e.

Olgu pohihulgaks reaalarvude hulk. Eeldame, et signatuur sisaldab koiki selles defi-
nitsioonis esinevaid matemaatilisi siimboleid.

a) Viljendada eeltoodud definitsioon predikaatarvutuse valemiga.

b) Véljendada ja lihtsustada lause: ,Funktsioonil f kohal a piirvdartust ei leidu.”

8. Interpretatsioonide koostamine

43. Leida jargmistele tildisuskvantoriga algavatele vdidetele kontraniited, kui vale-
mid on madratud koigi tdisarvude hulgal.
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a) Vx(2x+12x) d) VxVy(xy>x)
b) Vx(x>0vx<0) e) VxVy(x*#y°)
o) VxVy(x*=y*>x=y) f) VxIy(x<y* &y < x+100)

44. Miirata valemi liik (samaselt toene, samaselt véar, kehtestatav).
a) Vx(-A(x)v-B(x))—->Vx(A(x)&B(x)—>C(x))
b) Vx(P(x)—-3y(P(y)~Q(x,¥)))
) Vx(P(x)>-Q(x)) &Vx(Q(x)VR(x)) > Vx(P(x)—>R(x))

45.  a) Defineerida predikaat.
b) Defineerida interpretatsioon.
46. Leida valemi 3xV y(x < y*) teviirtus, kui siimboleid interpreteeritakse tavali-
ses tdhenduses ja interpretatsiooni kandja on
a) positiivsete reaalarvude hulk
b) tdisarvude hulk
¢) nullist erinevate tdisarvude hulk

47. Leida valemi Vx3y(xy = 1) tdeviirtus, kui siimboleid interpreteeritakse tavali-
ses tdhenduses ja interpretatsiooni kandja on

a) nullist erinevate reaalarvude hulk

b) nullist erinevate tdisarvude hulk

¢) positiivsete reaalarvude hulk

48. Lahendada arvutiiilesanded {iilesandekogust interpret.pyk. Juhised asuvad
Moodle’is.

9. Viljendamine II

49. Teha kindlaks jargmiste valemite ja lausete vabad muutujad.
a) IxI(x)&A(x)
b) VxT(x,y)&3zT(x,z2)
) VxVy(A(x) &I(x) &-A(y) &I(y)) > T(x,y)
d) Igareaalarvu x puhul, mis on suurem kui y, kehtib x(x+1) > y.
e) Arvude x ja y vahel leidub arv z nii, et |x— z| = |y - 2|.
f) Pole olemas arve x ja y, mille puhul x* + y* = -1.

50. Olgu interpretatsiooni kandja N ja signatuur (0,1;+,-;=). Véljendada jirgmised
laused predikaatarvutuse valemiga.
a) xjagub kahe erineva paarisarvuga
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b) xjagub koigi y-st viiksemate positiivsete arvudega

-~

c) Sellest, et kahe arvu summa on paarisary, ei jareldu, et mélemad arvud on paa-

risarvud
d) Arvude x ja y viimaste numbrite summa on 5
e) Uhegi arvu ruut ei anna 3-ga jagamisel jadki 2
f) Arvude x ja y vahel, kus x < y, leidub tédpselt iiks tdisruut
g) x on suurim algarv, millega y jagub

51. Olgu interpretatsiooni kandja P(N) (naturaalarvude hulga koéigi alamhulkade
hulk) ja signatuur (; ; €). Viljendada jirgmised predikaadid.

a) X=Y d Xu(Ynz)=w g X\Y=Z
b) X=N e) XnY =0 h) [X|=1
0 XnY=Z f) X'=v i |X|=2

52. Koigi tdisarvude hulgal Z on antud jargmised predikaadid: N(x) = ,x on natu-
raalarv, A(x) = ,x-1on omadus A“ja V(x,y) = ,x on viiksem kui y“. Avaldada jérg-
mine lause predikaatarvutuse valemiga:

Kui leidub naturaalarv, millel on omadus A, siis koigi nende naturaalar-
vude hulgas, millel on omadus A, leidub vihim naturaalarv.

53. Sakorraldad peo ja kutsusid sinna koik sobrad. Véljendada jargmised laused pre-
dikaatarvutuse valemiga (pohihulgaks koigi soprade hulk).

a) Kui koik sobrad tulevad peole, siis me peame ostma rohkem toitu.

b) Leidub selline sdber, et kui ta tuleb peole, siis me peame ostma rohkem toitu.
Nendele lausetele vastavad valemid tulevad loogiliselt samavéirsed vastavalt predi-
kaatarvutuse pohisamavédrsuste 4. rithma teisele samavaarsusele. Kuid on ilmne, et
eesti keeles ei tdhenda need laused sama asja. Selgitada, mis siin toimub. Kas lausetele
vastavad valemid on ikka 6iged?

10. Toesuspuu predikaatarvutuses

54. Teha kindlaks, kas valem on samaselt toene, samaselt vair voi ei kumbki.
a) 3xA(x)—VxB(x)—-VYx(A(x)—B(x))
b) VxA(x)—3xB(x) < Ix(A(x)—>B(x))
0 3x(=Vy(P(x)~>Q(y)) &-P(x))
55. Predikaatarvutuses kehtib teatavasti distributiivsuse seadus iildisuskvantori ja
konjunktsiooni vahel ning olemasolukvantori ja disjunktsiooni vahel. Selles iilesan-

des uurime, kas predikaatarvutuses kehtib ka distributiivsuse seadus iildisuskvantori
ja implikatsiooni vahel.
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a) Kirjutada vilja uuritava seaduse vasak pool ja parem pool.

b) Teha kindlaks, kas vasakust poolest jareldub parem pool.

¢) Teha kindlaks, kas paremast poolest jareldub vasak pool.

d) Kas distributiivsus iildisuskvantori ja implikatsiooni vahel kehtib?

56. Teha kindlaks, kas kehtivad jargmised jareldumised.

a) Koik noorpoliitikud on aktivistid. Méned aktivistid on igorandid. Jarelikult mo-
ned noorpoliitikud on ignorandid.

b) Méned tuulelohed ei suuda lennata. Méned objektid, mis suudavad lennata, on
aerodiinaamilised. Jarelikult moned tuulelohed ei ole aerodiinaamilised.

¢) Moned asjad on vilkuvad ja méned siravad. Koik vilkuvad ja siravad asjad on
helkivad. Kdik asjad, mis on siravad ja helkivad, on kiiiitlevad. Jarelikult méned
asjad on kiititlevad.

57. Avada programmiga pred.zip ililesandekogu prakt10.pyk ning koostada eel-
mise iilesande iga sellise osaiilesande kohta, kus jareldumine ei kehti, interpretat-
sioon, milles eeldused on tdesed, aga vdide védr.

58. On teada jargmised faktid.
1. Kaik rohelised draakonid oskavad lennata.
2. Iga draakon on 6nnelik, kui kdik tema lapsed oskavad lennata.
3. Draakon on roheline, kui ta on vihemalt iihe rohelise draakoni laps.

Toestada, et koik rohelised draakonid on 6nnelikud.

59. Habemeajaja paradoks. Tuua sisse sobivad predikaatsiimbolid ja panna jarg-
mised laused kirja predikaatarvutuse valemitega.

a) Igahabemeajaja ajab habet koigil neil, kes ise endal habet ei aja.

b) Ukski habemeajaja ei aja habet kellelgi, kes ise endal habet ajab.
Toestada, et nendest lausetest jareldub lause

¢) Habemeajajaid pole olemas.

11. Samavaidrsuste kasutamine

60. Leida lausete eitused ja lihtsustada neid predikaatarvutuse pohisamavéirsuste
abil.

a) Leidub arv, mis on vdiksem kui tiksk6ik milline positiivne arv.

b) Iga positiivse arvu jaoks leidub temast vdiksem positiivne arv.

c) Igas kiilas leidub elanik, kes tunneb iga tilejadnud elanikku selles kiilas.
d) Leidub kiila, kus vdahemalt iihte elanikku ei tunne tikski selle kiila elanik.
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61. Kas jargmised laused véljendavad sama méotet?

a) 1) Inimesed pole loomad
2) Loomad pole inimesed

b) 1) Moned poliitikud pole inimesed.
2) Moned inimesed pole poliitikud.

c) 1) Eileidu fakti, mida ei saa kontrollida.
2) Uhtegi fakti ei saa kontrollida.
3) Leidub fakt, mida saab kontrollida.
4) Koiki fakte saab kontrollida.
5) Pole nii, et koiki fakte saab kontrollida.

d) 1) Iga kodanik on rikkunud ménda seadust.
2) Ei leidu kodanikku, kes ei ole rikkunud tihtegi seadust.
3) Ei leidu kodanikku, kes ei ole rikkunud koiki seadusi.
4) Fi leidu seadust, mida pole rikkunud tikski kodanik.
5) Ei leidu seadust, mida pole rikkunud kéik kodanikud.

62. Su sober vididab, et temale kvantoritest V ja 3 ei piisa, vaid vaja oleks veel kvan-
toreid. Siis saaks néiteks véljendada fraase ,mitte {ihegi puhul®, ,tdpselt ithe puhul®
ja ,koigi, vilja arvatud iithe puhul“. Niiteks lause ,Mitte ithegi x puhul pole x* < 0%,
Mida peaks talle vastama?

63. Lahendada programmiga teisendus predikaatarvutuse valemite teisendamise
iilesanded iilesandekogust gmlpredteis. ylk. Juhised asuvad Moodle'is.

12. Toestamine interpretatsioonide abil

64. Teatavasti tekib predikaatarvutuse valemile tdevaartus alles siis, kui on méédratud
interpretatsioon. Vaatleme valemit

Vy3dx(A(x)&B(x,y)).

Leida selle valemi tdevadrtus jairgmistes interpretatsioonides.
a) KandjaN ning A(x) = ,x on algarv“, B(x,y) = ,x> y*“.
b) Kandja P(N) ning A(x) =, x on iiheelemendiline®, B(x,y) = ,x € y*.
¢) Kandja Z* ning A(x) = ,x on paarisarv*, B(x, y) = ,x on y-i tegur®.

65. Olgu interpretatsiooni kandjaks kolmeelemendiline hulk {a, b, c}. Mitmel viisil
saab interpreteerida
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a) konstantsiimbolit d) kahekohalist funktsionaalstimbolit?
b) tihekohalist predikaatstimbolit
¢) kahekohalist predikaatsiimbolit

66. Toestada, et
a) valemid VxA(x) v VxB(x)jaVx(A(x)Vv B(x)) eiole samaviirsed;
b) valemid VxA(x)vVxB(x)jaVxVy(A(x)vB(y)) onsamaviirsed.

67. Toestada vahetu arutlusega, et kehtivad jargmised jareldumised.
a) Vx(P(x)~>-Q(x)), Vx(R(x) > Q(x)) = Vx(P(x) > -R(x))
b) Ix(P(x)&R(x)),-3Ix(P(x)&Q(x)) = Ix(R(x) &-Q(x))
¢) 3xP(x)—3xQ(x) = Ix(-=P(x) Vv Q(x))
d) Ix3yIz-~(P(x)VvP(y)—>P(z))EJaP(a)

68. Teha kindlaks, kas esimesest valemist jareldub teine ja kas teisest valemist jérel-
dub esimene. Pohjendada vastuseid interpretatsioonide abil. Kas valemid on sama-
vadrsed?

a) 3x(A(x)&-B(x)&C(x))ja-Vx(C(x)—-A(x)VvB(x))
b) -3x(P(x) < Q(x))jaVxP(x) < -3xQ(x)
69. Kirjutada jargmise tabeli igasse lahtrisse, kas kehtib distributiivsuse seadus selle

kvantori ja tehte vahel.
‘& VvV = o

v
E|

13. Viidete toestamine I

70. Teha kindlaks, kas téestus on korrektne. Kui ei, siis selgitada, mis on valesti.

a) Eeldus. Igale poisile meeldib moni tiidruk.
Viide. Leidub tiidruk, kes meeldib koigile poistele.
Téestus. Eeldame, et igale poisile meeldib moni tiidruk. Olgu a vabalt valitud
poiss. Eelduse pdhjal meeldib a-le méni tiidruk. Olgu see tiidruk b. Kuna poiss a
oli valitud vabalt, siis voime seda arutelu korrata iga poisi puhul. Jarelikult igale
poisile meeldib tiidruk b. Jarelikult leidub tiidruk, kes meeldib koigile poistele.

b) Eeldus. Leidub tiidruk, kes meeldib koigile poistele.
Viide. Igale poisile meeldib méni tiidruk.
Toestus. Eeldame, et leidub tiidruk, kes meeldib koigile poistele. Olgu c selline
tiidruk. Olgu d vabalt valitud poiss. Meil on vaja tdestada, et d-le meeldib moni
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tiidruk. Teame, et koigile poistele meeldib c. Jarelikult ka d-le meeldib c. Jare-
likult leidub tiidruk, kes d-le meeldib. Kuna d oli valitud vabalt, siis saame, et
igale poisile meeldib moni tiidruk.

c) Viide. On olemas maksimaalselt iiks inimene.

Toestus. Oletame véitevastaselt, et on olemas rohkem kui iiks inimene. Valime
vabalt inimese e. Siis leidub selline inimene f, et f # e. Kuna e oli valitud va-
balt, siis kehtib Vx(f # x). Uldisuskvantori moiste pohjal saame siit f # f. Kuid
samal ajal f = f. Oleme joudnud vastuolule. Jarelikult ei saa rohkem kui tihte
inimest olemas olla.

d) Eeldus 1. Valner imetleb ainult neid suuri néitlejaid, kes ei imetle iseennast.
Eeldus 2. Valner imetleb koiki neid suuri néitlejaid, kes ei imetle iseennast.
Viide. Valner ei ole suur néitleja.

Toestus. Oletame, et Valner on suur néitleja. Valner kas imetleb iseennast voi ei
imetle. Nditame, et molemad juhud viivad vastuolule, mistdttu meie oletus, et
Valner on suur niitleja, peab olema viir. Kdigepealt eeldame, et Valner imetleb
iseennast. Esimese eelduse ja meie oletuse, et Valner on suur néitleja, pohjal
Valner ei imetle iseennast, mis on vastuolu. Teisel juhul eeldame, et Valner ei
imetle iseennast. Kuid siis teisest eeldusest ja meie oletusest, et Valner on suur
néitleja, jareldub, et Valner imetleb iseennast. Seega molemal juhul saame vas-
tuolu.

71. Toestada vahetu arutlusega, et kehtivad jargmised jareldumised
a) 3x(B(x)—>C(x)),VxB(x)EIxC(x)
b) JxA(x)—>VxB(x)EVx(A(x)—>B(x))
c) Vx(A(x)—>B(x))E=3Ix-B(x)—>-YxA(x)
d) VxP(x) < 3xQ(x) = Ix(P(x) < Q(x))

72. Siillogism Festino on arutlusskeem, mis viljendub jargmises arutluses.

Kui tikski lind pole neljajalgne ja leidub elusolend, kes on neljajalgne, siis
leidub elusolend, kes pole lind.

Panna see siillogism kirja predikaatarvutuse valemitega ja tGestada, et siillogism on
korrektne.

73. Toestada siillogismi Celarent korrektsus:
Kui iikski roomaja ei ole karvane ja koik maod on roomajad, siis tikski

madu ei ole karvane.

74. Jargmised arutluskdigud on voetud Lewis Carrolli (tuntud ka kui raamatu ,Alice
imedemaal“ autor) teosest ,Symbolic Logic“ (1896). Panna need arutluskdigud kirja
valemkujul ja tdestada, et nad on korrektsed.
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a) Lapsed on ebaloogilised. Me ei polasta kedagi, kes saab jagu krokodillist. Me p6-
lastame kdiki, kes on ebaloogilised. Jarelikult iikski laps ei saa jagu krokodillist.

b) Ukski part ei oska tantsida valssi. Ukski ohvitser ei liikka tagasi kutset valsile.
K6ik minu kodulinnud on pardid. Jarelikult minu kodulinnud pole ohvitserid.

75. Arutluskidigu korrektsus voi mittekorrektsus séltub tihti sellest, kuidas mingit
mittemottelist lauset moistetakse. Jargmises arutluskdigus on esimene eeldus kahe-
motteline. Teisendada see arutluskiik valemkujule kahel viisil. Esimesel juhul eeldus-
test jareldub vdide. Toestada seda vahetu arutlusega. Teisel juhul ei jareldu. Kirjeldada
olukorda, kus eeldused on tdesed, aga viide védr.

Igaiiks imetleb mingit punapead.
Igaiiks, kes imetleb iseennast, on iilbe.

Jérelikult keegi punapea on tilbe.

76. Vaatleme jargmist arutluskdiku.

Kui antud indiviidi eellase iga eellane on alati ka antud indiviidi eellane
ja tikski indiviid pole iseenda eellane, siis peab leiduma keegi, kellel pole
eellasi.

Kas see arutluskiik on korrektne?
77. Toestada, et eeldustest jareldub viide.

Iga hulga X puhul leidub hulk Y, mille véimsus on
suurem kui hulga X voimsus.

Kui hulk X kuulub hulka Y, siis hulga X voimsus ei
ole suurem kui hulga Y véimsus.

Ko6ik hulgad sisalduvad hulgas U.

Jarelikult U pole hulk.

14. Viidete toestamine I1

78. Vaatleme jareldumist kujul
eeldus, eeldus, eeldus E vdide

kus eeldused ja vdide on mingid predikaatarvutuse valemid. Kuidas tuleks selle jirel-
dumise toestamisel kasitleda olukorda, kus
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a) eeldus on kujul 3x(...) e) viide on kujul Vx(...)

b) eeldus on kujul Vx(...) f) viide on kujul 3x(...)
c) eeldus on kujul (...) Vv (...) g) viide on kujul (...) - (...)
d) eeldus onkujul (...)—>(...) h) viide onkujul (...) v (...)

79. Toestada vahetu arutlusega jairgmised jareldumised.
2) 3x(P(x) > Q),3x(Q— P(x)) - 3x(P(x) < Q)
b) Vx(A(x)—B(x)),-Vx(A(x)—>C(x))EIx(-C(x)&B(x))
¢) —=3xP(x),-3x(Q(x)&R(x)),Vx(P(x)vQ(x)VR(x))EVx(R(x)<-Q(x)
d) VxVy(L(x,y)—>L(y,x)),IxVyL(x,y) EVxIyL(x,y)

80. Toestada vahetu arutlusega, et jairgmised valemid on samaselt tdesed.
@) IxVy(P(y) v (P(x) > Q(x,7)))
b) Vx(Zy(R(x,y) > ~S(3)) vS(x))
¢) VxA(x)—3IxB(x)< Ix(A(x)—>B(x))
d) Vx3y(C(x,y)&C (%) > C(x,x))

81. Igapdevaelus tuleb teinekord ette arutluskdike, mis pole loogiliselt korrektsed.
Kui loogikaviga tehakse tahtlikult, siis nimetatakse sellist kditumist demagoogiaks.
Panna jargmised arutluskdigud kirja valemkujul ja selgitada, milles seisneb nendes
arutluskéikudes viga.
a) Poordvdite viga. Koik suured projektid on keerulised. See projekt on keeruline.
Jérelikult see projekt on suur.
b) Vastanduvdite viga. Kdik ausad inimesed maksavad makse. Robert ei ole aus ini-
mene. Jarelikult Robert ei maksa makse.
¢) Kui kompileerimisel tekib veateade, siis programm ei ole korrektne. Kompilee-
rimisel ei tekkinud veateadet. Jarelikult programm on korrektne.
d) Ukski hea auto ei ole odav. Simbaru ei ole odav. Jirelikult Simbaru on hea auto.
e) Tartu tdnavad on heas korras — sest néete, Roosi tdnav on heas korras.

82. Formuleerida arutlusskeem, mis sarnaneks eelmise iilesande punktide a) ja b)
aluseks olevate skeemidega ja mis oleks loogiliselt korrektne. Tdestada predikaatar-
vutuse vahenditega, et see skeem on téepoolest loogiliselt korrektne.

83. Toestada, et esimesest lausest jareldub teine.
1) Professor on rodmus, kui kdik tema dpilased armastavad loogikat.

2) Professor on ro6mus, kui tal ei ole opilasi.

84. Voileib Krakovi vorstiga. Tuntud panteroloog Pauka on teinud iihe kindla kvartali
kasside kohta 9 huvipakkuvat tdhelepanekut. Huvipakkuvat seepoolest, et esmapilgul
ei ndi neil olevat mingit omavahelist seost. See on aga siiski olemas. Enamgi, nende
vaatluste alusel voib teha iilesande pealkirja suhtes {isna kindla jarelduse. Millise?
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1) Spetsiaalseltloomadele ettendhtud einelauas ,Roheline aas“ pakutakse alati voi-
leibu Krakovi vorstiga.

2) Ukski kass, kes ei eelista poldhiiri koduhiirtele, ei kiilasta loomaaeda.

3) Kéik kassid oskavad nduguda.

4) Uhtki kassi, kes pole kollast karva, ei saa kahtlustada rodsa koore varguses.
5) Iga kass, kes oskab nduguda, voib kiia 60siti dues.

6) Iga kass, kes ei varasta rooska koort, kiib einelauas , Roheline Aas*.

7) Koik kassid, kes kdivad 606siti dues, eelistavad koduhiiri példhiirtele.

8) Ainult need kassid, kes kiilastavad einelauda ,,Roheline Aas“, armastavad voi-
leiba Krakovi vorstiga.

9) Ainult need kassid, kes kdivad loomaaias, on kollast karva.

15. Loogika kordamine

85. Teha toesuspuu abil kindlaks, kas valem on samaselt toene, samaselt vddr voi ei
kumbki.
a) A&-B<B-C
b) (A~(B—~C))~((A->B)~(A~C))
¢) (A->C&A)&(A—->B+<-B)

86. Olgu hulgal {a, b, c} médratud jirgmised predikaadid:
P(x) Q(x) R(x,y)

a b c a b c
t t v t v v

Leida jargmiste valemite toevadrtused.
a) 3xVy(P(x)«<Q(y))
b) -~3x-3y(P(x) > Q(y))
0 Vx(P(x) > 3y-(P(y) > Q(x)))
d) 3xVy-(R(x,y)VR(y,x))
e) Vx(IyR(x,y)Vv3IzR(z,x))
f) Vx3y3z-(R(x,y)—>-R(z,x))

87. Olgu interpretatsiooni kandjaks kaigi naturaalarvude hulk N ning signatuur (0, 1;
+,+=). Viljendada jirgmised laused.

a) Arvude x ja y vahel leidub 5-ga jaguv arv.

b) Koik arvude x ja y vahel asuvad algarvud avalduvad kujul 4n + 1.
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c)
d)

X jagub tépselt iihe algarvuga.
x on vdhim paarisarv, mille ruut jagub y-ga.

88. Lihtsustada valemid predikaatarvutuse pohisamavéirsuste abil.

a)
b)

=((3xP(x) > 3IxQ(x)) > Vx-P(x) & Vx-Q(x))
Vy(3xA(x) > B(y)) &Vy(B(y) - VxA(x))

89. Leida jargmiste valemite prefikskuju.

a)
b)

VxA(x) < 3xB(x)
IxA(x)&3IxB(x) > C(x)

90. Laual on hulk geomeetrilisi kehasid. Teha iga jargmise arutluse puhul kindlaks,
kas eeldustest jareldub viide. Kui jah, siis esitada tdestus. Kui ei, siis tuua kontrandide.
(Igas iilesandes on erinev olukord.)

a)

b)

c)

d)

Eeldus 1. Iga kujund on kuup v6i piiramiid.
Eeldus 2. Vihemalt iiks kujund ei ole kuup.
Viide. Vdhemalt iiks kujund ei ole piiramiid.

Eeldus 1. Iga kujund on kuup v6i ptiramiid.
Eeldus 2. Vahemalt {iks kujund ei ole kuup.
Viide. Vdhemalt iiks kujund on piiramiid.

Eeldus 1. Iga kuup on suurem igast piiramiidist.

Eeldus 2. Iga piiramiid on suurem igast silindrist.

Viide. Iga kuup on suurem igast silindrist.

Eeldus 1. Alati, kui {iks kujund asub teisest vasakul, on esimene kujund teisest
suurem.

Eeldus 2. Koik kuubid on rohelised.

Eeldus 3. Koik piiramiidid on hallid.

Eeldus 4. Ukski roheline kujund ei ole iihestki rohelisest kujundist suurem.
Viide. Ukski kuup ei asu iihestki teisest kuubist vasakul.

91. Toestada vahetu arutlusega jairgmised jareldumised.

a)
b)

Vx(K(x)vP(x)),3x-R(x),Yx(K(x)—R(x))EJxP(x)
VxA(x) < Jx-B(x) E-Vx(A(x) < B(x))

16. Kontrolltoo. Niidis 2017. aastast.

1.

Kontrollida tdesuspuu abil:

a) kasvalem (C&B) &(-Av B— B&C) on samaselt viir;
b) kasvalem C&(A— B) v (C—-B&A) on samaselt tdene.
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2. Hulgal {a, b, c,d} on antud predikaadid P(x) ja S(x, y) vastavalt tabelitega

xY|a b ¢ d
x‘abcd . alv t v vV
ja bt v v v

v ot
clv v v t
dlv v v t

Leida valemite t6evddrtused ja pohjendada neid lithidalt.
a) VxVy(=P(x)&-P(y) = (x=y))
b) 3x3y(Vz(S(2,y) < S(x,¥)))

3. Defineerida vajalikud predikaadid ning véljendada predikaatarvutuse valemi-
tega jargmised laused.
a) Viljendada kasside hulgal lause: ,Iga hésti kdituva valge kassi puhul leidub
kaks erinevat musta kassi, kes ei kiditu histi.“
b) Viljendada inimeste hulgal lause: ,Eileidu kedagi, kelle sdprusringkonnas
oleks moni sober, kellel pole tihtegi sGpra.“

4. Olgu interpretatsiooni kandja koigi naturaalarvude hulk N ning signatuur (0, 1;
+,5=).
a) Defineerida ja vdljendada abipredikaadid , x jagub y-ga“, ,x > y“ja ,x on
paaritu arv®.
b) Viljendada nende predikaatide abil lause: ,x on 5-st suurem paaritu arv*.
¢) Viéljendada nende predikaatide abil lause: ,koik paaritud arvud, mis jagu-
vad x-ga, on y-st suuremad®.

5. Teisendada valem prefikskujule:

VxA(x)v-(VxB(x)&(3IxC(x,y)—>3IxD(x)))
6. a) Toestada vahetu arutlusega, et kehtib jareldumine
IxA(x) - 3IxB(x) = 3x(A(x) - B(x))
b) Leida interpretatsioon, millest ndhtuks, et ei kehti jireldumine

3x(=Q(x) = VyP(y)) = Ix(=¥yQ(y) > P(x))

17. Graafide sissejuhatus

92. Hunt, lammas ja kapsas. Talumehel on vaja paadiga iile joe viia hunt, lammas
ja kapsas. Paat on nii viike, et talumees saab kaasa votta ainult iihe neist objektidest.
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Arusaadavatel pohjustel ei voi jitta hunti samale kaldale iiksi lambaga ega lammast
tiksi kapsaga. Kuidas peaks talumees tegutsema?

Ulesande lahendamiseks koostada graaf, mille tipud on vdimalikud seisud: niiteks
(hk | PI) tihendab, et vasakul kaldal asuvad hunt ja kapsas, ning paremal kaldal paat
jalammas. Servaga on iihendatud seisud, mis on teineteisest saadavad iihe iilemine-
kuga.

93. Misjondrid ja kannibalid. Kaks misjondri ja kaks kannibali peavad iiletama paa-
diga joe, kuid paat mahutab maksimaalselt kaks inimest. Uhelgi hetkel ei tohi samal
kaldal asuda rohkem kannibale kui misjonire, sest siis s00ksid kannibalid misjonérid
dra. Kuidas saaksid koik misjonérid ja kannibalid iile joe?

94. Lahendada eelmine iilesanne juhul, kui joe peavad iiletama kolm misjonéri ja
kolm kannibali.

95. Festivali aitab korraldada 12 vabatahtlikku, kes kuuluvad jargmistesse toimkon-
dadesse:
Ulesseadmist6dd: Agu, Pihel, Luule, Kari

Piletimiiiik: Vesse, Ebe, Sduk
Toitlustamine: Raho, Vesse, Pihel, Urm

Festivalipood: Hink, Sdauk, Agu

Liikluskorraldus: Urm, Iko, Hink

Koristamine: Raho, Urm, Kari, Tirt

Koik toimkonnad peavad jargmisel nddalal korra kokku saama, kuid vabad on ainult
kolm ajavahemikku. Koostada koosolekute ajakava nii, et kdik vabatahtlikud saaksid
osaleda koigi oma toimkondade koosolekutel.

Selleks esitada iga toimkond graafi tipuna ja tdmmata tippude vahele serv, kui toim-
kondadel on tihine liige. Virvida tipud kolme vérviga nii, et {ihise liikmega toimkon-
nad oleksid alati eri vérvi, ja panna selle jargi kokku ajakava.

96. Milline on vdhim arv virve, millega saab jargmisel kaardil dra varvida koik riigid
a-g nii, et tihise piiriga riigid oleksid alati eri varvi? Kiisimusele vastamiseks joonistada
graaf, kus igale riigile vastab tiks tipp ja tipud on servaga iihendatud parajasti siis, kui
riikidel on tihine piir.

§

97. Lahendada graafiteooria programmiga lahendaja. jar iilesanded iilesandeko-
gust graafid.yk. Juhised asuvad Moodle’is.
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18. Tipuastmete teoreem

98. Leida graafi K, servade arv.
99. Kui graafil G on 15 serva ja graafil G on 13 serva, siis mitu tippu on graafil G?

100. Riigis on 16 linna, sh pealinn. Kas on véimalik rajada linnade vahele kaabli-
tihendused nii, et pealinnal oleks otseiihendus kaigi {ilejidnud linnadega ja igal iile-
jddnud linnal oleks otseiihendus tidpselt 2/3-ga kaigist teistest linnadest?

101. Riigis on 15 linna, millest osa on omavahel {ihendatud kahesuunaliste maan-
teedega. K6ik maanteed on kahesuunalised ja viljaspool linnu {iiksteisega ei 16iku.
Hommikul véljub igast linnast 5 lumesahka, millest igaiiks puhastab oma teel lumest
ithe sdidusuuna. Ohtuks jouavad koik lumesahad tee 16ppu jargmisse linna. Kas on
voimalik organiseerida lumesahkade s6idud nii, et 6htuks ei jadks tihtegi poolikult
puhastatud teed (st teed, millel oleks puhastatud ainult iiks séidusuund)?

102.  a) Kasleidub 6-tipuline graaf, milles on paaris- ja paaritu astmega tippe iihe-
palju?
b) Kasleidub 8-tipuline graaf, milles on paaris- ja paaritu astmega tippe tihe-
palju?
¢) Panna kirja tingimus, mida peab rahuldama graafi tippude arv n, et graa-
fis oleks paaris- ja paaritu astmega tippe vordselt.
d) Toestada, et iga naturaalarvu zn puhul, mis rahuldab seda tingimust, lei-
dub n-tipuline graaf, milles on paaris- ja paaritu astmega tippe vordselt.
e) Tdestada, et ithegi naturaalarvu n puhul, mis ei rahulda seda tingimust, ei
leidu n-tipulist graafi, milles oleks paaris- ja paaritu astmega tippe vord-
selt.
103. Toestada, et majas, kus on ainult iiks vilisuks, leidub ruum, millel on paaritu
arv uksi.

104. 100-tipulisel graafil on 360 serva ning iga tipp, vélja arvatud tipp v, on astmega
7. Leida tipu v aste.

105. 75-tipulisel graafil on 256 serva. Graafi koik tipud, vélja arvatud kaks, on astme-
ga 5. Leida tilejadnud kahe tipu astmed.

106. 18-tipulises tdisgraafis varvitakse osa tippe valgeks ja tilejadnud mustaks. Leida
vdhim arv tippe, mis tuleb valgeks vérvida, et erinevat vérvi tippe ithendavaid servi
oleks rohkem kui sama virvi tippe ithendavaid servi.

107. Graafis G on x tippu astmega 12 ja iilejddnud y tippu on astmega 30. Graafi G
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tdiendis on x tippu astmega 32 ja iilejadnud y tippu on astmega 14. Molemal graafil
on lihepalju servi. Leida x ja y.

19. Sidusus, isomorfism

108. Toestada, etigas vdhemalt kaheliikmelises seltskonnas leidub kaks inimest, kel-
lel on koosviibijate hulgas sama arv tuttavaid. (Eeldame, et tutvusseos on kahesuuna-
line.)

109. Kas on vdimalik vérvida 15-tipulise tdisgraafi moned servad punaseks ja tilejaa-
nud roheliseks nii, et igast tipust vdljub punaseid servi sama palju kui rohelisi?

110. Defineerida: a) sidus graaf; b) sidus komponent.
111. Graafi tippude hulk jaguneb kaheks tihisosata alamhulgaks A ja B. On teada, et
1) igasthulga A tipust pddseb m66da ahelat monda hulga B tippu;
2) igast hulga B tipust pddseb moddda ahelat igasse hulga B tippu.
Toestada, et graaf on sidus.
112. Toestada, et iga graafi G puhul on G ise voi G tdiend sidus.
113. Graafrahuldab jargmist kahte tingimust:

1) iga kahe servaga iihendatud tipu jaoks leidub tipp, mis on kummagi servaga
ithendamata;

2) iga kahe servaga ithendamata tipu jaoks leidub tipp, mis on kummagi servaga
ihendatud.

Toestada, et nii graaf kui ka tema tdiendgraaf on sidus.

114. Lahendada graafiteooria programmiga lahendaja. jar tilesanded tilesande-
kogust graafid?2.yk.

115. Defineerida graafide isomorfism.

116. Graafiteoreetilise invariandi kontrandide on kaks graafi, mille puhul invariandi
vidrtused on vordsed, aga graafid ei ole isomorfsed. Uks invariant on niiteks graafi
tipuastmete jarjend. Leida selle invariandi kontrandide.

25



117.  a) Leida 4-tipuline graaf, mis on isomorfne oma tidiendiga.
b) Leida 5-tipuline graaf, mis on isomorfne oma tdiendiga.
¢) Toestada, etkui G on n-tipuline graaf, mis on isomorfne oma tdiendiga,
siis n annab 4-ga jagamisel ja4gi 0 voi 1.
d) Toestada, et kui n annab 4-ga jagamisel jadgi 0 voi 1, siis leidub n-
tipuline graaf, mis on isomorfne oma tdiendiga.

20. Graafiteooria viidete toestamine

118. Defineerida: a) graaf; b) graafi tdiendgraaf.

119. Kuuetipulise tédisgraafi Ks iga serv varvitakse kas siniseks voi punaseks. Toesta-
da, et varvitud graafis leidub kolmnurk, mis koosneb ainult sinistest voi ainult punas-
test servadest.

120. Viietipulise tdisgraafi K5 iga serv varvitakse kas siniseks voi punaseks. Téestada,
et vérvitud graafis leidub iihte varvi tstikkel.

121. a) Toestada, et kui graafis leidub sild, siis leidub graafis vihemalt kaks
paaritu astmega tippu.
b) Olgu antud sidus graaf, milles leidub sild e ning milles on tépselt kaks
paaritu astmega tippu u ja v. Tdestada, et iga lihtahel tipust u tippu v
lébib graafi silda e.

122. Toestada, et igas graafis leidub iga paaritu astmega tipu jaoks ahel sellest tipust
mingisse teise paaritu astmega tippu.

123. Olgu G graaf, mille iga tipu aste on paarisarv ning vdhemalt iiks astmetest eri-
neb nullist. Tdestada, et graafis G leidub serv, mis ei ole sild.

124. Olgu G graaf, mille iga tipu aste on 3. TGestada, et graafis G leidub lihttsiikkel,
mille pikkus on paarisarv.

125. On seltskond inimesi, kellest méned on omavahel tuttavad ning iilejidnud ei
ole. Igal dhtul korraldab {iiks neist peo, kutsub sinna kdik oma tuttavad ja tutvustab
koiki neid tiksteisega. Pérast seda, kui koik sellest seltskonnast on peo &ra korralda-
nud, leidub seltskonnas ikkagi kaks inimest, kes teineteist ei tunne. Téestada, et nad
ei tunne teineteist ka pdrast jirgmist pidu.

126. Viike hiir kavatseb stitia kuubikujulist juustu. Selleks jagab ta mottes juustu 3 x
3 x 3 vordseks kuubikuks, alustab nurkmisest kuubikust ning soovib 16petada keskel.
Pérast iga kuubiku s66mist liigub hiir naaberkuubikusse (millel on senise kuubikuga
tihine tahk). Kas hiirel 6nnestub see plaan?
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127. Jalgpalliturniiril osaleb 18 meeskonda. Igas voorus peab iga meeskond ithe mén-
gu.
a) Toestada, et pdrast teist vooru saab leida 9 meeskonda, kes pole omavahel mén-
ginud tihtegi médngu.
b) Tdestada, et parast kaheksandat vooru saab leida 3 meeskonda, kes pole oma-
vahel médnginud {ihtegi miangu.

21. Graafiteooria vididete toestamine I1

128. n-mootmeline kuup on graaf, mille tippudeks on koéikvoimalikud kahendar-
vud pikkusega n ning servaga on ithendatud parajasti need tipud, millele vastavad
kahendarvud erinevad tédpselt ithe kahendkoha poolest.

a) Leida n-méotmelise kuubi tippude arv.

b) Leida n-mododtmelise kuubi servade arv.

¢) Toestada, et n-mootmeline kuup on sidus.

d) Leida suurim kaugus n-mootmelise kuubi mingi kahe tipu vahel.
e) Kas n-mootmelises kuubis leidub sildu?

f) Kas n-mootmelises kuubis leidub eraldavaid tippe?

129. Klassis on 12 poissi ja 16 tiidrukut, kellest osa on omavahel sobrad. Kas vaib
esineda olukord, kus iga poiss on sdber 6 poisi ja 9 tiidrukuga ning iga tiidruk on s6ber
7 poisi ja 8 tiidrukuga? Kui selline olukord saab esineda, siis tuua vastav ndide; kui ei,
siis pohjendada.

130. Olgu G graaf, mille iga tipp kuulub mingisse lihttsiiklisse (erinevad tipud véivad
kuuluda erinevatesse lihttsiiklitesse). Tdestada, et graafis on servi vihemalt samapal-
ju kui tippe.

131. Toestada, et igas graafis G kehtib

> d(v)? = > (d(u)+d(v)).

veV(G) uveE(G)

132. Sidusas graafis G on kaks lihttsiiklit, mis ei sisalda iihiseid tippe. Esimesel tsiiklil
on voetud tipp a, teisel tsiiklil tipud b ja c. Toestada, et graafis G leidub ahel, kuhu
kuuluvad tipp a ja lisaks tapselt {iks tippudest b voi ¢ (aga mitte molemad).

133. Olgu G mittesidus graaf, mille igas sidusas komponendis on vdhemalt kaks tip-
pu. Toestada, et iga kahe samasse komponenti kuuluva tipu u ja v puhul leidub graafi
G tédiendis tsiikkel, mis 14bib tippe u ja v.

27



134. Toestada, et kui G on sidus graaf, siis graafi G saab teatava hulga tippude kus-
tutamisega muuta mittesidusaks parajasti siis, kui G ei ole tdisgraaf.
135. Olgu G graaf, milles iga tipu aste on vihemalt 2.
a) Toestada, et graafis G leidub tsiikkel.

b) Tdestada, etleidub sidus graaf H, mille tipuastmete jarjend on sama mis graafil
G.

136. Toestada, etigas vihemalt kahetipulises graafis leidub vidhemalt kaks tippu, mis
ei ole eraldavad.

137. Olgu G graafja v tema vdhima astmega tipp.
a) Toestada, et graafis G leidub lihtahel pikkusega d(v).

b) Eeldame, et G on sidus, aga mitte tdisgraaf. Toestada, et graafis G leidub lihtahel
pikkusega d(v) +1.

22. Euleri ja Hamiltoni tsiiklid

138. Teha kindlaks, kas jargmisi kujundeid saab joonistada ilma pliiatsit paberilt
tostmata ja iihtegi joont korduvalt 1dbimata.

( mE

a) b)

c) d)
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139. Millal saab linna téinavate keskjooned joonistada nii, et joonistusmasin ei ldbi
tihtegi tdnavat kaks korda?

140. a) Toestada, et kui sidusas graafis leidub tapselt kaks paaritu astmega tip-
pu, siis leidub graafis Euleri ahel, mis algab iihes neist tippudest ja 16peb
teises.

b) Olgu G sidus graaf, milles leidub m > 0 paaritu astmega tippu. Tdestada,
et graafis leidub m / 2 ahelat nii, et graafi G iga serv asub tédpselt tihel neist
ahelatest.

141. Olgu n positiivne tdisarv ja X = {1,2,...,n}. Vaatleme graafi G, mille korral
V(G) = {Ac X:|A| = 2} ning E(G) = {{A,B}: AnB # @}. Leida kaik positiivsed tiis-
arvud 7, mille korral G on Euleri graaf.

142.  a) Toestada, et iga sidusa graafi G puhul kehtib {iks jargmistest tingimustest.

(1) G on Euleri graaf.
(2) G on saadav teatavast Euleri graafist tihe tipu kustutamise teel.

b) Kas leidub sidus graaf, mis rahuldab korraga mélemat tingimust?

143. Kui graafis leidub Hamiltoni tsiikkel, siis leida see. Vastasel korral tdestada, et
graafis Hamiltoni tsiiklit ei ole.

B
© X

d) Herscheli graaf e) Grotzschi graaf f) Peterseni graaf

144. Tdielik kahealuseline graaf K, ,, on graaf, mille tippude hulk jaguneb kaheks
hulgaks: m tippu ja n tippu, kusjuures sama hulga tippude vahel servi ei ole ja erine-
vate hulkade tippude vahel on tdmmatud kéikvoimalikud servad.
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a) Toestada, et K, , on Hamiltoni graafiga n > 2 puhul.

b) Tdestada, et K, 11 ei ole Hamiltoni graaf {ihegi n > 1 puhul.

145. a) Kas kehtib viide, et sidusas graafis, kus pole rippuvaid ega isoleeritud tip-
pe, leidub alati tsiikkel, mis ldbib graafi iga tippu tédpselt tiks kord?

b) Kas kehtib viide, et sidusas graafis, kus pole rippuvaid ega isoleeritud tip-
pe, leidub alati ahel mis 1dbib graafi iga tippu tapselt iiks kord?

146. Gray kood on n-bitiste kahendarvude 0, 1, ..., 2" - 1 jdrjestus, kus iga kaks jir-
jestikust kahendarvu erinevad tédpselt tihe biti poolest.

a) Tolgendada n-bitist Gray koodi n-mootmelise kuubi (vt eelmise praktikumi iiles-
anded) abil.

b) Leida tiks 3-bitine Gray kood.
c) Toestada, et iga positiivse tdisarvu n korral leidub n-bitine Gray kood.

147.  a) 8x 8 malelaua molemast vastandnurgast 1digatakse vilja tiks ruut. Toes-
tada, et jarelejidnud malelauda ei saa katta 1 x 2 doominokividega.

b) Gomory teoreem. 8 x 8 malelauast ldigatakse tikskoik kust vélja iiks valge
ruut ja tiks must ruut. Téestada, et jarelejadnud malelaua saab alati katta
1 x 2 doominokividega.

23. Puu moiste

148. Kas leidub jargmiste omadustega graaf? Joonistada graaf voi pohjendada, miks
sellist ei ole.

a) Puu, 9 tippuy, 9 serva

b) Graaf, sidus, 9 tippu, 9 serva

¢) Graaf, tsiikliteta, 9 tippu, 6 serva

d) Puu, 6 tippu, tipuastmete summa 14

e) Puu, 5 tippu, tipuastmete summa 8

f) Graaf, sidus, 6 tippu, 5 serva, sisaldab tsiiklit
g) Graaf, 6 tippu, 5 serva, pole puu

149. Millega vordub n-tipulise puu koigi tippude astmete summa?

150. Puu tippude astmedon1,1,1,1,1,1, 2,2, 2, 3,4 ja x. Leida koik voimalused,
milline saab olla x.

151. 150-tipulises puus on 20 tippu astmega 4 ja 30 tippu astmega 3. Ulejiénud tipud
on astmega 2 voi 1. Mitu tippu on astmega 2 ja mitu tippu astmega 1?2
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152. Toestada, et kui vdhemalt kolmetipulise puu iihegi tipu aste pole 2, siis puus
leidub tipp, millest viljub vdhemalt kaks lehte.

153. Ahelkiri algab iihest inimesest, kes saadab kirja viiele inimesele. Iga inimene,
kes kirja saab, kas saadab selle edasi viiele jirgmisele inimesele, kes veel kirja saanud
pole, voi ei saada seda kellelegi. Oletame, et kirja jduab enne skeemi hddbumist saata
1000 inimest ja et keegi ei saa rohkem kui iihe kirja. Mitu inimest selle kirja saab ja
mitu neist ei saada kirja edasi?

154. Kirjeldada puude ja tsiiklite abil koik sidusad graafid, mille tippude ja servade
arv on vordsed.

155. Olgu puu pikima lihtahela pikkus teatav paarisarv 24 ja v selle lihtahela kesk-
mine tipp. Tdestada, et kdik puu lehed asuvad tipust v kaugusel ilimalt d.

156. Olgu G mingi n-tipuline puu ning v tema suvaline sisetipp. Tdestada, et puul G
leidub leht, mille kaugus (st lithima lihtahela pikkus) tipust v pole suurem kui n / 2.

157. Olgu G puu. Toestada, et puu G koigi tippude astmed on paaritud parajasti siis,
kui tikskoik millise serva eemaldamisel koosnevad jérelejadnud graafis koik sidusad
komponendid paaritust arvust tippudest.

24, Toestusiilesanded puudest

158. a) Toestada, et kui puule lisada iiks uus serv, siis tekib seal tsiikkel.
b) Tdoestada, et kui puust kustutada iiks serv, siis muutub ta mittesidusaks.

159. Olgu G graaf, kus serva lisamisel suureneb alati graafis olevate tsiiklite arvja ser-
va kustutamisel suureneb alati graafi sidusate komponentide arv. Téestada, et graaf G
on puu.

160. Graafi G kohta on teada kaks fakti:
1) iga kahte tippu iithendab {iilimalt iiks ahel (st ahelate arv on kas 1 v6i 0);

2) tippe on 1 vorra rohkem kui servi.
Toestada, et graaf G on puu.

161. Lisame puule iihe serva ja seejdrel kustutame tekkinud tsiiklist mingi teise ser-
va. Toestada, et saadud graaf on jéllegi puu.

162. 12-tipulises sidusas graafis G esinevad ainult tipud astmega 1, 2 ja 3. On teada,
et vihemalt pool graafi tippudest on astmega 1 ja iilimalt kolmandik graafi tippudest
on astmega 3. Toestada, et graaf G on puu.

163. Olgu G puu, mida vaatleme teedevorguna keskaegses riigis. Puu tippudes asu-
vad kindlused. Tipus k elab kuningas, {ilejdénud tippudes tema vasallid. Uhel pie-
val otsustavad koik vasallid kiilastada kuningat ning véljuvad oma kindlustest tdpselt
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keskpdeval. Toestada, et kohe pérast keskpdeva asub igal serval parajasti iiks vasall.
Jareldada sellest, et n tipuga puul on alati n — 1 serva.

164. Mis on valesti jargmises ,tdestuses”?
Toestame matemaatilise induktsiooniga, et igas n-tipulises puus leidub lihtahel pik-
kusega n-1.
Baas. Selge, et iihetipulises puus leidub lihtahel pikkusega 0.
Samm. Eeldame, et n-tipulises puus leidub lihtahel pikkusega n—1. Olgu u selle lihta-
hela otstipp. Lisame tipu v ja serva tipust u tippu v. Tulemuseks saadud puul on n+1
tippu ja selles leidub lihtahel pikkusega 7. Sellega on induktsiooni samm tdestatud.

165. Olgu G puu. Vaatleme selles puus maksimaalse pikkusega lihtahelaid.

a) Toestada, et igal kahel maksimaalse pikkusega lihtahelal leidub iihine tipp.
b) Tdestada, et koigil maksimaalse pikkusega lihtahelatel leidub tihine tipp.

166. Tdoestada, et kui puu ei ole tiht, st selline graaf, kus tiks tipp on tihendatud koigi
teiste tippudega ja rohkem servi ei ole, siis tema tdiendgraaf on sidus.

167. Graafi tipu v ekstsentrilisuseks (ehk ulatuseks) nimetatakse tipust v ldhtuva
maksimaalse pikkusega lihtahela pikkust. Tipud, mille ekstsentrilisus on graafi tippu-
de hulgas koige vdiksem, moodustavad graafi tsentri. Toestada, et kui graaf on puu,
siis tema tsenter on iihe- voi kahetipuline.

25. Puude omaduste kasutamine

168. Toestada, et kiimnetipulises puus, mille koik tipuastmed on paaritud, leidub
vahemalt kuus lehte.

169. 175-tipulisel puul on 90 lehte. Toestada, et selles puus leidub tipp, mille aste on
viahemalt 4.

170. Ahelkiri algab iihest inimesest, kes saadab kirja 10 inimesele. Kirja sisus palu-
takse saata kiri edasi 10 tuttavale ning kirja 16pus on kuni kuuest inimesest koosnev
nimekiri. Kui nimekirjas on tdpselt kuus inimest, peab igaiiks, kes kirja saab, saatma
nimekirjas esimesel kohal olevale inimesele 1 euro, kustutama selle inimese nime-
kirjast ja lisama oma nime nimekirja l6ppu. Oletame, et sulle saabus selline ahelkiri.
Mitu eurot oleks sul seda kirja edasi saates maksimaalselt voimalik teenida?

171. Kahendpuu on juurega puu, mille igal sisetipul on iilimalt 2 alluvat. Téielik ka-
hendpuu on juurega puu, mille igal sisetipul on tépselt 2 alluvat.
a) Taielikul kahendpuul on k sisetippu. Leida selle kahendpuu lehtede arv.
b) Tdestada, et igal tdielikul kahendpuul on paaritu arv tippe.
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172. Tiielik kolmendpuu on juurega puu, mille igal sisetipul on tédpselt 3 alluvat.
Olgu G téielik kolmendpuu, millel on kokku 100 tippu. Leida G lehtede arv.

173. Olgu G; ja G, puud, milles iihegi kahe tipu vaheline kaugus (tippe iihendava
lihtahela pikkus) ei ole suurem kui d, kus d on teatav paarisarv. Tdestada, et puu Gy
mingi tipu ja puu G, mingi tipu saab servaga iihendada nii, et saadavas graafis ei ole
iihegi kahe tipu vaheline kaugus suurem kui d + 1.

174. Sisivesinikud on keemilised iihendid, mis koosnevad siisiniku ja vesiniku aato-
mitest. Iga slisinikuaatom moodustab teiste aatomitega kuni neli keemilist sidet ning
iga vesinikuaatom tihe sideme. Alkaanid (kiillastunud siisivesinikud) on sellised siisi-
vesinikud, mille molekulis on fikseeritud arvu siisinikuaatomite puhul maksimaalne
arv vesinikuaatomeid.

a) Joonistada koik pentaani CsH;» isomeerid.
b) Tdestada, et alkaani struktuuri kujutav graaf on alati puu.

¢) Toestada, et k siisinikuaatomiga alkaani vesinikuaatomite arv on 2k + 2.

175. Toestada, et jargmised tingimused positiivsete tdisarvude jarjendi d;, do, ...,
d,, kohta on samaviirsed.

1) Leidub n-tipuline puu, mille tippude astmed on dy, do, ..., dj.
n
2) Y di=2n-2.
i=1
(See annab lihtsa voimaluse kontrollida, kas antud tipuastmete jarjendi puhul leidub

selliste tipuastmetega puu.)

176. Uhes puu tipus istub sipelgas, kes hakkab lilkkuma mééda puu servi. Pirast jalu-
tuskdigu lopetamist selgub, et iga serva, mida sipelgas ldbis, ldbis ta tdpselt kaks korda.
Toestada, et teekonna 16pus joudis sipelgas tagasi samasse tippu, kust alustas.

177. Kui kustutada puust tipp v koos temast ldhtuvate servadega, siis tekib hulk si-
dusaid komponente, millest igaiiks on samuti puu. Nimetame neid tipu v harudeks.
Toestada, et puus leidub alati tipp, mille tikski haru ei sisalda rohkem kui pooli puu

tippe.

26. Aluspuud

178. Leida jargmiste graafide vihima kaaluga aluspuud
a) Kruskali algoritmiga;

b) Primi algoritmiga.
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graaf G, graaf G,

Kas molemad algoritmid annavad sama aluspuu?

179. Oletame, et
a) Kruskali algoritmile
b) Primi algoritmile

antakse ette mittesidus graaf. Mis on algoritmi t66 tulemus?

180. Olgu G sidus graaf ning P, ja P, tema kaks erinevat aluspuud. Kas puudel P; ja
P, peab kindlasti leiduma tihine serv? Toestada v6i tuua kontrandide.

181. Olgu G sidus graafja P tema aluspuu. Téestada, et iga serva e jaoks, mis ei kuulu
puusse P, leidub puus P selline serv e, et asendades puus serva e’ servaga e, saame
tulemuseks jéllegi graafi G aluspuu.

182. Olgu G sidus kaalutud graaf.
a) Toestada, et kui e on graafi serv, mille kaal on vdiksem iga {ilejadnud serva kaa-
lust, siis e kuulub igasse graafi G vdhima kaaluga aluspuusse.
b) Toestada, et kui e on tipuga v intsidentne serv, mille kaal on vdiksem iga iile-
jadanud tipuga v intsidentse serva kaalust, siis e kuulub igasse graafi G vdhima
kaaluga aluspuusse.

183. Toestada, et kui sidusa graafi koigi servade kaalud on erinevad, siis tihegi lihttsiik-
li suurima kaaluga serv ei kuulu selle graafi vihima kaaluga aluspuusse.

184. Toestada, et kui sidusa graafi koigi servade kaalud on erinevad, siis graafil lei-
dub tépselt iiks vihima kaaluga aluspuu.

185. Toestada, et kui anda jargmisele algoritmile ette sidus kaalutud graaf G, siis
véljundiks on graafi G vdhima kaaluga aluspuu.

Sisendiks on graaf G
T:=G

E := graafi G servade hulk
m := graafi G servade arv
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Korda kui veel m > 0:
Leia hulgast E suurima kaaluga serv e
Kustuta serv e hulgast E
m:=m-1
Kui alamgraaf, mis on saadud graafi T servade hulgast serva e
kustutamisel, on sidus, siis kustuta serv e graafi T servade
hulgast
Tagasta graaf T’

186. Riigis on n linna, mille vahele tuleb rajada telefonivork. Riigis on kaks parteid:
optimistid ja pessimistid. Optimistide strateegia on ehitatada uus liin alati nende kahe
linna vahele, mille thendamine on kdige odavam, tingimusel, et see ei tekita tsiiklit.
Pessimistide strateegia on vélistada esmalt kdige kallim liin, seejérel kalliduselt jarg-
mine jne ning ehitada kahe linna vahele liin alles siis, kui selle vdlistamine muudaks
linnadevahelise tihenduse voimatuks. Voimul on optimistid ja pessimistid vaheldu-
misi etteteadmata ajavahemike tagant. Téestada, et 16puks valminud telefonivérgu
maksumus on voimalikest védikseim.

187. Tasandil on antud n punktist koosnev hulk V, mida vaatleme tdisgraafi tippude
hulgana. Defineerime selle tdisgraafi servade hulgal kaalufunktsiooni, lugedes serva
uv kaaluks punktide u ja v vahelise kauguse.

a) Toestada, et selle graafi vdhima kaaluga aluspuus on iga tipu aste iilimalt 6.
b) Toestada, et selle graafi vdhima kaaluga aluspuus tikski kaks serva ei loiku.

27. Puud ja suunatud graafid

188. Graafi G kohta on teada kaks fakti:
1) tikskoik millise serva eemaldamisel suureneb sidusate komponentide arv tihe
VOrTa;
2) tippe on 1 vorra rohkem kui servi.

Toestada, et graaf G on puu.

189. Graafi G kohta on teada kaks fakti:
1) tikskoik millise kahe tipu vahele serva lisamisel tekib tsiikkel, mis sisaldab seda
serva;
2) tippe on 1 vorra rohkem kui servi.

Toestada, et graaf G on puu.

190. Olgu G sidus graafja T tema mingi tsiikliteta alamgraaf. On teada, et kui graafile
T lisada iikskdik milline graafi G serv e, mis graafi T ei kuulu, siis sisaldab tulemuseks
saadud graaf tsiiklit. Toestada, et T on graafi G aluspuu.
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191. Olgu G sidus graaf. Téestada, et serv e kuulub igasse graafi G aluspuusse para-
jasti siis, kui G muutub serva e kustutamisel mittesidusaks.

192. Tdestada, et kui puus leidub k tippu (k > 0) astmega 4, siis on puul vdhemalt
2k +2 lehte.

193. Klassis on 8 poissi ja 12 tiidrukut. Kas voib esineda olukord, kus korraga keh-
tivad jargmised tingimused:
¢ pooltele poistest meeldivad igatihele tdpselt pooled tiidrukutest;
¢ {ilejadnud pooltele poistest meeldib igaiihele tépselt 5 tiidrukut;
¢ pooled tiidrukutest meeldivad igaiiks tdpselt pooltele poistest;
e {ilejadnud pooled tiidrukutest meeldivad igaiiks tépselt 3 poisile?

Kui selline olukord saab esineda, siis tuua vastav néide; kui ei, siis pdhjendada.

194. a) Kirjeldada, kuidas saab graafe kasutada teatava vorgustiku piires saade-
tud e-kirjade modelleerimiseks. Mis on tipud ja mis on servad? Kas ser-
vad peaksid olema suunatud v6i suunamata? Kas tuleks lubada kordseid
servi? Kas tuleks lubada silmuseid?

b) Kuidas saab selle graafi abil otsida inimesi, kes on hiljuti muutnud oma
peamist meiliaadressi?

¢) Kuidas saab selle graafi abil otsida meililistide aadresse, mille kaudu saa-
detakse sama e-kirja paljudele erinevatele meiliaadressidele?

195. Programmi kidskude omavahelist séltuvust voib kujutada eelnevusgraafiga, mil-
le tipud on késud ja iihest kdsust viib teise kdsuni kaar, kui teist kdsku pole voimalik
tdita enne esimest. Joonistada programmildigu eelnevusgraaf ja teha selle abil kind-
laks, millised kdsud peavad olema tdidetud enne viimase kdsu tditmist.

a) K1) a :=0 b) K1) x :=0
K2) b :=1 K2 x :=x+ 1
(K3) c:=a+1 K3) y :=2
(K4) d :=Db + a K4) z :=y
(K5) e :=d+ 1 K5 x :=x+1
K6) e :=c +d Ke) z :=4

K7 y:i=x+ 2z

196. Projekti teostamiseks on vaja téita 10 to6iilesannet. Ulesanded 1, 3 ja 5 ei ndua
eeltdid. Enne iilesannet 2 peavad olema tehtud iilesanded 8 ja 6. Enne iilesannet 4
peavad olema tehtud iilesanded 1 ja 5. Enne iilesannet 6 peavad olema tehtud iilesan-
ded 7 ja 4. Enne lilesannet 7 peab olema tehtud iilesanne 3. Enne iilesannet 8 peavad
olema tehtud iilesanded 4 ja 7. Enne {ilesannet 9 peavad olema tehtud iilesanded 2
ja 6. Enne iilesannet 10 peab olema tehtud iilesanne 9. Iga {ilesanne votab 1 péeva.
Ulesandeid voib tiita paralleelselt. Milline on vidhim pdevade arv, millega on voimalik
projekt valmis saada?
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197. Lahendada graafiteooria programmiga lahendaja. jar iilesanded iilesande-
kogust suunatud. yk.

28. Suunatud graafide kasutamine

198. Laual on n tikku. Kiigul olles voib kumbki kahest mingijast votta suvalise ar-
vu tikke 1-st k-ni, 1 < k < n. Kédike tehakse kordamoodda ning voidab see, kes votab
viimase tiku.

a) Joonistada tikuméngu graaf juhul n = 8 ja k = 3. Graafi tipud vastavad seisudele
ja kaared kdikudele iihest seisust teise.

b) Leida tikumingu vbitev strateegia.

199. Kiilas elab n vanamutti, n > 4. Koigil neil on telefon. Uhel pdeval samal ajal
saab igatiks neist teada uudise. Toestada, et on vdimalik organiseerida telefonikoned
niiviisi, et parast 2n — 4 konet teab igaiiks igatihe uudist.

200. Linnas elab n sdbrannat. Uksteisega suhtlevad nad mobiilisonumite abil. Uhel
pédeval samal ajal saab igaiiks neist teada uudise. Téestada, et on voimalik organisee-
rida sdbnumite saatmised nii, et parast 2n — 2 s6numit teab igatiks igatihe uudist.

201. Toestada, et vahemalt kahetipulise puu servad saab alati orienteerida nii, et
tihegi tipu juures pole korraga sisenevaid ja véljuvaid servi.

202. Suunatud graafitippudeks on kahendarvud 000, 001, ..., 111.Igast tipust b; by b3
viib kaar igasse tippu b, b3 by.
a) Leida selles graafis suunatud tsiikkel, mis 1dbib kéik tipud tépselt {iks kord.
b) Paigutada ringjoonele neli numbrit 0 ja neli numbrit 1 nii, et tekkiv ringjarjend
sisaldab koiki kahendarve 000, 001, ..., 111.
¢) Paigutada ringjoonele kaheksa numbrit 0 ja kaheksa numbrit 1 nii, et tekkiv
ringjédrjend sisaldab koiki neljakohalisi kahendarve 0000, 0001, ..., 1111.

203. Suunatud graafi G tippudeks on kdik kahendarvud pikkusega n. Igast tipust
b1 b, ... b, viib kaar igasse tippu by bs ... b, b, +1. Testada, et graafis G leidub:

a) suunatud tsiikkel, mis 1dbib koik kaared tépselt iiks kord;
b) suunatud tsiikkel, mis 1dbib koik tipud tépselt iiks kord.

204. Linnas kehtib osal tinavatel kahesuunaline liiklus, iilejddnutel aga tihesuunali-
ne. Igalt tdnavalt on voimalik pddseda igale teisele. Remondi tottu kehtestatakse kahe-
suunalise liiklusega tdnavatel {ihesuunaline liiklus, (ihesuunalise liiklusega tédnavatel
aga kahesuunaline. Osutub, et ka niitid on voimalik pddseda igalt tdnavalt igale teisele.
Toestada, et koigil tdnavatel saab kehtestada iihesuunalise liikluse nii, et igalt tdnavalt
on voimalik pddseda igale teisele.
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205. Riigis on 7 linna, n > 5. Iga kahte linna iihendab tee. Viljaspool linnu teed ei
loiku (kasutatakse viadukte). Toestada, et teedel saab kehtestada {ihesuunalise liik-
luse nii, et igast linnast voib pddseda igasse teise linna, sbites kas moodda neid kahte
linna ithendavat teed v6i 1abi mingi kolmanda linna.

206. Kahe teineteisega vaenujalal oleva kindluse riiiitlid istuvad {immarguse laua
taga ja peavad rahuldbirddkimisi. Nende riititlite arv, kelle paremal k&el istub sober,
vordub nende riiiitlite arvuga, kelle paremal kéel istub vaenlane. Toestada, et riiiitlite
koguarv jagub 4-ga.

207. Suunatud graafi tuumaks nimetatakse tippude hulka S, mille puhul 1) hulga
S tippude vahel pole iihtegi kaart ja 2) igast tipust, mis ei kuulu hulka S, viib kaar
mingisse hulga S tippu. Olgu G tsiikliteta suunatud graaf.
a) Toestada, et graafil G on olemas iiheselt mddratud tuum.
b) Leida iilesande 1 graafi tuum.
¢) Vaatleme méngu, kus kaks méngijat nihutavad kordamédda nuppu modda graa-
fi G tippe, jargides kaarte suundi, ning kaotab see, kes enam kéiku teha ei saa.
Millise algseisu puhul leidub alustajal voitev strateegia? Millise algseisu puhul
leidub vaitev strateegia alustaja vastasel?

29. Graafide kordamine

208. a) Millega vordub graafi naabrusmaatriksi tihe rea elementide summa suu-
namata graafi puhul? Suunatud graafi puhul?
b) Millega vordub graafi naabrusmaatriksi ithe veeru elementide summa
suunamata graafi puhul? Suunatud graafi puhul?
209. Graafil on 495 serva. Osa tippe on astmega 3, iilejaddnud astmega 5, seejuures
tippe astmega 3 on kaks korda rohkem kui tippe astmega 5. Leida graafi tippude arv.

210. Graafil G on 9 tippu, kusjuures iga tipu aste on 5 voi 6. Téestada, et graafis G
leidub vdhemalt 5 tippu astmega 6 voi vidhemalt 6 tippu astmega 5.

211. Toestada, et igas graafis leidub igast paaritu astmega tipust ahel mingisse teise
paaritu astmega tippu.

212. Graafis G leidub iga kahe tipu vahel kaks lihtahelat, mis ei sisalda tihiseid servi.
Toestada, et graafis G pole sildu.

213. Olgu G graaf, kus iga tipp kuulub mingisse tsiiklisse. Toestada, et kui graafis
leidub selline tsiikkel C, et graafi igal iilejidnud tsiiklil on tsiikliga C moni iithine tipp,
siis graaf G on sidus.

214. 200-tipulise puu koik sisetipud (st tipud, mis pole lehed) on astmega 4. Leida
puu lehtede arv.
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215. Kasleidub 75-tipuline puu, mille iihegi tipu aste pole suurem kui 3 ja mille kigi
lehtede eemaldamisel jd&b jarele 35-tipuline puu?

216. Graafi G kohta on teada kaks fakti:

e {ikskoik millise serva eemaldamisel jddb jirele mittesidus graaf;

¢ {ikskoik millise kahe tipu vahele serva lisamisel tekib tsiikkel, mis sisaldab seda
serva.

Toestada, et graaf G on puu.

217. Koosnegu graaf G kahest sidusast komponendist, mis on puud. Kaks erinevates
komponentides asuvat tippu tihendatakse servaga. Tdestada, et saadud graaf on puu.

218. Olgu G suvaline n-tipuline puu. Toestada, et iga graaf H, mille kdigi tippude
astmed on vihemalt 7 - 1, sisaldab alamgraafi, mis on isomorfne puuga G.

219. Leida jargmises graafis vihima kaaluga aluspuu ja lithim tee tipust a tippu z.

220. Olgu G suunatud graaf ning u ja v kaks tippu. Toestada, et tippu u sisaldav
tugevalt sidus komponent ja tippu v sisaldav tugevalt sidus komponent kas langevad
kokku voi ei sisalda tihtegi tihist tippu.

221. Toestada, et n-tipulise tdisgraafi servad saab orienteerida nii, et tulemuseks
saadud suunatud graafis ei leidu {ihtegi suunatud tstiklit.

222. Olgu G ndrgalt sidus suunatud graaf ning a € G selline tipp, et G \ a on tugevalt
sidus. Toestada, et iga kahe tipu u, v € G puhul leidub suunatud ahel tipust u tippu v
voi suunatud ahel tipust v tippu u.

30. Kontrolltoo. Naidis 2017. aastast.

1. Koostada jargmise graafi naabrusmaatriks.
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2. (a) Leida graafi vihima kaaluga aluspuu sobiva kursusel késitletud algoritmi-
ga.

f 4‘,;9n

Tulemuseks saadud puus mirkida iga serva puhul, mitmendana see serv
tulemusse valitakse.
(b) Mitu erinevat vdahima kaaluga aluspuud sellel graafil leidub? Pohjendada.
3. Puus on 60 tippu, neist 25 on lehed. Ulejdinud on kas astmega 2 voi 3. Mitu
tippu on astmega 2 ja mitu astmega 3?

4. Olgu G (suunamata) graaf ning a ja b tipud, mille vahel serva ei ole. Igast tilejaa-
nud tipust leidub ahel tippu a voi tippu b. Tdestada, et kui mingi tipp, millest
viib ahel tippu a, ja mingi tipp, millest viib ahel tippu b, on omavahel i{thenda-
tud ahelaga, siis graaf G on sidus.

5. Olgu G suunatud graaf, mis on saadud suunamata tdisgraafi kdigile servadele
suunda omistades. Olgu v graafi G suurima viljundastmega tipp. Tdestada, et
tipust v viib igasse tilejddnud tippu suunatud lihtahel pikkusega tilimalt 2.

Soovitus: kasutada vastuviitelist toestust.

31. Tugev sidusus
223. Leida jargmiste graafide tugevalt sidusad komponendid.
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N 5

b)
- o 0 O 0)
c) d)

224. Suunamata graafi orienteerimine tdhendab graafi servadele suundade omista-
mist nii, et tulemuseks saadav suunatud graaf on tugevalt sidus. Kui suunamata graafi
servadele saab niimoodi suunad omistada, siis nimetame graafi orienteeritavaks. Te-
ha kindlaks, kas jargmised suunamata graafid on orienteeritavad.

N8

a) b) c)

225. Toestada, et tugevalt sidusas graafis kuulub iga kaar mingisse suunatud tsiiklis-
se.

226. Toestada, et kodik tipud, mida 14bib suunatud ahel, mis iihendab suunatud graa-
fis kahte samasse tugevalt sidusasse komponenti kuuluvat tippu, kuuluvad samuti
sellesse tugevalt sidusasse komponenti.

227. Kas kehtib viide, et kui silmusteta suunatud graafi alusgraaf on sidus ning iga
tipu juures leidub sisenev ja véljuv kaar, siis on see graaf ka tugevalt sidus? Toestada
voi tuua kontrandide.

228. Suunatud graaf koosneb n sidusast komponendist (ndrga sidususe mottes),
kusjuures koik komponendid eraldi voetuna on tugevalt sidusad. Milline on vdhim
arv kaari, mida tuleb sellele graafile lisada, et tulemuseks saadav graaf muutuks tuge-
valt sidusaks?

229. Vorkpalliturniiril osaleb n voistkonda, kellest igaiiks méngib iga iilejadnuga iihe
mingu. Viike ei ole. Tdestada, et pérast turniiri I6ppemist saab vdistkonnad jérjesta-
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da nii, et esimene voistkond on vditnud teist, teine kolmandat, jne kuni eelviimane
viimast.

230. Olgu G suunatud tdisgraafja v tema suurima véljundastmega tipp. Toestada, et
graafi G igasse iilejddnud tippu viib tipust v suunatud lihtahel pikkusega iilimalt 2.

231. Tdestada, et igas suunatud graafis G leidub tippude hulk S, mille tippude vahel
pole iihtegi kaart (stabiilne hulk), kuid igasse tippu, mis ei kuulu hulka S, viib hulga S
monest tipust suunatud lihtahel pikkusega tilimalt 2.

232. Tdestada, et suunatud graaf G on tugevalt sidus parajasti siis, kui graafi G tippu-
de hulga iikskodik millise mittetiihja parisalamhulga X jaoks leidub graafis G kaar uv,
etueXjavg¢X.

32. Suunatud ahelad ja tsiiklid

233. Leida jargmistes kaalutud graafides tippude a ja z vahelise lithima tee pikkus
(esimene on suunatud, teine suunamata graaf).

a) b)

234. Kassuunatud graafi tippude vaheline lithim ahel on iiheselt mé4ratud, kui graa-
fis on koigi kaarte kaalud erinevad?

235. Olgu G suunatud graaf, milles mingist tipust a viib mingisse tippu b kaks erine-
vat lithimat suunatud ahelat.

a) Eeldame, et nendel ahelatel leidub {iihine tipp ¢, mis erineb tippudest a ja b.
Toestada, et esimese ahela osa a... c ja teise ahela osa a. .. c on vordse kaaluga.

b) Olgu d esimesel ahelal esimene tipule a jargnev tipp, mis kuulub ka teise ahe-
lasse. Toestada, et iikski teise ahela tipp, mis asub tippude a ja d vahel, ei kuulu
esimesse ahelasse.
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236. Lithima tee algoritmide juures eeldasime, et iga kaare kaal on mittenegatiiv-
ne. Vastasel juhul ei tarvitse algoritmid anda 6iget tulemust. Tuua nédide negatiivsete
kaaludega graafist, mille puhul

a) Dijkstra algoritm;
b) Floydi-Warshalli algoritm

ei anna vastuseks vihima kaaluga lihtahela pikkust iihest tipust teise.

237. Olgu G = (V,E) suunatud graaf ning w:E — R funktsioon, mis omistab iga-
le kaarele reaalarvulise kaalu. Funktsiooni w potentsiaaliks nimetatakse funktsiooni
p:V — R, kui iga kaare e = uv puhul kehtib w(e) = p(v) - p(u). Toestada, et funkt-
siooni w potentsiaal eksisteerib parajasti siis, kui iga tsiikliline ringkédik m66da kaari
(mitte tingimata suundi arvestades), kus kaare suunas tehtav samm lisab summasse
selle kaare kaalu ja vastupidises suunas tehtav samm kaalu vastandarvu, 16peb sum-
maga 0.

238. Muusikapala voib sisaldada jargmist tiitipi osi: allegro, moderato, andanteja vi-
vo. Kehtivad jargmised kompositsioonip6himétted: andante-osa ei voi vahetult jarg-
neda moderato-osale ega vastupidi ning vivo ei voi jargneda allegro-osale.

a) Mitu 5-osalist muusikapala saab nendel tingimustel koostada?
b) Mitu 5-osalist muusikapala saab koostada siis, kui lisaks nduda, et selles esineks
vdhemalt iiks allegro-osa?

239. Tasandil on mérgitud teatud arv punkte ning tommatud teatud arv vektoreid,
kusjuures iga vektor algab mingis margitud punktis ja I6peb mingis teises margitud
punktis. Igas punktis algab samapalju vektoreid, kuipalju 16peb. Toestada, et koigi
vektorite summa on nullvektor.

240. Toestada, et iga graafi servad saab orienteerida nii, et iihegi tipu sisendaste ja
valjundaste ei erine rohkem kui tihe vorra.

241. Konstrueerida kaalutud suunatud graaf, kus iga tippu vdhemalt iiks kord kiilas-
tava tsiikli kogukaal on vihim sellise tsiikli puhul, mis kiilastab monda tippu rohkem
kui iiks kord.

242. Toestada, et iilesande leida vihima kogukaaluga tsiikkel, mis kiilastab kaalutud
graafi iga tippu vdhemalt iiks kord, saab taandada tilesandele leida vdhima kogukaa-
luga tsiikkel, mis kiilastab kaalutud graafi iga tippu tépselt iiks kord.
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Lahendusvihjed

[T]vatta kasutusele kas lausemuutujat kummagi vorratuse tihistamiseks. Kirjutada vélja lause-
arvutuse valem ja rakendada De Morgani seadust. Tulemus véljendada jéllegi vorratuste kaudu.

[2]vérratusavaldised on lausemuutujad, not on eitus, or on disjunktsioon. Panna kirja valem ja
lihtsustada seda.

Panna kirja lausearvutuse valemiga ja teisendada valemit. Teisendamisel panna téhele olu-
kordj, kus iiks vorratus on kaetud teise vorratusega.

[4]Kontrollida vastavate lausearvutuse valemite samavaarsust.
E]Lihtsustada valemit. Uhesugused liikmed saab tuua sulgude ette.

[6]votta kasutusele 3 lausemuutujat. Leida (nt toevidrtustabeliga) kdik nende muutujate védr-
tustused, kus moélemad valemid on korraga téesed. Vaadata, kas koigil neil vadrtustustel on ka
kiisimuse valem tdene.

[7]Leida koik muutujate vidrtustused, kus koik valemid on tdesed.
[8]Teha kindlaks, kas leidub muutujate véartustus, kus kaik valemid on tdesed.

[9]Panna tingimused kirja valemitega. Vaadata, mis jéreldub nendest tingimustest, kui valemi-
tesse sisse panna masina senisele olekule ja soovitud olekule vastavad toevdartused.

[10]Kirjutada tesuspuu algusesse tingimus, et valem on tdene, ja teisendada seda tGesuspuu
reeglite jargi (SML 6pik lk 16).

Samaselt tdesus soltub sellest, kas leidub olukord, kus valem on vair. Kirjutada tdesuspuu
algusesse tingimus, et valem on védr, ja teisendada seda. Kui igas harus tuleb vastuolu, siis on
valem samaselt tdene; kui aga moni haru jaib avatuks, siis ei ole samaselt tdene.

[T2]Esimese veeru lahtritesse tuleb kirjutada F = ¢, F = v, F = 1.

[13]Rakendada tdesuspuu meetodit iiks kord tingimusel, et vaadeldav valem on védr, ning teine
kord tingimusel, et vaadeldav valem on téene.

Rakendada tdesuspuu meetodit iiks kord tingimusel, et esimene valem on véér, ning teine
kord tingimusel, et teine valem on véér. Valemite F ja G tdeviddrtuste pohjal saab teha jareldusi
valemi liigi kohta.

[15] T6esuspuuga jéreldumise kontrollimiseks vaadata, kas saab olla nii, et eeldused on tdesed
ja védide samal ajal vdir. Nditeks valemis a) kirjutada tdesuspuu algusesse neli tingimust.

ja[I7]Véljendada arutluskiik valemkujul ja kontrollida, kas kehtib valemite jéreldumine.

[18] Teisendussammu sooritamiseks mérgistada hiirega valemi osa, vajutada reavahetust ja si-
sestada valem, mis ldheb selle osa asemele. Seejdrel mérgistada jairgmine osa, vajutada uuesti
reavahetust jne. Teisendus voib kesta mitu sammu, soovitatav on hoida sammud piisavalt liht-
sad. 4. Kirjutada valemi ette kahekordne eitus ja seejérel viia sisemine eitus De Morgani seaduse
abil sissepoole. 5. ja 6. Teisendus kestab kaks sammu. 7. Kdigepealt viia vdlimine eitus tihe ta-
seme vorra sissepoole. Jargmisel sammul viia eitus vasakul veel {ihe taseme vorra sissepoole.
8. Eituse sisseviimist tasub alustada vélimisest eitusest, see votab samm-sammult sissepoo-
le lilkkudes sisemised eitused kaasa. 9. Asendada iihekaupa iga tehe Gige tehtega. 10. Alustada
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implikatsioonist. 11. Asendada tehted tihekaupa digte tehetega. 12. Elimineerida implikatsioo-
nid. Viia eitused vahetult lausemuutujate ette. Tuua tihine liige sulgude ette. 13. Elimineerida
implikatsioon. Seejérel viia eitus vahetult lausemuutujate ette. Korrutada sulud lahti. 14. Reeg-
lipohisel teisendamisel méargistada osavalem ja rakendada reeglit. Teisendamise etapid on: 1)
elimineerida muud tehted peale eituse, konjunktsiooni ja disjunktsiooni, 2) viia kdik eitused
vahetult lausemuutujate ette; 3) korrutada sulud lahti; 4) jatta liigsed liikmed &ra ning votta
tilejadnud liikmed kokku. Lisatilesanded: 1. Lihtsustada valem kujule ~A& -B Vv C ning seejarel
rakendada teist distributiivsuse seadust. 2. Lihtsustada valemit nii palju, kui saab. Seejarel pan-
na tulemus kokku sihtvalemiks. 3. Votta esimesest ja neljandast lilkkmest kokku — A ning teisest
ja kolmandast liikmest A. Esimesel juhul j&ib jérele avaldis, mis teiseneb valemiks —(B < C),
ning teisel juhul avaldis, mis teiseneb valemiks B <> C. 4. Elimineerida implikatsioonid ning
tuua kolmandas liikmes teise lisamisreegliga sisse B. Seejdrel on lihtne neelamisseadusega mo-
lemad tekkivad lilkkmed eemaldada. 5. Tuua konjunktsioonid disjunktsioonidest véljapoole.

[19]Arvutada vilja valemi toevéirtuste veerg ja vaadata, millistes ridades on valem tGene.
[20]Arvutada vilja valemi toevidrtuste veerg ja vaadata, millistes ridades on valem védr.

[2T]Panna definitsioonid koigepealt kirja peast. Seejérel kontrollida Gppematerjalist ja vajadusel
parandada oma sdonastust.

[22] Tiielik disjunktiivne normaalkuju loeb iiles kaik védrtustused, kus valem on tdene. Seetdttu
saab samavéirsuse, jareldumise jne moisted vdljendada normaalkujude liikmete kaudu. Vastus
peaks kirjeldama, millised lilkkmed valemite normaalkujudes peavad esinema.

[23]votta kasutusele lausemuutujad, mis kirjeldavad liilitite asendeid. Koostada otsitava valemi
toevadrtuste veerg soltuvalt nende lausemuutujate vadrtustest.

Sisendiks on kolm lausemuutujat, mis néitavad andurite sees- vdi viljasolemist. Koosta-
da kummagi kiittekeha jaoks tdevidrtuste veerg. Leida valemid, mis annavad vajalikes ridades
oiged toevddrtused.

[25]Analoogiliselt eelnevate iilesannetega leida valemid, kuidas S ja K avalduvad A ja B (ja C)
kaudu. Kirjutada need valemid timber loogikaskeemidena.

[26.]Vaata viljasolevat Gppevideot.

P(4) toevédrtuse leidmiseks panna x asemele 4 ja kirjutada vilja tekkiv lause. Seejdrel ot-
sustada, kas see lause on toene.

Asendada Q(x) antud vorratusega ja kvantorid ning eitused nende sonalise kujuga. Kirju-
tada valem vilja sonalise lausena ja vaadata, kas lause on tdene.

[29.]Kasutada kvantorite definitsiooni. Niiteks esimese lahtri vastus on ,iga a puhul Q(a) = £*.
Sellest paremal olevas lahtris peab siis kehtima ,,pole nii, et iga a puhul Q(a) = t“.

[B0/Kirjutada valemid vilja sdnalisel kujul, asendades kvantorid ja eitused vastavate sonadega.
[B1]implikatsioon ja konjunktsioon on erinevad asjad.

Ulesannetes g ja h kasutada kahekohalist predikaati. , Teisi“ tdhendab ,erinevat“ (vdljenda-
da vordusmargiga).

[B3]Panna tihele, et predikaadid méératakse koigi inimeste hulgal, aga laused kiivad ainult tu-
dengite kohta. SeetGttu tuua sisse predikaat T(x) = ,x on selle rithma tudeng”.

[34.Ja)|Alati, kui loom on koer, siis ta haugub. [b)|Alati, kui loom on koer, siis ta ei haugu.[c)|Leidub
loom, kes on koer ja haugub.[d)]Leidub loom, kes on koer ja ei haugu.
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[35][)]1ga x puhul leidub y nii, et x armastab y-t[b)] Leidub x, et iga y puhul y armastab x-i.
[©)] -3 x (x-i ei armastata), kus ,x-i ei armastata“ tdhendab, et ei leidu y-t, kes x-i armastaks. [d)]
Leiduvad kaks inimest, kellest esimene armastab teist, aga teine esimest mitte. [e)]Iga x puhul
leidub y nii, et (x armastab y-tja y on armunu), kus ,,y on armunu“ tdhendab, et y-t armasta-
takse.[f)] Vx(x on armunu — x armastab iseennast).

B6.Ja)|Vastus on P(1) v P(2) v P(3).[b)]Vastus on P(1) & P(2) & P(3).[c)|Véljendada kdigepealt
konjunktsiooni pooled. [d)|Sama nagu|[b)} ainult liikkmed on teised. [e)] Sama nagu[b)} ainult liik-
med on teised.

[37.]Valem on vir siis, kui iikski x predikaati P(x) ei rahulda.

[38]1. Lihtuda olemasolukvantori definitsioonist. 2. Lihtuda tildisuskvantori definitsioonist. 3.
Teises valemis leida predikaadi - A(x) toeviértustabel ja seejérel rakendada kvantori definit-
siooni. Kolmas valem on esimese valemi eitus. 7. Valemid ei ole iiksteise eitused. 8. Esimeses
valemis ei ole vaja panna molema x asemele sama véartust, sest kvantorite mojupiirkonnad ei
kattu. Teises ja viimases valemis leida koigepealt kvantorialuse avaldise tdevédértustabel ning
seejdrel leida selle pohjal valemi tdevairtus. 9. Neljanda valemi analiitisimist alustada seest-
poolt. 11. Muutujate x ja y vddrtusteks ei pea olema erinevad elemendid. 12. Leida valemi
komponentide toevadrtused ja seejdrel jark-jargult valemi enda téevadrtus. 14. Kahekohalise
predikaadi esimene argument vastab reale, teine argument veerule. Néiteks esimeses valemis
vaadata, kas igas reas leidub element, mis predikaati rahuldab. 17. Refleksiivsus tdhendab, et
predikaadi tabeli peadiagonaalil on ainult tdesed védadrtused. 18. Stimmeetrilisus tdhendab, et
predikaadi tabel on stimmeetriline peadiagonaali suhtes. 19. Antistimmeetrilisus tdhendab, et
igale toesele toevddrtusele viljaspool peadiagonaali vastab stimmeetriline vadr toevadrtus. Pre-
dikaat I(x,y) on lihtsalt vorduspredikaat, mis antisiimmeetrilisuse definitsioonis esineb. 20.
Transitiivsusel vahetut geomeetrilist tolgendust ei ole, siin tuleb vaadata, kas alati, kui impli-
katsiooni vasak pool on tdene, on ka implikatsiooni parem pool tdene.

[B9]Panna valem kirja sonalisel kujul ja vaadata, kas saadud lause on tdene voi véir. [a)] tdene,
védr, [c)] vddr, [d)] tdene, [e)] toene, [)] vir, [g)] védr, [h)] toene, [D] vdr, [)] toene, [K)] var.

[@0.Ja)x = y+z,[)]x = y- z[c)]x avaldub kujul 2y (NB! Siimbol 2 ei kuulu signatuuri),[d)] x avaldub
kujul 2y + 1,[e)] x avaldub kujul 10y +3,[P)]leidub naturaalarv y nii, et x = y- ,[g)]leidub naturaal-
arv z nii, et x+z = y,[h)]leidub naturaalarv z nii, et x+ z = y ja z > 0,[)]leidub naturaalarv z nii, et
x = y-z[P|arvu x ainsad tegurid on 1 ja x,[K)] x-i saab esitada kujul x = z-y+r, kus r < y,[D]x-i saab
esitada kujul x = g- y + z, kus z < y,|m)| z on x-i ja y-i tihistegur (x ja y jaguvad molemad z-ga)
ja z on koikidest iihisteguritest kdige suurem, [n)| z on tihiskordne ja kdikidest tihiskordsetest
koige védiksem, [o)| x jagub ainult 1-ga ja paarisarvudega (alternatiiv: x-i kodik algtegurid on vord-
sed 2-ga), M vaadelda arve 1, x, x°, ..., x¥ jaskidena teatava arvu jagamisel teatavate paarikaupa
iihistegurita arvudega.

Leidub arv x, mis tdidab kahte tingimust: 1) arvul x on omadus P, 2) {ihelgi x-st erineval
arvul ei ole omadust P; korraga peavad kehtima kaks asja: 1) arvul x on omadus P, 2) iihelgi
arvust x vdiksemal arvul ei ole omadust P;|c)|alati, kui arv asub x ja y vahel, siis sellel arvul on
omadus P;[d)]iga omadust P rahuldava arvu puhul leidub sellest suurem omadust P rahuldav
arv.

[42]a)] vorratused voib iimber kirjutada sellisel kujul, nagu nad definitsioonis esinevad. Loogi-
lised seosed viljendada loogika tehtemarkide abil. |a)| Lause tdhendab, et ei leidu arvu L, mis
rahuldab eelmise punkti valemit. Viia valemi ees olev eitus sisse nii kaugele kui voimalik.
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Tuleb leida x védrtus (voi x ja y vddrtused), mille puhul tildisuskvantori(te) alune avaldis on
vadr. Kuna valemid on méairatud koigi tdisarvude hulgal, siis peavad ka need vaartused olema
tdisarvud.

[44]Uurida téesuspuu abil, kas valem saab olla védr.

[45] Proovida koigepealt definitsioon kirja panna peast. Seejdrel hinnata, kas erinevused ppe-
materjalis antud definitsioonist on olulised.

.Vaadata kas antud hulgas leidub x, nii et selle x korral on Valem Vy(x<y ) toene. Ulesande
valem on tdene, kui mingi lubatud x puhul on Valem Vy(x<y ) toene. Ulesande valem on v,
kui iihegi lubatud x puhul ei ole valem Vy(x < y ) toene.

Vaadata, kas iga x puhul on valem Jy(xy = 1) tdene. See tdhendab, kas antud hulgas iga x
puhul leidub antud hulgas y nii, et xy = 1.

Kvantori prioriteet on sama mis eituse prioriteet.[b)],, Iga“ on kvantor.

Leiduvad a ja b, mis on erinevad, paaris ja millega x jagub. Iga a korral: kui a on y-
st viiksem positiivne arv, siis x jagub a-ga. Kﬁigepealt véljendada, et jareldub, ning seejérel
votta tulemusest eitus. Jareldub tihendab, et iga kahe arvu puhul kehtib, et kui summa on paa-
risarv, siis molemad arvud on paarisarvud. [d)] Esitada x ja y kujul 10-arv + arv, siis saab kirja
panna viimaste numbrite summa.Ei leidu x-i, millel oleks omadus, et x-i ruut annab 3-ga ja-
gades jéigi 2.[[)]Leidub a, mis asub x ja y vahel ning on tdisruut, ja iga selliste omadustega arv
b langeb kokku arvuga a (,tapselt iikks“). Vi teine voimalus: ,,... ja eileidu a-st erinevat selliste
omadustega arvu b*“. Arv x on vajalike omadustega (st x sobib) ja iga selliste omadustega arv
on vdiksem voi vordne x-ga (st x on sobivate arvude seas suurim).

[BLJa)]X ja Y kuuluvad vastastikku teineteise.[b)] X sisaldab endas iga hulka.[c)] Z kuulub korraga
X-ija Y-sse ning iga hulk, mis kuulub korraga X-i ja Y-sse, kuulub ka Z-i. Molemad osad on
Vajalikud.Tuua sisse abimuutuja V ja asendada lause kahe vordusega YNnZ = Vja XuV =W.
Kuna V esialgses lauses ei esine, siis ei tohi ta ka ldppvalemis olla vaba muutuja.lga hulk, mis
kuulub korraga X-ija Y-sse, kuulub igasse hulka.[f)|Samaviérne lausete XnY = gja XUY =N
konjunktsiooniga.|g Samav'a'arne lausete ZnY =@jaZuY = XuY konjunktsiooniga. Hulga
X iga alamhulk on kas tiihi voi X ise. Hulga X iga alamhulk on kas tiihi, {iheelemendiline voi
X.

[62],Leidub vahim*“ =, Leidub“ & ,,On vihim*.
Esimeses loengus tingimused lausete kohta, tingimus 4.

Samaselt tdene. Otsida tdesuspuuga interpretatsiooni, kus valem on viir. [b)] Samaselt
téene.[c)] Samaselt vadr.

V(“)tta distributiivsuse seadus tildisuskvantori ja konjunktsiooni vahel ning asendada seal
konjunktsioon implikatsiooniga. [b)| Otsida tdesuspuuga interpretatsiooni, kus vasak pool on
tdene ja parem pool vidr. Jareldumine kehtib. [c)]Jdreldumine ei kehti.[d)]Kaks valemit on sama-
vadrsed, kui tihest valemist jareldub teine ja vastupidi.

Otsida tdesuspuuga interpretatsiooni, kus eeldused on tdesed ja viide viir. Jareldumine
ei kehti.[b)lJareldumine ei kehti.[c)]Jareldumine ei kehti.

[67] Toesuspuu avatuks jainud haru annab interpretatsiooni, kus valemitel on sellised tdevéar-
tused nagu alguses eeldatud. Sisestada see interpretatsioon programmi. (Programmi kasuta-
mise kohta vt 4. nddala interpretatsioonide koostamise praktikumi.)
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[68Jja[59 ] Tuua sisse sobivad predikaatsiimbolid. Panna viited kirja predikaatarvutuse valemite-
ga. Teha kindlaks, kas eeldustele vastavatest valemitest jareldub véitele vastav valem. Tdestuse
voib teha tdesuspuu kujul voi loogilise arutluse kujul, kasutades kvantorite ja lausearvutuse te-
hete definitsioone.

Eraldada predikaadid ja viljendada lause valemiga. Kirjutada valemi ette eitus ja lihtsus-

tada.|c)| Tuua sisse predikaadid "x on kiila", "x on kiila y elanik", "x tunneb y-t".

Panna laused kirja predikaatarvutuse valemitega ja leida, kas valemid on samavéirsed.
Valemites on iildisuskvantor implikatsiooni ees. [b)] Valemites on olemasolukvantor konjunkt-
siooni ees.[c)|Piitida leida interpretatsiooni, kus valemitel on erinevad toevéirtused.[d)]Kasuta-
da teisendamiseks predikaatarvutuse pohisamavaarsusi.

[62]Néidata, kuidas need fraasid saab viljendada kvantorite ¥ ja 3 abil.

1. Nimetada tiks seotud muutuja timber. 2. Elimineerida implikatsioon ja viia eitus kvantori
alla. 3. Teha sammbhaaval l4bi prefikskujule viimise algoritm. Lopuks peab iga kvantor jadma
siduma erinevat muutujat. 4. Rakendada prefikskuju algoritmi. 5. Rakendada prefikskuju algo-
ritmi. 6. Rakendada prefikskuju algoritmi.

Kirjutada laused timber sonalisel kujul vastavalt predikaatide tdhendusele selles interpre-
tatsioonis.

Siin tuleb leida, mitu erinevat konstanti, iihekohalist predikaati, kahekohalist predikaati ja
kahekohalist funktsiooni on olemas antud hulgal. [8)]3[0)]8[c)]512[d)] 19683

Leida interpretatsioon, milles valemite tGevéirtused on erinevad. [b)| Toestada, et esime-
sest valemist jareldub teine ja seejdrel, et teisest valemist jareldub esimene. Eeldada, et {iks va-
lem on tdene, ja jouda loogiliste sammude teel jareldusele, et teine valem on toene.

[67]Jdreldumise toestamise skeem on jérgmine. Fikseerida vabalt interpretatsioon ja eeldada, et
vasaku poole valemid on selles interpretatsioonis tdesed. Teha jareldussamme vastavalt kvan-
torite ja lausearvutuse tehete definitsioonidele. Jouda tulemusele, et ka parema poole valem
on selles interpretatsioonis t6ene.Uldisuskvantoriga algava viite tdestamiseks valida interp-
retatsiooni kandjast suvaline element ja tdestada, et vdide kehtib selle elemendi puhul. Imp-
likatsiooni tdestamiseks eeldada, et implikatsiooni vasak pool on tdene, ja tdestada, et impli-
katsiooni parem pool on tdene. Toestussammude tegemiseks kasutada sekventsi vasaku poo-
le valemite tdesust. [b)] Olemasolukvantoriga algava eelduse kasutamiseks tuua sisse tdhis in-
terpretatsiooni kandja sobiva elemendi tdhistamiseks. Jaireldussammudega jouda tulemusele,
et seesama element muudab ka sekventsi parema poole tdeseks. [c)] Kui implikatsioon on tde-
ne, siis on kaks juhtu: kas implikatsiooni vasak pool on véér voi implikatsiooni parem pool on
toene. Vaadata kumbagi juhtu ja jouda molemal juhul jareldusele, et sekventsi parem pool on
toene. [d)| Kirjutada lahti vasaku poole olemasolukvantorid, eitus ja implikatsioon. Olenema-
ta sellest, kumb disjunktsiooni pool tdene on, leidub element, mis muudab sekventsi parema
poole tdoeseks.

[68]Jdreldumist toestatakse samamoodi nagu eelmistes iilesannetes. Et teada saada, kas jérel-
dumine/samavadrsus kehtib, voib konstrueerida tdesuspuu voi proovida valemisse sisse panna
konstantse viirtusega predikaate.[a)] Valemid on samavéirsed. [b)] Valemid ei ole samavérsed.

[69]0sa on predikaatarvutuse pohisamavéirsused. Osade puhul on vastus kindlaks tehtud prak-
tikumides varem. Ulejdéinute puhul piiiida leida interpretatsiooni, kus valemitel on erinevad
toevaartused.
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Ei. Iga poisi jaoks leidub oma tiidruk. |b)]Jah. Populaarne tiidruk meeldib igale poisile.
Ei. Inimene f soltub inimesest e.[d)]Jah. Milline on vastuviitelise toestuse loogiline skeem?

[71]Ja)]Alustada vasakul olemasolukvantorist.[p)]Alustada paremal tildisuskvantorist.[c)|Alustada
paremal implikatsiooni vasakust poolest.[d)|Ekvivalents vasakul on tdene kahel juhul, toestada,
et kummalgi juhul on teine valem téene.

[72]Predikaadid: ,x on lind*, ,x on neljajalgne*, ,x on elusolend*.

[73]Alustada eeldusest, mis algab olemasolukvantoriga. Selle eelduse pdhjal saab sisse tuua ele-
mendi. Seejdrel panna see element sisse tilejadnud eeldusesse.

T6estust alustada kas olemasolukvantorist vasakul voi tildisuskvantorist paremal, st olukor-
dadest, mis annavad meile konkreetse elemendi.

[75. Esimene lause: kas leidub iiks punapea, keda koik imetlevad, voi igaiihe jaoks leidub tema
enda punapea.

[76] Vastus: arutluskiik ei ole korrektne. Leida interpreratsioon, milles eeldused on tdesed ja
vidide vaar.

[77]Predikaadid: , X on hulk“, , X véimsus on suurem kui Y véimsus“, , X kuulub Y -sse“. Tdhis
U on konstantstimbol.

[78]Vaata viimast loengut, mis on tervenisti pithendatud tGestussammudele. Niiteks[a)] vastus:
toome sisse uue elemendi ja kirjutame, et kvantorialune avaldis on tdene, kui x on see element.

Alustada olemasolukvantoritest vasakul. [b)] Alustada teisest valemist. [c)] Alustada pare-
mast poolest.[d)]Késitleda kvantoreid bigest jirjekorras vastavalt iilesandele[78]

Vaadelda kahte juhtu: kas predikaat P on alati tdene voi predikaat P ei ole alati toene.
Vaadelda kahte juhtu: kas predikaat S on alati toene voi predikaat S ei ole alati tdene.[c)]Vaadata
kahte juhtu: vasak pool tdene voi vasak pool vadr. Kummalgi juhul téestada, et parem pool on
sama toevéirtusega nagu vasak.[d)|Iga x puhul v6ib votta y = x.

Panna laused kirja predikaatarvutuse valemitega. Leida interpretatsioon, kus eeldused on
toesed ja vdide vddr. Seejdrel vaadata, kuidas interpretatsioonis leitud olukord vastab lausetes
valjendatud olukorraga.

[B2]Psordvastandviide.
,Kui“-osa on implikatsiooni vasak pool.

[84]Koigepealt tuua sisse predikaadid ja panna laused kirja predikaatarvutuse valemiga. 3. lau-
sest algab jareldumiste ahel.

[85.Kontrollida, kas valem saab olla tGene. Seejérel kontrollida, kas valem saab olla véir. Nende
kiisimuste vastuste pdhjal saab valemi liigi {iheselt kindlaks m#drata.

[86]Arvutada valemi toevairtus vélja jark-jargult, alates seestpoolt. Niiteks P(x)<«>Q(y) on tea-
tavkahe muutuja predikaat, mille toevaartus sdoltub muutujatest x ja y. Arvutada selle predikaa-
di toevidrtustabel. Seejirel vaadata predikaati Vy(P(x) <> Q(y)). See on teatav ithe muutuja
predikaat, mille tdevadrtus soltub muutujast x ning mille tdevédrtuste tabeli saab leida eelmise
predikaadi tabeli pohjal. Alati voib valemit predikaatarvutuse samavédrsustega teisendada voi
lihtsustada. Valemit voib piitida teisendada kujule, millest valemi tdevédrtus on lihtsamini lei-
tav.

[87]Kasulik on kdigepealt defineerida sobivad abipredikaadid. Loppvalemis peavad vabad muu-
tujad olema tépselt samad mis tilesande lause vabad muutujad! Signatuuri mittekuuluvad siim-
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bolid, niiteks arv 5 jne, tuleb viljendada signatuuri siimbolite kaudu. Lauses|c)]tuleb kirja pan-
na ka, et ei leidu teist algarvu (voi et iga tingimusi rahuldav algarv vordub selle algarvuga).

Elimineerida implikatsioonid ja seejérel viia eitused vahetult predikaatsiimolite ette.
Tuua kvantorid valemi ette.

[89]Teha samm-sammult libi prefikskujule teisendamise algoritm.
Panna eeldused ja vidide kirja predikaatarvutuse valemitega ning otsida interpretatsiooni,

kus eeldused on toesed ja véide viir.[a)] Leida interpretatsioon. [b)] TGestada, alustades sobivast
eeldusest.[c)|Leida interpretatsioon. [d)] TGestada, alustades viitest.

Oige alguspunkt on teine eeldus. Oige alguspunkt on vasakul olev ekvivalents.
ja[93. Panna kirja algseis. Seejirel panna kirja koik seisud, millesse padseb algseisust iihe

sammuga. Seisud peavad rahuldama iilesande tingimusi. Siis panna kirja koik seisud, millesse
péddseb nendest seisudest ithe sammuga. Jdtkata, kuni saadakse 16ppseis.

[95.Graafil on 6 tippu ja 9 serva.

Ekstremaalsus tdhendab kahte asja: 1) et selle arvu virvidega saab ja 2) et vdiksema arvu
varvidega ei saa. Molemat tuleb kontrollida.

1. Maatriksi mootmeid saab akna parempoolse osa iiladédres asuvate nuppudega. Iga rea ja
veeru alguses peab hallis ruudus olema kirjas tipu nimi. Lahtrit saab téita sellel klopsates. 3.
Lisada 4 tippu ja anda nendele nimed. Nime andmiseks kldpsata tippu ja vajutada klaviatuuril
tdhte. Seejdrel lisada servad vastavalt maatriksile. 8. Tédisgraaf on selline graaf, kus iga kahe tipu
vahel on serv. 9. Lisada 4 tippu ja anda nendele nimed. Seejdrel lisada servad nende tippude
vahele, kus vasakpoolses graafis servad puuduvad. 12. Tipuastmejérjend on tippude astmete
jarjend. Programmis peab tipuastmejirjend olema jérjestatud kahanevalt. 13. Graafis on tiks
isoleeritud tipp. 15. Luua nii mitu tippu, kui pikk on tipuastmejérjend. Seejérel lisada servad
nii, et tippude astmed tuleksid parajasti sellised, nagu jarjendis kirjas. 16. Poorata tdhelepanu
paaritu astmega tippudele. 17. Kaks esimest tipuastet niitavad, et graafi iga tipp peab olema
iihendatud vihemalt kahe iilejadnud tipuga. 18. Esimene tipuaste néitab, et graafi iga tipp peab
olema tihendatud vdhemalt iihe tilejadnud tipuga. 19. Graaf vdib olla mittesidus. 21. Kokku 4
erinevat graafi. 22. Kokku 8 erinevat graafi.

[98]1gast tipust viljub n - 1 serva. Igal serval on kaks otsa.

[99]Graaf ja tiiend moodustavad kokku téisgraafi.

[100.]Moodustada graaf, kus linnad on tipud ja maanteed servad. Kasutada tipuastmete teoree-
mi.

[TOT]Et iga teed tuleb puhastada kahes suunas, siis on vaja kokku paarisarv masinaid.
Kasutada tipuastmete teoreemi ja iilesande tingimust.

[103]Moodustada graaf, kus tipud on ruumid ja vélisdu. Kasutada tipuastmete teoreemi.

[104]Arvutada vilja tipuastmete summa kahel viisil: tippude astmetest lahtudes ja servade ar-
vust ldhtudes.

[105]Leida iilejéédnud tippude astmete summa.
[106/] T4histada otsitav arv tihega x ja avaldada servade arvud selle kaudu.

Graafi ja tema tdiendi tipuastmete summad peavad olema vordsed. Graafi ja tema tdiendi
tippude astmete pohjal saab méérata graafi tippude arvu.
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Panna kirja piirid, milles seltskonnaliikme tuttavate arv saab muutuda. Oletades, et igal
inimesel on erinev arv tuttavaid, jareldada, et need piirid ei ole korraga saavutatavad.
[109]vaadata alamgraafi, mis koosneb ainult punastest servadest.

Panna definitsioon kdigepealt kirja ise. Seejarel kontrollida kirjapandut 6ppematerjalist.
[I11]vatta kaks tippu. Kumbki tipp v6ib kuuluda kas hulka A v6i hulka B. Iga véimaluste kom-
binatsiooni puhul nédidata, milline on ahel esimesest tipust teise.

[I12]Kui graaf G on sidus, siis védide kehtib. Kui graaf G ei ole sidus, siis toestada, et G tiiend on
sidus. Selleks tdestada, et G tdiendis leidub iga kahe tipu vahel ahel.

[113]Koigepealt tdestada, et graaf on sidus. Selleks votta kaks tippu ja vaadata juhte, kus nende
vahel leidub serv ja kus nende vahel ei leidu serva. Kummalgi juhul tdestada, et leidub ahel
thest tipust teise.

Sidusus: DME 6pik lk 54, teoreem 5. Isomorfism: graafid on isomorfsed, kui nad saab
tippude nihutamisega viia {ihtivaks.

[I15]Leidub bijektiivne funktsioon, millel on teatavad omadused.

[116]votta niiteks jarjend 2, 2, 2, 2, 2, 2 ja leida kaks mitteisomorfset graafi, mille tipuastmete
jarjend on selline.

[[17]c)sellises graafis ja selle graafi tiiendis peab olema vordne arv servi, arvutada vélja servade
arv.[d)|vGtta eelmistest osadest 4-tipuline voi 5-tipuline graaf ja asendada seal teatavad tipud k-
tipuliste tdisgraafidega ja teatavad tipud k-tipuliste nullgraafidega.

[118]Soovitav on panna definitsiooni kbigepealt ise kirja ja seejérel kontrollida 6ppematerjalist.
[119]Vvalida mingi tipp. Sellest viljub vihemalt 3 iihte virvi serva. Vaadelda juhte soltuvalt sel-
lest, mis vérvi on nende teisi otstippe {thendavad servad.

[120]Selles graafis on 5 tippu ja vihemalt 5 iihte varvi serva.

[I21]silla kustutamisel jaguneb sidus komponent kaheks. Seejuures ei saa kumbagi komponen-
ti jadda ainult tiks paaritu astmega tipp.

[122]Lahtuda paaritu astmega tipust ja lilkuda méoda servi, valides igal sammul uue serva. Paa-
risastmega tippudest pdidseb alati edasi, paaritu astmega tippudest mitte tingimata.
[123]Lahtudes graafi teatavast tipust, konstrueerida tsiikliline ringkéik. DME &piku lk 54 teoree-
mi 4 pohjal pole tstikli tikski serv sild.

[124]vaadelda graafis maksimaalse pikkusega lihtahelat.

Need, kellel on {iildse voimalik omavahel tuttavaks saada, asuvad graafi samas sidusas
komponendis.

[126]virvida kuubikud mustaks ja valgeks ning kasutada kdikude arvu paarsust.

[127]Osala)|graaf koosneb tsiiklitest. Téestada, et antud juhul on kéik need tsiiklid paarisarvuli-
se pikkusega. Osas[b)|valida suvaline meeskond ja vaadata meeskondi, kellega ta veel minginud
ei ole (analoogiline tilesandega[119).

2” b2 h. T()estada, et igast tipust pédseb tippu 00...0. T(”)estada, et igast tipust
pédseb igasse teise tippu tlimalt » sammuga ja et mingist tipust mingisse teise tippu péése-
miseks tuleb teha vihemalt n sammu.[e)] Serv on sild, kui ta ei kuulu iihessegi tsiiklisse. [))] Tipp
on eraldav, kui tema kustutamisel jadvad tema naabrid erinevatesse sidusatesse komponenti-
desse.

Lugeda kokku soprusseosed poiste ja tiidrukute vahel.
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Kui tipp kuulub lihttsiiklisse, siis selle tipu aste on vdhemalt 2. Uurida tipuastmete sum-
mat.

[131] Paremal esineb iga tipu w aste liidetavana d(w) korda, sest tipp w on intsidentne d(w)
servaga.

Niidata, kuidas tuleb liikuda alates tipust a, et jouda vélja tippu b voi ¢ ning seejuures
mitte ldbida teist tippu.

Tsﬁkkel peab leiduma G tdiendis. Vaadelda komponenti, kuhu ei kuulu tipud u ja v. Graafi
G tdiendis on koik selle komponendi tipud ithendatud tippudega u ja v.

[134]viide on kujul , parajasti siis, selle tdestamiseks toestatakse molematpidi implikatsioon.
Kummagi suuna puhul kirjutada koigepealt vdlja eeldus ja vdide. Seejérel teha jdreldusi eeldu-
sest alates.

Osaa)] sarnaneb iilesandega Osas [b)| eeldada, et graaf on mittesidus ja leida kahes
sidusas komponendis tsiikkel. Seejérel tosta neis kahes tsiiklis servi timber.

Vaadelda maksimaalse pikkusega lihtahelat. Otsitavad tipud leiduvad selle peal.
Osapuhul sobib lihtne tippude jérjest valimine (ahne algoritm). Osas vaadelda mak-
simaalse pikkusega lihtahelat. Kui eeldada, et selle pikkus on ainult d(v), siis saame mone sam-
mu jérel vastuolu.

[138]Kujundit saab iihe joonega joonistada siis, kui graafis leidub Euleri tsiikkel voi Euleri ahel.
Teoreem Euleri tsiikli leidumise kohta.

Sonastada olukord graafiteooria terminites ja rakendada Euleri tsiikli/ahela leidumise tin-
gimust.

Uhendada need kaks tippu omavahel, siis leidub graafis Euleri tsiikkel. |b)| Uhendada
need tipud paarikaupa omavahel.

Leida graafi koigi tippude astmed. Tipu {i, j } aste on selle tipu naabrite arv.
Eeldada, etlause 1 ei kehti, ja tdestada, et siis kehtib lause 2. Kui lause 1 ei kehti, siis leidub
graafis paaritu astmega tippe. Need vdib tihendada koik tihe uue tipu kiilge.

Hamiltoni tsiikli mitteleidumist saab tdestada paarsuskaalutlustega, vérvides osa tippe
iihte ja tilejadnud teist vérvi. a) leidub; b) leidub; c) eileidu; d) eileidu; e) leidub; f) ei leidu.
[[44Ja)|Kirjutada vilja see ahel.[D)lga tsiikkel peab vaheldumisi kiilastama esimest ja teist alust.
[[45]Kumbki viide ei kehti. Tuua niited.

Hamiltoni ahel (tsiikkel). [b)] Joonistada 3-m&6tmeline kuup. [c)] Toestada voib indukt-
siooniga kuubi méotme jérgi.

[[47]Ja)|Malelauale jaab 30 iihte vérvi ja 32 teist vérvi ruutu. [b)] Leida malelaual Hamiltoni tsiik-
kel. Ruutude véljaldikamisega see katkeb, muutudes ahelateks. Tdestada, et ahelad saab katta
doominokividega.

[T48]Kasutada puu definitsiooni ja pohiomadusi (DME 6pikus lk 63-67).[a)]ei leidu; [b)]leidub;[c)]
leidub;[d)]ei leidu; [e)]leidub; [[)] ei leidu; [g)] leidub.

Milline on n-tipulise puu servade arv? Selle jirgi saab leida tipuastmete summa.

Puu tipuastmete summa saab arvutada nii tippude koguarvu jérgi kui ka antud astmete
jargi.

jaT'éhistada tundmatud. Arvutada puu tipuastmete summa kahel viisil: tippude arvu
jdrgi ja tippude astmete jargi.
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[153]Uurida juurega puud, kus igal sisetipul on 5 alluvat. Adressaatide koguarv vérdub selle puu
servade arvuga. Lehtede arv on tippude koguarv miinus sisetippude arv.

[154]Toestada, et sellises graafis leidub tépselt iiks tsiikkel.

[155] Vastuviiteline tdestus: oletada, et leidub leht, mis asub kaugemal ja niidata ahel, mille
pikkus on suurem kui 2d.

Kui oletada, et sellist lehte ei leidu, siis saab leida ahela, mis sisaldab rohkem tippe kui
puus iildse on. Selle ahela leidmiseks liikuda tipust v iihele ja teisele poole.

Véide on ,parajasti siis“, seetottu tuleb teha kaks tdestust. (=) Serva eemaldamisel muu-
tub otstippude aste paarisarvuks, samas peab igas komponendis olema paaritu astmega tippe
paarisarv. (<=) Puus peab olema kokku paarisarv tippe. Kui mone tipu aste oleks paaris, siis
oleks tippude koguarv paaritu.

[158Ja)Et puu on sidus graaf, siis leidub lisatava serva otstippude vahel juba ahel.[b)|Kui oletada,
et pdrast serva kustutamist jadb graaf sidusaks, siis moodustavad kustutatud serv ja teatav ahel
esialgses graafis tsiikli.

[159]T6estada, et graaf on sidus. Seejérel tGestada, et graaf on tsiikliteta. Kumbagi véidet voib
toestada vastuvditeliselt — oletusest, et vdide ei kehti, tuletada vastuolu eeldusega.

[160.|Eeldusest 1 jéreldub, et graaf on tsiikliteta. Jarelikult iga sidus komponent on puu ja seal on
servi tihe vorra vahem kui tippe. Eeldusest 2 jareldub, et sidusaid komponente on tédpselt tiks.
Tdestada, et saadud graaf on sidus ja et m = n— 1. Nendest omadustest jdreldub, et graaf
on puu 6piku vbi loengu pohjal.

[162]Toestada, et graafi tipuastmete summa on 22 voi viiksem. Sellest jireldub, et graafi servade
arvon 11 voi vdiksem.

Igast tipust leidub tédpselt tiks lihtahel juurtippu. Iga vasall hakkab liikuma modda seda
lihtahelat suunas, mille puhul kaugus juurest viheneb.

[164]Korrektses tdestuses peaks induktsiooni samm katma #ra kéik n + 1-tipulised puud.

Kui tihist tippu ei leiduks, siis saaks konstrueerida ahela, mille pikkus on suurem kui
maksimaalse ahela pikkus. [b)]Kui iihist tippu ei leiduks, siis saaks graafis leida tsiikli.

[166]Uurida, mis jéreldub eeldusest, et puu tiiend on mittesidus. Puu mittesidusa tiiendi kom-
ponentide tippude arvud ja servad peavad rahuldama teatavaid tingimusi.

Kui tsentri tipust ldhtuvaid maksimaalse pikkusega lihtahelaid on kaks voi rohkem, siis on
tsenter {ihetipuline. Kui selliseid lihtahelaid on ainult iiks, siis on tsenter kahetipuline.

Iga sisetipu aste on vihemalt 3. Arvutada tipuastmete summa sisetippude astmete ja leh-
tede astmete kaudu ning voérrelda seda kiimnetipulise puu tipuastmete summaga.

[169]Kui iga sisetipu aste oleks iilimalt 3, siis oleks puu tipuastmete summa véiksem kui vaja.

Ahelkiri peab edasi levima 6 taset, et siisteemi sisenenud inimene tulu teenima hakkaks.
Igal tasemel paljuneb inimese nimi 10-kordseks.

[I7I]Leida antud kahendpuu servade arv. Seejérel leida kahendpuu tippude koguarv.
[I72]Leida puu servade arv. Seejirel leida puu sisetippude arv.
[173]Vaadelda kummaski puus pikima lihtahela keskpunkti.

Isomeer on ithend, millel on sama arv siisinikuaatomeid ja sama arv vesinikuaatomeid,
aga need on iihendatud teistmoodi.[b)|Oletada, et graaf ei ole puu ning kirjutada lahti puu tingi-
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mus. Seejirel konstrueerida graaf, milles vesinikuaatomeid on rohkem. [c)] Olgu I vesinikuaato-
mite arv. Leida tipuastmete summa kahel viisil ja vorrelda tulemusi.

Po6hiline on siin toestada, et lausest 2) jareldub lause 1). Seda voib teha induktsiooniga n
jargi.

Vaadelda sipelga algtippu juurena ning jaotada puu tipud tasemeteks vastavalt nende kau-
gusele juurest.

Liahtuda suvalisest tipust ja liikkuda suurima tippude arvuga haru poole. Tuleb tdestada, et
see liikkumine ei saa jadda kahe tipu vahele pendeldama ega minna tsiiklisse.

Votta ette Kruskali/Primi algoritmi kirjeldus ja teha see sammbhaaval 1dbi.
Kumbki algoritm teeb t66 16puni tihe sidusa komponendi sees.

[180]jah. Tuua niide.

Lisada serv e puusse P ja kustutada tekkinud tsuklist {iks teine serv.

Kui e monda vidhima kaaluga aluspuusse ei kuuluks, siis saaksime selles aluspuus teha
servade vahetuse nii, et tulemuseks on veelgi vdiksema kaaluga aluspuu.

Kui lihttsiikli suurima kaaluga serv kuuluks vdhima kaaluga aluspuusse, siis saaksime alus-
puus asendada selle serva lihttsiiklilt mone teise, vdiksema kaaluga servaga.

Kui leiduks kaks erinevat vdhima kaaluga aluspuud, siis saaksime emmas-kummas servi
timber vahetada nii, et tulemuseks on veelgi viiksema kaaluga aluspuu.

[185]Eeskujuks voib votta DME 6piku lk 73 teoreemi 7.

[186]votta aluseks eelnimetatud teoreem ja iilesande lahendus. Toestada tuleb kahte asja:
et tekkinud graaf on aluspuu ja et selle aluspuu kaal on vihim véimalik.

[187][a)] Vaadelda iihte tippu koonduvate nurkade suurusi. Kolmnurgas vastab suuremale nur-
gale suurem vastaskiilg ja vastupidi. [b)| Téestada, et kaks ldikuvat serva saab asendada kahe
l6ikumatu servaga nii, et kogukaal viheneb. Kumera nelinurga kahe vastaskiilje pikkuste sum-
ma on viiksem kui nelinurga diagonaalide pikkuste summa.

Tdestada, et selline graaf ei sisalda tsiikleid. Seejirel kasutada DME 6piku lk 66 jareldust 1.
[189]Toestada, et selline graaf on sidus. Seejérel kasutada DME Gpiku 1k 66 jéreldust 1.
[190]Toestada, et T on sidus ja et T sisaldab kaiki graafi G tippe.

Tegemist on viitega kujul , parajasti siis“, toestada kahtepidi jireldumine. (=) Kui serva e
kustutamisel jadb graaf sidusaks, siis leidub graafil aluspuu (miks?), mis serva e ei sisalda. (<)
Kui leiduks aluspuu, mis serva e ei sisalda, siis jddvad serva e otstipud pérast serva kustutamist
thendatuks sellesse aluspuusse kuuluva ahelaga.

Jaotada tipud kolme klassi: astmega 4, astmega 1 ja tilejidnud.

Lugeda kokku graafi kaarte arv poiste poolt ja seejérel tiidrukute poolt.

[194Ja)| Tipud meiliaadressid, servad saadetud kirjad.[b)]Kas kahe aadressi kirjade sihtaadresside

hulgad on sarnased ja ldhteaadresside hulgad on sarnased. [c)] See aadress on saatnud teatava-
tele aadressidele vordse arvu kirju ja tilejdédnutele mitte midagi.

Et késk K3 kasutab kdsu K1 tulemust, siis leidub graafis kaar tipust K1 tippu K3. Lisaks
vahetult kasutatavatele kdskudele peavad olema tdidetud ka koik kdsud, millega vahetult kasu-
tatavate kdskude tulemused vilja arvutatakse.
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[196]Joonistada téode eelnevusgraaf. Vastust tuleb pohjendada kahest aspektist: miks sellisest
péevade arvust piisab ja miks vdiksemast pdevade arvust ei piisa.

Tugevalt sidus graaf: DME 6pik lk 79. Servadele suundade médramine: DME 6pik lk 80
teoreem 4 + toestus.

Tipud on 8,7,6,...,0. Tipust 8 saab minna tippudesse 7, 6 ja 5. [b)] Séltumata vastase
kédigust saab méngija alati vihendada tikkude arvu laual k + 1 vorra. Seda sammu korrates saab
maéngija vihendada tikkude arvu laual k + 1 kordse vorra.

ja[200] Induktsioon. Koostada sobiv skeem 4 isiku jaoks ja laiendada seda n isikule n+1
isikule.

[20I]Nimetada iiks tipp juureks ning orienteerida servad vastavalt kaugusele juurest.
See on Hamiltoni tsiikkel.[b)] Votta eelmise punkti tsiiklist iga tipu esimene kahendkoht.
c¢) Teha eelnev 14bi neljakohaliste kahendarvude jaoks.

[203]Leida, milline on iga tipu sisendaste ja viljundaste. Suunatud graafide puhul kehtib Euleri
teoreemi analoog.

[204]Toestada, et leidub tsiikkel. Seejérel tommata tsiikkel kokku iiheks punktiks.

[205]Leida niited juhul n =5 ja n = 6 ning teha induktsioon k — k +2.

Liikuda péripdeva timber laua. Kui riilitli paremal kéel on vaenlane, siis muutub kindlus
vastupidiseks. Et alguspunkti tagasi joudes oleks kindlus ikka endine, peab selliseid vastupidi-
seks muutumisi olema paarisarv.

Jaotada tipud klassidesse vastavalt sealt véljuva pikima suunatud ahela pikkuse jérgi.
Igast klassist votta sisse need tipud, millest ei vii senistesse tippudesse kaart.|b)| k + 1 kordsed.
Olles tuumast viljaspool, saab liilkuda tuuma. Olles tuumas, peab liikuma véljapoole.

Tipu aste.

Tahistada dra astmega 3 tippude arvja astmega 5 tippude arv, ning panna kirja algebralised
seosed nende suuruste vahel. Tipuastmete summa on kahekordne servade arv.

Oletada, et kumbagi ei leidu. Panna kirja véite eitus ja jareldada sellest vastuolu.

Vbtta iiks paaritu astmega tipp ja hakata lilkkuma mooda servi. Liikumine ei saa ldppeda
algustipus. Toestada, et tipp, kus liikumine 16peb, rahuldab néutavaid tingimusi.

Votta serv ja toestada, et see serv kuulub mingisse tsiiklisse.
Votta vabalt kaks tippu ja ndidata kitte ahel iihest teise.

Téhistada dra sisetippude arv ja lehtede arv. Panna kirja algebralised seosed nende vahel,
ldhtudes puu omadustest.

Sellel puul on 75-35 lehte, mingi arv sisetippe astmega 2 ja mingi arv sisetippe astmega 3.

Teisest faktist jareldada, et graaf on sidus. Seejdrel jareldada esimesest faktist, et graaf on
tsiikliteta.

Toestada, et graaf on sidus ja tsiikliteta. Toestus taandada méoistete definitsioonidele ja
varem teadaolevatele teoreemidele.

Induktsioon 7 jérgi.
Kruskali algoritm. Dijkstra algoritm.

On kaks voimalust: kas leiduvad molemad suunatud ahelad u...v ja v...u voi vihemalt
ihte ahelat ei leidu. Vaadata kumbagi juhtu eraldi.
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Nummerdada tipud numbritega 1,..., n ning suunata servad vdiksema numbriga tipust
suurema numbriga tipu poole.

Et graaf on norgalt sidus, siis leidub tipu a juures kas véljuv kaar voi sisenev kaar. Graafis
G \ a saab liikuda igast tipust igasse teise tippu tugevalt sidususe tottu.

[223]Algoritm: DME 6pik 1k 80-81.

a) Fi. b) Jah. c¢) Jah.

Tugevalt sidusas graafis peab pddsema igast tipust igasse teise tippu, sealhulgas kaare
lopptipust algtippu.

Toestada, et iga selline tipp on {ihendatud selle komponendi mingi tipuga molematpidi
ahelaga.

Fi kehti.

Uhendada komponendid tsiikliliselt. Tuleb ka pohjendada, miks see servade arvon vahim.
Induktsioon. Soltuvalt sellest, kuidas juurdetulnud voistkond méngis iilejddnutega, saab
selle voistkonna ahelasse digele kohale vahele lisada.

[230] Kui leiduks vastupidise omadusega tipp, siis peaks sellest minema kaar nii tippu v kui ka
selle védljundnaabritesse. Selle tipu aste oleks tipu v astmest suurem.

[231]Induktsioon. Eemaldada suvaline tipp ja tema viljundnaabrid.

(=) Liikudes mingist X-i tipust mingisse véljaspool X-i asuvasse tippu, peab ahel tegema
sammu X-st vilja. (<) Vaadata tippe, kuhu antud tipust saab minna mééda mingit suunatud
ahelat. Kui nende tippude hulk ei kata koiki tippe, siis saab tipu juurde lisada.

[233] Teha libi Dijkstra v6i Floydi-Warshalli algoritm. a) 12; b) 6.

[234JEi. Tuua néide.

[235]a)} [p)|Néidata, et vastasel juhul saab konstrueerida ahela, mille kaal on véiksem kui vihima
kaaluga ahela kaal

[236.a) Leidub kolmetipuline niide. b) Leidub kahetipuline niide.

Kui potentsiaal eksisteerib, siis saab tsiiklilise ringkdigu kaalu avaldada sinna kuuluvate
kaarte otstippude potentsiaalide kaudu. Vastupidi, kui iga ringkdigu summa on 0, siis voib ti-

pu potentsiaali vaartuseks votta selle tipu kauguse mingist fikseeritud tipust. Tuleb néidata, et
selline potentsiaali vdartus on iiheselt madratud ja rahuldab iilesande tingimusi.

Graafi naabrusmaatriksi ruut nditab kahesammuliste (st kolmetipuliste) ahelate arvu eri
tippude vahel, naabrusmaatriksi kuup néitab kolmesammuliste ahelate arvu jne.

Lahtudes suvalisest punktist, konstrueerida tsiikkel. Selle vektorite summa on nullvektor.
Eemaldada tsiikkel.

Uhendada graafis paaritu astmega tipud paarikaupa omavahel ja leida graafis suunatud
Euleri tsiikkel. Seejérel kustutada lisatud servad.

[241]Selline olukord v&ib tekkida siis, kui iihe tsiiklisse kuuluva kaare kaal on véga suur. Siis v6ib
olla kasulik temast imber minna.

[242]Vaadelda teist graafi, mille tipud on samad mis graafil G ja milles kaare u v kaaluks voetakse
graafi G vdhima kaaluga suunatud ahela u... v kaal.
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