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I PEATUKK

ARVUTEOORIA POHIMOISTED.

§ 1. NATURAALARVUD. MATEMAATILINE INDUKTSIOON.

Naturaalarvude hulk N on esitatav l6pmatu jadana 0, 1, 2,
3, ..., n, ... Kui mingi hulga M ja hulga N elementide vahel
~saab korraldada iiksithese vastavuse, siis on ka hulk M esitatav
jadana ja teda nimetatakse loenduvaks hulgaks.

Loenduvateks hulkadeks on niiteks paarisarvude hulk 2, 4,
6, ..., 2n, ...; mingi naturaalarvuga & jaguvate naturaalarvude
hulk &, 2k, 3k, ..., nk, ...: tdisarvude hulk 0, =1, &2 ..., =+n,
... lineaarfunktsiooni y=3x+41 véaartuste hulk, kui x = N; hulk,
mille clementideks on kumera n-nurga sisenurkade summad m,
2, ..., (n—2)m, ... jne.

Loenduvate hulkade omaduste toestamiseks kasutatakse mate-
maatilise induktsiooni meetodit, mille olemus on lithidalt véljen-
datav jargmiselt: |

Kui mingi vdide, mis on esitatav séltuvuses naturaalarvude
jadast 1, 2, 3, ..., n, ..., on oige naturaalarvu n=n, korral
ja selle vdite oigsusest naturaalarvu n==~k (R>ny) korral jdirel-
dub sama vdite digsus ka naturaalarve n=*~k-+1 korral, siis on
~ see viide Oige iga naturaalarvu n=n, korral.

n{n41) ]2

2

Toestamiseks kasutame matemaatilise induktsiooni meetodit:

Naide 1. Toestame, et 19423434 ... +n3=[

. 2
1. Valem kehtib n=1 korral: 12= (—1~2—~2-—)

2. Oletame, et valem kehtib n=£# korral:

..o [ CED T

3. Toestame, et sel tingimusel kehtib valem ka n=#%-1 kor-
ral.



Selleks liidame k liikme summale k41, liidetava (k-+1) ja
naitame, et ka sel juhul on summaks liidetavate arvu ja sellest
iihe vorra suurema arvu korrutise poolruut:

- E(F 2
42430 LA (B 1)0= [_LQ”*‘_”_] + (k- 1)3=

B2 | k:+-4k+-4
= (1) [ S (et ) [ = (g g RS

k+2)2 k+1) (R42) P
(e D[ D () e

Jédrelikult on viide Gige iga naturaalarvu n>1 korral.

Matemaatilise induktsiooni meetodi rakendamisega mitmesu-
guste ilesannete lahendamisel tutvume edaspidi lihemalt vas-
tavates peatiikkides. :

§ 2. TAISARVUD. ARVU ABSOLUUTVAARTUS.
TAISARVUDE JAGUVUS.

Anname arvu moiste siimbolile —n, kus n on suvaline nullist
erinev naturaalarv. Niiviisi saadud arvohulga ithendit naturaal-’
arvude hulgaga nimetatakse tdisarvude hulgaks Z

Z=1{0; £1; %2; +3; ..}

Taisarvu a absoluutviiirtuseks nimetatakse arva a ennast
kui a>=0 voi tema vastandarvu —a, kui a<0.
‘Stimbolites:

1]

|a|_{ a, kui a=0, -
U —q, kui a<0.

Ndide 2. |e-—-2]=c-—2, kui ¢—2>=0 ehk =2,
aga
l[c—2]=2—¢, kui c—2<0 echk ¢<2.

Kui a ja & (b==0) on niisugused tdisarvud, et nende jagatis
on samuti mingi tidisarv ¢, siis deldakse, et arv a jagub
arvuga b Jaguvuse tidhistamiseks kasutatakse siimbolit
L 0D,

Niisiis a o b, kui a:b=gq, kus a,b,g=Z ja b=£0.
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Téisarvude jaguvuse kohta kehtivad jargmised teoreemid koos
jéreldustega:

Teoreem 1.1. Kui summa Sp,=a+a+ ... +a, koik liideta-
vad jaguvad arvuga m, siis jagub arvuga m ka nende summa sp.

Jareldus: Kui summa jagub arvuga m ja summa koigi lii-
detavate kohta peale ithe on teada, et nad jaguvad arvuga m,
siis ka sec iiks liidetav jagub ‘arvuga m.

Teoreem 1.2. Kui arv a jagub arvuga m ja arv b jagub arvuga
n, siis korrutis ab jagub arvuga mn. .

Jareldus 1. Kui arv a jagub arvuga m, siis arv a® (n < N)
jagub arvuga m".

Jareldus 2. Kui korrutise iiks teguritest jagub arvuga m,
siis jagub ka korrutis arvuga m. :

Jidreldus 3. Kui arv a jagub arvuga b, ja arv b jagub
arvuga ¢, siis ka arv a jagub arvuga c. '

Jiareldus 4. Kui arv a jagub arvuga m ja arvuga &, kus-
juures m ja k on iihistegurita arvud, siis arv a jagub korruti-
sega mk.

Jidreldus b Kui korrutis ab jagub arvuga m ja a ning m
on ihistegurita arvud, siis arv b jagub arvuga m.

Teoreem 1.3, Kui a : b, siis £a : (D).

Sec teoreem voimaldab tdisarvude omaduste kidsitlemisel piir-
duda mittencgatiivsete tdisarvudega.

Teoreem 1.4. n jdrjestikusest naturaalarvust iiks jo ainult ks
jagub arvuga n.

Teoreemid 1.1., 1.2., ja 1.3. on lihtsalt toestatavad kahe arvu
jaguvuse moistet kasutades, teorcem 1.4. aga ldhtudes sellest,
et naturaalarvu jagamisel arvuga n voib tekkida {ldse n eri-
nevat jddki, milledeks on 0, 1, 2, 3, ..., n—2, n—1,

Vaatleme moningaid nditeid nende jaguvuse omaduste raken-
damisest {ilesanncte lahendamisel.

Nidide 3. Toestame, ¢t kahest jarjestikusest paarisarvust
iks ja ainult iiks jagub 4-ga.

1. Olgu antud kaks jirjestikust paarisarvu 2n ja 2n42, kus
ne N, Nende paarisarvude jagamisel kahega sanme kaks jérjes-
tikust naturaalarva n ja n4-1, milledest {iks teorecni 1.4. pohjal
jagub kahega. Tcorcemi 1.2, péhjal jagub siis kas 2a v6i 2(n4-1)
neljaga.



2. Kui iiks kahest jirjestikusest paarisarvust 21 ja 2n4-2
jagub neljaga, siis jagub kahega ainult iiks kahest jarjestikusest
naturaalarvust n ja nd-1 (vt. teoreem 1.4.) ja jérelikult neljaga
jagub ainult iiks antud paarisarvudest.

Teoreem 1.3. lubab aga téestuse laiendada ka negatiivsetele
tdisarvudele.

Niédide 4. Toestame, et p* — 1| jagub 24-ga, kui p on algary
ja p=5.

Arvudest p—1, p ja p+1 on p—1 ja p+1 kaks jirjestikust
paarisarvu, milledest iiks jagub 2-ga ja iiks 4-ga (vt. ndide 3.);
nende Kkorrutis (p—1) (p+1)=p2—1 jagub aga teorcemi 1.2.
pohjal 8-ga. Teoreemi 1.4. jargi peab iiks arvudest p — 1, p, p+1
jaguma 3-ga. Et selleks ei saa olla arv p kui kolmest suurem
algarv, siis jagub 3-ga kas p—1 v5i p+1 ja ka nende korrutis
p*—1. Seega p2— 1 jagub thistegurita arvudega 8 ja 3 ja vas-
tavalt teoreemi 1.2 jireldusecle 4 ka nende korrutisega 24.

Arvude jaguvuse tdestamisel on sageli sobiv kasutada mate-
maatilist induktsiooni.

Nédide 5 Toestame, et 5.7 4-23n=1)  jaguh 41-ga, kui
ne Ny
Kasutame matemaatilise induktsiooni meetodit:
1. Kui n=1, siis 5.724-20—=246—=¢.4}
2. Oletame, et n==# korral Ap=>5.724-25"—1) jaguh 41-ga.
3. Toestame, et siis ka n=4-41 korral antud avaldis jagub
4]-ga.
Olgu
Ap=5-Th4-2%h—D)—=4| N
siis 5. Th=4IN— 23— ==4] N — 8t
App1==5.T20H) | 93k — 5. 721, 494 8 —
= (41N — 8+—1) . 494-8.8h—1—
=41-49N——49-8’**1—}—8-8"—1=41-49N—41-8h—1,

millest on niha, et Apqy toepoolest jagub 41-ga.

§ 3. KONGRUENTS.

Kui tdisarvude a ja b jagamisel naturaalarvuga m tekib fiks
ja scesama jiik, siis Oeldakse, et arvud @ ja b on kon gruent-
sed mooduli m jidrgi. Tihistus a=b (mod m).
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Viimast seost nimetatakse kengruentsiks ja loetakse: arv a
on kongruentne arvuga b modulom (ehk mooduli m jargi).

Niiteks 13==18 (mod5), sest nii 13 kui ka 18 annavad 5-ga
jagamisel sama jddgi 3. Sama tode véljendavad ka kongruent-
sid 13=3 (mod5) ja 18=3 (mod 5).

Kui arv a jagub arvuga m, siis a=0 (mod m).

Kongruentside tdhtsamad omadused on pohjendatavad jérg-
mise teorecmi abil:

Teoreem 1.5. Tdisarvud a ja b on kongruentsed mooduli m
jargi siis ja ainult siis, kui a—b jagub mooduliga m.

Toestus.

1. Kui a— b jagub mooduliga m, siis a—b=km, kus k= Z.

Olgu arvu b jagamisel mooduliga m tekkiv jddk r, siis b=
=mqg-tr, kus g, reZ ja 0{r<<m. Liites vordused a —b=~m
ja b=mq-r, saame a= (k+q)-m-+r, millest on niha, et arvu
a jagamisel mooduliga m tekib sama jadk, mis b jagamisel, s.1.
a="b (mod m).

2. Kui a=b (modm), siis a=mgi+r ja b=mgy+r, Kkus
gy, o, re=Z. Siit a—b=m(g1—¢q2), s.t. a—b jagub moodu-
liga m.

Jargnevalt esitame kongruentsi tdhtsamad omadused.

Teoreem 1.6. Sama mooduliga kongruentse voib liikmeti liita:

kui ay=>by (mod m), as=b, (modm), ..., ap="b, (modm), siis
a+astast+ .. Fan=b1+by+bs+ ... +b, (modm).
Toestus. 7

Eelduse ja teoreemi 1.5. pohjal a;-—bi=mgq,, as— ba=myq,
e, Gn—ba=maq,, kus g, gz, ..., gnE=E 2.

Nende vorduste vastavate poolte liitmisel saame (a;4-a.+ ...
cooFan) — (bitbat L Fbn) =m(giF gt . +g0), millest ja-
reldubki, et aydas+ ... +an=b1+bo+ ... +b, (mod m}.

Jareldus 1. Kongruentsis voib litkmed, nende marki vastu-
pidiscks muutes, iithelt poolelt teiscle tle kanda.

a-+b=c (mod m) <= a=c— > (mod m).

Jareldus 2. Kongruentsi mistahes poolele voib liita moo-
duli tdisarvkordse.

a="b (mod m) <= a-+-km=>b (mod m), kui k= Z.



Nii nende jdrelduste kui jdrgnevate teoreemide pohjendamine
jddgu lugeja enda hooleks.

Teoreem 1.7. Sama mooduliga kongruentse voib liikmeti kor-
rutada.

Kui ai=b, (mod m), ax=b; (modm), ..., an=bn (modm),
siis aaz ... an="0bibs... by (mod m).

Jireldus 1. Kongruentsi molemaid pooli v&ib- astendada
{ihe ja sama naturaalarvuga.

a=b (mod m) = a*=b" (mod m), kui n= N.

Jiareldus 2. Kongruentsi molemaid pooli voib korrutada
ihe ja sama tdisarvuga.

a=b (mod m) = ak=>bk (mod m), kui ke Z.
Jireldus 3. Kui a=b (mod m), siis tdisarvuliste kordaja-

tega hulkliikme kox"+kix14 ... +knyx+R, vididrtused x=a ja
x=~5 korral on samuti kongruentsed mooduli m suhtes:

koa" +Riar 14 .. FRagat-fn=
=kob kb4 .. Fkno1b+kn (mod m).

. Teoreem 1.8. Kongruentsi mélemaid pooli ja moodulit voib
korrutada iihe ja sama naturaalarvuga.

a=b (mod m) = ak=bk (mod mk), kui k= N, k0.

Jareldus. Kongruentsi mélemaid pooli ja moodulit voib
jagada nende iithise naturaalarvulise teguriga.

Teoreem 1.9. Kui kongruents kehtib mooduli m suhles, siis
kehtib ta ka iga tdisarvulise mooduli c¢ suhtes, mis on moo-
duli m teguriks.

a=0b (mod m) = a=b (mod ¢), kui m=cd ja c,déZ.

Teoreem 1.10. Kongruentsi mélemaid pooli v3ib jagada nende
iihisteguriga, kui see on mooduliga ihistegurita.

a=b (mod m) = -?—-E (mod m),

c

kui a :¢c, bc ja (m,c)=L



Niide 6. Kongruentsi 30=42 (mod 4) molemaid pooli voib
kiill jagada nende {histeguriga 3, sest (3, 4)=1, kuid mitte
iihisteguriga 6, sest (6, 4) =2. Esimesel juhul saame kongruentsi
10=14 (mod 4), mis on toene, teisel juhul on aga tulemus
5=7 (mod 4) vaar.

Kongruentse saab edukalt kasutada arvude jaguvusega seotud
iilesannete lahendamisel. -

Niide 7. Toestame, et kahe naturaalarvu korrutis annab
kolmega jagamisel jaidgiks 1, kui molema teguri jagamisel kol-
mega on jaik 1.

a=1 (mod 3), b=1 (mod3). Teoreemi 1.7. pohjal ab==
=1 (mod 3).

Nidide 8 Toestame, et 42 —1 jagub 15-ga, kni me N
42=1 (mod 15) = (4%)m=1m (mod 15) = 42" — 1=0 (mod 153).

Nidide 9. Tuletame 11-ga jaguvuse tunnuse.

Esitame arvu N=anan_1... asas0, kiimne astmete abil:
‘N=ay- 10”—1—|—an_1- 10“—3—{— ... Fa;s- ]02—|-a2- 10—'—(11.

Et 10=—1 (mod 11), siis 10A=(—1)* (mod 11) ja N=
=dn- 10" dp_y- 1072 . F05- 102402+ 104-a1= axn- (—1)n—14
+an-1- (—1)" 24 . Has: (—1)24az- (—1)+a1 (mod 11) (vi.
teoreem 1.7. jdreldus 3). Jérelikult N=(aitas+...)— (a2t
+a+ ...} (mod 11).

Seega jagub arv 1l-ga siis, kui arvu kirjutises paarituarvu-
liste] kohtadel olevate numbrite summa ja paarisarvulistel koh-
tadel olevate numbrite summa vahel jagub Il-ga.

34a-+5b

m on taandumatu mis

Ndide 10. Toestame, et murd
tahes naturaalarvulise a korral.
Kasutame vastuviitelist toestusviisi. Oletame, et leidub nii-
sugune a & N, mille korral antud murru lugeja ja nimetaja jagu-
vad naturaalarvuga n==1. Siis 34a+5=0 (modn) ja dla+{8=
=0 (mod n). Korrutame esimest kongruentsi 3-ga, teist 2-ga :
102a-+15=0 (mod n),

102a-+16=0 (mod n).

Lahutades teisest kongruentsist esimese, saame 1=0 (mod n),
mis on vastuolus meie oletusega ns~=1. Jédrelikult on see oletus
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vidr ja ei leidu naturaalarvulist @ védrtust, mille puhul murd
oleks taanduv.

Nidide 1l. Toestame, et tdisarvu N ja tema ristsumma jaga-
misel 9-ga tekkinud jddgid on vordsed.

N=a, 10" 1Fa,_y- 10724 . .. +az - 1024a,- 10+4a.
Ft 10=1 (mod 9), 102=1 (mod9),...,10"- =1 (mod 9),
siis N=a,+an_1+ ... +ast+a+a, (mod9).

Nidide 12. Missuguste n tdisarvuliste védrtuste korral
3n2+4-3n — 1 jagub 5-ga?

Tuleb lahendada kongruents 3n24-3n — 1==0 (mod 5). Liidame
selle kongruentsiga kongruentsi —5=0 (mod 5): 3n*4+3n —6=
=0 (mod 5).

Et arvud 3 ja 5 on iihistegurita, siis teoreemi 1.10. pohjal
n?4-n —2=0 (mod 5). Et n*+n—2=(n—-1)(n4+2) ja 5 on
algarv, siis kas n—1=0 (mod5) vo6i n+42=0 (mod 5). Esime-
sel juhul a==1 (mmod b), teisel juhul n=—2 (mod 5) =3 (mod 5).

Jirelikult 3x#2--3n — 1 jagub 5-ga, kui n annab 5-ga jagamisel
kas jddgi 1 voli 3.

§ 4. DIOFANTILISED VORRANDID.

Diofantilisteks vorranditeks nimetatakse tadisarvuliste korda-
jatega mitme muutujaga algebralisi vorrandeid, milledele otsi-
takse ainult tdisarvulisi lahendeid.

Kahe muutujaga lineaarseks diofantiliseks vorrandiks nimeta-
takse vorrandit kujul ax4by=c, kus a,b,c=Z ja ka x,yes

Et vorrand ax4-by=rc oleks fildse tdisarvudes lahenduv, sel-
leks peab ¢ jaguma a ja b suurima iihisteguriga (vt. teoreem
1.1.). Sellest ldhtudes voime viita, et ei leidu tdisarvude paari,
mis oleks néditeks vorrandi 4x+6y=11 lahendiks.

Lineaarse diofantilise vorrandi lahendamiscks kasutatakse
sageli Euleri reduktsiooni meetodit, mille olemuse
selgitamiseks lahendame sellel meetodil jargmises ndites toodud
vorrandi.

Naide 13. Leiame vodrrandi 17x — 38y=43 tdisarvulised
lahendid. Selleks avaldame vorrandist ithe muutuja (soovitatav
vidhima absoluutvdirtusega kordajaga muutuja):
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43
x=—3§y—i-—. Seejérel eraldame jagatise tdisosa:

17
4y—|—9

x=2y+2+4

El x peéb olema tdisarv (samuti nagu y), siis 4y-+9 peab jaguma
17-ga ehk 4y+9=17¢{, kus ka {=Z. Nild avaldame y-i: y=

=wl—z£———9:4t—2—i——4—1<. Siit t—1=4u ja t=4u+1, kus
x=38u-+t7,
y=17u+2.

Saadud muutujate paari nimetatakse vorrandi iildlahendiks.
Kui arvule u# anda tdisarvulisi vaartusi, siis saame vorrandi eri-
iahendid. Niiteks w==0 korral x=7 ja y=2, u=—1 Kkorral
x=-—31 ja y=—15. ’

Kuid diofantilist vorrandit voib lahendada ka kongruentse
kasutades.

ue Z. Niiiid jaab iile véljendada y ja x « kaudu: {

Nidide 14. Leiame vorrandi 32x+12y=80 tiisarvulised
lahendid.

Pirast 4-ga taandamist saame 8x+43y=20. Kui x ja y on
selle vorrandi tdisarvuliseks lahendiks, siis vorrandi poolte vord-
susest jareldub, et 8x+43y=20 (mod m), kus m on mis tahes
nullist erinev naturaalarv, Valime mooduliks muutujate kordaja-
test selle, mille absoluutvddrtus on vahim, antud juhul siis 3.

Et 8x+3y=2x (mod 3) ja 20=2 (mod 3), siis 2x=2 (mod 3)
ja teoreem 1.10. pdhjal x=1 (mod 3) <= x=3¢+1, kus t = Z

Vorrandist 8x+3y=20 avaldame y-i:

20 —8x 20#—h~8(3t—|—1)

Seega on antud vorrandi {ildlahendiks
{ x=3+1,
y—=——=8i+}4.

Erilahendid leiame, andes ({-le tdisarvulisi véadrtusi. Naiiteks:
kui =0, siis x=1 ja y=4,
kui =1, siis x=4 ja y=—4, jne.
Nidide 15. Lahendame tidisarvudes veel vorrandi 7x-5y=6.

7x-+-5y=2x (mod 5) ja 6=1 (modb), jdrelikuit 2x=1 (mod5).
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Et 1 ci jagu 2-ga, siis ascndame saadud kongruentsi kong-
ruentsiga 2x=6 (mod 5), millest x==3 (mmod 5). Uldlahend on
seega

{ x==5¢+3,

Kongruentsid on rakendatavad ka rohkem kui kahe muutu-
jaga lineaarse diofantilise vorrandi ja monel juhul isegi teise
astme diofantilise vérrandi lahendamisel nagu ndeme alljargne-
vatest naidctest.

Nidide 16. Leiame vorrandi 2x-+3y — 5z==28 kaik tdisarvu-
lised lahendid, mis rahuldavad tingimust 0<x, y, z<C10
2x+3y —bz=y—2z (mod 2) ja 28=0 (mod 2) =y —z2=
=0 (mod 2) = y=2z (mod 2) = y=z+2k.

Asendanud - vorrandis y-i saadud avaldisega, avaldame x-i:
x==14-+2 — 3k. Vorrandi iildlahend on

x=14+42z — 3k,

y=z+2k,
e 7,
ke 2.

Vorrandi lahendite leidmiseks antud vahemikust koostame
iilesande tingimuste kohase vorratusesiisteemi

' f 4 14
0<14-+2—3k<<10, L ch 2R

’ {
0 2k <10, 10 —

<< 2+2k<10,<=> _Epe z_’

0 < 2<10 2 2

‘ ’ L 0 <z<10.

Et tingimusel 2>0 on 102——2: <z—gl4_, siis 2<C4,4 ja
a4 «<k<—102—2—.

1. Kui z==1, siis —g—<k<4,5 s.t. k=2, 3, 4.

a) k=2=-y=>0 ja x=9,

12



b) k=3 =-y=7 ja x=6,
¢) k=4=y=9 ja x=3.

2. Kui z=2, siis 2<<k<4, s.t. k=3=y=38 ja x=T.

3. Kui z=3, siis 2~;—<k<3,5, s.t. k=3 =y=9 ja x=8.

4, Kui z=4, siis 2-—§—<k<3 ja lahend puudub.

Otsitavad tiisarvulised lahendid on (3; 9; 1), (6; 7; 1);
(7; 8; 2), (8, 9; 3) ja (9; 5 1).

Niide 17. Leiame vorrandi 4xy —9x — 7y+4156=0 taisarvu-
lised lahendid.
Axy —9x — Ty+156=0<y(4x —7)—2(4x —7)—(x — 1) =
=< (4x—T)(y—2)=x—1=x—1=0 (mod(4x — 7)) =

' x—1
= x — l=k(4x —7) =>k—4x__7 .
Fi £ saaks {ildse olla tdisarv, siis peab |x —1]=|4x —T7| voi

x — 1==0. Viimasel juhul on lahendiks x=1 ja y=2. Vorratuse
taisarvuliseks lahendiks on ainult x=2, sest kui x>2, voi kui
<20, siis ilmselt |4x —7|>}x—1].

Seega teine lahend on x=2 ja y=3.

ULESANDED.

1-1. Mllllste .p algarvuliste vaartuste korral 3,(9-1—4“——0;2 ja mil-

-----

1-2. Toestage, et 3n2—1 ei ole tdisarvu ruut, kui ne Z.

1-3. Toestage, et arvu 121n—3, kus neZ, el ble voimalik val-
jendada kahe jarjestikuse naturaalarvu korrutisena.

1-4. Millistel n naturaalarvulistel vairtustel 47 —3n jagub
7-ga?

1-5. Tuletage seitsmega jaguvuse tunnus.
1-6. Toestage, et 171-1117—1 ei ole iihegi taisarvu ruut,
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1-7.
1-8.
1-9.

1-10.
I-11.
1-12.

1-13.
1-14.
1-15.
1-16.

1-17.

1-18.

1-22,

1-23.

1-24.

1-25.

14

" n numbrit
e em—.
Millise numbriga lopeb arv 33...3 kui n>1?

Leidke arvu z=3% — 783 kaks viimast numbrit.

Tocstage, et 4487-1-57-3327 jagub 29-ga iga naturaalarvu
n korral.

Toestage, et 2345190 — 1 jagub 11-ga.
Toestage, et 117+24 122741 jagub 133-ga, kui n = N.

Millistel n taisarvulistel vairtustel 32 —6n—2 jagub
7-ga?

20 .
Toestage, et 3 &% jagub 21-ga.

h=1
Toestage, et 41978 — 31976 jaoub 5-ga.
Toestage, et 319805196 jagub 13-ga.

Toestage, et 2¥4-1 jagub arvuga 37+ iga naturaalarvu n
korral.

Toestage, et aias-+1 jagub 36-ga, kui a; ja as on kaks alg-
arvu (aq, az>3), millede vahe on 2.

Leidke arvude p ja g koik algarvulised viidrtused, mis rahul-
davad vordust p?2—2g2=1.

. Leidke arvu a koik algarvulised vidrtused, mille korral

2a%-41 on algarv.

. a=31046n — 1. Leidke vdhim a, mis jagub 3l-ga, kui

ne N,

. Leidke arvu n koik niisugused naturaalarvulised vdartused,

et n<60 ja n’+4n—21 jagub 17-ga.

Toestage, et p* —20p°4-64 jagub 45-ga, kui p on algarv ja
p=T.

Toestage, et 1727n+374-4n jagub viiega ainult siis, kui
n ei jagu neljaga, ne N.

Kas kolme naturaalarvu kuupide summa voib jaguda 7-ga,
kui iikski kolmest arvust ei jagu 7-ga?

Leidke suurim arv, mis jagub 1l-ga ja mille kirjutises esi-
nevad koik numbrid ainult {iks kord.



1-26.

1-27.

1-28.

1-29.

1-30.

1-31.

1-32.

1-33.

1-34.

1-35.

1-36.

Leidke koik naturaalarvud, mis jaguvad nii 7, 11 ja 13-ga,
ning lopevad kolme numbriga, mis moodustavad etteantud
kolmekohalise naturaalarvu.

On antud tdisarvude jadad (x5) ja (yn) nii, ct

)C0=1, x1=1, xn+1=xn+2xﬁ_1, n=1, 2, 3, ... ja

yo=1, y1=7, Ynt1==2¢n-+3Yn—1, n=1, 2, 3, ... .

Seega on nende jadade kuus esimest liiget vastavalt 1, 1,
3,5, 11, 21 ja 1, 7, 55, 161, 487. Toestage, et nendes jada-
des ei ole rohkem vordseid liikmeid kui xo, X1 ja o

m, n, p ja q‘ on tiisarvud, kusjuures m— p=0. Toestage,
et mg+np jagub (m—p)-ga siis ja ainult siis, kui ma+4-pgq
jagub (m—p)-ga.

- 7827 . .
Toestage, et murd 52;:{:5 ei ole taanduv, kui z& Ny
Leidké sellised @ = N viidrtused, mille korral murd 48a+5
69a+4

ol taanduv.

Leidke viis vihimat mitteiihekohalist jérjestikust positiiv-
set tdisarvu x, (kus k=1, 2, 3, 4, 5) nii, et xx jagub arvuga
k44 ja lopeb arvuga k+4.

Nimetame algarvude paariks kaht jérjestikust algarvu,
mille vahe on 2 ja algarvude kolmikuks kolme jarjestikust
algarvu, mille vahe on 2. Nii niiteks on algarvude paar
11 ja 13 ning kolmik 3, 5 ja 7. Toestage, et rohkem
algarvude kolmikuid ei leidu.

Leidke koik naturaalarvud, mis vorduvad oma ristsumma
runduga.

Toestage, et naturaalarvu viles aste lopeb sama numbriga,
millisega 16peb naturaalarv ise.

Toestage, et ei leidu sellist algarvudest koosnevat arit-
meetilist jada, mille liikkmete vahe on 1000.

Leidke koik positiivsed kahekohalised tédisarvud, mille
numbrite kuupide summa on numbrite summast 57 korda
suurern.
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1-37.

1-38.

1-39.

1-40.

1-41.

1-42,
1-43.

1-44.

Leidke koik kolmekohalised arvud A, millel on jdrgmine
omadus: kéigi nende arvude, mis saadakse arvust A numb-
rite fimberpaigutamisel, aritmeetiline keskmine on A.

Kontrollimata hoiukassast viljamakstud rahasummat, lei-
dis hoiustaja, et pédrast 26 rbl. 66 kop. ostu oli tal raha
kaks korda rohkem kui ta hoiukassast pidi saama. Kont-
rollimisel selgus, et raha véljamaksmisel oli kassiir koge-
mata rublad ja kopikad &dra vahetanud. Kui palju raha
pidi hoiustaja tegelikult saama?

Toestage, et vorrand 3x2—4y?=19 ei ole tédisarvudes
lahenduv. ' '

Toestage, et vorrandil x2— 2y*+48z=3 puudub taisarvu-
line lahend.

Leidke vdrrandi 2x2— xy-+11x —5by—1=0 tédisarvulised
lahendid.

Leidke vorrandi x*--4y'=2(2+4ut) taisarvulised lahendid.

Leidke vorrandi 2 —3v=1 koik naturaalarvulised lahen-
did.
Toestage, et vorrandisiisteemil

{ 22462 =22,
6124 yi=12,

ei ole nullist erinevaid naturaalarvulisi lahendeid.



IT PEATUKK,

ALGEBRALISED TEISENDUSED.
ARVUJADAD.

§ 1. RATSIONAALAVALDISED.

Avaldiste lihtsustamisel ja samasuste toestamisel kasuta-
takse tihti nn. abivalemeid. 6. klassis &pitud valemid on
siintoodute erijuhtudeks.

L (a+b)"=C0 an4-C! an—tb+ ... +Cr gn=tbht .. 4 Cn bn,

2. (a—Db)n=C% an— C! an=1b+- ... 4 (—1)kCkan-rbit ... +
+ (—1)nCn b

3. a® —br=(a—b) (a"+a*2b+4 ... 4-abn-24-hn-1),

4. a® —bn=(a-+0b) (@™ —a" 2+ ... —b"1), kui n on paaris-
arv. ‘
0. a"4br=(a+b) (et —ar?b4an—32— ... +b"1), kui n on

paaritu arv.

6. (aita+ ... +an)t=0at+a2+ ... +a* +2ama+
+2a1a5+ . . . +2a,_1an.

7. (a4b-Fc)3=ab34-c24 3(a+b) (atc) (h+c) =
=a3-+ 034343 (a+b+c) (ab+ac+be)— 3abe.

Vordest —=—-2- jarelduvad nn. tuletatud vorded

b d
saame leida kasutades valemeid _
mya-+nqb nmyct+nmd mia+mnc  mb4-nd
MaG~+nob  Mac+nsd Maa—+nac mab+ned
- ay a R -
vorretest —=—=r—=—, .. =—"- jirelduvad vérded
. by by bn
My A-Male+- .. FMpln G & Qn kus
m1b1+m2b2+ P —l—mnbn bj bz bn '
My, Ny ja my, M, ..., my, on mis tahes reaalarvud, mis ei muuda

nimetajat nulliks.

2 Materjali klassiviliseks todks 17



Algcebraliste avaldiste lihtsustamisel on viga tdhtis osata
hulkliiget tegureiks lahutada. Lisaks koolikursusest tuntud vote-

tele vaatleme siin veel paari erivotet.
Liidetava lahutamine kahe liidetava summa ks

(vaheks).
N i Ii dec 1. Lahutame tegureiks
A=ab(c+d) (a—b)+bc(add) (b —c) — ac(b+d) (a —c¢).
Kuna {(a—b)+(b—c)=a—c, siis
ac(b+d) (a —c¢)=ac(b+d) (e — by+ac(b4+d)(b—c) Ja
A=ab(c+d) (a —b)+bc(a+d) (b —c)—ac(b+d)(a—b)—
— ac(b4d) (b —c)y=a(a— by [b(c+d) —c(b+d) ]+
+c(b—c)[b(at+d)—a(b+d)|=ala— b) (bc+bd — bec —
— cd) +c(b —c) (ab+bd — ab — ad) —ad(a—b) (b—c)+
ded(b—c)(b—a)=d(a—b)(b—rc) (a —c¢).
Niide 2 Lahutame tegureiks A==2xi4x3410x*+3x+12.
Kuna 10x2=4x246x2, siis
A=2xt+x34x2+6x24-3x 4 12=x* (2x24x+4)+
13 (2x24x+4) = (2x*4-x+4) (x*43).

Méne iilesande lahendamisel tuleb kasutada nn. maara-
mata kordajate mectodit.

Niide 3. Leiame kordajad A, B, C ja D nii, et hulkliige
f(x) =x'+Ax3+Bx*+4x+4 oleks hulkliikme g(x)=x*+Cx 4D
taisruut.

g2(x) = (x2+Cx+D)2=x'+42Cx*+ (C24-2D) x24-2CDx+ D=

Et hulkliikmed f(x) ja g*(x) oleksid vordsed, peavad vordsed
olema vastavad kordajad. A, B, C ja D maaramiseks saame siis-
teemi

2C=A,
{ 2D+ C2=18,
20D =4,
L D=4,

millest D=2, C=1, B=5, A=2 voi D=—2, C=—1, B=—3,
A=—-2.
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Sageli on voimalik hulkliiget tegureiks lahutada, leides eel-
nevalt selle hulkliikme nullkohad. Kui nullkohtadeks.
on Xy, Xz ..., ¥n, siis Bezout’ teorecmi pohjal (vt. teoreem 3.7.,
jiareldus 2.) hulkliige f(x) jagub kaksliikmetega x — x1, x — xa,
cey X— Xg.

Koolikursusest on teada samasuste toestamise vote: voetakse
vorduse {iks pool ja teisendatakse seda seni, kuni saadakse vor-
duse teine pool voi teisendatakse algul vorduse itht poolt ja siis
teist poolt, kuni saadakse sama tulemus. Vahel on otstarbekas
kasutada jargmist teoreemi.

Teoreem 2.1. Kui kahe n-nda asitme hulkliikme [(x) ja g(x)
vadariused on vordsed n--1 erineval x vddrtusel, siis need hulk-
litkmed on samaselt vérdsed.

Jareldus. Kui n-nda astme hulklilkme [f(x) vairtused
n+1 erineval x vddrtusel on vordsed nulliga, siis on tegemist
0-hulkliikmega (hulkliige on samaselt vordne nulliga}.

Nidide 4. Toestame, et

(x—b)(x—c)  (x—¢)(x—a)
(a—b)(a—c) ' (b—c)(b—a) ' (c—a)(c—Db)

kui as=b, b~c, asc.

Lahendus. 1 wviis. Murdude iihiseks nimetajaks omn
(a—Db)(a—c)(b—rc). Viinud vasaku poole {ihisele nimetajale,
saame lugejaks (b —c) [x2—(b+-c) x+-bc]l—(a—c) [x*—
—(a+c)x+acl+(a — b) [x2 —(a+b)x+ab]. Parast koonda-
mist (koik tdhte x sisaldavad liikmed koonduvad) ja fegureiks.
lahutamist saame ka lugejaks (¢ —b) (a—rc¢) (b —c).

(x —a)(x— D) 1

II viis. Vorduse vasak pool on iilimalt 2. astme hulkliige.
Hakkab silma, et kui x=a, x=0>0 v0i x=r¢, siis selle hulkliikme
viaartus on 1. Kui aga 2. astme hulkliikme vadrtus kolmel erine-
val x véaartusel on 1, siis teoreemi 2.1. pohjal see hulkliige on
samaselt vordne 1-ga.

Monikord samasus kehtib teataval tingimusel. Jdargmi-
ses ndites vaatleme niisuguse samasuse toestamist.

Nidide 5. Toestame, et a’*-[—b‘*-{-c‘*:-%—, kui

a-+b+c=0 ja a?4b2+4c2=1.
9» ' x | 19



Q- bi-ch= (a2+b2+c?)? — 2020 — 2a%c? — 2b2c2=1— 2(a*b24-

J-a2c24-b2c?). Kuna a+b+4c=0, siis ruutu vottes saame, et a2+

- 1 ..
1 p2t-c24-2 (ab+ac+be) =0, millest ab—l—ac-{—bc=ﬂ—~§——. Vii-

mase vorduse pooli ruutu vottes saame, et abid-atci+-bicrH+
-—|—2abc(a—|—b—|—c)=_;—, millest a2b2+a262+b202=7}£— ja at
1 1

bipot=1— 2=

Murdavaldiste summa leidmiseks on sageli kasulik murd
avaldada kahe voi mitme lihtsama murru summana (vahena).

- gaame leida

Néiteks summa -|— +3 4_{_ .+

99.100
, : . t 1 1 1 |
kergesti peast, kui markame, et 51 2 2. 379
—-—L‘ L _ L 1 Koik liikmed peale esimese ]a
577 99-100 99 100 pea J
wviimase koonduvad. Summaks on —1?(%-
Nidide 6. Leiame sumnma
X . X3 ‘
S =; -
X1 (X1-4xX2) T (x14-x2) (X1Fx2-4-%3) +
+.. 4 -
T T e xat - xa—t) (Bt Xn) ‘
Paneme tédhele, et 2 = L ! ,
X1 (x14x32) X1 X1+ X2
X3 . 1 . 1 _
(x14-%2) (X1FX2+X3) T X1t P s 2
Xn ' ' .
Bkt .. A-2na) (KXot .- %n)
- 1 . 1
Xyt X Xitxet .. En
1 1 XQ+X3+ ‘e +x'n,

S S=: —_ — !
segd T IRt x| (A gt - )

20



§ 2. IRRATSIONAALAVALDISED

Definitsioon 1. Arvu & nimetatakse n-nda astme
{ne N, nz=2) juureks arvust a, kui br=a; siimbolites: b= ya.

Definitsioon 2. Mittenegatiivset arvu b, mis on n-nda
astme (ne N, n=2) juureks mittenegatiivsest arvust: a, nimeta-
takse n-nda astme aritmeetiliseks juureks arvust a.

Aritmeetilisel juurel on vaid iiks kindel véirtus. On kokku

n . .
lepitud, et arvutamisel reaalarvude hulgas siimbol ya, ne N,
nz=2, az=0 tahistab aritmeetilist juurt.

n
Kui a<C0 ja n on paarisarv, siis Ya ei eksisteeri; kui a<<0
(-
ja n on paaritu arv, siis Ya on negatiivne, aritmeetilise juure

o

Yla| vastandarv.

a, kui a=0,

~ ol P
Ndide 7. ya*=y|a|*=]|a| ehk Ya _{ —a, kui a<0.

~
Niide 8 J&_lal
a a

] 1, kui a=>0,
—1, kui a<<0,
l ei ole maaratud, kui a=0.
T 2a — 1, kui a>1
— T , \
Ndide 9. a+yla—1) { 1, kui a<Cl1, sest
I a—1, kui a>1,
V(@—1)2= ] 1 —a, kui a<l,
l 0, kui a=1.
Koolikursusest tuntud eeskirjad juurimise kohta on tuletatud eel-
dusel, et juuritavad on koik mittenegatiivsed. Arvutamisel juur-
tega on vaja viga tdhelepanelikult jélgida, kas kasutatud teisen-
duse tulemusena saadud avaldis on ikka samaselt vordne esi-
algsega,

8 & 8 8
Naide 10. 7§(—3)657(—3)3, vaid y(—3)6=}|—=3|6=
4 —
=V}35.
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: i 5 4
Nidide 11. J(x—1)2s=Yx — 1, vaid Y(x —1)*=7|x —1|*=

Yx— 1, kui x=1,

=]/_17:__1T: J
l ¥1 —x, kui x<Z1.

— 2 -
Niaide 12. Kui a<0, siis aV aa 3#]/—‘1—93———91)—, vaid

a—3 afa—3) = ———
a]/ = Vma =—Ya{a— 3).

a

Kui avaldises esineb liiteadikaal kujul VA—H@ vOi VA — VB,
siis juhul, kui A2— B on tdisruut, saame liitradikaalist vabaneda
kasutades valemeid '

= +/A+yA—B 1/ A—yA—B
VA+VB=]/ +V2 '+]/ 1/2

—_— i2 — 2 ___
ja VAVB:]/AHAQ B _.]/A V‘; B ki A>o,

B>0, A*>B.

Toestage nende valemite digsus vorduse molema poole ruutu
votmise teel!

Nidide 13. Vabaneme liitradikaalist avaldises st'é'—-wé..
Siin A=373, B=24.

— — 3 Y3427 — 24 ]/31/§-1/27—24_
Vors— o)/ LTI 1) 5335

—Vop—VpE=iB-%s

Nidide 14. Lihtsustame avaldise

Vx—l—QVx—-l—i—Vx——Q]/x—l, kui x=>=1.
A=x, B=4(x—1).
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x—2, kui x=2,
2—x, kui x<<2.

JAT B=y —dxtd=|r—2| =1

Seega Vx—l—? V?c_—_i—l—]/x——Q]/x——lz

ZVx+l);—2]'+V x—|2x——2| +i-l/ x+|;2c-—2| B

Vx—lx—Q[ Vx+|x—2| {21/}_1, kui x=2,
—_ 5 ,—9 5 -

2, kui 1=sSx<C2.

Juuravaldiste teisendamisel on tihti vaja vabaneda irrat-
sionaalsusest murru nimetajas (lugejas).

Olgu irratsionaalavaldise tdhiseks A. Tegur, millega seda
avaldist tuleb korrutada juurtest vabanemiseks, olgu B.

Sagedamini kasutatakse jdrgmisi teisendusi.

. Kui A= JxPy?...2z" ja B= yxn—ryr—.. . 2", siis A-B=
=XYy...2. '

2. Kui  A=7Vx—7y ja B= 7yt yxry+ Yyt

4.+ Yyt siis A-B=x—y.
9a. Erijuhul, kui n=2, A=7Vx—7Vy ja B=yx+yy. A-B=
=X —1.
3. 3 I I e 3
ob. Erijuhul, kui n==3, A=yx—7Vy ja B=yx*-yYxy+Vy>
A-B=x—uy.
3. Kui A=7Vx+7Vy ja B= yxn—t— yxn2y+ Yxr-oy2—
L —(—1)n Yy, siis A-B=x1y.
3a. Frijuhul, kui n=2, A=7yx+Vy ja B=yx—7y. A-B=
=x—1.
3. 3. . RS S
3b. Erijuhul;, kui n=3, A=yx+Vy ja B=yx>—Vxy+yy=
A -B=x+y.
— 3 _— 3 3 3
4. Kui A=yx=£Vy, ja B=(YxFVy) (X>+xyy*+yVy), siis
A-B=x3—y>

5. Kui A=yx+yy+yz ja B= (Yx+yyTy2) (x+y—2—2Yxy),
siis A-B= (x+y—2z)% — 4xy.
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Ndide 15. Vabaneme irratsionaalsusest nimetajas.

) 1 B—1  _ {21(B—1)

b b b =TT i 6

Y3HY9+127+3  Y3[(¥3)i — 1]

Kasutasime geomeetrilise jada summa valemit.
1 1

24§24+ 13416 V2O 241 +1B(24D)
I

C(F2+1) (Y2+73)

b) —

= (12— 1) (13 —V2).

C)V2ﬁ+ﬁ:Véﬁ+ﬁW%ﬁ—ﬁizvﬁmﬁ+ﬁxz

T 215 10
V2v3—'|/2 2]/3‘ 12
_ VB(¥6+1)
— - -
1
d) - - .
VoirvsrVe—ys
3 3
Lihtsustame murru nimetajat. Olgu VQ—H/B—l—V 2—V—5=u,.
3. 3 3
siis ¢43=2+y%'+2—1/'5+3(]/ 2+V3+V 2—1/3)1/ 24+V5X%

3

X 2—1/3=4-—w3u. Seega u43u—4=0. wWH3u—4=
=ud— ut+du—4=(u—1) (124+u+4)=0=u=1. Murru vaar-
tuseks on 1. | |

Irratsionaalavaldiste lihtsustamiseks on monikord otstarbeko-
hane kasutada asendusvotet, mille abil avaldis teisendatakse rat-
sionaalseks.

Naide 16. Lihtsustame avaldise

3 3
at+x ax*—a*x
! 3___+3____ +3_j 3]/1 3___
a? — yx? a:—2 Yax4yx? 6 —
A: ]/ V G_VB_ -V ""Vx'
| ya—yb
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6 __ 6
Olgu Yya=m ja yx==n, siis
8 6 4__ 4492
mé4-n 4 mn m4n
mt—nt = mt—2m2ni4-nt
m—n ]
mist saame tulemuseks m. Seega A=vya, kui a=0, x=0, az=x.

A=

—n, millest péarast lihtsusta-

§ 3. ARVUJADAD.

Kui igale arvule n = Ny on seatud vastavusse mingi arv a,,
siis Geldakse, et on antud arvujada ai, as, ..., @, ... . Valemit,
mille jérgi saab arvutada jada mis tahes liiget, nimetatakse iild -
liikme valemiks.

Jada nimetatakse koonduvaks, kui tal leidub 16plik piir-
viértus  liman=a, kus a = R; vastasel juhul hajuvaks.

7—=>00

Koonduva jada summaks nimetatakse tema n esimese

lilkme summa piirvddrtust, kui n tokestamatult kasvab, s.t.
S=1im §,.

=00

Aritmeetiliseks jadaks nimetatakse jada, milles
np1=an-+d iga n = N; korral.

tn=a1+(n—1)d. Sp= ai_gan n= 2a1+(r;—1)d n.

Geomeetriliseks jadaks nimetatakse jada, milles
(n+1=0a,q iga n = N, korral A a,5=0.

Sp—-2lan =) _ ang—ai

— n-1. i
an aiq .7 q_ 1 q_ 1

Geomeetrilise jada a-ag-t+aq¢*+...4ag?+ ... summa
S=

liq , kui [q|<1.

Nidide 17. Aritmeetilises jadas amin=A ja au_n=B8B.
Leiame am ja a,.

Kuna aguin=am+nd=A ja am_n=a,—nd=2>5B, siis liites ja
lahutades vorduste vastavad pooled, saame

A+8 ja 2nd=A —B= j=2=8
2 2n
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__A+B
2

Kuna a, —am=(n—m)d, siis apn=am+(n—m)d

+

{(n—m) (A — B) — m(A — B)
on 0 2n '

Ndide 18. Leiame summa S=3-4+33-+333+...+33...3,
kus viimases liidetavas on n kolme.

+

S=‘;13— (949949994 ... 499...9)=

:_é_[(101—1)+(102—-1)+(103—1)+...+(10n—1)]=
z_é_(101+102+103+...+10n—n)=
1 [ 100107 — 1) 11 —10
z?[ 01 _”’]:3( 9 _n)'

Miarkus. Analoogilist teisendust kasutades on voimalik
leida summad, mille liidetavates esinevad vaid iihesugused numb-

rid 1, 2, 3, ..., 9. Néiteks $=84-88+4...488...8 jt.
Nadide 19. Leiame summa S=a-2a’43a’°+4a*+ ... +na™.
Korrutame  vorduse pooled a-ga. Sa=a*-+2a°+3a++

+ ... 4nar. Lahutame vorduste vastavad pooled: S — Sa=
(1 —ar) na®t!
(1-—a)? l—a’
Naide 20. Leiame summa S=124+2°+43>4 ... 4n2
Kuna (k+41)3=Fk3-+3k24-3k141, siis

28=134-3.1°4-3- 141,

3P=234-3.224-3-2-+1,

=g+ata’+ ... 4-a” —nantt, millest S= -

(n+1)3=n3-{3n%-}+3n+1.
Liites vorduste vastavad pooled, saame

(n+1)3=1+3(124-22+ . . . +12) +3(14+24 ... +n)+n=

= (n41)4-3(124-224 ... +n2) +3 —n—mg—tll, millest
32 nt) = (n )3 — (1) — 3 HED
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__n{n+1) (2n4-1)
= 5 :

(n4-1) (2n+-1)
E—

s=2

Nédide 21. Leiame summa S=1-242.34 ... +n(n+1).
Kuna 1=2—1, 2=3—1, ..., n=n+4+1—1, siis

1

§=22—243—3+... +(n+1)2— (n+1) =
=204-324 .+ (nH 12— [2434 ...+ (n+]) ] =

(n-|—1)6(2n—|—1)1'rn2+2n_ 2~|-n2-|—1 . n(n—}—lé(n—l—Q) .
ULESANDED.

Lahutage tegureiks (2-1...2-14).

2-1.
9-2,
2-3.
2-4,
2-5.
2-6,
2-7.
2-8.
2-9,

2-10.

2-11.

2-12.

2-13.

2-14.

2-15.

2-16.

ab(a—b) —ac(a+c)+bc(2a+c —b).
2a%+-3a3+4-17a2+415a+35.

(b —c)*+(c—a)*+(a —b)*

6x2 — xy — 7x — 24>+Ty — 3.

x24xy — 24 — x-+H4y — 2.

(a—x)y®— (a—y)x*+(x —y)a’
a(b?—c*)+b(c>— a?)4-c(a?—b?),
(x4y+2)F —x3 —yd — 2%

4-y3+23 — 3xyz.

8(a+b+c)?— (b+c¢)*— (c+a)®— (a+D)3
X2 (y —2) 4P (2 — x) +2(x —y).

¥ (y —2)Fy*(z — x) 28 (£ —y).

Xe(y? — ) +y (22 — x7) 24 (0 — 7).
(x+y)° — (x5+y?).

. xi?._'_aiz
Taandage murd P
Leidke A ja B nii, et hulkliige x*-+x*+2x2-+Ax+B oleks

faisruut.
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2-17. Leidke, missugustel tingimustel hulkliige ax’4-bx2+4cx+d
on esimiese astme kaksliikme kuup.

2-18. Missuguse m vaartuse korral avaldis x(x-+a) (x+b)-(x+
“+a+b)+m on taisruut?

2-19. Tocstage, et hulkliige (x4-1) (x+2) (x+3) (x+4)-+1 on esi-
tatav ruutkolmliikme ruuduna.
Toestage samasused (2-20...2-26).
(x—b)(x—c) | (x—c)(x—a) n
(@a—b)(a—c) '~ (b—c)(b—a)

2-20. a

(x —a) (x—b)

T
(x—b)(x—¢) (x —¢)(x—a) L
2-21. & (a —b) (a—rc) o (b—c)(b—a)
(x—a)(x—0b) )
NI R
as—+ b3 _atb
2-22. a4 (a—b6)%  at(a—1b)
y—z z2—x
2.23. - 1
(x—y)(x—2) ' (y—2)(y—x)
X—y 2 2 2
T eone—y  r—y g—z z—x
bh—
224, —— — asb—1 — QZZ(bZ—I—Sa) , kui a+b=1.

2-25. (a*+b2+c?)i=2(a*-+0%-cY), kui a+b+c=0.
2-26, i+ =3xyz, kul x4y+z==0.
Lihtsustage avaldised (2-27...2-32).

a’(b—c¢)+b3(c—a)+c*(a—b)

2-27. (b — )+ (c—a)+cE(a—Db)

at (b2 — ¢2) b4 (2 — a?) +ct (a2 — b2)

2-28. a2(b — c)+b2(c —a)+c*(a—b)
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a—b b—c c—a (a—b)(b—rc)(c—a)
2-29. a+b ' b4c T c--a T (a+b) (b-}c) (¢+a)

as=—b, bs~=—c¢, a=—-¢.

(a4c) (atd) (b4¢) (b+d) . a b
2-30. (aTbrotd)? , kui =7
ol Lp-442)
2-31. abtcd , kui af+b=c-}d.
2-32. A= (x-+y) (x2F-y2) (x*4y*) ... (27-Fy2).
93, Td R SN S
- 2-33. Toestage, et kui b, T T o siis

( as )n la® +ma? +pa? + . .. +sar
by /' lbr4-mbp4-pbi- ... 4sb?

Vabanege irratsionaalsusest murru nimetajas (2-34...2-37).

2-34, ———— i —————
}Y1047y20-+740 — y5 — y80
2-35. — 4__1 . >
V2+y4+78-+2
2-36. 3_1 —.
y3+7¥2
237, V_WJFW_ ,kui a>0, 5>0, a>b.
~/ _ _
: Ya— b
Lihtsustage avaldised (2-38...2-48).
. 3
1+x — 8 — ] —x xy —1
2-38. (1———2';—1—) :[ny(l——]/xy)-— (I =) (Y_y ) ]
RS 14+7xy
p.39, AN fmin, 0 __m )
ym-+yn - Yymn @ m—7Ymn Ymn+n
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2-40,

2-41.

2-42.

2-43,

2-44,

2-45.

2-46

2-47.

2-48

30

4

( Vx3y — x . 1
Vx—7yy  yx
x+y — (xVx4y Vy) Yx+Vy)

} (y+79)

( Y1i+4x 1 —x

Y1i4+x—V1 —xi Y1 —x2+4x—1

|
><(]/x—2— 1 ——7)‘, 0<<|x| <<l

[ (l—xz)_é——{—l ]ﬂE [ (1_wx2)_é"

— )

kui x=2a2 (14a)~! ja a>1.

Vo2 —6y+9+1y — 9] +2.

A:V a—lO]/a—QS—I—V a+10Ya — 25,

. V2x2-~— 142x Yx2 — 1.

{ 2473 4 - 2—93 \2‘
| y3Vervs v2—Voy3]

/ _
. ]/5_-]/3-—]/ 29 — 12 V5.

Vre-Hdxy+4u2 — Yx2 — dxy+4y2, x=0, y=0.

a=25



Toestage samasused (2-49...2-52).

2-49,

2-50.

2-51.

2-52.

2-53.

2-34.

2-53.

2-56.
2-57.

2-58.

2-59.

e e e

Va

p 3 20tlE b

—7V(atb)*—Y(a—b)3 a>b>0.

V a+ya*-— b>

3 3 —
V 5{2’+7—V5v“2—7=2.

3 3
V 90-}- 14 Y2+ V 20 — 14 y2=4.

3 3
Tocstage, et kui Vx2—|—]/x4y2+v yi4yxtyi=a, a=0, siis

2 2 2

- .y (42} a ..
Toestage, et kui ——= = ...=-——, siis

Va1b1+]/a2b2+ C e +]/anb7L=V(a1+az+ e —HL”) ><

XY (bi+ba+ ... +by), kus ap>0, b,>0,
k=1, 2 3, ..., n.

Geomeetrilises jadas amin=A ja am—n=25. Leidke an
ja an.

Aritmeetilises jadas ap=g¢q ja a,=p. Leidke am.
Leidke geomeetriline jada, kui tema esimese 7 liikme

1
summa on 4445 ja see suhtub teise kuni kaheksanda liikme

summasse nagu 1:2.

Leidke aritmeetiline jada, mille n esimese litkme summa
on n2.

Leidke geomeetrilise jada ay; as; ...; a, koigi litkmete kor-
1 1

rutis, kui S=a1—|—a2+ coFan ]a 51:—+—-+ “e —I— : .
ay - Qe n

31



2-60. Kas arvud 1; ]/_3; 3 saavad olla aritmeetilise jada liikmed?
2-61, Leidke aritmeetiline jada, milles §,=3n%-}-4n.
2-62. Leidke aritmeetilise jada n-es liige, kui Sp=pn--gn2.

2-63. Jada 3; 5; 9; 15; ... liikmete vahed moodustavad aritmee-
tilise jada. Leida jada n-es liige.

2-64. Tocstage, et jadas 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; ... (nn. Fibo-
nacci jada: @nia=anti+an, a1=1, ap=1) iga neljas liige
jagub 3-ga.

Leidke summa (2-65...2-67).
2-65. S=1-224-2-3243-424- ... +{(n—1)n=
2-66. S==124-3:+4+5>14 ... 4+ (2n —1)2
2-67. S=1-1142-214 ... +n-nl.

Toestage samasused (2-68...2-70).

268, 2 12-4-3- 24434 .. +n(n— 1)2 (n-t1) n2—

_a(nt ) (142) (n+3)
. |

n(n4-1)  n(n4-1)(n4-2)
2 o 6 '

2-69. 1+3-464104+154 ... +

2.70. 1.2.342.3-44+ ... +a(nd1) (n4+2) =

_n(n41) (242) (n43)
4
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[I1 PEATUKK.

VORRANDID JA VORRANDISUSTEEMID.

§ 1. VORRAND. VORRANDITE SAMAVAARSUS.
VORRANDITE KONJUNKTSIOCN JA DISJUNKTSIOON.
LAHENDITE KAOTSIMINEK JA VOORLAHENDITE TEKE.

Olgu f(x) ja g(x) mingid funktsioonid. Vordust f(x)=g(x)
nimetatakse iihe muutujaga vorrandiks, kui fles-
andeks on leida meed x viirtused, mille korral funkisioonide f(x)
ja g(x) vddrtused on vordsed, '

Funktsioonide f(x) ja g(x) mdaramispiirkondade {ihisosa nime-
tatakse vorrandi f(x)=g(x) middramispiirkonnaks.

Vorrandi lahendeiks nimetatakse neid muutuja x vaar-
tusi, mis muudavad seose f(x)=g(x) tOeseks arvvorduseks.

Lahendada vorrand tdhendab leida lahendihulk L={xy
Xs ..., Xn} VvOI toestada, et vorrandil lahend puudub, s.t. L=0.

Vorrandit  fi(x) =gi(x) nimetatakse vorrandi [(x)=g(x)
jirelduseks, kui teise vorrandi iga lahend on ka esimese vorrandi
lahendiks.

Tahistus: [(x) =g(x) = [1(x) =g1(x).

Kaht vorrandit f(x) =g (x) ja [1(x) =g1(x) nimetatakse sama-
viidrseiks, kui esimese vérrandi iga lahend on teise vorrandi
lahendiks ja vastupidi, teise vorrandi iga lahend on esimese vor-
randi lahendiks.

Tahistus: f(x) =g (x) <= [1(x) =g1(x).

Vorrandite samaviirsus soltub ka vaadeldavast arvuhulgast.
Niiteks vorrandid x*—4=0 ja x—2=0 on samavdérsed hul-
gas R+, kuid ei ole samavidirsed hulgas R. ,

Olgu antud vorrandid fi(x)=gi(x) ja f2(x)=g2(x); mille
lahendihulgad on vastavalt Li={xi; x2} ja La={x2; x3}. Andes
nendes vdrrandites muutujale x néiteks erinevad reaalarvulised
vidrtused xi, X2, X3 ja x;, saame kas toesed voi vaddrad
arvvordused. x=x; korral saame molemast voérrandist vaa-
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rad arvvordused, x=x; ja x==x; korral on iiks vordustest toene
ja teine viir, x=x, korral on aga molemad vordused toesed.

" Kui on iilesandeks leida muutuja need véédrtused, mis muuda-
vad molemad antud vérrandid toesteks arvvordusteks (x-i véér-
tused, mis on vorrandi fi(x) =g1(x) ja f2(x¥) =g2(x) lahendeiks),
siis o6eldakse, et tuleb lahendada vorrandite f[¢(x)==g:1(x) ja
f2(x) =g2(x) konjunktsioon ehk siisteem.

Tahistus: {fi(x) =g1(x) A f2(x) =g2(x)} VoI

{f1(X) =g1(x),
fa(x) =ga(x):

Vérrandite konjunktsiooni lahendiks on temasse kuuluvate
vorrandite lahendihulkade iihisosa: L=LiN La={x1; %}
N {x2 xs} = {x2}

Kui iilesandeks on leida nmeed muutuja véddrtused, mis muu-
davad vihemalt ithe antud vorrandeist toeseks arvvorduseks (x-i
vadrtused, mis on vorrandi fi(x) =gi(x) vdi fa(x)=g2(x) lahen-
deiks), siis deldakse, et tuleb lahendada vdrrandite f1(x) =g1(x)
ja f2(x)=g2(x) disjunktsioon.

Tahistus: {fi (x) =g1(x) V f2(x) =ga2(x)} VvOi

fi(x) =g1(JC),'
fa{x) =g2(x).

Vorrandite disjunktsiooni lahendiks on temasse kuuluvate vorran-
dite lahendihulkade {ihend: L=1L; U L2= {X1; XQ,} U {JC2; JC3}=
== {X1; X2; Xs}. _
. Vorrandit f(x)=g(x) (I) nimetatakse samavéirseks vorran-

dite  disjunktsiooniga fi(x)=g1(x) V 2(x)=g2(x) V...V
Vin(x)=gn(x)} (2); kui vorrandi (1) iga lahend on lahendiks
vihemalt iihele vorranditest (2) ja vorrandite (2) iga lahend on
lahendiks ka vorrandile (1). Seega; kui L on vorrandi (1) lahendi-
hulk ja Ly, Lz, ...; Ln on vastavalt vorrandite (2) lahendihulgad,
siis L=LiU LzU...ULn.

Tahistus:  {f(x) =g(x)} <> {i(x) =g1(x) V L:(x) =£:(9) V

V.o Via(x) =gn(2)}* |

Vérrandi lahendamisel asendame antud vorrandi jérk-jérgult

* Lepime kokku, et edaspidi kirjutame vdrrandite disjunktsiooni loogelisi
sulgusid kasutamata. -
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lintsamate vorranditega. Pole kindlaid eeskirju, missuguseid tei-
sendusi igal konkreetsel juhul on ofstarbekas kasutada. Esiteks
on vaja jilgida, et ei kasutataks teisendusi, mis voivad pohjus-
tada lahendite kaotsiminekut, sest vorrandi lahenda-
mine tihendab tema koigi lahendite leidmist. Teiseks, kiill vaik-
semaks ohuks on- voorlahendite teke Tuleb silimas
‘pidada, et kui kas voi kordki kasutati teisendust, mis vois poh-
justada voorliahendite teket, siis pérast lahendamist on tingimata
vdja kontrollida, kas leitud lahendid rahuldavad ka lahtevorran-
dit. Kontrolli vdib jitta tegemata (kontroll ei ole vorrandi
lahenduse koostisosaks), kui oleme nididanud, et teostatud tei-
senduste abil saime alali eelmistega samaviddrsed vorrandid.

Vorrandite lahendamisel sagedamini kasutatavad teisendused
pohinevad alljdrgnevatel teoreemidel.

Teoreem 3.1. Vérrandid [(x)=g(x) ja [(x)+h(x)=g(x)+
1h(x) on samavddrsed, kui funktsioonil h(x) on olemas vddrtus
vorrandi f(x)==g(x) mddramispiirkonna igas punktis.

Téestus. Olgu arv x, vorrandi f(x)=g(x) lahendiks, siis
f(xg) ==g (xo) on toene arvvordus. Kuna funktsiooni h(x) vaartus
kohal x, on k(xo), siis liites vorduse f(xo) =g (x0) molemale poo-
lele sama arvu h(xy), saame tdese arvvorduse [(Xo)—+h(Xe) =
=g (xs) +h(x). Seega xo on ka vorrandi F(x)4+h(x)=g(x)+
-+i(x) lahendiks.

Oleme niidanud, et esimese vorrandi iga lahend on ka teise
vorrandi lahendiks. Analoogiliselt nididatakse, et teise vorrandi
iga lahend on ka esimese vorrandi lahendiks. Tehke seda.

7

51 d  Vor : | _ L1 _
Nidide 1. Vorrandid x—I—x__l ) +1 ja x==1 pole
samavéddrsed, sest funktsioonil h(x)zx puudub véértus;
: _ - : 7 7 e -
kui x==1. Vorrand x=1 on vorrandi x-+ = i4+1 jarel-

duseks. x—1 x—1

Niide 2. x¢45x—1=3x2}5x — 1 <> x4=23x2 sest funkt-
sioonil f(x)=5x — 1 on olemas vdidrtus vorrandi x*=3x% maara-
mispiirkonna igas punktis.
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Teoreem 3.2. Vorrandid f(x)=g(x) ja f(x) -h(x)=g(x) -h(x)
on samavddrsed, kui funktsioonil h(x) on olemas nullist erinev
vddrtus vorrandi mddramispiirkonna igas punkiis,

Toestage see lause teoreemi 3.1 eeskujul.

Nidide 3. Vorrandid x2—1=2(x+1) ja x—1=2 pole
samavéarsed, sest esimest vorrandit on korrutatud avaldisega
1

h(x) z}c_—l—l_’ millel puudub védirtus vorrandi x2—1=2(x-41)
méaidramispiirkonda kuuluvas punkiis x=—1.

Teisiti: vorrandit x — 1=2 on korrutatud avaldisega h(x)=
=x-+1, mis muutub nulliks, kui x=—1.

Niide 4. x(x2-1)=x2(x2+1) <= x==x2 Miks?

Teoreem 3.3. Vorrand [[(x)]*=[g(x)]™ on virrandi [(x)=
=g (x) jdrelduseks. _ |

Need vorrandid on samaviidrsed, kui n=2k-}-1; kus k= N.
Kui n=2k, kus k< Ny, siis on vorrand [f(x)]?=[g(x)}]" sama-
vidrne vorrandiga |f(x)]=]g(x)]|, see aga vorrandite disjunkt-
siooniga

f(x)=g(x) V [(x)=—g(x).

Kui n=2~%, siis on vorrandid [f(x)]*=[g(x)]" ja [(x) =g (x)
samaviirsed piirkondades, kus f(x) ja g(x) on samamirgilised.

3
Nidide 5. y2x-21=x<= 2x-+21=x3. Miks?

Niide 6. yY2¢x+2l=x=-2x421=x2 kuid y2x-}21=x<=
<> 2x-+-21 =x2, kui x>0. Miks?
Nidide 7. Lahendame vorrandi (x?— 6x-8)2=(x—3)%
(%2 — 6x4-8)2= (x — 3)2 <= |x2 — 6x4-8|=|x — 3| <=
<= x2 — 6x4+8=x—3\/ x2—6x+8=—(x—3).
7+Y5  5+Y5 }
2 ’ 2

Vastus: L= {

Teoreem 3.3. on teoreemi 3.4. erijuhuks.

Teoreem 3.4. Vorrand ¢[f(x)]=9¢[g(x)] on vorrandi [(x)=
=g (x) jdarelduseks, kui funktsioon ¢ on mddratud funktsioonide
f(x) ja g(x) koikvbimalike vddrtuste korral.
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Kui peale selle veel funktsioon ¢ on monotoonne, siis need
vorrandid on samavéarsed.

Nidide 8. Vorrandi xt=-—x2 lahendiks on 0. Vorrandil
log (x*) =log (—x2) aga lahend puudub, sest logaritmiunktsioon
pole médratud funktsiooni —x? muutumispiirkonnas.

Nidide 9. Vorrand cos(2x——g—)=cos (m—x) on vorrandi

2x-———g—:n—x jarelduseks. Miks?
Nidide 10. xt+B=x2+41<= log(xt}-5)=Ilog(x24+1). Miks?

Teoreem 3.5. Kui vorrandi [(x)=g(x) mddramispiirkond X
esitada mitme hulga iihendina

ja antud vorrand lahendada igas osahulgas eraldi, siis nii saa-
dud lahendid médravad vorrandi f(x)=g(x) lahendihulga.

Seda omadust kasutatakse sageli muutu]a absoluutvidrtust
sisaldavate vorrandite lahendamisel.

Nidide 11. Lahendame vorrandi V|x?— 3x —4|=x-5.

Vorrandil puudub lahend, kui x<Z—5.

Ku1 x>=—>5, siis ruutu vottes saame esialgsega samavairse vor-
randi |x2— 3x — 4| = (x+5)2 Kuna kolmliikme x?>—3x—4 null-
kohad on —1 ja 4, siis lahendame vorrandi eraldi vahemikes
a) —h<<x<<—1, b) —I<<x<<4, ¢) x=4.

Seega tuleb meil leida vorrandi x2— 3x — 4==(x49)2 lahendid;
mis asuvad vahemikus —5<Cx<<—1 ja x=4 (neil x-i vairtustel
on ruutkolmliige mittenegatiivne) ja voérrandi —(x?—3x —4)=
= (x45)2 lahendid; mis asuvad vahemikus —1=<Cx<T4.

o 29}
Vastus: L—{ 3/

Teoreem 3.6. Kui funktsioonid [i(x), f2(x), «.., [a(x) on kGiR
madratud hulgas M, siis selles hulgas on vorrand fi(x)-J2(x) ...
~wifa(x)=0 samavddrne wvorrandite disjunktsiooniga fi(x)=

=0V fo(x)=0V...V fn(x)=0.

Uleminekut lihtsamate vorrandite disjunktsioonile kasuta-
takse vorrandite lahendamisel sageli,
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Ndide 12, Lahendame vérrandi x%+3x3 — x2— 3x==0.
W34 — 2 — 3 =0 x(x — 1) (x+1) (x4+3) =0 <= x=0 V/
Vi—I1=0V x41=0\ x4-3=0.

‘ Vastus: L={—3; —1; 0; 1}.

Naide 13. Vorrandil —2—_—*_3-;=0 lahend puudub. Vérrandi

x2—4=0 lahenditeks on =2 Vérrandil (x%—4) 2—_‘?_—?:0 on -
aga vaid itks lahend x=2. Seega vorrand (x*—4) —2—_7—:;’-:0 ei
ole samaviirne vorrandite disjunktsiooniga =0\ #2— 4=

24w

pole méiratud..

3
=0, sest x=—2 korral ST

Vorrandi lahendite kaotsiminekut vai vaorlahendite teket poh-

justab sageli tinglike samasuste kasutamine vorrandi teisenda-
misel.

Absoluutseks samasuseks nimetatakse vordust, mille kummagi
peole miidramispiirkonnad langevad iihte ning mis on tdene selle
lihise maidramispiirkonna koéikides punktides.

~ Absoluutsed samasused on niiteks [F(x) - g(x)]*"=fr(x) X
Xgn(x), kus n=Z, [f(x)+g(x)]-[f(x)—gx) = (x) — g(x);"

sin? x+4-cos? x=1, sin2x=2sinx cos x, Yxt=|x| jt.

Tinglikuks samasuseks nimetatakse vordust, mille kummagi
poole méaidramispiirkonnad on erinevad ning mis on {éene nende
madaramispiirkondade iihisosa kaikides punktides.

Tinglikud samasused on niiteks tan X= log x2=2log x,

cot x ’
2n_ . 2n 2n Zn . ’
Vi(x)-g(x)= Yi(x)- Ve(x), VII(x)PPr=f(x) jt.

Kui teostatud teisenduste tulemusena vérrandi mairamispiir- )

kond laienes, siis voivad tekkida voorlahendid, mddramis-
piirkonna kitsenemise korral aga lahendid kaotsi minna.

Nidide 14. 2logx=4=logs?=4= x2=10*=> x;,—100;
X2==—100 (voorlahend). Vorrandi méadramispiirkond laienes.

Kui lahendame aga vorrandi (x — 1)2=4 logaritmimise teel:
2loga(x —1)=2; x—1=2<=x=3, siis kaotame lahendi
¥=—1, sest vorrandi miidramispiirkond kitsenes, '
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Jitame meelde, et sagedamini tekivad véorlahendid vorrandi
muutujaid sisaldavate liikmete koondamisel ja taandamisel, vor-
randi korrutamisel muutujat sisaldava tdisavaldisega, vorrandi
poolte astendamisel paarisarvulise astendajaga, potentseerimisel
ja tinglike samasuste kasutamisel; lahendid véivad kaotsi minna
vorrandi jagamisel muutujat sisaldava tédisavaldisega, logaritmi-
misel ja tinglike samasuste kasutamisel.

§ 2. HULKLIIGE. BEZOUT TEOREEM. HORNERI SKEEM.

n-astme hulkliikmeks muutuja x suhtes nimetatakse algebra-
list avaldist kujul

AQx*+ax .. Fan—1x4-an,

kus ne= N ja ap, ai, ..., @, on mis tahes reaalarvud, kusjuures
a(}?éo.

Olgu f(x) ja g(x) kaks hulkliiget. Kui leidub niisugune hulk-
liige g(x), et f(x)=g(x)-q(x), siis deldakse, et hulkliige f(x)
jagub hulkliikmega g(x).

Kui f(x)=g(x)-q(x)+r(x), siis deldakse, et hulkliikme f(x)
jagamisel hulkliikmega g(x) on jagatiseks g¢(x) ja jaa-
giks r(x). Hulkliikmete jddgiga jagamine on alati teostatav,
kusjuures jagatis ¢(x) ja jédk r(x)-on midratud iiheselt (kui
jadgi r(x) aste on madalam jagaja g(x) astmest).

Niide 15 Leiame hulkliikmete x5 —3x3}+2x2—05x+4 ja
x34-2x2 — 1 jagatise.

Jagamise teostame jdrgmise skeemi kohaselt:

x5 —3x%3 4242 —bx+4 | x34+2x2—1
T x5 9xk — x2 x2—2x +1
—2x4—3x3 4+ 3x2—5x + 4
T 2xh— 48 4 2x
xX343x2—Tx-+ 4
T x84 242 —1
x2—Tx+5

Seega x° — 3x34-2x2 — Br-Ha= (x4 2x — 1) (¥ — 2x4-1) -+
4-x% — Tx-+5.
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Teoreem 3.7. (Bezout’ teoreem). Hulkliikme [(x) jagamisel
kaksliikmega x — a tekkiv jdaik on [(a) (s.t. on vérdne hulkliibme
vadrtusega, kui x=aqa).

Jédreldus . Hulkliige f(x) jagub kaksliikmega x — a siis.
ja ainult siis, kui arv a en hulkliikme nullkohaks.

Jéreldus 2. Kui ay, ay, as, ..., a, on hulkliikme f(x) eri-
nevad nullkohad, siis f(x) : (x —a) (x —az)...(x —an).

Nidide 16. Leiame hulkliikme f(x)=x*+2x24+7x —1 jaga-
misel kakslitkmega x — 1 tekkiva jdigi.

Ndide 17. Kas hulkliige f(x)=x‘+2x24-12x jagub
- {x+2)-ga?
r=[(—2) ={(—2)+2(—2)2412(—2) =0.
Vastus: jagub.
Nédide 18. Leiame hulklitkme (¥%—2x42) (x% —x—1)174
+ (x* — x34-2x% — x4-5) (¥ — 4x+2) 410 kordajate summa.
Kanoonilisel kujul esitatud hulklitkme f(x)=aox"4-axn—14

+ .%. -;a, kordajate summa _Z’az f(1). On selge, et hulk-

- litkme kordajate summa ei olene sellest, kas hulkliige on esitatud

~ kanoonilisel kujul vbi mitte. Seega ka antud juhul saame leida

- kordajate summa, vottes avaldises x=1.
f(1)=1-(=1)""46- (—1)410=3.

Nidide 19. Mingi hulkliikme jagamisel kaksliikmetega x4-1;
x —2 ja x—3 tekkisid vastavalt jddgid 3; 1 ja —1. Missugune
jadk tekib selle hulkliikme jagamisel korrutisega (x+1) (x-2)><
X(x—3)?

F(x) = (x41) (x —2) (x —3) -q(x) +r(x), kus r(x)=ax*+
+bx+-c. Kordajate a, b ja ¢ mddramiseks leiame f(—1), f(2) ja
f(3), mis Bezout’ teoreemi péhjal on vordsed vastavate jdidkidega.

f(—1)=a—b+c=3, {(2)=4a+2b+tc=1;
f(3) =9a4-3b4-c=—1.

Lahendanud vorrandisiisteemi
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I a— b+c=3,
4a+4-2b+c=1,
l 9a+3b+c=—1,
leiame, et.azb:—-:—;-—f; c=3.
Vastus: ——-—sz—Lx—l—3
, 3 3 .

Sageli on voimalik kasutada Bezout’ teoreemi hulkliikmete
tegureiks lahutamisel ja arvude jaguvuse tdestamisel.

Ndide 20. Lahutame tegureiks hulkliikme
A=ab(c-+d) (a—b)+bclatd) (b —c) —ac(b-}-d) (a —¢)

(vt. ka I1 ptk. niide 1).

On kerge naha, et kui a=0b, a=c¢ voi b=rc, siis A=0. Seega
A jagub avaldisega (a—0b)(a—c¢)(b—c). Et tegemist on d
suhtes esimese astme hulkliikmega, siis

A= (a—b) (a—c) (b — ¢) (Kd+M).

Kordajad K ja M leiame maddramata kordajate meetodil.
Anname muutujaile a, b, ¢ ja d suvalisi vdidrtusi (as50, a=*c,
bs=c), saame ga=——1, b=0, ¢=1, d=0 korral, et 0=—2M =
=>M=0 ja a=—2, b=—1, ¢=0, d=1 korral, et —2K=—2=
= K=1. Seega A={(a—"b)(a—c)(b—c)d.

Ndide 21. Toestame, et 3!-+3243%4 ... -3 jagub 40-ga,
kui n e Ny
Kasutame geomeetrilise jada summa valemit.

3(3"—1)  3(8l»—1)
3—1 2 h

Bezout’ teoreemi pohjal 817 — 1 jagub vahega 81 — 1=80. Seega
avaldis jagub 40-ga.

Bezout’ teoreem véimaldab leida hulkliikme f(x) jagamisel
kaksliikmega x-— a tekkivat jaaki, kuid mitte jagatist.

Meetod, mis kannab Horneri skeemi nime, voimaldab kergesti
leida nii jagatise kui ka jaagi.

314324334 .. f3in—

Nidide 22. Leiame hulkliikme [(x)=x5— 7x3-}-6x2 — 6x--20
jagamisel kakslitkmega x-3 tekkiva jagatise ja jadgi.

41



Lahendamiseks kasutame Horneri skeemi. Kirjutame iilemisse
ritta jagatava hulkliikme f(x) kordajad (ka kordajad 0). Alu-
misse ritta mirgime pealiikme kordaja a, (antud nédites 1) alla
veel kord selle kordaja ja temast vasakule arvu a (antud juhul
—3), mille eraldame piistkriipsuga. Iga jdrgmise alumise rea
arvu saame, kui korrutame temale eelneva arvu a-ga ja liidame
filemise rea vastava kordaja. Antud ndiftes 1-(—3)-4+0=—3;
(—3) - (—3)+(—7)=2 jne. Nii tdidetud alumises reas on vii-
mane arv jaagiks, eelmised aga jagatise kordajateks.

1 0—76—620
—3 |1 =3 20 —6 38

Vastus: jagatis on x*— 3x*+42x2—6 ja jaak 38.
Horneri skeemi saab edukalt kasutada ka hulkliikme vaartuste
leidmiseks antud argumendi védartustel.

Eelmise naite puhul f(—3)=238.

§ 3. ALGEBRALINE VORRAND. POORDVORRAND.

Algebralise vorrandi kanoonoline kuju on

Qoxt x4 . .. Fan—1x+a,=0.

Kui on teada algebralise varrandi f(x)=0 {iks lahend xi==a,
siis Bezout' teoreemi pohjal f(x)={(x—a)g(x) ja selle vorrandi.
iilejdanud lahendite leidmiseks tuleb lahendada vorrand g(x)=0,
mille aste on iihe vorra madalam, '

Teoreem 3.8. (Algebra pohiteoreem). Kompleksarvude hul-
gas on igal n-astme algebralisel vorrandil n lahendit, arvestades
ka lahendite kordsust.

Teorecem 3.9. (Viéte'i teoreem). Kui xy, X2, X3 ..., Xn On faan-
datud algebralise vérrandi x"+ax*14ax" 2+ ... +an-1X+4
+a,=0 lahendid, siis x1+x2+ ... +xn =—ay,

XiXo-+X1X3F . . . Xn_1Xn=20as,
X1XoXaX1XaXH . . FXn—2Xn—1Xn = —0as,

le
xixzx,‘} - xnz (—“1)"(111.

1., 2., 3. ja 4. astme algebraliste vorrandite lahendamiseks on -

42



olemas lahendivalemid. On toestatud, et 5. ja korgema astme vor-
randite lahendamiseks iildist lahendivalemit ei ole.

Teoreem 3.10. Kui tdisarvuliste kordajatega algebralisel vor-
randil agxn+a1x”"1+e...:—I—an_ix—lean:.o on ratsionaalarvuline

lahend {—;— (p ja g on iihistegurita), siis an jagub p-ga ja ao

jagub g-ga.
Jiareldus 1. Kui tdisarvuliste kordajatega algebralisel vor-
randil on tédisarvuline lahend, siis see on vabaliikme a, jagajaks.

Jareldus 2. Kui tdisarvuliste kordajatega algebralise vor-
randi pealiikme kordaja ay=1, siis selle vorrandi ratsionaalarvu-
liseks lahendiks saab olla vaid taisarv.

Niide 23. Leiame vorrandi x*— 4x24-4x— 3=0 ratsionaal-
arvulised lahendid.

Kui sellel vorrandil on ratsionaalarvulisi lahendeid, siis on
nad tdisarvud. Téisarvulised lahendid on aga vabaliikme —3
jagajaiks. Seega on vaja kontrollida, kas arvude =1, &3 hulgas
on vorrandi lahendeid. Kontroll naitab, et ainsaks ratsionaalar-
vuliseks lahendiks on x=3.

Kui vabaliikmel on palju jagajaid, on otsene kontrollimine
liiga suurt t66d noudev. Katsetuste arvu vdimaldab véhendada
jirgmine teoreem. '

Teoreem 3.11. Kui a on hulkliikme [(x) nullkoht, siis f(k)
jagub arvuga k—a, kus ke Z.

Toestage teoreem 3.11. |

Erijuhul, kui k==1, f(1)=(l —a)nt ja f(—1)=(14-a)n,,
kus ny, ne = Z. Jérelikult kontrollida on vaja vaid neid vabaliikme
i o, H=1)
a—1 a+1

Niide 24. Leiame vdrrandi x44-2x%—3x2—4x—12=0
tiisarvulised lahendid. |

Vabalitkme —12 jagajad on £1, 2, +3, +4, %6, +12. Kuna
f(ly=—16 ja f(—1)=-—12, siis &1 ei ole vorrandi lahendiks.
fay . f(=1) , |

. K + ’

P ja | Kui @ on +2, &3, on suhted
tdisarvud. Seega =2 ja -3 voivad olla vorrandi lahendeiks.

Kontroll néiitab, et lahenditeks on 2 ja —3.

jagajaid, mille puhul jagatised on tdisarvud.

Leiame suhted
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Niide 25. Leiame vdrrandi 16x% — 8x%2—7x+6=0 ratsio-
naalarvulised lahendid.

Kui vorrandi lahendiks on x1=-£»,‘ siis p ja ¢q véimalikud

q
vairtused on p==+1, 42, 3, +6 ja g==x1, &2, -4, +8, +16.
Nende viirtuste proovimise teel lahendi leidmine on &drmi-
selt tiilikas. Seepirast toimime teisiti. Korrutame antud vorrandi
4-ga. Saame esialgsega samavaarse vorrandi

(4x)3 — 2(4x)2 — 7 (4x) +24=0.

Olgu 4x=u, siis u®—2u?—7u+24=0. Selle vorrandi ratsio-
naalarvulised lahendid on aga tdisarvud. Leiame need. Vaba- .
liikme jagajad on =1, =4=2, +3, &4, %6, +12, =24.

F(1)=16,
f(—1)=28.
Jagatised RION ja = osutuvad tdisarvudeks vaid a==3
a—1 a+1
korral.

J(3)=#0, [(—3)=0.
Seega iiks lahenditest on —3. Jagame ud — 2u? — Tu+24 kaks-
litkmega u--3.
u? — 9u2 — Tu+24= (u+3) (u* — 5u+-8).

Vorrandil 42— 5u+8=0 ratsionaalarvulisi lahendeid pole. Seega
vorrandi 16x% — 8x2—7x+6=0 ainsaks ratsionaalarvuliseks

u —3
lahendiks on x=—=——.
4 4
Vorrandit aox™ x4 .. Fan1x+an=0 nimetatakse
podrdvorrandiks, kui ag=0an, 1=0n—1, Q2=0n-2, ... . Pooérdvor-

randiteks on niiteks vorrandid
x5 — 4xt4-3x34-3x2 — 4x+1=0,
9x7 — bxi4-x++4x3 — bx2+2=0
ja
xn-41=0.

Teoreem 3.12. Paarituastmelise péordvorrandi iiheks lahen-
diks on x=—1. '
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Teoreem 3.13. Kui poordvdrrandi lahendiks on xij=a, Siis on

tema lahendiks ka xzzﬁé—.a

Toestage teoreemid 3.12. ja 3.13.

Teoreem 3.14. Paarisastmeline péérdvorrand taandub asendu-

sega x—l——1-= y vorrandiks, mille aste on kaks korda madalam.
X

Teoreem 3.15. Paarituasimelise péordvérrandi jagamisel kaks-
lilkmega x-1 saame paarisastmelise péérdvdrrandi.

Niide 26. Lahendame vorrandi x*— 10x%— 26x%— 10x+
+1=0.
Jagame vorrandi x%-ga (x==0 pole poéordvorrandi lahendiks),
rithmitame:
1
—

(x3+ ) _ 10( x-{—_‘—i—) +26=0.

1 . 1 1\
Olgu x-—|—,-x——=y,! .s11s x2—|—-7=-( x+76—) — 2=y —2n
y? — 10y+24=0= y1==4, y.=06.
Lahendades niiiid vﬁrrandid x—]—;—i—-——“4 ja x—l—%—=6, saame, et
L={2V3; 32272}.

‘Niide 27. Lahendame vorrandi
2x5 4-5x% — 13x% — 13x24-5x4-2=0.

Teoreemi 3.12. pohjal on vorrandi itheks lahendiks xi=—1,
Jagame vorrandi kaksliikmega x+-1 kasutades Horneri skeemi.

25 —13 —13 5 2
—1|23—16 320

Vorrandi dlejddnud lahendite leidmiseks tuleb lahendada paaris-
astmeline po6érdvorrand

x44-3x3 — 16x24-3x+2=0.
Niite 26 eeskujul lahendades saame, et L"—-{—Qi]/_é;

2}
= 2
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Miarkus. Kui vorrandi axt+-bx34-cx2+dxte=0 kordajad
rahuldavad seost a:e=b2:4d2, siis selle vorrandi voib lahendada

poérdvorrandite lahendamisel kasutatud vottega . (asendus x4+
P 4

—l-W:u). Selle vorrandi erikujuks on nn. teist jérku poérd-

vorrand, kus a=e ja b=—d.

Ndide 28. Lahendame vérrandi x%— 2x3— 23x24-8x4-
-+16=0. '
1

Siin a:e=b2:d2=T§. Jagame vorrandi x%-ga, rithmitame.

.16 4 4 .
(xz—l-—xT)—Q(x——x—)'—QIS———O. Olgu X——=u, siis x4

16
+ o W8 A —2u—15=0= u;=5, y;=-3 ja x=—4a,

Vastus: L= {—-——4; l; %Vil—}

§ 4. PARAMEETRIT SISALDAVAD VORRANDID.

Kui vorrandis esineb parameeter (tdhistatakse tavali-
selt tahtedega a, b, ¢, ...), siis niisuguse vérrandi lahendamine
on kiillaltki tiilikas. Tuleb leida, missugused on vorrandi lahen-
did koigi temas esineva parameetri viirtuste korral.

Néiteks, kui lahendame vérrandi (a@—1)2= (a®>+2a—3)x
jargmiselt:

_ (a=—1)2 (a—1)2 _a—1
- @4+20—3  (a—1)(a+3)  a+3 "’
__a—1
~ a+3
esialgsest vorrandist saame aga a=1 korral 0=0-x. Seega x on
mis tahes reaalarv. Kui a=—3, siis vorrandil lahend puudub;

: a—1
arast mis tahes a vidirtus hul | e
seeparast mis tahes a vaartuse puhul xs& ar3

siis  vastus x—

on vale, sest vastusest ilmneb, et kui a=1, siis x=0;
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Me jagasime vorrandi avaldisega @®+4-2a—3. See on aga
vordne nulliga, kui a=1 voi a=—3. Nendel a vaartustel on
vaja vorrandi lahendit eraldi uurida. -

Oige vastus on: kui g==-3, siis L=(; kui a==1; siis L=R;
a—1
a-+3 )"

Uhe muutujaga itht parameetrit sisaldava vorrandi {ildkuju
on f(x, a)=0.

Sellel vérrandil vdivad erinevate a viartuste korral olla eri-
nevad lahendid. Vérrandi lahendamisel ja vastuse vormistamisel
on vaja uurida lahendi olenevust koikvdimalikest a vidrtustest.
Seepirast on otstarbekas vorrandi f(x,a)==0 madramispiirkon-
nana moista koigi arvupaaride (x,a) hulka, mille puhul funki-
sioon . f(x, @) on médiratud. Parameetrit sisaldava vorrandi lahen-
damisel on kasulik leida algul vorrandi médramispiirkond ja
hiljem lahenduse kiigus seda vdimaluse korral kitsendada.

~kui a=1 ja as£3, siis L={

Niide 29. Lahendame vdrrandi Vx-}—a-_—a_—ﬂ/-:_c.

Vorrandi madramispiirkond on méiratud vorratustega x=0,
x+a>0. Kuna vdrrandi vasak pool on mittenegatiivne, siis
a=7x = a>=0 (lahendit on vaja otsida piirkonnas x>0, a=0).
Kui a;]/-qz, siis vorrandit ruutu vottes saame esialgsega sama-
vadrse vorrandi a2——a=2a1f§. Kui a=0, siis x=0. Kui a0,

siis @ — 1=2¥x (ka tingimus a>=Vx on tiidetud, sest a=2 Vet

41). Kuna vérrandi parem pool on mittenegatiivne, siis peab

olema a==1 (lahendit on vaja otsida piirkonnas x=0, a=1).

Neil tingimustel saame ruutu vottes eelmisega samavadrse vor-
—_ 2

randi (a—1)2=4x, kust x=—-La—4—1-)-——.a

Vas_tus: kui a<<0 voi 0<<a<<l, siis L=0;
kui a=0, siis L={0};

' — 2
kui a=1, siis L= {——(—a—z—-l—z——-}

Niide 30. Lahendame vorrandi V|x|4a=Yy]x|4+2.

Vorrandi madramispiirkond X=R. a>0, sest ¥|x[-+2>V]x]. |
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Kuna vorrandi mélemad pooled on mittenegatiivsed, siis ruutu
- vottes saame samaviédrse vorrandi

2—a?
2a
Kuna vorrandi vasak pool on mittenegatiivne, siis
" 2—a?
2a

2a ]/—[;T=2—a2@]/"|75—|.= , sest a5=0.

>0=0<a<\y2 (kitsendasime méiéramispiirkonda).

.ﬁ__az_)_i_é kust x=+_§_2____iz)2_

Ruutu vottes saame |x] = -
I l 442 4q2

— —— a2y
Vastus: kui 0<<a=<y2, siis L:-{ i-ﬁm—f)——} ;
kui a<C0 voi a>7}2, siis L=0.

Kui me oleksime vorrandi lahendanud maéédramispiirkonda
jark-jargult kitsendamata ja veendumata, et teostatud teisen-
duste tulemusena saime esialgsega samavaérse vorrandi, tulnuks
teha kontroll, mis osutub kiillaltki tiilikaks.

Lahendus. ]/m—}—a:]/lxl—{—Q = 20 )]x|=2—0a2= Vx| =

o @—a) . (@—a
_T-, a#0=:>|x[__——-—4—az—--—=>x-—-i 10

. YA Y
Kontroll: kui xzi_(—Q——‘il—-,
4q2

__V (2— a?)2+8a? V 2—a?)?  24a  |2—a?|
=) : —V .

a2 42 2|a|l  2la]

siis YT¥[+2 — V]¥] =

__24a—|(12+a) (12—a)|
2[a] '

Selle avaldise vdidrtuse leidmiseks tuleb vaadelda nelja juhtu:
1) a<<—72, 2) —)2<<a<0, 3) 0<<a<'}2, 4) a=V2.
Viige kontroll I6puni!

Vaadeldud néidetest ilmneb, et parameetrit sisaldava vor-
randi lahendamisel on ikka kasulik leida vGrrandi méadramispiir-
kond, voimaluse korral kitsendada seda lahenduse kidigus ja tei-
sendada antud vorrand temaga samaviidrseteks vorranditeks, et
véiltida kontrolli voi muuta see lihtsamaks.
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Kahte parameetrit sisaldav vorrand kujutab tegelikult
[opmatut hulka vorrandeid, millest igaiiks on méédratud jirjesta-
tud arvupaariga (a, b). Vorrandi ildkuju f(x, a, b)=0.
a*—0b* b*(x+4-2)
2% —x2 x—2

Vorrandi midadramispiirkonnaks on xs=2, x=0. Kui need tin-
gimused on tdidetud, siis korrutades (2x — x?)-ga saame esialg-
sega samavddrse vorrandi (a®— b%)x?— 2(a?+4-02)x+a% — b2=0.

a) kni D= (a*4b%)2— (a®— b%)2=4a202=0 (vorratus on
toene koigi a ja b viirtuste korral) ja a2 — 02540 =-as~+h
Qb2 V4a2b?  a?4-b2==2ab

az— b2 T g2 b2

kui @ ja b on samamérgilised v6i vahemalt iiks neist on vordne

Ndide 31. Lahendame vorrandi a2 —

(miks?), siis x1, o= (Y4a2b®>=2ab,

nuiliga ja V4a2bt=—2ab, kui a ja b on erimirgilised). xy==
_ (a4b)> atb ~  (a—b)* a—0b
T2 a—b BT a--b
voime taandada avaldistega a+b ja a—Db). Selleks, et need x
vddrtused sobiksid lahenditena, ei tohi kumbki neist olla vordne
keelatud x-i vddrtustega 0 ja 2. Kuna az=-b, siis x1» ei saa

(kuna as&-=b;

vorduda 0-ga. %:2, kui a=3b ja C;;: =2 kui a=—35.

Seega, kui as%==b, ja as£-+3b, siis on vorrandi lahenditeks
a+b . a—b

ja .
a—b a-t+b

b) leiame vorrandi lahendi, kui a==b.
Saame, et 0-x2 —402x4-0=0. Kui a=-4-06=0, siis x on mis tahes
reaalarv, vilja arvatud 0 ja 2. Kui a==b5%0, siis lahend puu-
dub.

c) leiame vorrandi lahendi, kui a==43b5£0.

Kui a=30, siis x1=——;- ja kui a=--3b, siis xzﬂ—;—‘;i

Vastus: kui a=b=0, siis L=1{0; 2}’R;
kui a=-=+b5%0, siis L=0@;

kui a=243b540, siis L= {-é——} X

kui as==+b ja as=43b; siis Lz{

a+b a—b}
a—b’ atbl”

4 Materjali klassivailiseks t65ks . 4G



b

a#th a#£13h.
_Jjath  a-b

\ 17 a +f7 (D
\;?
. ) tb ;

< of

Ay

Joon. 3-1

Esitame veel tulemused graafiliselt (joonis 3—1).

Kuna iga jédrjestatud arvupaar (a, b) midrab {ihe voérrandi,
siis tasandi a0b (nn. parameetrite tasandi) igale punktile vastab
iitks vorrand ja vastupidi — igale vorrandile vastab iiks tasandi
a0b punkt. Sirgete b=--a punktidele (vilja arvatud punkt (0;0)})
vastavatel vorranditel lahendid puuduvad, sirgete a==+3b punk-
tidele (vidlja arvatud (0; 0)) vastavate vorrandite lahenditeks

1 .
on —-, punktile (0; 0) vastava vorrandi lahendiks on {0; 2}’R,.
koigi teiste tasandi punktidele vastavatel vorranditel on kaks
a+b . a—b

lahendit -'—-—:——-b—-' ]ja "'"d"_'_-"_"b—‘.,.

§ 5. VORRANDISUSTEEMID.

Kahe muutujaga 2 vorrandi siisteemi {ildkuju on

{ fi(xa y) ==g1(xv y);
f2(x! y) =g2(xs y)‘
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Siisteemi (1) lahendiks nimetatakse arvupaari (x; o),
kui arvude xo ja yo asendamisel kumbagi vorrandisse vastavalt
x ja y asemele molemad siisteemi (1) vorrandid osutuvad toes-
teks arvvordusteks.

Vorrandisiisteemide’ samavédédrsus, jdrelduvus ja
disjunktsioon defineeritakse analoogiliselt vastavate seos-
tega vorrandite hulgas.

Kui siisteemi (1) iga lahend rahuldab vorrandit F(x, y)=
=U0(x, y), siis nimetatakse ka seda vorrandit siisteemi (1) jérel-
duseks.

Samavédrsuse ja jdrelduse .definitsioonidest tuleneb, et vor-
randististeemile voib lisada vorrandi, mis on selle siisteemi jirel-
duseks, siisteemi lahendite hulk sellest ei muutu.

Kui vorrand F(x; y)=G(x; y) on siisteemi (1) jirelduseks,
siis stisteem (1) on samavidrne siisteemiga

J fu(x, y)==g1(x, y);
fz(x’“ y) =g3(x5 y)s
| Fer p=6(x o).
Vaatleme méningaid vorrandisiisteeinide lahendamisel kasuta-
tavaid votteid.

. Siisteemi asendamine lihtsamate siisteemide disjunktsioo-
niga.

Teoreem 3.16. Vorrandisiisteem

{ F(%, ) Felx, 9) - falx, §) =0,
— (2)
_g(xa y)—o
on samavddrne vorrandisilsteemide disjunktsiooniga
f1(x, y) =0, f2(x, y) =0, fr(x, y) =0,
{g(xa' n=0 v {g(x, p=o ViV {g(x, g)=0. )

Niiteks on vorrandisiisteem

{ (x—y) (x+y —2)=0,.
x24-y2=16

samavadrne disjunktsiooniga

{ x—y=0, , { X4y —2=0,
x2y2=16 x2-}y2=186.,
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2. Lineaarteisenduse meetod.

Siisteemi
{ arfi(%, y)+afa(x, y)=0,
bifs(x, y)+baf2(x, y) =0,

kus ai, as, by; by on antud arvud, nimetatakse siisteemi

(4)

{ fi{x, y)=0,
f20x, y)=0
lineaarseks teisenduseks.
Teoreem 3.17. Kui | W& Lo, siis
bi bz

fi (x!ly) =0’\= alfi (xa: y)y+!a2f2(x,' y) =0,!\
{ fa(x, y) =0, ~ { bif1(x; y)-Fbofa(x; y)=0.,

Erijuhul, kui siisteemi {ihele vorrandile liita mis tahes arvuga
korrutatud siisteemi teine vorrand, teine vorrand aga jiatta muut-
" mata, siis saadakse siisteem; mis on samavééirne esialgsega.

Lineaarteisenduse meetodit kasutatakse siisteemide lahenda-
misel vdga sageli.

Nidide 32. Lahendame siisteemi

{ x3 — y¥=—19,
xXy* — x?y=—0.

-

Antud juhul pole otstarbekas iiht muutujat teise kaudu aval-
dada, kuna saaksime kiillalt keerulise irratsionaalse vorrandi.
Liidame esimesele vorrandile 3-ga korrutatud teise vorrandi:

{ (x —y)*=—1,
xy(y —x) =6."
Saadud siisteem on samavididrne esialgsega ja ka siisteemiga
{ x—y=—1I,,
xy (y — x) =6;

sest (x —y)3=—1<=>x—y=—1.
~ Avaldades esimesest vorrandist iihe muutuja ja asendades
teise vorrandisse, saame siisteemi lahendi L= {(2; 3); (—3; —2) }!
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3. Abimuutuja meetod.

Paljude siisteemide ja vorrandite lahendamisel on kasulik
vorrandeis esinevate muutujate asemele valida uued. Uldist reeg-
lit uute muutujate valikuks pole, monel juhul (néiteks homogeén-
sete voi siimmeetriliste vorrandite lahendamisel) on véimalik
ette oelda sobivad asendused.

Naide 33.
{yz——4xy+.4x2—y+2x=2,w { (y —2x)2— (y —2x) =2,
4y?+4xy+x2 — 4y — 2x=3, D (2y+x)%—2(2y+4x) =3~
Olgu y —2x=u ja 2y-}x=w, siis
U2 —u=2 = y=—1; Uy==2,
02 —2v=3= vy =—1} vy=3.

x ja y leidmiseks tuleb lahendada nelja siisteemi disjunktsioon.
y—2x=—1, y—2x=—1, —2x=2, — 2x=2|
{ { vi? vy

2+ x=—1, \ 2y+4-x=3, 2y+x=—1,, 2y+x=3.
= 13 (-9 an}
Vastus: L—{(—l, 0),( = 15 5 —3) (1, 1) ¢ .
Nidide 34. Lahendame vorrandi . 4
3
Vx—24+yx4+1=3.
3 —
Olgu ¥x —2=u ja Yx+1=v, kus v=0. Saame siisteemi
] u+t+v=3,
wi=x — 2,
l vi=x-1.

Lahutades kolmandast vorrandist teise ja asendades saadud vor-
randis esimesest vorrandist v, saame (u—1) (4246)=0, kust
u=1. Edasi leiame, et x=3.

4. Homogeensete vorrandite siisteemid.

Hulkliiget nimetatakse homogeenseks x ja y suhtes, kui tema
koigis litkmetes x ja y astendajate summad on vordsed.

Ndiiteks bx?— 6xy—+y? ja x3+2xy>— 4y3 on vastavalt 2. ja 3.
astme homogeensed hulkliikmed x ja y suhtes.
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vorrandit f(x, y) =0, kus f(x,y) onxjay suhtes homogeenne
hulkliige, nimetatakse homogeenseks vorrandiks.

Kui vorrandisiisteemi fiks vérrand on homogeenne x ja Y suh-
tes, siis taandub siisteemi lahendamine kahe vorrandi lahendami-
sele, millest kumbki sisaldab vaid {iht muutujat.

Naide 35. Lahendame vorrandisiisteemi

{ x3+x2y+xy2+y3: 0’
x2+4y2:5. ‘

Kontrollime, kas on lahendit, milles x==0. Esimesest vorran-
dist: kui x=0, siis y=0. Arvupaar (0; 0) ei ole aga teise vor-
randi lahendiks. Seega siisteemil pole lahendit, milles x=0. See-
parast voime esimese vorrandi x3-ga 1dbi jagada (iildiselt jagame
x"-ga, kus n on vorrandi aste). '

Ly v

Olgu y=1{x. Saame siisteemi

{ it i4-1=0,
x2(14+-482) =5.

Esimesest vorrandist leiame, et (241) (t-+1)=0, kust f=—1.
Asendades leitud ¢ véidrtuse teise vorrandisse, leiame, et x==1.

Kuna y=Ilx, sils esialgse siisteemi lahend on L={(1; —1),
(—1; D}
Kui vorrandisiisteem on kujul
{ f(x, y)=2a,
g(x, y)=",

kus f(x, y) ja g(x, y) on sama astme homogeensed hulkliikimed,
a ja b antud arvud, siis ta teisendub lihtsalt siisteemiks, milles
{iks vorrand on homogeenne. Korrutades siisteemi esimese vor-
randi b-ga ja teise a-ga ning lahutades vorrandite vastavad poo-
led, saame bf(x, y) —ag(x, y)=0. Olgu bf(x, y) —ag(x, y)=
=F(x, ¥).

F(x, y)=0, | flx, y)=a
{ f(x‘, y)=a; R { g(x, y)=>b..
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Niaide 36. Lahendame vorrandisiisteemi

{ 2x% — 3xy+y2# 12,
x24-6xy — Jyt=—23."

Korrutades esimese vorrandi 23-ga ja teise 12-ga, ning liites,
saame eelmisega samavdidrse siisteemi

{ 2x% — 3xy+y*= 1_2,
58x%243xy — 3y2=0,

- mis lahendatakse analobgiliselt eelmise néiitega.

Niaide 37. Lahendame vorrandisiisteemi

{ 4x3 — Tx2y4-3xy*=0,:
8x24y?=9.

Sellel siisteemil on lahend, milles x=0. Kui x==0, siis esi-
mene vérrand muutub vorduseks 0=0, aga teine saab kuju
=9, kust y==23. Seega oleme siisteemi kaks lahendit leidnud:
(0: 3) ja (0; —3). Ulejdanud lahendid leiame analoogiliselt néi-
tega 34. Jagame esimese vorrandi pooled x3-ga. Kuna juhtu, kui
x=0 oleme juba vaadelnud, siis nitiid voime eeldada, et x<%0.

Votame y=ix jne.

Vastus: L={ (0; 3), (0; —3), (I; 1), (—=1; —1);

(91/""2"5_ 31@') (mgﬁ‘:z"__:av‘ﬁ)}
4 1 I 44 11 '

5. Kahe muutujaga siimmeetriliste vorrandite siisteemid.

Hulkliiget f(x, y) nimetatakse siimmeetriliseks x ja y suhtes,
kui ta ei muutu x ja y asendamisel vastavalt y-ga ja x-ga.
Olgu siisteemis
{ f(x, y)=0,
g(x, y)=0

f(x, y¥) ja g(x, y) siimmeetrilised hulkliikmed x ja y suhtes.
Lihtsaimad x ja y suhtes siimmeetrilised hulklitkmed on x4-y
ja xy. Et iga siimmeetrilist hulkliiget f(x, y) saab avaldada siim-
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meetriliste hulkliikmete x4y ja xy kaudu, siis on soovitav siim-
meetrilistest vorranditest koosnevate siisteemide lahendamisel
kasutadagi vusi muutujaid u=x-+4y ja v=xy. Uldreeglina nii-
suguse asendusega siisteem lihtsustub, hulkliikmete aste viheneb.

~ Praktiliselt osutub kiillaldaseks, kui oskame & ja v kaudu
avaldada astmesummasid S,=x"t}yn.

Astmesummad, kui n=1, 2, 3, 4, 5, avalduvad u ja v kaudu
jargmiselt:
Si=x+y==1u,
Se=x2}2= (x+y)? — 2xy=u®— 20,
Sy=x041= (x-+y)? — Bxy (x-+y) = 1’ — 3uv,
Sim=xttyt= (P 47)2 — 2x%2= (12 — 20)? — 2v?=
—=ut— 4utv 4202, '
Ss=21yS= (¥*+4?) (¥*+y°) — *y° — x3y*=
= (4 — 20) (4 — 3uv) — v2u=—ud — Sulv-5uv?,

Niéitame, et astmesumma S on avaldatav madalamat jirku
astmesummade kaudu jdrgmiselt:

Sp=uSp1— v8s_2.
Toepoolest, uS;_1 — vSp_2= (x-+y) (-1} yr-1) —
— Xy (XP2 =2 == xhp g pyh o yxh—t — k=l gyh—i—
= xh4-yh =38y,

Ndidide 38. Lahendame siisteemi

{ x4t — x2y24-yt=11563,
X2 — xy+y?=33.

Olgu x+y=u ja xy—=v. Kasutades astmesummasid S; ja S,
Saame u ja v mdaaramiscks siisteemi:

{ u* — 4utu~+0v2=1153,
u2 — 3u=33.

Avaldanud teisest vorrandist u? ja asendanud esimesse vorran-
disse, saame pérast lihtsustamist

v? — 33v+32=0,
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kust vi==1, v2==32 ja wy, 2==£6, us +==+}129. Muutujate x ja y
leidmiseks tuleb lahendada vérrandisiisteemide disjunktsioon

x4-y==6, { xX-Fy=—86, { x+y=7129, { x4y=—V129,,
{xy=1,. v xy=1, \4 xy=32, Vv xy=232.

Kuna siimmeetriliste vorrandite siisteemide lahendamine taan-
dub sageli siisteemi

{ x+y=u,

XYy=v

lahendamisele, siis leiame selle siisteemi lahendi:

e u=yur—4v _ uTFYur—4u
= 2 V= 2
Vastus: L= { (34+-272; 3—272), (3—27¥2; 3+27}2);
- — — — /12941
(—3+27% —3—213), (—3—2y% —3+279), (LEEL;

N

yT§§—-1) (]/E@—ml. V12941 ) (~1/"E§'+1 _ vaz'§~1)
2 ’ 2 2 ’ 2 ’ 2
(—VT2_9——1 Y1291 )} |

2 ’ P)
Vastuse voib kirjutada lithemal kujul

L={ (Be-273e"; 38— 2730, ( eﬂg—g—i—a’ ; 6V1_22§—e’ )}

kus ¢ ja & omandavad teineteisest soltumatult vdirtusi -1
ja —1.

a
b

6. Monede irratsionaalsete vorrandite lahendamine siimmeet-
riliste vorrandite siisteemi abil.

Kui vorrand on kujus

Ya—f(x)4 Vb+f(x) =q,
siis tema lahendamiseks on sobiv tidhistada

n —

Va—f()=u ja Vbri(x)=v.
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4 ja v midramiseks saame siisteemi

{ u--v=rc,
ur+ovr=a-+0.

Niide 39. Lahendame vorrandi

4 4
V3l 4493 — 3t="5.

A F A —
Olgu V3t+4=x ja 193 — 3{==y, siis

{ x+y==>5,
xiyi=97.

Kasutades astmesummasid Sy ja Si, saame

{ 1==b, |
s — 4p2v4-202=97.

Seega u=x+y=>5 ja v=xy="06, millest x=2, y=3 ja t=4

7. Kolme muutujaga siimmeetriliste varrandite siisteemid.

Kolme muutujaga hulkliiget [{x, v, z) nimetatakse siim-
meetriliseks «x, y, 2 suhtes, kui vahetades mis tahes kol-
mest muutujast (nditeks x y-ga ja y x-ga) hulkliige el muutu.

Olgu f(x, y, 2), g(x, ¥, 2) ja h(x, y, 2) siimmeetrilised hulk-
tiikmed. Stimmeetriliste vdrrandite siisteem on siis

I f(x, y, 2)=0,
g(x’ Y, Z):O,
h(x, y, 2)=0.

Sel juhul on kasulik votta uuteks muutujateks
1+y+z=u, xy-+xztyz=v, XYz=uw.

Lihtsaimaks kolme muutujaga siimmeetriliste vorrandite stis-
teemiks on

] x+yt+z=a, |
xy-+yz+xz="0, (5)
l xXyz==Cc.. |
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Viete’i teoreemi pdhjal on x, y ja z kuupvorrandi ¢ — af®4-bf —
— ¢=0 lahendeiks.

Nidide 40. Lahendame siisteemi

l x+y+2=6,
R yi2r=14,
l xyz==~6.
Sellele siisteemile on véimalik anda siisteemi () kuju jarg-
mise teisendusega:

ezt = (xy4-2)? — 2 (xy+yz+x2).

Seega
J x-t-y-+z="6,
xy+yz+xz=11,
l xyz=06.

Leiame vorrandi # — 62411 —6=0 lahendid. Kuna 17— 624
+1t—6=(t—1)(t —2) (t —3), siis f1=1, =2 ja f{3=3 ning
esialgse siisteemni lahend L={(l; 2; 3), (1; 3; 2), (2; 1; 3),
(2,3, 1), (3; 15 2), (3; 2; )}

Siisteemi. (5) kuju andmiseks saab peale eelmises naites vaa-
deldud teisenduste kasutada veel teisendust

(r+0+2) 5= w0yt 2243 (x-Fy+2) (ry-+yz+x2) —Brye.

Nédide 41. Lahendame siisteemi

| xPt-yPt-22=26,
xy-+yz+xz=—13,
l »+y*428=36.

Olgu x-y+z=u, xy+yz--xz=v ja xyz=w, siis x*+y*-[-2%=
= (x+y+42)2 — 2(xyt+yz+xz) =0t —2v=u?426 ja u=x-+y+
+2z2=0.

B4y t-2= (x+y+2)* — 3(x+y +2) (xy+yz+x2) +3xyz=
=0 — 043w = w=xyz=12.

Saame siisteemi

] X+y+2z=0,
xy+yz+xz=—13,
xyz=12.
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Lahendame kuupvorrandi £ — 13 —12=0.
Kuna #£—13t—12=#—¢t—121—12=t(2—1)—12({+1)=
= (t+1) (2 —t — 12) = (t41) ({4-3) (£ —4), siis vorrandi lahen-
deiks on t1=—-l, tzz——S ja t3=4.

Vastus: L={(—1; —3; 4), (—1; 4, —3); (—=3; —1;4); (—3; 4
—1), (4, —1; —3), (4 —3; —1}.

§ 6. MONED VORRANDITE JA VORRANDISUSTEEMIDE'
LAHENDAMISEL KASUTATAVAD ERIVOTTED.

Niide 42, Missuguste a vairtuste korral on vorrandil
(3a — 1)x2 — 2ax+41=0

{iks lahend suurem ja teine viiksem kui —1?

Tihistame vorrandi vasaku poole f(x)-ga. Kui 3a—1>0,
siis selleks, et itks lahend oleks suurem ja teine vdiksem kul —1;
on tarvilik ja piisav, et f(—1)<<0. (Joonis 3-2).

f(—1)=3a— 1+2a-}+1=>5a.

Saame vorratusesiisteemi
{ 3a— 1>0,
5a<<0,
millel puudub lahend.

Kui 3a — 1<<0, siis selleks, et {ilesande tingimused oleksid téi-
detud, on tarvilik ja piisav, et f(—1)>0. (Joonis 3-3).

Joon, 3-2 i Joon, 3-3 -
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1
3a —1<0; l —_ 1
I ¢ < <=~ a< 3 = 0‘<a<—§-.’
l 5a=>0 l a>=>0
Kui 3a — 1=0, siis vorrandil on vaid 1 lahend.
I

Vastus: 0<a<?

Vordluseks piiliame lahendada seda iilesannet nn. «traditsioo-
nilisels teel.

Vorrandil on 2 erinevat reaalarvulist lahendit; kui
a-— Va2 —3at1
3a—1 "

D=a?—3a+1>0. Sel juhul Xq1=

Va2 —3
Xg== a+V§a_la+1 . Kui 3a—1>0, siis x2>x1.

Tuleb lahendada siisteem

[ a+7Ya*— 3a+-1

35— 1 =>—1;
Vo
a—7VYa:—3a-t1 -1

l 3a—1

Kui 3a — 1<<0, siis xy>x,. Tuleb lahendada siisteem

[ a—7Va?—3a}1

321 ==L
a4V a:—3a+4-1 -1
3a—1

Nende vorratusesiisteemide lahendamine on kiillaltki tiilikas.

Nédide 43. Lahendame vorrandi

Vx+3 —4 1/3?_—?'1"+V x4+8—6Yx—1=1.

Olgu Yx— 1=y, kus y=0 ja x>=1, siis x=y>+1 ja vorrand

omandab  kuju V2 —4y+-4-+Vy2 —6y+9=1<= 7 (y — 2)2+
+V(y—3)?2=1<= |y —2|+|y—3|=1. Lahendame saadud
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absoluutvairtusi sisaldava vorrandi, jaotades vorrandi maéra-
mispiirkonna kolmeks osapiirkonnaks:

a) kui 0s<y<<?2, siifs —y+2—y+3=1;
b) kui y>>3; siis y—2+y—3=1,;
¢) kui 2=Cy<<3, siis y—2—y+3=1

Juhtudel a) ja b) lahendid puuduvad, juhul ¢) on lahenditeks
0 y<c3. Seega 2<<}x— 1 <3 <= 4y — 1<9=S<x< 1l

Vastus: L={x|5=<x=<C10}.

Paneme tahele, et sel vorrandil on lopmata palju lahendeid.

Mirkus, Asendades esialgses vorrandis x-i mingi arvuga
16igust [5; 10], saate koostada rea jdrgmist tiilipi {ilesandeid:

«Toestada, et V1-0—4V€+1/ 15'—-6]/521.»

(Antud néites x=7).

Koostage ise veel paar analoogilist {ilesannet ja {6estage saa-
dud samasused!

- 6
Niide 44. Lahendame vorrandi ¥2x— 7-+Y2x+1=2.

Kuna 2x — 7==0, siis x=3,5 ja 9x-+1>=8, seepirast y2x+1>
~2 ja vorrandil lahend puudub. '

Nidide 45. Lahendame vorrandi

Ve — 14+Yx+3+27V(x—1) (x+3) =4 —2x.
Vorrandi médramispiirkonnaks on xz== 1. Vorrandi parem
pool 4—2x<C2, vasak pool aga pole viiksem kahest, sest

VYx+3=2. Seega, kui vorrandil on olemas lahend, siis saab see

olla ainult x=1. Kontrollinud, veendume, et x=1 on vorrandi
lahendiks.

Niide 46. On esitatud 3 vaidet:

a) ruutkolmliige —x*+5x—a on koigi x védrtuste korral
negatiivne,

b) kehtib vordus 100 —20 itat=10 —a;
[ EHl=1
| ¢) siisteemil { ey
on vaid 1 lahend.
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Missuguste a viirtuste korral on 2 esitatud viidetest oiged,
aga 1 vale?

Lahendus. Esimene vdide on o&ige, kui D=25—4a<<0 =~
= 0>>6,25. Teine viide on ige, kui 10 —a>=0=-a<<10.

Kui antud-vorrandisiisteemi lahendiks on (xo; yo), siis on ta
lahendiks ka (xo; —yo). Miks? Et siisteemil oleks vaid 1 lahend,
peab y=0. Seega kolmas viide on dige, kui a=1.

Vastus: a=1 voi 6,25<a<<10.

Naide 47. Lahendame vorrandisiisteemi

aq as as an-1 an

l x;+x2—|ex3+ oo FXnFxa=a..

Siisteemis on n vorrandit ja n muutujat xi; x2; ...7 xn. Kasu-
tades vordsete suhete omadust, saame:

)

J X1 Xo X3 _ Xn—1 Xp

X1+xe. .o 4x X X X )
RN AR S S SR , millest
ata+t ... +an ay ay Qn
X4 a aia
— = X1= , "y
ay ar-+az--. . +an a+az4-t .k 4an
01s . Qs
Analoogiliselt leiame, et xp= Tl g,
S ’ ar+ae+ oo Fan T
Ana -
xn= et
ai—[_az-—l-: ‘o +a'n,

Ndaide 48  Lahendame vorrandi (x%Fx—%)4'(x24x-2)+
+ (x+x—1) =6.

Arvu a ja tema pdoérdarvu a—t summa pole vidiksem kahest,
kui ¢>0. Summa on vordne kahega vaid a=1 korral. Seega
positiivne lahend saab olla vaid x=1. Lahend ei saa olla nega-
tiive,. sest | x%+x—3| > x2-+}x~2 vorrandi parem pool on aga posi-
tiilvne. Toestage vorratus |x34x—3| >x2+4x-2

Vastus: L={1}.

Ndide 49. Toestame jargmise lause, Selleks, et vorrandi
4-ax2+bx+c=0, b<<0 kaks lahendit oleksid teineteise wvas-
tandarvud, on tarvilik ja piisav, et ab=¢c!
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Tarvilikkus. Kui  xp=—x1, siis x34ax’fbxt-c=
= (X — X1) (x4x1) (¥ — x3) = X*+ax?}-bx+4-c=x% — x3x® — xzax—l—_f
F+x2x5=>a=—x; b=—x2; c=xx; Seega c=ab.,

Piisavus. Kui c¢=ab, siis antud vorrand omandab kuju
x3-faxtbx+4ab=0 = 22 (x+a)+b(x+a)=0= (x>F+b) (x+a)=

=0. x;, p==}—b. Kaks lahendit on teineteise vastandarvud.

Miédrkus. Olgu A mingi matemaatiline lause. Iga lauset B,
millest A jareldub, nimetatakse piisavaks tingimuseks A jaoks
(B=A). Iga lauset B, mis jareldub lausest A, nimetatakse
tarvilikuks tingimuseks A jaoks (A = B).

ULESANDED.
3-1. On antud vérrandid f(x) =0 ja f(x). g(x) =0. Tuua nditeid,
missuguste f(x) ja g(x) korral vorrandid

a) on samavéadrsed;

b) pole samaviirsed, aga teine vorrand on esimese jérel-
duseks;

¢) pole samaviirsed, aga esimene vorrand on teise jdrel-
duseks.”

3-2. Kumb vorranditest on teise jdrelduseks? Missugusel tingi-
musel on vorrandid samavdirsed?

fi(x) _ fs(x)
f2(x) fa(x)

b) Vi(x)-Vg(x)=a ja Vi (x)g(x) =a;

a) fi(x) -Fu(x) =[2(x) - fs(x);

a

Q) fl) g =a ja [(n=—=s;
Q) F()=g(x) ja ——m—

=& ] ) et

3-3. Leidke vorrand, mis oleks suvalise vérrandi jarelduseks.

3-4. Leidke vorrand, mille jirelduseks oleks iga vorrand.
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3+.

3-6.

3-7.

3-9.

3-10.
3-11.

- 3-12.

3-13.

3-14.

x e N /

Joon, 3-4 Joon. 3-5 Joon. 3-6

Joonistel 3-4, 3-5 ja 3-6 on antud funktsiooni y=ax*+bx4-c
graafik. Méérake kordajate a, b ja ¢ mirgid koigil kolmel
juhul arvestades parabooli asendit telgede suhtes.

Toestage, et kui xi, %2 ja x3 on vorrandi x3-ax®+bx+c=0
lahendid, siis x1+x2—[—x3=—a, X1)C2—|—X1X3+X2X3=b, XX X3=—
— . (Viéte'i valemid kuupvorrandi jaoks).

Mingi hulkliikme jagamisel kakslitkmetega x —1 ja x —2
tekkisid vastavalt jadgid 3 ja 4. Missugune jéddk tekib selle
hulkliikme jagamisel korrutisega (x—1)(x—2)?

Leidke hulkliikme f(x)=x*— x*+ax*+bx+c kordajad a, b,
ja c, kui hulkliige [(») jagub hulklitkmega x3 — 252 — 5x4-6.

Kas hulkliige x'2—3x+4-2 jagub kaksliikmega x+-1?

Vorrandi 3x*4ax24+bx+9=0 kaks lahendit on x1=—1 ja
x,=1. Leidke kolmas lahend.

Toestage, et mistahes hulkliikme jagamise! hulklitkmetega
g(x) ja cg(x). kus ¢5=0, saadakse vordsed jadgid.

Toestage, et Horneri skeemi alumises reas olevad arvud on
hulkliikme f(x) jagamisel kaksliikimmega x —a saadud jaga-
tise kordajateks ja jadgiks.

Vorrandi x? — 6x2-9x+m=0 lahendid moodustavad arit-
meetilise jada. Leidke m ja lahendage vorrand.

Toestage, et x3 4 +x% =3x1x2xs, kui x;, %2 ja x3 on
vorrandi x34-px+4g=0 lahendid.
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3-15

. Toestage, et kui iiks arvudest ¢ voi d asub arvsirgel a ja
b vahel, siis vorrandil (x—a) (x—b)+m(x—c) - (x—d) =10
on m>—1 korral reaalarvulised lahendid.

l.ahendage vorrandid (3-16...3-20).

3-16. x3— 7x*+13x— 3=0.

3-17. x*+3x%—b6x — 4=0.

3-18. x%— 3% — x>4+9x — 6=0.

3-19. xé-t-x3— 15x24-7x+6=0,

3-20. x*— 3x° — 14x24-48x — 32=0.

3-21. Leidke vorrandi 49 — 12x24-13x — 6=0 ratsionaalarvuli-
sced lahendid.

3-22. Toestage, et kuuenda astme podrdvorrandist axS--bx5+

+cxt--dxd-Foxt4-bxJ+a=0 saame asendusega x—l—%—-}::y

kolmanda astme poordvorrandi vaid siis, kui 2a—b=
=c—d.

Lahendage vorrandid (3-23...3-29).

3-23.
3-24.
3-25.
3-26.
3-27.
3-28.
3-29.
3-30.

3-31.
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6x% — Bx3 — 38x2 — bx+6=0.

2xidxd -~ 11x24-x4+2=0.

3x3 — 5x? — bx+3=0.

234+ T7x2+Tx+2=0.

6x7 — 294 +4-27x7 4272 — 29x-+6=0.

12x4 — 8x% — 39x2-8x+12=0.

2xt — 21 x?-+T74x* — 106x4-50=0.

Missuguste a vidrtuste korral vorrandid
a*+2x  x—a
X —a x+a

ja  (a*+2x) (x+a)=(x—a)?

ci ole samaviirsced? Lahendage esimene vorrand.
Missuguste o, b ja ¢ védrtuste korral vorrandid

(r+a) (rFatb) _ (x—a)(x—a—b)
() (xFefb) — (x—0) (x—c—D)
(x4-a) (x4-a-b) (x — ¢) (¥ — ¢ — b) =

= (x —a)(x—a—b) (x+¢) (x-Fc+b) on samavairsed?
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Lahendage vorrandid (3-32...3-51).

3-32. Vx+5—41m+Vx+2w2Vx+1=l.
3-33. a(l — ax) =40 — 2ax.
3-34. (ab+2)x+a=2b+ (b+42a)x.
3-35. b —ax*=(a—D)x.
3-36. a(a—l—?) x242x — a2+41=0.
3-37. bx:—(a—b)x —a=0.
5 3

338 Sy —a  ax—4
ax —1 b a(x*+1)
3-39. xwl‘_}_x—{—l_ x2—1
x+b a—b x+tc a—¢
-40. L o . - -
3-40 a-t-b x—0 a+c x—c’ as—b, azE—C
X 20 —x a-+b
-41, ‘ — = +4- b,
Rl a—l—b+ a—b X Laz=+
ax®
- — 2
3-42, pr— (a41)2.
a*—1 a—x
-43. T i=1.
3-49 ax—1 ' @ 1
3-44. (x — a)? — (x — b)3=Db%—ad.
3-45. Jx(2a —x)=1—x, a>0.
T 7 7 63
3-46. V(ax-—b)3—~1”b - axJ' S é-"—, as=0.

3-47. ¥x —3a—Jx —a=3.

3 G

3
3-48. Ya-+x —Va— x=ya>— x2

8

' 4 4
3-49. ya+x+Ya—x=2Va*— 1~

5&



3-50.

Ya—x—7Yx—b a—b

Ya — x+yYx—b a—l—b——2x-

-51. Ya— x4yb —x=7ya+b — 2x.
Lahendage vorrandisiisteemid (3-52...3-58).

3-52, { CHU=3+w, { ey,
-52. 3-53.
P¥4yPr=4dxy4-1. X2 — xy-+1y2=7r
yx2—114Yy=2, J
3-54. { Kok g2 07, 3-55, x+y+2_
l X242 +-22=18.
[ (x+y) (x+y+2) =36, Xt xytay—0
3-56. 1 (y+2) (x4yd-z)=81,  3-57. { Y “49__’0
| (x42) (x4y+2) =45. Sy Aaee=D
(3 3
3-58. | V—x—+ ]/Ji:a,
Y X
“ X+y=25.
3-59. Missuguste a viidrtuste korral funktsioonide y=2ax-+41 ja
y==(a —6)x2—2 graafikud ei 10iku?
3-60. Missuguste a viidrtuste korral asuvad arvud 1 ja a arvude
X1 ja yy vahel, kus (xy; y1) on siisteemi
{ x4y — 1=2aq,
2xy=0%—a
lahend. |
3-61. -=idke koik a vadrtused, mlllekouhul vorrandi x2+4x-+a=0
lahendid on suuremad kui a.
3-62. Leidke m viirtused, mille puhul vorrandi x2—2(m — 1) x4

+2m~+1=0 lahendid on erimirgilised ja kumbki on abso-
luvtvadrtuselt viiksem kui 4.



IV PEATUKK.

VORRATUSED.

§ 1. VORRATUSED JA NENDE TEISENDAMINE.

Vorratuse moodustavad omavahel mirkidega >, =, < VOl
< seotud arvud voi arvudest ja tdhtedest koosnevad matemaati-
lised avaldised, milledel on kindel arvuline vaiartus nendes esi-
nevate tihtede asendamisel arvudega. Selliseid avaldisi nimeta-

takse ka termideks (tdhiseks on T).
Vorratustega voime teostada jdrgmisi teisendusi:
. Ti<To= Ti+T<T:+T,
2a. T1<<Ty~<=TT<<T,T, kui T>0,

ob, Ti< To<=> T\T>T,T, kui T<0,
3. 0<<Ti<< T2<==>-—71,T>“_71T;
da. Ti<<Ts.ja Ts<T,= T1+Ts<<To+Ty
ab. Ti<<Ts ja Ts>Ty = T1— Ts<To— T4,
Ty<Ts ja Ta<<Ty=- T1Ta<<ToTy, kui T3 T:.>0,
6. Ti<<To<=—T1>—Ty
7a. 0<<T1<<Ty = TT;<T721, kui n = Ny,
7b. Ty<<To<<0= Tn>T7Y, kui n on paarisarv,

7c. Th<<T,<<O0=Tr<CT}, kui n on paaritu arv,
M m ..

8a. Ti<<To~<= YT1<< VTs, kui m on paaritu arv,
£ (— m

8b. 0<T1<<To<= YT1<< ]/HT_Z, kui m on paarisdrv,
9a. O0<<T1<<To~=log, Ti<<log, Ts, Rui a>>1,

abh. 0<< Ti<<To<= log, Ti>logs Te, kui 0<Za<l,
10a. T;<<Ts<=al.<<aT:, kui a>>1,

10b. T,<<Ty<=~aT >a" kui 0<<a<l.

Vorratustega seotud iilesannetest kisitleme eraldi vorratuste

toestamist ja vorratuste lahendamist noudvaid iilesandeid.
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§ 2. VORRATUSTE TOESTAMINE.

Vorratuste toestamisel tuleb nididata, kas antud vorratus on
toene voi vair. Sagedamini esinevad votted vorratuste toestami-
sel on jargmised:

1. Ilmselt toese voi varem toestatud vorratuse
teisendamine nii, et saadakse antud vorra-
tus.

Niaide 1. Vorratuse a®+b24-ct=ab+ac+bc toestamiseks
lahtume ilmsclt toestest vorratustest (a—0)2=0, (a-—¢)*=0
ja (b—c)2=0, millede vastavate poolte liitmisel (vt. teisendus
4a) saame (a—b)>4(a— )2+ (b -—c)?=0, millest edasi jérel-
dubki, et a?4-b*+4c*=ab+4-ac+bec, kus a, b ja ¢ voivad olla mis
talies reaalarvud ja vordusmirk esineb juhul, kui a=b==c.

2. Felmisele vastupidine vote on antud vorratuse tei-
sendamine nii, et saadakse ilmselt toene
vorratus.

Niide 2. Vorratuse a2+02=2(a+b—1) toestamiseks
anname talle kuju (@ — 1)24(b—1)2=0, mille toesus on ilmne
a ja b koigi reaalarvuliste vdidrtuste korral ja vordusmirk kehtib
juhul, kui a=b=1. Kuid on loogiliselt viir jireldada viimase
vorratuse toesusest lihtevorratuse toesust, sest vdir eeldus ei
pruugi takistada idese jdrelduse saamist. Kiill saame antud vor-
ratuse korrektse toestuse kui ilmselt toesest vorratusest (a—1)%*4
4+ (b —1)2==0 jouame samavidrsete feisenduste kaudu vorratu-
seni a*+4-b2=2(a-+b—1), s.t. kasutame esimest votet. Seega
voib antud vorratuse teisendamist ilmselt tdeseks vorratuseks
kasutada lahenduskiigu iihe ctapina — fiilesande analiiiisina.

3. Mone fitdtuntud vorratuse kasutamine,

Sellisteks dpikutes ja teatmikes sagedamini esinevateks vorratus-
teks on jirgmised:

ait+das+ ... Fa T o - .
a) - Tan > Yaias ... an, Kus a;==0 ja vordusmirk

esineb siis, kui ai=az= ... =a,. See nn. Cauchy vorra-
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tus on holpsasti sonastatav: mittenegatiivsete arvude
aritmeetiline keskmine ei ole vidiksem samade
arvude geomeetrilisest keskmisest.

b) peale arvude aritmectilise keskmise (AK) ja geomeetrilise
keskmise (GK) kasutatakse mateimaatikas veel arvude ruutude
keskmise (RK) ja harmoonilise keskmise (HK)
moisteid:

RK azi —I—azz—f-...—{—azn

i

HK=— 1

|
(

Samade arvude korral kehlib seos RK=AK=GK=HK.

() aibitashyt ... +anbn<Y@E F@R 4 ... a2 X
Xybﬁ—{—b%ﬁ cooADE kil e b R. See vorratus on tuntud
Bunjakovski-Cauchy vorratuse nime all.

dy (14+T)yn=1+nT, kus T=0, nes N (Bernoulli vorra-
tus).

Niide 3. Vérratuse (a+b) (b4c) (¢c+a)==8abec, kus a, b,
¢>0, toestamisel saab kasutada scost AK=GK:

b_ — b+ — - S
i—g—>‘y ——_j_)—L:;}f‘bc ja. cta >7Vca; teisenduse 5 pohjal
b) (b
(ar0) ( ch) (eH4) _ b <> (atb) (b4c) (c4a) =8abe.
Niide 4. Ka Bernoulli vorratuse toestamisel voime lahtuda
Cauchy vorratusest vottes ay=ap= ... =an1=1 ja an,=1-+nT.
Siis Al 1“:1_““1 2?}1-{~r1}"=>—ﬂ_—£_zgz)—»;1—l—rﬁ teisenduse 7a

pohjal ning seega (I+7)"=1+nl.

4. Vorratuste ifhe poole asendamine temast
sturema voil viiksema avaldisega.

Niide 5 Toestame vorratuse —oefo ... f <o

dide 5. Toestame vorratuse —4—=4 ... +—F"7T7<7

9" 25 (2n+1)*> 4
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2 1 1
5 — L T (45 ol '
Vorratus (2 11)? < 5% " ShI3 (toestage see!) on esitatay

: ] 1 ( 1 1 ) - 1 1
kujul (Zh 1) <3 % " onio ) Jarelikult 7= <
<_1_(._1__J_) L - (___1_) ja —— Ly

2\ 2 FIVANTRN 4 6 (2n4-1)2 2

_1(1 1) 1(1 1)_ | 1(1

Summa S—-—2 5~ +2 TG +.---+‘2 5 —
1 )_1(_1_ 1 )_L 1 ! I

242/ 2\2 T onyo) T 4 dngg <z Et toesta

tava vorratuse vasakut poolt moodustava summa liidetavad on
viaiksemad summa s vastavatest liidetavatest, siis on antud vér-
ratus toene.

5 Matemaatilise induktsiooni rakendamine,

1 1
Nidide 6. Toestame vorratuse l_—l— : + +...+—>

INCINE yn

>Vn, kus ne= N, ja n>1.
1) Vérratus on téene, kui n=2, sest H—_l:" >72.

|
2) Oletame, et vorratus kehtib ka mingi n=~k>2 korral:
1 1 ] —
Sp=—t——F .. >V
1 V2 V&
3) Niitame, et sel eeldusel vorratus kehtib ka n=~k-+1 korral:
lildame vorratuse S;{=—~g—_—'—|——{_+ ce +—T~>1/'E molemale poo-
V1 V2 Yk
lele . Saame S, ‘ >]/—15+ . Vorratuse vasakul
Ve+1 V41 Vh+1 |

poolel on meil niiiid summa S, paremal poolel olev avaldis

Y+ )—

on aga suurem kui Jk--1, sest (]/73+:
VhR+1 Ve+1
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Jare-

——]/;’zﬁ—kl_: y—,’_a_ Ve+1+1 —k—1 _ ]/E(ﬁﬂ——l— V—k) ~.0.
| Y1 Vet

likult ka Sppi>7E-+1.

§ 3. VORRATUSTE LAHENDAMINE.

Enne kui asume kidsitlema vorratuse lahendamise iildisi pohi-
motteid, tutvume vorratuse méidramispiirkonna, vorratuse lahendi
ja vorratuste samavadrsuse moistetega.

Vorratuse [(x)>g(x) midramispiirkonnaks nimetatakse vor-
ratuse molemal poolel esinevate funktsioonide [(x) ja g(x) méa-
ramispiirkondade (ihisosa.

x+1

1>]/2x-—l molemal poolel esinevate

Naiteks vorratuse

funktsioonide médramispiirkonnad on vastavalt X;={x|x41} ja

| 1 o
ng{x[x>7}, vorratuse mdaramispiirkond X=X; X,=

:{xlx;%/\x;&l}.

Muutuja vaartuste hulka, mis kuulub vorratuse méédramispiir-
xonda ja muudab vorratuse toescks, nimetatakse vorratuse lahen-
diks.

x+1
x—1 _
piirkonda ja muudab selle vorratuse toeseks vérratuseks 373,
jarelikult kuulub x=2 ka selle vorratuse lahendite hulka. x=5
kuulub sama vorratuse mddramispiirkonda, kuid ei muuda vor-
ratust toeseks: 1,0>3 on vidir ja jiarelikult ei kuulu x=5 vor-
ratuse lahendite hulka.

Kaht vorratust nimetatakse samavidirseteks, kui nende vorra-
tuste lahendite hulgad on vordsed.

Vorratuse lahendamisel asendame antud vorratuse jark-jér-
gult lihtsamatega, kuid samavéirsefega, kuni jouame vorratuse
lahendini. Niisugusteks teisendusteks, mis véimaldavad iiht vor-
ratust asendada teisega, on kdesoleva peatiiki alguses toodud
teisendused. Tuleb aga silmas pidada, et nende teisenduste raken-
damisel voib muutuda vorratuse miidramispiirkond ja siis ei

Néditeks x=2 kuulub vorratuse >7V2x —1 méidramis-
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pruugi lihlevorratus teisendatud vorratusega enam samavéirne
olla.

Naiteks vorratus x—]—']/?—:"f<2—l~]/x—1 on kiill samavédirne
temast teisenduse 1 abil saadud vérratusega x—4+Jx—1 —

— Vx—1<C2, kuid viimasest peale lkoondamist saadud vorratuse
x <2 méaaramispiirkond Xi=R on ecsialgse vorratuse méiiramis-
piirkonnaga X={x = R|x==1} vorreldes laicnenud ja need vér-
ratused ei ole samaviirsed: vorratust x<<2 rahuldab niiteks

x==0, mis aga ldhtevorratuse lahendite hulka ei kuulu.

: ) N 2—x
Teisenduse 2¢ rakendamine vorratusele ———>=0 annab

x+1
vorratuse 2-—-—x>0, mis samuti ci ole lihtevorratusega sama-
vaarne, sest x==—2 on kiill vorratuse 2 — x>0 lahendiks, kuid

¢i ole seda lahtevorratusele.
Miédramispiirkonna  laienemine  toimub  ka  vorratuselt

¥2x — I <<x iileminekul vorratusele 2x — 1 <<x® kasutades teisen-
dust 7a.

Jiargnevalt vaatleme moningaid sagedamini kasutatavaid vér-
ratuste lahendamisvdtteid.

1. Intervallmeetod.

Oletame, et vorratus f(x} >0 on teisendatav kujule a(x—ux,) X

K{x—x2) ... (x —x,) >0, kus x4, x2, ..., xn on funkisiooni [{x)
nullkohad ja x<Cxe<Z ... <Xp4<Zxn, a= R ning a>0. Mir-

gime arvicljel nullkobtade asukohad (vt. joon. 4-1). Et x, on
swurim nullkoht, siis f(x) >0, kui x>x,. Kui aga x,_1<Tx<xn,
siis f(x) <0, sest tegur x —x, on niiiid negatiivne, iilejainud
tegurid ja nende korrutis aga ikka positiivsed. Kui xn_2<<x<Zxn—y,
siis f(x) >0, sest tegurid (x —x,) ja (¥ — xn—1) on niiiid nega-
tiivsed, ilejddnud aga positiivsed. Nieme, et antud juhul on
nullkohad iihtlasi kohtadeks, kus muutub funktsiconi mark. Pilt-
likult voib seda kujutada arvteljele mérgitud nullkohtade abil nit
nagu ndidatud joonisel 4-1.

" e, .
- ‘ o R e o

[ S PRST, JE—

. 5".“‘ S e % — » p y
™ A g )\z Sar e 2 / KXpy~7 X."f

Joon, 4-1
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Kui nuilkohtade arv n on paarisarv, siis on vdrratuse (x) >0
lahendiks

L={x|x>x0 V Xpa <<t <Xna V ...V Xoe<<x<x3 V x<Tx1},
kui aga n on paaritu, siis
L={x|x>xn V xna<<x<<xn-t V ... Vx1<<x<xo}.

Kui [(x) sisaldab peale tegureiks lahutamist lineaartegurite
' naturaalarvuliste astendajatega astmeid, siis rakendame vorra-
tuse lihtsustamiseks jargmisi seoseid:

I (x —x)2-g(x) >0<=>g(x) >0 A x —x15%0;
2. (x—x)tHlg(x) >0« (x —x1)g(x) >0 A\ x — x;5%0.

Naide 7. Lahendame vorratuse
(x —3)i(x —2)3(x— 1) (x4+1)2(x+2)5>0.
Eeltoodud seoseid kasutades. muudame vorratuse siisteemiks

( (x—2) (x—1) (x42) >0,
X==3,
l X 5=—1.

Kohtadel x=3 ja x=—1 funktsioon j(x) oma marki ei muuda,
sest nmii (x—3)% kui ka (x41)2? on alati positiivsed, kui x3£3
ja xs=—1. Vastavalt joonisele 4-2 voime vorratuse lahendite
hulga vilja kirjutada:

L={x]x>3V 2 x<3 V —l<x<lV —2<<x<<—1}.

M\ M
%2 —-f ?‘.'.-:;_/2 3
Joon, 4-2

(x2“4)(x2—1)(x3+1)>0_
8 — x3

Nadide 8 Lahendame vorratuse

f(x)
g(x)

Kasutame siin koigepealt samaviirset teisendust =0<=
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<= [(x)g(x) =0 A g(x) 0, mille pohjal saame antud vorratu-
sest vorratusesiisteemi

{[(B=D 2D () E—)>0
8 — x3540, '
J (x —2) (x42) (x — 1) (x+1) (x+1) (2 —x41) (x —2) X
<=7 X (x242x+4) <0, ~ <
| (@ —x) (4202 20,
=2 ~7 — f z
Joon. 4-3

{ (x—2)2(x—1) (x+1)2(x+2) (x— x+1) (x24-2x+4) <0,
(2 —x) (442x+x2) 5£0.

Et x2—x41 ja x2+42x+4 on iga x= R korral positiivsed, siis
saame
{ (x — 1) (x+2) <0,
X5£2,

mida voime arvteljel kujutada jirgmiselt (vt. joon. 4-3): jireli-
kult L={x|—2<Cx<C1}.

2. Juurvorratuste lahendamine.

Juurvérratuste lahendamisel tuleb silmas pidada, et paaris-
arvulise juurijaga juure korral on nii juuritava kui ka juure enda
kohta kehtiv mittenegatiivsuse noue.

Vaatlemegi juurvorratusi, mis sisaldavad paarisarvulise
juurijaga juuri. Nende vorratuste lahendamisel v3ib kasu-
tada jirgmisi samaviirseid teisendusi:

" Fx) =0,
L V) <g® <] g(x)>0,
| () <g(»).

” Jr f(x) >0,
2. VH(x)>g(x) <=1 g(x) =0, \V { f(x) =0,
| F(%) =>g*(x), :
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oh o I f(x) >0,
3. YT > g0 < g(x) >0,
| Fo>e .

Ndide 9. Lahendame vorratuse ]fxz —A4dx<<x—3.

]x2—4x20, J x(x—4) =0,
P2 —dx<<x —3<=-7 x—3>0, =1 x—3>0,
l x2—4x<(x —3)% l 2(x —4,5) <.
’///’/}'(77 7 7 TrETrrTTTYr; 1/‘;/ rd /4,] 4;}5 rd 7
Joon. 4-4

Viimase siisteemi lahendamiseks kasutame jargmist votet:
méarkinud arvteljel nullkohtade asukohad nagu intervallmeetodi
korralgi, korvaldame need x vidrtused, mis ei rahulda esimest
vorratust, s.t. 0<<x<<4, edasi korvaldame need x vididrtused, mis
¢i rahulda teist vorratust: x<{3 ja seejdrel need, mis ei rahulda
kolmandat vorratust: x>4,5. Kérvaldamata x vaartused ongi otsi-
tavaiks: L={x]4<<x<C4,5} (vt. joon. 4-4.).

"Niaide 10. Lahendame vorratuse Vx3+4-3x4+4 > —2.

Et —2<0 ja yx3+3x+4=0, siis on antud vorratus rahulda-
tud, kui x34+3x-+4=0.
¥43x+4=x—x+4x+4=x(x2— 1) +4(x+1) = (x+1) X
X (x2— x+-4). Seega tuleb lahendada vérratus (x-41) (x®2 — x--
+4)=0=x+1=0=x=—1, sest x2—x44>0 igal x reaal-
arvulisel vddrtusel.
L={x|x=—1}.

Nidide 11. Lahendame vorratuse

V3x24-5x+7 — V3x24+-bx+2>1.

Kasutame asendust 3x24-5x-+2=y. Siis Vy+5>l+]/z <>

{y>0, B 4i,_{ygo, @{y?,o,
y+5=> (1+7y)? Yy<2, y<<A4.
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Joon. 4-5

Arvestades tehtud asendust, saame:

[ 3x2 4B+ 9=0, {[ 3(x+-—§—) (x4+1) =0,
l 3x24+-bx — 2<0, @l 3(x—-—-—é~)(x—|—2)<0.

L=— {x|—2<x\<\——1 \V ——-§—<x<-—;—} (vi. joon. 4-5).

Paarituarvulise juurijaga juurest vabanemiseks
voib kasutada teisendust:

[(x) > g (x) <= [P+ (x) >g2+1(x), kui k= N.

3 3 3
Nédide 12. Lahendame vorratuse yx —2+yx — 3>y2x — 5.

3]/x — 2—}-3]/x — 3>3]/2x —S<=x— 2—]—331' (x — 2)2 i/x — 34

3

+3 %/(x—Q) V(x—3)24-x —3>2x —5 <=

-4:»3%/(x—2) (x —3) (Ei/x—2+3'|/x—-3)>04:>

J (x—2)(x—3) <0,
l %/x—2+%/x—3<0.

| (x—2)(x—3)>0,

; 3 \4
| 23>0

Esimese siisteemi lahendus:

J (x — 2) (x—3)3>0, ¢>I (x —2) (x—3)>0,‘<:*

| 05— D> (—yr=s)p | x—2>—xt3
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{ (x —2) (x —3) >0,

Li= 3 . joon. 4-6)..
2 (x — 2.5) >0, = Li={x|x>3} (vi. joon )

! | : s
-—-—.m..,,,_____-.. ! &/'//’—"“:- - ;‘.’m
- \;y ) " ¥ ,f" -

\“%,ﬁ“ i
R *’d‘{’

v RS

. .
e TH B

Joon. 4-6
Teise siisteemi lahend on leitav samalt jooniselt:
Ly={x|2<x<25).
Kokkuvottes L={x|2<<x<<2,5\/ x>3}.

3. Absoluutvddrtustega vorratuste lahendamine.

Ka muutuja ahsoluutvédrtust sisatdavaid vorratusi voime edu-
kalt lahendada intervallmeetodil.

Nédide 3. Lahendame vorratuse [2—x|42]x—1]>
>3|x+1]—1. .
Leiame absoluutvddrtuse mdarkide vahel olevate funktsioonide
nutlkohad ja kanname need arvteljele (joon. 4-7), Mirkinud joo-
nisel nende funktsioonide positiivsus- ja negatiivsuspiirkonnad,
naeme, et igas nullkohtadega mdidratud vahemikus tuleb . meil
lahendada omaette vorratus.

N

Joon, 4-7

1. Kui x<<—1, siis 2——x>0, x—1<<0 ja x-+1<<0; absoluut-
viartuse definitsiooni rakendades saame vorratuse

(2—x)+2(1l —x) >3 (—x—1)—1 <=
<2 x42—2x>—3x—3—1=0>-38.

Viimase vorratuse toesusest jdreldub, et vorratus on rahul-
datud koigi x véirtuste korral, mis rahuldavad eeltingimust
x<<—1. Jarelikult Li={x|x<<—1}.
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2. Kui —I1<x<1, siis saame vorratuse (2—x)+2(1 —x)>
>3(x+1)—14:»2——x—]—2——2x>3x—|—3—1<-:>6x<2~<:=>x<é-.

Jarelikult Ly= {x|—1§x<-—§~}.

3. Kui 1<Cx<2, siis (2—x)+2(x—1)>3(x+1)— 1 <=2 — x-+
+2x —2>3x+3 — | <= 2x<C—2 <> x<<—1. Et tulemus on eel-
tingimusega vastuolus, siis selles vahemikus lahend puudub.

4. Kui x=2, siis (x— 2)4-2( x—1)>3(x+1)—1<:>x—-2+
+2x —2>3x4+3—1=-0>6, mis on viir ja seega puudub ka
selles vahemikus lahend.

1
Vastus: = {x|x<——-}.

3
Niide 14. Lahendame vorratuse r—2 <Vxt—2.
Vx2—4x44

Et Yx* —dxd4=Y(x—2)2=|x—2| ja yx?=|x|, siis saame
vorratuse ¥ 2 <|x|—2
|x —2]

I. Kui x<<0, siis < —x — 2, mille lahendamisel saame

Li={x[x<<—1}.

2. Kui 0sCx<C?2, siis < x — 2, mille lahendamisel saame

L2= {x|1<x<2}

3. Kui x>2 (x=2 ei kuulu v&rratuse madramispiirkonda), siis

x—2
— 2

<x—2 ja Ly={x|x>3}.

Vastus: L={x[x<<—1V 1<x<<2V/ x>3}.

4. Parameectreid sisaldavate vérratuste lahen-
damine.

Parameetreid sisaldava vorratuse lahendamisel tuleb nagu
parameetrilise vorrandi Korralgi peale vorratuse ja tema maé-
ramispiirkonna poolt esitatud tingimuste veel votta arvesse para-
meetri (voi parameetrite) koigi lubatud vdirtuste hulk.

Niiteks vorratuses ax>3 voib parameeter a olla mis tahes
reaalarv. Kui a==0, siis vGrratusel lahend puudub. Kui a0, siis
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vorratuse lahendamiseks jagame vorratust arvuga a. Kui a>0,

.. 3 . .. 3
siis x>—1 kui a<<0, siis x<—(;—.
a

Naide 15. Lahendame vérratuse (@-—1)x2—ax+1>0.

I, Kui a=1, siis —x41>0<=> x<1. Jérelikult L={x|x<1}.

2. Kui a=st1, siis vorratuse vasaku poole nullkohtade leidmiseks
lahendame vorrandi (@ — 1)x* —ax+1=0.

axya*—4(a—1)  at|a—2|

r= 2(a—1) T 2a—1)

. Siit selgub, et vorratus
tuleb ltahendada eraldi igas arvuhulgas, milleks parameetri viir-
tused a=1 ja a=2 reaalarvude hulga jaotavad.

az=(a—2) . 1
5@ —1) = x=1V x= pEaEEE

a) Kui a=2, siis x= Et

a==2, siis '=<<I. Margime nullkohtade asukohad arvteljel

a-—1

ja kasutame vorratuse lahendi leidmiseks intervallmeetodit (vt.

\/x>l}. |

joorn. 4-8) L:{x|x< p—

P
Joon. 4-8
) . at(2—a)
= = )C:I.
b) Kui 1<<a<<?2, siis x 2(a—1) = X=— V
‘Niitd on " 1>1 ja vorratuse lahend L:{x|x<1\/x>
= pp—— } (vt. joon. 4-9).
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Joon. 4-10

) Kui a<<1, siis nullkoht x= " 1 1 <20 (teine nullkoht on endi-

selt x==1) ja x2 kordaja a—1 negatiivsuse t5ttu saame lahen-

diks (vt. joon. 4-10) L= {x‘

<x<l}.
a—1-

Vastus: kui a<<1, siis L= {x <x<l},

a—1
kui a==1, siis L={x|x<1},

—}
a—11"’

-\/x>1}.

kui 1<<a<<2, siis L:{x|x<l V x>

kui a=2, siis L:{x]x<a 1

' N X a X
_Nba ide 16. Lahendame vorratuse o b " a—3 = 7
-_—5—_*_—6-.’ Kahe parameelri a ja b vahelist seost on antud juhul
koige Iotstarbekam viljendada nende parameetrite absoluutviir-
tusi kasutades: kas |a|>|b] voi |a|<<[b], sest la|=]b] on

- wvdalistatud.

Vaatleme neid kahte voimalust eraldi:

I. |a|>]b]. Et niiiid on a®— 250, siis algvorratust selle posi-
tiivse avaldisega korrutades jidb vorratusemirk samapidiscks ja
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peale clementaarseid lihtsustusi esineb vorratus kujul 2bx<<
< —(a*+}02). Edasine lahendus soltub juba & vaartusest.

2 2
a) b>0= x<-—a-;_—bb—-—<.

2L hHh2
b) b<0=>x>——a—;;—b—u.

¢) b=0=-0<<—a? mis on vddr parameetri a mis tahes
reaalarvulise vaidrtuse korral.
2. |a]l<<|b]. Et niilid on a®>— 2<C0, siis algvorratuse korruta-
misel selle avaldisega ja edasisel lihtsustamisel saame vorratuse
2bx>—(a*+0?). '
a’-+ b2
26

az_._l_ bz '
2

a) b>0=>x>—

by b<<O0=x<<—
¢) bs=0 (miks?).

Vastus: kui |a|>1b| ja b>0 vdi |a|<<|b] ja b<CO, siis

_ a4 b2 }

L—{xl"<—T !

kui |a]>]b] ja b<<O voi |af<<|b] ja b>0, siis
az-+}-b? }

kui |a|=1|b| voi b=0, siis L=0.

ULESANDED.
Toestage vorratused.
4-1. at*+1=2a(a®—a-+1).
4-2. a®-b2+4-ci=ab+tbetac.
4-3. mb— mi-mi+4m?2—m-+41=>0.

1 :
. 8| pB —1.
4-4, ad-}-b 2128,1(111 at+b=1

4-5. k(n—(k—1))=n, kui I<k=n.
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4-6. (nl)2z=n" kui ne N.

7. @ 4atdaiof .. o GOt )"

i

4-8, m-i——r%;Q, kui m>0.

b
4-9. I%JF"J‘ =92 kus a, b==0.

4-10. |a+b|=<<2, kui a®0<<2,

a®--b3 (a—l—b
4-11. 5 = 5

3
) , kui a, b=>0.

4-12. (a+b+c) (é—-—]——;——l—%) =9, kui a, b, c=>0.

2 2
413, _Ltat2 o e S
- Var+a+1 Yar+4
2
A-15. ( a+b-+c ) >ab+ac—|—bc .
3 3
4-186. ]/E—I—lga—l——l_—, kui a>0.
Va
4-17. V2+1/'§+V2—1/§>2.
4-18 1 ‘—i—-————«l + : > : kui a, b, c>0.
" a+b bt atcT adb4c’ $ '
4-19. a2—{—b2+02_>,-?1)—, kui a,b,¢>0 ja a+b-t+c=1.
a b c 3
- i 1 i
4-20. b—{—c+a—|—cT'a+b> 5 kui a, b, c>0.

4-21. Y (a+c) (b+d) =Vab+Vcd, kui a, b, ¢, d>0.
4-22. (Ya+Vb)¢=64ab(a+b)2 kui a, b>0.

n

a . .
r » =n, kui ;>0 ja n = Ny
i

aq a .
4-23, —4-—+ ...
23 a2+a3+ +-

4-24, ——1-:+~—!f+f—1:-+ < 2Va 1, kui ne Ny,
¥l ¥2 Y3 Vn
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4-25. -+ | + ... —}—«n—'§——n——— , kui n e Ny

4-26. —|— —f———+——~—[— +~1—<2 75, kui n = Nu.

4-27. (@*+b3+c® — 3abc)2<C (a2 +Db24-c?) 3,
4-28. 1,001">1000, kui n>999 000.

429, Y2 — (Yl — yn— N<l.

1 3 5 999 999
4-30. "é-*“4-—'—6— . m<0,001

1 )”
4-31. 21974 _|_2— 1974 ~. 9, 4-32. (1+"; << 2,75.

n
4-33. ]/I’L!>—3—~, kui n = Ni.
4-34. Kumb on suurem, kas 1980198t y5i 198119807

4-35. V(¥ — )24V (x — 2)2 47 (x — 3)2=2.

3

3 3 - 3
4-36. Va+]/a—|—]/a—]/a<2 Ya, kui a>0.

Lahendage vorratused.
4-37. (x —1)2(x+5)3(3 —x) (2 —x) <0.

x3—3x—2
4-38. g =<0.
x3+3x2 —8x — 30
-39. 0.
1-39 05 —x) =
X2 —2x 2—x
-4(). S .
4-40 x2—1 x3—x

441, |x—1]—[x+2] <2
4-42. |2 —x|—|x —3]4|x+1] <O.
4-43. |x? — 3x|+x —2<0.
_ _
4-44. Y1l —x —Jx>—. 4-45. Yx* —4x>x—3.
E
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4-46.
4-47.
4-48.

4-49,

4-51).

4-53.

4-54,

4-55.

4-586.

4-57.

4-58.

4-59.

4-60.

4-61.

Yx?—3x+2—x—3>0.

VX —3+x—5=V2(x — 5)2+2x — 6.

V3x2 —5x — 8>3x1-2.

Y(x—5) (7 —x)41>77 —x — Jx —5.

Vx—l—Q]/x—]—l—Vx—~2y‘x—l>—§—.

I —71 — 2x2

| x+2] —x

X 0

1 i 1 — <2,

x+14Hy2  xF1—72

=0.

¥4 — x8
ax?—{(a—2)x —2<0.

Yx—¥x—a>2.

VQ(X — "]/.'2 - a2) >__{C_+_£1_ .

SYx—a

Vx+2a+yx+26<<2 yx+at-b.

X—a x+b —b
. —+ <x+a_x .
a b b a

'4 .
Leidke vorratuse Yy — 1<<}4 —y tédisarvulised lahendid.

Toestage, et vorrand i—}--—%—l—%:Q ei ole naturaalarvu-
hulgas lahenduv.

l
Leidke vorrandi —g-—}———fi—{—é——i—;-—:tﬂx naturaalarvulised

lahendid.



V PEATUKK.

EKSPONENT- JA LOGARITMVORRANDID.
EKSPONENT- JA LOGARITMVORRATUSED.

§ 1. EKSFONENT- JA LOGARITMFUNKTSIOON.

Eksponent- ja logaritmiunkisioonid on teineteise pdordfunkt-
sioonid, mis voimaldab {iht neist teise kaudu delineerida. Jirg-
nevas kisitluses pohineme keskkooli opikutes esitatud ekspo-
nent- ja logaritmiunktsioonide definitsioonideic ja omadusiele
lisades ainult jargmist:

1. Funktsiooni y=a~ voib esitada ka kujul y=expq x..

2. Poordfunktsioonide y=exp, x ja y=Ilog, x graafikute koik
vastastikused asendid soltuvalt a vadrtusest on esitatud
joonistel 5-1 kuni 5-5.

3. Korrutise, jagatise ja astme logaritmimise wvalemid on
oigem esitada kujul

loge xixa=1oga|x1]| + loga| X2},

i

loga~~—1 =logs|x1| — loga|xa].
Xa

log, x?==2log.| x], kui z==2n.

Sellega me vildime néditeks lahendite kaotsiminekut logaritm-
vorrandite lahendamisel. Kui vorrandi log x*=2 lahendatnisel
kasutada valemit log, x*==2log, x, siis saame 2logx=2<=
<= log x=1<=x=10. Iimselt rahuldab antud vorrandit ka
x=—10, mille me ka leiame vorrandi korrektsel lahendamisel:
log x2=2<=2log|x| =2« log|x| =1 <= |x|=10<=x=10
V x=—10. :

Logaritme sisaldavate avaldiste teisendamisel leiavad kdige
rohkem kasutamist logaritmi definitsioon a®%.%=b (a, 6>0 ja
a==1) ning {lihelt alusell teisele iilemineku valem

logy x

loga x= logy a
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Nédide 1. Toestame, et q) log, b-logp a==1,

b) logaxbz_!?_gls—?—w,
¢) 10gng b= ljr‘);‘é; i’n |
%) Iogb“:‘%gg‘fg—#logab-logb a=1,
b) logas b= 1‘;’: 2& — loiab |
¢) logne b= loga b loge b log, b

loge (na)  logant+1  1d-logen -
Nidide 2. Arvutame a) logs 3-logy 16;

b) logs 3-logz4-log, 5. .. log, 10;
¢)

410g 12

]Qlog s

1 logs 16 4 logs 2

logs 3-logg 16== =2;
@) log:3-log, logs 2 2 2logs 2 %
b) logy3-logs4-log.5...logy 10=
log3 log4 logh log 10 1 :
—_ . . L. — J% 3,32,‘
log2 log3 log4 log 9 log 2
41(,;g 12 (IOIUg 4) log 12

C) | log 4 ‘“ (lolug 12)10g A

Nédide 3. Toéeslame, et n2= (kn)®g™ kui log, x, logm x ja
logn x moodustavad aritmeetilise jada.

Aritmeetilise jada omaduse pohjal log, xlog, x=2 logm x.
Viimme koik need logaritmid aluscle %:

logk X 2 logh X
logk x+ logh 1n T logh m =0
I 2 )
-~ logle X (I—I_ }Ogh n o 10g;{ ni ="
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. 1 2
Et logy, x=£0, siis 14 logn 7 ~ oa = <=
o

- logr n-logy m—+logr m — 2 logs n
logy n-logr m

=0 <= logy n-logyp m=

n? n2
m . m

<= nt=mnlog: M <= n?=(kn)10% ™,

Niide 4. Avaldame a) logy 32, kui logis 2=ni;
| | b) logaee m, kui loge m=p, logy m=gq

ja loge m=r.

’ 9

a) loge 32==5logy 2== b logis 2 j— 5logis 2 _
logis 9 18

10g13?

Slogis2  om
I —logig2 1—m’

b) Et logm abc=logn a+logm b-+logm c=

| 1 1 1 { I
J— ] ; - L ——— [ o =
log, m + logy m o log. m P T q T r
_ pg-+qr-+pr siis logape m— par

pqr | pg--qr-t-pr

§ 2. EKSPONENT- JA LOGARITMVORRAND.

Taisarvuliste kordajatega algebralise vorrandi  lahenditeks
olevaid arve nimetatakse algebralisteks arvudeks.
Peale ratsionaalarvude kuulub algebraliste arvude huika ka osa
irratsionaalarve. Irratsionaalarve, mis pole algebralised, nimeta-
takse transtsendentiseteks. Sellisteks arvudeks on nai-
teks m; ¢, 0,62H225222 ... jt. Varrandeid, milie lahendite hulka
voivad kuuluda ka transtsendentsed arvud, nimetatakse trans-
tsendents=teks  vorranditeks. Eksponent- ja logaritmvorrandid
kuuluvad transtsendentsete varrandite hulka. Uldjuhul transtsen-
dentsed vorrandid pole lahendatavad elementaarmatemaatika
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meetoditega (nditeks vorrand 3v*=9x). Koolikursuses (samuti
kidesolevas peatiikis) vaadeldakse vaid nende vérrandite ménin-
gate erijuhtude lahendamist.

Koige sagedamini piilitakse lahendamisel antud vorrand tei-
sendada lihtsaimaks eksponentvorrandiks a =5, 0<<a=%1 = x=
=logg b, b >0 voi
lihtsaimaks logaritmvérrandiks

loga x=0b, 0<<as£1 = x=qat.

Vorrandite teisendamisel kasutatakse logaritmimist, potent-
seerimist, logaritmilist pohisamasust, {ileminekut uuele logaritmi
alusele ning korrutise, jagatise, astme ja juure logaritmi oma-
dusi. Kuna nimetatud teisenduste tulemusena vo6ib vorrandi méia-
ramispiirkond muutuda, siis tuleb lahendamisel olla eriti tidhele-
panelik, et lahendid ei liheks kaotsi ega tekiks vaorlahendeid.
Kui vorrandi méidramispiirkond kitsenes (nditeks logaritmimi-
sel), siis on vaja selgitada, kas need muutuja viirtused, mis ei
kuulu enam tuletatud vérrandi médramispiirkonda, pole esialgse
vorrandi lahendeiks; médramispiirkonna laienemise korral (niit.
potentseerimisel) on aga tingimata vaja 1e1tud lahendeid kont-
rollida, et eraldada voorlahendid.

Eksponent- ja logaritmvorrandite lahendamisel kasutatakse
sagedamini allpool esitatud teisendusi.

1. Kui O0<<as=1, siis vorrand af®=ga€® on samaviirne vorran-
diga f(x)=g{x).

x-+5 x4+17
Nédide 5. Lahendame vorrandi 3257 =0,25.128 ~-3 |
Liheme {ile alusele 2:
5v+8)  T(x41T)
2 ¥-7T —9 -3

—2 - :
PN 5(x+5) _ 7(x+17) 9
x—7 Xx—3
Vastus: L={10}. |
2. Kui 0<tg(x) =1, siis vorrand [g(x)]'®={g(x)]% on sama-
vadrne vorrandiga f(x)=g¢(x).

Naide 6. Lahendame vorrandi x¥*=7Vxx~.
e o

- Y PR
xvx:‘l/xx@x?x:xziibvx——‘“é—, 0<<x=*1.
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Vastus: L= {4}.

Kuigi vordus x¥*=Yx* on tboene ka x=1 korral, ei loe me
arvu 1 vorrandi lahendiks, sest eksponentiunktsioon on definee-
ritud tingimusel, et alus ei oleks vordne iihega.

3. Vorrand [gi(x)]"®=[g2(x)}/® on samavididrne disjunktsioo-
niga

[ g1(x) =gz (%), J f(x) =0,
0<<gi(x)=*=1, V 0<<gi(x)=#1,

1 o<gu(n =1, 0<gs(x) 1.

f(x) =R,

L

Nidide 7. Lahendame vorrandi (3x —5)¥ 3=

= (x% — 3x+3)1/x2“3-

Antud vorrand on samavidirne disjunktsiooniga

[ 3x — b=x%— 3x+}3, ] Vx2—3=0,
0<<3x —5~1, V 0<<3x— b1,

1 0<<x?2—3x435%1, lO<x2—3x+3:#1.
x2—3=0,

Vastus: L={}3; 4}.

4, Kui 0<<as=1 ja f(x)>0, g(x)>0, siis vorrand [(x)=g(x)
on samaviirne vorrandiga loge f(x) =loga g(x).

3

—_—

/
x 3
Nidide 8 Lahendame vorrandi V ng 4x70,125=4}2.
Logaritmime alusel kaks. Kuna kdik kéesolevas punktis esi-

tatud tingimused on taidetud (lisaks nouame veel, et xe= N A
. X X
N ¥x=2), siis saame esialgsega samavadrse vorrandi —§-—|——3--—
1

2x

2+i3-=> L={3}:
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5. Vorrand loggmwfi(x) =loggwf2(x) on samaviirne sitsteemiga

| 1=,

{ f1(x) >0,
fz(JC)>0,
0<<g(x)=~1.
Nidide 9. Lahendame vérrandi log, ]/h5}=—logx 5.
— ]
logy Vox=—Ilog, 5 < { ¥5x>0,
l 0<<x=£1,
o1 }
Vastus: L= { TR
6. Vorrand g(x)98w ®=q¢(x) on samaviirne siisteemiga
Jf(x)=q>(x),
f(x) >0,
l 0<<g(x)=s=1.

Nidide 10. Lahendame vorrandi (0,1)—og(x+21+2-10g 20] e
=2(x-+6). -

Antud vorrandi esitame kujul
. 5(x+2)=2(x+6),
1008 5(x42) — {
0 2(x+6) <= 5 (x--2) > 0.
2
‘astus: L= {-—}
Vastus 3
Vaatleme veel ménede eksponent- ja logaritmvérrandite lahen-

damisel kasutatavaid votteid.

Nidide 11. Lahendame vorrandi (V2—~]/§)x—|,—
+(V2+y3) =2
Jagame vorrandi pooled 2¢-ga, saame:
( Vo—y3 || V 24y \
2

T ] =
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Paneme tdhele,; et O<L%~:*tl§-‘<l _K.%?:E:

( |

= 1/1—— \liéii*} . Secega leidub niisugune nurk a, et

ja

, 2413 . 2 —13 ~ ,
sin a=l——g~1——~ ja  cos (Iil/—-——"—}—". Saame vorrandi

(sin @)*+(cos a)*==1. Viimane vordus kehtib vaid juhul, kui
x=2. sest kui x>>2, siis (sina)*<sin*a ja (cosa)*<{cos®a
ning kui x<<2, siis (sina)*>sin*a ja (cos a)*>cos? a. Ekspo-
nentfunktsioonid (sina)* ja (cos @)* on kahanevad funktsioonid.

Nidide 12. Lahendame vorrandi (V 2‘—]/5 ) -{—(v 2—H/§)-=4.

Kuigi vérrand on eelmisega kujult sarnane, ei lahendu ta nai-
tes 11 kasutatud vottega. Selle vorrandi lahendamiseks paneme

tihele, et VQ-—~V§-V2—H@=1.V2~—}I§ ja V2+1/§ on teine-

a . — 1
teisc  poordarvud.  Olgu ]/ 2 —J3=u, siis V 2+1/3=—L~;-.
ux—l—( —i—)x =4 <= u* — 4ui4-1=0 <= pr=24}3 = x1=—2,

JC2=2. L:{—Q, 2}

Niide 13. Lahendame vérrandi 598 *=>50 — x1°%5.
Scose alvfc=—clog, e pohjal Blgx=xlcg5  Saame vorrandi
9.50g x =50 <= log x=2 <= x=100. L= {100}.
Niide 14. Lahendame vorrandi |x—3|**=(x—3)%
Logaritmime vorrandi pooli alusel [x— 3]. Arvestame, et
(x —3)2=|x— 3|2
" log s |x — 3| *=log |x—3]2 millest ¥ —x=2=

= x;=—1, xs=2. Kuna alus |x—3]| =1, siis L={—1}.
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Néadide 15. Lahendame vorrandisiisteemi

{ xy=a?,
log? x+10g2y:2,510g2(a2), a<< Q.

Vorrandite madramispiirkonnaks on x>0, y>0. Logaritmime
esimese vorrandi pooled: log x+-log y=1og(a?). Olgu log x=u,
log y==v ja log a®=m, siis

J u-tv=m, J u:—s—m, J u:—-—-—l—m,
2 2
4 = l \/ =
l ur4-v2=25mz2, l v:-——Q—m, l v=—2-m,

=>{ log x=31log(—a), { log x=—log(—a),
log y=—log(—a), log y=3log (—a).

Vastus: L= {( —ad; _—1;)'; (—~]—; ——a3)} .
a a .

§ 3. EKSPONENT- JA LOGARITMVORRATUS.

Eksponentvorratuste lahendamisel tuleb sageli vorratuse eri-
nevaid pooli logaritmida. Seejuures véib kasutada jargmisi tei-
sendusi: '

1) Kui f(x)>0 ja ¢(x)>0, siis [ (x) >q(x) <=

{ a>1, ’ \/{ 0<<a<l,
loga [ (x) >loga g (x), ¥ U log, f(x) <logs ¢ (x).

2) Kui [(x) <0 ja @(x) <0, siis F(X) > (x) <=

{ a>>1, ,, v/

loga (—f(x)) <<loga (—p(x)),
0<Za<1,

V{ loga (—f (%)) >loga (—¢ (x)).

3) Kui f(x)=0 ja ¢(x)<<0 véi [(x) >0 ja ¢(x)==0, siis f(x) >
= (x) on téene kogu vorratuse madramispiirkonnas,

4) Kui f(x)=<C0 ja ¢(x) =0, siis f(x)>q(x) on viir kogu vor-
ratuse madramispiirkonnas.
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K242
Niide 16. Lahendame vorratuse 0,21 >25,
_ x?42 X242
Et 0,2*-1 >0 ja 25>0, siis logs 0,2 ™1 >logs 25 <=

219 2.9 2 2__9
L R =2 <= ]f_l_ +-2<0 <= ad —|—2‘—|—2x
x2—1 x2— 1 x2—1

» (x—-—l)(x—|—1)<0,
4:;—xz—_ﬁr<0 <= 3x2(x — 1) (x+1) <0¢*{ x==0.

<~ —

< 0 <=

Vastus: L= {x]|—1<<x<<0V 0<<x<l}.

Nidide 17. Lahendame vorratuse (4%—4-2%—35)(2,5%—
-—25)2<<0.

Antud vorratus on samaviddrne vorratusesiisteemiga

{ 2w 4.2 —5<C0,
2-5% —25=0.

Vorratuse 226 —4.2v - 5<20 vasakut poolt voib vaadelda ruut-
funklsioonina y?— 4y —5, kus y=2%, ja seejédrel lahutada tegu-
reiks  (y—5) (y-+1). Niisils 22 —4.2¥ —5<C0 <= (2 — 5) X
X A(2541) <0 <= 2¥ —5<0, sest 2¥41>0. Vorratuse 2¥<H
molemad pooled on positiivsed ja seetdttu logs 2¥<Tlogs 5 <=
<> x<<log, 5. Teisest tingimusest 2.5 — 25550 <=-2-5"75% <>
<= logs (2-5%) 5=1ogs (52) <= logs 2412 <= x-2 — logs 2. Et
logs 5>>2 —logs 2 (miks?), siis antud vorratuse lahend L=
= {x|x<<log: 5 /\ x5=2 — logs 2}.

Vorratuse [f(x)]#®>[f(x)]o=) lahendamiseks asendame fa
kahe vorratusesiisteemi disjunktsiooniga

{ f(x)>1, \/{ 0<<f(x)<Tl,
g(x) >g(x), g (x) <<g(x).

Nidide 18. Lahendame vorratuse (x—3)25<l.

x—3>1,

— 325 | — 3)2x--b __3)0 {
(x —3)2 5| <= (x — 3)2 5 (x —3) <= 9% — 5<0, V

\/{ 0<x —3<l, { x>4, \/{ 3 << x <4,
| 2x — b>0, x<<2,5, x>2,0.
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Et esimene sfisteem on vastuoluline, siis lahendi saame teisest
siisteemist.

Vastus: L= {x]|3<Cx<C4}.

Logaritmvorratuse lahendamiscl tuleb vorratuse erinevaid
pooli potentscerida, milleks saab kasutada jargmist teisendust:

>0 | >0
0, 0,
loggw f (%) >logux g () ‘(:*{ (:Ei; il vV (g(é;z) <1,

Nidide 19. Lahendame vorratuse logs(3 — 2x) <<1.

logs (3 — 2x) <1 <= logx (3 — 2x) <<logs: x% <=~

I 3 —2x>0, I 3—2x>0,
<=7 x2>1, V1 0<<x?2<1,
3 — 2x<Tx7, l 3 —2x >x2
J 3—2x>0, ]x—1,5<0,
x2>1, <=-? (x—1){(x+41) >0,

3 — 2x << x2, [ (x — 1) (x+3) >0.

Li={x|x<<—3V l<<x<l,5}.

[ 3—2x>0, [ x — 1,560, [ x—1,5<0,
x2— 1«0, { (x —1) (x+1)<<0,1
2
{ 0<<x2<1, <-=>{ X0, = x50,

[ 3 2x>x2, l (x — 1) (x43) <0, [ (x — 1) (x+3) <0.

Ly={x]|—1<x<0V 0<x<1}. _

Vastus: L=Li| L,={x|x<—3V —1<x<<0V 0<<x<1 \V
V 1<<x<<1,5}.

- Joonisel 5-6 on arvteljest iilalpool kujutatud esimese siisteemi
ja allpool teise siisteemi lahend. Nende lahendite tihendi saame,
kui korvaldame need hulgad, mis on kahepoolselt viirutatud.
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Ndide 20. Lahendame vorratuse log.|x® — 1|>0.

Et log, 1==0, siis voib vorratuse esitada kujul log.|x2 —1| >
>log, 1. |

x>1,
1 J |2 —1]>1 4:)»{ x>1, - { x>1, _
] 2— .
2 1>0, X2 —1>1, (x —7V2) (x4+72) >0.
[ 0<<x <1,

0 1, 0 ,
Y=< { <+l = 0<<x<<l.

S
=T <b <=1, Zey 20,

| X — 1<C0,

Vastuse leiame jooniselt 5-7. L={x]|0<cx<C1\/ x>}2}.

ULESANDED.

5-1. Toestage, et logpa-log, a+log, a-log, a+log, a-logy a=
logp a-log, a-log, a

logpyr @

5-2. Teades, et logs n="5, leidke logger nat.
5-3. Teades, et log, k=c, leidke
1 ] 1 1

1 | +___
1 " log "] U logga
Ogr a Ogn: Ogrs a 0grn A

1
I+log,;, 1978

5-4. Toestage, et I-—log, ..., 1978.
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5-5. Leidke suuruste x ja y koik positiivsed reaalarvulised véar-
tused, mis rahuldavad vordust

logy y-logy y )
(logzy )*
5-6. Toestage, et logy bn=1log, b.

—=4,b.

5-7. Leidke log 8, kui logyy 16=m.
5-8. Arvutage log; 8 logis 3.

1
5-9. Kumb on suurem, kas log 1343 voi logs — ?
: 27

5-10. Leidke foge 20, kui log, 15==a ja logz3}5=b.
5-11. Leidke logs; 28, kui logy 7=a ja logy 5=0.

5-12. Mitu lahendit on vorrandil (TIE) =log 1 x? Leidke need.

18

5-13. Kas vorrandid on samavidédrsed reaalarvude hulgas?
a) [(x)=0 ja [(x) -as®=0,
b) log x*=0 ja 2logx=0,
¢) logx?=0 ja 2logjx|==0,
d) log x¥5=0 ja b5 logx=0,
J (%)
g (%)

e) log =0 ja logf(x)—log g(x)=0.

Lahendage vorrandid.

5-14. (V 4 1ff_1§)x + (Vv4:|—;1_;) = (2712)~

5-15. (4-115) "+ (4 — y15) =62,

517, (V?ﬁ&% )x+ (V 7 —%)x —14.

5-18. |25 — 1|+ |2v —2|=1.
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5-19. |x— 1|low v log e | |3

5-20. Ylog; x+]/log5 x=2.

5-21. log:3-logs4-log,5. .. log, (n4-1) =10.

5-22. logy43(3 —71 — 2x+-w2?) =%- .

1
5-23. logz ]Og3 (x2 — 16)— logiloging

2 3
5-24. logz(2a — x)-+logy V}zlogz(azn 1).
- a*— 4
5'20. logﬁalogaz—‘-zf—d—w;—x—:L
L I
5-26. a*4-b* =m(ab)*, ab>0, a==b.
9-27. log 2x+log (2 — x) =log log p.

5-28. Leidke vérrandi log —(x+12) =8 logy12 x  tdisarvulised
lahendid.

Lahendage vorrandisiisteemid,

5-99 { log,x—{—log%x:I
Thea VL x2—=10,

8
J V\~| w _3"
5-30.
l 2
yl\-rli}—x 3
J loga X
1 loga y  logay

Toestage vorratused.

log 14-log 24 . . . +-log 7
5-32. log(n--1) >—28 +°g: g n

5-33. log; 5+logs 6-4+logs 7--log; 8+4-logg 4 5.

1 1 1
-34. S 4.
5-3 lng i1 + 10g5 T —I— 10g10 J'E =

, kui ne Ny
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1
5-35. —’;log(l.+a*n)<—’~lz—log(l+an), kui m>n>0, mne N
ja a>0.

Lahendage vorratused.

| . .
5-36. 2x+2 <0,5. 5-37. 0,2515-31=0,125} x+11,
. 2 X xz . ,
538, (050 (=) > 539, |x|stonre ],
5-40. |x —1|*>|x— 1] 5-41. logi s x>1.

5-42. Y1 — logs(x®— 4x-45) << 1+logs (;x2 — 4x-+5).
5-43. logy 2-logey 2+ (log® x+10g2 0,5) > 1.

logs (x% — 3x — 4)
loga(x+4-17)

5-45. log, x>]7(1—{—2 logyx a)logg x.

5-44. = 1.




VI PEATUKK.

VASTUSED, NAPUNAITED JA LAHENDUSED.

I-1. 3pt+d4=a’<=3p=(a+2) (e —2) = a+2=3\/ a—2=3.
Antud juhul @ -—2=3 (miks?).

Vastus: a=5, p=7.

1-2.  Toestage esmalt, et iga tdisarvu ruat annab 4-ga jagamisel
jadgiks kas 0 voi 1. Siis n2=0 (mod 4) vdi n?==1 (mod 4).
Jarelikult 3n2=0 (mod 4) voi 3n2=3 (mod 4) ja 3n2 - =
=--1 (mod 4) voi 3n2— 1=2 (mod4). Et 3n2—1 jagami-
sci 4-ga ei ole jddk el 0 ega 1, siis 3n2—1 ei ole tiisarvu
ruut.

I-3. Olctame, et leidub x = N nii, et x(x+1)=121n — 3, millest

1y 1 1484 — '
g iEVIH484n — 12 484n — 11=11(44n —1) peab

2
: 2
olema tdisarvu ruut, s.t. 44n— 1=112 < nz—%——}—*.

Et n on tidisarv, siis peab 11241 : 44, milleks on vaialik,
3
1’

et ¢ oleks paaritu arv t=2k-+1, siis aga n=~k21£}-
on vastuolus eeldusega.

- mis

1-4. Kasutades kongruentsi 4=-—3 (mod7) ja teorecmi 1.7.
jareldust 1 saab toestada, et n peab olema paarisary.

1-5. 10=3(mod7), 10?=2(mod7), 103=--1(mod7), " 10¢=
=—3(mod7), 105=—2(mod7), 106=1(mod7). Jirgne-
vad jadgid korduvad 3-st alates. Jirelikult nditeks 37 443
jagub 7-ga, sest 3.-(—3)+7-(—1)+4.244.343=—7=

=0(mod 7). Seitsmekohaline arv asasa.asasaia0 jagub 7-ga;
kui as— 205 — 3a; — a3+2a2+3a1—[—a950 (mod 7).

1-6. Piisab, kui niitate, et 1711.117 -~ 1=8(mod 10), sest {ihegi
tdisarvu ruut ei 10ope 8-ga.
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1-12.
1-13.

1-14.
1-16.

1-17.

1-18.

Et 3w+=3(mod 10), siis antud astme vidirtuseks olev
arv Iopeb 3-ga.

Lihtuge  kongruentsidest  3°==43(mod 100} ja 7=
=43(mod 100).

2345=2(mod 11) = 234510=210=1(mod 11) jnc.

Kasutame matemaatilise induktsiooni mectodit.

1) Viide on oige, kui n==0 (kontrollige!).

2) Oletame, et viide on oige ka siis, kui n=£k>0, s.t.
11742412241 jagub 133-ga.

3) Naitame, ct viide on siis oige ka n=~k-1 korral: [7x+34
12203 | ]2 [ A2 (4412200 =] - (1174241220 H ) -
4133-12%+, Bt siin molemad liidetavad jaguvad
133-ga, siis ka summa jagub sama arvuga.

Kongruentse kasutades on lahendus veelgi lihtsam:

J1nt2p (23t = [ n+2 1447 [ 14-144r=117+2 1] nH4-

+ 117 (mod 133) =117-133=0(mod 133).

Vasius: n=3(mod7) voi n=—1(mod7).
19%=1(mod 21), 2°=2°(mod21), ..., 10°=10%(mod 21),
119== (- 10)5=—105(mod 21), ..., 195=—25(mod 21),
20
200=—1%(mod 21). Seega > £5=0(mod21).
h=1 -

Lihtuge kongruentsidest 42=1(mod 5) ja 3*=1(mod 5).
Kasutame matemaatilise indukisiooni meetodit.
1) Viide on oige, kui n=0 (kontrollige!).
2) Olctame, et 21 jagub arvuga 37+ mingi kindla
n=rk —1>0 korral: 2% :3%
3) Toestame, et siis ka 2% : 3h+L:
93 ] == (2¥) 34 1= (2% - 1) (4% — 28" -1},

Eelduse kohaselt esimcne tegur jagub arvuga 3% Teise

teouri jaguvust arvuga 3 ndidake kongruentse kasuta-
des.

Kasutage asjaolu, et mooduli 6 suhtes on neced algarvud
kongruentsed kas | voi —1-ga.

Vastus: p=3, g=2.
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1-19.

1-20.

1-21.

1-22,

1-23.

1-24,
1-25.

1-286.

104

Kui a=3, siis 2a24-1=19, mis on algarv. Kui a3 ja on
algarv, siis a==+1(mod 3) = a2=1(mod 3) = 20%41=
=0(mod 3). Jirelikult ¢=3 on ainuke algarv, mille kor-
ral 2a24-1 on algarv.

Vastus: q=3.

a=15n — 1(mod 31). Kui a : 31, siis 151 — 1=0(mod 31)=
= n=29(mod 31). a on vihim, kui n on vahim naturaal-
arv, mis jagamisel 31-ga annah jadgi 29.

Vastus: n=29, a=900 333,

n*+44n —21=0(mod 17) = n*+4n-+4=25(mod 17) = n+
+2=45(mod 17)= n=174--3 V h=17k —17.

Vastus: {3; 10; 20; 27, 37; 44; 54},

Lahutage antud avaldis’ tegureiks ja nididake, et kui p+=3,
siis avaldis jagub 9-ga. Samuti saate ndidata, et see aval-
dis jagub 5-ga, kui ps£5.
1”+2”+3"—|—4”Eln+2"—!—(~—2)“+(~1)“(mod 5).
Vaadake kaht juhtu: 1) n=4k, (ke=N) ja 2) n=4ktm,
kus m=1; 2: 3.

Ldhtuge sellest, et @*=0; I, —1(mod 7).,
Olgu otsitava arvu kirjutises paarisarvulistel kohtadel ole-

vate numbrite summa x ja paarituarvulistel kohtadel ole-
vate numbrite summa y, siis '

[x___ 454-11k
{x—l—y=45, =>{ N 2 ’
x—y=11lk k=2, 45 — 11k
Eanea

jarelikult k=41, +3 (miks?). Edasine arutelu jétab ainult
iihe voimaluse: x=28, y=17. Suurima arvu saame siis,
kui numbrid molemas rithmas kahanevad ja paarisarvulis-
tel kohtadel olevate numbrite viisikus on vaimalikult palju
paarituid numbreid (miks?).

Vastus: otsitav arv on 9876524 130.

Et 7-11-13=1001 ja otsitavad arvud on esitatavad kujul
2=1000x4¢g, kus x= N ja g on etteantud kolmekohaline



1-27.

1-28.

1-30.

1-31.

1-32.

1-33.

arv siis 1000x+¢==0(mod 1001), millest x==g(mod 1001)
ja jarelikult x=1001n+4g¢, kus n=0, 1, 2, ... . Seega z=
=1001- (1000n+4-¢g) =1001g-1 001 000n. Siit on nidha, et
otsitavad arvud moodustavad aritmeetilise jada, mille esi-
mene liige on 1001g ja vahe 1001 000. Kui niiteks g=312,
siis z2p=312312, z2;=1313312, 2,=2314312, ... .

Seosest Xnp1=Xn+2Xp_1 <> Xyt — Xn_1=xn+%n_1.  Niiiid
toestage matemaatilise induktsiooni meetodit kasutades, et
Xnt+t— Xn_1=2" Et alates vahest x,—x,=2% koik vahed
Xnt~— Xp—y jaguvad 8-ga, siis xpy1=x,_1(mod 8). Et x,=3,
siis koik paarisarvuliste indeksitega liikmed annavad 8-ga
jagamisel jaagi 3. Et x;=0>5, siis paarituarvuliste indeksi-
tega litkmed annavad 8-ga jagamisel jddgi 5.

Leidke, millised jéddgid annavad arvujada (y,) liilkmed 8-ga
jagamisel! Mis sellest jareldub?

Lahtuge kongruentsist m — p=0(mod(m — p)).

Oletame, et murd on taandatav arvuga n. Siis 48a+5=
=0(mod n) ja 69a+4=0(mod n). Vordsustame méolemas
kongruentsis a kordajad korrutades molemaid kongruentse
sobivalt valitud tdisarvudega ja lahutame seejirel esime-
sest kongruentsist teise. Tulemusest 51=0(modn) jirel-
dub, et mooduli n véimalikud véidrtused on 3, 17 ja 5l.
Edasine analiiiis nditab, et n=17 ja a=17k—4, kus
kENi. |

Vastus: a=17k — 4, kus k= N,

Kui xp=10a+k+4, siis 10a+5=>5b, 10a-}6=6¢, ...,
10a-9=9f. Avaldades viimastest vordustest g, leiate mil-
liste arvudega peab a jaguma. Nende viahima iithiskordse
abil saate vastuse.

Vastus: 2525, 2526, 2527, 2528 ja 2529.

Toestage, et kolmest jirjestikusest paaritust arvust iiks
jagub kolmega.

Kui s on otsitava naturaalarvu x ristsumma, siis x=s2,
Et tdisarvu ja tema ristsumma jagamisel 9-ga tekkinud
jéagid on vordsed (ndide 11), siis s?==s(mod9)=
= §(s— 1)=0(mod 9), millest s=0(mod 9) V s=

105



1-34.

1-35.

1-36.
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=1{(mod9) (1). Uhekohalistest s vdartustest vastavad
filesande tingimustele ainult 1 ja 9. Kui ristsumma s on
n-kohaline {(n=2), s.t. 10" 1<Cs<C10n (2), siis x=s% on
kas 2n-—1 voi 2n kohaline. Niisuguse arvu ristsumma on
maksimaalselt 9-2n==18n. Niisiis s<<{18n (3). Vorratuste
(2) ja (3) pohjal 10" <181, Sco vorratus kebtib natu-
raalarvude hulges ainult n=1 ja n==2 Korral, sest juba
n==3 korral 102>>18-3. Jirelikuit {uleb sobivaid s vidirtusi
ofsida veel ainult kahekohaliste naturaalarvude hulgast,
mis tiidavad tingimuosi (1) ja (3).

s 10 i8 19 927 98 36
2 100 324 361 729 784 1296

Et tabelis sobivaid s véirtusi ei leidu, siis jddvad vastu-
seks ainult arvud 1 ja 81.

Vastus: otsitavad arvud on 1 ja 81.

Toestage kongruentside a¢=-+1(mod5) ja a=+2(mod5H)
abil, et a5—a jagub b-ga. Et &®—a jagub ka kahega
(miks?), siis a®—a=0(mod 10} ja a=a(mod 10}, mida
oligi vaja toestada. |

Olgu ay=p, a,=p-+1000, a;=p+2000, kus p on algarv.
p==3, sest muidu a,=1003=17-59 oleks kordarv. Jireli-
kult ay=p=-1(mod 3} ia vastavall a=p-+1000=
=0(imod 3) vdi dG=p+1000=2(mod3) ning as=p+
+-2000==1(mod 3) voi ay=p-+2000=0(mod 3). Scega on
igal juhul selle jada kas teine v&i kolmas liige kolmega
jaguv arv. '

Kui otsitava arvu numbrid on x ja y, siis x34-y3=

7 x2 - ,é— 7
BT (xbg) = Xy BT = g S AR TDT)

2
__ y2 - —
=xi]/3(726 x); 76 — x2=0=> —2719=<C<x=<C27V19. Et
xe= Ny, siis 0<<x<<8. Arvestades avaldiste x3+y3 ja x4y
siimmeetrilisust voib seda vorratust veelgi piirata: 0<<x<I7.
Et 3(76 —x2) peab olema taisruut, siis 76— x*=
=0(mod 3)= x*=1(mod 3)= (x+1) (x — 1) =0(mod 3) =
= x=--1(mod 3)\/ x=1(mod 3)=x=3k — 1V x=3k+1.
Seega 0<C3k4-1<C7=-0<Ch<<2 voi 0<C3k—1<<7=0<




1-37.

1-38.
1-39.
1-40.

1-41.

1-42.

< =2, Kui 2=0, siis x=1 ja y=8. Lahendi annah #=2
korral ka x=7 ja y=8.

Vastus: otsitavad kahekohalised arvud on 18, 78, 81, 87.

Olgu otsitav arv A==100a--106-}-¢c. Kdigi nende arvude
summa, mis saadakse numbrite a, b ja ¢ fimberpaigutami-
sci  (niisuguseid arve on 6), on 22204-22264222¢. A=
222a-4-222b4-222¢
6
= i00a+100+c<=>Ta—3b —4c=0. Lt 7a—3b—dc=
=a --c(mod3), siis a-—c=0(mod3) = a==c(mod 3) =
= a=23%+4c¢ ja b=Tk-c. Siisteemist
J O0<<c=19,

0<<3k+c=<9, = A=0V k=]1.
l 0=<7k -+ <9,

= 100a-+100+c <= 37(a+b+4c) =

1. Kui =0, siis voib ¢ olla mistahes number vahemikus
0<<ec=c9. Sel juhul a=b=c¢ ja saadud arvud on 111,
222, ..., 999.

2. Kui k=1, siis esineb kaks voimalust: 481 ja 592.

Vastus: 111, 222, ..., 999, 481 ja 592.

Vastus: 26 rbl. 80 kop.
Néaidake, et 3x2-—4y>==1(mod 3).

x2=2y* — 8z+3 on moodu! 8 suhtes kongruentne kas kolme
voi viiega soltuvalt seilest kas y on paarisary voi paaritu
arv (ndidake scda!). Selgitage, milline vastuolu tuleneb
eeltoodust ja asjaolust, et x on paaritu arv.

Kasutage Euleri reduktsioonimeetodit, mille pohjal leiate,
et x-+b==1, =2, 3, +6.
Vastus: L={(—11; —20), (—8; —13), (—7;, —10), (—4;

Vorrandi parema poole jaguvusest 2-ga jareldub, et x4
+4yi=0(mod 2) = xt=0(mod 2) = x=2k = xi=106k" =
= 16k+4-4yi=0(mod 4) = 2(zi+44u*)=0(mod 4) = 2*+
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1-43.

1-44.

2-1.

2-2.

108

F4ut=0{mod 2) = zt=0(mod 2) = z=2/ = 2:—=16/* =
= 2(16l4+-4ut) =8 (4ls4-ut) = xt4-4yi=16k'+4yt=
=0(mod 8) = y=2m = pyi=16m* = 16ki{+4.16mi=
=0(mod 16) = 2(zt4ut) =2(16L+4u4) =0(mod 16) =
= u==2n. Vorrand on niiid kirjutatav kujul 16&*}+4.16mt=
2(16/4+4-16n%), millest saame ké+4mt=2(lt+4+4n4), mis on
antud vorrandiga kujult samasugune ja mille muutujad
peavad celneva toestuse pdhjal olema taas paarisarvud jne.
Tekkinud ilmse vastuolu t6ttu on vérrandil ainult ks
lahend x=y=z=u=0.

20 —3J¥=1 <= 22=3Jv+1. Niitame, et 3Jv41 ei jagu 8-ga
(8=2%), kui y=2; 3=I1(mod8) = 3%=]1(mod8) =
= 3J*".3=1.3(mod 8) = 3*¥+'=3(mod 8). Scega 3A+t+1=
=2(mod 8) ja 3*+'==4(mod 8), millest jareldubki, et 3v41
ei jagu 8-ga kui y=2. Jidrelikult 0<Cx<<2. '

Vastus: L={(1; 0)}.

Siisteemi kuuluvate vorrandite vastavate poolte liitmisel
saame vorrandi 7x%-+7y>=z%+12, millest jareldub, et z2-4¢2
jagub 7-ga. Kui z ja t el jagu 7-ga, siis nende ruudud anna-
vad 7-ga jagamisel jddgiks kas 1, 2 voi 4 ning ruutude
summa ei saa jaguda 7-ga. Jarelikult z: 7 ja ¢: 7, millest
omakorda jareldub, et 2242 jagub 49-ga. Siis aga peab
x*+y? jaguma 7-ga ja samuti jaguvad 7-ga ka x ning y.
Edasine lahenduse kéik on analoogiline iilesande 1-42.
lahendusega. -

Kujutage 2a+4-¢— b summana (a — b)+ (a+c).

Vastus: (a—b) (a+4-c) (b —c).

172="7a*+10a2.

Vastus: (2a24-3a+7) (a2+5).

I viis. Kuna (b—c¢)+(a—b)=—(c—a), siis tuleb
asendada c¢-—a avaldisega — (b —c¢)—(a—0b).

IT viis. Hulkliige vordub nulliga, kui a=b, b=c¢ ja c=aq,
seeparast ta jagub kaksliikmetega a—b, b—c¢ ja ¢—a.
(b —c)3+(c—a)*4(a—b)3=A(a—b) (b —c) (¢ —a), kus

A on konstant, sest hulkliikmete koik liikmed on kolmandas
astmes. A leidmiseks andke suurustele a, 6 ja ¢ vabalt



2-5.

2-6.

2-7.

2-8.

2-9.

2-10.

mingid vdadrtused, mis ei muuda hulkliikmeid vordseks nul-
liga. Olgu nditeks a=—1, b=1, ¢=0, siis —24=—6 ja
A=3. |
Vastus: 3(a —b) (b —c) (c—a).

I viis. Kasutage méiidramata kordajate meetodit, Vord-
sustage antud kahe muutujaga teise astme hulkliige kor-
rutisega (Ax+By+C) (Dx+Ey+F), avage sulud ja vord-
sustage vastavad kordajad.

IT viis. Vaadelge antud hulkliiget kui ruutkolmliiget tdhe
x suhtes. Leidke nullkohad (avaldage x y-i kaudu).

Vastus: (3x —2y-1) (2x4y —3)..
Vt. juhist iilesandele nr. 2-4.

Vastus: (x —y+1) (x+2y —2).

Kujutage x —y vahena (a—y)—(a—x).

Vastus: (a —x) (a —y) (x —y) (a+x+y).

Q% — b= —(b? — ) —(c* — a?).

Vastus: (a—b) (b —c) (c —a).

Kuna (x+4y~+2)3=x34y3+234 3 (x2y4 x4 x22+ x224-y22
Ty2*4-2xy2), sils  (xy42)3— % — yf — 23=3[ (x24y2+
+2xy) 2+ (x+y) 2+ (x+y) xy] =3 (x+y) [+ (x+y) 2+
+xy] =3 (x4y) (x+2) (y+2).

Vastus: 3(x+y) (x+2) (Q+z).
Kuna  (x+y+2)°=x'4-y+23+3xy (x+y+2) +-3x2 (x+y+

“+2)+3yz (x+y+2z) — xyz, siis x34-y34-23 — 3xyz= (x+y+

+2)2 =3 (xy+2) (xy+x2+42) = (x-+y+2) (2t 2+
+2xy+2x2+42y2) — 3 (xy+x2+yz) = (x4y+2) (x24y24-
+2% —xy —x2 — yz).

Vastus: (x+y+z) (224-y*+2% — xy — xz — yz).

Olgu a+b=1x, a+c=y ja btc=z, siis x+y+2=2(a4b-
+¢) ja 8(atb40)°—(b+0)?—(c+a) —(a-+b)I= (x+y+
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2-11.

2-12.

2-13.

2-14.

2-15.
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+2)3 — 28 — 3 2B=3(x+4y) (x+2) (y+2z). Vt. (iilesanne
nr. 2-8. Asendage x+4-y=2a+b+tc, x+z=a+t2b+4c ja
y+z=a-t+b+42c.

Vastus: (2a-4+b-4c) (a-+2b-4-c) (a+b-+2¢).

Kui x=y, y=2 voi z=x, siis hulkliige on vordne nulliga.
Seega x2(y —2)+y2(z —x)+22(x —y) =K(x —y) (y —2) X
X {(z-—x), kus K on konstant. K leidmiseks votke naiteks
x=0, y=1, z=—1, K=—1.

Vastus: (x —y) (x —2) (y — 2).

Analoogiliselt {ilesande nr. 2-11. lahendusega leiate, et
X3y —2) 57 (2 — x) +2(x — y) = (x —y) (2 — %) (y — 2) X
X (Ax+By+Cz+D). Andes muutujaile x, y ja z niiteks
vadrtused (1; 0; 2), (1; 2; 0), (2; 1; 0), (0; 1; —1), saate
A, B, C ja D miidramiseks siisteemi '

[ A+9BLD=—- 3,

{ A4-2CLD=—3,
9A4+B4-D=—=—3,
B— C4+D=0,

millest D=0, A=B=C=—1.

Vastus: (x—y) (x —2) (y — 2) (x+-y—+2).
Antud hulkliige jagub kakslitkmetega y=2, z+¢ ja x=+y.
Seega  x4(y?— 2) (22 — ) 42 (2 — y?) =K (x+9) X
X{(x —y) (y+2) (y —2) (z+x) (z—x). Andes muutujaile
vabalt vairtused, leiate, et K=—1. |

Vastus: (x-y) (x—p) (x+2) (x — 2) (y+2) (¥ —2).
Kasutage Newtoni binocomvalemit.

Vastus: bxy(x-+y) (>4 xy-+y*).
Lahutage lugeja ja nimetaja tegurciks, arvestades, et
x12,_|_ a‘12= (xl’t) 3__[__ (a4)3.
xs_l_aéxlk_*_ag
x4 '

Vastius:




2-16.

2-18.

2-19.

2-20.
2-21.
2-22,

2-23.

2-24.

Kasutage midramata kordajate meetodit. x*4-x34-2x24Ax-4-
+B==(x24+Cx+D)=

7 49
tus: A=— e
Vastus g B e

. Kasutades maéiramata kordajate meetodit, saate: A*=aq,

Bi==d, 3A2B=0b, 3AB*=c.

Vastus: b=391j/%, C=3§VEEZ-.

Korrutage esimene ja neljas ning teine ja kolmas tegur.
% (x4-a) (x4b) (x-a+b) = [x4 (a+b) x] - [x*+ (a+b) s+
+ab] = [x24- (a+b) x]>+ab[x*+ (a+b) x]. Kaksliikme téis-

22

ruudu saamiseks tuleb sellele avaldisele liita a4 '
22

Vastus: m—- a4

Toestage analoogiliself {ilesandega 2-18.

Vastus: (x245x+5)2
Vi. ndide 4.
Vt. nédide 4.

Lahutage vorduse vasakul poolel oleva murru lugeja ja

_nimetaja tegureiks.

y—=z 1 1

'— - . ili rordu-
(x—y) (x —2) 7 x—z Analoogilised vordu

sed saate vilja kirjutada ka teiste murdude kohta.

Kuna a=1—»5b ja b=1—a, siis vorduse vasakul poolel

‘saate parast leitud a ja b véidrtuste asendamist lugejasse

ja taandamist 1 — 1 . Kuna a*— 2a+41=

a*+a+1 b24-b+1
=b2, siis a?4a-+1=0243a. Analoogiliselt leiate, et b24-b+4

+1=qa%+43b. Uhine nimetaja (b4 3a) (a*+3b) =0a?b>+,
+3(a*--b34-3ab) =a2b*4-3, sest (a+0)’=a’+b0°+3ab(a+
+b)=a3+b3+43ab=1.
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2-25,

- 2-26.
2-27.

2-28,

2-29,

2-30.

2-31.

2-32,

2-33.

112

(@2 b2 €2) 2= @b b 442 (a2b?4-a2c24-b2c?) . Kuna 90+
+¢=0, siis (a+b-+4c)2=0, millest a*+-b>+4-c*=—2 (ab+ac-+
+bc). Uuesti ruutu vottes saate: ai4-bi+-ct-2 (a?b2+a2ce-
+b2c?) =4[a?b?+- a2+ b2c*+-2abc (a+-b+c)], millest a‘+-
+bit-ct =2 (a?b2+-a2c®4-b2c2). Esimest vordust arvestades
saategi noutud tulemuse.

A yP4-2= (x+y+2) — 3 (x+y+2) (xy+xz+yz) +3xyz.
Vi. i'ilesandeid‘nr. 2-11. ja 2-12.

Vastus: a4-b-}-c.
Vi. ilesandeid nr. 2-11, ja 2-13.

Vastus: (a-+0b) (a+c) (b+c).

Avaldis on iilimalt teise astme hulkliige temas esinevate
tihtede suhtes. Kuna selle hulkliikme viirtus a=b, a=c¢
ja b==c korral on 0, siis hulkliige on samaselt vérdne nul-
liga.

Lahendage iilesanne ka teisel viisil, viies murrud {ihisele
nimetajale,

Korrutage omavahel esimene ja teine ning kolmas ja nel-
jas tegur. Asendage ab=rcd; votke a ja b sulgude ette.
Vastus: ab.

Sulgudes olevad murrud liitke paariti ja korrutage teguriga
abed. Asendage c--d.

Vastus: a--b.
Korrutage ja jagage avaldis kakslitkmega x-—y.
&N ___ g4n
Vastus: Y Y
X—Y
.. a a
Tingimusest SN BN jéreldub, et ka
bi b2 k
a’ a’t a’g
o —_—.'—~b-n—= =-—b-;l——. Kasutades vordsete suhete oma-
i 2 h

dust, saategi noutava seose.



2-34.

2-35.

2-36.

2-37.

2-38.

2-39.

2-40.

2-41.

2-42,

2-43.

Pirast juurte lihtsustamist ja koondamist saate nimeta-
jaks 3710 —315=375(}2 —1).

Vastus: ]/5(1/5—]—1).
Vt. ndide 15-a.

2 98
—E.

Vastus:

Vastus: (% —¥2) (fi/ﬁ+2 :}’§+4) .

. Ya—b(atyb)

a—>b

Vastus

L S
Teinud asenduse yxy=a, saate ratsionaalavaldise.

3 —.
Vastus: Yxy, xy=0, xy=~1.

Tehke asendus ]/Tn_“=a, yn=hb.

Vastus: Ym —yn; m>0, >0, m==n.
4. 4

Tehke asendus yx=a, Yy=05.

Vastus: 1; x>0, y=0, x=~y.

Kuna x<Cl1, siis 1 —x=(}1 —x)% Teist murdu taandage
avaldiséga VY1 —x.

Vastus: —I1.
i

-
.. — = 1_a)2] 2 a+1
Kuna a>1, siis (1 —x?) [( Ta —

Vastus: ya—1 (1—i—~—1:) .

Va

Pérast juurimist saate avaldise |y —3|4]y—9]+2.

8 Materjali klassiviliseks tooks 113



2-46.

2-47,

2-48,

2-49,
2-50.

2-51.

2-52,

2-53.

114

Vastus: 14 —2y, kui y<<3; 8, kui 3Cy<<9; 2y — 10, kui
y=9.

. Pérast juurimist saate avaldise x+42y-—|x—2y].

Vastus: 4y, kui x=2y; 2x, kui x<?2y.

I viis. Kujutage juuritavad kahe arvu summa (vahe)

ruuduna:

VaiIO ya—Qer a—25£2.5Ya — 25+425=

= |ya — 2545

AT viis. Leidke algul A2

IIT viis. Vabanege liitradikaalist.

Vastus: 2 Ya — 25, kui a=50; 10, kui 25<Ca<<50.

Vastus: x—{—]/m kui x=1; —x —px2—1, kui x<<—1.
Vahancege nimetajas liitradikaalist.

Vastus: 2.

Vabanege jdik-jargult liitradikaalidest.

Vastus: 1.

Vabanege liitradikaalist.

Pirast liitradikaalist ja irratsionaalsusest vabanemist nime-
tajas saate vasakul poolel (2a-+ a2 — b2) (Va-+b —Va—0b).
Esimene tegur kujutage juurte Va+b ja ]/EW——?J_ summa
mittetdieliku ruuduna: 2a+]/gitj197= a-}-b +1/’(EI'1{)T&IB) +
+a—b.

Tahistage vorduse vasak pool nditeks tdhega A, leidke
A% ja lahendage vorrand A3-+34 — 14=0. (34A=—44+

174).
Vt. ndide 15-d.

Vi, iilesanne nr. 2-51. ja ndide 15-d.
2

Olgu x3 =y ja gy

=uv. Juwtuwvot+yvituvi=uyutv+
3

+uvYutuv= (u40)Yut+v=(u+v) 2.



2-54.

9-55.

2-56.

2-57.

8*

3 2 2 2

2
(utv) 2 =a=utv=ad=x3 Lyd==q3,

Vardsete suhete omaduse pohjal

a+a+ ... +an,:_‘ﬂ N Yart-as+ ... +aq __]/I
bib-bab ... b, by Voidbot . .. b0 Ybi

) a1by . azhs - . Anbn ]/aibi L Vazbz
Kuna ka bﬁ'— b2 —”'_5%L':> T
_ . ]/Zlnbn siis Va1b1+.|/a;‘2bg—|—'. - —I—VE;B_;—‘ _
o - bn , bi—l—b2—|— LR +bn
o Vaib, o ]/-C;;

by ]/E

Nendest vordustest saategi vajaliku secose.
Umin=0mq*=2A, am-.=amqg~"=2B. Korrutage ja jagage

— A
vorduste pooled, saate: a? =AB=-a,=VAB q2”='-—é—- =

4
1

—_—

A \2n
~o= (4T
A :am+n:a1q7r1+n_1 = al:Aq—m‘n—H, an-——aiq”‘iz
(AN
=Ag H.gn1=Agq _/1(_8_./ _

m

—_ A n
Vastus: an=7AB, anzA(E) .

ap —ay=q—p; ap—a=a(p—1)d—a—(Gg—1)d=
= (p—q)d. Seega d=-—1 ja am=ap+ (M —p)d==
=g — m-p.

Vastus: am=—q — m+p.

Teise kuni kahcksanda litkme summa saate, korrutades Sy
teguriga ¢. Scega g==2.

7 _
Vastus: -—-—é—-; 7; 14; ...
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2-58.

2-59.

2-60.

2-61.
2-62.

. 9.63.

2-64,

116

| ehk

___Qai—l—l(n— 1)d
o 2

=d — 2ay. Kuna n on mis tahes positiivne naturaalarv, siis
vordus kehtib vaid juhul, kui d=2 ja d=2a; = ay=1.

n2 ‘o= Qn:2a1+nd_d = Il(d—2)"—"

Vastus: 1; 3; 5; ... .

Igas geomeelrilises jadas (aiaz...an)?=(aian)". Toestage
see samasus, kasutades tosiasja, et geomeetrilise jada algu-
scst ja lopust vordsel kaugusel asuvate liikmete korrutis

on vordne didrmiste liikmete korrutisega. Edasi on vaja
niha, et S=a,a,S5:.

n

S \2
Vastus: aias. .. an= (—ST) .
Leidugu aritnreetiline jada, milles a,=1, an=]/§ ja
ap=3, siis l=a1+(m — 1)d, ]/§=a1+(n——1)d ja 3=a+
+(p—1)d, millest yY3— l=(n—m)d ja 3 — 1= (p —m)d
]/3—1: 2 =>n,——m:]/S--—,-l
n—m p—m p—m 2
dus on aga voimatu, sest ratsionaalarv ja irratsionaalarv
el saa olla vordsed. |

. Viimane vor-

a=3S81=7, $:=20= ay=38; — S;=13.

Vastus: 7; 13; 19; ... .

au=3S81=p~+q, Se=2p+4q9 = a,—=p-3qg = d=2q.

Vastus: 2gn+p —g.

Vahed on 2, 4, 6, ..., 2(n—1). Et lcida a,, tuleb arvule 3

4+4-2(n—2)

liita vahede summa 5

(n—1).

Vastus: n®— n-3.

Moodustame neljandatest liikmetest jada a,; as; ai; ...;
Quin; ... . Et a4=3 ja as=21, siis n vidartuste 1 ja 2 kor-
ral on vdide oige. Oletame, et vidide on o6ige n==~k korral;
see tahendab, et as : 3. Toestame, et sellest jareldub viite

oigsus n==~k--1 korral. aurpi=aurts+aQunt2= (Qupr1-+airi2) +



2-65.

2-66.

2-67.

2-68.

2-89.

2-70.

3-1.

Fdung2=2aun 24 Qins1=2 (Qur+Qin+1) + Qa1 = 3Qunt1+2aup.
Selle summa moélemad liidetavad jaguvad kolmega, seega
ain 3 iga ne Ny korral.

Lahendage ndite 21 eeskujul.

n(nt—1)(3n+2)
12 o

I wviis. Liitke ja lahutage 22442462+ ...4(2n)%2=
— 4 (1242232 dn2); S= 12420 ... 4-(2n)2 — 4 (124
420l dn?). |

II viis. Kuna (2k—1)2==4k>—4k}+1, siis ["=4.12—

Vastus: S=

— 4. 141, 3#=4-22—4.241, ..., (2n—1)2=4n%2—4n+1.
2 __

Vastus: S= n(4n 1)..
3

[-1'=2! — 11, 2.-21=31—2!, ..., #n-nl=(n+1)! —nl.

S=[214+3!4 ... +(n+1)!1] — (114214 ... +al) =

I viis. Kasutage matemaatilise induktsiooni meetodit.

Hoviis. S=(141)124(24+1) 24 (34+1)32+ ... +
(1) 2= 131234 | bend — (121224 .. n?).

I viis. Kasutage matemaatilise induktsiooni meetodit.

k(e+1) 1
9 2
|

S=p [(124-224 ... ) - (1424 ... +n)].

I viis. Kuna (R24-£k), siis

I viis. Kasutage matemaatilise induktsiooni meetodit.
Il viis. Kuna n(n+41) (n42) =n*4-3n242n, siis S= (134
+ 284 ... 403 +3(124-224 .. Fn2) F2(1424. . +n).
Niiteks a) f(x)=x*—2x —8, g(x)=x—4,

by f(x)=x*—2x—8, g(x)=x+1;

¢) F(x)=x*—2¢—8, g(x) =x—:L—-2—--

a) Teine on esimese jdrelduseks. Vorrandid on samaviir-
sed, kui teise vorrandi lahendid ei ole lahenditeks vorran-
ditele f2(x) =0 ja f.(x)=0.
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3-3.

3-4.

3-6.

3-7.

3-8.

3-9.
3-10.

3-11.

118

b) Tcine on esimese jidrelduseks. Vérrandid on samaviir-
sed, kui f{x} =0 ja g(x)=0.

¢) Esimene on teise jdrelduseks. Vorrandid on samavadr-
sed, kui a0 véi kui a=0 ja vorrandil g(x)=0 lahendid
putduvad.

d) Esimene on teise jarelduscks. Vorrandid on samavéir-
scd, kut vorrandite f(x) =0 ja g(x) =0 lahendid ei ole esi-
mese vorrandi lahenditeks.

Vorrand, mille lahendite hulk L =R. Niiteks
Vei=]x| voi 243yr=—x+x}16+1,(9).
Vorrand, milie lahendite hulk L==¢. Naditeks |x3|=—1I.

Joonise 3-4. pohjal a>0, b0, c>0;

joonise 3-5. pohjal a0, 6<<0, c=0;

joonise 3-6. pohjal a<0, 6>0, ¢<<OQ.

Kui % on hulkliikme [(x) nullkohaks, siis hulkliige jagub
kakslitkmega x—%. Scega x34-ax?+bx+tc=(x—x:1)X
XX —X2) (x — x3). Vordus kehtib vaid siis, kui vastavate
litkmete kordajad on vordsed.

Lahendage ndite 3-19. eeskujul.
Vastus: x--2.

Kuna ¥ — 242 —Bx+6=(x4+2){x — 1) (x—3),  siis
[(—2)=0, {(1)==0 ja [(3)=0. Tuleb lahendada vodrrandi-
susteem

J 24+4a-—2b-+-c==0,
o+ bdc=0,
l 54-4+9a~+3b+c=0.

Vasius: a=—7, b=1, ¢=86.

Ei, sest f(—1)=~=0.

Viéte'i teoreemi pohjal lahendite korrutis on —3, seega

X3:3. ‘

Kui jagamisel hulkliikmega g(x) on jagatiseks g(x), siis
: 1

jagamisel hulkliikmega cg(x) on jagatiseks — g(x). Jaak

ei muutu.



3-12.

3-13.

Vorduses J(x)={x —a)g(x)+r on ¢(x) aste {ihe vorra
madalam [(x) astmest. Kirjutage f(x) ja ¢g{x) valja kanoo-
nilisel kujul, avage sulud, korrastage. Kaks hulkliiget
[(x) =aux"tax -+ ... 4a, ja  g(x)=bex"4+bixm-14
4+ ...-+by on vordsed, kui nende kanoonilised esitused on
ihesugused., f(x)=g(x) siis ja ainult siis, kui m=n ja
Clg:bo, a1=b1, C ey an:bn.

Viete'l teorcemi pohjal xi+4-xp4x3=6. Kuna xi1+x3=2x,,
siis xo=2. [(2})=0= m=—2.

Vastus: L=={2; 2i]/§}.

. Kuna xy, xz ja xy on vorrandi lahendid, siis x? 4-pxi4+g=0,

xg—{—pxz—}—q:()j X8 +pxst+q=0. Liites vorduste vastavad
pooled, saate x3-x% X3 +p(xit-xa4+x3)+39=0. Antud
vorrandi puhul xi+xetx;=0 ja xixgxs=-—¢q (Viete'i teo-
reem), jarelikult x'{L —J—xz +x3 = 3X1X2X3.

. Funktsiooni [(x)=(x—a)(x —b)-+m(x —c)(x —d) graa-

fikuks on parabool, mis avaneb iiles, kui m>—1. Parabool
16ikab x-telge (vorrandil on reaalsed lahendid), kui f(x)
vadrtus mingil muutuja x vdidrtusel on negatiivne. Olgu
a<<c<<b. f{c)=1(c—a)(c—b)4+m(c—c)(c—d)<<0, sest
c—a>0 ja ¢c—b<O.

Ulesanded 3-16 kuni 3-21 lahendage ndidete 3-23, 3-24 ja 3-25

3-16.
3-17.
3-18.

3-19.
3-20.

eeskujul.

Vastus: L={3; 24¥3}.
Vastus: L={—2; —1; £}2}.
Vastus: L={1; 2; +73}.

Vastus: L={1; 3; —2,540,5V17}.
Vastus: L=1{1; 2; —+4}.
3

. Vastus: L= {ﬁ}

2

. Saate kolmanda astme vorrandi ayd+by*4-(c—3a)y+

+d — 2b=0. See vorrand osutub podérdvorrandiks vaid siis,
kui a=d —2b ja b==c— 3a, millest 2a —b=c —d.
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Vérrandid 3-23 kuni 3-97 lahendage naidete 3-26 ja 3-27 ees-

3-23,
3-24.
3-25,
3-26.

3-27.

3-28.

3-29.

3-30.

3-32.

120

kujul,

Vastus: [ = {——2; ~—~i—‘ -i~ 3}.

¥

Vastus: L={05; 2; —1,54-0,5 }5).

Vastus: [ — {——1; —iﬂ—

3

tus: ’:{—— ; —1; —~-—}.
Vastus: L 2 l; 5
Vastus: [ = {—I; —L, —l—; 2; 3}.

3 2
Lahendage niite 3-28. eeskujul,
3 1 2

tus: L={——~——-; —_—— — }

Vastus 5 3 3 2

Lahendage niite 3-28. eeskujul,
Vastus: L={1; 2; 2,5: 5}.

Vorrandid ei ole samavadrsed, kui —Za on teise vorrandi
lahendiks. Asendades teises vorrandis muutuja x arvudega
@ ja —a, leiame, et a=0 ja a=—2 korral pole vorrandid
samavadarsed.

Vastus: kui a£0 ja as=—2, siis

{ —at—4dat-a a2+ 4a-+20 }

kui a=—2, siis L={6);
kui a=0, siis L=¢.

. Vorrandid on samaviirsed kui 4c¢ ja +=(b+4c) ei ole teise

vorrandi lahendeiks. Asendades need muutuja vidrtused
teise vorrandisse, saate leida a, b ja ¢ viaidrtused, mille
korral vordus kehtib.

Vastus: c(a—c) (a+-b — ¢) (b-+c—a) (2c+b) (b+c) 0.

Vottes Yx4-1=u, saate vorrandi V(e —2)2+Y(u—1)2=
=1<=|u—2|+|u—1]=1. Vt. niide 3-43. |

Vastus: L={x|0 <x<<3}.




3-33. Vastus: kui a==0 ja as=2, siis L= {"—a—:&} ;
a(a—2)
kui a=2 ja b= : VOl a=b=0, siis L=R;

kui a=2 ja b;&—z—‘ voi a==0 ja b0, siis L=g.

o . . 2b—a }
3-34. Vastus: kui as=1 ja b=£2, siis [— { -2 a—n I

1
2
kui a=1 ja b;&——% VOl a4 ja b=2, siis L=0.

kui a=1 ja b=-— v6i a=—4 ja b=2, siis L=R,;

3-35. Vastus: kui a0, siis L= {—-1; -Z—};
kui a=0 ja b=£0, siis L={—1};
kui a=b=0, siis L—=R.

3-36. D=1 —a(a+2) (1 — a?) ——~l+a(a+1) (a—1)(a+2)=
=14 (@+a) [ (@+a) — 2] = (@40)>— 2(a* +-a) £ [ =

= (a*4-a—1)2,
Vastus: kui a==0 ja as=—2, siis L={ il » - }';
| a a2
kui a=0, siis L:{ML};
2
kui a::—-2, siis L= {%} .

3-37. Vastus: kui a=b=0, siis L=R;
kui as=0 ja b=0, siis L={—1};
b0, siis L:{—l; —a—}.

b
4 —
3-38. Kuna x;aé-g-— ja xs=—, siis M ei tohi olla vordne
3 a ba -9
rvudega —- ja !
arvudeg 7 ] pat
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20 — 3a }_

9 —
Vastus: kul a==— | #= o s —{
astus: kul a 5 ja a==:27Y3, SHE L 5a—9

9 .
kui 4= voi a=427Y3, siis L=0.

b

a+b+1 }

220 Vasins: ki L b — i —
3-39. Vasius: kui as=—b ja az=-—b+1, siis L {a—l—b—l

kui a=-—b voi a=-—b-+1, siis L=0.
3-40. Vastus: kui bs=c, siis L={—a; a;, a+b+c};

kui b=c¢, siis L={b}’ .

2 bQ
3-41. Vastus: kui b3£0, siis L= {a—l—b; —ajb—_*},

kui b=0, siis L={a}.

a--1
3-42. Vasius: kui as=0, siis L:{a—{—l; p, };

kui a=0, siis L=0.

: ‘ .. [ a?
3-43. Vastus: kui as=0 ja as=-=+1, siis ]_,:{ a, T} :
kui a==1, siis L={0};

kui @==0, siis L=0O.
3-44. Vastus: kui a==b, siis L=R;
kui a=s=b, siis L={0; a+0b}.

3-45." Lahendit on vaja otsida piirkonnas x<C1, 0<Cx=C2a. Ruutu
vottes saate 2x2—2(a-+1)-x+1=0. D=a’42a—1=20=

a+l+ja*+2a— 1
5 :
lahendid on positiivsed koigi a>0 korral.

a+1-—7Yar+2a—1

Molemad

= a;—l—l—]@. X1, 2=

<1 koigi a védrtuste korral.

2
14+Va2+2a — 1
a+_—|—l/612+ - <1, kui ag—lé—.
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at1+Yya>+2a—1
2

< 2a koigi a viirtuste korral. Kui a=

—I-H/Q siis x=—=—— ]/

Vastus: kui a<—1—{—V§, siis L=,

kui a=—14)2, siis Lz{VTQ};

— 1
kui —14Y2<<a<—, siis

5
! a-+14Va+2a — 1 } _

L:l 5

1 1 —Va242a —1
kui a>~—2—~, siis L:{a+ Va*-2a }

2
; |
P —
3-46. ]f(b—ax) S — ax—i)) . Asendage }(ax — b)%=
Vastus: L:{ b1-128 ; 128041 }
a 128a

3-47. Vorrandi méddramispiirkond on a<<0, x>>a. Pirast Yx—a
viimist paremale poole, ruutu vdtmist ja koondamist saate

—2a —9=6 Vx —a = —%q —9=0=a<C{—4,5.
Vastus: kui a>--45, siis L=0;

kui a<<--4.5. siis L:{ 4a“+;2a+81 }

3-48. Kuna vorrandi parem pool on mittenegatiivne, siis ]/E—]—x;
3
=Va—x=a+x=a—x= x>=0. Peale selle 0% 2>0=

=|a| =x. Vétame vorrandi pooled kuupi: a-x —a-tx —

—3Y(a—x) (a+x) (%f"a—l—x “—l?Va —x)=Va? — t=

- 3
=25 — 3 ]/a2 — x? ] a2 — x’=Va? — x2. (Asendasime Va+x —
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3-49.

3-50.

3-51.

124

3 6. .

— Ya-—x esialgse vorrandi pohjal avaldisega 7Ja2—x2
3 3 . 6

Kuna vordus Va+4-x —ya—x=Y}a>*— x> pole absoluutne

samasus, siis saadud vorrand on vaid eelmise jareldus.

Lahendeid on vaja kontrollida!). 2x—3YVa?—x*=

4 2
=Va?—x? = x=2)a?—x% = x2-—~£— = x—-—-igﬁ -Q-f-;».o,
oy Y5 V5
Ckui =0 ja ——>0, kui a<<0. Ka tingimus |a|=x on
taidetud. &
. .. 2a
Vastus: kui a=0, siis L=§—¢;
V5
kui a=<0, siis L————{———-Q——g—}.
V5

8

8
Asendage Ya-+x=1{ ja Ya-—x=u (=0, u=0),.

Vastus: kui a>=0, siis L=={0};
kui a<<0, siis L=0@.

Maidramispiirkond on méaératud vorratustega x=0, x=tq,

x;&a"
2‘

puudub. Olgu a>>b. Vabanege irratsionaalsusest nimetaja-

seega a>=b. Kui a=b, siis vorrandil lahend

tes, korrutage vorrand avaldisega a-+b — 2x, koondage.

Vastus: kui a>b, siis L=/{a; b};

kui a<<h, siis L=@.
Miaidramispiirkond on méédratud vorratustega x<Ca, x<<),
a+b

XS Ruutu vottes ja lihtsustades leie{te, et x=a,

kui b==a (tingimusest x<{b) voi x==b, kui b<<a (tingimu-
sest x<Ca).

. Kasutades astmesummasid S; ja S; saate v ja v midarami-

seks siisteemti
{ u2 — 3Ju=3,
u? — 3uy — dv=1,



3-53.

3-54.

3-55.

3-56.

3 13

millest w=3, w=——-, v=2 s=—5=. Vt niide
3-38.
Vastus: L:{(l; 2, (2 i), (—3-H/61 ; —3 — 761 )’
8 8
( —3— 61  —34y61 )}
8 ’ 8 '

Lahendage néite 3-38 eeskujul.
Vastus: L={(1; 3), (3; 1), (—1; —3), (—3; —1)}.

S —
Asendage Yx*— l1=w ja Yy=t, siis

{ wHi=2,
w*+1+=16.

Kasutades astmesummasid S; ja S, saate w ja { madrami-
seks siisteemi

=2,
{ uk— 4202 =16 = u=2, v;=0, y,=—8.

: 3 __
Vastus: L={(3; 0), (V11; 4)}.
Lahendage niite 40 eeskujul. Teisendage siisteemi kolman-
dat vorrandit. Votke esimese vérrandi pooled ruutu: Vxy+

—|—-}’E—|—]/tz}§=5. Saadud vorrand votke veel kord ruutu ja
arvestage, et xy-txz4-yz=9. Saate vorrandi QVx_yz(}";—{—
—H@—H/E) =16. Lahendage siisteem

J x+y-Fz2=86,
xXy+yz-+xz==9,
l Xyz=4.

Vastus: L={(1; 1; 4), (1; 4; 1), (4; 1; 1)}.
Liitke vorrandite vastavad pooled.
Vastus: L=={(0; 4; 5), (0; —4; —5)}.
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3-57. Viige tdhte a sisaldavad liikmed paremale, lahutage vasa-

kud pooled tegureiks ja jagage vorrandite vastavad pooled.

izi’ kui a0, ys£x, millest y=d-2x.

y - 4x
2 4
Vastus: kui as£0, siis L= { (0; 0), (—Sa"; ———;—),
(2a; 4a) }

kui a=0, siis L={(a; a)}, kus a=R.

3 3

1
3-58. Olgu Vizk, siis ]/-%: B — akd1=0 = k=

126

y R
—
Z}ail/ag 4,_, kui  |a|=2 _;f—:k3=>x=k3y=a>x=
, kb . | | .
=k3(D —x) = x= —, kui 14+k35=0. 14-k3=0, kui
1k
{2 ' '
h=—1. ax}d 4_——»1, kui a=—2. Kui x=—1, siis

2
x=—Yy = i+y=>0.

Vasius: kui a<<—2 voi az=2, siis

{ a+yaz—4 \
1=1| - ; ! I
Bl 1+ a+v32—4 ] o (LHE=RY }

ey, )
l\ 1+(a_]/;—2'_ﬁ_7{)3 l_i_(cz—-—]/gﬁkc;’ZTtl—)3 }
kul a=—2 ja b=0, siis L={(a; —a)}, kus a &

E{O}fq; )
kui —2<Ca<2, siis L=0;
kui a=-—2 ja bs£0, siis L=0.



3-59.

3-60.

Graafikute |Gikepunktide koordinaadid on vastava vérran-
dististeemi lahendeiks. Loikepunktide ahstsissid leiame vor-
randist 2ax-+1=(a—6)x2— 2. Graafikud ei loiku,  kui
D <0,

Vasius: —6<7a<3.

2
Arvud x; ja yy on ruutvorrandi 22— (2a+])z—l—i————9—f=0

2
lahendid. Olgu x1=2; ja y1==2, Vt. joonis 6-1. g miira-
miseks saate siisteemi

az—a
[ (1) <<0 [ I — (2a+1)+———<0
2 — =
{ f(a)<0=>h{ az——.?az——a—}—a ¢ <0
l D=0 [ (2a+1)2—2(a2—a) >0
r )
a?—da<<0 0<<a<h
a*+3a>0 a<<—3\ a>0
-1 " ] __3\1 V7 3T
2a*+-6a-+1>0 a<~———-2——--—- \V a>———-2——-—-
- |
= 0<Ca<Cb. Vt. joonis 6-2.
Vastus: 0<Za<<h.
sy
«'; : l
' /
Zf""% A i."." ; 7
./
\’m,‘_,f”
Joon. 6-1
Ll et ‘%%’%%ﬁgﬁ 3%:\%___ _ F// o
EA i : 5
- j ~y 3+ ;/ ,7
Z 7
Joon. 6-2
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3-61.

3-62.

4-1.

4-4,

128

Olgu f(x) =x2+x-+4a. Tuleb lahendada siisteem
jf(a)>0 I a?+2a>0 J a>0\ a<<—2

1 D=0 =>l 1 -—-4a>0=>l aé—};— =
= a<<—2. Vt. naide 3-42.
Vastus: a<<—2.
Lahendage iilesande 3-60 eeskujul.
f - (
D=0 m? —4m=>0 m<<0\/ m>4
f(4) >0 —6m+4-25=>0 m<4-—é——
) ) 9 =
]"'(——4)>0=> 10m-+9=>0 { m>—-1—0- :
1 1
2m—+1<<0 m<m—2— m<———§—
oL
10 2

Et lahendid oleksid erimérgilised, pcab Viéte'i tecoreemi
pohjal nende korrutis 2m-1 olema negatiivne.

Teisendage’ antud vorratusega samaviddrse vorratuse
(a*41)—2a(a®? —a+1) =0 vasak pool kujule (a®41)X
X (a —1)2, mis on positiivne, kui a1 ja vordub nulliga,
kui a=1.

Pédrast vorratuse molema poole korrutamist kahega ja koigi
lilkmete vasakule poole viimist saab sellele anda kuju

(@ —b)2+ (b —c)*+(a —)*=0.

Vorratuse vasaku poole saab teisendada  avaldiseks
(mé+f1) (m?2— m-1), mille molemad tegurid on positiivsed
m iga reaalarvulise vddrtuse korral.

4 a’~4-2ab+ b= (a+b)2=1, (vi. eeldus)

a2—2ab+b2= (a—>b)2=0, (ilmselt toene)
2(a24-02) =1, (vt. p. 1. teisendus 1.)




2(a2--02) =1 <= 4 (a2+b%)2=1, (vi. p. 1. teisendus 7a)

’+’4(az—~b2)2/>,0,
8(at+b4*) =1, (vi. p. 1. teisendus 4a).

Jéirgmine analoogiline teisendus viibki antud vorratuseni.
4-5. Andke vorratusele kuju (&—1) (n—k)=0.
4-6. Kui ecelmises vorratuses k=1, 2, 3, ..., (n—1), siis
l-n=n,
2(n—1)=n,
3(n—2)=n,

----------

(n—1)2=n,
n-l=n |
Kasutades teisendusi 22 ja 5 saame (1-2-3-....n)2>=

=n"<= (n!)2=nn Vordus kehtib, kui n=1; 2.
- 2 2 2 ' 2 — I 2 2 2 2
4-7. ai-{—az-{—ag-{- . —i—a”_ai—i—az—l—aa—l— oo tat,
@ +a; = 20,0y,
(121—}—0123 220!1(13,
a21 —l—azn 22&107,,,'
az2 —{—ag =2a.as,
c122 +ai = 2a.a.,

-----------

-----------

ai_i -I—a!%1 2 2an_1an.

rd

Teisenduste 1. ja 4a pohjal leiame, et
n(a2 a2 a2+ ... a) = (el a4 .. +a? )
4-8. Kasutage seost AK=GK (vt. p. 3b).

© 9 Materjali klassiviliseks tooks 129



4-9.

4-10.

4-11.

4-12.
4-13.

4-14.
4-15.

4-19.

4-20.
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. ]/a+1<a+-—c»]/a—[—l<

. Kasutage vordust VQ—I—V§: Vm———

2 2

—+———=2 molemale poolele 2.
b2 a?

Andke tingimusena esinevale vdrratusele kuju (a+b)2+
+(a—b)2<C4.

Liitke vorratuse

Pdrast vorratuse mélema poole jagamist positiivse avaldi-

3
sega saab vorratuse esitada kujul —4—(a~—b)2;0.

2
Kasutage a, b ja ¢ vahel seost AK=HK (vt. p. 3b).

Esitage  vorratuse  vasak  pool  kujul Ya*+a+14+

~++ 1 . Edasine lahenduskiik vt. iil. nr. 8.

Vat+a4-1
Vt. il nr. 13.

Liitke iilesandes nr. 2 tbestatud vérratuse mélemale poo-
lele 2(ab-+ac+be).

aVa+l1
Ya Va
ratuse molema poole jagamist positiivse  suuruse

Pirast viimase vor-

- — 1 . -
(Ya+1)-ga, saame vorratuse Ja+——==2, mis on tdene
Q
(vt. dl. nr. 8). v

1
2—3

. Et a, b, ¢>0, siis a4b+c>b+c, atbtc>atc ja

a+b-}+c>a+0b. Edasi kasutage nende vorratuste kohta tei-
sendust 3.

a+b+c=1-<= (a+b4c)?=a>+b% +2+2ab+2ac+2bc=
=1 <= a*+b*4-c2=1—2(ab+ac+bc). Et a*+-b21cr >
=ab+4-ac4be (vt Gl nr. 2), siis 1 —2(ab+ac+bc) =
=1 —2(a2+-b24-c?); samuti a?4-b24c2>=1— 2(a*+b*4-c?).

Olgu x=b+4c; y=a+c ja z=a-+tb, siis y—x=a—»,

Y — x-Lz=2a, millest azgj_—%:;ﬁ. Analoogiliselt leiame,
et b=-x—-i_;—_—£ ja c=£i%————-z-—. Teeme asendused antud



4-21.

4-25.

g*

. Rakendage vorratust AK=GK avaldistele

vorratusse ja peale lihtsaid teisendusi saame -g——l—%—l——x——}—
Y

—}-i——[—%—]—%;ﬁ, mille digsus jédreldub vorratusest iiles-
; &<

andes nr. 8.

Vorratuse molema poole positiivsus lubab rakendada tei-
sendust 7a ja seejdrel viia vorratus kujusse, mis vastab
toesele vorratusele AK=>=GK. -

a-+b
2

ja ab.

. Kasutage asjaolu, et liidetavate geomeetriline keskmine on 1.

1 _ —
. Nditame, et —<<2¥Yn—2Vn—1, kui n>=1:

VYn
2Yn—2¥n— =— 2_ > 2_ = 1_ -
yn+yn—1  yntyn  Yn
Edasi I B
—<<2y2—-2
V2
L 9y3_2y3
3
L ocoyi 2y
V4

------------

1 yn—2yn—1
Yn

1

V1
Nende vorratuste ja viimase vorduse vastavate poolte liit-
misel saamegi vajaliku vorratuse.
_ 1 1 ,‘ 1 .
Toe;’[age1 esmalt, et 1+1—.—2-_+2—'3——|— R n—Dn
n_

n
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4-26.

4-27.

4-28.
4-29,
4-30.

4-32.

132

o i | 1 1 1
limseait on 1-{-——1"]"-}-—‘2'—-,-—?—{"—4—!-}— Ce —|——;z—'-< 2—|—-1——2—'+
+1'+1"1’+_~———1~m i

L2318 " i.2.3 ' T gges o VA

1
sumima on aga omakorda viiksem summast 2+_;_+_E5—+
| ‘
P 2 3 i}
18 1 s 4
3

Olgu a*+b*+c*=p, ab+bcdac=q ja a’+b*+c3—3abc=m.
Niidake, et m?=(p+2q) (p —q)? ja p* — m*=¢*(2p — 29+
+p). Et p>0 ja p—qg=0 (vt. Ul. nr. 2), siis p?—m?=0,
millega ongi iilesanne lahendatud.
Bernoulli vorratuse kohaselt (140,001)»>1+4-0,001n.
Kasutage vorratust AK=GK.
Tahistame vorratuse vasaku poole A-ga, siis
AE——I— 3 9999992 1 3z

Toozogr U oqom T 42—

999999 1 3 999 9992 .

C10%—-1 " 1-3 3-5 77 999999-1000000

1
_ 1 s ldubki foestat - ‘
1060000 " millest jareldubki toestatav vorratus
Newtoni binoomvalemi jdrgi vorratuse vasakul poolel on
1 a(a—1) 1 a(a—--1)(a—2) 1 |
e T 3! @t
(.1
a(a—1) [a—(a—1)] 1 a
T ol — =2t
1 — 1
(=2 (=) ()

1 a al n a <

K 3! P al

<2+,—1—~+i—|—...—{—,—1—. Edasi vt. iil. nr. 26.
2! 3! al



4-33.

4-34.

4-35.

4-36.

4-37.
4-38.

_ - n\»
Antud vorratus on samavddrne vorratusega n!>(——) .
Kasutame matemaatilise induktsiooni meetodit:
1) Vorratus kehtib, kui n=I.
R
3} Oletame, et Rl> (%) :

R+l

h+1
3 ) on toene, kui 241>

3) Vorratus kl(k+4+1)> (

k h+1 h
>(—+—1~) (i) on toene. Viimasc toestamiscks

3 \ 3
jagame selle vorratuse molemaid pooli avaldisega k41,
1 1 \i
Saame 1>—3—(]—|—-E—)‘ , mis on dige iil. nr. 32 toes-

tatu pohjal.
Toestame, et (a+1)2=>a*, kui a= N ja a>2: (af1)r=
a a 1 a
(a2 ) e (141 s, sest (1L <3
a a a
(vt. iil. nr. 32). Seega (a+1)*<Ca*-3. Kui a=3, siis qg”-a>
>a¢-3 ja ka a%-a>(ag+1)2 = a*t> (a41)°.

Antud vorratuse vasaku poole voib kirjutada kujul jx—1]-+
+]x—2]+|x—3|. Analiiiisige selle avaldise vdiirtust
kogu arvtelje ulatuses vahemike x<CI; 1<Cx<C2; 2=<<x<T3;
x>=3 kaudu. Niiteks, kui x<<1, siis |x—1]|4{x—2]4
+|x—3|=1—x4+2—x43 — x=—3x+6, mille mini-
maalne viadrtus antud tingimusel on aga 3-st suurem. Seega
selles vahemikus on vorratus toene,

Tdhistame vorratuse vasaku poole esimese liidetava b-ga
ja teise c-ga. Siis 03+c3=2a. (1)
Bt  b34-c3>bc2+b2c  (toestage!), siis  be(c+b0) <<2a <=
<=> 3bc(c+b) <<6a. Liites viimase vorratuse pooltele vor-
duse (1) vastavad pooled, saame (#+4c)3<8a, millest jarel-

- 5
dub b+4c<27a.

Vastus: L={x|x==—5\/ x=1V 2<Tx<3}.
Lugeja on lahutatav tegureiks (x —2) (x4-1)=
Vastus: L={x|x<<—3V x=-—1V 2=<x<C3}.
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4-39.

4-40.
4-41.
4-42.

4-43.
4-44.

4-45,

4-46,

4-47.

4-48.
4-49,

4-50.

4-51.

134

Teisendage lugejat nii, et {iks tegureist oleks (x+3)2+1.
Vastus: L={x|x<<0V 0<x<<05V x>3}.

Vastus: L={x]—1<<x<0V 1<<x<<2}.

Vastus: L={x|x>—1,5}.

Vastus: L= {x]|—2<<x<0}.

Vastus: L={x|1 —}3<x<<2—}2}.

Kasutage vorratuse omadust 7a. Miks voib seda antud
vorratuse juures kasutada?

Vastus: L= {x|0<x<3—_6—]/—5—} .

Vorratuse méaramispiirkond X={x|x<<0V/ x>=4}. Kui
x=<<0, siis x —3<<0 ja vorratus on tdene. Kui x>=4, siis
* —3>0 ja vorratuse mélemaid pooli voib. astendada 2-ga.

Vastus: L={x|x<<0\/ x>4,5).

Vastus: L= { x]x<——%} :

Vorratuse lihtsustamiseks on otstarbekas kasutada asendusi
X¥x—3=y ja x — b=z,

Vastus: L= {T7}.

Vastus: L={x|x<<—1)}.

Andke vorratusele kuju ¥ (x—5) (7—x)+}x—5>y7—x —1
ja analiiiisige niitid vorratust parema poole negatiivsuse ja
mittenegatiivsuse eeldusel.

Vastus: L= {x[6—~2V ]/3—2<xg7} .

Péarast vorratuse moléma poole ruutu tdstmist (et vorra-
tuse midramispiirkond X= {x|x=1}, siis on ka vérratuse

2
parem pool positiivne) saame vorratuse 2x+2|x—2|>f4—.

Vastus: L= {x|1<x<8--473}.

— 72
2

Vastus: [— { X <x<<0V 0<x\<__%} .



4-53.
4-54.

4-55.

4-56.

. Viige koik litkmed vorratuse vasakule poolele ja iihisele

nimetajale ning kasutage intervallmeetodit.

Vastus: L= {x|x<—m}’§——l \V4 *2\<\x<V§~ 1V x=1}.

Vastus: L:‘{x[x<;-j]/2}.
Vt. naide 4-15.

Vastus: L= { (@; x)]la=0Ax<<IlV a>0A ——%<x<
<1\/—2<a<0/\x>—~%\/x<1\/a=—2/\xER/\
/\xs&l\/a<—2/\x>i\/x<_-z—}.

1. Kui a<<0, siis x —a>>0 (sest x=0) ja x>>a, mis rahul-
dab vorratuse méadramispiirkonna tingimust x —a>0.
]/;——]/x—a>2<=-]/7c>2+]/x—a <= x>4+4Yx—a

+x—a<=4)x —E<a — 4 = a>4, mis on vastuolus
eeldusega ja jdrelikult lahend puudub.

2. Kui a=0, siis ¥x —yx —a=0, mis ei rahulda vorratust.

3. Kui a>0, siis vorratusest 4 Jx —a<<a—4 jireldub, et
a>>4. Peale vorratuse moélema poole astendamist kahega
saame 16 (x —a)<<a®—8a+16 <= 16x<< (a4-4)2 <=

e Sy

Vastus: L= { (a; x)|la=>4 N\ a<x << (a—_i_él—)z} :

4
Et 2(x—Vx®2—a?)=(Yx+a—7VYx—a)? siis |V}_-_|:a—
—yr—a|>—F2
5Vx—a

— — x+a
1) a<<0= x—a>x—|—a=>1/x——a—]/x—l—a>-—t—=>
5Yx—a
= 5(x—a) —byx*—a*>x+a = 4x—6a>5Yx>—a’
Arvestades vorratuse méidramispiirkonda X={x|x=
=|a|} voime vorratuse molemad pooled ruutu tosta ja
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4-57.

4-58.

4-59.

4-60.

4-61.

136

scejirel leida lahends L1={x||a|£x<§—t3§—y£|a|}..

2) Kui a=0, siis vorratusel lahend puudub.

3) Kui a>0, siis ng{ X Qi%?ﬁ—’-a<x<ﬁ_—5m a} .

Vorratus on teisendatav kujule y(x-+42a) (x42b) <x+a+b,
mis on tdene Cauchy vorratuse pohjal, kui x4-2a==142b e.
a=b. Jirelikult viimasel tingimusel on vorratuse lahendiks
tema midramispiirkond, milleks on x==—2a, kui a<tb ja
x>—2b, kui a>b. Vorratusel puudub lahend, kui a=2b.

1) Kui a ja b on samamirgilised, siis antud vorratus on
‘samaviidrne -vorratusega 2(b—a)x<<{(a+0b)?% millest
(a4b)? (a+b)?
b e —_—
a>>b korral x>2(b—a) ja a<<b korral x<2(b~—a)
2) Kui a ja b on vastandmérgilised, siis-antud vorratus on
samavidrne vorratusega 2(b-—a)x> (a+b)?, millest

(a+b)2 | (a+0)*
by <y b - '
a>b korra x<2(b—a) ja a<<b korral 7C>2(b-—a)

3) Kui a=0b=£0, siis vorratus 2(b—a)x<<(a+4Db)? on
toene, kui x &= R.

Et méaidramispiirkond X:{y|lgyg4}; siis L={1; 2}.
Kul x=y==2z ja x,y,z = N,, siis %—I—%——I—'—Z—:S. Kui aga
X

koik kolm arvu x, y ja z ei ole omavahel vordsed, siis
3

3 \Vy 2 X y z X ! z X
%i+y+Z+Q>V AR A 1, millest
4 y S / Y == = J . > . 7 ")—C——-—— , ITLieS —l—-
L z 4 _ . . .. R ¢
4L — =4, Vordus kehtib ainult siis, kui —=
Z { X Y
z {
— Y 1 Jirelikult x=y=z=¢, kus x on mis
z l X

tahes nullist erinev naturaalarv.



Viige koik logaritmid alusele a.
Viige koik logaritmid alusele a.
Viige koik logaritmid alusele a.
Tehes nimetajas asenduse l=log, ., 1977! néidake, et

antud avaldis on vordne log . 1977!. Viimasele liitke ja
lahutage temast log, . 1978.

1378!

Viige koik logaritmid alusele 2.

Vastus: L={(x; y)| (x=4V x=V2) A (y =R+ Ay#1}.
Viige vasak pool alusele a.

2

Niidake, et logu 8= ja logs 7:-]—%—.

_lng 7+1

Vastus: —3—
4,

5-9. Kasutades iilesandes 5-6. toestatud samasust saate nédidata,

‘et antud logaritmid on vordsed.

5-10. Avaldage otsitav logaritm log.5 ja log:3 kaudu. Sama

5-11.

5-12.

5-13.
5-14.

5-15.

tehke ka logaritmidega log, 15 ja loga3¥5. Viimaste abil
saate niidata, et logs3=b—a ja logs 5=2a —10.

C14-2a—0b
Vastus: 50 —a)
9 __
Vastus: CH-; .
Vétke abiks graafikud. v

Vastus: L=1{0,25; 0,364; 0,5}.
a) on, b) ei ole, ¢) on, d) on, e) ei tarvitse olla.

Lahendage ndite 11 eeskujul.

Vastus: L=={2}.

Lahendage ndite 12 ecskujul.
Vastus: L=={12}.
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9-16.
5-17.
9-18.

5-19.

5-20.

5-21.

5-22.

5-23.

5-24.

138

Lahendage néite 12 eeskujul.

Vastus: L= {+3}.

Lahendage niite 12 eeskujul.

Vastus: L= {+2}.

Tahistades 2v=u, saate vorrandi |u —1]4[u—2|=1.
Vastus: L= {x|0<<x<C1}.

Logaritmige alusel x — 1.

Vastus: L=1{0,1; 1000}.

— 3 .
Olgu Vlogs x=u ja Vlogs x=v, siis utv=2 ja logs x=
=ut=03, |

Vastus: [ =={5}.

Viige koik logaritmid alusele 2, taandage. Vérrandist
logs (n4+1) =10 = n41=210,

Vastus: L={1023}.

Vorrandi méaédramispiirkonnaks on 3 — 1 — 2xFx2>0 =

= —2<x<C4. Kuna V1—§§;}5=|1wx|, siis vaadelge
eraldi juhte, kus x<1 ja x>=1.

Vastus: [— { 0 —¥29 M } .

2 ’ 2
| 1
—_— R Pap 2 __ _
log_i_ PORT logs =16 logs (x* — 16)

3

log 1 u=—logz u; logz logs(x2— 16) =1 <= logs(x2 — 16) =

2 .
=2<=x2—16=09,

Vastus: L= {25}.

Vorrandi mdéédramispiirkond on médédratud vérratustega

a>1, a%=72, x>0, x5=1, x<<2a. Kasutades seost 1—2%=
a

log, V?c __logax

— te vo di esitad
Tog. 0 log, 2 saate vorrandi esitada

=log. b ja et

’

kujul log; (2a — x) +logs x=1logs (a2 —1).



5-25.

3-26.

5-27.

5-28,.

Vastus: kui a>1, asév—é ja a2, siis L={ax1};
kui a=2, siis L= {3};

kui a<<1 voi a=7Y2, siis L=0
Vorrandi maéaédramispiirkond on maéédratud vorratustega

2__ 4 24
L2 50, 2 1. Vor-
20 —x 20 —x
: : : a*—4 -
randi saate esitada kujul ]ogazmzloga ¥x.

a>0, a==1, x>0, x42a,

Vastus: kui 2<<a<<3 voi a>>3, siis L=.{ai2};
kui 0<<a<<l, 1<<a<<?2 voi a=3, siis L={a+2};
kui a<<0, a=1 voi a=2, siis L=0.

1
x

Jagage vorrandi pooled avaldisega (ab)

(—a-—)x—u siis (b)x—l
b o a T ou

Vastus: kui m>2, siis L= log |a] —log |0] ;
m=4+=ym* —4
2

, asendage

log

kui m={2, siis L=0.

Potentseerides saate, et 2x(2—x)=logp. Vorrandil on

lahend, kui O0<<x<<2 ja logp>0=p>1 ning 11—
logp
2

>0 = p< 100.

1
Vastus: kui 1< p<c100, siis L:{ Ii]//lﬂ— 02gp };

kui p=C1 voi p>100, siis L=0.

1
log. (x+12)
Seega log? (x+12) =4 <= log. (x+12) =2 Vorrandi
xi=x+12 tiisarvuliseks lahendiks on 4 (—3 ei kuulu esi- -
algse vorrandi méiidramispiirkonda), vorrandil x2=x-+412
tdisarvulised lahendid puuduvad.

log],; (x+12) =2 logx (x-+12), | logxte x=
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5-29. Parast lihtsustamist saate sitsteemi

5-30.

5-31.

9-32.

5-33.

J logs xzé,

l Vy+x2=10.

8 3_
Vastus: L= {(y25; 10 —575)}.

Vorrandisiisteemi mdaédramispiirkonnaks on 0<<x=%=1, 0<
<y=1. Logaritmides vorrandite pooled, saate pirast liht-

sustamist vorrandi log? x=4log?y, millest x=y¢2 voi x=
I ' '

— .

yZ

81 4'
Vastus \Ts 5

Vorrandisiisteemi maédramispiirkonnaks on 0<x, 0<Cyz=1,
0<<a==1. Logaritmige esimese vorrandi pooled alusel a.

Olgu niiteks log, x=u ja log, y=uv. Saate vorrandisiis-
teemi

J bu=—cuv,
l u
U— y=—
o
2
millest “:_B(C—C—f—)_j—m’ U= cib .

Vastus: kui abc=0, a<<0 vdi b=c, siis L=0;
kui a>0, b=c, be5£0, siis

[ = {(ab(c—b); q ¢t )}

Kasutage matemaatilise induktsiooni meetodit.

1
Et erinevate arvude korral AK>GK, siis T (logs 5+
+logs 64-logs 7+ logr 8-4-logs 4) >

loge 5 log

1 log, 8
> V10g4 5. loge 7- 0g4_7_. logs 4=
. 4
5
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5-36.
5-37.

5-38.

5-39.

5-40.

. Parast koigi logaritmide viimist alusele m on vorratuse

vasak pool teisendatav arviks logy 100. Et n*<C10, siis
né<< 100 ja logy 100>4.

. 1) Kui a<Cl, siis a®>a" ja jarelikult 14-@">14-a™ ning

(14-an)™> (14a™)™; logaritmides saame mlog (14

+an) >nlog (14a™) z:——;%—log (1+a”1)<—;1f'(1+a").

1 1 1
2) Kui az=l, slis a”éamr—:»—a—n—g—(ﬁ—:»H——arzl—H

+~al— = (1+—51;~)m> (1+!-a%~)" = (14am)m>
~ (14a™)" jne.

Vastus: L={xjx<<—2}.

Vastus: L={x|x<<—9V x>>0,6}.

Andke vorratusele kuju (0,5x) %> (0,5x)2.

Vastus: L={x]0<x<<2V x>2}.

1)—1<<x<<1=3+45x —2x*>0= _05<<x<<3 =
= ——"0,5<X<1.

2) x>V x<<—1= 3+-5x — 2x2<<0 = x>3 \ x<<
< —05=>x<<—1V x=>3.

Vastus: L=={x]x<<—1V —0,56<<x<1 \/ x>3}.

) x—1>0=x>1. '

a) x—1>1=x>2. Et nitiid x> x2, millest 0<<x<<1j
siis lahend puudub.

b) 0<x—1<<l= 1<<x<T2. Niiiid x<<x? ja x>1V
\/ x<<0. Seega I<<Tx<<2.

9) x—1<0=>x<l.

a) —l<x—1<0=0<<yx<<l= (1—x)*>(1—x)¢=
— y<<x2, mis on antud juhul ilmselt vaar.

b) x—1<<—1=x<<0. Et siin astendatava absoluut-
viairtus on iithest suurem, siis peab x>>x2% mis on aga
antud tingimusel (x<C0) vaar.

Vastus: L={x|1<<x<2}.
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o-41.

5-42.

o~43.

5-44,

5-45.

Kui 0<<1-—x<1 ehk 0<<x<<Cl1, siis x<<1—y ja x<<0,5.
Seega L={x|0<<x<C0,5}. Ei ole voimalik, et 1 —x>1, sest
siis x<Z0, mis ei kuulu maaramispiirkonda.

Leidke vorratuse maaramispiirkond tingimustest Xt —A4x4
+5=>0 ja 1 —logy(x —dx+5) 20, D={x|2 -}2<r<

§2+V§}. Kasutades abimuutujat z:logg(x2—4x-]—5) lahen-
dage vorratus z suhtes ja seejarel x suhtes,

Vastus: L={x|2 —y2<x<2 \V4 2<x§2—|~]/_2}.

Teisendage koik logaritmid alusele 2. Lihtsustamisel saa-
logs x — 1
logs x (logs x1)
meetodil logs x suhtes. FEt logsx kuulub vahemikesse
0<<logs x<C1 vdi logy x<<—1, siis L={x|0<<x<<05V 1<

<<x<C2}.

dud vorratus

<0 lahendage intervall-

Kui olete leidnud vorratuse madramispiirkonna, siis niete,
et vorratuse mdlema poole korrutamisel avaldisega
loga (x+17) jddb vorratus samapidiseks, kui —16<x<—1
voi x>4 ja muutub vastupidiseks, kui —17<x<—16.

Vastus: L={x|—17T<x<—16\/—3<Tx<—1 V4<x<7}.

Parast vérratuse mélema poole kahega astendamist saab
vorratuse esitada kujul (loge x — 2) (loge x4+1) >0, millest
intervallmeetodil saame log, x>2 v&i loge x<<—1. Et alg-
vorratuse parema poole mittenegatiivsuse tottu logg x>0,
siis langeb teine voimalus ira ja analiitisida tuleb ainult
vorratust log, x>92,

Vastus: kui 0<<a<<1, siis 0<<x<<a?
kui a>1, siis x>a2
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Nagu naitavad eksameil antud vastused, pole i1segi uli
opilaskandidaatidel seigust, nmuiliste teisenduste tulemusena
voivad vorrandt voi vorratuste lahendid kaotst minna voi
tekkida voorlahendid. Ka opetajate hutgas pole alati uks.
meelt kusimuses, kas leitud fahendit on vaja kontrolhda voi
mitte. Kaesolev raamat (pt. {1 . V) bLiLiab suvendada vor-.
randite ja vorratuste lahendamise oskust. Peale selle on raa-
matus taiendavat materjali koolikursusele arvuteooriast
(1 pt.), algebralistest teisendustest (Il pt), parameetreid
sisaldavatest vorranditest ja vorratustest. Samuty on vaa
deldud moningaid Ulesannete lahendamisel kasutatavaid eri-
votteid.

Iga peatuki algul antud teoreetilisele osale tuleb vaadata
kui teatmematerjalile. Pole vaja teoreeme pahe 6ppida, vaid
omandada ulesannete lahendamiseks vastav teoreetiine
baas.

Raamatus on toodud ule 400 ulesande, millest hgemadle
kolmandik on lahendatud naidisulesannetena. lseseisvaks
lahendamiseks moeldud Ulesannetele on antud viimases
peatiikis napunaited voi lahendused ja vastused.



