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1 Teooria ja iilesanded

1.1 Funktsioonid

Funktsioon on iiks matemaatika ja hulgateooria pohimoisteid, millega véljen-
datakse iihe suuruse iihest soltumist teisest. Konkreetsemalt, olgu antud mingid
hulgad X ja Y ning me iitleme, et hulgast X hulka Y on méaratud funktsioon,
kui on kirjeldatud, kuidas hulga X igale elemendi alusel méirata iiks (ja tépselt
iiks) hulga Y element.

Naide 1. Olgu X koikvoimalike kuupéevade ja Y koikvoimalike kellaaegade
hulk. Siis saame defineerida funktsiooni, mis seab igale kuupéevale vastavusse
paikese tousmise kellaaja sel paeval Tartus.

Naide 2. Olgu X tasandi koigi ringjoonte ja Y tasandi koigi punktide hulk. Siis
saame defineerida funktsiooni, mis méarab iga ringjoone jaoks tema keskpunkti.

Niide 3. Olgu X =Z jaY = N = {0,1,2,...}. Kui seame igale tiisarvule
vastavusse tema ruudu, oleme kirjeldanud funktsiooni hulgast X hulka Y.

Tihti voib leida ka vastavusi, kus element hulgast X ei médra tiheselt ele-
menti hulgast Y voi kui vastavus pole maaratud koigi hulga X elementide jaoks.
Rangelt vottes pole siis tegemist funktsiooniga.

Naide 4. Olgu X noormeeste ja Y neidude hulk tantsuohtul. Soovides kirjelda-
da, milline noormees millise neiuga tantsis, ei saa me iildjuhul funktsiooni, sest
moni noormees ei pruukinud iildse piisti tousta, moni aga vois tantsida mitme
neiuga.

Naiide 5. Olgu X = (0,00) ja Y = R. Olukord, kus elemendile x € X seatak-
se vastavusse tema ruutjuur hulgast Y, ei ole funktsioon, sest mittenegatiivse
reaalarvu ruutjuurel on iildjuhul kaks vaartust. Kill aga saaksime funktsiooni,
kui votaksime ka Y = (0, 00).

Naide 6. Olgu X = Y = R. Piiiides iga reaalarvu z € X korral leida tema
tangensit, ei saa me funktsiooni, sest naiteks juhul x = g pole tan x madra-

tud. Vottes aga X = R\ {(Zk +1)- g k€ Z}, muutub tangensfunktsiooni
kirjeldus korrektseks.



Toodud néidetest voib néha ka, et kuigi funktsioon peab hulga X igale ele-
mendile seadma vastavusse tépselt iithe elemendi hulgast Y, pole keelatud olu-
kord, kus mitmele hulga X elemendile vastab sama element hulgast Y. Koige
adrmuslikumal juhul vastab hulga X koigile elementidele iiks ja sama hulga Y
element; madratavat funktsiooni nimetatakse sel juhul konstantseks.

Funktsioone téhistame enamasti (aga mitte alati) ladina véiketédhtedega f,
g, h, .... Olukorda, kus f tdhistab funktsiooni hulgast X hulka Y, margime

f: X—=>Y.

Olukorda, kus funktsioon f seab elemendile x € X vastavusse elemendi y € Y
margime

flx)=y voi f:x—y.

Funktsioonide vordsus

Paneme téhele, et sisuliselt sama funktsionaalset vastavust voib méédrata
mitmel erineval viisil.

Naide 7. Olgu X mingi linna telefoniomanike hulk ja Y sama linna telefoni-
numbrite hulk. Inimese telefoninumbri kindlakstegemine telefoniraamatu abil
annab iihe, sama operatsioon infotelefoni abil aga teise vastavuse. Samas kui
nii telefoniraamat kui infotelefoni andmebaas on tépsed, langevad tulemused

alati kokku.

Naiide 8. Defineerides f : R — (0,00) kui f : . +— |z]| ja g : R — (0, 00) kui
g - & — V2 niieme, et iga 2 € R korral f(z) = g(x).

Definitsioon 1. Utleme, et funktsioonid f : X — Y jag: X — Y on vordsed,
kui iga z € X korral f(z) = g(x). Sellist olukorda tahistame ka f = g.

1.2 Funktsionaalvorrandid

Tavaline arvvorrandiiilesanne tdhendab, et tuleb leida koik antud tingimust
rahuldavad arvud.

Niide 9. Leia koik reaalarvud, mis rahuldavad tingimust 22 = 4(z — 1). (Vas-
tus: z = 2 on ainus lahend.)



Funktsionaalvorrandi korral tuleb analoogiliselt leida koik antud tingimust
rahuldavad funktsioonid. Mida see tdhendab? Kuna funktsiooni f : X — Y
méadramiseks tuleb kirjeldada, kuidas seada hulga X elementidele vastavusse
hulga Y elemente, tdhendabki funktsionaalvorrandi lahendamine sobivate vas-
tavuseeskirjade leidmist. Seejuures tuleb tdhele panna jargmisi asjaolusid.

e Nagu eelpool ndgime, on sama funktsiooni kirjeldamiseks palju erinevaid
voimalusi. Uldiselt piiiitakse lahendina esitada lihtsaim voimalik kirjeldus;
oliimpiaadidel antavad tilesanded ongi nii valitud, et neil leiduks iiks ilmselt
lihtsaimal kujul vastus.

e Funktsionaalvorrandi lahendamiseks ei piisa, kui lugeda iiles vaid moni so-
biv funktsioon, sest iildjuhul voib vastuseid olla palju. Lisaks tuleb kind-
lasti anda toestus, et rohkem lahendeid pole. See toestus moodustab funkt-
sionaalvorrandi lahendusest reeglina suurema, ja raskema osa.

Naide 10.
Ulesanne. Leia koik funktsioonid f : R — R, mille jaoks iga € R korral
kehtib vordus (f(z))? = 4x(f(z) — x).

Lahendus. Pirast viikest katsetamist osutub, et lahendiks sobib funktsioon,
mis seab igale reaalarvule x vastavusse arvu 2x (st funktsioon f(x) = 2x), sest
(22)* = 42 = 42(2x — x). Miks iikski sellest funktsioonist erinev funktsioon
ei sobi? Votame suvalise z € R ja toestame, et selle x korral f(x) = 2x. See
tdhendab, et kui moni teine funktsioon ka rahuldaks iilesande tingimust, peaks
tema véartus iga € R korral funktsiooni f(z) = 2x véédrtusega kokku langema
ning jérelikult on need kaks funktsiooni vordsed. Olgu f(z) = y, siis teame
iilesande tingimustest, et y* = 4x(y — x). Viimane vorrand on aga samaviirne
vordusega (y — 22)? = 0, millest jireldub y — 2z = 0 ehk y = 2z, nagu oligi
tarvis.

1.3 Asendusmeetod

Sageli voimaldavad funktsionaalvorrandid otsitava funktsiooni vaédrtusi mo-
nel konkreetsel argumendi vadrtusel lihtsalt kindlaks teha.

Naide 11.
Ulesanne. Olgu antud funktsioon f : R — R, misiga z,y € R korral rahuldab
tingimust f(z +y) = f(x) + f(y). Leia f(0) koik voimalikud védrtused.



Lahendus. Kuna iilesande vordus kehtib koigi argumentide vaartuste korral,
peab ta kehtima ka x = y = 0 korral. Vastavat asendust tehes saame

f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = 2/(0).

Lahutades vorduse moélemalt poolt f(0), on tulemuseks f(0) = 0, seega on f(0)
ainus voimalik vidrtus 0. See vidrtus realiseerub néiteks funktsioonide f(x) =0
ja f(x) = x korral.

Naide 12.
Ulesanne. Olgu antud funktsioon f : R — R, misiga x,y € R korral rahuldab
tingimust f(x-y) = f(x) - f(y). Leia f(1) koik voimalikud vaartused.

Lahendus. Kuna iilesande vordus kehtib koigi argumentide vairtuste korral,
peab ta kehtima ka x = y = 1 korral. Vastavat asendust tehes saame

) =f1-1)=f(1)- f(1) = f(1)~

Vorrandil z = 2% on kaks lahendit z = 0 ja z = 1, mis on ka antud iilesande

vastusteks. Esimene védrtus realiseerub néiteks funktsiooni f(z) = 0, teine aga
funktsiooni f(z) =1 korral.

Peale funktsiooni viartuste mingitel kohtadel voimaldavad oigesti valitud
asendused maarata ma mitmeid funktsioonide omadusi.

Naide 13.
Ulesanne. Olgu antud funktsioon f : R — R, misiga x,y € R korral rahuldab
tingimust f(z +y) = f(x) + f(y). Toesta, et

(a) f on paaritu funktsioon;
(b) iga naturaalarvu n ja iga reaalarvu x korral f(nx) = nf(z).
Lahendus.
(a) Valime suvalise z € R ja asendame x = z, y = —z. Tulemusena saame:
F0) = f(z = 2) = f(2) + f(=2).

Kuna néite 11 pohjal f(0) = 0, siis f(z) = —f(—=2) ja jarelikult on f
paaritu.



(b) Kui n = 0, siis jareldub viide iilesandest 11, juhul n = 1 pole midagi
toestada, juhul n = 2 saame vajaliku viite vottes x = y:

f2r) = flx+2) = f(z)+ fz) = 2f(z).

Uldjuhu jaoks kasutame matemaatilist induktsiooni. Baas on juhtudel
n = 0,1,2 juba kontrollitud, induktsiooni sammu jaoks eeldame mingi
n korral, et f(nx) = nf(x) ja toestame, et siis f((n+1)z) = (n+1)f(x).
Asendame y = nx:

f((n+1)z) = f(z+nx) = f(z) + f(nx) = f(z) + nf(z) =
=(n+1)f(z).

Ulesanne 1. (New York 1976) Mittekonstantsete funktsioonide f, g : R — R
korral kehtivad iga x,y € R jaoks vordused

flx+y) = f(x)g9(y) + g(x)f(v),
g +y)=g(x)gy) — f(2)f(y).

Leia f(0) ja g(0) koik voimalikud védrtused.

1.4 Injektiivsed, siirjektiivsed ja monotoonsed funktsioonid

Olgu X ja Y hulgad.

Definitsioon 2. Funktsiooni f : X — Y nimetatakse injektiivseks ehk tikstihe-
seks, kui mistahes x1, xo € X korral

f(x1) = f(xe) = 1 =29
Teisisonu tahendab funktsiooni iiksiihesus, et kaks erinevat elementi ei voi
selle funktsiooni abil samaks elemendiks kujutuda.

Definitsioon 3. Funktsiooni f : X — Y nimetatakse sirjektiivseks funkt-
siooniks ehk pealekujutuseks, kui mistahes y € Y korral leidub x € X nii, et
flz) =y.

Teisisonu tdhendab pealekujutuseks olemine, et antud funktsiooni vaartus-
tena esinevad koik kujutishulga elemendid.

Definitsioon 4. Funktsiooni f : X — Y nimetatakse bijektiivseks funktsioo-
niks ehk dkstiiheseks vastavuseks, kui ta on injektiivne ja siirjektiivne.

Teisisonu tdhendab funktsiooni bijektiivsus, et koik kujutishulga elemendid
esituvad funktsiooni viartustena téapselt iiks kord.
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Ulesanne 2. Olgu funktsioonid f : X — Y jag : Y — X sellised, et
g(f(x)) = x mistahes x € X korral. Toesta, et f on injektiivne ja g siir-
jektiivne.

Ulesanne 3. Toesta, et mistahes funktsiooni f : X — Y korral leidub hulk Z
ja funktsioonid g : X — Z, h : Z — Y nii, et g on injektiivne, h on siirjektiivne
ja f(x) = h(g(x)) mistahes x € X puhul.

Ulesanne 4. Olgu f : X — X funktsioon, mis rahuldab f(f(x)) = = mistahes
x € R korral. Toesta, et see funktsioon on bijektsioon.

Definitsioon 5. Olgu A C R. Funktsiooni f : A — R nimetatakse kasvavaks
(kahanevaks), kui mistahes z,y € A korral

r<y = [@)<[fly) (fl@)>[y).

Funktsiooni f : A — R nimetatakse mittekahanevaks (mittekasvavaks), kui
mistahes x,y € A korral

r<y = [flo)<fly) (fl@)=f).

Funktsiooni nimetatakse monotoonseks, kui ta on kas mittekahanev voi mitte-
kasvav. Funktsiooni nimetatakse rangelt monotoonseks, kui ta on kas kasvav voi
kahanev.

Ulesanne 5. Toesta, et rangelt monotoonne funktsioon on iiksiihene.

Ulesanne 6. (Itaalia 1999) Leia koik rangelt monotoonsed funktsioonid f : R — R,
mille korral koigi =,y € R jaoks kehtib vordus

fl+ fy) = fz)+y.

1.5 Cauchy meetod

Cauchy’ meetodi korral piiiitakse leida koigepealt funktsiooni f(x) viirtu-
sed naturaalarvude korral, siis tdisarvude ning seejérel ratsionaalarvude korral.
Téiendavaid eeldusi (pidevus, monotoonsus jmt.) kasutades saab lahendi seejé-
rel laiendada koigile reaalarvudele.

Klassikalised néited funktsionaalvorranditest, kus niisugust ldhenemist ra-
kendada saab, on jargmised.

Definitsioon 6. Funktsionaalvorrandeid

fle+y) = f@)+ f(y), (1)

'Prantsuse matemaatiku Augustin Louis Cauchy [ko'si] (1789-1857) jirgi.
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fle+y) = f2)f(y), (2)
flxy) = f(2)f(y), (3)
flzy) = f(z)+ f(y) (4)

nimetatakse Cauchy funktsionaalvorranditeks.

Naide 14.
Ulesanne. Niita, et koik funktsioonid f : Q@ — R, mis rahuldavad vorrandit
(1), avalduvad parajasti kujul f(x) = ax, kus a on mingi reaalarv.

Lahendus. Lihtne on kontrollida, et koik funktsioonid kujul f(z) = ax sobivad
lahendeiks:

flx+y)=alz+y) =ax+ay = f(x)+ f(y)

Néitest 13 teame, et iga naturaalarvu n korral f(nx) = nf(z). Vorrandi (1) ja
naite 11 pohjal

0= f(0) = f(nz + (=nz)) = f(nz) + f(—nz)

jajarelikult f(—nz) = —f(nx) = —nf(x). Seega kehtib vordus f(px) = pf(x)
koigi taisarvude p korral.

Saadud vordusele toetudes piisaks funktsiooni f vadrtuse maaramiseks koigil
tdisarvudel, kui me teaksime tema vidrtust kohal = = 1, siis f(p) = f(p-1) = pf(1).
Kuidas f(1) teada saada? Ulesanne iitleb ette, et see pole voimalik: sobiva
funktsiooni valikul voib f(1) omada suvalist reaalarvulist viidrtust. Ulesanne
titleb rohkemgi: iga f(1) vddrtus realiseerub tépselt ithe sobiva funktsiooni kor-
ral. Et lahendusega edasi minna, tuleb f(1) fikseerida; olgu siis f(1) = a.

Valime niiiid suvalise ratsionaalarvu Z—?, kus p € Z, ¢ € N\ {0} ja néitame,

et f (Z—)) P, a. Eespooltoestatut kasutades saame
q q

pa:f(p)=f(q-§>=q-f<§),

millest jareldubki vajalik vordus. Seega iga ratsionaalarvu x koral f(z) = ax.

Kas voib viita, et suvaline funktsioon f : R — R, mis rahuldab vorrandit
(1), peab esituma kujul f(z) = ax? Osutub, et ei voi. Vorrandil (1) on iildjuhul
lopmata palju lahendeid, mis niisugusel kujul ei esitu, kuid nende konstrueeri-
mine jaab kiesoleva brogiiiiri raamest kaugele vilja.
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Kiill aga néitame, et eeldades lisaks funktsiooni f pidevust jadvad vorrandile
(1) ainult lahendid kujul f(z) = ax.

Naiide 15.
Ulesanne. Niita, et koik pidevad funktsioonid f : R — R, mis rahuldavad
vorrandit (1), avalduvad parajasti kujul f(x) = az, kus a on mingi reaalarv.

Lahendus. Me teame juba niitest 14, et leidub niisugune a € R, et iga x € Q
korral f(z) = ax. Olgu niiiid antud suvaline z € R. Siis leidub jada z, € Q
nii, et x,, — x protsessis n — oo. Kuna f on pidev, siis

fe) =1 () = Jim fo) = lim f(L)r, = £(1) fim 2, = o

Ulesanne 7.

(a) Olgu f : R — R pidev funktsioon. Néita, et vorrandi (2) lahendid esituvad
parajasti kujul f(x) = a”, kus a > 0.

(b) Olgu f : (0,400) — R pidev funktsioon. Niita, et vorrandite (3) ja (4)
lahenditeks on vastavalt funktsioonid f(x) = 2% ja f(x) = alnz, kus
a € R.

Ulesanne 8. Leidugu funktsioonil f punktis z, € R 16plik tuletis. Lahenda
vorrand (1).

Ulesanne 9. Olgu mittekahanev funktsioon f : R — R selline, et ta rahuldab
vorrandit (1). Leia koik sellised funktsioonid f.

Ulesanne 10. Olgu funktsioon f : R — R selline, et ta rahuldab vorrandit (1)
ning kehtib © > 0 = f(x) > 0. Leia koik sellised funktsioonid f.

Ulesanne 11. (Pohjamaade matemaatikavoistlus 1998) Leia koik funktsioonid
f:Q — Q, mille jaoks koigi z,y € Q korral kehtib vordus

flxty)+ flz—y)=2f(z) +2f(y).

1.6 Perioodilised funktsioonid
Definitsioon 7. Funktsiooni f : R — R nimetatakse perioodiliseks perioodiga
p >0, kui f(x) = f(x + kp) mistahes tdisarvu k korral.

Tuntuimad perioodilised on trigonomeetrilised funktsioonid sin x, cos z, tan x,
cot x ja moned nende abil moodustatud liitfunktsioonid.



1.7 Paaris- ja paaritud funktsioonid

Definitsioon 8. Funktsiooni f : R — R nimetatakse paarisfunktsiooniks, kui
f(x) = f(—x), ja paarituks funktsiooniks, kui f(z) = —f(—z) mistahes x € R
korral.

Tuntuimad paarisfunktsioonid on cosx ja ainult paarisastmeid sisaldavad po-
liinoomid; paaritud on aga sin x ning ainult paarituid astmeid sisaldavad polii-
noomid.

Ulesanne 12. Olgu antud funktsioon f : R — R. Esita see kahe funktsiooni
f1ja fo summana nii, et f; oleks paaris- ja fo paaritu funktsioon.

Ulesanne 13. Olgu antud funktsioonid f,¢ : R — R, mis on kas paaris voi
paaritud. Otsusta funktsioonide f+g, f-¢ (korrutamine punktiviisi) ning go f
(liitfunktsioon) paarsuse iile.

1.8 Funktsionaalvorrandid tais- voil naturaalarvudel

Naturaalarvudel méaratud ja naturaalarvuliste vaartustega funktsioonide
korral on tihti oluline kasutada &ra asjaolu, et naturaalarvuga korrutamine
muudab teist naturaalarvu alati suuremaks, v.a. kui vaadeldav tegur vordub
iihega. Nii saab kergesti moodustada lopmatuid vordusteahelaid, mis viivad
vastuolule.

Néiteks funktsionaalvorrandil f(n) = 2f(n 4+ 1), n € N puudub lahend
seepdrast, et ahelvordusest

F()=2/(2) = 22f(3) = ... = 2" ' f(n) = ....

jareldub, et 2" | f(1) iga n korral. See pole aga naturaalarvude vallas voimalik.

Tihti ongi naturaalsete viartustega funktsioonide korral iilesandeks: toesta,
et ei leidu funktsiooni, mis rahuldaks antud funktsionaalvorrandit. Mugavaks
viisiks vastuolu saamisel voib sel juhul osutuda néditamine, et funktsiooni teatud
vaartus peab olema murdarvuline vint.

Kéesolevas oppevahendis jatame korvale arvuteoreetilisi funktsioone kasuta-
vad ja kindlasti diskreetse matemaatika valdkonda kuuluvad funktsioonidega
seotud iilesanded.
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1.9 Arvjadad

1.9.1 Arvjada moiste

Definitsioon 9. Kui igale naturaalarvule n on seatud vastavusse kindel reaal-
arv x,, siis deldakse, et on antud arvjada (ehk lihtsalt jada)

X1,y ooy Ty - (5)

Arvusid z,, nimetatakse jada (5) litkmeteks (voi elementideks). Arvu n nime-
tatakse jada litkme x, indeksiks. Jada (5) tédhistatakse ka siimboliga (z,),-

n=1
voi lihtsalt (x,,). Jada (z,,), kus x,, = x; mistahes n € N korral, nimetatakse

konstantseks jadaks.

Definitsioon 10. Arvjadade (z,,) ja (y,) summaks nimetatakse jada (x, +y,),
vaheks — jada (z, — y,), korrutiseks — jada (z,y,) ning kui y, # 0, n € N,

x
siis jagatiseks — jada (—).

Yn
Definitsioon 11. Oeldakse, et arvijada (z,,) on
a) dlalt tokestatud, kui leidub arv M € R nii, et z, < M, n € N;
b) alt tokestatud, kui leidub arv M € R nii, et z,, > M, n € N;
c) tokestatud, kui leiduvad arvud M, m € R nii, et m <z, < M, n € N.
Ulesanne 14. Toesta, et jada (x,) on tokestatud parajasti siis, kui leidub
reaalarv L > 0 nii, et |x,| < L, n € L. Mis jadaga on tegemist, kui L = 07
1.9.2 Arvjada piirvaartus

Definitsioon 12. Arvu a € R nimetatakse jada (x,) piirvidrtuseks ja kirju-
tatakse

lim =a voi limz,=a voi limx, =a
n—oo n
VOl
r, — a VOl I, — a,
n—oo

kui iga reaalarvu € > 0 korral leidub indeks N € N selliselt, et kui n > N, siis

|z, —a| <e.
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Kuna vorratus |z, — a| < € on samavéérne tingimusega x,, € (a — €,a + €),
siis voib jada piirvadrtuse definitsiooni sonastada ka jargmiselt: deldakse, et
arv a € R on jada (x,) piirvadrtus, kui vastavalt arvu a mistahes dmbrusele
leidub indeks N € N, millest alates koik jada (x,) liitkmed kuuluvad sellesse
timbrusesse.

(=n"

Joonisel ndeme arvjada x, = 2 — esimesi elemente x1, 9, ..., 9.

n
Selle arvjada piirviartus a = 2. Valisime € = 0,1 ning ndeme, et alates liikmest
x19 on koik jada liikmed timbruses (2 — €,2 + ¢) (tdhistatud punktiiriga).

25

2.0

1.5
!
)

>

Definitsioon 13. Oeldakse, et arviada on koonduwv, kui tal on olemas piirvir-
tus @ € R. Kui lim z,, = a € R, siis 6eldakse ka, et jada (z,) koondub arvuks
a voi et arvud $T;_)/§30nduvad purvaartuseks a.

Oeldakse, et arviada on hajuv, kui ta pole koonduv.
Ulesanne 15. Tdesta, et koonduval jadal on ainult iiks piirvéirtus.
Ulesanne 16. Toesta, et koonduv jada on tokestatud.

Definitsioon 14. Oeldakse, et arvjada (x,) on hddbuv (ehk lopmata viike)

kui lim z, = 0.
n—oo

’

12



Niisiis, jada (z,) on hadbuv parajasti siis, kui iga reaalarvu € > 0 korral
leidub indeks N € N selliselt, et kui n > N, siis

|z,| < e.

Ulesanne 17. Téesta, et jada (z,,) koondub arvuks a parajasti siis, kui tema
litkmed esituvad kujul x,, = a + a,, kus («,) on hddbuv jada.

Ulesanne 18. Tdesta, et hiibuvate jadade summa ja vahe on hiidbuvad jadad.

Ulesanne 19. Tdesta, et tokestatud jada ja hiibuva jada korrutis on hidbuv
jada.

Definitsioon 15. Oeldakse, et jada (z,,) piirvidrtus on oo ja kirjutatakse
lim z, =00 vOi =z, — 00 VOl x, — 00,
n—oo n—oo

kui iga reaalarvu F > 0 korral leidub indeks N € N selliselt, et kui n > N, siis
r, > FE.

Definitsioon 16. Ocldakse, et jada (z,,) piirvidrtus on —oo ja kirjutatakse
lim z, = —00 VvOlI z, — —00 VOI X, — —00,
n—00 n—0oo

kui iga reaalarvu F > 0 korral leidub indeks N € N selliselt, et kui n > N, siis
r, < —F.

Definitsioon 17. Oeldakse, et jada (z,,) on lopmata suur, kui lim |z,| = oco.
n—oo

1.9.3 Koonduvate jadade omadused

Ulesanne 20. Toesta, et koonduvate jadade (z,) ja (y,) summa (z, + y,),
vahe (z,, — y,), korrutis (z,y,) ning kui y, # 0, n € N, ja lim y, # 0, siis ka
n—oo

x
jagatis (—n> on koonduvad jadad, kusjuures

Yn

lim (z, + y,) = lim x, + lim y,,
n—oo n—oo n—oo
n—o00 n—od n—odo
lim (z,y,) = lim x, lim y,,
n—oo n—o0 n—oo

_ T lim,, .~ x,
lm|(— ) = ————,
n—00 \ Yp hmn—>oo UYn

13



Ulesanne 21. Olgu (z,) koonduv jada ning olgu b € R. Toesta, et
a) Kui alates mingist indeksist z,, < b, siis ka

lim x, <0b.
n—oo

b) Kui alates mingist indeksist x,, > b, siis ka

lim x, > b.
n—oo

Voib juhtuda, et koonduva jada litkmed rahuldavad ranget vorratust x,, > b,

kuid lim z,, = b. Naiteks kui x,, = —, siis x,, > 0, kuid lim x, = 0.
n—00 n n—0aoo

Ulesanne 22. Olgu antud arv a € R. Leia jadad (z,) ja (y,) nii, et

Tp < a<yp, neN, ent lim x, =a= lim y,.
n—oo n—oo

Ulesanne 23. Olgu (z,) ja (y,) koonduvad jadad, kusjuures alates mingist
indeksist x,, < y,,. Toesta, et siis ka

lim z, < lim y,.
n—oo n—oo

Jada piirvidrtuse omadust siilitada jarjestus (vt. iilesanded 21 ja 23) nime-
tatakse jada puirvddrtuse monotoonsuseks.

Ulesanne 24. (nn. séindvitsiteoreem) Rahuldagu jadade (), (yn) ja () liik-
med alates mingist indeksist tingimust
Tn < Yn S Zn

ning koondugu jadad (z,) ja (z,) iihiseks piirvadrtuseks ¢ € R, s.t.

lim z,, = lim z, = c.
n—oo n—oo

Toesta, et siis on ka jada (y,,) koonduv, kusjuures

lim y, = c.
n—oo

Jargnev iilesanne on iilesande 24 1opmatu analoog.
Ulesanne 25. Rahuldagu jadade (z,,) ja (y,) litkmed alates mingist indeksist

tingimust z,, < y,.

a) Kui lim z,, = oo, siis ka lim y,, = cc.

n—oo n—oo
b) Kui lim y, = —o0, siis ka lim z,, = —o0.
n—oo n—oo
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1.9.4 Monotoonsed arvjadad
Definitsioon 18. Ocldakse, et jada (z,,) on
a) mittekahanev, kui x,, < 41, n € N;

b) mittekasvav, kui x, > x,11, n € N.

Mittekahanevaid ja mittekasvavaid jadasid nimetatakse monotoonseteks jada-
deks.

Definitsioon 19. Oeldakse, et jada (z,,) on
a) kasvav, kui z,, < x,41, n € N;
b) kahanev, kui x, > x,+1, n € N,

Kasvavaid ja kahanevaid jadasid nimetatakse rangelt monotoonseteks jadadeks.

Ulesanne 26.

a) Olgu jada (z,,) mittekahanev. Tdesta, et see jada koondub parajasti siis, kui
ta on iilalt tokestatud.

b) Olgu jada (z,) mittekasvav. Toesta, et see jada koondub parajasti siis, kui
ta on alt tokestatud.

Ulesanne 27. Niita, et jada (z,), kus

1 n
n

on iilalt tokestatud ja mittekahanev.

.. 1\"
Ulesanded 26 ja 27 annavad, et jada x, = (1 + —) koondub. Selle jada
n

piirvadrtust nimetatakse arvuks e.

1.9.5 Arvjada osajadad

Definitsioon 20. Olgu (z,,) arvjada ning olgu (k,) mingi kasvav naturaalar-
vude jada, s.t. k, € N, n € N, ja

ki <ko<ksg<...<k,<...
Eraldame jadast (x,) vilja liikmed indeksitega
ki, ko ks, ... kn,...
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ning reastame nad samas jirjekorras:

$k1,$k2,$k3, .. .,xkn, Ce

Saadud arvjada (zy, ),-; nimetatakse jada (x,),"; osajadaks.

Ulesanne 28. Tdesta, et

a) Kui jada (z,) koondub arvuks a € R, siis ka jada (x,) mistahes osajada
koondub arvuks a.

b) Kuijada (x,) piirvdédrtus on oo, siis ka jada (z,,) mistahes osajada piirviértus
on oo.

¢) Kui jada (z,) piirvddrtus on —oo, siis ka jada (z,) mistahes osajada piir-
vaartus on —oo.

Ulesanne 29. Tdesta, et iga jada sisaldab monotoonse osajada.

Ulesanne 30. (Bolzano®-Weierstrassi® teoreem) Toesta, et mistahes tokestatud
jadast saab vilja eraldada koonduva osajada.

Ulesanne 31. (B-W teoreemi lopmatu analoog) Toesta, et

a) Mistahes tilalt tokestamata jadast saab vilja eraldada osajada, mille piir-
vaartus on oo.

b) Mistahes alt tokestamata jadast saab vélja eraldada osajada, mille piirvéér-
tus on —oo.

1.9.6 Arvread

Definitsioon 21. Olgu antud arvjada (a,). Formaalset summat

o0
Zan:Zai:a1+a2+...+an+...
i=1

nimetatakse arvreaks ehk lihtsalt reaks.

Definitsioon 22. Oeldakse, et arvrida Zan koondub, kui tema osasummade

.ada
i_— n—=

koondub. Vastasel korral 6eldakse, et arvrida hajub.

*T§ehhi matemaatiku Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848) jirgi.
#*Saksa matemaatiku Karl Theodor Wilhelm Weierstrassi (1815-1897) jirgi.
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Definitsioon 23. Oecldakse, et arvrea Zan summa on A € RU {zo0}, kui
selle arvrea osasummade piirvadrtus on A.

Ulesanne 32. Toesta, et kui arvrida Z a, koondub, siis lima,, = 0.

1.9.7 Aritmeetiline ja geomeetriline jada
Definitsioon 24. Olgu antud arvjada (a,). Kui jadas (a,) kehtib omadus
as — a1 = Qp11 — Ay = const = d,

n € N, siis nimetatakse jada (a,) aritmeetiliseks jadaks. Konstanti d nimeta-
takse sealjuures aritmeetilise jada (a,) vaheks.

Juhul d = 0 osutub aritmeetiline jada (a,) konstantseks jadaks.
Praktikas ndeme tihti, et aritmeetilise jada indeksite hulgaks voetakse NU{0},
s.t. jadaks on ag, ay, as, . . ..

Ulesanne 33. Niita, et aritmeetilise jada (a,) korral kehtib
a, =a;+ (n—1)d.

Téhistame
S, =a1+ay+...+a,.

Niita, et esimese n litkme summa

Definitsioon 25. Olgu antud arvjada (b,,), kusjuures b, # 0, n € N. Kui jadas
(b,) kehtib omadus
b2 bn+1

P = const = q,
by b, 1

n € N, siis nimetatakse jada (b,) geomeetriliseks jadaks. Konstanti ¢ nimeta-
takse sealjuures geomeetrilise jada (b,,) teguriks.

Juhul ¢ = 1 osutub geomeetriline jada (b,,) konstantseks jadaks.

Praktikas ndeme tihti, et geomeetrilise jada indeksite hulgaks voetakse
N U {0}, s.t. jadaks on by, by, b, . . ..

Ulesanne 34. Niita, et geomeetrilise jada (b,) korral kehtib

n—1

bn:bl'q
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Tahistame
S,=bi+by+...+0b,.

Niita, et esimese n litkme summa

bi(q" — 1).

Spo=bi(l1+q+¢+...+¢" 1 = i1

Ulesanne 35. Niita, et geomeetriline jada (b,) koondub parajasti siis, kui
jada tegur |g| < 1. Juhul kui geomeetriline jada (b,,) koondub, leia lim b, ning

n—oo
geomeetrilise rea

S=b1+b2+...+bn+...= lim Sn
n—oo
summa.
Ulesanne 36. (Eesti loppvoor, 2000.a., 12. klass) Olgu x # 1 fikseeritud posi-
tilvne arv ja ap, as, as, ... mingi arvjada. Toesta, et =, 2%, %, ... on mitte-
konstantne geomeetriline jada siis ja ainult siis, kui aq, as, as, . .. on mittekons-

tantne aritmeetiline jada.

1.9.8 Rekurrentsed vorrandid
Voib juhtuda, et jada (a,) on antud kujul

an = f(an_1,0n—2,...,0a1),

kus f on mingi avaldis, mis sisaldab (voib-olla mitte koiki) litkmeid a,,—1, a;,—2,

, a1. Tuntuimaks néiteks on siin vahest Fibonacci jada, mis defineeritakse
=1 F, =1, F, = F, 1+ F, o juhul n > 2. Selliste jadadega opereeri-
mine voib olla mugav, kui onnestub avaldada need oma iildliikme kujul, s.t.
a, = g(n), kus g on avaldis, mis soltub ainult arvust n ning ei sisalda enam
jada (a,) liikmeid ilmutatud kujul.

Taoliste nn. rekurrentsete vorrandite lahendamine on alati voimalik, kui a,
soltub oma eelmistest litkmetest lineaarselt. Lahendame néiteks teist jarku li-
neaarse rekurrentse vorrandi

ap = blanfl + b2an727 (6)

millel on veel lisaks antud jada esimesed kaks liiget a; ja as.
Moodustame vorrandist (6) ldhtuvalt tema karakteristliku vorrandi

¢ = biq + by,
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mille lahendid olgu ¢; ja g2 (need lahendid voivad olla ka kompleksarvulised).
Oletame niitid, et koigi indeksite £ < n — 1 korral kehtib valem

ap = Cle + C2Q§a (7)

kus c; ja co on mingid konstantsed suurused. Toestame, et seesama valem kehtib
ka a,, jaoks,

Up = b1an 1+ boay, o = bi(c1q]t + cagh ™) + ba(e1q] T 4 cagh ) =
= gy (g + b2) + cagy (biga + b2) =
= aqi gt el 6 = ad) +ed.
Niiiid jadb veel méarata induktsiooni baasi tarvis vajalikud suurused ¢; ja co,

mis peavad olema sellised, et valem (7) kehtiks juhul & = 1,2. Suurused ¢, ¢
médramegi siis lineaarvorrandisiisteemi

{ a; = c1q1 + €242 (8)
.2 2

as = €14y + €205

lahenditena.

Mirkus. Vorrandisiisteemi (8) lahendamine on lihtsam, kui vaadelda jadasid,
mille indeksite hulk on NU {0}.

1.10 Poliinoomid

Definitsioon 26. Funktsiooni P : R — R nimetame polinoomaks, kui leiduvad
nisugune naturaalarv n ja niisugused reaalarvud a, # 0,a,_1, ..., a1, ag, et iga
x € R korral

P(z) = apz"™ + a1 2"V agr + ap.

Naturaalarvu n nimetame poliinoomi P astmeks (tahistatakse deg P) ning

reaalarve a,,a,_1,...,a1,ap tema kordajateks. Arvu xo nimetame poliinoomi

P juureks, kui P(xy) = 0.

Analoogiliselt voib poliinoome defineerida ka taisarvudel, ratsionaalarvudel jne.
Peale tavaliste votete funktsionaalvorrandite lahendamisel saab poliinoomide

korral kasutada veel monesid tulusaid omadusi.

Teoreem 1. Kaks poliinoomi on vordsed parajasti siis, kui nende astmed ja
kordajad on vastavalt vordsed.

Teoreem 2. (Bézout™ teoreem) Kui x5 on poliinoomi P juureks, siis avaldub
P(z) kujul P(z) = (x — 29)R(x) mingi poliinoomi R jaoks.

*Prantsuse matemaatiku Etienne Bézout’ (1730-1783) jirgi
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Ulesanne 37. (Balti Tee 1998) Olgu P 6. astme poliinoom ning rahuldagu
reaalarvud a ja b tingimusi 0 < a < b. Olgu P(a) = P(—a), P(b) = P(-b)
ning P'(0) = 0. Toesta, et iga x € R korral kehtib vordus P(x) = P(—x).
1.10.1 Poliinoomi kordajate leidmine

Olgu antud poliinoom
P(z) = apz"™ + a2 P a4 ag

kujul, kust ei ole voimalik otseselt tema kordajaid véilja lugeda. Siis voime
kasutada jargmisi omadusi:

Ulesanne 38. Tdesta, et

1) P))=ap+a;+as+ ...+ ay;

2) P(-1)=ay—a1+ag— ...+ (—1)"ay;
P(1)+ P(—1
P(1) — P(-1)
4) 5 =a1+a3+a5+...+a2.[%1+1.

Ulesanne 39. Tdesta, et

" (3) (n)
ap = f(0), ay= f'(0), ay= f2(!0)’ as = / 3!(0), N f (O)

Mirgime®, et iilesades 39 leitud kordajad esinevad samal kujul ka poliinoomi-
dest iildisemate avaldiste, astmeridade teoorias. Nimelt toestatakse seal
Teoreem 3. (Taylori® teoreem) Eksisteerigu funktsioonil f punktis a 16plik
n-jarku tuletis (n € N). Siis argumendi z iga vddrtuse korral punkti @ mingist
timbrusest kehtib Taylor: valem

f"(a)
2!

f(z) = fla)+ f'(a)(x—a)+ (x—a)*+...+

kus lim _rul®) = 0.
r—a (x — a)”
Vottes teoreemis 3 a = 0, f(z) = P(z) ning n = deg P, saamegi iilesande
39 lahenduse.

®Selle 16igu vahelejitmine ei sega jirgnevast arusaamist
6Inglise matemaatiku Brook Taylori (1685-1731) jirgi.
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1.10.2 Poliinoomide juurte leidmisest

Et on, mida leida, pohjendab

Teoreem 4. (Algebra pohiteoreem’) Mistahes kompleksarvuliste (sh. reaalar-
vuliste) kordajatega poliinoomil f(x) = a,z"+ ...+ ay (kus a, # 0) on téipselt
n kompleksarvulist juurt (lugedes iga juurt niimitu korda, kui suur on selle
kordsus).

Jareldus 4.1. Mistahes kompleksarvuliste kordajatega poliinoom lahutub li-
neaartegurite korrutiseks:

f(x):a'@f_cl)kl‘...-(:U—Cs)ks’

kus ¢y, . .., cs on poliinoomi f(x) paarikaupa erinevad (iildiselt kompleksarvuli-
sed) juured, iga juure ¢; kordsus on k;, k1 +. . .+ks = deg f ning a on poliinoomi
f(x) pealitkme kordaja.

Jareldus 4.2. Mistahes n-astme poliinoomil (n > 1) on iilimalt n erinevat
reaal- voi kompleksarvulist juurt.

Jareldus 4.3. Kui kahe n-astme poliinoomi viartused langevad kokku n + 1
punktis, siis langevad nende poliinoomide viartused kokku koikjal, st need po-
liinoomid on vordsed.

Lineaar- ja ruutpoliinoomi juured leiame koolikursusest tuntud valemite jér-
gi. Kolmanda ja neljanda astme poliinoomide juurte leidmiseks on valemid vélja
tootatud®, aga need on liialt keerulised praktiliseks kasutamiseks. On toestatud
(Abeli9 teoreem), mille kohaselt viienda ja korgema astme poliinoomide juu-
ri ei onnestu iildkujul avaldada. Siiski on voimalik kasutada teatud kaudseid
votteid ka korgema astme poliinoomide (vihemalt ratsionaalarvuliste) juurte
leidmiseks.

Teoreem 5. Kui téisarvuliste kordajatega poliinoomil
apx” + a1 '+ .. . +a, x+a,=0

on ratsionaalarvuline juur b (p ja q on iihistegurita), siis a, jagub p-ga ja ag

)

jagub g-ga.

"Teoreemi tdestas esmakordselt saksa matemaatik Carl Friedrich Gauss 1799.a.

8Kuupvorrandi lahendivalemeid nimetatakse Cardano valemiteks itaalia matemaatiku Girolamo Cardano
(1501-1576) jargi. Siiski lahendasid kuupvérrandi esmakordselt séltumatult itaalia matemaatikud Scipione
dal Ferro (1465-1526) ja Nicolo Tartaglia (1499-1557).

Neljanda astme vorrandi lahendivalemi leidis itaalia matemaatik Lodovico Ferrari (1522-1565).

Norra matemaatiku Niels Henrik Abeli (1802-1829) jirgi.
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Teoreem 6. Kui a on polilnoomi f(x) juur, siis f(k) jagub arvuga k — a, kus
ke Z.

Poliinoomi agz™ + ajz” ' + ... + a,_1x + a, nimetatakse simmeetriliseks
poliinoomaks, kui ay = a,, a1 = ap_1, a2 = Gy_9, . ... Siimmeetrilised on néiteks
poliinoomid

2® —dxt + 323 + 32% — 4o + 1,
228 — 5at 4+ 23 — 5 + 2,
x4+ 1.

Paneme kohe tahele, et £ = 0 ei ole siimmeetrilise poliinoomi juureks, vas-

tasel korral oleks kordajate siimmeetrilisuse tottu pealiikme kordaja 0.

Ulesanne 40. Toesta, et paarituastmelise siimmeetrilise poliinoomi iiheks

juureks on z = —1.
Ulesanne 41. Toesta, et kui siimmeetrilise poliinoomi juureks on x; = «, siis
1

on tema lahendiks ka zo = —.
o

. 1 1
Ulesanne 42. Toesta, et suurus z" + — on avaldatav x 4+ — poliinoomina.
x x

Jargnevad kaks {ilesannet toovad dra simmeetrilise vorrandi P(x) = 0, kus
P on siimmeetriline poliinoom, lahendamise votted.

Ulesanne 43. Tdesta, et paarisastmeline siimmeetriline vorrand taandub asen-
dusega r + — = y vorrandiks, mille aste on kaks korda madalam.

x
Ulesanne 44. Toesta, et paarituastmelise siimmeetrilise vorrandi jagamisel
kakslitkmega = + 1 saame paarisastmelise siimmeetrilise vorrandi.

Néaeme, et taielikult oskame niiiid leida kuni viienda astme siimmeetriliste
poliinoomide juuri.

1.10.3 Poliinoomide kordsed juured

Definitsioon 27. Arvu zy nimetatakse poliinoomi P(x) k-kordseks juureks,
kui (z — z0)* | P(2), aga (x — z0)F JP(z).

Teoreem 7. Kui z(y on poliinoomi P(x) k-kordne juur, siis xy on poliinoomi
P'(z) k — 1-kordne juur (P'(x) tihistab poliinoomi P(z) tuletist).

Ulesanne 45. Toesta teoreem 7.
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1.10.4 Viéte’i valemid

Teoreem 8. (Victe'”i teoreem) Kui z1, z9, 23, . . ., x,, on poliinoomi
P(z)=a2"+a12" ' +as" 2+ ...+ a,_17 + ay,
juured, siis kehtivad Viete’s valemad
rL+xo+ ... +x, = —aq,
r1xo+ 11 —3+ ...+ —n—1x, = a9,
T1T2T3 + T1T2T4 + ... + Tp—2Tp—1Tp = —Aa3,
T1ToT3 . .. Ty = (—1)"ay,.
Valemite toestamiseks piisab kirjutada poliinoom P(z) tegurdatuna juurte
jargi lineaarteguriteks ning need uuesti kokku korrutada.

1.11 Geomeetrilised funktsionaalvorrandid

Funktsioone ei saa defineerida mitte ainult arvuvaldadel, vaid ka teistel hul-
kadel, néiteks tasandi voi ruumi punktidel. Tuntumad néited tasandi punkti-
del defineeritud funktsioonidest on geomeetrilised teisendused (liikkked, peegel-
dused, homoteetiad jne). Mingitele tingimustele vastavate geomeetriliste funkt-
sioonide otsimisel ei saa sageli kasutada arvfunktsioonide leidmisel kasutata-
vaid votteid (kasvamine-kahaneimne, algebralised tehted jne), kuid see-eest on
meie kdsutuses mitmed geomeetriast périnevad tehnikad (stimmeetria, vekto-
rite skalaarkorrutis jm). Samuti omavad geomeetrilistel objektidel defineeritud
funktsioonide korral motet tildisest hulgateooriast parinevad injektiivsuse, siir-
jektiivsuse ja bijektiivsuse moisted.

Ulesanne 46. (Valgevene 1999) Kas leidub selline

(a) tasandi bijektsioon iseendasse

(b) kolmemdotmelise ruumi bijektsioon iseendasse

(olgu ta f), et suvalise kahe erineva punkti A ja B korral on sirged AB ja
f(A)f(B) risti?

Ulesanne 47. (Rumeenia 1996) Olgu n positiivne tdisarv ja D punktihulk
tasandil, mis koosneb n kontsentrilisest ringjoonest. Tahistame punktide A ja
B vahelist kaugust d(A, B). Toesta, et kui funktsioon f : D — D rahuldab iga
A, B € D korral vorratust d(f(A), f(B)) > d(A, B), siis iga A, B € D korral
kehtib tegelikult vordus d(f(A), f(B)) = d(A, B).

'9Prantsuse matemaatiku Frangois Viéte'i (1540-1603) jérgi.
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1.12 Binaarsed tehted

Sageli kasutatakse kahe muutujaga ekh binaarsete funktsioonide esitamisel
kirjaviisi p(x,y) asemel kirjaviisi zyy. Tuntumad néited sellistest funktsiooni-
dest on liitmine, lahutamine, korrutamine ja jagamine. Binaarseid funktsioone
nimetatakse vahel ka binaarseteks teheteks.

Definitsioon 28. Utleme, et binaarne tehe % : X x X — X on kommutatiivne,
kui iga x,y € X korral kehtib vordus

TxY =17Y*T.

Definitsioon 29. Utleme, et binaarne tehe % : X x X — X on assotsiatiivne,
kui iga x,y, z € X korral kehtib vordus

Ulesanne 48. (Tschhi-Slovaki mats 1996) Olgu M mittetiihi hulk ja * sellel
hulgal antud binaarne tehe, mille korral iga a,b € M jaoks kehtivad vordused

(axb)xb=a ja ax*(axb) =0
(a) Néita, et tehe * on kommutatiivne.

(b) Milliste loplike hulkade M korral toodud tingimustele vastav tehe eksis-
teerib?

Ulesanne 49. (Balti Tee 1990) Kasutame siimbolit * binaarsete tehete ti-
histamiseks. Kirjuta niisugune vordus, kus kasutatakse stimbolit *, muutujaid
ja sulge ning mis on alati toene, kui siimbol * tdhistab kas kommutatiivset
voi assotsiatiivset tehet, kuid on {ildjuhul vadr mingi mittekommutatiivse ja
mitteassotsiatiivse tehte *x jaoks.

Ulesanne 50. (Venemaa 1998) Binaarne tehe * : R x R — R rahuldab koigi
reaalarvude a, b, ¢ korral vordust (a*b) xc = a+ b+ c. Tdesta, et axb = a+0.
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2 Ulesandeid harjutamiseks

Ulesanne 51. (Horvaatia 2002) Leia koik funktsioonid f : RT — R™ mis iga
z,y € R korral rahuldavad tingimust f(z¥) = f(z)/¥).

Ulesanne 52. (Modifitseeritud 1980. aasta Luxembourgi asendus-IMO fiiles-
andest) Olgu f : R — R pidev funktsioon ning f(1) = 2. Leia koik sellised
funktsioonid f, mille korral

flzy) = f(x)fy) = fle+y)+1, xyelR

Ulesanne 53. (Rumeenia 1997, 111 voor) Leia kdik funktsioonid f : R — [0, 00),
mis rahuldavad vorrandit

f@+ 7)) = f(a® =) + f(2zy).

Ulesanne 54. (Kanada harjutusiilesanne 1997-98) Leia koik sellised funktsioo-
nid f : R — R, mis iga x,y € R korral rahuldavad tingimust

(z—y)f(z+y) — (x+y)flz—y) =day(a® — ).

Ulesanne 55. (Kanada IMO treeningvoistlus 1996) Leia koik funktsioonid
f iR — R, mis rahuldavad tingimust

(e =y)) = flx) = fly) + f(@)f(y) — zy.

Ulesanne 56. Leia koik funktsioonid f : R™ — R, mis iga =,y € RT korral
rahuldavad tingimust

f@ ) =v'f (5) +2F (3).

Ulesanne 57. (Sloveenia harjutusiilesanne)
a) Leia koik siirjektiivsed funktsioonid f : R — R, mille korral mistahes
x,y € R puhul

flx+ f(y) =flx+y)+ 1

b) Leia koik injektiivsed funktsioonid f : R — R, mille korral mistahes
x,y € R puhul

flx+ f(y) =flx+y)+ 1
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Ulesanne 58. Leia koik funktsioonid f : R — R, mis iga x,y € R korral
rahuldaksid tingimust

fxf(y)) = zy.

Ulesanne 59. (Eesti valikvéistlus IMO kandidaatidele 2000) Leia koik selli-
sed positiivsete tdisarvuliste viadrtustega funktsioonid f(n), mis on méératud
koikide positiivsete taisarvude n jaoks ning rahuldavad iga niisuguse n korral

tingimust f(f(f(n))) + f(f(n)) + f(n) = 3n.
Ulesanne 60. (Eesti oliimpiaad 1986, IT voor, 10.(11.) klass) Funktsioon f(z)
rahuldab seost

f(x)
3f(x) =1
(siin p # 0 on fikseeritud) mistahes © € R korral. Toesta, et funktsiooni f
periood on 2p.

Ulesanne 61. (Itaalia 1998) Olgu f : R — R selline funktsioon, et iga z € R
korral

flx+p) =

f(10+ x) = f(10 — x), f(20+x) = —f(20 — z).

Toesta, et f on paaritu perioodiline funktsioon.

Ulesanne 62. (Peruu valikvoistlus oliimpiaadiks ,Cono Sur”, 1994) Olgu
f R — R selline, et

f@+ fy) =y+ f(x)?

mistahes =,y € R korral.

a) Toesta, et f(0) = 0.

b) Leia f(1994).
Ulesanne 63. (Iraan, 1997) Tihistagu N koikide positiivsete tiisarvude hulka.
Vaatleme funktsioone f : N — N, mis rahuldavad iga n € N korral tingimusi

f(n) =2 ja
fr)+ fn+2)=f(n+4)f(n+6)—1997.

a) Leia f(1997) ja f(1999), kui f(1) = 2.
b) Kirjelda koik antud tingimusi rahuldavad funktsioonid.
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Ulesanne 64. (Kanada harjutusiilesanne, 1997-98) Olgu f(1) = 1 ja f(2) = 3.
Kehtigu n > 3 korral

f(n) =max{f(r)+ f(n—r)|1<r<n—1}.

Leia, millist tingimust peab rahuldama arvupaar (a,b), et kehtiks vordus
fla+0b) = fla)+ f(b).

Ulesanne 65. Leia koik funktsioonid f : R — R, mis rahuldavad iga z,y € R
korral tingimusi f(z) < zja f(z+y) < f(z) + f(y).

Ulesanne 66. (Iirimaa, 1996) Téhistame K = [0, 1]. Olgu f : K — R selline
funktsioon, et

1) f1)=1;
(ii) f(x) > 0 mistahes z € K korral,
(iii) kui z,y,x +y € K, siis f(z+y) = f(x) + f(y).
Toesta, et f(x) < 2z mistahes © € K korral.

Ulesanne 67. (Austria-Poola matemaatikavoistlus 1978) Leia koik funktsioo-
nid f: R" — R, mis koigi x, y € R korral rahuldavad vordust

flx+y) = f@®+ ).

Ulesanne 68. (IMO 2002) Leia koik funktsioonid f : R — R, mis koigi
x,y, 2, t € R korral rahuldavad vordust

(f(@) + fC) )+ f(1) = [oy — 2t) + flat +yz).

Ulesanne 69. (Balti Tee 1997) Leia koik funktsioonid f : R — R, mis koigi
x,y € R korral rahuldavad vordust

f(x)f(y) = flx —y).

Ulesanne 70. (Balti Tee 1998) Olgu Z™ kéigi positiivsete taisarvude hulk. Leia
koik funktsioonid f : Z* x ZT — Z*, mis koigi x,y € Z" korral rahuldavad
vordusi

f(x,x) =7,
flz,y) = f(y, x),
(z+y)f(z,y) =yf(v,z+y)
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Ulesanne 71. (Balti Tee 1995) Leia koik funktsioonid f : R\ {0} — R, mis
rahuldavad vordusi

f) =1

(51 (2) () moroaso
(z+y)f(z+y) =zyf(z)f(y), kui z,y,z +y # 0.

Ulesanne 72. (Rumeenia 1996) Olgu antud naturaalarv n > 2 ja niisugu-
ne funktsioon f : R* — R, mis iga korrapirase n-nurga A;A,... A, korral
rahuldab vordust

(A + f(Ag) ..+ f(A) =0,

Toesta, et f on nullfunktsioon.

Ulesanne 73. (Rumeenia 2000) Olgu S mingi kera ja C mingi ringi sisepunkti-
de hulk. Kas leidub niisugune funktsioon f : S — C, mille korral iga A, B € S
jaoks kehtib vorratus |[AB| < |f(A)f(B)|?

Ulesanne 74. (Iraan 1998) Olgu fi, fo, f3 : R — R niisugused funktsioonid,
et funktsioon

ai f1 + azfo + azf3

on monotoonne koigi reaalarvude a1, as, ag korral. Toesta, et leiduvad sellised
c1, C2, c3 € R, mis ei ole koik nullid ja mille korral iga z € R jaoks kehtib vordus

c1fi(x) + eafo(z) + c3f3(x) = 0.

Ulesanne 75. (Eesti 1977, 11 voor, 10. klass) Olgu 41 = sinz,,, kus 2; = 1.

Niita, et lim x,, eksisteerib ja leia see piirvaartus.
n—oo

Ulesanne 76. (Eesti 1975, 111 voor, 9. klass) Jada (a,) on antud jirgmiselt:

a, [ a? 1
p— 1 = — —n .

Toesta, et antud jada ei ole tokestatud.

Ulesanne 77. (IMC Eesti valikvoor 2001) Olgu (a,) tokestatud jada, mis ra-
huldab tingimust

1
on
mistahes n € N korral. Toesta, et see jada koondub.

Ap+1 > ap —
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Ulesanne 78. (IMC 2001) Olgu ag = V2, by = 2, apy1 = \/2 — 4 —a2,

2b,
_ T ot lim 2"a. — lim 2. nine lei e _
b1 . m oesta, et nl_)l’{.lo ay, nl_)I{.lo b, ning leia see piirvaartus
Ulesanne 79. (Eesti lahtine voistlus, siigis 1993) Reaalarvude jada ag, a1, as, ...
on maaratud valemitega

apg=x, a=yY, aq=a,_9+a_1 (i=>2).

Milliste z ja y vdédrtuste korral on see jada tokestatud (s.t. leidub positiivne arv
M nii, et |a;| < M igai=0,1,2,... korral)?

Ulesanne 80. (IMO 1982) Vaatleme positiivsete reaalarvude jada (z,,), mille
korral zp =1ljaxg > a1 2> 29 > ...

a) Toesta, et mistahes sellise jada korral leidub n > 1 nii, et

2 2 2
X X X
20 A4 2l > 3999,
I1 o) T

b) Leia jada (z,,), mille korral

2 2 2

X X

1 n—
- + - —|_ . +

X1 x2 Ln

L <4

mistahes n puhul.

Ulesanne 81. (Briti 1997, I voor) Olgu jada (a,) antud jirgmiste vordustega:

n+1
a; = 1, an:( )(al—l—ag—l—...—i—an_l), n > 1.

n—1
Leia ai1997.
Ulesanne 82. (Rumeenia 1996 11 eelvoor IMO kandidaatidele) Jada (a,) on
defineeritud jargnevalt: kui p1, po, ..., pr on arvu n erinevad algarvulised jaga-

jad, siis a,, = pfl +p§1 +.. .+p];1. Néita, et mistahes positiivse taisarvu N > 2
korral
N

Zagag---an < 1.

n=2

Ulesanne 83. Toesta samasus
1 1 1 n—1

datd) (atrd@r2d T arm-2d et m-Dd  a-a
kus a, =a+ (n—1)d.
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Ulesanne 84. (Moskva tee-instituut, 1976) Leia summa

1 1 1
1-2-3+2-3-4+'”+n(n+1)(n+2)

Ulesanne 85. (Eesti loppvoor 2001, 11. klass) Kumera n-nurga sisenurkade
suurused on «, 2a, ..., na. Leia n koik voimalikud vaéartused ja a vaidrtus iga
sellise n korral.

Ulesanne 86. (Eesti loppvoor 1998, 12. klass) Leia koik algarvud kujul
10101 ...01.

Ulesanne 87. (Balti Tee 1990) Olgu ag > 0, ¢ > 0 ja

a, +c¢
Ayl = — , n=0,1,....
1—a,c
Kas on voimalik, et selle jada esimesed 1990 liiget ag,aq, ..., aigg9 on koik

positiivsed, kuid aig999 < 07

Ulesanne 88. Arvijada (a,) on defineeritud seosega
ap = Gp—1 + 2052,

kus n > 3. Jada litkmed a; ja as on fikseeritud, kusjuures as > 2a; > 0. Leia

lim /a,,.

n—oo

Ulesanne 89. (Bulgaaria 2000) Olgu n positiivne tiisarv ja
A={(xy,29,...,2,) :2; €{0,1},1=1,2,...,n}

koigi pikkusega n binaarvektorite hulk. Vektorite @ = (a1, as,...,a,) € A ja
— —

b = (by,by,...,b,) € A summaks @ + b nimetame vektorit (ci,cs, ..., ¢,),
kus ¢; = a;+b; m_o>d 2,1 =1,2,...,n. Vektorit, mille koik elemend_i)d on \i))rdsed
0-ga, tahistame 0. Olgu f: A — A niisugune funktsioon, et f(0) = 0 ning

ﬁ

kui vektorid @ ja b erinevad k positsioonil, siis erinevad k positsioonil ka
vektorid f("a’) ja f(b). Toesta, et kui mingite @, b ja ¢ korral kehtib

—

vordus @ + b + ¢ = 6: siis kehtib ka vordus f(@’) + f(?) + f(¢) = 0.

Ulesanne 90. (Kanada 2002) Leia koik funktsioonid f : N — N, mille jaoks
iga z,y € N korral kehtib vordus

ef(y) +yf(x) = (x+y) fa®+ ).
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Ulesanne 91. (IMO 1983) Leia koik funktsioonid f : (0, +00) — (0, 400),
mis iga x,y € (0, +00) korral rahuldavad vordust

f@f(y) = yf(z)

ja millle jaoks f(z) — 0 kui x — +o0.

Ulesanne 92. (Moskva treipingioperaatorite korgkool, 1976) TGesta, et iihe-
gi tdisarvuliste kordajatega poliinoomi p(x) korral ei saa kehtida p(7) = 5,
p(15) = 9.

Ulesanne 93. (Hong Kong, 1989-90) Tdesta, et mistahes reaalarvuliste kor-
dajatega poliinoomi P(x) korral leidub poliinoomil 2P (z) + 2% + = + 1 komp-
leksarvuline juur, mis ei ole reaalarv.

.. 7 1
Ulesanne 94. (Minsk, 1998) Olgu f(z,y, z) = 22* 4 2y* — 22° + — + ~. Leia
Ty 2

koik reaalarvud n, mille korral n = f(a,b,c) = f(b,c,a) = f(c,a,b), kus a,b, ¢
on mingid paarikaupa erinevad reaalarvud.

Ulesanne 95. (Hiina, 1980) Leia liikme 22 kordaja poliinoomis

Poz)=(..((z—2)%*=2)* =22~ ... —2)%

n

Ulesanne 96. (Bratislava kaugoppekool, 1996) Kas leiduvad niisugused ratsio-
naalarvud « ja b, et poliinoomidel 2% + az + b ja z°

Ulesanne 97. (Eesti valikvoistlus IMO kandldaatldele 1996) Toesta, et polii-
2 3
noomil P,(x) =1+x+ x2 2 —|— — ei ole nullkohti, kui n on paarisarv,

— x + 1 on iihine juur?

ja on tapselt iiks nullkoht, kui n on paarltu arv.

Ulesanne 98. (Iiri 1997) Leia koik poliinoomid p(x), mis rahuldavad iga
korral tingimust

(x — 16)p(2x) = 16(z — 1)p(x).

Ulesanne 99. Poliinoomi z° +p:v2 +qgx +r juured on x1, X9, x3, kus p,q,r € R

on etteantud arvud. Leia poliinoom, mille juurteks on :c%, :c%, :c%
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3 Vastused, vihjed ja lahendused

1. Asendus x = y = 0 annab f(0) = 2f(0)g(0) ning g(0) = g(0)* — £(0)*. Ju-
1 1

hul f(0) # 0 saame ¢(0) = 5 ning f(0)? = 7 vastuolu. Seega f(0) = 0
ning ¢(0) = g¢(0)% Juht g(0) = 0 ei sobi, sest siis iga * € R korral
g(x) = g(xr +0) = 0 — 0 = 0 ning tegemist oleks konstantse funktsiooniga.
Seega ¢g(0) = 1.

Mittekonstantseteks funktsioonideks, mis rahuldavad iilesande tingimusi, so-
bivad néiteks f(z) =sinz ja g(z) = cosx.
2. Votame suvalised 1, x9 € X nii, et f(z1) = f(x9). Siis

r1 = g(f(21)) = g(f(22)) = 22,
mis tdhendab, et f on injektiivne. Et x = g(f(x)), siis on g siirjektiivne.
3. Votame

Z={(z,0)]zrc X}U{(y, )]y eY}
ning defineerime g(z) = (x,0) ja

| f(z), kuik=0
h(x’k)_{x, kui k =1 '

Funktsiooni h definitsioon on korrektne, sest kui k = 0, siis kehtib x € X ning
f(x) € Y; kui aga k = 1, siis x € Y. Seega h(x, k) € Y mistahes argumentide
korral.

Taidetud on h(g(z)) = h(z,0) = f(x) mistahes x € X korral; tuleb veel
veenduda, et g on injektiivne ja A siirjektiivne.

Kui | X| < 1 (s.t. ta on kas tiihi voi koosneb iihest elemendist), siis on injek-
tiivsuse tingimus alati tdidetud. Olgu | X| > 1, siis valime x; # x9, 21,22 € X.
Sel korral g(x1) = (21,0), g(x2) = (x2,0). Et 21 # w9, siis ka (z1,0) # (x2,0).
Seega on ¢ injektiivne.

Kuna mistahes y € Y korral leidub z = (y, 1) € Z nii, et h(z) = h(y, 1) = v,
siis on h siirjektiivne.

4. Vottes iilesandes 2 f = g ja X = Y saamegi kiiesolevas iilesandes noutud
tulemuse.

5. Oletame, et rangelt monotoonne funktsioon f pole iiksiihene, st leiduvad
xr1 < x9 nii, et f(x1) = f(x2). Samas kui f oleks rangelt kasvav, peaks kehti-
ma vorratus f(xz1) < f(x2), kui aga rangelt kahanev, peaks kehtima vorratus
f(z1) > f(x2). Molemal juhul saame vastuolu.
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6. Lihtne on néha, et funktsioonid f(z) = z ja f(x) = —x rahuldavad {ilesande
tingimusi. Néditame, et rohkem selliseid funktsioone ei ole.

Asendus x = y = 0 annab f(f(0)) = f(0), asendus x = —f(0), y = 0
aga f(—f(0)) = f(0). Kuna f on rangelt monotoonne, on ta tilesande 5 pohjal
iiksithene, jérelikult f(0) = —f(0) ja f(0) = 0. Asendades iilesande vordusesse
niitid x = 0, saame iga y korral f(f(y)) = v.

Oletame, et f on kasvav. Kui mingi x € R korral f(x) > x,siisx = f(f(x)) > f(2),
vastuolu. Kui mingi z € R korral f(x) < z, siis ¢ = f(f(x)) < f(x), samuti
vastuolu. Seega on iga = € R jaoks ainus voimalus f(z) = x.

Oletame niiiid, et f on kahanev. Asendades alul z = —f(¢) ja y = ¢ ning
seejarel v = 0 ja y = —t, saame f(< f(¢t)) = f(f(t)) = —t. Jarelikult
f(t) = —f(—t)) igat € R korral. Kui f(x) < —z, siis

z=f(f(x))> f(=z) = —f(2),

vastuolu. Kui aga f(z) > —ux, siis

z = [(f(z)) < f(-z) = —[f(z),
jélle vastuolu. Seega on iga = € R jaoks ainus voimalus f(z) = —z.
7.

(a) Votame kdigepealt jille # = y = 0. Siis saame f(0) = f(0)? millest kas
f(0) =0 voi f(0) = 1. Esimene voimalus viib seosele

f(x) = f(x+0) = f(x)f(0)=0
mistahes x € R korral.

Vaatleme siis jargnevas juhtu f(0) = 1. Asendus y = nx vordusesse (2)
annab f((n + 1)) = f(x 4+ nz) = f(z)f(nz), millest jireldub mate-
maatilise induktsiooni abil (tee see 1dbi!), et iga x € R ja n € N korral
f(nz) = f(x)". Pannes x ja y asemele vastavalt nx ja —nx, on tulemuseks

1= f(0) = f(nz + (—nx)) = f(nz)f(—nx) = f(x)"f(-n),
kust f(—nz) = f(z)™". Jarelikult f(pz) = f(x)’ igap € Zjax € R

korral.

Vaatleme ratsionaalarvu x = g, p € Z, q € N\ {0}. Eelpooltoestatu alusel
q

saame S1is



millest saame f(z) = f(1)7 = a”, kus a = f(1). Bt negatiivsest arvust
ratsionaalarvulise astendajaga astet pole defineeritud, siis tuleb jargnevas
taiendavalt eeldada a > 0.

Lopuks kasutame funktsiooni f pidevust ja néitame, et iga x € R korral
f(x) = a®. Olgu antud suvaline z € R. Siis leidub jada z, € Q nii, et
x, — x protsessis n — oo. Kuna f ja astmefunktsioon on pidevad, siis

flx)=f (lim xn) — lim f(z,) = lim @™ = @M= = g2,

Kontrollime, et koik funktsioonid kujul f(x) = a%, a > 0 rahuldavad
vorrandit (2):

fla+y)=a"=a"a" = f(x)f(y).
Paneme téhele, et ka lahend f(x) = 0 esitub kujul f(z) = o, kui a = 0.1

b) Vorrandis (4) teeme koigepealt muutuja vahetuse, vottes £ = e nin
(b) gep ] : g

y = €”. Siis sobivad a ja § rolli suvalised reaalarvud ning defineerides uue
funktsiooi g(z) = f(e") saame

gla+ ) = f(e"e’) = f(e*) + f(e') = g(a) + g(B).
Siit jareldub, et f(e*) = aa, kus k € R. Niiiid f(x) = alnz, mida oligi
tarvis.

Vorrandi (3) lahendamiseks logaritmime l&htevorrandit (seda voime teha,
sest funktsiooni véédrtused on positiivsed) ja saame

In f(zy) =In f(2) +In f(y).

Néahtub, et In f on vorrandi (4) otsitavaks funktsiooniks. See tiahendab, et
kehtib vordus In f(x) = alnz = Inx® millest jareldub f(z) = z“ nagu
soovitud.

8. Eksisteerigu 1oplik f'(xy) = k. Nagu iilesandes 7, saame ka siin f(0) = 0.
Mistahes = € R ja Az € R\ {0} korral

fle+Ax) — f(x) _ f(Az) [0+ Az)— f(0)

Az Az Az ’
mille abil ka

fla+A2) = f@) _ floo+ D) = fla)

Az Ax

1T6si, lisaks tuleb eeldada, et 0° = 0.
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Minnes iilalsaadud vorduses piirile Az — 0, ndeme

f'(@) = f'(wo) = k.

Seega diferentseeruvusest iithes punktis jéreldub siin diferentseeruvus kogu
reaalteljel. Vottes vorduse molemast poolest maaramata integraali, saame

f(x) :/kdxzkx+0,

kus konstandi C' = 0 médrame f(0) = 0 abil.

9. Nagu iilesandes 7, saame suvalise ratsionaalarvu ¢ € Q korral f(q) = aq.
Olgu niiiid ette antud reaalarv zy ning leiame jadad a,, — z ja b, — x( nii,
et a, < xo < by, (sellised jadad kindlasti leiduvad — néiteks kasutame arvu x
puuduga ja lilaga kiimnendldhendeid). Siis

aan = flan) < f(x0) < f(ba) = aby

ning saadud vorratuses piirile n — oo minnes saame axg < f(zg) < axg, mis
annabki vajaliku f(zg) = axy.

10. Niitame, et f on mittekahanev. Ulesande 9 abil saame siis vajaliku viite.
Olgu x > vy, siis x — y > 0. Seetottu

f@)=fllx—y)+yl=flz—y)+ fly) = f(y),

millest jareldubki, et f on mittekahanev funktsioon.

11. Sobivad parajasti koik funktsioonid kujul f(z) = kz?, k € Q. Veendume,
et niisuguste funktsioonide korral on iilesande vorrand rahuldatud:

fla+y)+ fle—y) =kle+y)’+kz—y)?’ =

=k’ + 2kxy + y2 + ka? — 2kxy + y2 =

= 2ka? + 2ky* =

=2f(z) +2f(y)-
Veendume niiiid, et rohkem lahendeid ei ole. Asendus * = y = 0 annab
2f(0) = 4f(0), jarelikult f(0) = 0. Toestame induktsiooniga, et iga n € N
ja z € Qkorral f(nz) = n*f(z).n =0 jan =1 jaoks viide kehtib. Olgu n > 2
ning eeldame, et véiide kehtib n — 2 ja n — 1 korral. Asendades x = (n — 1)z ja
Yy = z saame

f(nz) + f((n=2)z) = 2f((n —1)2) + 2 (2),
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millest

f(nz) =2f((n—1)2) +2f(2) = f((n—2)2) =
=2(n —1)*(z) + 2f(2) — (n — 2)°f(2) =
=(2n* —4n+2+2—n*+4n —4)f(2) =

=n?f(2).
Vottes iilesande vorduses z = 0 saame
f)+ f(=y) =2f(0)+2f(y) = 2f(y)

ehk f(y) = f(—y), jirelikult on f paarisfunktsioon ja vordus f(pz) = p*f(z)
kehtib koigi taisarvude p korral.
Olgu niiiid f(1) = k. Siis suvalise téisarvu p korral f(p) = kp®. Suvalise

ratsionaalarvu z = = (p € Z, g € N\ {0}) jaoks saame
q

kp® = f(p) = f (q-§> = f (g) = ¢ f(x),

2

millest jireldubki f(z) = k - % = ka2,
12. Téhistame
PRI ES (o R C R (o)

Lihtne on néha, et need funktsioonid rahuldavad iilesande tingimusi.

13. Koostame tabeli, eeldusel, et kumbki funktsioon pole samaselt vordne nul-

liga.
fla)  g(@) | flx)+g(z) f(z)-g(x) g(f(z))
paaris  paaris paaris paaris paaris
paaris  paaritu - paaritu paaris
paaritu  paaris - paaritu paaris
paaritu paaritu paaritu paaris paaritu

14. Olgu jada (z,):° tokestatud, s.t. leiduvad m, M € R nii, et m < z, < M
mistahes n € N korral. Valime L = max(|m/|, |M|), siis kindlasti x,, < L.
Teiselt poolt, kehtigu |z,| < L mistahes n € N korral. Votame m = —1L,
M=0L,siis —L<x, <L neN.
Kui L = 0, siis |z, < 0, s.t. 2, = 0 mistahes n € N korral. Tegemist on
nulljadaga.
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15. Oletame, et koonduval jadal (x,) on kaks piirvdartust a,b; tildisust kit-
h—
sendamata voime eeldada, et a < b. Valime ¢ = ¢ > 0. Jada piir-

vadrtuse definitsiooni kohaselt leidub N; € N nii, et kui n > Ny, siis

(2@2— b, a—2|—b>. Sama definitsiooni kohaselt leidub

Ny € N nii, et kui n > No, siis x, € (b—e,b+¢) = (

T, € (a—¢c,a+¢) =

a+b 2b—a
2 )

) . Vottes

niiiid N = max (N, No), saame, et kui n > N, siis

2a — b a-+b a+b 2b—a
xne( 9 2)“(2’ 2 )‘Q’

mis on voimatu. Seega ei saa koonduval jadal olla kaht erinevat piirvaéartust.

16. Olgu (z,,) koonduv jada, x,, — a. Néitame, et see jada on tilalt tokestatud
(alt tokestatuse juhtu vaatleme analoogiliselt). Jada koonduvuse definitsiooni
kohaselt leidub N € N, et kui n > N, siis |z, — a| < 1. See tidhendab, mistahes
m € N korral kehtib vorratus

Ty, < max(ry, To, ..., TN_1,0 + 1),

mille parema poole votamegi jada (x,,) iilemiseks tokkeks.

17. Koondugu jada (x,) arvuks a, siis jada piirvairtuse definitsiooni kohaselt
on jada (x, — a) hiddbuv.

Esitugu jada (z;,) liikkmed kujul x,, = a + a,, kus «,, on hddbuv jada. Toes-
tame, et siis x, — a. Fikseerime vabalt ¢ > 0. Jada piirvadrtuse definitsiooni
kohaselt leidub N € N, et kui n > N, siis

|20 — af = [(a + an) —a = |au| <,

mis tdhendabki, et jada (x,) koondub arvuks a.

18. Olgu antud hadbuvad jadad (ay,) ja (B,). Meil on vaja niidata, et jadad
(v, £ B,) on ka hddbuvad jadad. Fikseerime vabalt ¢ > 0. Et ay,, 8, — 0, siis

5 5
leiduvad Ny, Ny € N; et kui n > Ny, siis |a,| < 2 ja kui n > Ny, siis |5,] < 5

Téhistame N = max(Ny, Vo). Absoluutvidrtuse omaduse abil saame n > N
korral

£
|Oén:|:5n| < |04n|+‘5n‘ <2'§:87

mis tdhendab, et (o, + 3,) on hddbuvad jadad.
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19. Olgu antud tokestatud jada (x,) ja hadbuv jada («,,). Meil on vaja niidata,
et jada (z,c,) on hddbuv jada. Kuna (z,) on tokestatud, leidub arv L € R,
et |x,| < L mistahes n € N korral. Fikseerime vabalt ¢ > 0. Jada piirvdértuse

definitsiooni kohaselt leidub N € N, et kui n > N, siis |a,| < % Niitid juhul
n > N kehtib

£
|zpo| = |on| - |an| < L - 76

mis tdhendab, et (x,a,,) on hddbuv jada.
20.

a) b) Esita jadad x, ja y, piirvdédrtuse ja hddbuva jada summana.
¢) Koondugu jadad z,, — x, y, — y. Siis mistahes n € N korral
TnYn — TY = Tpln — TYn + TYn — Y = (Tn — )Y + 2(Yn — Y),

kusjuures paremal pool on tilesannete 18 ja 19 pohjal hadbuva jada litkmed.
See tdhendab, et jada (z,y, — zy) on hddbuv, jarelikult x,y, — zy.

1
d) Niitame koigepealt, et jada (—) on tokestatud. Jada (y,,) on eelduse pohjal

n
koonduv, y, — y. Oletame, et y > 0 (juhtu y < 0 vaatleme analoogiliselt).

3
Siis leidub N € N, et n > N = % <yYp < Ey, mis tdhendab, et

2 1 2
n>N=—<—<—.
Y Un Y
1 1 1 2 1
OlgunﬁﬁdL:maX(—,—,..., ,—),siis —| < L mistahes
Y1 Y2 Yn—-1| Y Yn
n € N korral.
x x
Naita niitid analoogiliselt jada korrutise piirviaartusega, et jada <—n — —)
Yn Y
on hadbuv.
21. a) Oleta vastuviditeliselt, et x = lim x, > b, vali jada piirvidrtuse defi-

n—oo

nitsioonis naiteks ¢ =
T, < b.

ning jarelda sellest vastuolu antud tingimusega

1 1
22. Noutavad jadad on néiteks x,, =a — —, y, = a + —.
n n
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23. Oleta vastuviiteliselt, et x = lim x,, > lim y, = y, vali jada piirvasdrtuse
n—oo n—oo

definitsioonis néiteks € = ning jarelda sellest vastuolu antud tingimusega

Tn < Yn-

24. Olgu taidetud jadade (z,,), (yn) ja (z,) jaoks iilesandes nimetatud tingimu-
sed. Fikseerime vabalt reaalarvu € > 0. Jada piirviartuse definitsiooni kohaselt
leidub Ny € N, et kui n > Ny, siis |z, — ¢| < €, ning leidub Ny € N, et kui
n > N, siis |z, — c¢| < €. Vottes N = max(Ny, Ns), kehtib n > N korral

C—5<$n<yn<fzn<c+€7

mis annab |y, — ¢| < €, 8.t. ¥, — ¢, nagu soovitud.

25. Olgu Ny € N selline, et kui n > Ny, siis z, < y,. Kehtigu lim z,, = oo.

n—oo
Fikseerime vabalt reaalarvu E > 0, siis jada piirviaartuse definitsiooni kohaselt

leidub arv Ny € Ny et n > Ny = =z, > FE. Votame N = max(Ny, Ny),
siis n > N korral y, > x, > F, s.t. y, — o0. Ulesande b)-osa lahendame
analoogiliselt.

26. a) Eeldame, et jada (z,) on mittekahanev, s.t. ,, < x,,1 mistahes n € N
korral. Kui see jada koondub, on ta tokestatud, s.t. ka iilalt tokestatud.

Oletame niiiid, et jada (x,) on iilalt tokestatud, s.t. x, < M mistahesn € N
korral, ning niitame, et see jada koondub. Selleks valime iilemistest toketest véi-
hima, s.t. sellise {ilemise tokke M, et mistahes ¢ > 0 korral leidub jadas liige
zr, > M — ¢ ja M — € pole seega enam jada (x,) iilemine toke (reaalarvu-
de teoorias toestatakse, et selline vahim iilemine toke, nn. dlemine raja alati
leidub). Néitame niiiid, et x,, — M.

Fikseerime arvu € > 0. Siis leidub eelneva pohjal arv N € N, et vy > M —e.
Jada mittekahanevuse tottu kehtib n > N korral x,, > xny > M — e. Ilmselt
kehtib x, < M < M + ¢, millest kokkuvottes jéreldub |z, — M| < e, s.t.
x, — M, nagu soovitud.

Ulesande b)-osa lahendame analoogiliselt.

27. Pohjendame, et jada (x,,) on mittekahanev. Selleks tuleb néidata, et kehtib

1 n n+1
(1 + —) < (1 + ) . Pidades silmas binoomvalemit, piisaks néidata,
n n+1

() =< (")
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kus 2 < k < n — 1. See vorratus on samavaérne

1+ L' <1+ i
n) n+1—k’
mille saame toestada matemaatilise induktsiooni teel.
Koigepealt toestame baasjuhu £ = 2. Vaja on néidata, et kehtib

2 1 2
1+—+—2<1+ ,
n o n n—1

mis on samavéirne 2n’>—n—1 < 2n? ning seega kehtib. Kehtigu niiiid toestatav
vorratus mingi kK = m korral, siis k = m + 1 jaoks

1\" 1\" 1
1+=) =(14+4-) -(1+=)<
n n n

m 1
s;(r+——————>-(1+—):=
n+1—-—m n
m

Sy “
B n n+l—m nn+1-—m)

m—+1

ning tahame néidata, et see avaldis pole suurem kui 1 + . Seega tuleb

R -~ n—m
toestada vorratus

1 m m—+1 m

n nn+l—m) n—-m n+l-m

mis On samavaarne

n+1 n+1
<
nn+1—-m) ~ (n—m)(n+1—m)

ning seega kehtib.
Lopuks on jaanud litkmeti vorrelda veel juhul £ = n, s.t. toestada, et

1 1 1\
—<—— & (1+=)  <n,
n" = (n+1)nt n

kusjuures vasaku poole arendises tuleb n liidetavat, millest iikski ei iileta arvu
1. Seega kokkuvottes on jada (x;,) mittekahanev.
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Pohjendame, et jada (x,) on iilalt tokestatud. Selleks peame silmas, et
n—~k

<1, kui k=0,1,2,...,n — 1 ning hindame binoomvalemi abil
n
(1+3)
1+-) =
n
I nn-1) 1 nnh-1)n-2) 1 1
=l+n-—+——=t S+ o+ — <
n 2 n 3! n3 n"
S TS U H VI S I S LI
h 2 31 7l 2 22 T oon

Kuna (x,) on mittekahanev ja iilalt tokestatud, on ta iilesande 26 kohaselt
koonduv.

28. Téhistame formaalselt tingimused A1 = |z, —a| < ¢, Ay = z, > F,
A3 =x, < —E ning By = |x, —a| <¢e, By =ux, > FE, By =15, < —E.
Olgu antud suuruseks a € R U {+o0} koonduv jada (x,) ning vaatleme kas-
vavat naturaalarvude jada (k,). Meil on vaja toestada, et ka (xy, )o"; koondub
sellekssamaks suuruseks a.

Fikseerime vabalt arvu £ > 0. Siis leidub naturaalarv N € N, et kuin > N,
siis kehtib ks tingimustest A, Ao, A3. Kuna k,, > m mistahes indeksi m € N
korral, siis ka k, > N, s.t. kehtib sobiv tingimustest B;, By, B3. See aga té-
hendab, et vaadeldav osajada (xy, ) koondub samaks suuruseks, milleks koondus
esialgne jada ().

29. Utleme, et indeks m on jada (x,) tippkoht, kui x,, < x,, mistahes n > m
korral. On kolm voimalust:

1) jadal (x,) on lopmata palju tippkohti. Siis saame moodustada tippkohtade
ny < ng < ...jargi mittekasvava osajada (x,,).

2) jadal (x,) on loplik arv tippkohti. Olgu n; indeks, mis on suurem koigist
tippkohtadest, siis on voimalik leida indeks ng > ny nii, et z,, > x,, (kui
mistahes n > n; puhul kehtiks z, < x,,, oleks ny jada (x,) tippkoht,
vastuolu n; valikuga), edasi leiame indeksi ng > no nii, et x,, > x,, jne.
Saame mittekahaneva osajada ().

3) jadal (x,) polegi tippkohti. Siis kasutame punkti 2) tulemust, vottes n; = 1.

Koigil juhtudel onnestus leida monotoonne osajada (z,, ).

30. Olgu antud tokestatud jada (z,). Ulesande 29 pohjal sisaldab ta mono-
toonse osajada. Et saadud osajada on ka tokestatud, on ta iilesande 26 pohjal
koonduv.
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31. a) Olgu antud iilalt tokestamata jada. Leiame indeksi n; € N, et x,, > 1
(selline indeks n; kindlasti leidub, muidu oleks arv 1 antud jada tilemine toke).
Olgu niiiid leitud osajada liige x,, > k ning leiame indeksi ngyi1 > ng, et
Tp,,, > k+ 1. Tuleb kontrollida, et selline indeks n;,; leidub, selleks oletame
vastuvaiteliselt, et x,,, < k 4+ 1, kui m > nj. Sel korral aga

Ty, < max(xy, To, ..., Ty, k+ 1),

mis tdhendab, et jada (z,,) on iilalt tokestatud, vastuolu.
Niiiid on leitud osajada, mille likkmed x,, > k — oo. Ulesande 25 pohjal ka
— 00.

Ly,

b)-osa lahendame analoogiliselt.

32. Koondugu arvrida Zan summaks A € R. Fikseerime vabalt reaalarvu

n

Zan—A

1=1

e > 0. Siis leidub N € N, et kui n > N, siis

< % Niitid juhul

n>N
n+1 n
|an+1‘ = ‘(Zan_A> - (Zan_A> <
=1 i=1
n+1 n c c
< Z;an—A + Z;an—A <§+§:8,
1= 1=

mis tdhendab, et (a,) on hddbuv jada.

33. Ulesande esimese viite toestame matemaatilise induktsiooni teel. Teise viite
toestamiseks voime ka kasutada matemaatilist induktsiooni, aga voib panna ka
tahele, et

a+a, =a+a,-1=...=a,+ag,
millest saamegi kohe noutava vorduse (koigi vorreldavate litkmete kokkuliitmisel
lildame igat jada liiget topelt).

34. Molemad vordused onnestub toestada matemaatilise induktsiooni meetodil.
Vordus

q" —1
q—1

l+qg+¢+... +¢" 1=

on aga toestatav ka avaldisega ¢ — 1 lédbikorrutamise teel (peame eeldama, et

q#1).
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35. Juhul |¢| < 1 on jada (|g|") rangelt kahanev ja alt tokestatud (tokkeks
nditeks arv 0), mis tdhendab, et iilesande 26 pohjal on see jada koonduv,

J

lim |¢|" = 0. Samal moel on rangelt kasvav jada (—|q|") iilalt tokestatud

(tokkeks arv 0), mis tdhendab, et ka see jada koondub, lim (—|¢|") = 0. Et
n—oo
—lq|" < ¢" < |q|", siis koondub ka (¢") samaks piirvadrtuseks. Samuti on siis
koonduv b, = b; - ¢" — 0.
Kui ¢ = 1, siis saame konstantse jada by, by, ..., mis ilmselt on koonduv

le koonduv. Kui |¢| > 1, siis on jada (¢") iilalt tokestamata (olgu tokkeks

(liikmeks b1), ning kui ¢ = —1, saame jada by, —by, by, ..., mis ilmselt po-

¢" < lq|" = |¢"] < L, siis nln|q| < In L, millest n < teiselt poolt on

In |q|’
n € N suvaline, vastuolu), mis tdhendab, et ta ei saa ollalcﬂoonduv. Siis pole
koonduv ka b,, = by - ¢".

Summa leidmine juhul |¢| = 1 pole voimalik, sest b; # 0 ning eeldades
geomeetrilise rea koonduvust, saaksime vastuolu iilesandega 32. Kui aga |q| < 1,

siis tilesandes 34 tuletatud valemis
bl(q — 1) N bl

o ——
Tog-1 1—¢q
eelnevalt leitud piirvidrtust lim ¢ = 0 kasutades.
n—oo

36. Olgu x™, £, ... geomeetriline jada teguriga g # 1. Siis

i Api1—a
1= Ja = F "
iga n = 1,2,... korral. Seega d = a,1 —a, = log,q on arvust 0 erinev
konstant ning jarelikult on aq, a9, ... mittekonstantne aritmeetiline jada vahega
d.
Vastupidi, olgu aq, as, ... aritmeetiline jada vahega d # 0. Siis d = a,,+1 — a,
xan-i-l
iga n = 1,2,... korral ning ¢ = —— = 2% on arvust 1 erinev konstant.

a2

Jarelikult on ', %, ... mittekonstantne geomeetiline jada teguriga q.

37. Poliinoomi Q(x) = P(z) — P(—x) aste on ilimalt 5, lisaks on tal juured
erinevates punktides —b, —a, 0, a ja b. Samuti kehtib Q'(0) = 0, mistottu 0
on vihemalt kahekordne juur. Jérelikult saame Q(x) = z®R(x) mingi iilimalt
3. astme poliinoomi R jaoks. Kuna poliinoomi R juured on erinevad arvud —b,
—a, a ja b, peab R olema nullpoliinoom, mistottu ka () on nullpoliinoom ja
P(z) = P(—x).

38.
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) P(1)=a,1"4+a, 1" ' +.. . +a-14+ay=ag+a +...+ay;

2) P(=1) = a,(—1)"+ ap, 1 (=1)" 4+ ...+ aa(=1)* + a1 (=1) + ag =
:ao—a1+a2—...+(—1)”an;

3) PL)+P(—1)=(ap+ar+...+ay) +(ag—ar+az— ...+ (—1)"a,) =
= (ap + ap) + (a1 — a1) + (a2 + az2) + ... + (a, + (—1)"a,), mille jagamisel
arvuga 2 saame vajaliku vorduse;

4) P(1)—P(-1)=(ap+ar+...+a,) —(ag—a1+ay— ...+ (=1)"a,) =
= (ag— ap) + (a1 +a1) + (ag —az) + ... + (an, + (—1)"a,), mille jagamisel
arvuga 2 saame vajaliku vorduse;

39. mselt P(0) =a, - 0"+ ... 4+ a1 -0+ ag = ay.
Vordustest

P'(z) = naya" ' 4 . 4 ka4 L 4 2001 + ay,

P'(z) =n(n — Daz" >+ ...+ k(k — Dapz" 2+ ... + 2ay,
PRO@)=nn—-1)(n—k+Dapz" 4+ .. +k(k—1)---2-1-a
p(@(o)

k!
40. Olgu P(z) = apz®™ ™ + a12® + - + a2 4+ a2 + -+ + a1z + ag
paarituastmeline siimmeetriline poliinoom. Siis

ndeme, et poliinoomi P(x) k-nda tuletise vabaliige on klay. Seega = ay.

P(—1)=—ag+a; —- -+ (=1)""a, + (=) "ap + -+ — a1 +ag = 0.

41. Olgu P(z) = apz" + a2 '+ - - - 4 a1x + ag siimmeetriline poliinoom, mille
korral P(a) = 0 ja v # 0. Siis

1 1\" 1\"1 1 1\"
(0% (6% (8% (8% «

42. Ulesande viite toestame matemaatilise induktsiooni teel. Baasviide kehtib
ilmselt. Eeldame siis, et mistahes n < k korral on z" + — avaldatav = + —

poliinoomina.
Olgu n = k = 2m paarisarv, siis

(4 2) =t (1) (e ) () (e )+ (),
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1
millest induktsiooni eelduse pohjal avaldame z" + — suuruse x + — poliinoo-
: x x
mina.

Olgu n = k = 2m + 1 paaritu arv, siis

n"  , 1 n a1 n 1
r+—| = +—+ o A el B e N e
x x" 1 x" m x

1
ja jalle induktsiooni eelduse pohjal avaldame x™ + — suuruse « + — poliinoo-
x x

mina.

43. Olgu P(z) n = 2k-astme siimmeetriline polilnoom. Kuna z = 0 ei ole siim-
meetrilise poliinoomi juureks, siis voime poliinoomi P(x) jagada ldbi suurusega
z¥. Seejiirel avaldame iilesande 42 pohjal saadud poliinoomis koik suurused

x4 Lm, m=20,1,... k, suuruse y = = + - kaudu. Uus poliinoom 3 suhtes
on k-astme poliinoom.

44. Olgu P(z) = ar™ M o+ ape"  anz" + -+ arx + ag paa-
rituastmeline siimmeetriline poliinoom. Ulesande 40 ja Bézout teoreemi pohjal
me juba teame, et P(x) jagub kaksliikmega x + 1. Olgu jagatiseks poliinoom
Q(z) = box® 4+ byx®™ ' 4 -+ 4+ by, 11 + byy,. Siis vorduses P(x) = (z+ 1)Q(z)
kordajaid vorreldes saame

ayg = b()
a; = by + b
ay = b+ by

ap = bnfl"i_bn

ar = boy 1+ bay
ag = boy,
ehk
ban = ag = by
bon1 = a1 —ag =0

bn—i—l = ap—1 — Ap—2 = bn—l;

mis tdhendab, et Q(x) on siimmeetriline poliinoom.
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45. Ulesande celdustel avaldub poliinoom P(z) kujul
P(z) = (z — @) R(2),
kus R(z) on poliinoom ja z; ei ole R(z) juur. Niiiid
P'(x) = k(z—20)" " R(z)+(x—20) R () = (z—x0)" (kR (2)+(z—0) R (x)).

Oleme saanud, et zg on poliinoomi P’(z) vihemalt (k—1)-kordne juur. Oletame
vastuvéiteliselt, et (x — zo) | kR(z) + (z — zo) R/ (x), siis ka (z — x¢) | kR(x),

vastuolu. Seega on zy poliinoomi P'(x) k-kordne juur.
46. (a) Jah, sobiv teisendus on néteks poore suvalise punkti timber 90° vorra.
(b) Néitame, et niisugust bijektsiooni ei leidu. Selleks oletame vastuviiteli-
selt, et sobiv funktsioon f eksisteerib. Samastame ruumi hulgaga R?® ning

selle ruumi iga punkti (x,y, z) tema kohavektoriga, st vektoriga punktist
(0,0 O) punktl (x,y, z). Siis tahendab iilesande tingimus, et iga kahe vek-

tori @ ja b korral peab kehtima seos

) (f(@) = f(b))=0. (9)

.. — —
Uldsust kitsendamata voime eeldada, et f(0) = 0, vastasel juhul voime

(—>

N
a— b

vaadelda funktsiooni ¢(p’) = f(p’) — f(ﬁ), see on bijektsioon, mis rahul-
.

— — —

dab vordusi (9) ja g(0) = 0. Asendades vordusesse (9) niitid b = 0,
ﬁ

saame iga vektori @ korral @ - f('@) = 0. Vordus (9) taandub seega

kujule
T+ f(@)=T (10)
Suvaliste vektorite @, Y ja ¢ ning reaalarvude m ja n korral saame siis
m(@ - f(B)+ b - f(@)=0
m(@ - f(T)+ 7 f(@) = 0.
T fmb +nT)+(mb +nT) f(T)=10

Liites kaks esimest vordust ja lahutades kolmanda, saame

T (mf(D) +nf(T) = fmb +nc))=0.

See vordus peab kehtima koigi vektorite ‘@ jaoks, jarelikult

Fmb +ne) =mf(b) +nf(T).
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Seega on funktsioon f lineaarne ning tema véartused on madratud vasr-
— —
tustega baasivektoritel ¢ = (1,0,0), 5 = (0,1,0) ja & = (0,0,1). Kui

— — . — . )
f(i)=1(a1,a2,a3), f(j)=(b1,b2,b3) ja f( k)= (c1,co,c3), siis suvalise
vektori 7 korral kehtib

al b1 C1
f(?) = a9 bg Co ?
as bg C3
Vottes vorduses @ - f(a@) = 0 vidrtustused @ = 7,?,?, saame
- ~ — I -
a; = by = c3 = 0. Vottes vorduses (10) vddrtustused (a’, b) = (i, j)
- = = —
(7,k), (k, i), saame by = —ag, co = —bs, ¢c; = —ag. Niiiid leiame
— — — — — —
fleai +(=c1)j +bik)=cof(i)+(=c))f(j)+bf(k)=

-
= ¢9(0, —b1, —c1) + (—c1) (b1, 0, —ca) + b1(c1,¢2,0) = 0.

Kuna f on bijektsioon ja f(ﬁ) = 6), siis ¢g = ¢ = by = 0 ja seega
ﬁ

(@) = 0 suvalise vektori @ korral. Jirelikult ei saa f olla pealekujutus,

vastuolu.

47. Kasutame f(A) asemel lithemat téhistust A’

Esitame iilesande punktihulga kujul D = DiUD,U. . .UD,,, kus D1, D>, ..., D,
on ringjooned keskpunktiga O ja raadiustega vastavalt r; <ro < ... <r,. On
selge, et funktsioon f viib ringjoone D,, mingi diameetri otspunktid sama ring-
joone mingi (voibolla teise) diameetri otspunktideks.

Votame punktid A, B, C' € D, nii, et AC on selle ringjoone diameeter. Kuna

A'B? + B'C"” > AB* + BC? = AC? = A'C”,
siis saame kolmnurga A’'B’'C’ mediaani OB’ pikkuse ruutu hinnata jargnevalt:
1 1 1
B/2:_A/B/2 B 2 - /2>_A/ 12 _ 2.
O 2( + B'C™) 1 C 1 C T,

Jarelikult B’ € D,,, AB = A'B’ ja BC' = B'C’. Kuna punktiks B voime valida
hulga D), \ {A, C} suvalise punkti, oleme ndidanud, et f(D,,) C D, ning et iga
A, B € D, korral d(A, B) =d(A', B)).

Toestame, et iga punkti Y € D, korral leidub selline punkt X € D,, et
X" = Y. Selleks votame suvalise punkti A € D,, ja lelame A" € D,. Va-
lime punktid X; # X5 nii, et d(4,X;) = d(A, X3) = d(A,Y) (motle ise-
seisvalt labi, mis juhtub, kui A" ja Y on iihe diameetri otspunktid). Siis ka
d(A", X1) =d(A', X)) = d(A,Y) ja kuna X ning X} on erinevad, peab kehti-
ma kas X] =Y voi X} =Y, mida oligi tarvis. Jarelikult f(D,) = D,,.
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Ténu iilesande tingimusele on funktsioon f injektiivne (kui A’ = B’, siis
0 = d(A,B") > d(A, B), mistottu A = B). Seega ei kujuta ta iihtegi hul-
ga D \ D, punkti hulka D, ja me voime korrata iilaltooduga analoogilist
arutelu. Ringjoonte D, 1, D,,_o,..., Dy jaoks saame, et f(D,_1) = D,_1,
f(Dn—9) = Dy_o,....f(D1) = Dy ja et kahe samalt ringjoonelt voetud punkti
korral siilitab f nende vahekauguse.

Jaab veel niidata, et vahekaugus siilib ka erinevatelt ringjoontelt voetud
punktide korral. Votame koigepealt niisugused punktid A € Dy ja B € D,,

1 <k <p<n, et punkt O asub loigul AB. Saame
AB"'> AB=r,+1r,=0A"+ 0B,

mistottu O kuulub ka loigule A'B’ ja d(A, B) = d(A’, B').

Lopuks vaatame juhtu, kus A € Dy, B € D), 1 < k <p < nja0O
el kuulu loigule AB. Siis valime Ay € Dy ja By € D,, et O on nelinurga
AA1 BB diagonaalide loikepunkt. See nelinurk on siis vordhaarne trapets ja
eeltoestatu pohjal on ta kongruentne trapetsiga A’A|BiB’, millest jéreldub
muuhulgas d(A, B) = d(A', B').

48.
(a) Esimese reegli pohjal saame [a x (a * b)] x (a * b) = a. Teise reegli pohjal
voime selle vorduse vasaku poole iimber kirjutada kui b* (a * ), seega iga
a,b € M korral b* (a*b) = a ja jérelikult b* [b* (a *b)] = bx* a. Teise

reegli abil arvutame b * [b % (a % b)] = a * b, mistottu a * b = b * a, nagu
tilesandes noutud.

(b) Niisugune tehe eksisteerib koigi mittetiithjade 1oplike hulkade M jaoks. Sea-
des hulga M elemendid vastavusse arvudega 1,2, ..., n, voime defineerida

axb=c< a+b+c=0modn.

Lihtne on néha, et see definitsioon on korrektne ja méarab vajalike oma-
dustega tehte.

49. Sobib niiteks vordus (x % x) x x = x % (x * x), mis on ilmselt toene, kui *
on kas kommutatiivne voi assotsiatiivne. Samas vottes pohihulgaks reaalarvude
hulga ja tehteks x lahutamise, ndeme, et naiteks (1 —1) —1#1— (1 —1).

50. Koigepealt paneme téhele, et kui a x b = a * d, siis

a+b+c=(axb)xc=(a*xd)xc=a+d+c,
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mistottu b = d. Analoogiliselt leiame, et vordusest a xb = d * b jareldub vordus

a = d. Néitame niitid, et tehe % on kommutatiivne. Olgu a * b = d; ning

bxa=ds. Siis d; *xc = a+ b+ c = ds * ¢, millest saamegi d; = ds.
Veendume, et a0 = a. Olgu a*0 = z, siis 0 = (a*0) *x0 = a. Jarelikult

2r=(zx0)xz=axrx=z%xa=(a*x0)*xa=2a
ja seega x = a ning a *x 0 = a. Lopuks saame
a+b=(axb)*x0=axb,

mida oligi tarvis.

51. Konstantne funktsioon f(x) = 1 rahuldab iilesande tingimust.
Oletame, et leidub zo € R nii, et f(xg) # 1. Siis

flao)' = f(ag?) = f(25)") = )T = (o)W,
millest f(zy) = f(x)f(y). ja
o)) = flag™) = flag - 2) = f(w0)! @ fag) W) = f(ag)/OHW,

millest f(x+y) = f(x)+ f(y). Saadud kaks vordust on Cauchy funktsionaalvor-
randid. Lahendame iilesande néiteks teise pohjal; selle lahendiks on f(z) = ax.
Esimest saadud Cauchy vorrandit kasutades

ary = f(xy) = f(2)f(y) = a’xy,

mille abil @ = a® jaa = 0 voi a = 1. Et 0 ¢ R™, siis sobib siit vaid veel
fw) =
52. Vottes antud vorrandis y = 1, saame f(z 4+ 1) = f(z) + 1. Et f(1) = 2

1
siis matemaatilise induktsiooni abil f(n) =n + 1, n € N. Vottes niiid z = —
n
1 1
ja y = n, kus n € N, ndeme, et f (—) = — + 1. Edasi, vottes x = p € Z
n n

1
jay = —, kus ¢ € N, saame f (2—?> _ L + 1. Kasutades ka f pidevust, tuleb
q

q q
lahendiks f(z) =2+ 1,z € R.

53. Vastus: f(x) = Cx* kus C € R on suvaline konstant.

Lahendus. Vottes x = y = 0, tuleb f(0) = 2f(0), millest f(0) = 0. Valides
r =0, saame f(y?) = f(—y?), mis tihendab, et f on paarisfunktsioon. Seega
piirdume edaspidises muutujate positiivsete vaartustega.
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- : Y+ X
Kahe etteantud positiivse arvu X < Y korral valime x = :

2
Y - X
y = \/; Siis teiseneb ldhtevordus kujule

) = f(X) = f(VY? = X?) >0, (11)

mis tdhendab, et piirkonnas (0,00) on f mittekahanev funktsioon.
Toestame omaduse

f(z) = Cz* = f(nz) = C(nz)?, (12)
kus n € N ja C' > 0 on suvaline konstant. Selleks kehtigu f(x) = Cz? ning olgu
ette antud reaalarv > 0. Valime vorduses (11) X =z jaY = V2. Saame
f(vV2z) = C(v2x)%. Matemaatilise induktsiooni teel (valides niiiid vorduses
(11) Y = Vk+ 1z ja X = Vkz) pohjendame f(Vkz) = C(Vkx)?, millest
jareldub otsekohe toestatav omadus (12).

1 1)
Tihistame f(1) = A. Siis f(n) = An?, n € N. Kehtigu f ( ) =B (—) :

n n

kus B > 0 on mingi konstant. Omaduse (12) pohjal

Azf(l)zf(fn-%):B-(n-%)Q:B.

1 1)’
Seega f ( ) =A <—> . Omaduse (12) abil saame 15puks, et mistahes posi-

n n
tiivse ratsionaalarvu x korral f(x) = Ax?,
Olgu niitid ette antud positiivne reaalarv a. Leiame jadad z, — «, v, — «

nii, et z, < a < y,, n € N (matemaatilisest analiiiisist on teada, et sellised
jadad kindlasti leiduvad). Siis

Azl = f(z) < f(@) < flyn) = Ayl,  neN

ja vorratuses piirile n — oo minnes saame Aa* < f(a) < Aa®, mis annabki
f(a) = Aa?.

54. Teeme muutuja vahetuse z+y = k, z—y = [, siis Lf (k) =k f(1) = kl(k*—1?).
Naiteks & = 0 abil saame f(0) = 0. Kui kl # 0, siis jagades saadud vordust
avaldisega kl, tuleb

fk) f() _
T_T_k2_52 & fk) =K+ kC.

Asetades saadud avaldise ldhtevorrandisse, ndeme, et mistahes reaalarvuline
konstant C' sobib.
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55. Votame x = y, siis
c=[(f(0) = f(z)* - 2%,

mille abil f(x) = £v/22 + c. Lihtevorrandist 2 = y = 0 korral £v/2¢ = ¢, mis
annab ¢ = 0 v0i ¢ = 2, s.t. kone alla tuleb plussmérk ja funktsioonid f(x) = x,

f(z) = V22 + 2. Kontroll néitab, et sobib vaid f(x) = z.

56. Vaatleme koigepealt juhtu o = . Siis annab x = y tingimuse

2

2 _ g0 (f) (z):f(ﬂf).

fap=2f(3) & f(5) =12
Asetades selle ldhtevorrandisse, saame

sy = LLEE - IO (O s+ (2) 0],

mis tdhendab tegelikult, et

(&) - (@) -0 210 _c

Yy T

Siit saame lahendi f(z) = Cz®. Konstandi C' leidmiseks asetame saadud aval-
dise ldhtevorrandisse. Siis

Cxo"C'yO‘:yo"C(g)a—l—wo‘-C(%)a,

millest teisendamisel C' = 0 voi C' = 2172,
Vaatleme niitid juhtu o # 3. Sel korral vahetame tundmatute x ja y vadr-

tused (vasak pool f(x)f(y) el muutu) ja lahutame antud vorrandist saadu.
Vaheks tuleb

0=71(5) W =)+ 1 (5) @ —a),

mis x,y € RT \ {1} korral annab

G _ G
T —2565 o —Qyﬁ =C

1
ehk z,y € RT\ {5,2} korral

f(x)=C ((Qx)o‘ — (2x)5) .
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Maérata tuleb konstant C', selleks asetame saadud avaldise ldhtevorrandisse ja
korrutame sulud lahti:

4°0CP gy — 2902yl — 2082 Py 4 4P PPy = Cay® — CyPa”,
millest C' = 0. Seega juhul a # 3 sobib lahendiks vaid nullfunktsioon.

57. a) Valides = = 0, tuleb f(f(y)) = f(y) + 1. Kuna mistahes reaalarvu z
korral leidub y, et f(y) = z, siis kehtib f(z2) = z + 1.

b) Valime x = —y, siis f(—y + f(y)) = f(0) + 1 = const. Seetottu (f on
injektiivne) saame —y+ f(y) = const, mille abil f(y) = y-+c. Lahtevorrandisse
asendamisel ¢ = 1.

58. Vottes © = 1, saame f(f(r)) = x, mis iilesande 4 kohaselt tdhendab,
et f on iksiihene. Vottes y = 1, tuleb f(zf(1)) = = = f(f(z)), millest f
tiksiihesuse tottu x f(1) = f(z).

Seega on jiadnud leida f(1). Saame 2y = f(zf(y)) = xf(y)f(1) = zyf(1)%
Mittenulliste x,y € R abil f(1) = +1; funktsioonid f(z) = z ja f(x) = —x
rahuldavad lahtevorrandit.

59. Kui f(n) = f(m), siis ilmselt m = n, s.t. f on iiksithene funktsioon.

Et f(1)+f(f(1)+f(f(f(1))) = 3 ning koik liidetavad on positivsed téisar-
vud, siis f(1) = 1. Néitame niiiid induktsiooniga n jérgi, et f(n) = n mistahes
positiivse taisarvu n korral. Olgu f(k) = k iga k < n korral, siis funktsiooni
likstihesuse tottu peab olema f(n) > n. Oletame, et f(n) > n, siis jéllegi f
tiksiihesuse tottu

f(fm) Zn,  f(f(f(n)Zn ja f(f(f(n)+ [(f(n))+f(n)>3n,
vastuolu. Niisiis f(n) = n.
60. Toepoolest,

o2 = e+ 4 = TR TET
x = f((x = = = f(x).
g P TS ) -1 2
Seega, funktsiooni f periood on 2p.
61. Teine tingimus on samavéairne vordusega f(20 —x) = — f(20 + z). Teisen-

dades
F(20 =) = F10+ (10— 2)) = (10 = (10 — ) = f(x)
ja
f2Q0—z)=—-f(204+2)=—f(10+ (104+2)) = —f(10 — (10 + z)) =
= _f(_x)a
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mis kokkuvottes annab f(x) = —f(—xz), s.t. f on paaritu.
Kuna

F(40 + @) = F(20 4 (20 + 2)) = — (20 — (20 + 2)) = — f(~2) = f(x),

siis on f perioodiline.

62. a) Vaadeldes lihtevorrandit o ja —z korral, saame f(z)? = f(—z)?. Siit
jareldub, et f rahuldab iga x korral kas f(z) = f(—x) voi f(z) = —f(—x).

Naitame, et f on iiksiihene; sellest jareldub, et f ei saa rahuldada seost
f(z) = f(—=) ihegi x korral. Valime x = 0, siis

f(f(y)) —y = f(0)* = const.

Vottes niiiid reaalarvud 1, zo, mille korral f(x1) = f(x2), tuleb eelmise vorduse
abil, et f(f(z1)) = f(f(x2)), ehk x1 = x9. Seega on f iiksiihene.

Kui f on niiiid paaritu funktsioon, siis f(0) = — f(0) ning koheselt f(0) = 0.

b) Valides z = 1 ja y = 0, tuleb f(1) = f(1)% Kui f(1) = 0, siis 2 = 0 ja
y = Labil f(f(1)) =1, mis on voimatu. Seega f(1) = 1. Oletame, et f(n) = n,
s1is

fln+1)=f(1*+ f(n)) =n+ f(1)’ =n+1.

Matemaatilise induktsiooni abil saame niiiid f(1994) = 1994.

63. Antud seost n ja n + 2 korral rakendades saame lahutamisel

f(n)=fn+4)=fn+6)(f(n+4)— f(n+38)).
Seda korduvalt kasutades leiame
f(n)—fn+4)=fn+6)(f(n+4) — f(n+8))=...
o= f(n+6)--f(n+ (4k+2))(f(n+4k) — f(n+ (dk+4))) = ...,
mis f(m) > 2 tottu annab, et f(n) = f(n + 4) (sest nende vahe on loplik

suurus).
Seeabil teiseneb ldhtevorrand kujule

(f(n) =1)(f(n+2)—1) =1998

ja £(1) = 2 tottu £(1997) = 2 ning £(1999) = 1999.
Punkti b) ammendavaks lahendamiseks t&histame f(1) = a ja f(2) = b. Siis
1998 1998
= 1 4) = —

mis tidhendab ka, et @ — 1,b — 11998 = 2 - 3% . 37. Esimesed neli viirtust
méadravad funktsiooni iiheselt, suurused a ja b voime valida soltumatult.

+1,
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64. Lahendus 1: Funktsiooni f esimeste vadrtuste arvutamisel selgub, et
f(2k) = 3k ja f(2k+ 1) = 3k + 1, k € N. Toestame selle matemaatilise
induktsiooni meetodil. £ = 1 korral on toestus vahetu. Eeldame, et viide keh-
tib kuni arvuni k£ = m.

Olgu koigepealt 2m+-2 esitatav kahe positiivse paarisarvu 2x ja 2y summana.
Siis f(2x) + f(2y) = 3(z +y) = 3(m + 1). Esitame 2m + 2 ka kahe positiivse
paaritu arvu 2u + 1 ja 2v + 1 summana, siis

fRu+1)+ f2v+1)=Bu+1)+ Bv+1) =
=3u+v)+2<3(u+v+1)=3(m+1).
Siit jareldub, et f(2(m+1)) = 3(m + 1).
Olgu 2m + 3 arvude 2z ja 2w + 1 summa. Siis z +w = m + 1 ning

f2z)+ fRw+1)=32+3w+1=3z+w)+1=3(m+1)+ 1

Niisiis ka f(2(m+1)+1) =3(m+1) + 1.

Vaadeldes arvude a ja b paarsusi, selgub, et f(a+b) = f(a) + f(b) kehtib
parajasti juhul, kui vihemalt {iks arvudest a voi b on paarisarv.

Lahendus 2: Mérkame, et f(n + 1) = f(n) 4+ 2, kui n on paaritu, ja
fn+1) = f(n) + 1, kui n on paarisarv. See kehtib ilmselt n = 1,2 kor-
ral; oletame, et viide kehtib arvuni n = 2k. Kui 2k +1 = ¢+ 7, kus ¢ on paaris
ja 7 paaritu, siis

faG=D)+f0+1)=f@)=2+F0G)+2=[0)+ ()
ning

fa+D)+f0-1)=f@)+1+f0)—1= [0+ f0),
st f(2k+1) = f(2k)+ f(1) = f(2k) + 1. Seega f(2k+ 1) = f(i) + f(j), kui
1+ 5 =2k+1.

Vaatleme niitid juhtu 2k + 2 = 7 + 5. Kui ¢ ja j on molemad paarisarvud,
siis

Ja+)+f0-1)=f@)+1-f0)-2=f@)+ () -1,

aga kui molemad paaritud, siis

fe+D)+fG-1)=f@)+2-f0)-1=/@)+f()+1L
Seega, f(2k+2) = f(i)+ f(j) parajasti siis, kui 7 ja j on molemad paarisarvud.
Muuhulgas f(2k +2) = f(2k) + f(2) = f(2k+ 1) — 143 = f(2k) + 2.
Kokkuvottes leidsime, et f(a + b) = f(a) + f(b) parajasti siis, kui vihemalt
iks arvudest a ja b on paarisarv.
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65. Et f(0) < 0ja f(0+0) < 2f(0), millest f(0) > 0, siis f(0) = 0. Siit
saame, et

0=f(0)=flz—2) < fle)+ f(-2) <z —2=0,
mille abil f(z) = —f(—=z) (funktsioon f on paaritu). Kuna f(—z) < —z, siis
—f(—x) > z. Niiid

vz flz)=—f(-2) 2=,

millest f(z) =
66. Niitame koigepealt, et funktsioon f on mittekahanev. Selleks valime
0<z<y <1, sis

)=y —=)+2) > fly —2) + f(z) > f(2).

1
Vottes kolmandas tingimuses x =y = o0 kus n > 1, tuleb

1 1
22f 5|,
/(5) > (z)
mis koos vordusega f(1) = 1 annab matemaatilist induktsiooni kasutades, et

1 1
— ) < —.
1

Olgu niiiid ette antud arv 0 < x < 1. Saame leida n nii, et gnil <z < o See

annab

f(x)gf(%n) <%<2x.

Lopuks, mérgime, et f(1) =1 < 2 ning f(0) > 2f(0), mille abil f(0) <0
67. Olgu f iilesande tingimusi rahuldav funktsioon. Valime positiivsed reaalar-
vud a ja b nii, et a < b < 2a ning votame

Va—-Vb—a . a+Vb—a
- 2 weve 2

Siis &,y > 0, x+y = V2a ja 2> +y* = b. Jarelikult f(v/2a) = f(b). Fikseerides
a ning lastes arvul b muutuda pooldigus [a,2a) ndeme, et f on sel poolloigul
konstantne. Niisugune viide kehtib suvalise positiivse a korral. Jargnevalt nai-
tame, et see funktsioon on konstantne kogu arvkiirel R,

)



Votame u,v € RT ning eeldame iildsust kitsendamata u < v. Siis on f
konstantne poolldikudel [u, 2u), [1, 5u, 3u), [2, 5u, 5u), . . .. Uhte sellisesse pool-
loiku peab kuuluma ka v ja kuna igal kahel jarjestikusel poolloigul toodud reas
on mittetiihi iihisosa, siis peab funktsiooni f vdartus kohtadel u ja v kokku
langema.

Teisest kiiljest on selge, et suvaline konstantne funktsioon rahuldab iilesande
tingimusi.

68. Lihtne on kontrollida, et lahenditeks sobivad funktsioonid f(z) = 0,
f(x) = 3 ja f(z) = 2. Nende funktsioonide korral votavad iilesande vor-

duse molemad pooled vastavalt viidrtused 0, 1 ja (2% + 2%)(y* + t2). Toestame,
et rohkem lahendeid ei ole.
Vottes iilesande vorduses = y = z = 0, saame 2 f(0

Muuhulgas 2f(0) = 4£(0)? ja seega f(0) = 0 voi f(0) =

) = /
)

1

5.

~—
v

2£(0)((0)+ /1
5 Kui f(0) =

l\DI»—t

saame f(0) + f(t) = 1 iga t korral ja jarelikult f(z) =

Oletame niitid et f(0) = 0. Asendus z = t = 0 iilesande vordusesse
annab f(xy) = f(x)f(y) ehk funktsiooni f multiplikatiivsuse. Muuhulgas
f(1) = f(1)? millest saame f(1) = 0 voi f(0) = 1. Kui f(1) = 0, siis

flx)= f(z-1)= f(x)f(1) = 0 iga x korral.
Seega voime eeldada, et f(0) = 0 ja f(1) = 1. Vottes iilesande vorduses
r=0jay=1t=1, saame

f(=2) + f(2) = 2f(2),

jarelikult f(z) = f(—=z) iga z korral ja f on paarisfunktsioon. Jérelikult pii-
sab toestada, et f(x) = 22 positiivsete x vidrtuste korral. Paneme téhele, et
f(z*) = f(x)? > 0 ja tédnu f paarsusele kehtib vorratus f(y) > 0 koigi y
vaartuste korral.

Asendus t = x ja z = y iilesande vordusesse annab

f@®+y') = (f(2) + f(y))",

jarelikult f(z* 4+ 9?) = f(2)* = f(2*), mis tihendab, et funktsioon f on
mittenegatiivsete argumendi viartuste korral kasvav.
Vottes iilesande vorduses y = z =t = 1 saame

fle=1)+ f(x+1) =2(f(x) +1).

Kui z = 1, tuleb siit f(2) =4, kui x = 2, saame f(3) = 9 jne, induktsiooniga
n jirgi on lihtne tdestada, et f(n) = n? kdigi naturaalarvude n jaoks. Kuna f
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on paarisfunktsioon, kehtib sama véide ka koigi taisarvude korral ja arvestades
funktsiooni f multiplikatiivsust on f(x) = z* kéigi ratsionaalarvude jaoks.
Néitame 1opuks, et funtsiooni kasvamisest arvkiirel [0, 00) jareldub vordus
f(x) = x* samas piirkonnas. Oletame, et f(z) # 2® mingi positiivse z jaoks.
Kui f(r) < z? siis valime ratsionaalarvu a nii, et * > a > +/f(z). Siis
f(a) = a® > f(x), kuid teisest kiiljest f(a) < f(x), sest f on kasvav. Vastuolu,
Samasuguse vastuolu annab ka eeldus f(z) > %, seega on veelkord funktsiooni

f paarsust arvestades ainus véimalus f(z) = 2%

69. Lihtne on kontrollida, et funtsioonid f(z) = 0 ja f(x) = 1 rahuldavad
ilesande tingimusi. Toestame, et rohkem selliseid funktsioone ei ole.

Kui f ei ole konstantne nullfunktsioon, leidub niisugune zy € R, et f(xzq) # 0.
Vordustest f(xg)f(0) = f(xg — 0) = f(xo) jareldub siis, et f(0) = 1. Vottes
ilesande tingimustes x = y, saame

fa) = f(2)f(z) = flz —x) = f(0) = 1,

mistottu iga x € R korral x # 0. Lopuks jareldub seostest

07(§)1(-5)=16)

vordus f(z) =1iga x € R jaoks.

70. Veidi katsetades on kerge jouda hiipoteesini, et funktsiooni f rolli voiks
sobida kahe arvu VUK. Kahe esimese tingimuse kehtivus on VUKi korral tri-
viaalne, seega tuleb veenduda vaid kolmanda rahuldatuses:

vy o m(zty)
SUT(x,y) Y SUT(z,z + )
=y - VUK(z,z + 7).

(z+y)  VUK(z,y) = (z +y) -

Lopuks nditame, et antud tingimusi saab rahuldada vaid iiks funktsioon. Vaat-
leme téisarvu z > 2. Teades vddrtusi f(x,y) koigi argumentide 0 < z,y < z
korral, saame asenduse y = z — x abil kolmandast tingimusest arvutada f(x, 2)
iga 0 < x < z jaoks. Esimest kaht tingimust kasutades leiame véértused f(z,y)
ka 0 < y < z korral. Funktsiooni iihesus jareldub niiiid induktsiooni abil ker-

gelt.

1
71. Vottes teises vorduses x =y = §Z’ saame

()-+(2)
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1
suvalise z # 0 korral. Asendus x = y = — annab kolmandast vordusest iga
z

2 (2 1 1\
z # 0 jaoks — f <—> = <f (—)) ning jarelikult
2" \z z z

A (0)-1060)

1\ 1 1\
iga z # 0 korral. Vordustest (13) ja (14) jareldub f < ) = - <f (—)) ehk
z

(@) =a(f(2))” (15)

suvalise z # 0 jaoks. Kui mone x korral kehtiks vordus f(x¢) = 0, siis saaksime
ilesande kolmanda vorduse pohjal

f =@+ -2)fz+1-2)=~0-2)f(x)f(1-2)=0,

mis on vastuolus esimese tingimusega. Seega iga z € R\ {0} korral kehtib
f(z) # 0 ja vordusest (15) saame argumendi z iga voimaliku vddrtuse kor-

1 1

ral f(x) = —. On lihtne kontrollida, et funktsioon f(x) = — rahuldab koiki
x x

tilesande tingimusi.

72. Valime tasandil suvalise punkti P(z,y) ja veendume, et f(P) = 0. Konst-

rueerime suvalise korrapédrase n-nurga PA; A, ... A, _1 ja poorame seda iimber

2k
punkti P nurkade —7T, k=0,1,2,...,n — 1 vorra. Olgu saadud n-nurgad

A oAkt .. Apn-1, kl?s Apo = P ja Ay, on punkti A; podramisel tekkiv punkt
k=0,1,2,...,n— 1 korral.

Rakendades iilesande tingimust iga korrapédrase n-nurga jaoks ja summeeri-
des tekkivad n vordust, saame

n—1 n—1
J(Ari) =0
k=0 =0
Kuna selles summas esineb liige f(P) kokku n korda, voime kirjutada
n—1 n—1 n—1 n—1
0= Z Z f(Agi) =nf(P)+ S(Ak;). (16)
k=0 i=0 k=0 i=1
Teisest kiiljest ilmselt
n—1 n—1 n—1 n—1
f(Ak: z) — f(Ak:,z) =0, (17)
k=0 =1 i=1 k=0



sest ka koik n-nurgad Ag;A1;...A,—1,; on korrapdrased. Vordustest (16) ja
(17) jareldubki f(P) = 0. Korrates sama arutelu suvalise punkti korral saame,
et f peab olema nullfunktsioon.

73. Naitame, et niisugust funktsiooni ei eksisteeri. Oletame vastuviiteliselt, et
eksisteerib ja tahistame f(A) = A’

Joonestame kera sisse kuubi; olgu tema kiiljepikkus 1. Votame mingi po-
sitiivse tédisarvu n ja jagame kuubi n® viikeseks iihesuuruseks kuubiks. Saa-
dud kuupidel on kokku (n + 1)? tipupunkti, olgu need A, Ay, . . ., Apgrys. Kui

1 1
i # j, saame |A;A;| > —, mistottu ka [AjA}| > —. Jérelikult ei oma ringid D;
n n

7

keskpunktidega punktides A’ ja raadiustega o paarikaupa iihiseid sisepunkte.
n

Nende ringide iihend aga sisaldub ringis C7, mis on saadud ringist C' homoteet-
1

n

se teisendusega ringi C' keskpunkti suhtes kordajaga , kus r on ringi C'

raadius.
Vorreldes ringide D; pindalade summat ringi C pindalaga, saame

(n+1)3

) 2
_ 3 T B 1
2;5&“”+”'@ﬁ<5@—”‘0+5i>'

Piisavalt suure n vadrtuse korral aga ei saa see voratus kehtida, vastuolu.

74. Defineerime iga x € R korral vektori

o(x) = (H(2), fola), fo(x)):

Nende vektorite koikvoimalike lineaarkombinatsioonide hulk on kolmemootme-
lise ruumi alamruum. Kui selle alamruumi moode on vahem kui 3, siis leidub
alamruumiga ortogonaalne vektor (cq, co, ¢3) ja jarelikult muuhulgas iga x € R
korral

0= (c1, 00, c3) - (@) = 1 fi(3) + 2 o) + s fis(x).

—
Jaab tile vaadelda juhtu, kus vektorite v(x) lineaarkombinatsioonid katavad

—_
kogu ruumi. Siis saame leida x; < x9 < x3 € R, mille korral vektorid v(zy),

v(zy) ja v(xz) ehk maatriksi

fi(z1) fa(z1) f3(z1)
fi(z2)  fa(xa) f3(22)
filzs) faxs) f3(xs)
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read on lineaarselt soltumatud. Jarelikult on ka sama 3 x3 maatriksi veeruvekto-
rid lineaarselt soltumatud ja me voime leida niisuguse vektori ¢ = (c1, ca, c3) € R3,
et

fi(x1) fa(1) f3(x1) 0
ci- | filwe) | +eo- | falwe) | 43| fa(z2) | =11
fi(ws) fa(3) f3(3) 0

Seega
—_— —_— —_—
< o(r) =0, C-v(ze) =1, ¢ -v(xz)=0,

mis on vastuolus iilesande tingimustes noutud monotoonsusega. Jérelikult ei
saa vaadeldava alamruumi moode olla iile 2.

75. Et vahemikus (O, g) kehtib vorratus 0 < sinz < x, siis 0 < x,411 < Typ.

Jarelikult jada (z,) on monotoonselt kahanev ja alt tokestatud. Seega eksis-

teerib piirvaartus. Olgu lim x, = a. Kui ldhteseoses n — oo, siis saame, et
n—oo

sina = a. Et a > 0 korral sina < a, siis jarelikult a = 0.

Seega lim x, = 0.
n—oo

[a?2 1
76.Eta; =1>0]ja Z” +—> %, siis a,41 > a,. Seega on vaadeldav jada
n

kasvav.
Tuleb néaidata, et sellel kasvaval jadal puudub piirvaartus. Oletame vastupi-

diselt, et vaadeldaval jadal on piirvaartus. Olgu lim a, = A. Siis
n—oo

_ A A2
lim apy1 = —+1\/— + —.
n—oo

2 4 A
Et tegemist on iihe ja sama jadaga, siis ka lim a,.1 = A. Kuna

A | A2
5‘1‘ Z+Z>A

siis saame vastuolu kujul A > A.
Et jada (a,) on kasvav ja piirvidrtust ei oma, siis on ta tokestamata. Seega
on antud véiide toestatud.
1
77. Vaatleme uut jada liikkmetega b, = an—ﬁ. Jada (a,) tokestatus tdhendab
m < a, < M, millest m — 1 < b, < a, < M, millest jareldub, et (b,) on
tokestatud. Jada (b,,) on mittekahanev — toepoolest,
1 2 1

bn+1—an+1_?2an_§:an_ :bn




Siit jareldub, et jada (b,) koondub. Jérelikult koondub ka jada a,, = b, +

kui kahe koonduva jada summa.

2n71

T T
78. Matemaatilise induktsiooni teel toestame a,, = 2sin ——, b,, = 2tan ——

Niitid
. . . (s . T s
lim 2"a, = lim 2""'¢in —— = lim 2""1. — ==
n—00 n—0o0 oant+2 N5 on+2 2
ning
. . T . /e ™
lim 2"b, = lim 2" ' tan —— = 1lim 2" . .
n—00 Nn—00 on+2 N—00 on+2 2

79. Ilmselt on jada tokestatud, kui * = y = 0, ja ei ole tokestatud, kui
x =0,y # 0 (siis ag = y, ag = 2y, ja edasi saame kergesti |a,| = (n — 1)y,
kuin > 2), voi x # 0, y = 0 (siis a2 = a3 = z, ag = 2z, ja |a,| = (n — 2)|z|,
kui n > 2).
Olgu niitid x,y # 0, a_d =« ja G2 _ZTHY = (3. Saame

R a1 y

1+a_ 1

3= — 14—,
«

Vaatleme eraldi kaht juhtu:

3_1—1—[3_14—04

a) Kui 0 = a, siis a; = ay # 0, Z— = [ ning induktsiooni

2
abil saame kergesti veenduda, et a, = aa,_1 = "z, n = 1,2,.... Seega on
: e : - I+«
tegemist geomeetrilise jadaga, mille tegur on «. Tingimusest § = =«
Q
, 14++/5 1—+/5 1++5 . 1—+/5
leiame a = 5 .Et‘ 5 ‘<1,‘ 5 ‘>1,susoz: korral
1 5
on antud jada tokestatud (tdpsemalt, koondub nulliks), ja o = +2\[ korral

ei ole tokestatud (|a,| = |a|"|z| saab n kasvades kuitahes suureks).

1—+5 1—+5

b) Kui 8 # «a, siis a # 5 Tahistades ag =

kus § # 0. Leiame:

a = Yy=ar=ayr—+0x;

ay = v+y=(14+ay)r+0z =i+ x;

a3 = a;+ay = ap(l +ap)z + 262 = ajr + 267 .
Induktsiooni abil on lihtne veenduda, et a,, = ayx + F,0x, kus F} = Fy = 1,
F,=F,_ o+ F,_1, i > 3, s.t. F; on Fibonacci arvud. Et ilmselt F,, > n — 1, siis

., saame o« = aq + 0,
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Saame

jan| = |Fuox] —[agz] =
>

2/ ((n = DI8] = laol") > fel((n — 1)]o] - 1)
igan =1,2,... korral. On selge, et mistahes x,0 # 0 ja M > 0 korral leidub
naturaalarv N nii, et |ay| > M, s.t. jada ei ole tokestatud.

1-+/5

Kokkuvottes saime, et antud jada on tokestatud siis ja ainult siis, kuiy = 5

X
(kus x voib olla suvaline reaalarv).

80.

a) Piisab néidata, et vastava (1opmatu) rea summa on vihemalt 4. Olgu k koigi

selliste ridade summade suurim alumine toke (nn. alumine raja). Ilmselt
k> 1.

Mistahes € > 0 korral voime leida jada (x,), millele vastava rea summa on
viiksem kui k + ¢ (sest k oli suurim alumine toke). Kirjutades vaadeldava
summa kujul

2 2
xo x1 Z1
Dy [ AN

:L' —_—
1 x x1 x1

Sulgudes oleva rea summa on samasugune nagu vaadeldava rea summa, s.t.

1
sulgavaldise vaartus on vihemalt k. Seega k+¢ > — + % See kehtib koigi

Iy
1 1
e > 0 korral, mis tihendab, et k > — + —*. Ent — + =% > 2v/&, mille abil
T k I k
k> 4.
1 I ..
b) Téhistame x,, = —. Siis
27?,
2 2 2
Ty T2 Tn 2n — 2

81. Lahendus 1: Viikeste n viartuste korral proovides ilmneb seaduspira
a, = 2" *(n + 1). Toestame selle kehtivuse matemaatilise induktsiooni teel.
[Imselt piisab selleks nédidata, et summa

ap+as+...+a,-1= (n— 1)271—2.
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Oletame, et kdigi k& < n — 1 korral kehtib a; = 2°7?(k 4 1) ning leiame vaadel-
dava summa
S =a+tat.. . ta, 1=
= 227143 144-245-2246-2°+... +n-2"7 =
= 2. (27 1244+ 2" (12444 27 +
(24224 2T (222
o (2 27 o =
= 1+3-(2" 2D +2- (2" -1)+22- 2" 1)+ ...+
o F2H2E ) 2" (2 -1) =
= 2" 1 (1424224 ... 42" =n2"?2 -1 - (2" % 1) =
= (n—1)2"72
nagu soovitud.,

Lahendus 2: Vaadeldav summa

-1 1
S = Qp = 2k2k“|‘)
k=1 1

3
f

TT

on avaldatav kui funktsiooni

R o Igs 1 2@t —1)  antl—g?
f(x)—4 (" +a —|—...+x)—4kz;x =7 =1 d— 1)
tuletis kohal x = 2 — toepoolest,
n n—1
1 k-1 k-3 k—2
ZZM Zm = (k+1)2"? =4,
k=2 k=1

teiselt poolt

ooy (n+1)a" —=2z)(z - 1) - (2"t — 2?) B
) = Ax—1)? -

mille abil
1
fl(2) = Z[(n +1)2" =4 =" ) = (n+1)2" % —2.2"% = (n—1)2" 2

Lahendus 3: Vaadeldava summa

[y

—_
3

S=Y ar=)» 2"*k+1)
1 1

3

o~
|
i
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voime leida ka kui
26— 8 = [2°242 34224+ 42" 3(n—1)+2" ] —
—2t242% 342 42 (0 - 1) 427 0] =
= 2.2 (2424 2 2 =
= —1-(2"=-1)+2"n=2""(n—1).
82. On lihtne néha, et

e Gt a) Sl

b1 pz Pk

Teiselt poolt kehtivad vorratused

1|n n 1 = 1 n [ — 1 n
B — - — — - | ==
;p{pJ\;p2<n<4+z(2k+ 2><4<;k(k;+1)) 2

n
Seega Zak < B mistahes n > 2 korral. Kasutades niiiid aritmeetilise-

k=2
geomeetrilise keskmise vahelist vorratust, tuleb

as +az+ ... +a,\" " 1 1 \" e 3
aoas -+ Ay < P <n— 1+n_1 <2n71<2n—1'

Nende vorratuste liitmisel saame

i 1+1+i+i+3 1+1+
— 2 6 60 20
SR Y S L At
S 60 2 2 ) 60 32
83. Korrutame vorduse pooli arvuga d:
4 d ot d =
a(a+d) (a+d)(a+2d) " Ja+(n—2)d] [a+ (n—1)d
n—1
— -Cl7
a- ay
N S L 1
a a+d a+d a+2d " a+(n—-2}d a+(n-1)d
n—1
pr— ‘d,
a- ay
1 1 _at+(n—1d—-a (n—1)d
a a+(n-1)d ala+n-1d  a-a,
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84. Teisendame
1 1 1 1

Mt (n+2) 20 n+l 2mn+2)

mille abil
zn: 1 _1271:1 n+11+1n+21_
— k(k+1)(k +2) 2k Hk 24k
1 1 11 1 &K1 1
T2t aT el T T Ay T
k=3 k=3
11 1 I
T2k T2t T 2nr2)

1 1 n 1 L 1 1
- N
4 n+1 2n+1) 2n+2) 4

protsessis n — o0.
85. Vastus: Arvu n voimalikud véédrtused on n = 3 ja n = 4. Esimesel juhul
o= E, teisel juhul a = T

[Imselt peab olema n > 3, sest muidu ei teki iildse hulknurka. Et nurkade
suurused moodustavad aritmeetilise jada, siis vaadeldava hulknurga sisenurkade
summa on

- (a+ na)
2

Avaldades saadud vordusest «, saame

=m(n—2).

_ 2m(n—2)
Con(n+1)

Hulknurga kumeruse tottu

_ 21(n — 2)

<
n—+1 n

no

(teised nurgad on koik vdiksemad) ehk 2n — 4 < n+ 1, millest n < 5. Seega on

arvu n voimalikeks vidrtusteks n = 3 jan = 4.
2 2.2
Juhuln:3saamea=ﬁ:g,juhulnzélagaa: 4.;:%.
86. Vastus: ainus selline algarv on 101.

65



Arvu 10101 ...01 saame esitada kujul
k iihte
10101...01 = 100"+ 100" + - -- + 100" =

~100F -1 (10%)2—-1
100—-1 99
(10F — 1) - (10F + 1)

99 '

Kui k > 3, siis on viimase murru lugejas molemad tegurid suuremad kui 99 ning

parast taandamist jaab jarele kahe 1-st suurema arvu korrutis. Juhul £ = 2 on
vaadeldavaks arvuks 101, mis on algarv.

87. llmselt on voimalik leida nurgad 0 < «a, 8 < 90° nii, et tana > 0,
tan(a + ) > 0, ..., tan(a + 19895) > 0 ja tan(a + 19905) < 0. Niiid
piisab téhele panna, et vottes ap = tan « ja ¢ = tan 8 saame a,, = tan(a+nf).
88. Karakteristliku vorrandi ¢*> = ¢+ 2 lahendid saame ¢, = —1, go = 2. Seega

on jada (ay) litkmed kujul a, = ¢;(—1)" 4 ¢o - 2". Lihtetingimuste abil (vottes

as — 2ay ay + ap
n =1, n=2) mddrame ¢; = ————, ¢g =

3 77 6
= 2" 1” +
Ay — 2 C1 Co

1 n
ning lim /a, = 2, sest (—5) —0ja (/@730 1.

. Seega c1,c9 > 0,

n—oo n—oo

89. Tahistame

e = (1,0,...,0),
e =(0,1,...,0),

e, =(0,0,...,1).

Kuna f(ﬁ) = F, siis iilesande tingimuste jargi leidub iga p € {1,2,...,n}
jaoks ¢ € {1,2,...,n}, et f(e,) = e,. Samuti on selge, et p # ¢ korral
f(ey) # f(eg). Jarelikult

@) @) f@)) = (75 ). (18)
Vaatleme suvalist vektorit ‘@ = (ay,as, ..., a,), milles on ¢ positsioonil 1-d

ja iilejisinud positsioonidel 0-d. Kui f(e,) = ¢, ja a, = 1, siis on ¢. positsioonil
vektoris f(@’) samuti 1 (muidu erineksid vektorid e, ja ‘@ kokku t — 1 posit-
sioonil, vektorid f(e,) ja f(@) aga t+ 1 positsioonil). Analoogiliselt saame, et
kui a, = 0, siis on ¢. positsioonil vektoris f('a’) samuti 0.
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Olgu niiiid antud vektorid @, b ja ¢ nii, et @ + Y + ¢ = 0. See
tahendab, et iga i € {1,2,...,n} korral on a; + b; + ¢; paarisarv. Fikseerime
indeksi i ja olgu f(e;) = €;. Siis langevad vektorite f(a’), f(b) ja f(°¢’) J.
positsioonide viartused kokku vastal)alt viartustega a;, b; ja ¢; ning kasutades

H
omadust (18) nieme, et (@) + f(b)+ f(¢)= 0.
90. Sobivad parajasti koik konstantsed funktsioonid. Veendume, et konstantne

funktsioon f(z) = c rahuldab iilesande tingimust:

zf(y) +yf(z) = (x+y)c=(x+y)f(=*+y>).

Oletame niiiid vastuvaiteliselt, et f voib olla mittekonstantne. Jarelikult leidub
tema vadrtuste hulgas vihemalt kaks erinevat elementi. Valime xq, yo € N nii, et
f(xo) < f(yo) ning et suuruste f(xg) ja f(yo) vahel ei ole iihtki teist funktsiooni
f vaartust. Niitid aga

Flan) = 2of (20) + yof (w0) _ wof (yo) + oS (o) _
" o+ Yo xo + Yo
zo.f (o) + yof (yo) _
< Z + Yo — f(y0)7

xof (Yo) + yof (o)
o + Yo

mis annab vastuolu zg ja yo valikuga, sest = f(z2 +42) ja

jirelikult f(xo) < f(x5 + y5) < f(y0)-
91. Vottes x = y = 1 saame f(f(1)) = f(1) ning vottes x = 1 jay = f(1)
saame f(f(f(1))) = f(1)% Jarelikult

F? = FUFUF)) = F(F(1) = f(1),
mistottu f(1) =1 ja 1 on funktsiooni f piisipunkt'?,
Asendades y = x, on tulemuseks

flaf(x)) = xf(x),

jarelikult on iga x korral suurus x f(x) funktsiooni f piisipunktiks.
Oletame, et funktsioonil f leidub piisipunkt x > 1. Siis

f@®) = f(zf(2)) = of(x) = 2°

ja ka 2 on piisipunkt. Analoogiliselt on piisipunktid z*, 2%, ..., 22", .. .. Kuid
kuna z > 1, siis 2"
Jérelikult pole funktsioonil f piisipunkti, mis oleks suurem kui 1.

— 00 kui m — oo, mis on vastuolus iilesande tingimustega.

2Funktsiooni f piisipunktiks nimetame sellist elementi 2, mille korral f(z) = .
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Oletame niiiid, et vaadeldaval funktsioonil leidub piisipunkt x € (0, 1). Siis

) r(E) ()

1 1
jarelikult on ka — piisipunkt. Kuna — > 1, saame jalle vastuolu.
x x

Niisiis on 1 funktsiooni f ainus piisipunkt. Ulaltdestatu pohjal peab siis iga
1
r € (0,400) korral kehtima xf(x) = 1 ehk f(z) = —. Kontrollime, et see
x
funktsioon rahuldab iilesande tingimusi:
_f(t)Y =Y -
) =1 () =2 =t
samuti x — oo korral f(z) — 0.

92. Oletame, et selline poliinoom leidub, siis
p(7)=aT" + a7+ ... +a, =5 p(15) =apl5" + ... +a, = 9;

lahutades tihe vorduse teisest, saame ag(15" —7") +... 4+ a,-1(15—7) = 4, kus
vasak pool jagub 15 — 7 = 8-ga, aga parem pool ei jagu 8-ga — vastuolu.

93. Olgu poliinoom z*P(x) + x* + x + 1 n-astme poliinoom, mille juured on
c1,C2, ..., Cc,. Oletame, et koik need juured on reaalsed, ning naitame, et sel-
lest jéreldub vastuolu. Olgu poliinoomi P(x) pealiikme kordaja ag, siis Viéte'i
valemite pohjal

1
ey = (1" —
cicg...cp = (—1) a0
1 1 1
Ci1Cy .. .Cp, (—+—+.. +—>=(—1)”_1-—,
C1 (6) Cn on
1 1 1
C1Co ... Cp (—+—+.. + )z(—l)”_Q-—,
C1C2 C1C3 Cn—1Cn Qo
millest saame avaldada
1 1 1 1 1 1
— Yt — 4. F—=—1, — 4+ — 4. .+ = —1.
&] C2 Cp C1C2 C1C3 Cn—1Cp
Niiiid on ruutude summa
1 1 1 1 1 1)?
—2+—2+...+—2 = —t — 4+ ...+ — —
1 1
—2-|—4+—+ + =
C1Co C1C3 Cn—1Cp
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negatiivne, mis on voimatu. Jarelikult on vihemalt iiks juurtest ci,co,...,c,
kompleksarv, mis ei ole reaalarv.

94. Olgu h(t) = (t —a)(t —b)(t —c) = t* — o1t + o9t — 03, kus 01 = a+ b+,
o9 = ab + bc + ca, o3 = abe (Viete'i valemid). Niiiid

7 1
o= flabe)=2a® + 27 23+ 4L =
ab ¢
7 1 7 1
= 2a? + 12+ P) — 4+ — 4+ = = 20} — 200) — 4P+ —— + .
03 c o3 c
7 2_9 1
Viimase vorduse kirjutame kujul ¢ — —¢® + L c——=0. Siit
4o, 4 2 4

jareldub, et reaalarv ¢ on poliinoomi

juur. Samal kombel annavad vordused n = f(b,c,a) ja n = f(c,a,b), et a
ja b on samuti poliinoomi ¢(t) juured. Seepérast h(t) = g(t) ning, vorrelnud

2
. . . .. n o 1
vastavaid kordajaid, voime kirjutada 07 = —, 09 = — + 09 — —, 03 = ——.
4oy 4 2 4
Neist seostest keskmine annab n = 20%, esimesest ja viimasest saame o1 = —7,

millest avaldame n = 2 - 49 = 98.

95. Poliinoom P(n) on avaldatav rekurrentselt kujul
Pow) = (Por() ~ 2% Pila) = (a— 2
£,(0)

2!
Py (z) = 2(Poa(z) = 2) P, (2)

Liikme 2% kordaja vordub , seega leiame selle suuruse. Esimene tuletis

ning teine tuletis
Py(x) = 2(P, 4(2))" + 2(Pooa(2) = 2) P4 (x).

On selge, et P,(0) = 4. Esimese tuletise avaldisest
F,(0) = 2(Po1(0) = 2) P4 (0) = 48, _,(0)

ning P;(0) = —4, mille abil P/ (0) = —4". Edasi, teise tuletise avaldisest
P(0) = 2(F; 1(0))* + 2(Pa-1(0) = 2)P) 4 (0) = 2 4" % + 4P/ 1(0)

1 1
ning P/'(0) = 2, seega P (0) = 5 4" + 6 4*" On jasnud avaldada
P(0) 1 1,
2! 12 * 12
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96. Rakendades teoreemi 5 poliinoomile z° — z + 1 veendume kdigepealt, et
sellel ei ole ratsionaalarvulisi juuri (selliseks juureks voiks olla ainult 1 voi —1).
Oletame niiiid, et mingi reaal- voi kompleksarv v on poliinoomide z? 4+ azx + b
> — 2 + 1 iihine juur, s.t. o> = —aa — b ja o® = o — 1. Siis
a—1 = o’ =a(a)’=a(—aa —b)* =

= a(a*(—aa — b) + 2aba + b*) = (—a® + 2ab)a* + (b* — a®b)a =

= (a* —3a®b + b*)a + (a®b — 2ab?),
s.t. (a* —3a®b 4+ b* — 1)a = —a’b + 2ab® — 1. Et «a ei ole ratsionaalarv, siis
saame siit vordused

at—3ab? + ¥ -1 =0,
—a’b + 2ab” — 1 = 0.

ja x

, 2a° —2a+ 1 . ,
Avaldades neist vordustest b = £ ja asendades esimesse vordusse,
a

saame
a® +3a° +11a° —4a®> +4da— 1 =0,

mis el ole ratsionaalarvulise a korral voimalik, sest poliinoomil
10 4+ 320 4 112° — 42 + 42 — 1

puuduvad ratsionaalarvulised juured (selles veendumiseks kasutame jéllegi teo-

reemi 5).

97. Olgu n paarisarv. Siis peab poliinoomil P,(z) leiduma miinimum mingis
punktis g, kus P, (zg) = 0. Kuid

xnfl

(n—1)!

Px)=1+z+---+ =P, 1(x)

n
ning seega xo # 0 ja P,(xg) = P, (z0) + x—? > 0. Niisiis on poliinoomi P,(x)
n!
minimaalne vadrtus P,(zg) > 0, see aga tdhendab, et P,(z¢) > 0 iga « vidrtuse
korral.

Olgu niitid n paaritu arv. Kuna P.(x) = P,_1(x) ja n — 1 on paarisarv, siis
vastavalt eelpool toestatule P/ (z) > 0 mistahes x korral, s.t. funktsioon P, (z)
on kogu reaalsirgel rangelt kasvav. Et lim P,(z) = co ja lim P,(x) = —o0,

T—00 T——00
siis on poliinoomil P,(z) tépselt iiks nullkoht.
98. Vottes x = 1, x = 2, z = 4 ja x = 8§, saame, et p(2) = 0, p(4) = 0,
p(8) = 0 ja p(16) = 0, millest Bézout’ teoreemi kohaselt

p(x) = (z = 2)(x — 4)(x — 8)(x — 16)q(x),
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kus ¢(z) on mingi poliinoom. Asetades saadud avaldise lahtevorrandisse saame
16(x — 1)(z — 2)(z — 4)(z — 8)(z — 16)q(2x) =
=16(z — 1)(x —2)(z — 4)(x — 8)(z — 16)q(x).
Siit ndeme, et q(2x) = g(x) vahemalt koigi z € R\ {1,2,4,8,16} korral, mis
tdhendab, et ¢ on konstantne poliinoom. Teiselt poolt on lihtne veenduda, et
poliinoom

p(x) = a(r —2)(z — 4)(x — 8)(x — 16)

rahuldab iilesande tingimust mistahes reaalarvulise konstandi a korral.
99. Viete'i valemite abil
p=—(x1+ x2 + x3);
g = T1T2 + T1T3 + T2X3;
r = —X1ToT3.
Saadud vordusi teisendades saame
1+ T2+ T3 = —p;
T1T2 + T173 + T2X3 = ¢
T1ToXT3 = —T.

Pidades silmas Viéte'i valemeid, peavad uue vorrandi kordajad olema (muu-
tuja = astmenditaja kahanevas jérjekorras)

—(2? Fas+ad) = —[(z1+ 2 + 23)% — 2(2179 + 2173 + 2ow3)] =
= —(p" —2¢) = 2¢ — p*;
vias 4+ virs + v3r; = (2129 + 2123 + Tox3)? —
— 2z129m3(1 + T2 + 23) =
= ¢* —2pr;
—xirsad = —(x1wom3)? = —1?

Seega on noutud vorrand kujul

° + (2q — p?)2® + (¢ — 2pr)z —1r* = 0.
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