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Naiide 1. Tuginedes antropoloogiale, ei leidu inimest suurema kui 500 000 juuksekarvade arvuga.
Toestame, et Prahas leidub kaks vordse juuksekarvade arvuga inimest.

Ulesanne 1. Raamatukogus on 1100 raamatut, millest iihelgi pole rohkem kui 1000 lehekiilge.
Toestage, et raamatukogus leidub kaks vordse lehekiilgede arvuga raamatut.

Ulesanne 2. Korgkooli esimesele kursusele tuli 84 eri keskkoolist parit 120 iiliopilast. Toestage,
et esimesel kursusel leidub vihemalt kaks iiliopilast, kes tundsid iiksteist juba keskkoolipédevil.

Ulesanne 3. Korratul pilasel on sahtlis viit eri viirvi sokke (igast vérvist viihemalt kaks). Mitu
sokki tuleks sahtlist votta, et voetud sokkide seas oleks kaks sama, varvi?

Ulesanne 4. Viskame kaht tiringut. Mitu korda on tarvis visata, et kindlasti saada kaks viset,
mille silmade summad on vordsed?

Niide 2. Konverentsist vottis osa 40 delegaati 13 riigist. Toestage, et vihemalt {ihe riigi del-
gatsioonis oli rohkem kui 3 liiget.

Ulesanne 5. Mitu korda on tarvis visata kolme téringut, et kindlasti olla teinud vihemalt neli
viset, mille silmade summad on vordsed?

Ulesanne 6. Mitu korda on tarvis visata kahte tdringut, et saada kolm korda samad silmad
molemal taringul? Lahendada iilesanne a) juhul, kui téringud on iihesugused, st. silmade
paarid (2,1) ja (1,2) loeme vordseteks; b) juhul, kui téringud on erinevad (nditeks eri vérvi),
st. nditeks silmade paarid (2,1) ja (1,2) loeme erinevateks.

Niide 3. On antud kumer neliteisttahukas 9 tipuga. Toestage, et tal leidub tipp, millest véljub
vihemalt 5 serva.

Ulesanne 7. On antud kumer seitsetahukas 6 tipuga. Toestage, et tipselt iiks tahk on nelinurk.

Niide 4. Konverentsist vottis osa 70 delegaati, kes konelesid 11 erinevat keelt. Uht keelt kone-
les iilimalt 15 delegaati. Otsustati valida ametlikuks keeleks iga keel, mida koneles vihemalt 5
delegaati. Toestage, et konverentsil oli vihemalt 3 ametlikku keelt.

Niide 5. On tarvis toestada, et suvaliste 13 reaalarvu seast saab leida kaks arvu x ja y, mille

korral
0< =Y o0 \f3.
1+ 2y

Ulesanne 8. Toestage, et antud n+ 1 suvalise reaalarvu seast saab leida kaks arvu z ja g, mille
korral
y—x

0<
14+ 2zy

s
< tan —.
n

Ulesanne 9. Toestage, et suvalise 11 reaalarvu seast, mis on vahemikus (1,100), saab valida
kaks sellist, mille jagatis on vaiksem kui 1,6, aga suurem kui 1.

Niide 6. Aianduses kehtivate reeglite kohaselt peab kahe puu vaheline kaugus olema mitte
vaiksem kui 5 meetrit. Toestage, et ristkiilikukujulises aias mootmetega 20 m x 15 peab seetottu
olema vihem kui 26 puud.



Ulesanne 10. Aias moStmetega 35 m x42 m on 100 puud. Kas saab leida sellise 3 m x5 m
ristkiiliku, et selles kasvaks vdhemalt kaks puud?

Ulesanne 11. Ruudus mootmetega 10 x 10 asetsevad 101 punkti. Naidake, et selles ruudus véib
leida kolmnurga pindalaga 1 cm?, milles asub vihemalt kaks antud punkti.

Ulesanne 12. Aias mo6tmetega 80 m x90 m kasvab 365 puudu. Kas véib leida aias ristkiiliku
moGtmetega 5 m x8 m, milles kasvab vihemalt 3 puud?

Ulesanne 13. Ristkiilikusse méétmetega 27 m x36 m on paigutatud 1945 punkti. Toestage, et
vihemalt 7 neist voib korraga katta kolmnurgaga, mille pindala on 3 cm?.

Ulesanne 14. Niidake, et ruudus kiiljepikkusega 1 asetsevast 51 punkti seast voib leida mingid

3, mida saab katta ringiga raadiusega 2

Naiide 7. On antud 82 naturaalarvu. Tarvis toestada, et nende seast voib leida kaks sellist, mille
vahe jagub arvuga 81.

Ulesanne 15. Niidake, et antud n + 1 naturaalarvu seas leidub kaks, mille vahe jagub arvuga
n.

Ulesanne 16. Toestage, et iga naturaalarvu n korral leidub arv, mille kiimnendesitus on kujul
11...100...0 ning mis jagub arvuga n.

Ulesanne 17. Tdestage, et iga arvust 2 ja 5 erineva algarvu p korral leidub arv kujul 111...1
(st. kirja pandav kiimnendsiisteemis ainult numbriga 1), mis jagub arvuga p.

Niide 8. On antud 67 naturaalarvu. Toestage, et nende seast voib vilja valida mdned arvud
selliselt, et nende summa jaguks arvuga 67.

Ulesanne 18. Toestage, et n arvu seast saab valida moned selliselt, et nende summa jagub
arvuga n.

Ulesanne 19. Ignatius Kvantifikaator (kuulsa professor Kvantifikaatori poeg) lahendas kolme
kuu kestel iga pdev vihemalt iihe matemaatikaiilesande. Kalendrinddala jooksul ei lahendanud
ta samas rohkem kui 13 iilesannet. Toestage, et leidub iiksteisele jirgnevate pievade jada, mille
kéigus lahendas Ignatius tépselt 33 iilesannet.

Ulesanne 20. Keegi lahendas viihemalt kaks iilesannet pievas, aga nidalas mitte rohkem kui
17. Toestage, et kas leiduvad moned iiksteisele jargnevad pédevad, mille kiigus lahendas ta 23
iilesannet voi moned iiksteisele jargnevad paevad, mille kiigus ta lahendas 46 {ilesannet.

Ulesanne 21. Olgu p ja ¢ iihistegurita naturaalarvud. Toestage, et leidub naturaalarv n selliselt,
et arv 1+ ¢+ ¢°> +--- + ¢" jagub arvuga p. Lisaks toestage, et kui 1 4+ g+ ¢ + --- + ¢" jagub
arvuga p ja k on naturaalarv, siis ka 1 4+ ¢+ ¢® + --- + qk("ﬂ)*1 jagub arvuga p.

Naiide 9. Toestage, et arvu 37 mingi aste 1opeb numbrite rithmaga 00001.

Ulesanne 22. Olgu arv p iihistegurita arvuga 100000. Téestage, et arvu p mingi astme kiim-
nendesitus 16peb numbrite riihmaga 00001. Toestage veel, et iga naturaalarvu n korral leidub
selline naturaalarv k, et p* kiimnendesituse 16pus on n nulli ja number 1.

Ulesanne 23. Olgu arvud p ja ¢ iihistegurita. Toestage, et arvu p mingi positiivne aste annab
arvuga q jagades jadgi 1.
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Niide 10. Toestage, et leidub selline naturaalarv & < 100, et vorrandil {\/E + xJ = k on

vihemalt 100 naturaalarvulist lahendit.
Ulesanne 24. Téestage, et leiduvad sellised naturaalarvud k:
a) k <6000, et vordust L\/E log xJ = k rahuldab vihemalt 160 naturaalarvu.

b) k <600, et vordust H/:Elog acJ = k rahuldab vihemalt 160 naturaalarvu.

Niide 11. Olgu x irratsionaalarv. Toestage, et kui & on suvaline naturaalarv, siis leiduvad
1

sellised téisarvud m ja n, et 0 < m + nx < =

Ulesanne 25. Olgu z # 0 ratsionaalarv, mille voib kirjutada kujul z = B, kus p on téisarv, q
naturaalarv ning p ja ¢ on iihistegurita. Toestage, et kui £ on naturaalarv, k < g, siis leiduvad
1

sellised téisarvud m ja n, et 0 < m + nx < =

Ulesanne 26. Tdestage, et kui x on ratsionaalarv, z # 0, z = 1‘3, kus p on tdisarv ja g on
q

1
naturaalarv, ning «, 8 on sellised arvud, et § — «a < —, siis leiduvad sellised tdisarvud m ja n, et
q

a<m+nz <p.

Ulesanne 27. Tdestage, et kui x on ratsionaalarv, x # 0, z = g, kus p on tidisarv ja g on
naturaalarv, ning k on selline naturaalarv, et k > ¢, siis leiduvad sellised tdisarvud m ja n, et

O<m+nx<g.

Niide 12. On teada, et leidub tdpselt 7 algarvu, mis pole viiksemad kui 1061 ja suuremad kui
1097 ning lisaks, nende 7 seas on kaks jarjestikust algarvu p ja g selliselt, et p — ¢ = 18. Tdestage,
et leidub vihemalt kaks paari algarvude kaksikuid arvude 1061 ja 1097 vahel.

Ulesanne 28. Arvude 3907 ja 3947 vahel on 9 algarvu, kusjuures teatud kahe jirjestikuse
algarvu vahe on 12. Toestage, et 3907 ja 3947 vahel on vihemalt kaks paari algarvude kaksikuid.

Ulesanne 29. Arvude a ja b vahel on k > 2 algarvu, a < b, kusjuures kahe jirjestikuse alg-

arvu vahe on h. Tdoestage, et a ja b vahel on vihemalt {Q(k -1) - b—az—hJ paari algarvude
kaksikuid.

Niide 13. Tarvis on néidata, et kumera n-nurga vdhemalt {iks nurk on suurem véi vordne
arvuga - 27r.

Niide 14. Poldaavia pindala on 268 138 km?. Seal on piistitatud 13 televisioonimasti TV-
signaali edastamiseks. Signaali kvaliteet on normikohane mastist 80 km raadiuses. Toestage, et
Poldaavia ei ole taielikult televisioneeritud, see tdhendab, seal leidub kohti, kus signaali kvaliteet
on alla normi.

Ulesanne 30. Kehtigu jirgmine viide.

Kui aq,as,...,a, on suvalised reaalarvud, mis pole viiksemad kui b, siis vihemalt

b
iiks nende seast pole viiksem kui —.
n



Toestage selle viite abil Dirichlet’ printsiip (nii liht- kui iildvariant).

Ulesanne 31. Olgu tasandil antud kolm punkti. Toestage, et vihemalt iiks nende poolt mai-

ratud nurk pole viiksem kui 57'(.

Niide 15. Olgu antud neli erinevat punkti tasandil. Toestage, et vihemalt iiks nende poolt

1
médratud nurk pole viiksem kui §7r.

Ulesanne 32. Tdestage, et 5 punkti tasandil méiravad vihemalt {ihe nurga, mis pole viiksem

3
kui 577.

Ulesanne 33. Tdestage, et 6 punkti tasandil méiravad vihemalt {ihe nurga, mis pole viiksem

kui 577.

Ulesanne 34. Tdestage, et 7 punkti tasandil méiravad vihemalt {ihe nurga, mis pole viiksem

kui 577.

Ulesanne 35. Téestada jirgmised viited.

Antud n reaalarvu seas, mille summa on suurem kui b, leidub vdhemalt iiks, mis

)
on suurem kui —.
n

Kui n reaalarvu summa pole suurem kui b, on vihemalt {iks neist arvudest mitte

suurem kui —.
n

Kui n reaalarvu summa on véiksem kui b, on vihemalt iiks neist arvudest viiksem
b
kui —.
n
Naiide 16. Toestage, et silindrikujulisse kasti korgusega 60 cm ja pohja 1abimooduga 40 cm pole
voimalik paigutada 2630 lauatennisepalli 1dbimooduga 3,8 cm.

Naiide 17. Toestage, et ristkiilikukujulises aias modtmetega 100 korda 300 m peab olema vihem
kui 3851 puud, kui suvalise kahe puu vaheline kaugus peab olema suurem kui 4 m.

Niide 18. Toestage, et ristkiilikukujulises aias mootmetega 100 korda 300 m peab olema vihem
kui 2516 puud, kui suvalise kahe puu vaheline kaugus peab olema suurem kui 4 m.

Ulesanne 36. Toestage, et ristkiilikusse mootmetega 197 korda 94 ei saa paigutada 24 000
punkti selliselt, et iga kahe punkti vaheline kaugus poleks viiksem kui 1.

Ulesanne 37. Toestage, et ristkiilikusse mootmetega a korda b ei saa paigutada rohkem kui
4(a+¢€)(b+¢)

5 punkti selliselt, et suvalise kahe punkti vaheline kaugus oleks suurem kui .
TE

Ulesanne 38. Toestage, et ristkiilikusse médtmetega a korda b ei saa paigutada rohkem kui

2ab /2

{52 + ?(a + b)J + 1 punkti selliselt, et suvalise kahe punkti vaheline kaugus oleks suurem kui



Niide 19. Ringikujuline auk libimooduga 6 m on kaetud 15 plaadiga (selliselt, et august pole
midagi ndha). Toestage, et iihe plaadi laius on vihemalt 40 cm.

Ulesanne 39. Ring raadiusega R on jaotatud n osaks. Toestage, et viihemalt iihe osa laius pole

2
véiksem kui —.

n
Ndide 20. Sirgel p olgu antud 6 16iku u; kuni ug ilma {ihiste punktideta. Olgu k; selline ring,
mille keskpunkt asub pooltasandil p* raadiusega w;, kusjuures u; osutugu selle ringi kooluks.
Niidake, et ei leidu punkti, mis asuks koigi nende ringide sees.

Ulesanne 40. Olgu sirgel p antud n 16iku uy,us, ..., u, ilma iihiste punktideta (otspunktid
voivad olla iihised). Olgu k; ring, mille keskpunkt asub pooltasandil p* selliselt, et u; on selle
ringi kool ja kooludele u; toetuvad kesknurgad on koik vordsed nurgaga «. Toestage, et kui
n -« > 360°, siis nendel ringidel ei ole iihist punkti. Téestage, et kui n - a < 360°, siis leiduvad
sellised 16igud uq, ..., u,, et vastavatel ringidel on ithine punkt.

Ulesanne 41. Olgu sirgel p antud n 16iku uy,us, ..., u, ilma iihiste punktideta (otspunktid
voivad olla iihised). Olgu k; ring, mille keskpunkt asub pooltasandil p* selliselt, et u; on selle

ringi kool ja koolule u; toetuv kesknurk on «;. Toestage, et kui Z a; > 360°, siis nendel ringidel
i=1

n

ei ole fihist punkti. Toestage, et kui » a; < 360°, siis leiduvad sellised 15igud uy, ..., un, et
=1

vastavatel ringidel on {ihine punkt.

Niide 21. On antud kaks numbrit (néiteks 1, 2). Mitu sellist kolmekohalist arvu voib nendest
numbritest moodustada, et suvalised kaks arvu erineksid vihemalt kahel numbrikohal?

Ulesanne 42. Veenduge, et voib leida 8 neljakohalist (16 viiekohalist) arvu, mis koosnevad
kahest numbrist selliselt, et suvalised kaks arvu erinevad vdhemalt kahel numbrikohal, aga et
rohkem kui 8 sellist neljakohalist (16 viiekohalist) arvu ei leidu.

Ulesanne 43. Veenduge, et pole voimalik leida rohkem kui 2"~ n-numbrilist arvu, mis koos-
nevad kahest numbrist nii, et suvalised kaks arvu erineksid vihemalt kahel numbrikohal. Piitidke
anda juhis selliste 2" ! n-numbrilise arvu konstrueerimiseks (induktsiooniga n jérgi).

Niide 22. Tarvis téestada, et pole voimalik leida rohkem kui 4 viiekohalist arvu (ikka kasutades
kaht numbrit 1 ja 2), milles suvalised kaks arvu erineksid vihemalt kolmel numbrikohal. Sealjuures
neli sellist arvu voib leida, néiteks 11111, 22211, 11222, 22122.

Ulesanne 44. Toestage, et pole voimalik leida rohkem kui 8 kuuekohalist arvu numbritest 1 ja
2 selliselt, et suvalised kaks erineksid vihemalt kolmel numbrikohal. Konstrueerige 8 sellist arvu.

Ulesanne 45. Tdestage, et pole voimalik leida rohkem kui 16 seitsmekohalist arvu numbritest
1 ja 2 selliselt, et suvalised kaks erineksid vihemalt kolmel numbrikohal.

Niide 23. Tarvis niidata, et pole voimalik leida rohkem kui 28 kaheksakohalist arvu numbritest
1 ja 2 selliselt, et suvalised kaks erineksid vihemalt kolmel numbrikohal.

Ulesanne 46. Tuginedes niitele 22 lahendage uuesti iilesanne 45.

n

Ulesanne 47. Tdestage, et pole voimalik leida rohkem kui n-kohalist arvu, mis koos-

nevad kahest numbrist nii, et suvalised kaks arvu erineksid vidhemalt kolmel numbrikohal.



Niide 24. Toestage, et pole voimalik leida rohkem kui 4 kuuekohalist arvu, mis koosnevad
kahest numbrist nii, et suvalised kaks arvu erineksid vihemalt neljal numbrikohal.

Ulesanne 48. Tdestage, et pole voimalik leida rohkem kui 8 seitsmekohalist arvu, mis koosnevad
kahest numbrist nii, et suvalised kaks arvu erineksid vihemalt neljal numbrikohal. Leidke 8 sellist
arvu.

Ulesanne 49. Tdestage, et pole voimalik leida rohkem kui 16 kaheksakohalist arvu, mis koos-
nevad kahest numbrist nii, et suvalised kaks arvu erineksid vihemalt neljal numbrikohal. Leidke
16 sellist arvu.

Ulesanne 50. Toestage, et pole voimalik leida rohkem kui 2"~# n-kohalist arvu, mis koosnevad
kahest numbrist nii, et suvalised kaks arvu erineksid vihemalt neljal numbrikohal.

Nidide 25. Nelja numbri abil (niiteks 1, 2, 3, 4) pole voimalik konstrueerida rohkem kui 16
sellist kolmekohalist arvu, millest suvalised kaks erineksid vihemalt kahel numbrikohal. Tarvis
on toestada see vdide ning veenduda, et 16 sellist arvu on voimalik konstrueerida.

Ulesanne 51. Toestage, et k numbri abil on véimatu konstrueerida rohkem kui &2 kolmekohalist
arvu nii, et suvalised kaks neist erineksid vihemalt kahel numbrikohal.

Ulesanne 52. Toestage, et k numbri abil on véimatu konstrueerida rohkem kui &* neljakohalist
arvu nii, et suvalised kaks neist erineksid vihemalt kahel numbrikohal.

Ulesanne 53. Tdestage, et k numbri abil on véimatu konstrueerida rohkem kui k™"~ * n-kohalist
arvu nii, et suvalised kaks neist erineksid vihemalt kahel numbrikohal.

5
Naiide 26. Tarvis toestada, et &k numbri abil on voimatu konstrueerida rohkem kui -
viiekohalist arvu nii, et suvalised kaks neist erineksid vidhemalt kolmel numbrikohal.
.. K™
Ulesanne 54. Tdestage, et k numbri abil on voimatu konstrueerida rohkem kui {/H-lJ
n —-n

n-kohalist arvu nii, et suvalised kaks neist erineksid vihemalt kolmel numbrikohal.

Ulesanne 55. Téestage, et k numbri abil on véimatu konstrueerida rohkem kui
a) K b) K"
L+n(k—1)+ (5)(k—1)2 L+nlk—1)+ (5)(k—1)2+(3)(k—1)3

n-kohalist arvu nii, et suvalised kaks neist erineksid vihemalt a) viiel b) seitsmel numbrikohal.

Niide 27. On antud 6 sirget ruumis, millest iikski kaks pole paralleelsed ja iikski kolm ei 16iku
ithes punktis. Leidke nende seast kolm selliselt, mis asuksid iihel tasandil, voi kolm, mis on
paarikaupa kiivsirged.

Ulesanne 56. Toestage, et maleturniiril, millest vottis osa 6 méingijat, voib leida méngijate
kolmiku, kes koik méangisid iiksteisega, voi kolmiku, milles iikski méngija teisega ei manginud.

Ulesanne 57. Olgu tasandil 6 punkti, millest iikski kolm ei asu iihel sirgel, ithendatud siniste
vOi punaste 16ikudega (st. moned kaks on ithendatud siniste, moned kaks punaste loikudega,
kusjuures suvalised kaks punkti on ithendatud). Tdestage, et leidub vihemalt iiks {ihevérviline
kolmnurk, mille tipud on mingid punktid nende 6 seast.

Naiide 28. 17 teadlast on omavahel kirjavahetuses (koik kdigiga), kusjuures kogu korrespondents
toimub kolmel teemal. Toestage, et leidub teadlaste kolmik, kes koik omavahel kirjutavad samal
teemal.



Ulesanne 58. Ruumis on antud 17 sirget. Téestage, et nende seas voib leida kolm, mis kas on
koik iiksteisega paralleelsed, koik 1oikuvad iiksteisega voi koik on iiksteisega kiivsirged.

Ulesanne 59. Koolis, kus on 17 klassi, mangiti klassidevaheline jalgpalliturniir phiméttel | koik
koigiga”. Turniir kestis kolm pdeva. Toestage, et leidus kolm klassi, kes méangisid koik kohtumised
omavahel samal péieval.

Ulesanne 60. Tasandil on antud 17 punkti, mis on iihendatud omavahel mustade, punaste voi
siniste 1oikudega selliselt, et iikski kolm punkti ei asu iihel sirgel ning iga kaks on iithendatud.
Toestage, et leidub iihevérviline kolmnurk, mille tipud on antud 17 punkti hulgas.

Ulesanne 61. Toestage, et igas kahevirvilises (virvitakse servi) 6-tipulises graafis leidub vi-
hemalt iiks ithevérviline kolmest servast koosnev alamgraaf (lithidalt: iihevérviline kolmnurk).
Toestage, et igas kolmevérvilises 17-tipulises graafis leidub iihevéarviline kolmnurk.

Naiide 29. Toestage, et igas neljavirvilises 66-tipulises graafis leidub iihevérviline kolmnurk.
Ulesanne 62. Téestage, et igas viievérvilises 327-tipulises graafis leidub iihevirviline kolmnurk.

Ulesanne 63. Toestage, et kui igas k-virvilises m-tipulises leidub {ihevérviline kolmnurk, siis
igas (k + 1)-varvilises (km + m — k + 1)-tipulises graafis leidub {ihevérviline kolmnurk.

Niide 30. Olgu kahevarvilises graafis sellised 5 tippu A, B,C, D, E, et A, B,C moodustavad
ithevérvilise kolmnurga ja tippude D ning E vaheline serv on ka sama virvi nagu see kolmnurk.
Toestage, et selles graafis leidub lisaks kolmnurgale A, B, C veel iiks iihevérviline kolmnurk.

Néide 31. Toestage, et kahevirvilises 6-tipulises graafis leidub vihemalt kaks iihevérvilist kolm-
nurka.

Ulesanne 64. Kontrueerige kahevirviline kolmnurk, milles ei leiduks kolme iihevérvilist kolm-
nurka.

Niide 32. Igas kahevérvilises 7-tipulises graafis leidub vihemalt 4 iihevirvilist kolmnurka.
Ulesanne 65. Toestage, et kaheviirvilises — a) 8-tipulises, b) 9-tipulises, c) 10-tipulises,
d) 11-tipulises graafis leidub vdhemalt a) 7, b) 11, ¢) 16, d) 22 iihevérvilist kolmnurka.
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Niide 33. Tarvis niidata, et kahevérvilises n-tipulises graafis leidub vihemalt 5712 — ?n +61

tthevéarvilist kolmnurka.

Naiide 34. Tarvis ndidata, et kahevirvilises 24-tipulises graafis leidub vihemalt iiks {ihevéarviline
4-tipuline tdisgraaf.

Ulesanne 66. Toestage, et kahevirvilises 24-tipulises graafis leidub viihemalt kaks iihevérvilist
4-tipulist tdisgraaf.

Ulesanne 67. Toestage, et kahevirvilises 192-tipulises graafis leidub vihemalt {iks {ihevirviline
5-tipuline tdisgraaf.



