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Sissejuhatus

Vorratused pole meie matemaatikavoistlustel reeglina just oodatud kiilalised. Kooliprog-
ramm késitleb neid niipalju kui funktsiooni uurimiseks hiadapérast tarvis, héid eestikeelseid
sellealaseid klassivélise t66 materjale pole saada ja nii ei jouagi opilasteni vorratuste omapé-
rane ning rikas maailm.

Eesti matemaatikaoliimpiaadide korraldajad on piiiidnud seda liinka aegajalt téita ja
voistlustele mitmesuguseid vorratustega seotud iilesandeid pakkuda. Tuleb kurvastusega to-
deda, et enamus lahendajatest isegi ei iirita selliste iilesannete sisusse siiiivida, lahendusteede
otsimisest rddkimata. Tundmatu asja kartus on inimkonnale ldbi tema ajaloo viga omane
olnud ja nii pole oOpilasegi julgusepuudus mingi ime: enne kui vorratused kdes “jooksma”
hakkavad, tuleb péris palju tiiiipiilesandeid stigavuti labi tootada.

Kaesolev materjal ongi moeldud eeskétt giimnaasiumiopilastele ja korgkoolide esimeste
kursuste tudengitele, kes soovivad end omal kéel algebraliste ja geomeetriliste vorratuste
vallas tdiendada. Sel otstarbel korjasid brogiitiri autorid kokku 129 iilesannet erinevate maade
matemaatikavoistlustelt ning oliimpiaadiettevalmistusmaterjalidest.

1. peatiikis esitatakse pohiteooria enamlevinud algebraliste vorratuste kohta, 2. peatii-
kis leiavad kasitlemist pohilised geomeetrilised vorratused. Enamik toestustest on molemas
peatiikis antud harjutustena. 3. peatiikk pakub valiku iilesannetest, mille l1&bilahendamine
peaks andma piisavad teadmised suvalise taseme matemaatikavoistlusel vorratustega toime-
tulemiseks. Toodud {ilesannete raskusastmest voib aru saada nende péritolu jargi. Koige
keerukamad iilesanded périnevad reeglina rahvusvaheliselt matemaatikaoliimpiaadilt (Inter-
national Mathematical Olympiad, IMO) véi sinna esitatud, kuid viimases valikus tagasi lii-
katud iilesannete (shortlist, e.k. eelvalik) seast. Umbes sama raskeid pahkleid pakuvad oma
opilastele puremiseks IMOI traditsiooniliselt tugevalt esinevad maad (Hiina, Iraan, Rumee-
nia, Vietnam). Eesti tasemele lihedasemaid vorratusi voib leida Balti Tee, Sloveenia, lirimaa
jt voistlustel esinenud {ilesannete seast.

Koigi harjutuste lahendused voi lahendusjuhised on toodud 4. peatiikis, 5. peatiikk aga
sisaldab iihe 2001. aastal Eesti lahtisel matemaatikavoistlusel esinenud tlesande pohjalikult
1dbi tootatud ja lahti seletatud lahendust.

Autorid loodavad, et kiesoleva raamatukese vastsed omanikud leiavad siit palju huvitavat
ja kasulikku ning et seeldbi paraneb ka Eesti matemaatikahariduse iildine tase.



1 Algebralised vorratused

1.1 Absoluutviairtuse omadustest
Teoreem 1. Suvaliste reaalarvude a ja b korral kehtivad vorratused

lla] = [b]| < |a£b] < |a| + [b].

Ulesanne 1. Tdesta teoreem 1.

Teoreemi 1 vorratused kehtivad ka juhul, kui a ja b on kompleksarvud; mérgid || t&his-
tavad sel korral moodulit.

Ulesanne 2. Olgu ay,as, ... ,a, reaalarvud. Toesta vorratus

lay — as| + |ag —as| + ...+ |ap—1 — an| = a1 — ayl.

1.2 Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vaheline vorratus

Ulesanne 3. Olgu a,b > 0. Téesta vorratus

a+b
5 > Vab.

Teoreem 2. ' Olgu n > 2 tiisarv ning a1, as, ..., a, positiivsed reaalarvud. Siis kehtib
vorratus

a1+a2+...—|—an

= Yajay ... ay,.
n

Vordus kehtib parajasti juhul @y =ay = ... = a,.

Jargnevates tlilesannetes anname sellele teoreemile kaks erinevat toestust — seega ei tohi
nende lahendamisel teoreemi ennast kasutada!

Ulesanne 4. Toesta, et kui positiivsed arvud ay, ao, ... , a, rahuldavad seost aas ...a, = 1,
siis

a1+a2+...+an2n

ning et vordus kehtib parajasti siis, kui a; = as = ... = a,.

Ulesanne 5. Toesta teoreem 2 iilesande 4 abil.

'Teoreemi tdestas esmakordselt prantsuse matemaatik Augustin Louis Cauchy [ko'si] (1789-1857).



Ulesanne 6. Toesta, et iga naturaalarvu N ja positiivsete reaalarvude ay, as, . . . , asv korral
kehtib vorratus

ay+as+ ...+ asn S N
2N g

ay1ag * ... U9N.

Ulesanne 7. Toesta teoreem 2 iilesande 6 abil.

1.3 Bernoulli vorratus

Teoreem 3. (Bernoulli vorratus®). Olgu x > —1. Tdesta, et kui 0 < a < 1, siis kehtib
vorratus

(14+2)* <1+ ax,
ja kui oo < 0 voi a > 1, siis kehtib vorratus

(14+2)* > 1+ ax.

Ulesanne 8. Tdesta teoreem 3.
Ulesanne 9. Olgu n naturaalarv ja x > —1. Tdesta vorratus

(14+2)">1+nx

ilma teoreemi 3 kasutamata.

Ulesanne 10. Toesta teoreem 3 naturaalarvuliste o ja positiivsete z viifirtuste jaoks teoreemi
2 abil.

Ulesanne 11. Panka pandi 1000 krooni. Millisel juhul saab hoiustaja 10 aastaga rohkem

5
tulu: kas siis, kui pank maksab talle igal aastal 5% voi igas kuus ﬁ% dividende?

1.4 o-jarku astmekeskmiste vaheline vorratus

Definitsioon 1. Olgu o € R\{0} ja a1, ag, ..., a, > 0. Arvude aq, ay, ..., a, a-jirku
astmekeskmiseks nimetatakse suurust

1
(a?—i—a%ﬁ—...—i—aﬁ)a
me = :

n

*Vorratuse toestas esmakordselt Fveitsi matemaatik Jakob (Jacques) Bernoulli [ber'nuli] (1654-1705),
esimesena méirkas aga seda vorratust tema vend Johann (Jean) Bernoulli (1667-1748).



Leiame piirvaéartuse

n
k=1
n
> az‘ Inag
lim A=1 & n
ImtSe o Ere wgfle [
=€ k=1 = € n =€ k=1 = " Hak'
k=1
. p In lim a? lim plna 0 . .. . .
Kuna lima? = e »2° = er>0 = e =1, kui a > 0, siis on kolmanda vorduse juures

p—0
voimalik kasutada 1'Hospitali reeglit (nullile 1dheneva lugeja ja nimetajaga murru piirvéér-
tus langeb kokku lugeja tuletise ja nimetaja tuletise jagatise piirvéértusega). Logaritmi ja
piirvaédrtuse siimbolite vahetamine, samuti 1'Hospitali reegli kasutamine on voimalik ténu
logaritmfunktsiooni diferentseeruvusele kogu oma madramispiirkonnas.
Eelneva pohjal evib motet

Definitsioon 2. Olgu ay, as, ..., a, > 0. Arvude ay, as, ... , a, 0-jirku astmekeskmiseks
nimetatakse suurust

mo = Ja1as ... Qy.

Teoreem 4. Kui o < (3, siis kehtib suvaliste a1, as, ..., a, > 0 korral vorratus
Me < Mg.
Vordus kehtib parajasti siis, kui a; = as = ... = a,.

Jargnevates iilesannetes toestame selle teoreemi, niisiis ei tohi teoreemi ennast nende
lahendamisel jélle kasutada.

Ulesanne 12. Téesta, et kui a < 0 < 3, siis kehtivad vorratused

Mo < Mo < Mg.

Ulesanne 13. Olgu 0 < a < 3. Tdesta, et m, < mg.

Ulesanne 14. Olgu a < 8 < 0. Téesta, et m, < mg.

Teist jarku astmekeskmist nimetatakse ruutkeskmiseks (RK), esimest jarku astme-
keskmist aritmeetiliseks keskmiseks (AK), 0. jarku astmekeskmist geomeetriliseks
keskmiseks (GK) ning (—1). jarku astmekeskmist harmooniliseks keskmiseks (HK).
Niisiis saame positiivsete arvude aq, as, ... , a, korral

RK > AK > GK > HEK.

3Selle 16igu vahelejitmine ei sega jargnevast arusaamist.



1.5 Cauchy(-Bunjakovski-Schwarzi) vorratus

Teoreem 5. (Cauchy(-Bunjakovski-Schwarzi) vorratus® ). Suvaliste reaalarvude ay, as, ...
ayn, b1, ba, ..., b, korral kehtib vorratus

(£) < (5) (£2)

Selles vorratuses kehtib vordus parajasti siis, kui leidub selline konstant ¢, et mistahes
indeksi ¢ korral a; = cb;.

Maérgime, et monede iilesannete lahendamisel on otstarbekas kasutada Cauchy vorratust
jargmisel kujul: olgu ay, as, ..., a, reaalarvud ning by, by, ..., b, positiivsed reaalarvud.

Siis
() (£2) ()

kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kui leidub selline konstant ¢, et mistahes indeksi ¢
korral a; = cb;.

Ulesanne 15. Toesta, et suvaliste reaalarvude ay, as, ..., an, by, ba, ..., b, korral kehtib
vordus
n n n 2
(Z af) (Z bg) B (Z aibi) = _(aibj — ajb)*.
i=1 i=1 i=1 i<j

Ulesanne 16. Toesta Cauchy vorratus koos vordusjuhuga.

Ulesanne 17. Téesta Cauchy vorratus, uurides poliinoomi Z(aix + b))%
i=1

Ulesanne 18. Olgu P(x) mittenegatiivsete kordajatega poliinoom. Toesta, et koigi z,y € R
korral kehtib vorratus

P(z,y)* < P(z*)P(y°).

1.6 Muirheadi vorratus

Vaatleme reaalarvujarjendeid o = (ay,as,...,a,) ja 8 = (51, Ba, ..., fn), kusjuures
= > ...2a, =20japf =Py > ... 2 [, = 0. Oeldakse, et jarjend a majoreeridb

4Vorratuse toestas esmakordselt prantsuse matemaatik A. L. Cauchy. Nimetatud vérratuse integraalkuju
tuntakse rohkem Bunjakovski vorratuse voi Schwarzi vorratuse nime all, vene matemaatiku Viktor Bunja-
kovski (1804-1889) ja saksa matemaatiku Karl Hermann Amandus Schwarzi [Svarts] (1843-1921) jargi.



jarjendit 3, kui

61;
B + B,

aq
(e 75] + (67))

apt+a+ ..+ ap > 61+/82+---+6n717
ap + oo+ ..+ oy == 61+52++6n

Siisteemi (1) téhistatakse a > f.

Olgu antud iiksliige x{*z5? ... a;". Téhistagu ®u, a,. . a, koigi selliste iiksliikmete arit-

meetilist keskmist, mis on saadud antud {iksliikmest muutujate koikvoimalike {imberpaigu-
tuste teel, st

1
q)al,ag,...an (l’l, Loy ... 7$n> = ﬁ Z xizl)xié) s xf:?n)v
TESy
kus S,, tdhistab koigi permutatsioonide hulka n elemendist. Nii néiteks

1
301 (w,y,2) = 6(x3y22 + 2322y + P2z + 3% + 2Pty + Pya)
ja

1
@2,2,0(% Y, Z) = g(SCQyQ + y2z2 + zsz).

Teoreem 6. (Muirheadi vorratus®). Olgu antud mittenegatiivsete elementidega reaalarvu-

jarjendid a = (a1, as,...,ay,) ja B = (B1, B2, ..., Bn), kus elemendid on mittekasvavas jir-
jekorras. Olgu x1, s, ... ,x, positiivsed reaalarvud. Vorratus
®a17027---7an (xlﬂ Loy ... axn> Z (I)ﬁlﬁm---ﬁn(xla Loy ... axn> (2)

kehtib parajasti siis, kui a > f.
Vorratuses (2) kehtib vordus parajasti siis, kui jarjendid a ja  langevad kokku voi
T =Ty =...=Tp.

Ulesanne 19. Toesta, et kui o > [, siis leiduvad sellised jérjendid o = 49, Y1, ... , Vi1,
v = [, et mistahes ¢t = 1,2,... ,[ korral 7;_; > 7; ning 7; 1 ja 7; erinevad teineteisest tépselt

kahe elemendi vorra.

Ulesanne 20. Ulesandest 19 jireldub, et teoreemi 6 toestamiseks piisab vaadelda juhtu, kus
jarjendid «r ja (3 erinevad vaid kahe elemendi vorra. Toesta, et teoreemi 6 toestamiseks piisab
vaadelda juhtu, kus jarjendid « ja 5 on kaheelemendilised.

Ulesanne 21. Olgu a4, aw, 81, B sellised positiivsed téisarvud, et aq = ao, 1 = B, cn = fr
ja a; + as = 1 + [o. Toesta, et koigi positiivsete x, y véartuste korral kehtib vorratus

xalym + IQanl > xﬁ1yﬁ2 + xﬁzym_

SVorratuse toestas esmakordselt $oti matemaatik Robert Franklin Muirhead (1860-1941).



Ulesanne 22. Kehtigu vorratus (2) mistahes @y, o, ..., @, > 0 korral. TGesta, et siis
Oél—f—OéQ—F...‘f‘&n:51+52+...+5n.

Ulesanne 23. Kehtigu vorratus (2) mistahes a1, o, ..., 2, > 0 korral. TGesta, et siis
a > .
Ulesanne 24. Olgu zy, ©o, ... , &, positiivsed reaalarvud. Téesta Muirheadi vorratuse abil,

et juhul v > 0 kehtib m., > my.

1.7 TSeboSovi vorratus

Teoreem 7. (Tsebosovi vorratus® ). Olgu antud reaalarvud ay, as, ..., a,, by, by, ... . by.
Kuia1 2&22 ...Zanjabl 2[)22 anvéial <a2< ganjabl ng < Sbn,
siis

o> (13e) (5) ”

Kuiai >2a,>...2a,jaby <by <...<b,vOoiag <ar<...<a,jaby > by > ... 2 b,
siis

prone (i) (750 .

Molemal juhul leiavad vordused aset siis ja ainult siis, kui a; = ay = ... = a, voi

blzbgz...:bn.

Ulesanne 25. Téesta, et

%Z Z(az — aj)(bi — bj) = nZakbk — g by..

=1 j=1 k=1 k=1 k=1

3
3
3

Ulesanne 26. Tdesta teoreem 7.

1.8 Umberpaigutusvorratus

Ulesanne 27. (Hiina 1978) 10 inimest d&mbritega seisavad jirjekorras, et tdita &mber kraanist
tuleva veega. Iga dmbri taitmiseks kulub erinev aeg. Kuidas peaks inimesed jérjestama, et
aeg, mis nad koik kokku peavad ootama, oleks vihim voimalik?

8Vorratuse toestas esmakordselt vene matemaatik Pafnuti Tgebogov (1821-1894).



Teoreem 8. (Umberpaigutusvérmtus). Olgua; <ay < ... < ayjab <by<... <b,
reaalarvud. Arvude ay,as, ... ,a, mistahes timberjirjestuse (a}, ay,... ,al,) korral

a161 + ClQbQ S anbn > a’lbl + a;bQ + ..+ a;bn > anbl + an,162 + ...+ albn, (5)

kusjuures vordus kehtib parajasti juhul, kui jada (@}, ), ... ,al,) on vordne vastavalt jadaga
(ay,as, ..., a,) voi jadaga (an,an_1,...,a1).

Ulesanne 28. Tdesta teoreem 8.

Ulesanne 29. Olgu ay,as, ... ,a, reaalarvud ning (a},d), ..., al,) nende iimberjirjestus.
Toesta, et

2 2 2 / / /
ay +ay+ ...+ a, = aa; + asay + ...+ aya,.

Ulesanne 30. Olgu ay, as, ... ,a, positiivsed reaalarvud ning (a}, a), ... ,d,) nende {imber-
jarjestus. Toesta, et

Ulesanne 31. Toesta vorratus HK < GK < AK, kasutades teoreemi 8.
Ulesanne 32. Toesta vorratus AKX < RK, kasutades teoreemi 8.
Ulesanne 33. Toesta teoreem 5 (Cauchy vorratus), kasutades teoreemi 8.

Ulesanne 34. Toesta teoreem 7 (TebdSovi vorratus), kasutades teoreemi 8.

1.9 Siimmeetrilistest poliinoomidest

Definitsioon 3. Oeldakse, et n muutuja poliinoom f(zy,s,...,,) on siimmeetriline,
kui ta el muutu muutujate mistahes timberpaigutuse korral.

Niiteks poliinoom x1+x9+. ..+, on simmeetriline. Poliinoom x%xz aga ei ole simmeet-

riline, sest muutujate iimbervahetamisel saame esialgse poliinoomiga mittevordse poliinoomi

Il.T%.

Definitsioon 4. Siimmeetrilisi poliinoome

01 =21 +2o+ ...+ Ty,
09 = T1T9 +21X3 + ...+ Tpn—1Tn,
03 = T122%3 + ... + Tp_9Tp_1Tn,



nimetatakse siimmeetrilisteks pohipoliinoomideks n muutujast.
Edaspidises on kasulik silmas pidada jargmist teoreemi, mille votame toestuseta.

Teoreem 9. Mistahes siimmeetriline poliinoom f(xy,2,...,2,) on esitatav poliinoo-
mina stimmeetrilistest pohipoliinoomidest oy, 09,...,0,. Héasti on tuntud néiteks valem

2 2 2 2
i +tay+...+x, =0]— 203
Ulesanne 35. Avalda stimmeetriliste pohipoliinoomide kaudu
2 2 2
1. xjxe + T3 + ... + 2,001,
3 3 3
2. xy+as+ ...+,
4 4 4 4 4 4
3. T1To + T3 + Tyl + XToX3 + T3xy + T3,

4. (2] + 23) (2] + 23) (23 + 23),
T xr T xr T xr
5. —+ 24242424 2
) €3 €T € X2 €3

Stimmeetrilistest poliinoomidest koosnevate vorratuste iileskirjutamist ja lahendamist
kergendab toodud téhiste oy, 09, ..., 0, sisseviimine. Monikord kasutatakse ka tdhiseid
1
(7)
s.t. tdhistatakse siimmeetriliste pohipoliinoomide liidetavate aritmeetilised keskmised. S&aa-
rase tdhistuse eelise pohjendab

S = * 0, 1<Z<n7

Teoreem 10. Kehtigu ainult suurusi sq,ss,...,sk, & < n, siduv vorratus voi vordus n
muutuja siimmeetriliste poliinoomide puhul. Siis kehtib sama vorratus voi vordus ka n + 1
muutuja siimmeetriliste poliinoomide korral.

Ulesanne 36. Olgu antud n + 1 muutujat zy, z,, . . . , Tn, Tpe1 Ning toodud sisse téhised

$1,52, .+, Sn, Spt1. Vaatleme poliinoomi (v —xq)(z—xg)-... - (x—xy,)(r —xy11) tuletise juuri

X1, X, ..., X, Téhistame S; = —< - X;, 1 <7 < n, kus ¥; téhistab i-ndat stimmeetrilist
i

pohipoliinoomi muutujatest X;, Xs,...,X,. Avalda suurused S; suuruste s;, 1 < i < n,

kaudu.

Ulesanne 37. Toesta teoreem 10.

Nii voime iilesandes 109 vaadeldava Schuri vorratuse kirjutada kujul
38? + S3 2 48182,

teoreemi 10 pohjal kehtivana n > 3 positiivse reaalarvu korral.

Ulesanne 38. (Maclaurini7 vorratus) Olgu muutujate xq, xs, ... ,z, vidrtused positiivsed
reaalarvud ning 1 < k < n téisarv. Toesta vorratus

k k-1
Sp_1 = S -

"Inglise matemaatiku Colin Maclaurini [mok'lo:rin] (1698-1746) jérgi.

10



Ulesanne 39. (Newtoni® vérratus) Tdesta suvaliste reaalarvude a1, 2o, . .. , z, korral vorra-
tus

2
Sk—18k+1 & Sp,

kus 1 < k£ <n—1 on tiisarv.

Vorratuste toestamisel on monikord otstarbekas kasutada binoomvalemit
" /n
e =3 (1)t
k=0

. ~. . .. ~ . . n
milles voime summa siimmeetrilisuse tottu arvuhulga {0,1,...,n} elementide keskmise 5

suhtes vahetada koikjal summamargi all, kus meile vajalik, arvud k£ ja n — k. Hinnanguid
saadakse selle valemi abil tavaliselt monesid liidetavaid dra jattes voi siis lisades. Korgemalt
astendajalt madalamale ja vastupidi iile minnes on otstarbekas kasutada vordusi

(n;:l) N k!(én:llz!k)! - nijfi L k!(nni I niii ; (Z)
(=G

Ulesanne 40. Téesta teoreem 3 naturaalarvuliste o ja positiivsete z védrtuste jaoks bi-
noomvalemit kasutades.

Ulesanne 41. (Bratislava kaugoppekool 1997) Tdesta, et mistahes téisarvu n # —2,—1,0
korral kehtib vorratus

1 n 1 n+1
(1+—> <(1+ ) .
n n+1

1.10 Jenseni vorratus

Tihistame A = 1 — \. Definitsioon 5. Oeldakse, et funktsioon f on kumer ligul [a, b],

kui mistahes reaalarvude xy, x5 € [a,b] ja 0 < A < 1 korral kehtib vorratus
FOx1 + Azg) < Af(21) + Mf(22).
Definitsioonist arusaamiseks paneme téhele, et kui A muutub 15igul [0, 1], siis Az + Az

muutub parajasti 16igul [, 23] (vt joonis 1).

Definitsioon 6. Oeldakse, et funktsioon f on nogus 16igul [a,b], kui funktsioon —f on
selles loigus kumer.

8Inglise fiilisiku ja matemaatiku Isaac Newtoni (1642-1727) jirgi.
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_ f(x1>
M(x1) + A f(29)
f(x2)
f(Azy + Axy)
T )\.T] + X.TQ i)

Joonis 1

Sisuliselt on nogusa funktsiooni definitsioon analoogiline kumera funktsiooni omaga, ai-
nult defineeriva vorratuse mérk on vastupidine.

Jérgmine teoreem seob kooliprogrammist tuttava kumeruse moiste dsjadefineerituga. Olu-
line on téhele panna, et kumera funktsiooni graafik avaneb iilespoole. Koolis aga nimetatakse
tilespoole avaneva graafikuga funktsiooni hoopis nogusaks funktsiooniks. Analoogiline mér-
kus kehtib nogusate funktsioonide kohta.

Mugava kriteeriumi funktsiooni kumeruse (nogususe) kindlakstegemiseks annab

Teoreem 11. Eksisteerigu funktsioonil f 16igus [a, ] teine tuletis. Funktsioon f on 16igus
[a,b] kumer (ndogus) parajasti siis, kui f"(x) > 0 (f"(x) < 0) mistahes z € (a,b) korral.

Kumera funktsiooni f korral kehtib Jenseni vorratus, mille esitab

Teoreem 12. (Jenseni vorratus’). Olgu f 16igul [a,b] kumer funktsioon ning Aj,..., A\,
niisugused positiivsed arvud, et Ay + ...+ A, = 1. Siis kehtib vorratus

Mf(x) 4o+ af(zn) = fFx 4+ .0+ M),

Analoogiline teoreem kehtib ka nogusate funktsioonide korral, kusjuures véite vorratus-
méark on siis vastupidine.

Ulesanne 42. Toesta teoreem 12.

Ulesanne 43. Olgu a1, as, ... , a, positiivsed reaalarvud. Toesta Jenseni vorratuse abil, et
me < my, kui a < 1, a # 0, ning m, = my, kui a > 1.

9Vorratuse tdestas esmakordselt taani matemaatik Johan Ludvig William Valdemar Jensen (1859-1925).
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Ulesanne 44. Olgu a1, as, ... , a, positiivsed reaalarvud. Toesta Jenseni vorratuse abil, et
Mea = My, kui a > 0, ning m, < my, kui a < 0.

Ulesanne 45. Olgu a;, as., .. . , a, positiivsed reaalarvud. Téesta Jenseni vorratust kasutades
teoreem 4.

1.11 Maaratud integraali monotoonsusega seotud vorratused

Teoreem 13. Olgu f mittekasvav funktsioon 16igul [m,n|, kus m ja n on téisarvud. Siis
kehtivad vorratused

[ f@de — (7(m) - 1 <Y 5 / f(@)da.

m k=m-+1

Maérgime, et analoogiline teoreem kehtib mittekahaneva funktsiooni korral; siis on mole-
mad vorratusmargid vastupidised.

Ulesanne 46. Olgu antud 16igul [m, n] mittekasvav funktsioon f(x). Pidades silmas, et
mittekasvav funktsioon on integreeruv ning kasutades maédratud integraali monotoonsust
s.t. kui léigul [a b| integreeruvate funktsioonide f ja g korral f(z) < g(z), » € [a, b], siis

/ flz)dr < / g(x)dx), pohjendada, et mistahes fikseeritud taisarvu k& € [m,n — 1] ja
reaalarvu x € [ka k + 1] korral

k+1

flk+1) < f(x)dz < f(k).

k

Ulesanne 47. Kasutades mairatud integraali aditiivsust piirkonna jargi (s.t. omadust, et

kui f on 16igul [a, b] integreeruv funktsioon ning ¢ € [a, b], siis / f(z)dz = / f(z)dx +

b
—i—/ f(z)dx), toesta teoreem 13.

1.12 Trigonomeetriliste funktsioonide vairtuste hindamine

Teoreem 14. Olgu z € (—g, g) Siis kehtivad vorratused

2
|tanz| > |x| > |sinx| > — |z|,
m

kusjuures vordused kehtivad vaid juhul x = 0.

Ulesanne 48. Toesta teoreem 14.
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Ulesanne 49. (Aristarchose'® vorratus). Toesta, et kui 0 < a < 3 < BL siis

sin tan
- 6 < é < B
sSin o o tan o

1.13 Algebraliste vorratuste geomeetriline tolgendus

Leidub vorratusi, millele dnnestub leida geomeetriline tolgendus. Uldisi meetodeid on siin
raske anda, leitav tolgendus soltub konkreetsest iilesandest. Siiski, néiteks avaldiste a*—ab+b?
ja a®+ab+b? korral voiks moelda kolmnurkadele kiilgedega a ja b ning nendevahelise nurgaga

s 2T
vastavalt 3 ja 3 Kui esineb avaldisi kujul va? — 0% voi Va2 + b?, siis voime otsida téis-

nurkseid kolmnurki vastavalt hiipotenuusiga a ja kaatetitega b ning v a? — b? voi kaatetitega
a ja b ning hiipotenuusiga v a? + b?. Avaldist ab voime tolgendada kui ristkiiliku, mille kiiljed
on a ja b, pindala. Geomeetrilise tolgenduse juures tuleb tihtipeale tarvitada geomeetrilisi
vorratusi, nt. kolmnurga vorratust a + b > ¢, kus a, b, ¢ on kolmnurga kiiljed, voi selle iildis-
tusi suuremale kiilgede arvule, Ptolemaiose vorratust ac+ bd < dyds, kus a,b, ¢, d ja dy, dy on
vastavalt suvalise nelinurga kiiljed ja d;,d; tema diagonaalid (vordus kehtib siin juhul, kui
tegemist on kddlnelinurgaga) vm. Monikord selgub aga pérast geomeetrilise sisuga vorratuse
korralikku tileskirjutamist tdhtavaldiste abil, et ta on toestatav puhtalgebraliste votetega.

2 Geomeetrilised vorratused

2.1 Kolmnurgavorratus

Kuigi erinevate nimedega erikujulisi geomeetrilisi vorratusi on vélja moeldud palju, tu-
gineb enamus neist ithele — kolmnurgavorratusele. Seda vorratust sonastatakse tavaliselt
jargnevalt: olgu kolmnurga kiilgede pikkused a, b ja c, siis kehtib vorratus

a<b+c.
Kuna kolmnurga kiilgi voib suvaliselt iimber tdhistada, saame, et kehtivad ka seosed

b<c+a, ning c<a+b.

Ulesanne 50. T#histame suvalise kahe tasandipunkti A(a,, a,) ja B(b,, b,) korral d(A, B) =
= \/(a:C —b,)? + (a, — by)?. Toesta, et suvalise kolme punkti A, B, C korral kehtib vorratus

d(A, B) < d(A,C) +d(C, B).

Jéarelda sellest vorratusest kolmnurgavorratus.

10Vana-Kreeka matemaatik Aristarchos Samoselt (310-230 e.Kr.) kasutas seda vorratust, kui piiiidis ar-
vutada Kuu ja Piikese kaugust Maast.
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Ulesanne 51. Téesta, et vorratused
a<b+4+ec, b<c+a, c<a+b
kehtivad parajasti siis, kui kehtivad vorratused

la—bl<ec, [b—cl<a, |c—al<b.

Ulesanne 52. (Eesti 1994) Olgu a,b, ¢ kolmnurga kiilgede pikkused. Tdesta, et kehtivad
vorratused

1. a® 4+ b* +¢* < 2(ab + be + ca),

2. a* + b+t < 2(a’V? + b2+ Pa?).

2.2 Jareldused algebralistest vorratustest

Viga sageli tulevad geomeetriliste vorratuste lahendamisel appi tavalised algebralised
vorratused (astmekeskmiste vahelised vorratused, asjaolu, et iga reaalarvu ruut on mittene-
gatiivne jne).

Ulesanne 53. (Euleri teoreem!!) TGesta, et suvalise kolmnurga iimberringjoone raadiuse R
ja siseringjoone raadiuse r vahel kehtib vorratus

R > 2r,
kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kui kolmnurk on vordkiilgne.

Ulesanne 54. Kolmnurga ABC siseringjoone puutepunktid kiilgedega on D, E ja F. Té-
histagu p, r ja R vastavalt selle kolmnurga pooliimbermootu, siseringjoone raadiust ja tim-
berringjoone raadiust. Toesta vorratused

2pr

ja ndita, et vordused kehtivad samaaegselt.

2.3 Liihim tee kahe punkti vahel on sirge

Kaéesoleva punkti pealkirjas sonastatud reegel tundub nonda loomulik ja lihtne, et kerkib
lausa kiisimus, kas nii triviaalset reeglit iildse kasutada saab. Osutub aga, et sellele oma-
dusele saab taandada mitmeid keerulisi probleeme. Jdrgnevates {ilesannetes tuleb tasandi
teisenduste abil moodustada antud loikudest murdjoon ja vorrelda tema pikkust murdjoone
otspunkte iithendava sirgloigu omaga.

"Sveitsi péritolu matemaatiku Leonhard Euleri (1707-1783) jirgi.
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Ulesanne 55. (Fagnano iilesanne'?) Teravnurkse kolmnurga ABC kiilgedel BC', C A ja AB
voetakse vastavalt punktid K, L ja M. Selgita, kuidas tuleb valida punktid K, L ja M, et
kolmnurga K LM iimbermoot oleks vahim voimalik.

Ulesanne 56. (Fermat’-Torricelli punkt'®) Kolmnurga ABC koik nurgad on viliksemad kui
120°. Leia selle kolmnurga sisepiirkonnas niisugune punkt P, et ldikude pikkuste summa

PA+ PB+ PC

oleks minimaalne.

Ulesanne 57. (IMO 1995) Olgu ABCDEF selline kumer kuusnurk, et AB = BC = CD,
DE = EF = FA ning /BCD = ZEFA = 60°. Olgu kuusnurga sisepiirkonnas antud
niisugused punktid G ja H, et ZAGB = ZDHE = 120°. Toesta vorratus

AG+GB+GH+ DH +HE > CF.

2.4 Loigu projektsiooni pikkus ei ole suurem kui loigu enda pikkus

Ulesanne 58. Leia iihikkuubi projektsiooni maksimaalne pindala tasandil.

Ulesanne 59. (Taiwan 1998) Olgu I kolmnurga ABC' siseringjoone keskpunkt, D sirgete
Al ja BC loikepunkt, E sirgete BI ja C'A loikepunkt ning F' sirgete C'I ja AB loikepunkt.
Olgu X, Y ja Z suvalised punktid vastavalt 16ikudel FF', F'D ja DFE.

1. Toesta, et
d(X,BC)=d(X,CA)+d(X,AB),
kus d(P, QR) téhistab punkti P kaugust sirgest QR.
2. Toesta vorratus

d(X,AB) +d(Y,BC) + d(Z,CA) < XY +YZ + ZX.

2.5 FErdos-Mordelli vorratus

Olgu M suvaline punkt kolmnurga ABC sees. Olgu z, y, z punkti M kaugused vastavalt
tippudest A, B, C ning u, v, w punkti M kaugused vastavalt kiilgedest BC',C'A, AB. Erdés-
Mordelli vorratus'® esitub siis kujul

2Ttaalia matemaatiku Giulio Cesare Fagnano (1682-1766) jirgi.

!3Prantsuse matemaatiku Pierre de Fermat (1601-1665) ja itaalia matemaatiku Evangelista Torricelli
(1608-1647) jiirgi.

"Ungari matemaatiku Pal Erdése (1913-1996) ja leedu péritolu matemaatiku Louis Joel Mordelli (1888~
1972) jirgi.
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r+y+z>22u+v+w).

Jérgnevas toestame selle vorratuse iihe iildisema vorratuse abil, millest saab teha veel teisigi
huvitavaid jareldusi. Koigi selle peatiiki iilesannete puhul kasutame iilalantud t&histusi.

Ulesanne 60. Olgu kolmnurga ABC' sees voetud punkt M ning kiirtel AB ja AC' voetud
vastavalt punktid B; ja Cy. Toesta, et loikudele AB; ja AM ning loikudele AC, ja AM
ehitatud roopkiilikute pindalade summa on vordne sellise ro6pkiiliku pindalaga, mille iiks
kiilg on B;C ning teine on loiguga AM paralleelne ja sama pikk.

Ulesanne 61. Kasutame tihiseid By, C nii, nagu eelnevas iilesandes. Toesta vorratus

AClv + ABlw < Blcll'. (6)

Ulesanne 62. Toesta Erdés-Mordelli vorratus.
Ulesanne 63. Toesta vorratus az + by + cz > 4S4pc.
Ulesanne 64. Toesta vorratus zu + yv + zw > 2(uv 4+ vw 4 wu).

Ulesanne 65. (IMO 1996) On antud selline kumer kuusnurk ABCDEF, et AB || DE,
BC || EF, CD || FA. Olgu R4, Rc ja Rp vastavalt kolmnurkade FAB, BCD ja DEF

timberringjoonte raadiused ning P antud kuusnurga timbermdoot. Toesta vorratus

P
RA"’RC‘FRE?E-

2.6 Kolmnuga suurema kiilje vastas on suurem nurk

Kui kolmnurga kiilgede pikkused on a, b ja ¢, kusjuures a > b > ¢, ning nende vastas
asuvad nurgad on suurustega «, [ ja v, siis kehtivad ka vorratused a > 3 > 7.

Ulesanne 66. (Balti Tee 1994) Kolmnurga kiilgede pikkused on a, b ja ¢ ning nende vastas
asuvate nurkade suurused vastavalt a, 3 ja 7. Toesta vorratus

a.<l+l>+b.<l+l>+c.<l+l>>2.<E+Q+E>
By v« a B)7 a B v)
2.7 Ptolemaiose vorratus

Ulesanne 67. (Ptolemaiose vorratus'®) Olgu ABC'D kumer nelinurk tasandil. Toesta vor-
ratus

AB-CD+ BC-AD > AC - BD (7)

15Vana-Kreeka matemaatiku Claudius Ptolemaiose (ligik. eluaastad 85-165) jirgi.
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ja néita, et vordus kehtib parajasti siis, kui ABC'D on koolnelinurk.
Ulesanne 68. Toesta, et vorratus (7) kehtib ka mittekumera nelinurga korral.

Ulesanne 69. Toesta, et vorratus (7) kehtib suvalise nelja punkti A, B, C, D korral tasandil
(voi ka ruumis), mis ei kuulu koik iihele sirgele.

Ulesanne 70. (Tgehhi-Slovaki mats 1998) Kumera kuusnurga ABCDEF kiiljed rahuldavad
vordusi AB = BC, CD = DFE ja EF = FA. Toesta vorratus

BC DE FA _ 3
SR
BE DA FC ™ 2

Ulesanne 71. (Hiina 1998) Olgu D punkt teravnurkse kolmnurga ABC' sisepiirkonnas.
Toesta vorratus

DA-DB-AB+DB-DC-BC+ DC-DA-CA> AB-BC-CA,
kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kui D on kolmnurga ABC' korguste 16ikepunkt.

Ulesanne 72. (IMO 2001 eelvalik) Olgu G kolmnurga ABC mediaanide 16ikepunkt. Leia
niisuguse punkti P asukoht kolmnurga ABC' tasandil, et avaldise

AP-AG+ BP-BG+CP-Cd

vaartus oleks vihim voimalik, ning avalda see viadrtus kolmnurga kiiljepikkuste kaudu.

2.8 Taisnurkne kolmnurk on suurima pindalaga

Kui kolmnurga kaks kiilge on pikkustega a ja b ning nendevahelise nurga suurus on 7, siis
selle kolmnurga pindala avaldub valemiga S = §ab siny. Kui suurused a ja b on fikseeritud,
siis on kolmnurga pindala suurim voimalik, kui siny = 1, st 7 on téisnurk.

Ulesanne 73. Olgu a, b, ¢, d nelinurga jérjestikused kiiljed. Téesta, et nelinurga pindala S

jaoks kehtib vorratus

< ac+bd’
2

kusjuures vordus kehtib vaid siis, kui antud nelinurk on ristuvate diagonaalidega koolnelinurk.

2.9 Sisemine kujund on viiksem

Kui kahest kujundist iiks asub teise sees, siis on sisemise kujundi pindala viiksem. Kuigi
see viide on iisna ilmne ja voib tunduda triviaalsena, on tema formaalselt korrektne toestus
kiillalt komplitseeritud ning eeldab pindala formaalset defineerimist teatud piirvaartusena.
Meie seda siinkohal tegema ei hakka, vaid votame selle kiillalt ilmse véite lihtsalt teadmiseks.
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Analoogiline viide kehtib ka kujundite iimbermodtude kohta, kuid loomulikult tuleb li-
saks eeldada kujundite kumerust.

Ulesanne 74. Uks kumer hulknurk asub teise kumera hulknurga sees. Tdesta, et sisemise
hulknurga timbermoot on viiksem.

Ulesanne 75. (IMO 1999 eelvalik) Olgu M kolmnurga ABC sisepunkt. Téesta vorratus

min{MA, MB, MC}+ MA+ MB+ MC < AB+ AC + BC.

3 Ulesandeid harjutamiseks

3.1 Absoluutvaartust sisaldavad vorratused

Ulesanne 76. Tdesta, et kui mistahes 2 € [—1,1] korral kehtib vérratus |az? + bz + ¢| < h,
siis |a| + |b] + |c] < 4h.

Ulesanne 77. (Balti Tee 1990) Ringjoonele on mingis jérjekorras kirjutatud naturaalar-
vud 1,2, ..., n. Milline on korvutiasetsevate arvude vahede absoluutvaartuste summa vahim
voimalik vdartus?

Ulesanne 78. (Balti Tee 1995) Reaalarvud a,b ja ¢ rahuldavad vorratusi |a| > [b + ¢/,
|bl > |c+ al ja|c| > |a+ b|. Toesta, et a+ b+ c=0.

3.2 Kahe, kolme ja nelja tundmatuga siimmeetrilised vorratused

.. 1
Ulesanne 79. Olgu z > 0. Toesta, et v + — > 2.
x

Ulesanne 80. (Eesti 2000) Toesta, et mistahes positiivsete reaalarvude a ja b korral kehtib
vorratus

a® + 0 > b+ a®v’.

Ulesanne 81. Olgu a,b, ¢ > 0. Toesta vorratus

(a+0)(b+c)(c+ a) = abe.

Ulesanne 82. (Kanada 1995) Olgu a, b, ¢ positiivsed reaalarvud. Toesta, et

a“b’ct > (abe) e
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Ulesanne 83. (Slovakkia ettevalmistus IMO-le 1998) Mistahes reaalarvude x, y, z > 0 korral
xy + yz + zx = 1. Toesta, et

)

r(1—yH1 -2 +y(1 - 21 —2?) +2(1 — 23 (1 —?) < 9

Ulesanne 84. (IMO 1977 eelvalik) Olgu 0 < a < b < ¢ < d. Toesta, et

a’vectd® > vectdcal.

Ulesanne 85. (Poola 1963) Tdesta, et positiivsete arvude a, b, ¢ korral kehtib vorratus

at+ vt + A

a+b+c<
abce

Ulesanne 86. (Kanada ettevalmistus 1997-98) Olgu x, y, z positiivsed reaalarvud. Tdesta,
et

’ + Y + -
s+ /@ty le+z) y+J/y+2)y+a) 2+ /(z+2)(z+y)

< L

Ulesanne 87. (Rumeenia 1997) Olgu z,y, z positiivsed reaalarvud nii, et zyz = 1. Tdesta,
et

2 4y y’ +2° Pt
6+ 23y3 + b yb 4 y323 4 26 26 33 16 7

.. 1 1
Ulesanne 88. (Iraan 1998) Olgu z,y,z > 1 ja — + — + — = 2. Toesta vorratus
xr oy oz

Vity+tzzvVe—1+y—1+vz—1.

T y z
+ + <
T+y3+23 T+ 4% T+ad4yd

Ulesanne 89. (Venemaa 1997) Téesta, et kui 0 < 2, ¥, 2 < 1, siis kehtib vorratus
1
3

Ulesanne 90. Olgu z, y, = sellised positiivsed arvud, et zyz = 1. Téesta vorratus

2 2 2
T z 3
Y S

+ + .
y+z z4x ax+y 2
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Ulesanne 91. (IMO 1995 eelvalik) Olgu a, b, ¢ sellised positiivsed arvud, et abc = 1. Téesta
vorratus

1 1 1
> —.
a*(b+c) * b3 (c+a) * Ala+b) ~ 2

w

Ulesanne 92. (Korea 1998) Olgu a, b, ¢ sellised positiivsed reaalarvud, et a + b+ ¢ = abe.
Toesta, et kehtib vorratus

1 1 1 3
+ + <=
Vi+a® Vi+2 Vi+E2 2

Ulesanne 93. (Bulgaaria 1997) Olgu a, b, ¢ positiivsed reaalarvud nii, et abc = 1. Testa
vorratus
1 1 1 1

1 1
Ttatb " 1Trbacl

< .
1+c+a\2+a+2+b+2+c

Ulesanne 94. (Iraan 1996) Toesta positiivsete reaalarvude x,y, z korral vorratus

1 1 1 9
vt (Et G ) > 1

Ulesanne 95. (Vietnam 1996) Olgu a, b, ¢, d mittenegatiivsed reaalarvud nii, et

2(ab+ ac + ad + be + bd + cd) + abe + abd + acd + bed = 16.

Toesta, et

a+b+c+d> -(ab+ ac+ ad+ be+ bd + cd).

W Do

Ulesanne 96. (lirimaa 1998) Tdesta, et positiivsete reaalarvude a, b, ¢ korral kehtivad vor-
ratused

9 < 1 n 1 n 1 <1 1+1+1
20@+b+c) “a+b b+c c+a 2\a b c)’
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3.3 n tundmatuga siimmeetrilised vorratused

Ulesanne 97. Olgu antud n positiivset reaalarvu a1, ... ,a,, nii et a; - ... - a, = 1. Toesta
vorratus

(14+a)-...-(T+a,) =2
Ulesanne 98. (Aasia-Okeaania oliimpiaad 1990) Olgu ay, as, . .. , a, positiivsed reaalarvud,

ning olgu Sy nende k-kaupa voetud korrutiste summa. Toesta, et

2
n
SpSp_r = ( > aias ... ay

k
mistahes £ =1,2,... ,n — 1 korral.
Ulesanne 99. (Poola 1996) Olgu n > 2 naturaalarv ning ay, as, ... , a, positiivsed reaal-
arvud, mille summa on 1. Toesta, et mistahes positiivsete reaalarvude zy, o, ..., x,, mille

summa on 1, korral
n

) PETTP G

1<j i=1

ning selgitada, millal kehtib vordus.

Ulesanne 100. (Rumeenia 1999) Olgu 1. ... , @, U1, . . . . Yo positiivsed reaalarvud. Toesta,
et kui kehtib vorratus

T1+ ...+ Ty 211+ TpYn,

siis kehtib ka vorratus

T Tn
rn+... .+, < —+...+—.
hn Yn

Ulesanne 101. (Hiina 1989) Olgu z;. ... , x, sellised positiivsed arvud, et z; +...+z, = 1.
Toesta vorratus

T N n Ty S V47 e e S 4 Y
Vi—z \/l—a:n/ vn—1 '

Ulesanne 102. (Eesti valikvéistlus IMO kandidaatidele 1997) Tdesta, et mistahes positiiv-

sete reaalarvude aq,as, ... .a, korral kehtib vorratus
1 1 1
1 1 T 1 1 2
Ga T et The atat -t 7



Millisel juhul kehtib siin vordus?

Ulesanne 103. (Sloveenia valikvoistlus IMO kandidaatidele 2000) Olgu 1, ... , x, niisugu-
sed positiivsed arvud, et kehtib vordus

Lo,
T+a 14z,

Toesta vorratus

Tyc.xy = (n—1)"

Ulesanne 104. (Tiirgi 1997) On antud t#isarv n > 2. Leia avaldise

5 5 5
xy Ty Ty

+ 4+ ...+
To+x3s+...+2, 1 +a3+...4+71, T+ X2+ ...+ Tpot

minimaalne voimalik viidrtus positiivsete reaalarvude xy, o, ... ,2,, 27 + 25+ ...+ 22 =1
korral.

Ulesanne 105. (Eesti valikvoistlus IMO kandidaatidele 1998) Olgu antud reaalarvud
X1, X9y ... yTp ja Y1, Y2, .-, Yn, mis rahuldavad tingimusi 1y > 29 > ... > x, > 0 ning
Y1 Z T, Y1Y2 =TT, oYY - Yy 2= DX ... Ty TOesta, et yityot+. L Fyn 2= Ttz 4T,

3.4 Tsiiklilised vorratused

Ulesanne 106. (Uus-Meremaa ettevalmistussessioon 1998) Olgu a,b, ¢ > 0. Toesta, et
a b c a+b+c
1+ 2 (1+2) (1+5) 2 (1+ 2521
( +b ( +c> +a ( * Vabe )

Ulesanne 107. Olgu z,y, z positiivsed reaalarvud. Téesta vorratus

(x—y+2)ly—z+2)(z—2+y) <zysz.

Ulesanne 108. (Eesti valikvoistlus IMO kandidaatidele 1994) Tdesta, et mistahes positiiv-
sete arvude a, b, ¢, d, e korral kehtib vorratus

(a+b+c+d+e)* > 4(ab+ be + cd + de + ea).
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Ulesanne 109. Tdesta, et positiivsete reaalarvude x, v, z korral kehtib Schuri vérratus'®

vl —y)(z—2)+yly—2)y—2)+ 20z —x)(z—y) 2 0.

Ulesanne 110. (IMO 2000) Olgu a, b, ¢ sellised positiivsed reaalarvud, et abc = 1. Toesta,
et kehtib vorratus

1 1 1
(a_1+_> (b—1+—> (C_H_) <1
b c a

3.5 Taisarve sisaldavad vorratused

Ulesanne 111. (IMO 1967 eelvalik) Téesta, et mistahes téisarvu n > 1 korral

1 1 1

She

kusjuures vordus leiab aset vaid juhul n = 1.

Ulesanne 112. (Rumeenia 1998) Olgu n positiivne tiisarv ning z;, o, . . . , 2, tiisarvud nii,
et

4o+ A+t < 2n—1) (v +as+ .. x,) + 0P

Toesta, et
a) ry,Ts,...,T, on mittenegatiivsed taisarvud,

b) arv x; + 22+ ...+ x, + n+ 1 ei ole téisruut.

Ulesanne 113. Tdesta, et mistahes positiivse tdisarvu n korral

1+ 1 P 1 <21
n n+1 7 =1 "12

Ulesanne 114. Olgu n positiivne tiisarv. Tdesta vorratus

1 1 n
<l4+In—.
T R I S e B s

15Saksa matemaatiku Issai Schuri (1875-1941) jirgi.
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Ulesanne 115. (Eesti valikvoistlus IMC (International Mathematics Competition) kandi-
daatidele 1999) Olgu n positiivne téisarv. Toesta, et

1+1+ +1<5
pTat -t s<y

Ulesanne 116. Olgu n positiivne téisarv. Téesta vorratused

2 < 2n 2—\/2+\/2+\/...+ 2 <,

kus juuremérk esineb n korda (kirjutises esineb tépselt iiks miinusmérk).

Ulesanne 117. (Eesti ettevalmistussessioon 2000)

a) Olgu n > 1 téisarv. Toesta, et

2

V2 —124vVn2 =224+ vVn2 =32+ ... +/n2—(n—1)2< - -n’

(SRS

.. .. ~ n ~ ~
b) Liidame iilalantud vorratuse vasakule poolele veel 5 Toesta saadud vorratus.

3.6 Geomeetrilise sisuga vorratused

Ulesanne 118. Olgu «, 3, ¥ mingi teravnurkse kolmnurga nurgad. Tdesta, et kehtib vorratus

3
cosa + cos 4 cosy < 3

Ulesanne 119. (Ladina-Ameerika oliimpiaad 1992) Etteantud kolmnurgast ABC' lihtudes
konstrueeritakse kuusnurk A; A, B; BoC1C5, nagu ndidatud joonisel 2. Toesta, et
SA,A:B1 B0y 2 13SaBc,
kus S tdhistab osutatud kujundi pindala.
Ulesanne 120. (Eesti valikvoistlus IMO kandidaatidele 2001) Kiiljepikkusega a korrapérase

n-nurga sisepiirkonnas voetud punkti X kaugused n-nurga kiilgedega méaratud sirgetest on
hy,ho, ..., h,. Toesta, et

Ulesanne 121. (IMO 1992) Kolmem&6tmelises ruumis on antud 16plik punktihulk S. Olgu
selle punktihulga ristprojektsioonid yz-, za- ja ya-tasandile vastavalt S,, S, ja S,. Toesta
vorratus

S < [85] - 1Sy] - 1.
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Joonis 2

3.7 Muud vorratused

Ulesanne 122. (Belgia 1976) Tdesta, et iga a € R korral kehtib vorratus

sin(cos ) < cos(sin ).

Ulesanne 123. (Bulgaaria kevadvoistlus 1998) Tdesta, et mistahes positiivsete reaalarvude
a, b, c korral kehtib

3(a+ Vab+ Vabe) < 4(a+ b+ c).

Ulesanne 124. (Bratislava kaugoppekool 1997) Tdesta, et mistahes reaalarvude 4, 24, 3,
x4, 5 korral kehtib vorratus

2 2 2 2 2 2
xy + x5+ + g+ xp > —= (109 + Xoxg + T34 + T4T5).

V3

Ulesanne 125. (Bratislava kaugoppekool 1997/98) Olgu ay, as, . .. ,a, positiivsed reaalar-
vud ning b1, by, ... ,b, needsamad arvud voetuna samas voi mingis teises jérjekorras. Leia
korrutise

. il 1
aq bl a9 bZ Ap bn

maksimaalne voimalik vaartus.

Ulesanne 126. (Kanada ettevalmistussessioon 1997-98) Olgu 0 < a < b reaalarvud. Toesta,
et mistahes positiivse taisarvu n korral

n+1 _ ,n+1 n n
b+a<n b a <na +b'
2 b—a)(n+1) =V 2
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Ulesanne 127. (Eesti 1988) Tdesta, et mistahes positiivsete reaalarvude a, b ja ¢ korral
kehtib vorratus

Va2 —ab+ 2+ Vb2 —be+ 2 > Va? +ac+ 2,

kusjuures vordus kehtib siis ja ainult siis, kui

1_1+1
b a ¢

Ulesanne 128. Tdesta, et mistahes positiivsete reaalarvude a, b, ¢ korral kehtib vorratus

Va2 —ab+ b+ avVb: —be+ 2 = bvVa? + ac + 2.

Ulesanne 129. (Tiirgi 1996) On antud reaalarvud 0 = 21 < 29 < ... < Tg, < Topy = 1

tingimusega ;11 —x; < h, 1 =1,2,...,2n. Toesta, et
1—h _ - ( ><1+h
—_— Toi(Toip1 — Toi —
5 2 2i(T2i41 2i—1 5

4 Vastused, juhised ja lahendused

1. Kuna +c < |c| mistahes reaalarvu ¢ korral, siis ka a* + 2ab + b* < a® + 2|ab| + b*. Seega
(a4 b)* < (la] + |b])?, ehk vottes ruutjuure |a & b < |a| + |b].

Eelmise 16igu pohjal |a| = |a = b F b| < |a = b| + |b], analoogiliselt [b] < |a £+ b| + |a.
Seepérast ||la| — |b]| < Ja £ b).

2. Kasutades iilesande 1 viidet mitu korda saame, et |ay — as| + |as — a3| > |a; — as,
a1 — as| + |az — as| = |ar — ay| jne.

3. Antud vorratus on samavéiirne toese vorratusega

(Va—vb)?* = 0.
4. Kasuta matemaatilise induktsiooni meetodit. Kui n = 2 ja ay < as, siis a1 < 1 ja
as > 1 ning jarelikult (1 —ay)(az —1) > 0, millest tuleb induktsiooni baas. Sammu tegemisel

tileminekul n-lt n + 1-le voib samuti eeldada, et a; < 1 ja a,,; > 1. Tdhistades b = aya, 1,
saame kasutada induktsiooni eeldust arvude b, as,as, ... ,a, jaoks.
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5. Tahista

Qg
b, =

vaias ... Qy

ja kasuta iilesannet 4.

6. Kasuta matemaatilist induktsiooni N jargi. N = 1 jaoks on tegu iilesande 3 viitega,

induktsiooni sammu sooritamiseks kasutame samuti sama iilesannet kahe 21 elemendilise
arvujarjendi keskmise leidmiseks.

7. Olgu vaja leida arvude ay,...,a, aritmeetiline keskmine, kus 2¥°' < n < 2V (kui
n = 2~ mingi N € N korral, voime kasutada vahetult iilesannet 6). Olgu g = ay - ... - a,
ning a,41 = api2 = ... = asv = ¢g. Niilid voime iilesannet 6 kasutada arvude ay, as, ... ,asn
jaoks.

8. Defineeri funktsioon f(z) = (1 + 2)* — 1 — ax ja uuri tema kiitumist tuletise abil.
9. Kasuta matemaatilist induktsiooni.

10. Tahista vy =29 = ... =2x,_1 =1 ja , = 1 4+ na ning kasuta teoreemi 2.

11. Suurem tulu saadakse igakuiste dividendide korral.

12. Toestamaks nt, et m, < my, kasuta teoreemi 2 arvude af, ... ,a, jaoks.

13. Defineeri b; = <&> , Siis

Me

B B %
bf‘—l—...—Fbﬁ mg

8 8
ja jéarelikult piisab néidata, et by + ...+ b7 = n. Defineeri suurused c¢; seostega b; = 1 + ¢;,
ndita, et ¢y + ... + ¢, = 0 ja kasuta vajaliku vorratuse toestamiseks Bernoulli vorratust
(teoreem 3).

14. Ulesande lahenduse tekst langeb kokku iilesande 13 lahendusega, ainult vorratusmérk
peab olema vastupidine.
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15. Vasakul pool saame sulgude avamisel
(a3 4 a?bs + ...+ alb> + adbi +adbi 4 ...+ adbd + ..+
+azbi +aiby + ...+ albl) —
— (a?b% + a%bg S aibi + 2&1()1&2()2 + 2&1()1&3()3 + ..+ 2alblanbn +
+ ...+ 2an_lbn_1anbn)
ning paremal pool
(a%bg — 2(11()2(12()1 + a%b%) + (a%bg — 2&1()3&3()1 + agb%) + ...+
+ (a3b} = 2arbpapby + albi) + ...+ (a2_b2 — 2an_1byanb, 1 + a’bi_,).

n—1"n n“n—1

Lihtsustanud molemad avaldised, saame, et nad on vordsed.
16. Kasuta iilesannet 15.

17. Paneme tdhele, et

=1

Kuna vaadeldava poliinoomi vaédrtused on koik mittenegatiivsed, peab viimase ruutkolmliik-
me diskriminant olema mittepositiivne, kust jareldubki vajalik vorratus.

18. Olgu P(2) = c,a" + cp_1z™!
kasuta Cauchy vorratust.

+ ...+ gz + ¢o. Tahista a; = z/¢; ja b; = y\/¢; ning

19. Olgu a = (a1, Qs,...,05) ja 5 = (B, oy ..., [n) sellised mittenegatiivsete ja mitte-
kasvavate elementidega reaalarvujirjendid, et a > [ ja a # (. Tahistame vy = a. Olgu j
suurim indeks, mille korral o; > j3; (selline indeks kindlasti leidub, sest kui alati o; < f;,
siis peaks mistahes i korral o; = (; ning o = (). Olgu k véhim indeks, mis jargneb indeksile
7, nii, et ap < fi (selline indeks leidub samuti, sest suurima indeksi i korral, kus «; # [,
peab kehtima a; < f3;). Véljavalitud j ja k korral kehtib a; > ; > B > «y. Tédhistame
§ = min(a;—fF;, fr—oa) ning y1 = (1, ... , 1, j—0, Qj11, ..., g1, Qp+0, Qp1, ..., Q).

Oletame, et a; — 0 < ajy1. Siis fj41 < B = aj — (o — B;) < o —§ < a1, vastuolu
indeksi j valikuga. Analoogilisel moel saame vastuolu oletusest aj_; < ay + 0. Seega on 4
mittekasvavate elementidega jérjend. Arvu ¢ positiivsuse ning suuruste ¢ ja —d koondumise
tottu on 7y > 7, ilmne. Pohjendame v, > .

a = [ tottu kehtivad esimesed j — 1 vorratust jarjendite v; ja [ jaoks siisteemis (1).
aj—0 > fjning a; = f;, i =j+1,...,k—1pohjendavad ka j-nda kuni (k — 1)-nda vorra-
tuse kehtivuse, ning et suurused ¢ ja —d koonduvad, siis on pohjendatud ka koik jargnevad
vorratused stisteemis (1).
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Ilmselt erinevad jérjendid ~o ja v tépselt kahe elemendi poolest. Kuna a; — 0 = f3;, kui
0 = a; — B, voi oy, + 0 = By, kui 0 = [, — ay, siis erinevad v, ja § vihemalt iihe elemendi
vorra vahem kui vy ja (. Jérelikult, korrates iilesande lahendust jarjendite v; ja [ jaoks
jne., saame leida lopliku arvu jarjendeid a@ = v9 > 71 > ... > v = [, kus koik korvutised
jarjendid erinevad teineteisest tépselt kahe elemendi poolest.

Mirkus: Kui jarjendite o ja 5 elemendid on mittenegatiivsed téisarvud, siis on iilesande
véites lihtne veenduda nende jérjendite graafilise interpretatsiooni kaudu (vt joonis 3).

~

~

(4.0,0) (2,2,0) (2,1,1)

Joonis 3

Olgu ay +as+ ...+ a, =1+ P2+ ...+ B, = [ ning vaatleme [ iihikruudust koosnevat
kujundit koordinaattasandi esimeses veerandis, mille esimeses veerus on a; ruutu, teises
veerus ap ruutu jne. Meie eesméirk on muuta see kujund jérjendile § vastavaks kujundiks.
Vorratuste siisteem (1) iitleb, et iga i korral on jarjendile o vastava kujundi veergudes 1, ... ;i
kokku vihemalt sama palju ruute kui jérjendile § vastava kujundi veergudes. Seega voib
vajaliku muutuse teha veergude kaupa, tostes esimesest veerust a; — f; ruutu teise jne. Kuna
sellised muutused puudutavad korraga ainult kahte veergu, on iilesande viide toestatud.

20. Kuna iilesandes 19 leitud jarjendid o = v, 71, .- , V-1, 7 = [ erinevad teineteisest iili-
malt kahe elemendi vorra ja v, 1 = v, i = 1,2,... [ (tdhistame siin 7, = (v}, 7%,...,7%)

1 2 n 1 2
. . . .. Yi— Vi Vi1 ; h ;
mistahes m = 0,1,2,... 1 korral), siis vastavad {ikslitkmed z,""'2,"~" ..., jaa] a/* ... 2]

erinevad samuti teineteisest iilimalt kahe teguri vorra. Siit jareldub, et toestatava vorratuse

O

e (@1 T2y @) = Ror e (@, @2, ) 20

’Yi 571‘ EARR)

vasakus pooles voib kokkulangevate astendajatega tegureid sisaldavad iiksliikmed nelja litkme
kaupa grupeerida ning tuua sealt kokkulangevate astendajatega tegurid sulgude ette. Sulgude
sisse jadva avaldise mittenegatiivsus pohjendatakse iilesandes 21.

21. Vottes 6 = ay — [y, saame g —as = 0 = 0, B = oy — 0 ja Ba = ao + 0. Ulesande viiide
jareldub vorratustest

xalym + IQanl _ xﬁ1y62 _ CCBQyﬁl —
— 'I,OCQyOCQ(I,(S _ y5>($a1—042—5 _ yOél—OCQ—(S) 2 0
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22. Vali koigepealt vy =29 =... =2, > 1jaseejirel 0 <z, =20=... =2, <1.

23. Tahistagu & hulga {1,2,...,n} koigi k-elemendiliste alamhulkade hulka,

k=1,2,...n. Validesx; =25 =... =2 > 1, 2441 = ... = 2, = 1, saame
Dies i >iesBi
DR pE 8
Se6y Se6y
k k

Oletades niitid, et Z a; < Z f3;, saame piisavalt suure x; korral vastuolu vorratusega (8).

i=1 i=1
Kasutades ka iilesandes 22 saadut, kehtib seetottu a > .

T ,1> korral saame Muirheadi vorratuse

24. Jérjenditea:(7,0,...,0)ja6:( X
n n n

abil soovitava tulemuse.

25. Korrutame toestatava vorduse 1dbi arvuga 2. Kui saadud vorduse vasakul pool on i = 7,
siis sellel kohal summas esinev liidetav vordub nulliga. See tdhendab, et mingi £ =1,2,... ,n
korral saab liidetav azb, summasse tulla juhtudel i = k, j # k voi ¢ # k, 7 = k. Selliseid
(plussmérgiga) liidetavaid esineb tépselt 2(n — 1) tiikki, nagu ka paremal pool.

Mingite k£ ja I, k = 1,2,... ,n, L = 1,2,....n, k # [ korral tuleb liige ab; vasakul
pool summasse (miinusmérgiga) parajasti 2 korral (juhtudel i =k, j =l ning i =1, j = k);
tapselt sama palju kui paremal pool. Seega on vorduse vasakul ja paremal pool tdpselt samad
lildetavad, mis tdhendab, et toestatav vordus kehtib.

26. Kuiarvud a; jab;, 1 =1,2,...,n, on samapidi jarjestatud, siis iilesandes 25 toestatud
vorduse vasakul pool on koik liidetavad (a; — a;)(b; — b;) mittenegatiivsed (tegurid on sama-
mérgilised). Jarelikult on selle vorduse pooled mittenegatiivsed suurused, millest jéreldub
arvuga n’ jagamise jirel teoreemi 7 esimene osa.

Kui aga arvud a; ja b;, © = 1,2,...,n, on eripidi jdrjestatud, siis iilesandes 25 toesta-
tud vorduse vasakul pool on koik liidetavad (a; — a;)(b; — b;) mittepositiivsed (tegurid on
erimérgilised). Jarelikult on selle vorduse pooled mittepositiivsed suurused, millest jéreldub
arvuga n’ jagamise jirel teoreemi 7 teine osa.

27. Olgu dmbri tditmiseks kuluvad ajad T3 < Tp, < ... < Tjy. Jéarjestatuna kasvavas
jarjekorras on ooteaeg kokku T = 107} + 975 + ... 4+ T3y. Mingi muu jérjestuse korral on
ooteaeg kokku S = 1057 + 955 + ... + Sy, kus (51, S2, ..., S1) on vektori (71,75, ..., Tho)
elementide timberjdrjestus.

Kuna vaadeldavad vektorid on erinevad, leidub vahim indeks 7, mille korral S; # T;. Siis
leidub j > nii, et S; = T; < S;. Defineerime S} = S, S; = S; ning Sy, = Sy k # 4, j korral.
Olgu S’ = 10S] + 955 + ... + SY,. Siis

S-S = (11 — Z)(SZ — S,Z) + (11 — j)(SJ — S;) = (Sz — S])(j — Z) > 0.
Et selliseid vahetamisi saab veel teha, vektorini (77,75, ... ,T1) jouame aga iilimalt 9 sam-

muga, siis on 7' toesti vihim voimalik kogu-ooteaeg.

31



28. Olgu ette antud reaalarvud a; < as < ... < a, ja by < by < ... < b, ning olgu arvud

a; imber jirjestatuna a;, i = 1,2,... ,n. Toestame kdigepealt vorratuse (5) vasaku poole.
Téahistame summad A = ayby + asby + ... + ayb, ja A" = alby + ayby + ... + al,by,.
Kui a; = a;,1=1,2,... ,n, pole midagi toestada. Vastasel korral leidub vihim indeks 4,

/

. ! .o . . . . ! _ ! . _ _ ! .
mille korral a; # ;. Siis leidub j > i nii, et a; = a; < a;. Defineerime ¢; = a;, ¢; = a; ning

j
cx = ay, k # 1, korral. Tahistame C' = ¢1by + caby + ... + ¢,by,. Siis

C—-A = (Czbl + Cjbj) — (a;bl + a;b]) = (a; — a’])(b] — bz) > 0.

Et selliseid vahetamisi saab veel teha, summani A jouame aga iilimalt n — 1 sammuga, siis
on A toesti suurim voimalik summa.

Vorratuse (5) parema poole toestamiseks téhistame B = a,b; + a, 102 + ...+ a1b,. Kui
niitid a; = apy1-4, 7 = 1,2,... ,n, pole midagi toestada. Vastasel korral leidub vihim indeks
i, mille korral a,11_; # a;. Siis leidub j > i nii, et a}; = an41-; > aj. Defineerime d; = dj,
d; = a; ning dj, = aj, k # i, j korral. Tahistame D = dyby + daby + ... + d,by,. Siis

D — Al = (dzbz + djbj> — (a;bz + a;bj) = (a; - a;)(b] — bz> < 0

Et selliseid vahetamisi saab veel teha, summani B jouame aga iilimalt n — 1 sammuga, siis
on B toesti vihim voimalik summa.

29. Kasutades timberpaigutusvorratust jarjendite (ay, as, ... , a,) ning (ay, as, ... , a,) kor-
ral, jouame soovitavale tulemusele.

1 1 1
30. Kasutades iimberpaigutusvorratust jarjendite (aq,as,...,a,) ning <—, — ,—>
ai a2 Qn
korral, jouame soovitavale tulemusele.
a a,a a1as - a
31. Tahista G = Vajas---a,, r1 = El’ Ty = %, ce Ty = % = 1 ning kasuta
. . . T G .
iilesannet 30 arvude a1, oy, . . . , 2, jaoks (saab silmas pidada, et —— = —,i=1,2,... ,n—1).
Tit1 a;

32. Ulesannet 29 kasutades

2 2 2
i +ay+. . +x, = xxo+ x0x3+ ...+ T2,

2 2 2

ity + . +x, =2 U3+ Xy + ..+ TpXo,

2 2 2 S

rt+a+...+x, =2 T, +Tox1+ ...+ TpTp_1,
2 2 2 2 2 2
rray+...+x, = x]+ay3+...+a;.

Nende vorratuste liitmisel saame soovitava tulemuse.
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33. Kui a; = 0 voi b; = 0, pole midagi toestada. Olgu siis S =

i bi . . .
Téahistame x; = % Jadngi =i = 1,2,...,n. Ulesande 29 pohjal

2=+ a5+ ...+ a5, > T1Tpq F ToTpgo + ...+ TpTop +
2((11()1 + ClQbQ S Clnbn>
+ Tp1T1 + Tpyolo + .o+ TopTpy = )

ST

mis on samavidrne Cauchy vorratusega. Vordus kehtib parajasti juhul x; = x,4;, s.t.
alT:bZS,Z:LQ, , .

34. Olgu arvud a; ja b; samapidiselt jarjestatud, ¢ = 1,2,...,n. Vorratuste

a161 + CLQbQ + ...+ anbn
a161 + CLQbQ + ...+ anbn

albg + agbg + ...+ anbl,
albg + CLQb4 + ...+ anbg,

IIA\VAR\VARV/

albl + GQbQ + ..+ anbn Cllbl + GQbQ S anbn

liitmine annab T8eboSovi vorratuse. Selle vorratuse duaalne viide toestatakse analoogiliselt.

35.
1 2 2 2 _ 3
. X2 + X123 + ...+ TpTp—1 = 0102 — 903,

3 3 3 3

2. xy+a5+...+a, =0 — 30102 + 303,
4 4 4 4 4 4 3 2

3. XLy + 1113 + Xy + Xow3 + X371 + X319 = 0702 — 0703 + 50203 — 30102,

2 24 (.2 24 (.2 2\ (2 2

4. (x7 + x5) (2] + x3) (x5 + 23) = (0] — 209)(05 — 20103) — 03,

T T 0102

Hp) €3 Hp) €3
5. —+—+ —4+ —4+ —+ — = — 3.
X2 €3 X T X2 T3 03

2" — g2 F o™t (1)

36. Poliinoomi (x — zy)(x — x9) -+ (x — x,) =
"2y 4 (=1)"0,. Selle juurte X1, Xy, ..., X,

tuletiseks on (n+1)2" —noz" '+ (n—1)oyx
kohta teame niiiid Viéte'i valemite pohjal, et

1 .
Ei:n+1'(n—l+1>0i,
millest
1 1
Sz:—'zi: 0; = 5
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37. Olgu taidetud teoreemi 10 eeldused, kasutame eelmise iilesande tdhistusi. Kirjutame
vaadeldava vorratuse voi vorduse vilja poliinoomi (x — z1)(x — x2) -+ (¥ — x,41) tuletise
juurte jaoks. Eelmise iilesande tulemuse pohjal osutub suurusi S; siduv vorratus voi vordus
ka suurusi s; siduvaks, 1 < i < n (tegelikult on tarvis vaid 1 < i < k).

38. Aritmeetilise-geomeetrilise keskmise vahelisest vorratusest

(xlxg---xk_l—l—xlxg---xk_gxk+...+x2x3---xk

k
. ) > (w129 -ap) Y,

s.t. oleme saanud sl,jfl > s],z’l k muutuja korral. Teoreemi 10 pohjal kehtib saadud vorratus
ka mistahes suurema arvu muutujate korral.

39. Teoreemi 10 pohjal voime eeldada, et n + 1 = k, sellest jareldub vorratuse kehtivus ka
suurema arvu muutujate jaoks. Arvestades toodud téhiseid, esitub toestatav vorratus kujul

1 1 _ 1 ,
R (i B I

n+1
ehk pérast teisendamist ning tdhistamist o, = H ri=X
=1

n+1
2n+ 1)X > - <nZX—2+2n

5 .
i<j "t i=1 "1 i<j "t

See vorratus on aga samavidrne
2
X X
2 e ) =0
i<j ! J

mis ilmselt kehtib.

40. Arendame binoomvalemist:

(1+2)° :Z <Z>xk = 1—|—ax—|—z (Z)xk <1+ ax,
k=0 k=2
kusjuures vordus saab arvu x positiivsuse tottu kehtida vaid juhul, kui vaadeldud summa

rajades £ = 2 kuni a on vordne nulliga, s.t. juhul a = 1.

41. Toestame vorratuse koigepealt juhul n > 0. Selleks piisab nédidata, et jada

1 n
(e
n
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on kasvav. Arendame:

n 1 nn-1 1 nnh-1)mn-=-2) 1
W=ttt T e 3] w et
nn—1-(n—-k+1) 1 nn—1)-(n—-n+1) 1
k! nk n! o

*1;(12';) (1i)<1kn1>++
rar(3) (0=2) (-5

Néeme, et jada liige y,, avaldub n + 1 positiivse liidetava summana, kusjuures kaks esimest
lildetavat on vordsed arvuga 1 ja seega konstantsed, iga jargnev liidetav

%(“%) (1—%>...(1_k;1>

(2 < k < n) aga kasvab n suurendamisel, peale selle kasvab n suurenedes ka liidetavate arv

n+ 1. Seega yn11 > Yn-
Juhul n < —2 teisendame avaldist (olgu m = —n):

X 1 —(m+1) B m —(m+1) _(m +1 m+1 (1 1 m+1
m—+1 S \m+41 N m N m '

Seega piisab néidata, et jada

1 m—+1

on kahanev. Arvutame selle jada kahe jarjestikuse liike suhte:

(BT (ma1)
Zmal (z_ﬁ)er? mm+1. (m + 2)m+2
(m+12\"" m+1 m2+2m+1\"" m+1
:<m(m+2)> m:< m? 4 2m ) m+2
:<1+;>’"“.L+1_
m?2 + 2m m+ 2
Bernoulli vorratusest

(+ 1 >m+1 - m+1 14 m+ 1 . I m+2

m? + 2m m? + 2m m? +2m + 1 m+1 m+1

Seepérast
2 1
Zm, >m+ .m+ 1
Zm+1 m+1 m+42

mis tdhendab, et 2, > z,11.

I
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42. Toestame viite matemaatilise induktsiooni abil. Juhul n = 2 on tegu kumeruse definit-
siooniga ja véide kehtib triviaalselt. Induktsiooni sammu tegemiseks eeldame, et véide kehtib
Ai
1—A,

n — 1 korral. Olgu antud n positiivset arvu Ay, ..., A, summaga 1. Tdhistame \, =
kusi=1,...,n—1,slis \|+...+ X ,=1]a

n—1

S NI = Ada) + (1= A YN >

n—1
> f ()\na:n + (=AY )\;xi> =
i=1
= f (z": )\il"i) .
=1

43. Funktsioon f(x) = z® on juhul @ > 1 v6i a < 0 poolsirgel (0,00) kumer (sest
f"(x) = 0), juhul 0 < a < 1 aga samal poolsirgel nogus (f"(x) < 0). Vottes niiiid et-

teantud arvude aq,as, ... ,a, > 0 korral Ay = Ay = ... = )\, = — ning kasutades Jenseni
n

vorratust, saame aritmeetilise keskmise ja a-jarku astmekeskmise vahelise vorratuse (« # 0).

44. Olgu etteantud positiivsed reaalarvud ay,as, ... a,. Téhista f(x) = e, b; = f(a;),

1 =1,2,... n, ja kasuta funktsiooni f jaoks Jenseni vorratust juhul \y = Ay = ... =X, = —.
n

45. Olgu etteantud positiivsed reaalarvud ay, as, ... ,a, ning oletame, et § # 0, a # 0.

Téhista b; = o} ning kasuta iilesande 43 tulemust arvude by, bo, ... , b, ning — -jarku astme-

a
keskmise korral. Kui aga o = 0 voi § = 0, siis annab iilesanne 44 vajaliku tulemuse.

46. Olgu fikseeritud téisarv k € [m,n — 1] ning reaalarv z, £ < < k + 1. Siit funktsiooni
f mittekasvavuse tottu

fk+1) < flx) < f(k).

Kasutades asjaolu, et funktsioon f on integreeruv loigus [m,n| (siis on ta integreeruv ka
osaloigus [k, k + 1]) ning méédratud integraali monotoonsust, saame

k+1 k+1 k+1
posn = [ o nars [ swar< [ smar = 1)
k

k k

sest f(k) ja f(k+ 1) on muutuja = suhtes konstantsed suurused.

36



47. Fikseerides jarjest k = m,m+1,... ,n—1 ning kasutades iilesande 46 tulemust, jouame
vorratusteni

fm+1)+ f(m+2)+...4+ f(n) <

gcﬁf+{ﬂxyM—%/::2f Y + . /ﬁ e

<fm)+flm+1)+...+ fln—1),

keskmine avaldis on médratud integraali aditiivsuse tottu piirkonna jérgi vordne

/mn f(z)dx

48. Olgu f(x) =tanz —z, g(x) =x —sinx ja h(z) =sinz — g:c Kuna koik vaadeldavad
funktsioonid on paaritud, siis piisab toestada vorratused ilma absoluutvairtusteta loigus
[0, g] (vasakpoolse vorratuse korral 16ikmikus [0, g) ).

Saame f'(x) =
kus f'(x) = 0 (s.t. + = 0) ei moodusta vahemikke. Seega on funktsioon f(z) kasvav selles
16igus, ning kuna f(0) = 0, peab f(z) > 0, kui 0 < z < g

'(x) > 0 1digus [0, a], kus a € (O, g), kusjuures punktid,

Saame g’( ) = 1 — coszx ning ¢'(x) > 0 vaadeldavas 16igus, kusjuures punktid, kus
g'(x) =0 (s.t. 2 = 0) ei moodusta vahemikke. Seega on funktsioon g(z) kasvav selles 16igus,

ning kuna ¢(0) = 0, peab g(z) > 0, kui 0 < z < 5

Saame h'(x) = cosx — g Teine tuletis h”(z) = —sina annab h"(z) < 0, x € {0, g}

tottu (punktid z, kus h"(z) = 0 ei moodusta vahemikke), et h'(x) on kahanev loigus [0, g]
Téhistame £ = arccosg, siis & € (O,g) ning hA'(§) = 0. Jarelikult kui 0 < = < &, siis
h'(x) > 0, kusjuures punktid, kus A'(x) = 0, ei moodusta vahemikke, seega 16igus [0,&] on
funktsioon h(z) kasvav. h(0) = 0 tottu A(x) > 0 juhul z € (0,¢). Kuna juhul £ < z < g on
h'(€) < 0, kusjuures punktid, kus A'(x) = 0, ei moodusta vahemikke, siis on funktsioon h(x)
loigus {5, g] kahanev. h (g) =0 tottu A(x) > 0, kui = € (f, g)

49. Jirelda Aristarchose vorratus siinusfunktsiooni nogususest ja tangensfunktsiooni ku-
merusest vaadeldavas vahemikus.

50. Tostes iilesande vorratuse ruutu, teisendades ja téhistades A = a, — ¢, B = ¢, — b,,
C =a,—cyjaD =c,— b, saame, et esialgne vorratus on samavédrne vorratusega

AB +CD < /(A% + C?)(B? + D2),
millest peale ruututostmist ja koondamist jaab jarele

2ABCD < A*D? + B*C?
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ehk
0 < (AD + BC).

Motle iseseisvalt 1dbi, miks saab toodud arutluskdigu iimber podrata ja nii iilesande viite
toestada. Toota 1abi ka juhud, kus moni suurustest A, B, C, D voib olla negatiivne ja uuri,
millal kehtib toestatavas vorratuses vordus. Miks on kolmnurgavorratus range?

51. Kasuta absoluutvaartuse definitsiooni

la— b = a—>b, a>0b,
|l b—a, a<hb.

52. Vorratusest a < b+ c jareldub a® < ab + ca. Liites sellele vorratusele kaks analoogilist,
saamegi 1. osas soovitud tulemuse. Ulesande 2. osa toestamiseks voib kasutada vordust
(a+b—c)la=b+c)(—a+b+c)a+b+c) =
= —a' —b' =+ 2(a’V + b7 + Pad).

53. Euleri valemist teame, et kolmnurga siseringjoone keskpunkti I ja {imberringjoone
keskpunkti O vaheline kaugus avaldub valemiga

10? = R* = 2Rr = R(R — 2r).

Kuna ilmselt 7O? > 0, saamegi vajaliku vorratuse. Vordus kehtib seejuures juhul kui 70 = 0,
lugejale jadb toestada, et see on nii parajasti siis, kui kolmnurk on vordkiilgne.

54. Olgu I kolmnurga ABC siseringjoone keskpunkt. Kui kolmnurga nurgad on vastavalt
2ar, 2[5 ja 27, siis voib leida ka teiste tekkivate nurkade suurused nii nagu joonisel 4.

Joonis 4
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Kuna DI = IF = r, siis DF = 2r cos a; analoogiliselt DE = 2rcos 8 ja EF = 2r cos .
Siinusteoreemist saame a = 2R sin 2a, b = 2R sin 23 ja ¢ = 2R sin 2. Samuti on lihtne néha,
et

p=AD + BE + CF = r(cot a + cot 3 + cot ).

Seega peame toestama vorratused

2r Z sin2¢ < 2r Z cosop <r Z cot ¢.

¢e{a,B,7} #e{a,B,7} ¢e{a,f,7}

Esimese vorratuse toestame iimberjdrjestusvorratuse abil. Paneme téhele, et nurgad a, 3
ja v on teravnurgad, mistottu eeldades a < f < v saame ka sina < sinf < sinvy ja
cosy < cos 3 < cos a. Siis

Z sin2¢ = 2 Z sin ¢ cos ¢ <
pe{a,f v} pe{a,f v}
< (sinacos f +sin fcos a) +
(sin B cosy +sinycos f) + (sinycosa + sinacosy) =
= sin(a+ ) +sin(f + ) +sin(y + a) =
= Z oS ¢.
p€{a,f,7}

Teise vorratuse toestamiseks kasutame jélle asjaolu, et nurgad a, [ ja v on teravnurgad.
Seega kasutades Jenseni vorratust funktsioonide cosx ja cot x jaoks voime kirjutada

2 Z cosp < 2-SCOS<L6H>:

3
oe{a,B,7}
— 33 =

< Z cot ¢.

oe{a,B,7}

55. Vastus. Punktid K, L, ja M on vastavalt tippudest A, B ja C' tommatud korguste
aluspunktid.
Lahendus 1. Peegeldame punkti K sirgete C' A ja AB suhtes vastavalt punktideks K’ ja K"
(vt joonis 5).

Siis ilmselt

Pagry = K'L+ LM+ MK"

ja fikseeritud punkti K korral on see suurus minimaalne, kui punktid L ja M asuvad sirgel
K'K". Sel juhul saame punkti L jaoks

JALM = /K'LC = /K LC,
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K

B [( C
Joonis 5

samuti punkti M jaoks ZAML = /KM B. Millise punkti K korral on 1oigu K'K" pikkus
minimaalne? Vorduste /K'AC = ZKAC ning /K"AB = ZKAB, tottu ei soltu nurk
/K'AK" = 2/BAC punkti K valikust. Lisaks leiab alati aset AK' = AK = AK", seega on
koik kolmnurgad K’ AK" iga punkti K valiku korral vordhaarsed ja sarnased. Loik K'K” on
lithim parajasti siis, kui seda on 1oik AK' = AK, st AK on kolmnurga ABC korgus.

Lahendajale jadab koduseks iilesandeks toestada, et saadud vordustest ZALM = ZKLC
ja ZAML = ZK M B jéreldub, et ka 16igud BL ja C'M on kolmnurga ABC' korgused.

Lahendus 2. Peegeldame kolmnurka ABC' jargemodda kiilgede CA, BC, AB, C A ja BC' suh-
tes ning saame nii kuuest kolmnurgast koosneva “ahela”. Ahela esimese ja viimase kolmnurga
kiiljed AB on paralleelsed ja orienteeritud sama pidi, kolmnurga K LM kiiljed moodustavad
aga peegeldamiste tulemusel kuuest liilist koosneva murdjoone, mille pikkus on 2P .
Niisiis on kolmnurga K LM {imbermoot vihim, kui saadud murdjoon on sirgloik. Jéllegi on
kodune iilesanne toestada, et see on nii parajasti siis, kui punktid K, L, ja M on vastavalt
tippudest A, B ja C' tommatud korguste aluspunktid.

56. Vastus. See on niisugune punkt P, mille korral
/APB = /BPC = /ZCPA =120°

(vt joonis 6).
Lahendus. Poérame kolmnurka BPC punkti C' timber 60° vorra nii, et punktide B ja P
kujutised B’ ja P’ jadvad sirgest BC' teisele poole kui punkt A. Siis

PA+ PB+ PC = AP+ PP + P'B,

murdjoone APP'B' pikkus on aga minimaalne, kui punktid P ja P’ asuvad sirgel AB'. Et
kolmnurk PP'C on vordkiilgne, siis ZPP'C = 60° ja

/BPC = /B'P'C =180° — /PP'C =
= 180° — 60° = 120°.
Samuti

/CPA =180° - /P'PC = 180° — 60° = 120°
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Joonis 6
ja jérelikult ka ZAPB = 120°.

57. Ulesande tingimustest jareldub, et kolmnurgad BC'D ja EF A on vordkiilgsed ja kolm-
nurgad ABD ja DEA vordhaarsed. Seega on sirge BE nelinurga ABDFE siimmeetriatelg.
Olgu punkti C peegeldus sellest teljest C' ning punkti F' peegeldus samast teljest F’. Ku-
na ZAC'B + ZBGA = 60° + 120° = 180°, siis on punktid A, C’, B, G iihel ringjoonel ja
Ptolemaiose teoreemi pohjal (vt jaotis 2.7) saame

AB-C'G=GB-AC'+ BC'- AG.
Kuna AB = AC' = B(C', saame viimasest vordusest
C'G =GB+ AG.
Analoogiliselt saab toestada vorduse
F'H=DH+ HE.
Niilid voime kirjutada
CF=CF <CG+GH+HF =GB+ AG+GH+ DH + HE,

mida oligi tarvis toestada (vt joonis 7).
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Joonis 7

58. Olgu kuubi iihe tipu juurest lihtuvate servadega miiratud vektorid @ = (ay, as, as),
b" = (by,by,b3) ja @ = (c1,c2,¢3). Lihtne on néha, et kuubi projektsioon zy-tasandile
koosneb kolmest roopkiilikust, mis teklvad kolme tahu prOJekteerlmlsel kusjuures nende
tahkude kiilgede vektorid on vas‘ui;falt ja b b ja @ ning ¢ ja @.

Leiame niiteks vektoritest @ ja b moodustatud tahu xy-tasandile projekteerimisel tekkiva
réopkiiliku pindala. Ro6pkiiliku kiiljed on vektorid @, = (ai,a2,0) ja 79@ = (b, b,0)
ning nendele ehitatud rédpkiiliku pindala on vordne nende vektorkorrutise

Doy X Oy = (0,0, >
%

pikkusega. Viimane vektor on aga ilmselt vektorkorrutise “a” x 7 projektsioon z-teljele,
lithidalt

ay Qg

by by

— —
Wyy X Uy = (@ x b)..
Analoogiliselt saame  ,, X @4y = (T X @), ja b 4y X Ty = ( 7 x ),. Niisiis huvitab
meid vektorite (@ x _>b )., (¢ x @).ja (b x @), summa pikkus. Paneme tihele, et kui
valida vektorid @, b ja @ oige orientatsiooniga, kehtivad vérdused
Tx D = @,
%
“xa = b,
Tx?e = @

—- .o . . ~
sest niiteks @ x b on vektor, mis on risti vektoritega @ ja b ning mille pikkus vordub

neile ehltatud roopkiiliku (antud juhul {ihikruudu) pindalaga — aga see on dige orientatsiooni
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korral tépselt vektor ¢ . Niisiis huvitab meid suuruse
%
AR ENEI A

maksimaalne vidrtus. Uldsust kitsendamata voime eeldada, et vektorite @, b ja @ z-

koordinaadid on mittenegatiivsed, millisel juhul saame kirjutada vorduse
— — —
|ﬁ2|+| bZ|+|72|: ‘7z+ bz+?z| = ‘(7‘*‘ b +?>z‘

Vektor @ + b + @ vastab aga antud iithikkuubi peadiagonaalile, mille pikkus on V3.
Kuna tema projektsiooni maksimaalne viartus z-teljele ei saa olla suurem diagonaali enda
pikkusest, ongi otsitavaks maksimaalseks viartuseks V3.

59. Ulesande 1. osa tdestamiseks uurime suuruste d(X, BC) ja d(X,CA) + d(X, AB) kii-
tumist, kui punkt X liigub médda 1oiku E'F' iihtlase kiirusega punktist £ punkti F. Kui
X = F ja X = F, siis ilmselt d(X, BC) = d(X,CA) 4+ d(X, AB). Teisalt on selge, et punkti
X liikumisel mooéda 16iku EF muutuvad suurused d(X, BC) ja d(X,CA) + d(X, AB) ajas
lineaarselt. Kui aga kahe lineaarse suuruse vaidrtused langevad kokku kahel ajahetkel, siis
peavad need suurused kogu aeg vordsed olema.

Toestatud osa kolm korda kasutades saame, et kehtivad seosed

d(X,BC) = d(X,CA)+d(X,AB),

dY,CA) = d(Y,AB)+d(Y,BC),

d(Z,AB) = d(Z,BC)+d(Z,CA).
Teisest kiiljest kehtivad ka vorratused

XY > d(Y,CA)—d(X,CA),
YZ > d(Z,AB)—d(Y, AB),
ZX > d(X,BC)-d(Z,BC).

Esimene vorratus naiteks véidab, et loik XY on vihemalt sama pikk, kui tema projekt-

sioon kiiljega C' A risti olevale sirgele.

Ulaltoodud kolme vérdust ja kolme vorratust kombineerides saamegi iilesande 2. osa
vaite.

60. Olgu loigule B;C} konstrueeritud roopkiilik B;C1DE (kus C’lﬁ = m) Loigaku sirge
AM 16ike B;C4 ja DFE vastavalt punktides F' ja G. Siis

Sampce, + Samep, = Srape, + Sraes, = SB.oyDE-
61. Paneme téhele, et AC’lv == SAMDCU ABlw = SAMEB1 ja BlClx vordub loikudele B101

ja AM ehitatud ristkiiliku pindalaga. Viimane aga ei ole kindlasti viiksem samadele loikudele
ehitatud suvalise roopkiiliku pindalast.
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b
62. Vottes vorratuses (6) AB; = AC ja ACy = AB, saame cv+bw < ax ehk x > Ev—i— —w.

a a
Liites sellele vorratusele kaks analoogilist on tulemuseks

b ¢ c a b a

r+y+z> |-+ u+<——|——>v—|— —+ - Jw>=2u+v+w).
c b a ¢ a b

63. Vottes vorratuses (6) AB; = AB ja AC; = AC, saame bv 4+ cw < ax. Liites sellele

vorratusele kaks analoogilist saamegi vajaliku vorratuse.

b c
64. Eelmises iilesandes toestatud vorratusest bv + cw < ax jareldub zu > —uv + —wu.
a a

f—p

a
Jadb vaid liita sellele vorratusele kaks analoogilist ja kasutada vorratusi 7 + - =2t
a

65. Valime kuusnurga sees punktid M, N, P nii, et nelinurgad MDEF, NFAB ja PBCD
on réopkiilikud. Olgu XY Z kolmnurk, mis moodustub punkte B, D, F' ldbivatest ja vastavalt
loikudega F'A, BC, DF risti olevatest sirgetest nii, et punkt B asub sirgel Y Z, punkt D sirgel
Z X ja punkt F sirgel XY. Paneme tdhele, et kolmnurgad M NP ning XY Z on sarnased (vt
joonis 8).

Kolmnurgad DEF ja DM F' on kongruentsed, jarelikult on nende iimberringjoonte raa-
diused vordsed. Samas kuna ZMDX = ZMFX = 90°, siis asuvad punktid D, M, F, X iihel
ringjoonel diameetriga X M ja jéarelikult X M = 2Rg. Analoogiliselt saame YN = 2R, ja
ZP = 2R.. Ulesande vorratuse saab siis kirjutada kujul

XM+YN+ZP > BN+ BP+ DP+ DM+ FM + FN. 9)

Téahistades kolmnurga XY Z kiilgede pikkused loomulikul viisil z,y, z, saame analoogiliselt
Erd&s-Mordelli vorratuse toestusega vorratused

XM > Zpm+YFMm,
xr xr

YN

V

YEN + ZBN,
y y

zp > YBp+ZIpP
z z
Neid liites kehtib vorratus

XMA+YN+ZP> DM+ 2FM+ 2 FN+2BN +YBP + ZDP.
x x Yy Yy z z

Tuletamaks saadud vorratusest vorratust (9), paneme téhele, et kehtib vordus

BP + BN BP — BN
Yppyipn= (Y4 2) (BEEER) (Y 2) (2220
z Y z oy 2 z Yy 2

Olgu kolmnurkade XY Z ja M N P sarnasustegur r, siis

FN—-FM BN-BP DP-DM
N z N x N y ’

r
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Joonis &
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Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratusest saame
BP + BN -
Ypp4iBN — <y+z> (7> N (&z) 1T
z Y z oy 2

> BP+BN_f<%_ﬁ>.
2\ z Y

Liites sellele vorratusele kaks analoogilist ning pannes tédhele, et viimased litkmed koonduvad
vélja, olemegi vajaliku vorratuse toestanud.

66. Ilmselt jareldub vorratusest a > b vorratus a > [ ja vorratusest b > a vorratus 5 > a.
Jarelikult kehtib igal juhul vorratus (a — b)(a — ) > 0, millest jareldub ac + b5 > aff + ba
ja parast jagamist suurusega af3 ka

a b a b
—+—>—+—

— =>4
Yy BT B v
Nende kolme vorratuse liitmisel saamegi iilesande vorratuse.

67. Vaatleme sellist poordehomoteetiat punkti B timber, mis viib punkti D punktiks A;
AB
selle poorde nurk on siis « = ZABD ja kordaja k = 5D Punkti C kujutis selle poordeho-

moteetia abil olgu C' (vt joonis 9).

Joonis 9
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AB  BD
= —— ning jarelikult

Kuna kolmnurgad ABC' ja DBC on sarnased, saame vorduse 10 - D

__AB-CD
~ BD

Kuna kehtivad

AC'

C'B AB

/C'BC =a=/ABD =k=—

“ " BC BD'’

siis on ka kolmnurgad C'BC ja ABD sarnased, jarelikult saame _BD nin
g j ‘ , ja me =5 =~ ning
BC - AD
cC'C="—"——"—.
BD

Kolmnurgavorratusest punktide A, C' ja C' jaoks saame

AB-CD+BC-AD

< / / —
AC < AC'+C'C D BD

millest parast korrutamist suurusega BD jéareldubki vajalik vorratus.
Vordus kehtib parajasti siis, kui punkt C" asub 1oigul AC, see aga tahendab, et kehtivad
vordused

/BAC = /BAC' = /BDC,

st nelinurk ABC D on koolnelinurk.

68. Kui nelinurk ABC'D on mittekumer, peab iiks tema tippudest (niiteks C') asuma
kolme iilejddnu poolt moodustatud kolmnurga sisepiirkonnas. Peegeldame punkti C sirge
BD suhtes punktiks C”. Ilmselt kehtivad seosed

BC = BC(C',
CD = C'D,
AC < AC'.

Kuna nelinurk ABC'D on kumer, siis kehtib tema jaoks Ptolemaiose vorratus ja jérelikult
saame

AC-BC < AC'-BD < AB-C'D+ BC'"-AD =AB-CD+ BC - AD.
69. Kasutame inversiooni keskpunktiga D ja suvalise (ringi voi sfdéri) raadiusega r > 0.

Olgu punktide A, B, C kujutised vastavalt A', B, C’. Kolmnurgavorratusest kolme viimase
punkti jaoks teame

A'B +BC' > AC. (10)
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Lugejale jadb ndpuharjutuseks toestada, et inversiooni korral avaldub loigu XY kujutise
pikkus valemiga
r?- XY
DX -DY’
Kasutades seda seost vorratuses (10), saame

r2.- AB N r?. BC S r2. AC
DA-DB DB-DC ~ DA-DC’

millest pirast korrutamist suurusega DA - DB - DC/r? jareldubki vajalik vorratus.

Vordus kehtib vaid siis, kui punkt B’ asub samal sirgel punktidega A’ ja C' nende vahel.
See aga tdhendab, et enne inversiooni asusid punktid A, B, C ja D kas iihel sirgel voi iihel
ringjoonel. Kuna esimene variant on iilesande tingimustega vilistatud, jaab jarele vaid teine
variant.

XY =

70. Tahistame a = CE, ¢ = FA ja e = AC. Rakendades Ptolemaiose teoreemi nelinurga
ABCF jaoks saame

BC(a+c¢)=BC(CE+ AE)=AB-CE+ BC-AE > AC - BE = BE - ¢,
millest jéreldub vorratus
BC e
—_— > )
BE = a+c
Analoogiliselt kehtivad vorratused
DFE a FA c
= ; P :
DA™ c+e FC = e+a
Niiiid saame aritmeetilise ja harmoonilise keskmise vahelisest seosest

BC+DE+FA e n a n c
BE DA FC = a+c¢ c+e e4+a

1 1
— (a+c+e)< + T >—3>

a+c c+e e+a
IYa+c+e) L3
(a+c)+(c+e)+(e+a) 2

71. Olgu E ja F sellised punktid, et BCDE ja BCAF (pane téihele tippude jéirjekordal)
on roopkiilikud. Siis on réopkiilik ka EDAF. Kehtivad vordused

AF =FED =BC, EF = AD, EB=CD, BF = AC.
Rakendades Ptolemaiose vorratust nelinurkadele ABEF ja AEBD), saame
AB-AD+ BC -CD AB-EF + AF - BE >

> AE.BF = AE - AC;
BD -AE+AD.-CD = BD-AE+ AD-BE >
> AB-ED = AB- BC.
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Siit jareldub niiiid

DA-DB-AB+DB-DC-BC+ DC-DA-CA =
DB(AB-AD + BC -CD)+ DC -DA-CA >

> DB-AE-AC+DC-DA-CA=
— AC(BD-AE+AD-CD) >
> AC-AB- BC.

Vordus kehtib parajasti siis, kui nelinurgad ABEF ja AEBD on koolnelinurgad, st punktid
A,B,D,E,F asuvad iihel ringjoonel. Kuna EDAF on réopkiilik, siis tegelikult peab ta
olema koguni ristkiilik ja jérelikult AD 1 ED. Kuna ED || BC, siis AD 1 BC ja punkt
D asub kolmnurga ABC' tipust A tommatud korgusel. Kuna AEBD on koolnelinurk, siis
/ABE = ZADFE = 90°. Jarelikult AB | BFE, millest saame AB 1L CD, seega asub punkt
D ka kolmnurga ABC' tipust C' tommatud korgusel.

72. Olgu kolmnurga tippude A, B, C' vastaskiilgede pikkused vastavalt a, b, c. Me néitame,
et antud avaldis saavutab minimaalse vdartuse kui P = (. Selle viartuse leidmiseks kasu-
tame Stewarti teoreemi, arvutame mediaanide AL, BM,CN pikkused ning arvestame, et

AG = %AL, BG = %BM, CG = ;C’N. Kokkuvottes saame

1
AG* + BG* + CG* = §[(2192 +2¢% — a®) + (2¢* + 2a° — b?)
2 bZ 2
o2t 420 — P) = “*%

Toestamaks, et punkt G annab uuritavale avaldisele miinimumvéartuse, kasutame Ptole-
maiose teoreemi. Selleks tuleb tuua sisse {iks ringjoon. See ringjoon peaks olema voimalikult
tihedalt seotud iilesande avaldisega ja kuna selles avaldises sisaldub hulk loigupikkusi, te-
kib mote sobitada neid 16ike ringjoone kooludeks. Valime nendeks kooludeks BG ja CG, st
joonestame ringjoone S ldbi punktide B, C, G.

Ptolemaiose vorratuse kasutamiseks ldheb vaja veel neljandat punkti, teisest kiiljest on
hetkel méngust taiesti véljas punkt A. Valime siis ringjoonel punkti K kui sirge AG teise
loikepunkti ringjoonega S. Niilid saame tasandi suvalise punkti P korral kirjutada vorratuse

PK -BC < BP-CK + BK - CP, (11)

kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kui punkt P asub ringjoonel. Viimases vorratuses on
vorreldes noutava vorratusega juba olemas 16igud BP ja C'P, kuid CK ja BK asemel peaks
vastavalt olema BG ja C'G. Ainus reaalne voimalus neid sinna saada oleks korrutada vorratus
(11) 1&bi suurusega

BG (G

OK ~ BE’ (12)

49



seda muidugi juhul kui niisugune vordus iildse kehtib. Samuti peaks suhtega (12) korrutamine
tegema midagi vorratuse (11) vasaku poolega. Kuna suurus PK pole kolmnurga ABC' poolt
iiheselt mairatud, on reaalne otsida ainult suhet stiilis

BG CG  *
CK BK BC’
Me néitame, et kehtivad vordused
BG CG  AG
CK BK BC’

Selleks tdhistame /BCK =0, /CKB = \y, ZKBC = . Siis on lihtne niha, et ZCGL = ¢,
/BGL =0, /ZBGN = x, ZAGN = . Rakendades siinusteoreemi kolmnurkades AGN ja
BGN saame seose

(13)

BG  sing
CG  sinf
ning rakendades siinusteoreemi kolmnurkades BGL ja CGL saame seose
AG  siny
BG  sing’

Arvestades veel, et BK = 2Rsinf, CK = 2Rsing ja BC' = 2Rsin y, saamegi vordused
(13).
Korrutades vorratust (11) suhetega (13), saame

PK-AG < BP-BG+CG:-CP.
Liites vorratuse molemale poolele suuruse AP - AG saame
(AP + PK)-AG < AP-AG+ BP-BG+CG-CP.

Kuna kolmnurgavorratusest AP+ PK > AK, oleme toestanud, et iga punkti P korral kehtib
vorratus

AK - AG < AP - AG + BP-BG +CG - CP,

kusjuures vordus kehtib, kui punkt P asub ringjoonel S ning 16igul AK, st P = G.

73. Téhistame antud nelinurka ABC' D, kusjuures AB = a, BC' =b, CD = c ja DA = d.
Olgu punkt B’ punkti B peegeldus diagonaali AC' keskristsirgest. Siis on nelinurga AB'C'D
kiiljed ldbimise jarjekorras b, a, ¢, d, samuti kehtib ilmselt Sypcp = Sapcp. Seega

1 1
Sapcp = Sapcp = Spep + Spap < 5ac + §bd.

Vorratus kehtib parajasti siis, kui ZB'CD = ZDAB' = 90°, kuna aga need on nelinurga
AB'CD vastasnurgad, siis on AB'C'D koolnelinurk. Nelinurga ABC'D saab siis joonestada
samasse ringi; tema diagonaalide ristseisu nditamine on lugejale kodune iilesanne.
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74. Loika suuremat hulknurka vdiksema hulknurga kiilgedega maératud sirgetega ning ka-
suta iga l6ike korral kolmnurgavorratust.

75. Eelmisest tilesandest jareldub (kuidas?) jargmine véide: kui punkt M asub kumera
nelinurga ABC' D sisepiirkonnas, siis MA+ MB < AD + DC + CB.

Ulesande lahendamiseks jagame kolmnurga keskldikudega neljaks kongruentseks viike-
seks kolmnurgaks; olgu D, E, F' vastavalt kiilgede BC', C A ja AB keskpunktid. Kolmnurga
ABC iga sisepunkt asub vihemalt kahes kumeras nelinurgas nelinurkade ABDE, BCEF ja
CAFD hulgast. Asugu M niiteks nelinurkades ABDFE ja BCEF. Siis iilalmainitud véite
pohjal saame vorratused

MA+ MB < BD+ DE + EA,
MB+BC < CE+EF +FB.

Neid vorratusi liites saame
MB+ (MA+ MB+ MC) < AB+ BC + CA,

millest jareldubki {ilesande vorratus.

76. Vastavalt t = —1, x =0jax =1 korral l[a—b+c¢| < h, |¢|] < hning |[a+b+¢| < h.
Niisiis 2|a+c| = [(a—b+c)+ (a+b+c)| < |a—b+c|+|a+b+c| < 2h, millest |a+c| < h. Niitid
la| = |(a+c)—c| < |a+c|+]|c] < 2hja2]b] = |[(a+b+c)—(a—b+c)| < |a+b+c|+|a—b+c| < 2h,
millest |b] < h. Saadu liitmisel jouame noutava vorratuseni.

77. Olgu arvud kirjutatud ringjoonele jarjekorras a; = 1,as, ... ,ap = n, agyq, ... , ay. Siis
kasutades iilesannet 2 saame

1 —as| +]ag —az|+ ...+ |ap —n|+|n —app1| + ...+ |a, — 1] 2
2 \1—a2—|—a2—ag—i—...—i—ak—n|+|n—ak+1+...+an—1\:
= [1—-n|+|n—1=2n-2.

Teisest kiiljest on védartus 2n — 2 alati saavutatav, kui kirjutada arvud 1,2, ..., n ringjoonele
kasvavas jarjekorras.

78. Antud tingimusi ruutu tostes ning liites saame vorratuse
(a+b+c)> =a*+ b+ + 2ab + 2bc + 2ca < 0,

millest jéreldub a +0+c= 0.

79. Kasuta aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelist vorratust.
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80. Lahendus 1. Rakenda Muirheadi vorratust vektorite (5,0) ja (3,2) jaoks.
Lahendus 2. Tegurdades saame iilesande vorratusega samavéirse vorratuse
(a® — b*)(a® —b*) > 0.

Niitid jaab labi vaadata juhud a > b ja a < b, molemal juhul vorratus kehtib.

81. Kui iiks arvudest a, b, c on vordne nulliga, kehtib vorratus triviaalselt. Vastasel juhul
jagame molemad vorratuse pooled labi arvuga abc. Vorratuse vasak pool omandab siis kuju

L (1+2) (14 (149) -

a b a c b ¢
= 24 (T4 )+ (54 S) 4 (240 28,
+<b+a>+<c+a>+<c+b> ;

mida oligi tarvis toestada.

82. Lahendus 1. Poolsirgel (0,00) kumera funktsiooni f(z) = zlnz kasutamine annab

. a+b+c . . .
vorratuse alna+bInb+clnc > (a+b+c) In ————, millest potentseerimise ja aritmeetilise-

geomeetrilise keskmise vahelise vorratuse tarvitamise abil saame tilesandes noutu.

Lahendus 2. Toestatav vorratus on samavaédrne vorratusega

b
alna+blnb+clne > % -In(abe),

mis on omakorda samavéédrne vorratusega

alna+blnb+ clnc < a+b+c Ina+Inb+Inc
3 -3 3 ’
viimane vorratus aga kehtib TgebdSovi vorratuse pohjal (iildisust kitsendamata voime eel-
dadaa <b< ¢ siiskalna<Inb<Ine).

83. Vottes kasutusele muutujatest x, y, 2 simmeetriliste pohipoliinoomide tahistena oy, o9
ja oy (siin o9 = 1), saame vasakule poole o1 — 0105 + 303 + 0903 = 403. Seega tuleb néidata,

3 .. .
et 03 < IR Viimane vorratus aga jareldub sellest, et 1 = g9 > 3y/03.

84. Kui funktsioon f on kumer piirkonnas [ jax <y <z, ¢ < 2, x,y,z € I, siis

(y—2)f (@) + (2 = 2)f(y) + (x —y) f(2) <O

Z p—
Seda vorratust saab lihtsasti pohjendada, vottes p = Y
z—x

-
jaq = YT Siis funktsiooni f
z—x

kumeruse tottu
fly) = fpr +q2) < pf(x) +qf(2),
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mis annab esitatud viite. Valides niiiid f(z) = —Inz, mis on f"(x) > 0 tottu kumer piir-
konnas (0, c0), saame (z,y,2) = (a,b,¢) ja (x,y, 2) = (a, ¢, d) korral vastavalt

a’bee < a’he,

accld® < actde,
mille korrutamisel saame noutava vorratuse.
85. Lahendus 1. Toestatav vorratus on samavéddrne vorratusega
a’be + ab’c + abc® < a* + bt + ¢,

mis on erijuht Muirheadi vorratusest. Téepoolest, (4,0,0) = (2,1,1),sest4 > 2,440 > 2+1
jad4+04+0=241+1.

Lahendus 2. Defineerime kolm vektorit X = (a*, 0%, ¢*), Y = (bc, ca,ab) ja Z = (b*,c%, a?)
ning uurime nende kditumist skalaarkorrutise suhtes. Ilmselt

X?-2XZ+72°=(X-2)>>0

(kontrolli, et toodud vérdus kehtib!) ja jirelikult X? + Z? > 2X Z. Samas XZ = Y? ning
X? = 7? (kontrolli!) ja jérelikult

2X? > 2Y?,
millest jareldubki toestatav vorratus.

86. Nadita, et

x o NG
e+ (x+y)(x+z) VI+HJSu+VE

analoogiliselt iilejddnud kahe murru jaoks. Saadud vorratuste paremate poolte summa on 1.

87. Eraldame liidetavad 2* +y* vorduse 2 +9° = (2% +2%y* + %) (2 +4*) — 22%9% (2 +9?)
abil:

6 3,,3 g ¥ +y 3,,3 ¢ =T +y - ’
z® 4+ x’y’ +y

analoogiliselt {ilejddnud kahe murru jaoks. Niiiid kasutame aritmeetilise ja geomeetrilise kesk-

mise vahelist vorratust:

Py Y+ 4
3

> 2 -ayz = 2.
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88. Cauchy vorratusest saame

1

r—1 —
\/:c—i-y—l—z-\/ = +yy

-1
+yy >Vr—1+y—1+vVz—-1.

Kuna iilesande tingimuste kohaselt

z—1 -1 —1
!
T Yy Yy

on llesande viide toestatud.

89. Kuna 0 < x,y,2 < 1, siis

T Y z

+ + <
T+y3+23 T+ 4+23 T+ad+y3
x Yy 2
+ + =
6+ +yd+22 6+ad+y +23 6+ +yd+2°
r+y+z

6+ 2% +y + 23

Toestamaks, et 3(x+y+2) < 6+2°+y*+2°, piisab veenduda, et t* —3t+2 = (t—1)*-(t4+2) > 0,
kui 0 < ¢ < 1. Viimane viide on aga ilmselt toene koguni koigi ¢ > —2 jaoks.

90. Téhistame vorratuse vasaku poole tdhega S. Siis Cauchy vorratusest saame

(y+2)+Gz+2)+ (@ +y)]S > (x+y+2)°

rt+y+z . g . . . ~
ehk S > TTYTE Avitmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratusest saame
r+y+z 3 3
Sz gz VR Ty

1 1
91. Toestatav vorratus taandub muutujavahetusega r = —, y = = z = — iilesandele 90.
c

SN

92. Tehes asenduse a = tan a, b = tan 3, ¢ = tan v, jddb toestada vorratus

cosa + cos 4 cosy < 3
teravnurkade o, 3, jaoks. Ulesande tingimus saab kuju

tana 4+ tan f + tany = tana - tan 3 - tan .
See tingimus on samavéédrne tingimusega o + 3 + v = 7 (toestal), seega on antud iilesanne

taandatud tilesandele 118.
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1 1 1
93. Olguo;=a+b+c, 02:ab+bc+ca:—+g+—jaag:abc:l. Siis AK-GK abil

a c
o1 = 3 ja 0y > 3. Viime niilid molemal pool iihisele nimetajale ja avaldame nii lugejad kui
nimetajad stimmeetriliste pohipoliinoomide poliinoomina. Saame

3+4x +y+ a? . 12+4x +y
20 +y+a2+ay  9+4dr+ 2y’

mis on samavaarne vorratusega
322y + zy® + 6zy + 522 — y? — 240 — 3y — 27 > 0.

Kirjutades viimase vorratuse kujul

5 : : 1
<§x2y — 5x2> + <% - y2> + (% — 3y> + <§x2y — 12x> +

zy?
= ?—3.% + (3zy — 92) + (3xy — 27) > 0,

ndeme, et x,y > 3 tottu on koik liidetavad vasakul pool mittenegatiivsed ning vorratus
kehtib.

94. Otsene labikorrutamine annab vorratuse

Z 4x5y — x4y2 — 3x3y3 + a:4yz — 2x3y22 + x2y222 >0,

sym

kusjuures summa voetakse iile kdigi permutatsioonide arvudest z,y, z (niiteks liikme 2%y
kordaja on —6, liitkme z%y?z? kordaja aga 6). Schuri vorratusest

v —y)lr—2)+yly—2)(y—a)+2(z—2)(z—y) 20

(vt. tilesanne 109) saame avaldisega 2xyz korrutamisel Z alyz —223y? 2 +2%y%2 > 0, onnes-

sym

tub ka néiteks Muirheadi vorratuse abil saada Z(fc5y — 2%y?) + 3(2y — 2°y*) > 0. Nende
sym
kahe vorratuse liitmine annab noutava tulemuse.

95. Olgu s; i-elemendiliste alamhulkade elementide korrutiste aritmeetiline keskmine hulgal
{a,b,c,d}. Siis tuleb niidata, et 3so+ s3 = 4 = s1 > s5. Oletame vastuviiteliselt, et s; < 5.
Schuri vorratuses asendades s3 avaldise, saame

358 +4 > (4s1 + 3)sy > 4s] + 3s1.
Siit tegurdame (3s; —4)(s] — 1) > 0. Esimene tegur 3s; —4 < 35, —4 = —s3 < 0, teine tegur

s% > s9 > s1, kasutasime Maclaurini vorratust. Siit jareldub, et s% — 1 > 0 ning korrutis on
negatiivne, vastuolu. Vordus kehtib parajasti juhul, kui s; = s5 = 53 = 1.
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1

96. Lahendus 1. Kasutame Jenseni vorratust funktsiooni f(z) = — jaoks, mis on kumer
x

reaaltelje kogu positiivses osas. Esimene vorratus jareldub vorratusest

fla+b)+ f(b+c)+ flc+a) >f((a+b)+(b+c)+(c+a)>
3 - 3 '

Teise vorratuse saame, kui lildame vorratuse
fla) + f(b) a+b
JANT DIV - -
2 AW
ja kaks tilejadnud analoogilist vorratust.

Lahendus 2. Kasutame vasakpoolse vorratuse toestamiseks aritmeetilise ja harmoonilise kesk-
mise vahelist vorratust:

3 <(a+b)+(b+c)+(c+a)

1 1 1 = )
a+b + b+c + c+a 3

millest jareldub toestatav vorratus. Parempoolse vorratuse pohjendamiseks kasutame kehti-
vat vorratust (a + b)* > 4ab, millest

1 <1 1+1
a+b 4\a b))’

1
analoogiliselt ka arvude i ja jaoks, mille liitmisel saame noutava vorratuse.
c a
97. Jagame vorratuse molemaid pooli suurusega /a; - ... a, = 1. Vorratuse vasak pool

omandab siis kuju

I\J/rgl-...-lj/g": (\/la—lJr‘/a)(\/la—nJr@) > 2"

mida oligi tarvis toestada.

-1
98. Vaatleme summat Si. Arva;, i =1,2,...,n esineb (Z 1) liidetavas, k-kaupa voetud

n
korrutisi on aga (k:> Seega aritmeetilise-geomeetrilise keskmise vahelise vorratuse kohaselt

S > (Z) ®/(aras...an) D = (Z) (10 an),

samal moel

n n—
Sp_p = <k> (aras .. .an)Tk.

Nende kahe vorratuse korrutamine annab toestatava vorratuse.

SAES
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n
99. Vasakul pool on 1 — fo, seega tuleb toestada vorratus
i=1

1 x?
< i
n—1 Zl—ai

n

Cauchy-Bunjakovski vorratus annab niiiid Z(l —a;) = n — 1 tottu soovitud tulemuse.
i=1

100. Oletame vastuviiteliselt, et kehtib vorratus

X
T T, > — 4.+

Liites selle vorratuse iilesandes antud vorratusega, saame

1 1
2(x1+...+xn)>x1 <y1—|—y—>—|—...+xn (yn—l—y—>,
1 n

mis annab vastuolu iilesandega 79.

101. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et 7, < ... < x,, siis jarelikult ka
1

1
— < ... ——.
\/1—CL'1 = = \/1—.%'”

- Tk 1 [ - 1 1 [ 1
s (B (o) - (Ba=) -

Kasutades astmekeskmiste vahelist vorratust jarkude 1 ja —2 jaoks, kehtib vorratus

) T o]

k=1
Cauchy vorratusest saame

TSebosovi vorratusest saame

M=
M=

Z\/ﬂ< Zl' Zxk:\/ﬁ
k=1 k=1 k=1

Jarelikult

- Ty, n 1 -
—_— > V.
;\/1—9;,@ Vn—1 \/n_1; k
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102. TseboSovi vorratuse kohaselt
1 N 1 N N 1
ai(l1+a)  a(l4+a) — an(l+ay,)

1 1 1 1 1 1 1
Z—|—+t—+...+— + +.+—
n ap Qo an, 1+a; 1+ a an,

=

1 1 1 . . ~
mis parast vorduse ——— = — — ——, 1 < ¢ < n, kasutamist annab toestatava
al(1+az) a; ].+CLZ
vorratuse. Teame, et vordus kehtib parajasti juhul a1 = as = ... = a,.
oy s 1 .. 1 —a; . .. . .
103. Tahistame a; = , siis x; = jaai+...+a, = 1.Siissaameigai=1,...,n
14 Z; a;

korral

l—a; a+...4aq_1+a1+...+a

t— ! =1 il n}”—\1/@1-...-ai_l-aiﬂ-...-an.
n—1 n—1

Korrutades need n vorratust, saame

.l—ai
%>Hv+=ﬂ
Jarelikult
1—a
v = [[—= > (0 — 1),

a;

i
104. TsSebosovi vorratuse abil pole vaadeldav avaldis vaiksem kui

i S I < 1 1

+ + ...
Tot+ 23+ ...+, Ty +x3+ ...+ x,

n

1
+ >
T +I2+...+$n_1>
1 n? 1 n? 1
>

>n2\/ﬁ.(n—1)(x1+x2+...+xn)/nQ\/ﬁ.(n—l)\/ﬁ n(n—1)

vordus kehtib vaid juhul z; =

1
NG

105. Olgu g aq, g2 _ Qg ... ,y—n = q,, siis vastavalt iilesande tingimustele a; > 1,
X1 H) n
aran =1, ... ,a1as ... a, > 1. Meil on vaja toestada, et

S:$1(Oél—1)+I2(0[2—1)+...+$n(04n—1) 20
Tahistame iga i = 1,2,... ,n korral S; = (a; — 1)+ ... +)a; — 1), siis
S = $1Sl + $Q(SQ — Sl) —+ ... +xn(5n — Sn—l) =
= Sl<$1 — wg) + SQ(CL’Q — CL'3> S Sn71<xn71 — :cn) + Sn:cn
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Et tegurid x; — 9, 5 — 23, ..., Tp_1 — X, ja x, on koik mittenegatiivsed, piisab toestada,
et S; > 0 mistahes ¢ = 1,2,...,n korral. See jareldub positiivsete arvude aritmeetilise ja
geomeetrilise keskmise vahelisest vorratusest:

Si=(am+as+...4+q)—i2i-Joqay...a;—i>i-1—1=0.

a b c
106. Tahistades © = Ly = ja z = ———, tuleb pérast esialgse vorratuse
Vabe Vabe v abc

teisendamist toestada vorratus

r oy z x oz oy
—F+ -+ -+ —+-+=220+y+2)
y z x oz oy x

eeldusel xyz = 1. Viies vasakul {ihisele nimetajale, saame vorratuse
(x+y+z2)(ay+yz+z20)—3>22x+y+2),

mis * +y + z > 3 ja vy + yz + 2o > 3 tottu kehtib.

107. Ulimalt iiks arvudest u = 2 —y + 2, v =y — 2z + 2, w = 2 — 2 + y on negatiivne,
sest suvalised kaks neist annavad liites positiivse summa. Kui nende seas on tépselt iiks
negatiivne, kehtivad vorratused uvw < 0 < xyz ja iilesande viide on toestatud. Vaatleme
juhtu u, v, w > 0. Siis saame aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratusest

Vin= eyt )y -z 1) <

(z—y+2)+(y—2z+2) =21

N | —

Analoogiliselt v/vw < y ja vwu < z. Kolme vorratust korrutades saamegi uvw < xyz, nagu
tarvis.

108. Paneme téhele, et

(a+b+c+d+e)*—4(ab+bc+cd+de+ea)=(a—b+c—d+e)+
+ 4ad + 4be — dae = (a — b+ ¢ — d + €)* + 4ad + 4e(b — a).

See avaldis ei muutu arvude a, b, ¢, d, e mistahes tsiklilisel imbernimetamisel. Seetottu voime
tildisust kitsendamata eeldada, et b > a. Sellisel juhul on aga antud avaldise vadrtus ilmselt
positiivne.

109. Kuna vorratuse vasakul poolel olev avaldis on muutujate suhtes taielikult siimmeet-
riline, voime eeldada, et x > y > 2z > 0; siis on kolmas liidetav kohe mittenegatiivne. Kahe
esimese summa voib kirjutada kujul (z — y)(z + y — z), mis on samuti mittenegatiivne.
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110. Lahendus 1. Paneme tdhele, et kui iiks vorratuse vasaku poole teguritest on negatiivne,

siis {ilejddnud tegurid peavad olema positiivsed. Toepoolest, kui néditeks a — 1 + 7 < 0, siis

1 1
jarelikult @ < 1 ja — < 1, mis omakorda tdhendab, et — > 1 ja b > 1 ning iilejddnud
a

tegurid peavad olema positiivsed. Seega kui iiks tegur on mittepositiivne, kehtib iilesande
viide triviaalselt.

Jadb iile vaadelda juhtu, kus koik tegurid on positiivsed. Esitame toestatava vorratuse
vasaku poole kahel erineval kujul kujul:

(a—1+ac)(b—1+ab)(c—1+bc)

ab—b+1 bc—c+1 ac—a+1
b c a

(ab—b+41)(bc —c+1)(ac —a+1).

ja

ehk

See suurus ei iileta arvu 1 parajasti siis, kui seda ei tee tema ruut. Hindame toestatava
vorratuse vasaku poole ruutu, korrutades tema kaks esitust:

(@a—14ac)(b—14ab)(c—1+bc) x
x(ab—b+1)(bc —c+1)(ac—a+1) =
= [(a—14ac)(ac—a+1)] x[(b—1+ab)(ab—b+1)] x
X[(c=14bc)(bc —c+1)] =
= (GQC2 (a=1)%)(a’* = (b= 1)") (%" = (e = 1)*) <
< 27 2P PP =t =10 =1,

mida oligi tarvis toestada.

Lahendus 2. Paneme téhele, et antud vorratus pole homogeenne (homogeensus tdhendab, et
suvalise muutujate permutatsiooni korral saame sama vorratuse). Seda viga voib parandada

sobiva muutujavahetusega. Asendusega a = E, b = g, c = i, taandub kéaesolev iilesanne
Y z x
tilesandele 107.
1 n
111. Vorratuse vasakul pool on summa — ZiQ, mis pole vorratuse AK > GK kohaselt
n
i=1
n
2
viiksem kui Hi2 = (n!)n. Vordus kehtib, kui 1 =2 = ... =n, s.t. vaid juhul n = 1.

=1
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112. a) Vorduse
(zi—n)(z;—n+1)=27 - 2n—1Da; —n+n’

kasutamisel iga 1 < 7 < n korral saame, et jarjestikuste tdisarvude korrutiste summa on
mittepositiivne. Kahe jdrjestikuse tdisarvu korrutis on aga alati mittenegatiivne, olles vordne
nulliga vaid juhul, kui vihemalt iiks arvudest on null. Seega saame, et x; =n voi x; =n — 1

mistahes 1 < ¢ < n korral.
b) Ulesande viite pohjendavad niitid vorratused

n<n-m—-1)+n+1<o+om+... +a,+n+1<
<nen+n+l<n’®+2n+1=(n+1)>~

113. Lahendus 1. Hindame liikmeti:

1+ 1 - 1L 1_1
n n+1 2n—1\n n

1+ 1 - 1L 11
— n.—=—=
n  2n+1 3n—1 > 2n 2’
1+ 1 - L 11
— <n-— = -,
3n 3n+1 4n —1 3n 3
1+ 1 - 1 11
i dnt+l o T oY T

Saadud vorratuste liitmine annab noutava vorratuse.

1
Lahendus 2. Juhul n = 1 kehtib vordus. Kui n > 1, siis funktsiooni f(z) = — mittekasvavuse
T

tottu loigul [n — 1, 5n — 1] kehtib

1 1 1 I dy on — 1
< — =In(bn—-1) —=In(n—-1) =1 :
n+n+1+ +5n—1 /n—l x n(5n —1) = In(n —1) T

Kuna logaritmitav on véiksem kui arv 8, siis saadud vorratuse parem pool on viiksem kui

1
In8 < 2—.
" 12

1
114. Olgu f(z) = — e Paneme téhele, et funktsioon f on 16igul [1,n] mittekasvav;
¥+
pidades silmas, et

[~ [ ety = 5= 5

1 [d(z*+1) > T
:lnx—§/x27_+_1:1nx—ln\/x +1+C:1n\/ﬁ+c,
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saame kirjutada

! n 11
mistottu

1 1 n
f(1)+f(2)+...+f()< + - +ln\/7—1+ln\/nQ:+1.

1
115.  Kuna funktsioon f(z) = — on Idigul [2, n] mittekasvav, siis
T

I
k3 o 8 8

ning seeparast

116. Kehtib valem

/ s
\/2+\/2+ ...+\/§:2cos%,

k juuremérki

mille toestame matemaatilise induktsiooni meetodil. Seega on keskmine avaldis vordne

2", 2 — 2 cos = = 2"l gin
— COS2—n— San

ning jadvad toestada vorratused

m ™
2—<Sln2 <2n+1,

mille kehtivus jareldub teoreemist 14.

117. a) Vaatleme veerandit ringist raadiusega n ning paigutame sellesse paralleelselt iihe
sektorit piirava raadiusega ristkiilikud laiusega 1 iihik nii, et ristkiiliku iiks tipp asuks ring-
joone kaarel (vt joonis 10). Siis on Pythagorase teoreemi kohaselt ristkiilikute pikkused
Vn2 —12,v/n2 — 22, ... \/n? — (n — 1)? ithikut ning ristkiilikute pindalade summa ei iileta

T 9 2
suurust — - n" < --n

b) Lisame ristkiilikute kohale veel kolmnurgad nagu néidatud joonisel. Nende pindalade

... n
summa on parajasti 5
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n2 — 12

2 _ 92
y
/ ><l2 _ 32
n? — (n — 2)?
n re
n?—(n—1)2
1 1 1 1 1
Joonis 10

T
118. Et koosinusfunktsioon on loigul [1, 5] nogus, saame kasutada Jenseni vorratust muu-

1
tujate «, 3, v jaoks, valides A\y = Ay = A3 = g:
1 1 1
gcosoH— gcosﬁ—i— 5 €08 Y < cos <%ﬁﬂ> — cos (g) ’

millest jareldubki toestatav vorratus.

119. Avaldame
SA1A3B1B2C1Cy = SAM A, T SayBic + SBB B, + SaBycy T Scavo, +SaBoy —
—2Sapc = % - (a*sin ZA + (a+ b)?*sin ZC + b*sin /B +
+ (b+¢)?*sin ZA + ¢*sin ZC + (a + ¢)*sin ZB — 2absin ZO).

Seega tuleb toestada vorratus

a’sin ZA+ (a+b)?sin ZC + b°sin ZB + (b + ¢)*sin LA +
+ ¢?sin ZC + (a + ¢)*sin ZB > 15absin Z/C,

saadud samavéirne vorratus (kasutame siinusteoreemi)

ehk korrutamisel suurusega

sin

a® + a’c + 2abe + b*c + b + ab® + 2abe + ac® + ¢ + b + 2abe + be? > 15abe,
mis on omakorda samavédrne vorratusega
(a® +b° + ) + (a®b + ab® + a’c + ac® + b*c + bc?) > abe,

viimane vorratus aga aritmeetilise-geomeetrilise keskmise vahelise vorratuse kohaselt kehtib.
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Lahendus 1. Arvutame vaadeldava korrapérase n-nurga pindala kahel viisil

120.
a2

1
S:—-a-(h1+h2+...+hn)

Arvestades, et

—+—+...

1 1 1
hi+hy+...+h,)- — >
(hi +ha+ ...+ hy) <h1 n -+hn> n

. T
ning 0 < x < — korral 0 < x < tanz, saame

1 1 1 , 2tan?® s 2 9w 2
—+—+...+—2>=n"- L >n — - =—.
hi  hs hy, na na n a

Lahendus 2. Arvutame vaadeldava korrapérase n-nurga pindala kahel viisil:

1
ar (hy + ho + ... + hy).

S=n-—=--a-
2 2
Kasutades aritmeetilise ja harmoonilise keskmise vahelist vorratust, saame

hi+hy+...+h, 25
< =—=r.

n
T X
n na

i T
e —|—h2+...—|-hn
Hulknurga timbermoodu ja tema siseringjoone iimbermoodu vordlemisel saame na > 27r.

Seega
1+1+ +1>n>27r
hl hg hn/T CL'

Lahendame iilesande induktsiooniga hulga S punktide erinevate z-koordinaatide arvu

121.
jargi.
Kui erinevaid koordinaate on ainult {iks (st koik punktid asuvad iihel zy-tasandiga pa-
ralleelsel tasandil), siis on [S| = |S,| ning |S| < |S,| - |.S,] ja tilesande véide kehtib.
Kui aga erinevaid z-koordinaate on rohkem, jagame hulga S mingi xy-tasandiga paralleel-
se tasandiga kaheks mitteloikuvaks mittetiihjaks alamhulgaks T ja U. llmselt |S| = |T|+|U|,
|S:| = |T| + |Us| ja |S,| = |T,| + |U,|. Induktsiooni eelduse pohjal véime kirjutada

1] = |T|+ [U] </ Tul - 1T - | Te] + 31Ul - 0, - .
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Teisest kiiljest |7%|, |U,| < |S.| ning rakendades Cauchy vorratust suurustele \/7T,, /T,
VU, ja /U, saame kokkuvottes
S| =TI+ U] <

< T T T+ 0 [0, U <

< VBT (VT + ) <
< VSTl + [U) - (1T, + [U]) =

= JIS:] 15[ 15,

122. Vaatleme koigepealt juhtu o € [0,7/2). Kasutades vorratust sinz < x argumendi
vidrtuse & = cos a > 0 korral, saame sin(cos o) < cos . Teisest kiiljest kuna cosx kahaneb
poolldigul [0, 7/2) ja samal poolldigul o > sin a, kehtib ka cos o < cos(sin av). Kokkuvottes
saame

sin(cos a) < cos a < cos(sin o),
mistottu tilesande véide kehtib vaadeldaval poolloigul. Kui « € [r/2, 7], siis
sin(cosa) < 0 < cos(sin @)

ja nii oleme vajaliku vorratuse toestanud koigi o € [0, 7] korral. Kuna sin(cos av) ja cos(sin «)
on paarisfunktsioonid, saame iilesande viite kehtivuse 16igu [—7, 7] jaoks, aga kuna on mo-
lema vaadeldava funktsiooni periood on 27, jareldub sellest vajalik vorratus ka koigi o € R
korral.

123. Kuna positiivsete reaalarvude a, b, ¢ korral

3Va-4b-16¢ < a + 4b + 16¢,
2v/3a - 12b < 3a + 120,

siis nende ja 12a < 12a liitmisel saame vorratuse, mille jagamine arvuga 4 annab iilesandes
noutu.

2
x
124. Kasuta aritmeetilise-geomeetrilise keskmise vahelist vorratust arvupaaride <x%, §2>,
202 a2 2 2a2 x?
=2 3 (2,22 ja | 22 x5 | korral.
32 23 3

1 1
125. Cauchy-Bunjakovski vorratusest a; + 0 < \/(af +1) (1 + B
i

i
korral. Korrutades need vorratused, saame paremale poole suuruse

\/(a§+1)(a§+1)---(ag+1) (1+%> (1+%>---(1+%>,
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mille vaartus ei soltu arvude ay, ao, ... ,a, timberjarjestamise viisist. Kuna juhul a; = b;,
1 < ¢ < n, kehtib vordus, on saadud suurus toepoolest vaadeldava avaldise maksimaalne
voimalik vaartus.

126. Vasakpoolne vorratus on samavéiarne vorratusega

b+a 2 prtl _ gntl
- < - -
( 2 > S (b—a)(n+1)

1
mis 6nnestub muutujavahetuse v = i(b — a), mis annab b+ a = 2(a + v), abil teisendada

kujule
bn+1 _ an+1 b +a n (a + 2U)n+1 _ an+1 .
— = —(a+v)" =

(b—a)(n+1) 2 (b—a)(n+1)

= a” (21)>k —(a+v)" =
2v(n+1) (kl k

1 n+1 n+ 1

— n—(k—1) 9 k=11 n _

n—i—l( < . >a (2v) ) (a+v)
k=1

= a" " (2u)" | — a" Mot =

n+1(k:0 E+1 —~ k

Il
ol
+ |~
—_
> 3
~
S
i
Bl
[N)
=
=
|
(]
VRS
>~ 3
N~
s
i
ol
<
=
Il

viimase vorratuse juures pidasime silmas, et 2% > 1 + k.
. n ~ ~ . . .~
Olgu 0 < 7 < 5 Parempoolse vorratuse toestamiseks kasutame Muirheadi vorratust

vektorite (n,0) > (n — j,j) jaoks, siit saame
Va0 4+ pa .
Seega juhul, kui n = 2k + 1,

k
40" a4+ ba  +a = Z(b”’iai + bian i) <

i=0
n+1
< (kD" +a") = = (7 + "),
ja juhul kui n = 2k,

k—1

40" a4+ ba  +a = Z(b”’lai + biy ) + bFa <
i=0

b n 1
< k(D" +a") + to _n%t (b" + a™),

2 2
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kasutasime ka aritmeetilise-geomeetrilise keskmise vahelist vorratust.

2
127. Vaatleme kolmnurka ABC, kus |AB| = a, |BC| = ¢ ning ZABC = g Maérgime

sisenurga ABC poolitajal punkti D nii, et |[BD| = b. Niiiid on {ilesande véiteks kolmnurga
ACD vorratus. Vordus kehtib parajasti juhul, kui punkt D asetseb loigul AB. Sel korral

3
Saac = Saapp + Sapcp, mis jagatuna suurusega 5 tdhendab, et ac = ab + be, ehk
1 1 1

b a c

128. Tahistame d = Va>+b> —ab, e = Vb> + % —be ja f = Va® + ¢+ ac ning vaat-

leme iihise otspunktiga D loike AD, BD ja CD, kus |AD| = a, |BD| = b, |CD| = ¢,
2

/ZADB = /BDC = g ja LZADC = ?ﬂ Rakendades koosinusteoreemi kolmnurkadele ABD,

BCD ja ACD, saame |AB| = d, |BC| = e ja |AC| = f. Punkt B voib seejuures paikneda
kolmnurgast AC'D viljaspool voi selle sees voi rajajoonel (vt joonis 11) .

Joonis 11

Esimesel juhul langeb toestatav vorratus cd+ae > bf kokku Ptolemaiose vorratusega ku-
mera nelinurga ABC D jaoks. Teisel juhul kolmnurgast ACD Z/BAD < g ning ZBCD < g,
mistottu LABD > g, ZCBD > g ninga>d,c>ejaa+c>d+e Samutid>b,e>0b
ning seega cd > cb, ae > ab. Niiiid e¢d + ae > cb+ab=b(a+¢) > b(d+e) > bf.

1
129. Vaatleme joonist 12. Suure kolmnurga pindala on 3 ithikut, tulpade pindalade summa

on vorratusmérkide vahel olev avaldis. Kasutades tingimust ;—x; < h,1=1,2,...,2n+1,

h
saame, et viikeste kolmnurkade pindalade summa ei {ileta —. Samuti pole voimalik olukord,

kus iihel pool kaldjoont véikesi kolmnurki iildse pole, seega kehtivad ranged vorratused.
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Ty
Hp)

0=z %3 @5 Topgr = 1

Joonis 12

5 Uhest algebralisest vorratusest

2001.-2002. oppeaasta Eesti siigisesel lahtisel matemaatikavoistlusel anti jargmine iiles-
anne.

Olgu n mingi posititone tdisarv. Olgu aq, as, . .. ,a, positivsed reaalarvud ning by, ... , by
samad arvud mingil viisil imberjdrjestatult. Toesta, et:

1 (ay+ il LR
o lag by ao by Qp b, = 4

2. kut tlaltoodud vorratuses kehtib vordus ning n on paaritu arv, siis vaihemalt iiks arvudest
a; on vordne 1-ga.

On selge, et kui opilane pole elus iihtki vorratust ndinud, ei oska ta selle iilesande kallal suurt
midagi peale hakata. Eeldame siis edasises, et monda lihtsamat pohivorratust oliimpiaadile
tulnu siiski teab ja et ta parast iilesande ldbilugemist esimesest ehmatusest enne iile saab,
kui lahendamiseks ettendhtud aeg otsa loppeb.

Niisiis. Ulesande sonastus rifigib mingite arvude ja mingite poordarvude summast, sa-
muti figureerib vorratuses olulisel kohal arv 2. “Kas ma tean monda vorratust, mis seoks
arve, poordarve ja arvu 27" motleb opilane. Veidi lage puurinult tuleb talle meelde:

Iga positiivse reaalarvu a korral kehtib vorratus a + — > 2.
a

Ahhaa! See tdhendab, et kui a;-dest b;-sid meisterdades juhtumisi midagi iimber ei paigu-
tatagi (st iga i korral a; = b;), siis ongi iilesande esimene osa lahendatud, sest n vorratust
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kokku korrutades saame tépselt oige asja. Mida aga teha siis, kui moned arvud on ikkagi
vahetatud? Akki onnestub toestada vorratus

1 1 1 1
a+— - lapt+—)Z2laa+— |- .. lapn+— ),
bl bn al an

mis annaks soovitud tulemuse kohe kéitte? Osutub aga, et nii lihtsalt see ei kii. Valides n = 2,

1
a1 =by=2jaay="b = 2’ saame, et

(o) () - o

2+1 1+1 = 2,5:2,5=6,25
2 2 1/2 - ) Y T Y I

jarelikult {ilaltoodud vorratust toestada ei onnestuks. Sellele jareldusele joudnult 166b noutu
opilane iilesandele kiega ega piiliagi oma ideed edasi arendada. Asjata! Osutub, et vorratuse

1
a+ — > 2 abil saab iilesande esimese osa lahendada vahemalt kahel erineval moel!
a

Lahendus 1.1. Selleks, et saada aru, mis oigupoolest tekstis toodud tingimuste korral toimub,
on sageli kasulik tingimusi mone viikese n vdédrtuse jaoks lahti kirjutada. Votame siis n = 3
ja katsetame kolme arvu (olgu need z, y ja z) erinevaid jirjestusi b;-dena. Saame:

1 1 1 Ty T2 X Yz Y z 1
r+—|\ly+—-J\|z2+—-) = oy24+—+—+ —+—+—+ —+ —;
x Y z z y  yz x  xz XYy TYZ

1 1 1 r yz 1 1 1
r+—-)\y+- z+—-] = wr+r+r+ —+—+ -+ -+ —
x z y y: x v T ayz

1 1 1 1 1 1 1
r+—=|ly+ - z+—-) = wrty+tr+-+z+-—-—+-+—.
Y z x z Ty  xyz
Silma hakkab jéargmine reegel: iga liikme jaoks sadavas 8 lilkme summas leidub samas summas
talle ka poordarv. Kui onnestuks toestada, et alati saab koik 2" arvu jagada arvu-péordarvu
paaridesse, saaks koigi paaride korral eraldi kasutada vorratust a + — > 2 ja kuna paare on
a

2"+ 2 = 2" 1 tiikki, saame tulemuseks

1 1 2n71 1 21171

kus ¢; tahistavad lahtikorrutamisel tekkinud litkmeid.

Veel on vaja aru saada, miks sellised paarid tekivad. Paneme téhele, et lahtikorrutamisel
tuleb iga liidetava saamiseks igast sulust valida iiks liige kahest. Vajaliku paarilise-po6rdarvu
saame siis, kui valime korrutisse igast sulust teise liilkme. Miks? Paneme tédhele, et

Ay Qg ... Ay — ooe— =1,

bl.g. bn
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1 1

—,—,...,— kahte alamhulka, on vas-
b1 bs bn

tavate alamhulkade elementide korrutised alati teineteise poordarvud.

seega kuidas me ka ei grupeeriks arve ay, as, ... , a,,

Lahendus 1.2. Paneme téahele, et

1 1 CL1[)1+1 anbn—i-l
V.. (e, +—=) = . 14
(‘“m) (“ +bn> b b (14)

Kui vorduse paremal pool olevate murdude nimetajates oles arvud a;b;, saaksime muutuja-
vahetusega d; = a;b; vihendada iilesandes esinevate tundmatute suuruste arvu 2n-ilt n-ile ja
loodetavasti muutub iilesanne siis lihtsamaks. Kuidas seda teha? Paneme téhele, et

a1-ag-...-an:bl-bg-...-bn. (15)

Seega saame vorduse (14) paremat poolt ruutu tostes

ajby +1 anby +1Y)° (agby +1)% - (aghy, + 1)
( by b, > B (by ... by)? B
(arhy +1)% - ..o (apby +1)%

(byoooby)-(ar-... ap)

(b + 1) (anb, + 1)

B ayby ... ayb, B

(a1by +1)? (anby, + 1)*

aiby pby, .

Niiiid piisab toestada, et iga positiivse reaalarvu d korral kehtib vorratus

(d+1)
d

sest korrutades n sellist vorratust d; = a;b; korral, on tulemuseks

(b)) o

mida juurides saamegi vajaliku vorratuse. Konealune vorratus d jaoks aga ilmselt kehtib,
sest

> 4,

(d_1>2 2 )
d*—2d+1 > 0,
> +2d+1 > 4d,

(d+1)* > 4d,

(dzl)2 > 4

Paneme tdhele, et toodud kahes lahenduses ei kasutatud sisuliselt eeldust, et arvud b; on
saadud arvudest a; imberjarjestamise teel: piisaks kui eeldada lihtsalt vorduse (15) kehtivust.
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Ideed iiritada vorratuse lahendamisel liitmist korrutamisega asendada kasutab dra ka

aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vaheline vorratus
rT+y

5 > V.

lisaks esineb selles ka vajalik arv 2. Toepoolest, sellele ideele saab ehitada veel iihe lahenduse
vaadeldava iilesande 1. osale.

Lahendus 1.5. Kasutame aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelist vorratust:
1 1 aq Ap
— - lap =] = 2= 20— =
(a1+bl> <a +bn> g V b1 V b
ap ... Qp
= 2" [—=2"
by-... by

Lahendus 1.4." Kuna funktsioon In(z) on nogus (st iga positiivse x; ja xo véirtuse korral
Ty + X2

kehtib vorratus In(zy) + In(z2) < 21n ), saame kasutada Jenseni vorratust. Olgu

toestatava vorratuse vasak pool C', siis Jenseni vorratuse pohjal
1 1
In(C) = In <G1+b—> +...+1In (an—i-b—) Z
1 n

> % <1n(2a1) +1In (%) +...+In(2a,) +In (é)) —

1 ai-...-a
= “nfox. I ) ypqon
2“( bl-...-bn> n(2").

jarelikult C' > 2".
Asume niiiid uurima, mis toimub iilesande 2. osas.
Lahendus 2.1. Esimene kiisimus, mis iga lahendaja peas ilmselt tekib, on: “Milleks 1dheb vaja

1
eeldust n-i paaritusest?” ja tegelikult iildse: me teame ju, et vorratuses a + — > 2 kehtib

a
vordus parajasti siis, kui a = 1, seega ehk onnestub kuidagi toestada, et koik iilesande avaldise
n tegurit peavad vorduma 2-ga ja koik tundmatud 1-ga? Proovime, mis juhtub n = 2 korral,
kui bl = a9 ja bQ = Q.

1 1 1 1
<a1+—> - <a2+—> =aay +1+1+——=2+aa5 + —.
as aq ayas a1 a2

1

Viimase avaldise viirtus on 22 = 4 parajasti siis, kui a1as = 1 ehk a; = —, seega voib
a2

mingi paarisarvulise n vddrtuse korral juhtuda nii, et ithegi tundmatu véértus pole 1 (vt

1
ka iilaltoodud néidet, kus a; = 2 ja a; = 5) Paneme tdhele, et samasuguse néite saame

konstrueerida tegelikult iga paarisarvu n jaoks. Néiteks n = 6 korral voime vaadelda avaldist
1 1 1 1 1 1
ar+—)-{ax+—)-lag+— )| - |laa+— | -|{as+— | -|ag+ — (16)
a9 aq Q4 as Qg as
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ja kasutada tilaltoodud arutelu kolm korda. Niisugune vdiksematele juhtudele taandamise
vote osutub vaadeldava iilesande lahendamisel vdiga kasulikuks.

Arutluste paremaks esitamiseks eeldame niiiid, et tdhiste b; asemele on kirjutatud need
aj-d, millest vastavad b;-d saadud on, nii nagu avaldises (16). Paneme téhele, et indeksid i
hakkavad selles avaldises “tsiikleid” moodustama, néiteks avaldises (16) on tsiikliteks (1,2),
(3,4) ja (5,6), avaldises

1 1 1 1
a+—)-{a+—)-lag+— ) -|as+ —
a as aq asz

aga (1) ja (2,3,4). Sama moodi nagu iilalpool kirjeldatud, voime iga iimberpaigutuse korral
igale tsiiklile vastavat avaldise osa alati eraldi késitleda, sest mingile tsiiklile vastavas avaldise
osas esinevad muutujad ei esine teistele tsiiklitele vastavates avaldise osades.

Kui timberpaigutuses esineb iiheelemendiline tsiikkel (st mingi indeksi i vdadrtuse korral
& 2 kehtima

7 a;

vordus ja jarelikult a; = 1. Mis aga saab siis, kui iitheelemendilist tsiiklit ei ole?

Paneme tdhele, et iga indeks kuulub tépselt iihte tsiiklisse ja kuna n on paaritu arv, siis
peab ka vdhemalt iihe tsiikli pikkus olema paaritu. Vajadusel tundmatuid timber téhistades
voime eeldada, et sellele tsiiklile vastav avaldiseosa on

1
on b; saadud a;-st), siis peab lahendust 1.3 jérgides vorratuses a; + — > 2-
a<

(ot ) (o ) (s )

kus k& on paaritu. Selleks, et vorratustes

ax
a + — 2 2- D
a9 a9
1 a
az + — 2 2- _27
as as
Qf,—
ag—1 + — 2 2. 17
ay, Ay,
1 a
= = 2.,]=k
aq aq

kehtiksid vordused, peavad kehtima vordused

1
vt w
2
1
"W
3
1
ag—1 = a_a
k
1
T
1
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Seega saame

o 1 1
al_ag_l/a3_a3_a4_1/a5_

as = ... .

Kuna k£ on paaritu arv, saame sellest vorduste ahelast a; = a; ja jarelikult

1
ay = ap = —,
5]
millest tulenebki a; = 1.
Ulesande teise osa lahendust saab iiles ehitada ka esimese osa lahendustele 1.1 ja 1.2.

Lahendus 2.2. Jargides lahendust 1.1 piisab veenduda, et paaritu pikkusega tsiiklile vastavat
avaldist (17) lahti korrutades jiib saadavasse 2¥ lilkme summasse sisse liige a; (millest la-

1
henduse 1.1 pohjal jiareldub, et summas peab leiduma ka liige —, jarelikult kehtib vorratuses
ap

1
a; + — > 2 vordus ja a; = 1). Et see toepoolest nii on, voime néha jargmisest vordusest:
ay

1

ay =ay-—+*ag+*—-as ... — adg.
as as Gy,

Lahenduse 1.2 pohjal teise iilesandeosa toestamine jddab lugejale koduseks iilesandeks.
Lopetuseks esitame aga veel iihe (ja voibolla koige elegantsema) lahenduse.
Lahendus 2.53. Mitmest iilaltoodud esimese osa toestusest (nt lahendused 1.3 ja 1.4) jareldub,
et vordus kehtib parajasti siis, kui iga ¢ korral a; = —. Oletame, et a;-de seas on k arvu,
mis iiletavad suuruselt 1. Kuna arvud b; on saadud ai—ée iimberpaigutusena, peab vorduste
a; = blz tottu arvude a; seas leiduma ka k arvu, mis on viiksemad kui 1. Jarelikult erineb 2k
arvu arvust 1 ning kuna n on paaritu, peab leiduma selline indeks i, et a; = 1.

Mitmed artiklis kasutatud ideed (ka valed!) périnevad oliimpiaadil osalenute toddest;
neile kuulub autori tdnu materjali rikastamise eest.
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