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§1. Uldkogumi kirjeldamine

Statistilise lahenemise korral uuritavale ndhtusele voi objektile
méadratletakse esmalt uurijat huvitav iildkogum (néiteks Eesti
kooliopilased, teatud loomaliigi tdiskasvanud isendid, teatavat
tiilipi ettevotted jms). Seejarel valitakse vélja tunnused, mis
kannavad uurimuse eesmaérgi saavutamiseks vajalikku informat-
siooni. Mitmemootmelise analiiiisi korral on neid tunnuseid mi-
tu. Kirjeldagu uuritavat iildkogumit p tunnusest moodustatud
juhuslik vektor X:
X1

g
Xp
Selle juhusliku vektori tGendosusjaotust nimetatakse ldkogumsi
toendosusjaotuseks. Nagu ikka, on toendosusjaotuse esitamiseks
mitu voimalust. Alati leiduvad jaotusfunktsioon F¢(Z),

F=

¢(@) = P(Xy <1, X <@9,..., X, <) (1.1)

ja karakteristlik funktsioon ¢ ¢ (),

(D) = B(e"Y). (1.2)

Kui jaotusfunktsioon on absoluutselt pidev, eksisteerib ka téendo-
sustihedus f (),
OPF4(T)

Toendosustiheduse jaoks kasutame edaspidi ka siinontitimina s6-
na tihedus. Loomulikult saab etteantud toen&dosustiheduse poh-
jal leida ka talle vastava jaotusfunktsiooni Fg(Z),

FX(Q?):/_1/_2.../_fo»(g)dyldy2...d,yn. (1.4)
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Nagu tthemootmelisel juhul juhuslikku suurust, nii iseloomustab
ka mitmemootmelist juhuslikku vektorit teatav hulk arvkarak-
teristikuid, dldkogumi arvkarakteristikuid. Olulisemad neist on
keskvadrtuse ja dispersiooni analoogid — paiknemise ja haju-
vuse karakteristikud. Juhusliku vektori keskvidrtusvektor EX
on konstantne vektor, mille komponentideks on juhusliku vektori
komponentide keskvasrtused,

EX;
Y EXy
EX,
Eeldame, et keskviirtused EX; eksisteerivad iga i € {1,...,p}
korral. Vastasel juhul 6eldakse, et X keskviértus puudub. Dis-
persiooni analoog — juhusliku vektori dispersioonimaatriks DX
— madratakse vordusega

DX1 CO’U(Xl,Xp)
DX = . (L)
Cov(Xp, X1) ... DX,

Ka vektori X dispersioonimaatriksist saame rédkida vaid siis,
kui eksisteerivad koik kovariatsioonid Cov(X;, X;) ja disper-
sioonid DX;. Maatriksi DX peadiagonaalil on juhusliku vektori
komponentide dispersioonid

DX; = E(X; — EX;)?,

valjaspool peadiagonaali aga asuvad juhusliku vektori kompo-
nentide vahelised kovariatsioonid

Cov(X;, X;) = E[(Xi — EX;)(X; — EXj)].

Edaspidises kasutame ka tahistusi EX = i ja DX = ¥. Dis-
persioonimaatriksi saab esitada keskvaartusena teatavast juhus-
likust maatriksist,

DX = E[(X - i)(X - i)
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Korrutades sulgudes olevad tegurid labi ja koondades ihesugused
liikmed, saame dispersioonimaatriksi jaoks teistsuguse avaldise

DX = EB(XX") - jiji’.

Dispersioonimaatriks on siimmeetriline mittenegatiivselt méaéra-
tud maatriks.

Kuna mitmemootmeline statistika lahtub viga sageli jarelduste
tegemisel tunnuste vahelistest seostest, on neile kahele karakte-
ristikule lisaks viga oluline informatsioonikandja korrelatsiooni-
maatriks. Korrelatsioonimaatriks P méaaratakse vordusega

1 pi2 ... pp
P = P21 1 s P2p , (16)
ot Pz e 1

kus p;; on tunnuste X; ja X, vaheline korrelatsioonikordaja,
o Cov(X;, X;)
Po = DX.DX;
Nagu ndha, saab korrelatsioonimaatriksi leida dispersioonimaat-

riksi elemente kasutades. Arvutuseeskirja esitamiseks maatriks-
kujul diagonaliseerime dispersioonimaatriksi 3

DX; 0 ... 0
s, 0 DX .. 0
0 0 .. DX,

ning saame maatriksi (1.6) arvutuseeskirja
P-x,’gx 1/

Siin ja edaspidi eeldame, et diagonaliseerimine rakendatakse maat-
riksile enne teisi maatriksoperatsioone. Korrelatsioonimaatriks
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on stiimmeetriline mittenegatiivselt méaratud maatriks, tema pea-
diagonaalil asuvad alati {ihed.

Klassikaline mitmemootmeline statistika on iiles ehitatud eel-
dusel, et tildkogumi jaotuseks on mitmemootmeline normaaljao-

tus. Seda jaotust vaatame ldhemalt iilejargmises paragrahvis,

siin aga tutvume tthemootmelise jaotuse kahe arvkarakteristiku
mitmemootmelise iildistusega. Normaaljaotus on keskvadrtuse
suhtes siimmeetriline, tegelikkuses ei ole aga sugugi alati tegemist
slimmeetriliste jaotustega. Jaotuse ebasiimmeetriat moodab {ithemoot-
melisel juhul asiimmeetriakordaja, mis maaratakse eeskirjaga

E(X — EX)

S VB B

Jaotuse jarsakust ja sabade raskust moodab ekstsess e. jarsakus,
mis themootmelisel juhul méaidratakse eeskirjaga

Nende karakteristikute jaoks on mitmemootmelisel juhul vélja
pakutud erinevaid iildistusi. Enimkasutatavad on artiklis Mar-
dia (1970) esitatud definitsioonid. Vektori X asiimmeetriakorda-
ja on méadratud eeskirjaga

Brp(X) = B[(X - @)=Y - ),

kus X ja Y on soltumatud sama jaotusega juhuslikud vektorid.
Vektori X jarsakus on aga defineeritud vordusega

Bap(X) = B|(X — {)=7H(X - @)

Kui p = 1, saame need juhusliku vektori karakteristikud siduda
vastavate karakteristikutega juhusliku suuruse jaoks, 811 = 3?

ja B21 = Po.
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Mardia karakteristikute olemus avaldub paremini jérgmise esi-
tuse kaudu. Tahistame

Y =2 2(X - p).

Siis E(Y) = 0ja D(Y) = I,. Kursusest "Maatriksid statistikas"
teame, et juhusliku vektori momendid avalduvad otsekorrutise

abil:

— — —

ms(Y)=EY @Y ®Y)
ja
my(Y)=EY Y'Y ®Y’).
Saab niidata (Kollo, Srivastava, 2004), et
Brp(X) = tr[ms (Y)ma (V)]
ja
Bap(X) = tr[ma(Y)].

Seega avaldub Mardia asiimmeetriakordaja vektori X tsentree-
rimisel ja normeerimisel saadud vektori Y koordinaatide kolman-
dat jarku segamomentide ruutude summana, jarsakus Bg,p()z )
on aga vektori Y neljandate segamomentide maatriksi jélg. Kui
tahistame tthemootmelisel juhul

Y = (DX)"V2(X — p),
Slis
ja
By = E(Y)™

Mardia kordajad 31, ja (2, on invariantsed lineaarteisenduse
Y = AX + b suhtes.
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Tuletame meelde veel moned toenédosusteooria tulemused. Kui
juhusliku vektori tihedus f¢ (21,22, ..., 7)) on teada, siis on voi-
malik arvutada suvalise Boreli hulga B (B € BP, vt. Lisa 2)
jaoks toendosus juhusliku vektori sattumiseks sellesse hulka,

P(X € By= [ ... | fe(i)di. (1.7)
/ B/ x

Votame hulgaks B p-tahuka Ba,
Ba = [x1, 21 + Axq] X [z, 22 + Axa] X ... X [2p, 2p + Ay,

millesse sattumise toenaosus on

. r1+Azy Tp+Axy
P(XEBA):/ / Ty, yp)dyr - . dyp.
X

x1 D

Kui juurdekasvud Ax; on véikesed, saame siit ligikaudse vorduse
P(X € Ba)=~ fe(m, 22, . mp)An1Axy . Ay,

Mitmemootmelise jaotuse korral on olulised marginaaljaotused
ja tinglikud jaotused.

Definitsioon 1.1.  Juhusliku p-vektor: X k-mootmeliseks
(k < p) marginaaljaotuseks nimetatakse selle vektori k koordi-
naadi k-mootmelist thisjaotust.

Erinevaid k-mo66tmelisi marginaaljaotusi saab konstrueerida nii
palju, kui palju on voimalik valida erinevaid k-elemendilisi kom-
binatsioone p elemendi hulgast, seega on erinevate k-mootmelis-
te marginaaljaotuste arv C’;f. Oletame, et oleme vilja valinud k
esimest komponenti ja vaatame, kuidas leida nende marginaal-
jaotust lihisjaotuse kaudu. Leiame esmalt k-mootmelise margi-
naaljaotusfunktsiooni Fx, x, (21,22,...2%),

Fx, .. x.(x1,...,25) = P(Xy < z1,..., X <)
= P(Xy<m,..., X <ap, Xpep1 < 00,0, Xp < 00)

= Fg(x1,...,2%,00,...,00).
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Ka k-mootmelist marginaaltihedust fx, . x,(z1,...,2x) saab
leida vektori X tihedusest,

le,...,Xk (331, ey Ik)

[e.e] o0
= / / fe(@e, oo 2p, Tyt -, 2p)dapyy - dap.
—0o0 —0o0

Juhusliku vektori komponendid véivad olla soltumatud. Soltuma-
tus on defineeritud jaotusfunktsiooni kaudu.

Definitsioon 1.2. Juhusliku vektori X komponendid on vas-
tastikku soltumatud, kui vektori jaotusfunktsioon (1.1) avaldub
korrutisena

Fe(z1,...,2p) = Fx,(21) X ... X Fx, (7). (1.8)

Definitsioonist jareldub, et vastastikku soltumatute komponen-
tide korral on ka vektori tihedus (1.3) avalduv analoogilise kor-

rutisena.
Samamoodi saab méarata ka juhusliku vektori alamvektorite sol-

tumatuse. Juhusliku vektori komponendid Xi,..., X, on sol-
tumatud komponentidest Xj11,...,X,, kui
FX‘<$1, . .%'p> = FXI___Xk(xl, e 7xk)FXk+l---Xp($k+l7 . ,.%'p).

Jargmine oluline juhusliku vektoriga seotud moiste on tinglik
jaotus. Kasitleme seda moistet pidevate juhuslike vektorite kor-
ral ja defineerime tingliku jaotuse toenédosustiheduse kaudu. Vaa-
tame lihtsuse mottes esmalt kahemootmelist juhtu (p = 2). Lah-
tume tingliku toendosuse valemist

P(ANB)

P(AIB) = =55

: (1.9)

kus P(B) # 0. Valime stindmuse A, A = {a < X; < b}, ja
siindmuse B, B = {c¢ < Xy < d}. Siis siindmuse A tingliku
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toendosuse tingimusel B saame leida valemi (1.9) abil,

Pla<X;<bc<Xp<d) f:fcdeIXQ(u,v)dudv

P(A|B)= Plc< Xa < d) J o (v)dv

Kui B méédrame lithikese 16igu abil, B = {¢ < X3 < ¢ + Ac},
siis pidevuse tottu kehtib keskvaértusteoreem

c+Ac
/ fx,(v)dv = fx,(vi)Ac,

kus v, € [¢,c+ Ac|. Samal pohjusel rahuldab murrujoone peal
olev integraal tingimust

c+Ac
/‘ P (s 0)do = Feyxy (1, v (1)) Acy

kus v, (u) € [c, ¢ + Ac]. Seega oleme saanud vorduse

b leXz (ua U*(u))d

a fX2(v*)

Kui ¢ ja Ac on fikseeritud, siis on integreeritav funktsioon vii-
mases vorduses ithemuutuja funktsioon.

Olgu ¢ argumendi véartus, mille korral fx,(c) > 0. Defineerime
toenaosuse

P(A|B) =

Uu.

P(a§X1 Sb’XQZC)

b
= lim Pla< X; <blc< Xg<c+ Ac)= leX?i(u’c)du.

Ac—0 a f X2 (C)
Saadud integraalialust funktsiooni kasutatakse X; tingliku ti-
heduse defineerimisel, tingimusel Xy = ¢. Asendame arvud u
ja ¢ arvudega x1 ja xo ning esitame nendes tahistustes tingliku
toendosustiheduse definitsiooni.
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Definitsioon 1.3. Olgu juhusliku vektori (X1, X2)' téendosusti-
hedus fx, x,(z1,z2). Juhusliku suuruse Xy tinglikuks toendo-
susttheduseks tingimusel Xo = xo nimetatakse funktsiooni

_ fxix, (21, 2) _ fxix, (21, 22)
le (£U1|LL‘2) - fXg(fUQ) - f,C;Z fX1X2(561,562)d561.

Seega saame (X7, X2)' ihisjaotuse tiheduse esitada korrutisena

fX1X2 (xlv 1'2) = fX1 (x1|l’2)fx2 (xQ)

Mitmemootmelisel juhul viib analoogiline mottekéik meid sar-
nasele tulemusele péarast korduvat rakendamist:

Ixiox, (@, g, ., Tp)
_ fg(@, ... zp)
o0 o *
/ / fX(:L'l,...,xk,mk+1,...,xp)dx1...d;rk
—0Q —0oQ
—_—
k

Siit tekib voimalus esitada (X7, ..., X)) iihisjaotuse tihedus kor-
rutisena

fe(we, ... 2p)
=[x, (@1) fxo (a|21) fxs (w3|w1, 22) - -« fx, (@pl20, .o 2p1),
kusjuures
le(.’L'l)_/ / f)?(atl,...,xp)dxg...da:p,
—0o0 —0o0
p—1

0 © fo(xy,...,xp)dxs. .. dx,,
fX2(562|l‘1):/ / X( P) P’

fX1 ($1)
—_———
p—2
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o0

Ixs(xs|z1, x2) = /
— 00
—— ——
p

/Oof)z(ml,...,ajp)dx4...dxp
e fxa (1) fx, (22]21)
-3

ning 16puks

ff(azl, e ,$p)
le(:L‘l) cee pr,1 ("Ep71|l'1, . 'a"L‘P*Q) '

Ix,(@plor, .. xp1) =

Uhistiheduse f (%) esitus tinglike tdendosustiheduste kaudu ei
ole iihene. Muutujate vahetamiseks on siin kokku p! voimalust,
mis tdhendab sama palju voimalusi toendosustiheduse esitamiseks.

Nagu ithemo6otmelisel juhul, saab ka p-mootmelise juhusliku vek-
tori funktsiooni toendosustiheduse esitada argumendiks oleva
juhusliku vektori tiheduse kaudu. Tuletame jargnevalt vastava
valemi.

Teoreem 1.1. Olgu X p-mootmeline juhuslik vektor tihedusega
[(Z) ja olgu juhuslik p-vektor Y selle vektori funktsioon:

}/;:yi(X17X27'--7Xp), 7::1,2,...719’
kus

vi = vyi(x1,22,...,2p), 1=1,2,...,p (1.10)

on tksiihene teisendus RP — RP.
Vektori Y tihedus fy(y) avaldub siis kugul

Io0) = et (T2 ),

X1,T2,...,T > s .
kus J (W) on'Y komponente mdadrava teisenduse (1.10)
k] e IP

jakobiaan.
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Toestus. Kuna eelduse kohaselt teisendus (1.10) on iiksiihene,
leidub tal kindlasti ka poordteisendus x; = xi(y1,y2,-- -, Yp)s
1=1,2,...,p. Jakobiaani definitsiooni kohaselt

Oxy Oxy
dyr ' Oy
Xr1,T2,...,T
Yi,Y25-- -5 Yp Oxp ozp
oy T Oyp

Votame vaatluse alla suvalise mootuva hulga A C RP. Siis toe-
nédosus vektori Y sattumiseks sellesse hulka avaldub jargmiselt

ZUf?(gj)dyl...dy
A

Samal ajal iga m6otuva hulga B korral kehtib vektori X jaoks
analoogiline tulemus

P(X € / /fX )dxy ..

Olgu niitid By ruumi R? alamhulk, milleks teisendus (1.10) teisen-
dab mootuva hulga Bi. Matemaatilisest analiiiisist teame, et

7) #(7) L1, X2, Tp
fz xdm—/ /f Z(Y)) ( >dy.
/ / X X Y1,Y2,-- -5 Yp

Juhuslike vektorite jaoks saame siit vorduste ahela:

P(Xe€B)) = Pw|{Xi(w),...,X,(w)} € B)

_ P(w|X(w)EB1):/.../fX(f)df

—_—
B1

— P [ {n(XW)),...,5(X(@))} € By)
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e e
_ Uf~<x1(g>,---,xp<g>>J (i) a7,
B>

kus w tahistab elementaarsiindmust. Seega saime valemi, mis
suvalise mootuva hulga By jaoks voimaldab leida toendosuse,
et vektor Y sattub sellesse hulka. Vastavalt valemile (1.7) peab
integreeritav funktsioon olema vektori Y toendosustiheduseks,
mott.

Ulesanded.

1.1. Naidata, et korrelatsioonimaatriks P avaldub kujul
L e—12aw—1/2
P=X,""¥%,"".
1.2. Kontrollida vordused
Bup(X) = tr[ma(Y)ma(Y),

Bap(X) = tr[ma(Y)),
kus
Y =2 V2(X - f).
1.3. Néidata, et kordajad 1 5 ja B2, on invariantsed lineaarteisenduse

Y = AX + b suhtes.
1.4. Olgu X = (X1, X3)' toendosustihedusega

Folwn, aa) = 6x1, kuixi+x9 <1, 1,220 >0,
XL 0, mujal.

Leida marginaaljaotuste tihedused ja tinglikud toendosustihe-
dused.
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1.5. Olgu X = (X1, X,)' téeniosustihedusega f(z1,22) ja Y =

A)Z, kus
1 1
A= ( b >
Leida fy(y1,92)-

1.6. Olgu X = (X1, Xy, X3)' toeniiosustihedusega [¢(Z) ja Y =
(3X1,X1 - 4X2,X3)/. Leida f?(gj)
1.7. Olgu DX =Ty ja A = (11); B= (1 —2). Kas AX ja BX

on korreleeritud? Kui jah, siis leida korrelatsioonikordaja.

§2. Valimhinnangud

Uldkogumi karakteristikud on reeglina tundmatud. Informat-
siooni saamiseks tildkogumi kohta tuleb tildkogumi juhuslikult
valitud objektidel moota uuritava p-mootmelise tunnusvektori
X viidrtused. Olgu seda vektorit moéodetud n korda. Mootmis-
tulemused moodustavad valimi (konkreetse valimi), milleks on
p X n-maatriks X,

r11 T12 ... Tin

Iro1 I22 ... X9
X = "

Tpl Tp2 ... Tpn

Selle maatriksi esimeses reas on esimese méodetud tunnuse vaér-
tused, teises reas — teise moodetud tunnuse viartused jne. Maat-
riksi esimeses veerus aga asuvad koikide tunnuste viartused esi-
mesel mootmisel, teises veerus — koikide tunnuste vaartused teisel
mootmisel jne. Matemaatiline statistika eeldab, et valim on juhus-
lik: iihest ja samast iildkogumist tehtud erinevad valimid on
erinevad. Valimi juhuslikkuse kirjeldamiseks voetakse kasutuse-
le spetsiaalne mudel: teoreetiline wvalim. Teoreetiline valim on
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juhuslik maatriks,
X = [Xl)ZQ...X’n} :

mille veeruvektorid X Ty - . X,, rahuldavad kahte tingimust

1) Vi, j korral, i # j, on veeruvektorid X, ja )Zj s0l-
tumatud;

2) koik veeruvektorid on sama jaotusega, mis kirjeldab iild-
kogumit: X, L'e

Teoreetilise valimi mootuvaid funktsioone nimetatakse statis-
tikuteks. Sobivalt valitud statistikut saab kasutada {ildkogumi
parameetri hindamiseks. Hinnangu omadusi (nihketus jm) saab
kindlaks teha ainult vastavat statistikut uurides. Konkreetse va-
limi pohjal arvutatud statistiku vaartus on arvuliseks hinnan-
guks tildkogumi parameetrile.

Nii iithemo6otmelisel kui ka mitmemootmelisel juhul on tldkogu-
mi keskvaartuse hinnanguks valimi keskvaartus. Valime keskvddr-
tus on p-mootmeline vektor, mille komponentideks on tunnuste
aritmeetilised keskmised,

1 n .
oD Tl
T
1 n _
= | st | _ | 22
. Tp
1 ,
n D i1 Tpi

Téahistades iihtedest koosneva n-vektori stimboliga ﬁn, saame
esitada valimi keskviartuse maatrikskujul

.1
z=—-X1,. (2.1)



Statistiku X iildkogumi keskvaértuse hindamiseks saame, kui
arvutuseeskirjas asendame konkreetse valimi X teoreetilise va-
limiga X
= 1 N
X = -X1,. (2.2)
n

Dispersioonimaatriksi hinnangu saame, kui koik tema elemen-
did asendame {ihemootmelisest statistikast tuntud hinnangute-
ga. Maatrikskujul saame selle hinnangu esitada konkreetse vali-
mi veeruvektorite ja valimi keskvaartuse abil

1 — = — =
S, = E Z(-’Ez - $)("El - CC),, (23)
kust péarast sulgude avamist saame
1 n
S. = Zl T2 — 77
1=

Statistiku tildkogumi dispersioonimaatriksi hindamiseks saame,
kui arvutuseeskirjas asendame konkreetse valimi X teoreetilise
valimiga X
1< - -
S. =~ inxg - XX’
=1

Niaitamaks, et statistikut S, kasutades saame iildkogumi disper-
sioonimaatriksi DX jaoks nihkega hinnangu, arvutame keskvaar-
tuse:

1 - 2 1SN - o -
ES,=E <§ :XZ»X{—XX’> ==Y B(X:X) - BE(XX').
n
=1

Rakendades niiiid viimase litkme lahti kirjutamiseks valemit (2.2)
ja arvestades teoreetilise valimi veergude soltumatust, saame

= = 1 | <& . no2 S S
E(XX’)ZE § BE(X; ;)+§ E E(X))E(X))| .
i=1 i=1 j=1,

FE



kust tuleneb koikide teoreetilise valimi veeruvektorite sama jao-

tust arvestades
-1 _ 5 -1
ES, =" -"px="
n n

3.

Kasutades teoreetilist valimit X saame statistiku S, jaoks anda
jargmise esituse:

)

Selles avaldises esinevat maatriksit In—%]ln 1,, nimetatakse tsent-
reerimismaatriksiks. Tsentreerimismaatriks on idempotentne ja
stimmeetriline.

Asendades statistiku S, avaldises teoreetilise valimi X konkreetse
valimiga X', saame hinnangu

1 1-

~ =/

n

Paneme téhele, et dsja leitud nihke avaldis on kooskolas meie
seniste teadmistega. Maatriksi S, elemendid avalduvad disper-
siooni ja kovariatsioonide nihkega hinnangutena:

n

N — 1 B
(8+)j; = DX;j = > ()i — ;)
i=1
ja
R — 1 — _ _
(S:)ij = Cov(Xi, Xj) = — > (@i — 2) (w5 — T5)
k=1

1

= *E TikXik — TiXs.

n k] Cad)
k=1
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Arvestades S, nihke avaldist saame leida statistiku dispersiooni-
maatriksi nihketa hinnangute leidmiseks:

n

S = (Si) = - ! K- -X). (29)

Nihketa hinnangut dispersioonimaatriksile nimetatakse valims
dispersioonimaatriksiks ja téhistatakse S

S=(sy)= =S @-D@E-F. (20
=1

Korrelatsioonimaatriksi hindamiseks leitakse valimi pohjal kor-
relatsioonide hinnangud

Sij
)
5iiSjj

kus s;; on valimi dispersioonimaatriksi elemendid, ja moodus-
tatakse neist valimi korrelatsioonimaatriks

Tij =

1 i1 ... Tip

A T12 1 R )
R = P
Tip T2p ... 1

Sarnaselt teoreetilise korrelatsioonimaatriksiga saame ka valimi
korrelatsioonimaatriksi esitada maatrikskujul, kasutades valimi
dispersioonimaatriksit ja selle diagonaliseeritud kuju Sy:

R=§,"°8§,"*

Vastav statistik R avaldub analoogiliselt juhusliku maatriksi S
kaudu:
R=5,"?ss;"?
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Mitmemootmelise astimmeetriakordaja hinnang méaéaratakse vor-
dusega

A S 1 — S
Bip(X) = =5 S [@ - 783 - ).
ij=1

Hinnang mitmemootmelisele jarsakusele méaératakse eeskirjaga

By ) (X) = %Z[(@ _ RS - PR

i=1

Ulesanded.

2.1. Kontrollida, et tsentreerimismaatriks I,, —
potentne maatriks.

2.2. Naidata, et

17 = .
1,1, on idem-

n
X; X! = XX
i=1
2.3. Néidata, et

§3. Normaaljaotus

Selles paragrahvis késitleme mitmemdotmelise statistika pohilist
mudelit — mitmemootmelist normaaljaotust. Kahtlemata on
mitmemootmeline normaaljaotus {ithemootmelise normaaljaotuse
{ildistuseks. Uhemo6o6tmelisel juhul alustatakse tavaliselt stan-
dardse normaaljaotusega juhuslikust suurusest Z, mille tihedus
maaratakse eeskirjaga




Uldise normaaljaotusega juhusliku suuruse X saame sellest li-
neaarteisenduse teel
X=u+oZz,

kusjuures EX = p ja DX = ¢?. Liihidalt mérgime ithemdot-
melise normaaljaotuse kirjutisega X ~ N(u,0?), tema toendio-
sustihedus
fx(z) = L
2o

Kanname selle konstruktsiooni iile mitmemd&otmelisele juhule.
Moodustame esmalt standardse normaaljaotuse mitmemootme-
lise analoogi. Selleks on soltumatute komponentidega juhuslik

vektor Z , mille iga komponent on standardse normaaljaotusega,

Z
Z=|7
Zp
kus Z; ~ N(0,1) ja Vi, j, korral Z; L Z;, kui i # j. Me teame, et
soltumatute komponentidega juhusliku vektori korral iihistihe-
dus avaldub marginaaltiheduste korrutisena. Jarelikult

FORNACACRIACRS ﬂiﬁ)peézwf,

ehk
1

1o
=(2) = e 2% %,
fZ( ) (\/ﬂ)p
Seda jaotust nimetatakse standardseks p-maootmeliseks normaal-
jaotuseks, lithidalt Z ~ N(0,1,,). Niiiid defineerime mitmemaoo6tme-

lise normaaljaotuse sama vottega nagu iithemootmelisel juhul.

Definitsioon 3.1. Olgu 7 ~ N(ﬁ, I,) ja A péoratav p X p-maat-
riks, kusjuures AA' = X. Siis juhuslik vektor

X=[+AZ
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on p—mootmelise normaaljaotusega parameetritega i, (i € RP)
ja X, (X on positiivselt madaratud p x p—maatriks).

Niisuguse normaaljaotuse korral kasutame téhistust X ~
Np(fi,X) voi, kui jaotuse dimensiooni téhistamine pole vajalik,
X ~N(i,%).

MARKUS. Definitsioonis 3.1 méératud normaaljaotuse iildis-
tusega on tegemist siis, kui A on suvaline p X p-maatriks. Sel
juhul on maatriks 3 = A A’ mittenegatiivselt mairatud. Juhul,
kui r(A) < p, on tegemist kodunud normaaljaotusega, r(A) = p
korral rakendub definitsioon 3.1.

Lause 3.1. Olgu X ~ Ny(fi, X). Siis EX =i ja DX =3.

Toestus. Definitsiooni 3.1 tottu eksisteerivad i, (@ € RP)
ja A @ p X p nii, et X = i+ AZ, kus Z on standardse -
moGtmelise normaaljaotusega, Z ~ N (0, I,). Juhusliku vektori
7 keskviirtuseks on nullvektor, EZ = 0, dispersioonimaatrik-
siks thikmaatriks, DZ = I,. Keskvidrtuse omadusi arvestades
saame niitid

EX =E(i+AZ)=j[i+AEZ = .
Dispersiooni omadusi kasutades saame
DX = B[(X—@)(X—i)] = E[(AZ)(AZ)) = B(AZZ'A") = %,

mott.

Teoreem 3.1. Kui juhuslik p-vektor on mitmemaodtmelise nor-
maaljaotusega, X ~ N(fi,X), siis tema tihedus avaldub kujul

1

(@) = NI exp[—

L.
2
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Toestus. Teoreemi toestamiseks kasutame ara teoreemi 1.1.
juhusliku vektori funktsiooni jaotuse kohta. Olgu Z ~ N(0,L,).
Definitsiooni 3.1. kohaselt

X=AZ+]i,
kus maatriks A on pooratav. Seega on meil tegemist iiksiihese
teisendusega ruumis RP:
r=AZ+[i,
mis iiksiihesuse tottu on pooratav:
7=A"Y& - ).

Teoreemi 1.1. pohjal

f2(@) = f7((@), 22(@),..., ()] <le2'zp> ‘

xl,l‘g,...,l’p

Lisas

Asendades siia vektori Z tiheduse, saame

1 1 — —\/ —1IN\/ A =1/ — <
— exp|—= (¥ — A7 )YA (@ —-p))J
o Pl (7~ /(AT AT @ )
Leiame jakobiaani kasutades maatrikstuletise omadust (iii
1 ja determinandi omadust (L1.8)

STRRS

f(@) =

~—

Z dz
J — = b e

(f) avs dx

Kuna AA’ = ¥, saame

fx(@) =

= abs|A™Y = abs|A| 7.

1 S |
——exp[—=(Z— )2 (X — i) —.
Arvestades vordust |A| = (JA||A|)'/?, saame tiheduse jaoks
avaldise

_; _1 = _ 7V -1 =7
fX_\/%p\EP/QeXp[ 2(:6 M)E (.%' ,U)]a

mott.
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Kodunud normaaljaotusel pole tihedust, tema esitamisel kasu-
tatakse karakteristlikku funktsiooni.

Teoreem 3.2. Olgu X ~ Ny(fi,X), siis tema karakteristlik
funktsioon avaldub kujul

- — 1., .~

2(t) =exp(it [ — =t"Xt.

px(t) =exp(it i~ ;t'Xt)
Toestus. Leiame esmalt mitmemodtmelise standardse nor-
maaljaotusega juhusliku vektori Z karakteristliku funktsiooni.
Kuna Z komponendid on vastastikku soltumatud ja standard-

se normaaljaotusega, siis tema karakteristlik funktsioon avaldub
komponentide karakteristlike funktsioonide korrutisena,

P

p
070 =Tz t) =Te 25 =e2""
j=1

Kuna ~ . ~
eit 'ﬁEei(A’E) 'Z _ it ,’”cp ~(A’t ),
siis saame
] ind} g — 1 — —
() = e 3T AN oxplifji — oAt
mott.

Néeme, et karakteristliku funktsiooni valjakirjutamiseks on va-
ja teada normaaljaotuse parameetreid i ja 3. Kehtib ka vastu-
pidine: kui me teame normaaljaotuse karakteristlikku funktsiooni,
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siis saab sealt valja lugeda ka selle jaotuse parameetrite vaar-
tused.

Veendume, et mitmemootmeliste normaaljaotuste klass on li-
neaarteisenduse suhtes kinnine, st teisendatud juhuslik vektor
on ka normaaljaotusega. Muutuvad ainult selle juhusliku vektori
jaotuse parameetrid.

Lause 3.2. Olgu X ~ Ny(fi,X), maatriks B : ¢ x p tdisastakuga
(g <p, r(B)=q) ja kehtigu vordus Y =BX +4, @< R% Siis

Y ~ N,(@+ Bji, BEB).

Toestus. Kirjutame vélja teisendatud vektori Y karakteristliku
funktsiooni.

pp(l) = ¢gpx() = Eexp(it’(@+ BX))
= "B expli(BT)X] = ¢ (BT).

Kuna vektori X karakteristliku funktsiooni avaldis on teada,
saame

e 1 —
ey} = e Texpli(BT) i - (B S(BT)
. 1, .
= explit’ (@ + Bjii) — §(t’(BEB')t )]

See on aga normaaljaotuse N, (@ + B, BEB’) karakteristlik
funktsioon. Jarelikult ¥ ~ N, (@ + Bji, BEB/),
mott.

MARKUS. Normaaljaotusega on tegemist juhul r(B) = ¢, kui
r(B) < g, siis on tegemist kodunud normaaljaotusega.

Votame niiiid ldhema vaatluse alla mitmemo6tmelise normaal-
jaotuse marginaal- ja tinglikud jaotused. Nende kirjeldamiseks
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vaatame iihte konkreetset alamvektorite paari, mille saame jao-
tades vektori X kaheks alamvektoriks

X,

kus X; on esimesest k komponendist moodustatud k-vektor ja
Xy iilejddnud komponentidest moodustatud (p — k)-vektor. Sa-
mal viisil jaotub alamvektoriteks ka keskvairtusvektor

251
EX =ji= .
A= [W]

Vektori X dispersioonimaatriks jaotub neljast plokist koosnevaks
plokkmaatriksiks,

DY [211 212]

o1 o9

kus X211 on vektori X 1 dlspersmonlmaatrlks 222 on vektori X2
dispersioonimaatriks ja 319 on vektorite X 1 ja Xg vaheline ko-
variatsioonimaatriks. Dispersioonimaatriksi 3 siimmeetrilisuse
tottu 2/12 = 221.

Néitame lauset 3.2 kasutades, et molema alamvektori marginaal-
jaotuseks on normaaljaotus. Moodustame maatriksi By : k X p,

By = [T : Oppi)] -
Siis
X1 =B X,
millest jareldubki, et X 1 ~ N(fi1,X11). Vektori Xg marginaaljao-
tuse leidmiseks moodustame maatriksi By = [0(p,k)>< ke Ip_k] ,

mille korral saame
X9 =By X,
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millest jéreldubki, et Xo ~ N ({2, X92). Kuna vektori X iga
alamvektori saame eraldada sobiva konstruktsiooniga lineaartei-
senduse abil, jareldub siit, et mitmemootmelise normaaljaotuse
korral on iga alamvektori marginaaljaotuseks normaaljaotus.

Kui alamvektorid on soltumatud, )Zl 1 Xg, on nende koikide
komponentide vahelised kovariatsioonid nullid, st 3312 = 0, sol-
tumatusest jareldub mittekorreleeritus. Normaaljaotusel on aga
iiks unikaalne omadus — kehtib ka vastupidine véide: mittekor-
releeritusest jéreldub soltumatus. Toestame selle.

Teoreem 3.3. Olgu X ~ N(ii,X), kusjuures vektor X on jao-
tatud k- ja (p—k)-maootmelisteks alamvektoriteks X1 ja Xo. See-
Juures jaotub dispersioonimaatriks plokkideks

Y1 X2
Y= .
{221 222}

Kui plokk 319 = 0, siis need alamuvektorid on soltumatud.

Toestus. Kirjutame vilja vektori X tiheduse
1

L 1, et
f)z(l’)—WeXP[—i(fc—ﬂ)z (@ — ).

Kuna 3 on plokkmaatriks, milles nullist erinevad plokid asuvad
ainult peadiagonaalil, kehtivad vordused

1] = [Z1] - [Ba2],
=7 o
sl= |71 :
[ 0 22‘21]
Vektori X tihedus omandab seetdttu kuju
1

1
fe®) = exp[— = (#1 — i) B17 (&1 — fi1)
X Vi |siPmE 2 "
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— —

— (T2 — 12) gy (T2 — jI2)] = [, (T1) [, (T2).

Niisugusest esitusest aga jareldubki alamvektorite soltumatus,
mott.

Leiame niiiid alamvektori X; tingliku jaotuse tingimusel, et teise
alamvektori X, vidrtus on fikseeritud. Tingliku jaotuse leid-
miseks kasutame esimeses paragrahvis toodud tingliku tihedus-
funktsiooni avaldist. Tingliku tihedusfunktsiooni leidmiseks va-
jame plokkmaatriksi determinandi avaldist plokkide kaudu (vt.
lisa 1, (L1.13) ja (L1.14)):

B[ = Bl x [B11 — B12355; Ba
= 29| x D — B 217 o).

Votame kasutusele spetsiaalsed tahistused peadiagonaalil asu-
vate plokkide X171 ja 9o nn. Schuri tdiendite jaoks. Tahistame
maatriksi oo Schuri tdiendi siimboliga 311.9,

Sio=%1 — X125 By
ja maatriksi 317 Schuri téiendi siimboliga 399.1,
$o01 = Bog — B B o,

Siis saame eespool toodud determinandi esitused kirjutada kom-
paktsemalt:

1] = |ZBa2| x |B112] = [B11] X [B22.1]-

Teoreem 3.4. Kui vektor X ~N(ji, ) on jaotatud k- ja (p—Fk)-
mootmelisteks alamuvektoriteks

Xo
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mille keskvddrtusteks on keskvidrtusvektori i alamvektorid

i
8 H
ja dispersioonimaatriksiteks maatrikst 3 peadiagonaali plokid,

X 212}
> = :
{221 399

siis vektori X1 tinglikuks jaotuseks tingimusel X, = o, on nor-
maaljaotus Nk(ﬁl — 21222_21(/12 — fz), 211.2).

Toestus. Leiame vektori X; tingliku jaotuse tingimusel, et
alamvektori Xy viartus on fikseeritud, Xo = . Paneme téhele,
et suvalise maatriksi B : k x (p — k) korral

c — [T, —B] [211 212] [Ik 0]
10 I, |B21 3o |-B' I,

_ (311 —-BXy X5 —-BEx]| [ Ik 0
o1 DI -B' I,

(3] — BX9 — X19B' + BEyoB' X5 — 3222}
221 — EQQB/ 222 '

Vottes niiid B = 21222_21, saame korrutismaatriksile C anda

kuju
_ 211.2 0
C= [ 0 Yool

Moodustame uue juhusliku vektori Y

Y: X:

- [Ty —Z1935)] =
0 I,

X - 2132521)?2
X, '
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See juhuslik vektor on normaaljaotusega, tema dispersioonimaat-
riksiks on maatriks C, mille véljaspool peadiagonaali asuvad
plokid on nullid. Jérelikult on alamvektorid ¥; = X; —31535, X»
ja 172 = XQ soltumatud.

Leiame vektori Y keskviirtuse

EY = E

X1 - 2522521)?2 _ {/ﬁ - 21222_21/72]
X2 /12 '

Siit 17'1 ~ Ni(fiy — 21222_21;72, 311.2). Soltumatuse tottu on 17'1
tinglik jaotus tingimusel Xo = &2 tdpselt samasugune. Kuna
selle tingimuse korral

Yi= X1 - B35 B,
saame juhusliku vektori X, jaoks avaldise
X1 =Y, + 21285, 7.

Siis X1 tinglik jaotus tingimusel Xy = T on normaaljaotus
parameetritega i1 — 2122521(ﬁ2 — @) ja Xq1.2, sest EX, =
EY) + 31955, %, ja DX, = DY,

mott.

Kokkuvottes margime, et mitmemootmelise normaaljaotuse kor-
ral on meil tegemist heade omadustega andmemudeliga: nor-
maaljaotusega juhusliku vektori komponentide mittekorreleeri-
tusest jareldub nende séltumatus ning normaaljaotusega on ka
koik marginaaljaotused ja tinglikud jaotused.

Ulesanded
3.1. Olgu X; ~ N(0,02),i=1,...,pja X; L X;, i+ j. Leida

X = (Xi,...,X,) dispersioonimaatriks DX ja toendosustihe-
dus.
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3.2. Olgu X = N3(ji, %), kus i’ = (0,0,1) ja

1
Y=\ 2
1

[\CRNGL I ]

1
2
2

Leida (X1, X2)" marginaaljaotus ja tinglik jaotus (Xa, X3)|X7.
3.3. Olgu X = N3(ji,X), kus @' = (-3,1,2) ja

4 0 -1
Y= 0 5 0
-1 0 2

Millised jargnevad juhuslikest suurustest moodustatud paarid
on soltuvad:

- X1 ja X3;
- Xq ja Xo;

- X1 ja X1 43Xy — 2X5;

(X1, X3) ja Xo;
- X1 4+4X35 ja X7 — 2Xo;
- X1+ Xo+ X3 jadX) —2Xe +3X37

Leida tinglikud jaotused (X1, X2)| X3 ja Xo|(X1, X3).
3.4. Olgu normaaljaotuse X ~ Na(ji, X) toendosustihedus antud
jargmise vordusega:

1

2(x1,20) =

fx(l 2) 47y/11

- 30,2 1 Lo 17 9
xp | ——x] + =21+ —=x102 — —x5+ —x2 —2— | .
PAT g T Tttt T e T g2 T Ay

Leida parameetrid [ ja 3.
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§4. Ruutvormi jaotus

Normaaljaotusega iildkogumi kohta jarelduste tegemisel on tihti
vajalikud juhuslikust vektorist moodustatud ruutvormid. Ruut-
vormina tuntakse matemaatikas konstruktsiooni 7’ AZ, kus A
on siimmeetriline maatriks.

Teoreem 4.1. Olgu X ~ NP(G,E). Siis  juhuslik  suurus
X'571X ~ 2 (p).

Toestus. Normaaljaotuse definitsiooni tottu leidub p x p maat-
riks A nii, et ¥ = AA’, kusjuures maatriks A on péoratav. See
aga tdhendab, et ruutvormi saame esitada kujul

X' (A TATIX.
Kerge on niha, et E[A~1X] =0 ja
DAT'X] = A" D(X)(A™YY = ATTAA/(A)) L =1,

Seega vektori Y = A1X komponendid on soltumatud stan-
dardse normaaljaotusega juhuslikud suurused ja y2-jaotuse defi-
nitsiooni kohaselt

p
}_}/}_} — ny ~ XQ(p)v
i=1
mott.

Teoreemist saame vahetult jérelduse ka iildise normaaljaotuse
jaoks.

Jireldus 4.1.1. Olgu X ~ Ny(fi,X). Siis juhuslik suurus
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Seda tulemust on voimalik iildistada. Teoreemis ja selle jarel-
duses on maatriks 7! ruutvormi moodustavaks maatriksiks,
kusjuures see maatriks on téisastakuga. Vaatame, milline jao-
tus tekib, kui ruutvormi moodustava p x p maatriksi astak on
vaiksem kui selle maatriksi moode p.

Teoreem 4.2. Olgu X ~ N(O, I,) ja G simmeetriline p x p
maatriks astakuga v (r < p). Siis

X'GX ~\2(r)
parajasti siis, kui G on idempotentne.

Toestus. Piisavus. Olgu G = G2. Kuna G on siimmeetriline,
siis ta on esitatav omavéartuste ja omavektorite kaudu:

G =TAI’, (4.1)

kus I' on ortogonaalne maatriks, mille veergudeks on maatriksi
G omavektorid,

—/ =

C=M%%, %=L  59=0 i#j

ja A on omavaartuste diagonaalmaatriks:

MO ... 0
A |0 X o0
0 0 ... A

Idempotentse maatriksi omavaértused on kas nullid voi iihed.
Toepoolest:

G =TAI' = GG = TAI'TAIY = AT,

millest jéreldub, et )\? = )\;. See on aga voimalik vaid siis, kui
A; = 1 voi \; = 0. Kuna maatriksi G astak on r, saavad nullist
erineda ainult » omavaartust.
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Tihistame Y = I'X. Kuna
DY = D(I'X) =T'DXT =I'T =1,

siis ka Y ~ N,(0,1,,). Seega
R R . ., o o p
X'GX = XTAT'X = Y'AY =) NV ~ x2(r).
=1

Tarvilikkus. Olgu X'GX ~ x2(r). Niitame, et sel juhul G = G2,
T#histame lithidalt Z = X’GX. Kasutame tdestamisel x?2-jao-
tuse karakteristlikku funktsiooni,

0z(t) = E(e"?) = (1 — 2it)" 2. (4.2)

Kuna G on stimmeetriline maatriks, siis saame ta esitada oma-
vaartuste ja omavektorite maatriksite kaudu:

G =TAT".

Kasutades niiiid tahistust ¥ = I'X, (Y ~ N,(0,1,)), saame
. . r
Z=XTAT'X =Y'AY =) \Y?
i=1

Vektori Y komponendid on soltumatud. Seda kasutades leiame
juhusliku suuruse Z karakteristliku funktsiooni,

L P P
E(?) = B(e@'A) = E[[ ™7 = T](1 - 2itA;) 2.
j=1 j=1
Viimase vorduse saamisel kasutasime asjaolu, et Y;, j = 1,...,p,

on soltumatud juhuslikud suurused ja Yj2 ~ x3. Eelduse kohaselt
peab kehtima iga ¢ korral vordus



mis on voimalik vaid siis, kui maatriksil G on r omavaartust
iihed ja tlejadnud omavaédrtused nullid. See aga tédhendab, et
maatriks G on idempotentne, G = G2,

mott.

Ulesanded
4.1. Niidata, et juhusliku suuruse X ~ x3 jaotusfunktsioon on
kujul

Fx(x) = Fno1)(VZ) = Fyno,1) (V)

ja toendosustihedus

1 x
T) = e 2, x>0
fX( ) \/%
4.2. Niidata, et juhusliku suuruse X ~ x3 karakteristlik funkt-
sioon on kujul

px(t) = (1—2it) 2.
Teame, et X = Y2 kus Y ~ N(0,1).

§5. Normaaljaotuse parameetrite hindamine

A. Momentide meetod. Momentide meetod tugineb viga liht-
sale ideele — avaldada jaotuse parameetrid teoreetilise jaotuse
momentide kaudu ja seejérel asendada valemites esinevad tund-
matud teoreetilised momendid valimi pohjal arvutatavate mo-
mentide hinnangutega - valimi momentidega. Mitmemootmelise
normaaljaotuse parameetriteks ongi parajasti teoreetilised mo-
mendid — jaotuse keskvidrtusvektor i ja teine tsentraalne mo-
ment - dispersioonimaatriks 3. Seega saame hinnangud:

K1y

ﬁ:

Y



=3 T2
x =
Tp
ja
> =8S,,
kus

A 1 - -
S*ng v — Z) (T — ).

Momentide meetodil maaratud hinnangud on iildreeglina mo-
jusad, st suurte valimite korral on nad suure téendosusega toelis-
tele parameetri viaartustele lahedased. Vaikeste valimite korral ei
ole momentide meetodil méaratud hinnangute head omadused
garanteeritud.

MARKUS. Kuna teame, et S, on nihkega hinnang, siis on loo-
mulikult moistlikum kasutada 3 hinnanguna nihketa hinnangut
S, kus kordaja 1/n on asendatud kordajaga 1/(n —1).

B. Suurima toepira meetod. Suurima toepédra meetod ldh-
tub toeparafunktsioonist L(Z1, Za, ..., Zn; [, 2). Parameetrite suu-
rima toepédra hinnanguteks on véartused, mille korral toepa-
rafunktsioon on antud valimi korral maksimaalne. Mitmemoot-
melise normaaljaotuse toeparafunktsioon on teoreetilise valimi —
p X n juhusliku maatriksi X — toéendosustiheduse vaartus konk-
reetse valimi X korral. Teoreetilise valimi kohta tehtud eelduste
pohjal on selle maatriksi veerud Z; soltumatute p-mootmelise
normaaljaotusega vektorite X, ~N (fi, X) realisatsioonid. Veeru-
vektorite soltumatuse tottu on lihtne vélja kirjutada teoreetilise
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valimi tihedust — see on veeruvektorite tiheduste korrutis,

n
L(flaf2a"'afn;ﬂ72):f(flvj'2,"'7fn;ﬁ72):H fil(fl w 3

Fexp { — (3 — /S @ - ).

Siit saame vorduse

L(fl, fg, ceey fn; /I, 2)
1 1<
— —\/ —1/= —
= ———— eXp{ — = Ti— @)X (%, — @)} (5.1
TP T L@ @) G
Teisendame eksponentfunktsiooni astendajas olevat avaldist, ka-
sutades maatriksi jalje omadust

tr(AB) = tr(BA).

Eksponentfunktsiooni astendajaks oleva summa saame niiiid esi-
tada maatriksite jilgede summana. Toepoolest, kuna see summa
on ithemootmeline suurus, voime kirjutada

S (@ — f)YS @ - @) = Y ulSNE@ - 1) - )]
i=1 1=1

ja kuna maatriksite summa jéalg vordub maatriksite jalgede sum-
maga,

tr(A +B) = trA + trB,

saalne

Dt [ETHE = )@ - )] = a3 Y @ - @)@ - 0))

Suurima toepéra hinnangute leidmiseks muudame viimasena saadud
summas liidetavad maatriksid esmalt keerulisemaks. Kasutame
samasust

+ T — ji.

&8

|
=
8
K1



Arvestades, et

sSaame

(SN (@ - @) - )]
=1

= (S Y@ - D@ - '+ n(F - DE - 7))
1=1

Kuna summa avaldis on parajasti see, mida kasutasime hinnan-
gu S, madramisel, saame

> (@ — i) ST — fi) = nte{ ST S + (T - i)(7 - i) ]}
i=1

Toepéarafunktsioon omandab kuju

L(flv f?a sy f?% /j, 2)

= e { (S S - DE - D)) (5.2
(2m) 2| 2|2 2

Leiame niitid parameetrite vaartused, mille korral toeparafunkt-

sioon saavutab maksimumi. Tarviliku tingimuse kohaselt peavad

funktsiooni osatuletised maksimumpunktis vorduma nulliga.

Enne tuletiste leidmist 1aheme {ile logaritmilisele toeparafunkt-

sioonile:

(@1, Fai i, D) = =5 In(2m)

n n 1 = = —
—§ln]2|—§tr{2 YS,+(Z — @) (Z — )]} (5.3)
Esitades osatuletised maatrikstuletise abil saame vorrandisiis-
teemi
{ dl(£17527"'7f’ﬂ;ﬁ72) — 0
dfi -
di(F1, T2, il B)
= -
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Kasutades maatrikstuletise omadusi lisast 1 on need tuletised
lihtsalt leitavad. Omadust (xi) rakendades saame ruutvormi dife-
rentseerimiseeskirja

d(Z' A7)

dz

kui A on stimmeetriline maatriks. Kuna logaritmilise toepéra-
funktsiooni avaldises (5.3) vaid tiks liidetav soltub parameetrist
1, siis saame

i@y, Ti i X)) 0 sz oz o

— 27 A,

dji 2dj

nd(Z — @)S~ YT — i) = el
= — = == - .

5 i n(z — f))x

Esimesele vorrandile saame kuju
=& — i) =0,

mille lahendiks on 7 = Z.
Teises vorrandis asendame ji tema jaoks leitud hinnanguga 7.
Saame

di (T, ..., Tn i = 7, %) B ﬁdln]Z\ Edtr(E’lg*)
dx 2 d¥ 2 dX
Leiame esimese liidetava saadud avaldises kasutades tuletise oma-
dusi (v) ja (xvi) lisast 1:

ndln|X]  dn|X| 4| n 1 a1 N et
_n - i ol SRS Y
2 dx I3 dx 2]y RlveeE 9 Vo

Teise liidetava korral kasutame tuletise omadusi (xvii), (vii) ja
(v):
ndtr(27'S,)  ndr(Z7'S,) d(Z7'S,)

2 dx 2 4(=-18,) dx
n N a1t n A _ _
= —ivec’Ip(S* L) = §Vec'S*(Z ez,
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Tuletise avaldis on seega kujul

d#y,..., T i = 1,5 A
(@, e ):Z(veC'Z_lveC'S*(E_1®E_1)),

kust parast tuletise vordsustamist nulliga saame

(vecS,)' (T '@ 27! = (vecZ Y.

Korrutades niitid paremalt vorduse molemat poolt otsekorruti-
sega ¥ ® X ja arvestades vordust vec(ABC) = (C' ® A)vecB,
saame

(vecS,) = (vecX),

mis aga tdhendab, et 3 = S,. Saime sama tulemuse, mis mo-
mentide meetodiga.
Sonastame saadud tulemused jargmise teoreemina.

Teoreem 5.1. Olgu X p-mootmelise normaaljaotusega juhuslik
vektor, X ~ Ny(fi,X). Siis valimi Z1,Za,...,2Z, pohjal leitud
suurima toepdra hinnangud parameetritele i ja 3 on jirgmised

n
E Ly
=1

L= =

S|

»=8, = (T — &) (Z; — ) (5.4)

Vaatame veelkord kuju (5.2), mille saime anda toepérafunkt-
sioonile. Tuletame meelde toepéarafunktsiooni téhenduse: kui
vaatame parameetreid fikseerituna ja loeme muutuvateks argu-
mentideks valimi elemendid, on sama funktsioon teoreetilise va-
limi tihedusfunktsiooniks. Seega saame teoreetilise valimi tihe-
dusfunktsiooni esitada hinnangute Z ja S, kaudu,

fx(X; i, %)
_<27r>1|zr exp{~Str{S 78, +(F — {)(F — i) }).(5.5)
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Sellest esitusest aga jareldub, et vastavad statistikud on piisavad
statistikud parameetrite ji ja ¥ hindamiseks. Kuna siin tihedus-
funktsioon jaguneb kahe teguri korrutiseks,

T = —1 ex - (218
fX(Xnu?E) - (27T)% ‘ = ’% p[ 2t (2 S*)]
x expl—5tr(271(F - 1) - 7)), (5.6)

tuleneb siit ka nende statistikute soltumatus, kui vaid onnes-
tub niidata, et tegurid on statistikute marginaaltihedusfunkt-
sioonid.

§6. Wisharti jaotus

A. Statistikud. Normaaljaotuse parameetrite hinnangute oma-
duste uurimiseks votame vaatluse alla neid méairavad statis-
tikud._) Vaatame esmalt jaotuse keskvadrtust. Teda hindava statis-
tiku X saame, kui hinnangut médravas valemis konkreetse vali-
mi elemendid asendame teoreetilise valimi elementidega,

=

X:iZX‘i.

Vastavalt teoreetilise valimi omadustele on liidetavad vektorid
soltumatud ja normaaljaotusega. Kuna soltumatute normaal-
jaotusega juhuslike vektorite summa on normaaljaotusega, on

ka statistik X normaaljaotusega. Leiame tema keskviirtuse,
- 1<
EX = Zl EX, =
1=

ja dispersioonimaatriksi,

px-2t Zn:DXi Iy
=1

n2 < n
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Seega keskvaartuse hinnang on nihketa ja mojus, tema jaotuseks
on mitmemootmeline normaaljaotus, X ~ Ny(, %2)
Normaaljaotuse dispersioonimaatriksile maéaérab suurima toe-
para hinnangu statistik S,

<

S, = Y. (6.1)

S

(X - X)X -
=1

Selle statistiku jaotuse kirjeldamiseks peame tutvuma iihe uue
jaotusega.

B. Wisharti jaotus. Defineerime Wisharti jaotuse teatava kon-
struktsiooni kaudu.

Definitsioon 6.1. Olgu X juhuslik p X n-maatriks, mille vee-
rud X; on soltumatud ja sama tsentreeritud normaaljaotusega,
Xi ~ Np(0,%). Siis juhusliku maatriksi

V = XX/
Jaotust nimetatakse Wisharti jaotuseks parameetritega 3 ja n.

Liihidalt tahistame asjaolu, et juhuslik p x p maatriks V on Wis-
harti jaotusega parameetritega 3 ja n, jairgmiselt: V.~ W,(X, n).
Kui esimeseks parameetriks on ithikmaatriks, 3 = I, siis {itleme,
et tegemist on standardse Wisharti jaotusega.

Vastavalt plokk-maatriksite korrutamise eeskirjale avaldub defi-
nitsioonis méaratud maatriks V summana

X
=, n oL

V =XX = [X1 Xy ... Xn} X2| = Y XX (62)
)_(" i=1

n

Jargmises teoreemis esitame Wisharti jaotusega juhusliku maat-
riksi esimesed momendid.

02



Teoreem 6.1. Olgu V ~ W, (3, n). Siis
EV =n¥,

DV =n(l +Kp,)(Z®X),
kus K, , on kommuteerimismaatriks.

Toestus. Esitus (6.2) voimaldab lihtsalt leida keskvéértuse.
Toepoolest,

n n n
=1 =1 i=1

Dispersiooni leidmiseks votame esmalt Z ~ N (0, I,) ja moodus-
tame korrutise

W =727 =22 ... Z,7).
Maatriksi W keskvaértuse saame kujul
EW =DZ =1,

Standardse normaaljaotusega juhusliku suuruse esimesi momen-
te teame:

EZ;,=EZ}=0, EZ}=DZ =1, EZ!=3.

Dispersioonimaatriks DW = DvecW on plokkmaatriks, mis
koosneb p x p-plokkidest

[DW];; = [E(ZiZZjZ/] L,i=1,...,p.

Leiame ij-nda ploki avaldise. Selleks esitame jargmised keskvéér-
tused tihikvektorite €; kaudu

E(Z;Z) = &,
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E(Z;Z;27") = 651, + €€ + €;é],
kus ¢;; on Kroneckeri delta. Kovariatsiooni definitsiooni kohaselt
Cov(Z:;Z,2;Z)=E|ZiZ(Z; Z) |- E(ZiZ)E(Z; Z) = 6i1,+&;€].

Paneme téhele, et maatriksi W dispersioonimaatriksi esitami-
seks saame kasutada kommuteerimismaatriksit K, , (vt lisa 1,
definitsioon L1.9. ). See maatriks koosneb p x p-plokkidest, kus
ij-ndas plokis ji-s element vordub iihega ja iilejaanud elemendid
on nullid. Juhusliku maatriksi W dispersioonimaatriks vérdub
definitsiooni kohaselt vecW dispersioonimaatriksiga. Seega

DW = D(vecW) = E[vecW (vecW)'| — E(vecW)E(vecW)'.
Kasutades plokkmaatriksi esitust plokkide kaudu, saame
DW = E(2:Z2,Z') — B(ZiZ)E(Z; Z')] = [61, + €¢]],
1,7 =1,...,p. Siit aga
DW =1, +K,,.

Kui X ~ N,(0,%) ja W* = X X', siis saame esitada maatriksi
W™ maatriksi W kaudu:

W* = AWA’,
kus AA’ = X. Siis kasutades valemit (L1.16)

DW* = D(AWA') = D(vec(AWA'))
= D[(A®A)vecW]=(A®A)IL:+K,,)(A®A).

Kuna maatriksid K, , ja A ® A kommuteeruvad otsekorrutise
omaduse (vii) tottu, saame

DW*=(L:+ K, )(AQA)ARA) = (I, +K,,)(Z®X).
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Kasutades esitust (6.2) Wisharti jaotusega maatriksi V jaoks
saame DW?* avaldisest toestatava valemi dispersioonimaatriksi
DYV jaoks tanu vektorite X; soltumatusele:

DV =nD(X;X!) = n(I2 + K, ,)(Z® %),
mott.

Wisharti jaotuse konstruktsioonist jarelduvad omadused esita-
me jargnevas teoreemis.

Teoreem 6.2. Wisharti jaotusel on jargmised omadused:

(i) olgu Vi ~ Wp(XE,n1) ja Vo ~ Wy(E,n2) soltumatud
Juhuslikud maatriksid, sits Vi + Vo ~ W,(X, n1 + na);

(ii) olgu V ~ Wy(X,n) ja C : k X p tdisastakuga maatriks
(k < p), siis CVC' ~ Wi(CEC/, n);

(i) olgu G : n x n simmeetriline idempotentne maatriks ja
XX~ Wy(X,n)), siis XGX' ~ W,(X,r), kus r on maat-
riksi G astak.

Toestus. Vidide (i). Valemi (6.2) kohaselt on iga Wisharti jao-
tusega juhuslik maatriks esitatav maatriksite summana. Seega

n1

vi=Y XX ja vy = ZX

=1

Sellest esitusest aga jareldub nende maatriksite summa analoog-

ne esitus
ni+nz

Vi+Vy= Z Xz*)zz*/v
=1

oo | XY k=120
! _’Z()n, kuii=mny+1,...n1 + nog,

kus
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millest jareldub summa esitus maatriksite korrutisena

Xl
Vi+ Ve =Xy Xo [Xé] )

mis rahuldab definitsiooni 6.1 néudeid. Véide (i) on toestatud.

Viide (ii). Definitsiooni 6.1 kohaselt on maatriks V esitatav
korrutisena V = XX/, jérelikult

CVC' = CXX'C' = CX(CX).
Kuna aga X; ~ N(0,%), siis CX; ~ N(0,CZC’). Seega
Wisharti jaotuse definitsiooni kohaselt CVC’ ~ W,(CXC’,n).

Véide (iii). Kuna maatriks G on siimmeetriline, siis on ta esi-
tatav omavektorite ja omavaartuste kaudu,

n
G =TAI' =) \77/.
=1

Maatriksi G idempotentsuse tottu on r omavéértust tihed, iile-
jaanud aga nullid. Eeldame, et maatriksi G omavaértused on jér-
jestatud mittekasvavalt (tunnuste jarjekorra vahetamisega and-
memaatriksis on see alati saavutatav). Siis

T
G = Z i -
=1

Niilid saame

s T
XGX' = X(Z V7 )X = Z X737 X
i=1 i=1

Seega oleme juhusliku maatriksi esitanud r maatriksi summana.
Wisharti jaotuse definitsiooni rakendamiseks peame néitama, et
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liidetavaid maatrikseid moodustavad veeruvektorid X+; on nor-
maaljaotusega, X7; ~ N(0,X), ning soltumatud. Kuna

X7 = X171i + Xov2i + - - - + Xy (6.3)

siis maatriksi X veeruvektorite soltumatuse ja omavektorite nor-
meerituse tottu

n
DXF) =% ;=%
=1

Kuna soltumatute normaaljaotusega juhuslike vektorite lineaarkom-
binatsioon on normaaljaotusega, saamegi siit X9; ~ N (6, 3).
Arvutame erinevate veeruvektorite vahelise kovariatsiooni. Maa-
triksi X veeruvektorite soltumatuse ja omavektorite ortogonaal-
suse tottu saame kasutades esitust (6.3)

n
EX%:(X%)] =Y i B(XiX])
=1

n
= B) iy =29/5 =0.
=1

COU(X;};’L’? X;}/’])

Seega saame maatriksi XGX' esitada definitsioonis 6.1 noutava
konstruktsiooniga, XGX' ~ W,(X,r), mott.

Jareldus 6.2.1. Olgu tunnusvektor normaaljaotusega, X ~
Ny(fi,X). Siis statistik nS., on Wisharti jaotusega:

nS, ~ W(X,n—1),

kus S on antud valemiga (6.1).
Toestus. Vastavalt valemile (2.4) voib statistiku S, esitada

-/
siimmeetrilise ja idempotentse n x n-maatriksi (I, — 111") abil,



Lihtne on veenduda, et nimetatud maatriksi astak on < n — 1,
kuna liites viimasele reale koik eelnevad read, muutuvad viimase
rea elemendid nullideks. Tegelikult on astak vordne (n—1), sest
maatriksil (I,, — %ﬁﬁ/) on (n—1) mittenullilist omavéértust. Siis
aga teoreemi 6.2 viite (iii) kohaselt

/

M = (X — jill, ) (I, —

~

/

)X — ) ~ Wy(Sn — 1).

Veendume, et M = nS,. Parast sulgude avamist maatriksi M
avaldises jadb alles ainsa mittenullilise liidetavana korrutis
X(I, — —1,1)X’,

seega
nS, ~ Wy(3,n—1),

mott.

Jareldus 6.2.2. Olgu ildkogum normaaljaotusega, Ny(fi,3).
Siis statistiku

=

(n—1)8 =Y (X; - X)(X; - X',
i=1

jaotuseks on Wisharti jaotus,

(n—1)S~W(X,n—-1).

Toestus. Vaide jareldub otseselt eelmise jarelduse toestusest.
Eelmise paragrahvi 1opus nagime, et toeparafunktsiooni kuju vii-

tab statistikute X ja S soltumatusele. Niitame niiiid, et see on
toepoolest nii.
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Teoreem 6.3. Olgu X = [X,...X,] teoreetiline valim, kus

Xi ~ N,(ii, X). Siis statistikud X ja S on soltumatud, kus X
ja S on antud valemitega (2.2) ja (2.5).

Toestus. Kasutame jélle standardse normaaljaotusega soltuma-
tutest juhuslikest vektoritest Y; moodustatud p x n-maatriksit
Y. Saame vaatlused X; esitada Y; kaudu

kus ¥ = AA’. Suurima toepara statistikud vektori X jaoks
saame esitada vektori Y vastavate statistikute kaudu:

[X S.]=[AY +/i AS; A'].

Maatriksis Y : p x n on koik elemendid soltumatud ja sama
jaotusega, Y;; ~ N(0,1). Votame kasutusele kaks projektorit

1527

1 e
G =1, ~11 ja Gy,=—1i
n n

Paneme téhele, et need on ortogonaalsed ja nende summa on
samasusteisendus:

GGy = 0; G+ Gy =1,.

Seega projekteerivad nad maatriksi Y ridadest Y moodusta-
tud vektorid ortogonaalsetele alamruumidele ruumis R"™. Veelgi
enam, need projektsioonid on séltumatud juhuslikud vektorid.
Veendume selles. Teame, et vektorid G1(Y®)’ ja Go(Y)) on
normaaljaotusega. Soltumatuse niitamiseks piisab naidata, et

Cov(G1(YWY, Go(YW)) =0, ij=1,...,p.
Toepoolest:

Cov(G1 (YD), Go (YY)
= B(G1 (YD) (YUHGy) = GG, = 0.
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Siis aga ka G1Y’ ja G2 Y’ on soltumatud. Samas ny = ﬁ;GQY’
ning nSy* = YG1G1Y' ja seega on ka need statistikud sol-

tumatud. Sellest omakorda jareldub aga statistikute X ja S,

soltumatus, kuna nad on saadud statistikutest Y ja Syx li-
neaarteisendusega, mis soltumatust ei mojuta.

Ulesanded

6.1. Leida maatriksi I,, — %ﬁn ﬂ:l omavaartused.

6.2. Leida juhusliku suuruse Z ~ N(0,1) momendid m3(Z) ja
ma(2).

6.3. Kontrollida, kas G = I, —
projektorid.

§ 7. Wisharti jaotuse karakteristlik funktsioon ja toe-
naosustihedus

Teame, et juhusliku vektori karakteristlik funktsioon on mééra-
tud eeskirjaga
pg() = E@E™).

Juhusliku maatriksi karakteristliku funktsiooni defineerimisel
esitame maatriksi vektoriseeritud kujul ja ldhtume siis juhus-
liku vektori karakteristliku funktsiooni eeskirjast. Rakendades
p x n-maatriksile X vektoriseerimise operatsiooni vec, saame pn-
vektori

X1
vecX = | X2
X,

Juhusliku maatriksi X : p x n karakteristlik funktsioon (mille
argumendiks peab olema p x n-maatriks T) médratakse eeskir-
jaga

©x(T) = pyecx (vecT) = Eet(ved' TvecX)
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Arvestades maatriksi jalje omadust
tr(A’B) = vec' AvecB,
saame maatriksi X karakteristlikule funktsioonile esituse
ox(T) = B (TX),

Kui juhuslik maatriks on positiivselt madratud (seega siimmeet-
riline), peab ka argument T olema positiivselt madratud. See-
tottu Wisharti jaotusega juhusliku maatriksi V korral

SOV(T) — Eeitr(TV) )

Leiame selle keskviartuse. Vastavalt valemile (6.2) on Wisharti
jaotusega maatriks V ~ W),(X, n) esitatav kujul

n
— =

V=> X;X],
j=1

kus Xj ~ N,(0,%). Lahutuse 3 = AA’ tottu on vektor )?j
esitatav standardse normaaljaotusega vektori Z; kaudu, Xj =
AZj. Karakteristliku funktsiooni saame seetottu esitada kujul

—

ov(T) = Feitr(ATAS Z*jz;.).

Maatriks A’TA on siimmeetriline, seda saab esitada omaviir-
tuste ja omavektorite kaudu,

A'TA = TAT,

kus omavektorite maatriks I" on ortogonaalne (I'TY = I'T" = L)),
omavéadrtuste maatriks A aga diagonaalmaatriks. Karakterist-
liku funktsiooni jaoks saame avaldise

‘PV(T) = Eeitr(I‘AI" =1 ZjZ;) _ Eeitr(A S F/ZjZ}F)‘
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Kuna aga ortogonaalteisendus ei muuda standardse normaaljao-
tusega vektori jaotust, I'Z; ~ N(0,1I,), voime kirjutada

ov(T) = Bttt AT Zi7)) _ ot S iy Zighe

Arvestades, et eksponentfunktsiooni astendajaks olevas summas
on liidetavad soltumatud, saame

n p

ov(T) = [T TT B%™) = TT T ez ).
j=1k=1

j=lk=1

Niiiid jidb iile veel asendada korrutisse x2(1)-jaotuse karakte-
ristliku funktsiooni avaldis. Saame

n P n
ov(T) = [T T | 1-2ix | 2= [ 1,—~20A] 2 = [T,~2iA| 5.
j=1k=1 j=1

Seetottu, et omavektorite ortogonaalmaatriksi determinant vor-
dub tihega, voime kirjutada

v (T) = (TIL, — 20A||T'|) "/ = |L, - 2A"TA| /2.
Kasutades determinandi omadusi jouame vordusteni
pv(T) = (JA'|(A) AT 2T |A|) 77 = (|27 - 20T||=)) "2,
kust loppkokkuvottes saame
ov(T) = |L, — 2T 3,
Seega oleme toestanud jérgmise teoreemi.

Teoreem 7.1. Olgu juhuslik maatriks V. Wisharti jaotusega,
V ~ W(X,n). Siis tema karakteristlik funktsioon on mddratud

valemiga
ev(T) = I, — 2iTX| 2 (7.1)

kus argument T on posititvselt madratud reaalarvuline maatriks.
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Tihedusfunktsiooni tuletamine on tiilikam. Esitame Wisharti
jaotuse tiheduse jargmises teoreemis toestuseta (toestus vt néi-
teks Muirhead (1982), Kollo, von Rosen (2005)).

Teoreem 7.2. Olgu juhuslik maatriks V. Wisharti jaotusega,
V ~ W(X,n). Siis tema tihedusfunktsioon on mddratud eeskir-
Jaga

‘V|(n,p,1)/2

— e—%tr(271V)
2/ 2p(p=1) /4|02 TTP_ T[L(n+ 1 - k)] ’

fv(V)

kus argument V on positiivselt madratud reaalarvuline maatriks.

Ulesanded

7.1. Leida Wisharti jaotusega W), (3, n) juhusliku maatriksi V
keskvadrtus karakteristliku funktsiooni diferentseerimise teel.
7.2. Néidata, et kahe soltumatu maatriksi Vi ~ W,(X,n1) ja
Vy ~ W, (X, ny) summa karakteristlik funktsioon on Wisharti
jaotuse W,(X, n1 + ng) karakteristlik funktsioon.

§8. Hotellingi 7>-jaotus

Uhemaotmelisel juhul tuli keskviidrtuse vahemikhinnangute saa-
miseks defineerida uus jaotus — t-jaotus. See oli suhte
X—u

S

Vn
jaotus, kus §% = ﬁ S (Xi—X)?% Samasugune vajadus tekib

ka mitmemo&otmelisel juhul. Statistikuks, mille jaotuse leiame,
on niiiid ruutvorm

n(X - fys~Y(X - f) (8.1)
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voi kasutades dispersioonimaatriksi suurima toepéra hinnangut,
ruutvorm

(n—1)(X - 7S, 1(X - o).

Maéadrame uue toendosusjaotuse teatava konstruktsiooni abil.

Definitsioon 8.1. Olgu normaaljaotusega juhuslik vektor X,
X ~ N(0,L,), ja Wisharti jaotusega juhuslik maatriks 'V, 'V ~
W(I,,n), soltumatud. Siis juhusliku suuruse

T2 = n X'V X

jaotust nimetatakse Hotellingi T?-jaotuseks parameetritega p ja
n.

Liihidalt tihistame selle jaotuse T2 ~ T2(p, n).

Vaatame kuidas seda jaotust kasutada ruutvormi (8.1) kirjel-
damiseks. Sonastame teoreemina jargmise véite.

Teoreem 8.1. Olgu mnormaaljaotusega tldkogumist, X ~
Ny(fi,X), saadud valim mahuga n. Siis

n(X - @S~ (X = i) ~ T2(p.n — 1),

Toestus. Lahtume normaaljaotusega tunnusvektorist X. Siis
on ka statistik X normaaljaotusega, X ~ N (i, %E) Vastavalt

normaaljaotuse definitsioonile leidub poéoratav maatriks A nii,
et AA’ = X ja juhuslik vektor

Xo = VnA " (X — i) (8.2)

on standardse normaaljaotusega, Xo ~ N(ﬁ, I,). Jérelduse 6.2.2
pohjal (n — 1)S ~ W(X,n — 1). Kasutades Wisharti jaotuse
omadust (ii) teoreemis 6.2 saame ka statistiku S standardiseerida.
Maarame statistiku

Vo= (n—1)A"'SA ! (8.3)
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siis Vo ~ W (I,,n — 1). Kuna statistikud X ja S on soltumatud,
siis on ka X ja Vg soltumatud. Neist aga saame kokku panna
juhusliku suuruse, mis on T2-jaotusega,

(n—1)X)VgiXy ~ T%(p,n —1).

Naitame, et selle juhusliku suuruse saame esitada ruutvormina
(8.1). Toepoolest, asendades X¢ ja Vo nende méédramiseeskir-
jadest (8.2) ja (8.3), saame

— — = 1
(n—1)X,Vy'Xo = (n—1)v/n(X — ﬁ)’(A’)_lA’mS_lA

= =

xViAH (X — i) = n(X - @)sH(X - ),

mott.

Osutub, et Hotellingi jaotuse saame taandada F-jaotusele. Olgu
T? ~ T?(p,n). Siis

— 1
PP ppn—po1) (8.4)
pn
Seega
S Een(X - @S (X i) ~ Flpn—p). (85)
p(n —1)
Jéareldus 8.1.1. Teoreemi 8.1 eeldustel
(n—1)(X ~@)yS;HX — ) ~ T2 p,n—1).  (8.6)
Toestus. Viiteni (8.6) jouame teoreemi mottekiigu kordamisel
S, jaoks,
mott.
Ulesanded

8.1. Toestada, et
(n—1)(X — 7)S; (X — i) ~ T(p,n — 1).
8.2. Toestada seos (8.4).
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§9. Hiipoteesid iildkogumi keskvaartuse kohta

Statistiline hiipotees on véide tildkogumi kohta. Otsus vaite 6ig-
suse kohta langetatakse valimi pohjal. Kui vdide puudutab iild-
kogumi parameetreid, nimetatakse seda parameetriliseks hiipo-
teesiks. Enamasti esitatakse statistilised hiipoteesid alternatiiv-
sete viidete Hy ja Hi paarina, millest esimest nimetatakse null-
hiipoteesiks ja teist sisukaks ehk alternatiivseks hiipoteesiks.
Vaatame parameetriliste hiipoteeside paari parameetri 6 koh-
ta. Tahistame selle parameetri voimalike vaartuste ruumi stim-
boliga ©. Uldjuhul jaotatakse hiipoteeside esitamisel parameetri
voimalike vidrtuste ruum osadeks Oq ja 01, kusjuures

O=0pU0B; ja Oy NO; =0.
Uldise hiipoteeside paari parameetri 6 kohta voime esitada kujul

Hy: 6€0
Hy: 0€0O,.

(9.1)
Otsuse langetamiseks

e valitakse teststatistik T'(X),

o leitakse teststatistiku jaotus Hy kehtivuse korral,

e madratakse olulisuse nivoo «,

e leitakse kriitiline piirkond K, nii, et
P(T(X) € K4 | Hp) < a,

e arvutatakse statistiku vadrtus 7'(X'), antud valimi X" kor-
ral

e langetatakse otsus standardse reegli pohjal

kui  T(X)e K, = Hy,
kui  T(X) ¢ K, = Hy.
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Otsust langetades voib tekkida iiks kahest voimalikust veast.
Vottes vastu sisuka hiipoteesi Hy voib teha 1. liiki vea. Selle vea
tegemise toendosus on tokestatud olulisuse nivooga «. Vottes
vastu nullhiipoteesi Hy voib teha 2. liiki vea. Selle vea tegemise
toendosus on tokestatud suurusega 1 — a.. Vastavalt vea toenéo-
susele on ka suhtumine vastuvoetud hiipoteesi erinev — vastuvoe-
tud sisukas hiipotees loetakse toestatuks, vastuvoetud nullhiipo-
teesi kohta oeldakse, et seda ei onnestunud kummutada. Seega
jadab voimalus, et suurendades valimi mahtu, uurides iildkogumit
pohjalikumalt, onnestub nullhiipotees kummutada.

Esimeseks probleemiks otsuse langetamise eeskirja leidmisel on
teststatistiku valik. Siin voib toetuda intuitsioonile, kasutada
analoogiat ithemootmelise juhuga. Kuid selleks valikuks on ole-
mas ka rida standardseid eeskirju. Véaga paljudel juhtudel kasu-
tatakse teststatistikuna toepdrasuhte statistikut. Seda statistikut
kasutatakse sageli ka iihemootmelistes {ilesannetes. Defineerime
toepérasuhte statistiku.

Definitsioon 9.1. Olgu L(X,0) toepdrafunktsioon valimi X kor-
ral ja X wastav teoreetiline valim. Vajagu kontrollimist hiipotee-
side paar (9.1). Statistikut

maxeeeo L(X, (9)
maxgee L(X,0)

A(X) = (92)

nimetatakse toeparasuhte (TPS) statistikuks.

Nagu nédha, soltub toepérasuhte statistiku kuju tildkogumi toe-
nédosusjaotusest ja esitatud hiipoteesidest. TPS statistikul on
ilus sisuline tdhendus: ta néitab maksimaalsete toendosuste su-
het saada uurija kasutuses olev konkreetne valim. Lugejas olev
maksimum arvutatakse eeldusel, et iildkogumi parameeter kuu-
lub nullhiipoteesis néidatud piirkonda, nimetajas olev maksi-
mum aga eeldusel, et tildkogumi parameeter voib omandada mis-
tahes voimaliku vidrtuse. Kuna ©g C ©, siis voib TPS statistik
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omada vaartusi 16igul [0,1]. Selle statistikuga seotud kriitiline
piirkond on standardse kujuga

K, =10,(, (9.3)

kus konstandi ¢ maédramiseks tuleb teada statistiku A(X) jaotust
nullhiipoteesi korral. Seega TPS statistiku kasutamisel lange-
tatakse otsus jargmise reegli pohjal:

kui A(X) <c= H;, kui A(X)>c= H,. (9.4)

Vaatame selle skeemi rakendamist normaaljaotusega iildkogu-
mis, X ~ N(ji, ), kontrollimaks hiipoteese keskvéaartusvektori
vordumisest teadaoleva vektoriga jig,

Hy :
Hll

0

Ty
“gi =

£
Leiame toepérasuhte statistiku selle hiipoteesipaari korral. Ar-
vutame esmalt nimetajas oleva maksimumi — toeparafunktsiooni
maksimaalse vadrtuse parameetrite kdikvoimalike vaartuste ruu-
mis. Teatavasti omandab toepéarafunktsioon maksimaalse vaartu-

se, kui parameetriteks valida suurima toepéra hinnangud ﬁ =z
ja ¥ = S,. Kasutades toepéarafunktsiooni esitust (5.2) saame

N 1 N A4
L(X;z,8,) = mexp{—gtr{s* [S.+0]}}
! exp(— ~trL) ! e % (9.5)
=, &~ n XPl—5 SN — .
erF 8.7 27 en¥ 8.3

Lugejas olev toepéarafunktsiooni maksimum tuleb leida eeldusel,
et keskvaartusvektori vadrtus on fig. Lahtudes toeparafunkt-
siooni avaldisest (5.1) voime kirjutada

1 n

1
L(X;fig, ) =———— exp{—= Y (Zi—fo)'Z " (ZFi—io)}-
(X fio, 32) SEEIE xp{ 2;(% fio) 37 (T — fio) }
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Kasutades maatriksi jélje omadust tr(AB) = tr(BA) saame
toepéarafunktsiooni esitada kujul

1 1 -
L(X; [y, %) = ——— exp{—=tr[Z 71 (Zi—fio) (Zi—fo)']}
(30 2) = o g et Y@ Fin) )
Téahistades .
nSo =Y (& — jio) (& — fio)’
=1

voime kirjutada

q N, aia
L(X; fio, X) = exp{—5tr[% 'Sol}-

1
(2m)% | T2
Korrates viiendas paragrahvis labi viidud teisendusi saame dis-
persioonimaatriksi STP hinnanguks eeldusel, et keskvaartusvek-
toriks on vektor fip maatriksi

~

2 =S
ja toeparafunktsiooni vadrtuseks selle hinnangu korral on

. 1 np
L(X;fio,So) = ———s——e 7. 9.5
( ) (2m)% | So |2 99

Seega tehtud eeldustel omab toepérasuhte statistik kuju

AX) = <::ODM (9.6)

Ulaltoodud skeemi jargides peaksime niiiid leidma toepérasuhte
statistiku jaotuse eeldusel, et nullhiipotees kehtib. Selle iilesande
lihtsustamiseks piiiiame iile minna lihtsamale teststatistikule,
mis oleks toepdrasuhte statistikuga samavéérne. Vaatame test-
statistiku leidmiseks esmalt suhet %. Esitame selle suhte liht-

samal kujul.
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Kasutame determinandi omadust: kui B = A + da’, siis
IB| = |A|(1+ad'A™'a).
Toepoolest, kuna B : n x n korral
B| = |A +ada'| = |A|L, + A~ 'aa’|,
siis rakendades determinandi omadust
I, + AB| = |I,, + BA|, A:nxm, B:mxmn,

saamegi, et
IB| = |A|(1+ J’A_lc"i).

Teisendame maatriksit Sy,
nSy = Y (Xi—fio)(Xi — jo) =) (Xi - X)(X; — X)'
i=1 i=1

= =

+ (X — fio)(X — fio)" = nSu +n(X — fio)(X — fio)".

Seega
[Sol = IS4/(1 + (X — fio)'S7 1 (X — fho))-

Meenutades valemit (8.6) ndeme, et sulgudes olev ruutvorm
(X — flo)'S7H(X — fio)

on nullhiipoteesi kehtivuse korral kirjeldatav Hotellingu 7%-jao-
tusega, kuna

T2(X) = (n — 1)(X — fio)'S: (X — fin)) ~ T2(p,n — 1).

Kokkuvottes oleme toeparasuhte statistiku esitanud kujul

A(X) = <1+T3(X))_3.

n—1

70



Me oleme saanud TPS statistiku esitada iihe statistiku mono-
toonselt kahaneva funktsioonina, st leiduvad niisugused konstan-
did ¢ ja ¢k, et vorratused

AX)<e, = T>X) >

kehtivad iiheaegselt. Tegemist on viga kasuliku esitusega: statis-
tiku T2(X) abil saame esitada toepirasuhte statistikuga A(X)
samavadrse otsustuseeskirja, kusjuures kriitiline piirkond K, =
[¢kr, 00). Nullhiipoteesi kehtides on

n—pP ;2
—T7(X) ~ F(p,n—Dp).
o P £ (X) ~ F(p,n—p)
Kui oleme fikseerinud olulisuse nivoo «, saame valida kriitilise
piirkonna alumiseks otspunktiks F'—jaotuse a—tédiendkvantiili
fa,pn—p- Seega oleme joudnud otsustuseeskirjani

T*Q(X) ~ TQ(p7n - 1)7 ehk

n—p 9

ki P 2y g
ul p(n — 1) *( ) - fohpan p 1,
ki ——L2 TXX) < fapnp = Ho.

p(n—1)

Ulesanne

9.1. Néidata, et fikseeritud keskvéértuse fip korral on suurima
toepara hinnanguks normaaljaotuse dispersioonimaatriksile avald-
is

=S =

S

n
> (& — fio) (& — fio)'-
=1

§10. Keskvaartusvektori usalduspiirkond

Uhe parameetri @ korral kasutati hinnangu téipsuse kirjeldami-
seks usaldusvahemikku. Etteantud toendosuse — usaldusnivoo ~y
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— korral oli usaldusvahemikuks teoreetilise valimi abil madratud
juhuslik vahemik (a(X), (X)), mille korral

P8 € (a(X),b(X))) = 7-

Tihti esitati usaldusnivoo kujul 1 — «, kus « on nullile ldhedane
toenaosus.

Sama idee realiseerub mitmemodtmelisel juhul usaldushulga e.
usalduspiirkonna kaudu. Defineerime usalduspiirkonna.

Definitsioon 10.1. Parameetri 0 usalduspiirkonnaks usaldusni-
vooga v nimetatakse teoreetilise valimi abil madratud juhuslikku
piirkonda R(X), kui

P e R(X)) > 1.

Erinevaid usalduspiirkondi on voimalik konstrueerida palju.
Kasulik on piiritleda parameetreid voimalikult tapselt, st konst-
rueerida see hulk nii véike kui voimalik. Vaatame jargnevas usal-
duspiirkonna konstrueerimist normaaljaotusega N (i, ¥) {ild-
kogumi keskvéartusvektori ji jaoks.

A. Usaldusellipsoid. Liahtume Hotellingi T2-statistikust
T%(X) = n(X - GYS~H(X — f),

mis on T2-jaotusega T?(p,n — 1). Korrutades seda juhuslikku
suurust sobivalt valitud konstandiga saame F-jaotusega juhus-
liku suuruse,

n—p g ove-l/v =
——n(X—-p)S (X — i)~ F(p,n—p).
e & ST K ) ~ Fpn—p)
Valides niiid v = 1 — «, saame F-jaotuse a-tdiendkvantiili

fapn—p abil vilja kirjutada definitsioonile vastava usalduspi-
irkonna usaldusnivooga 1 — «,

= —

p (M—_Pl)@ s R — ) < f) i
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Seega on usalduspiirkonnaks usaldusnivooga 1 — « juhuslik el-
lipsoid p-mo66tmelises ruumis

E s K- < P 0)

Selle ellipsoidi keskpunktiks on valimi keskvaartusvektor, ellip-
soidi kuju (pooltelgede pikkus ja suund) on médratud valimi
dispersioonimaatriksiga. Erinevate konkreetsete valimite korral
ellipsoidi keskpunkt ja kuju monevorra varieeruvad. Usaldus-
piirkonda kuuluvad koik sellised vektori i hinnangud, mille kor-
ral vorratus (10.1) kehtib.

B. Keskvairtusvektori lineaarkombinatsioonide usaldus-
vahemikud. Olgu tegemist normaaljaotusega iildkogumiga,
X ~ Np(fi, X). Vaatame selle juhusliku vektori lineaarkombinat-
siooni @'X. Siis @'X ~ N(a'[i, d'¥a) ja

—/ = =/ = 1 =/ —

a'X ~ N(d'pg, —a'xa).

n

Asendades dispersioonimaatriksi X statistikuga S saame konst-
rueerida t-jaotusega juhusliku suuruse

Kasutades niitid t-jaotuse kvantiile saame leida keskvaartusvek-
tori lineaarkombinatsioonile @’fi usaldusvahemiku. Toepoolest,
kvantiilide méaratlusest jareldub, et

a'X-—-ad'p
Plts n1 < Vi Pcta,)=1-a
27 CY’SC? 27
kust tuleneb
2 a’'sSa - a'Sa
P@@'x — 2 n-1 SC_L'//ISC_L'/X—H%,”A )=1—«



Niisugune iihe lineaarkombinatsiooni uurimine annab {ipris pii-
ratud infot keskvéartusvektori kohta. Hoopis olulisem on leida
usalduspiirkond mitme lineaarkombinatsiooni jaoks iiheaegselt.
Piliiame seda teha. Votame vaatluse alla r keskvéartusvektori
lineaarkombinatsiooni @ /i, dyfi, ..., d, [i. Vottes kasutusele pxr
maatriksi A, mille veeruvektoriteks on lineaarkombinatsioonide
kordajad,
A=ldady ... dl,

saame moodustada huvipakkuvate lineaarkombinatsioonide vek-
tori 17,

Y = A'X.
Kuna mitmemootmeliste normaaljaotuste klass on kinnine line-
aarteisenduse suhtes, on selle vektori jaotuseks r-mootmeline
normaaljaotus, ¥ ~ N,(A'fi, A’SA). Tihistades

=

Ai=7, Y=A'X ja A'SA=S;

ning eeldades, et lineaarkombinatsioonide kordajad @; on line-
aarselt soltumatud (sel juhul on maatriks A téisastakuga), saa-
me valja kirjutada usaldusellipsoidi usaldusnivooga 1 — «a vektori
U jaoks,

ORI e €

Y
Usalduspiirkonna abil esitatud informatsioon parameetrite koh-
ta on lihtsamini moistetav, kui usalduspiirkonnaks on teatud
"tahukad", milles iga koordinaadi jaoks konstrueeritakse usal-
dusvahemik. Niisuguse "tahuka'"konstrueerimiseks vajame toket
lineaarkombinatsioonide maksimaalsele vidrtusele. Selle leidmi-
seks kasutame jargmist maatriksalgebra tulemust.

!

( farn—r (10.2)

Lemma 10.1. Olgu 'V positiivselt mddratud p x p-maatriks ja A
taisastakuga p x r-maatriks, r(A) = r, (r < p) veeruvektoritega
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- <TF'AA'VA)TTA'Z < #'VTE (10.3)

iga & € RP korral.

T()estusi Néitame esmaltlteise V6rrat}18e kehtivuse. Tahistame
¥ = V2% kust £ = V2g. (Siin V2 tdhistab siimmeetrilist
ruutjuurt maatriksist V). Uutes tdhistustes omandab vorratus
kuju:

N|=

7'VIAA'VA)LA'V2§ < 7'y
Téahistame ) )
V2A(A'VA)'A'V: = B.
Rakendades Teoreem L.1.3 peab Rayleigh suhte kohaselt kehtima
vorratus s
Yy By
y'y
kus Apax(B) on maatriksi B maksimaalne omavéirtus. Naita-
me, et Apax(B) = 1, sellest jareldub ka toestatav teine vorratus

seoses (10.3). Omavéartused rahuldavad karakteristlikku vorran-
dit

< )\max(B)a

IB—AL| = |V2A(A'VA)'A'Vz — \I,| = 0.
Determinandi omaduse (L1.6) tottu
B — \I| = \A’V%V%A(A’VA)_l — AL | = I, — A\I,| =0.

Seega B koik mittenullilised omavaértused vorduvad iihega ja
teine vorratus on toestatud.

Vorratusteahela (10.3) esimese vorratuse toestamiseks néitame
esmalt, et vorratus kehtib juhul ¢ = 1. Kasutame tahistusi Z =
A'Z = (z1,74)" ja C= A’VA, mille esitame plokkmaatriksina

—/

C C
c=| " 72,
ca1 Cao
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Maatriksi C poordmaatriksi saame esitada kujul (teine esitus
teoreemis L1.12):
-1 2>/ -1 = —1> -1
c1l- |1 o1 61Cg0181 — €11 691Cgp 4
- _ —lc—l = C—l
€11 221021 oo

kus Schuri tdiend Coz1 = Cog — 52101_116’2/1. Siis

2 2 =/ N2
S ~—]1 = z - z a{x
FCclz=" 4 d'd> 2L = S,l Z :

C11 C11 alVal

kus

1
7 —1=2r ~"2 !
d = z1077 Cg1 Coo?y — 25C09%.

M=

Esituse d'd saame maatriksite vahetu libikorrutamise teel ru-
utvormis Z’C~'Z. Tulemusena oleme tdestanud véite juhul i =
1.

Toestamaks vaidet suvalise ¢ korral vahetame maatriksis A esi-
mese ja ¢-nda veeru ja vaja on Kkorrata toestust esimese veeru
jaoks teisendatud maatriksi AEj; korral, kus Ej; on elemen-
taarmaatriks, mis realiseerib paremalt korrutades veergude va-
hetamise ja on saadud iihikmaatriksist selle esimese ja i-nda rea
ja veeru vahetamise teel. Maatriks Eq; on siimmeetriline ja va-
hetu kontroll néitab, et ta on iseenda poordmaatriksiks.
Paneme aga téhele, et teisendatud maatriksi AEq; korral kehtib
vordus

AE;((AEy;)'VAE) Y(AE) = A(A'VA)TA/.

Seega ruutvorm toestatava vorratuse paremal poolel ei muu-
tu maatriksi A veergude vahetamisega ja toestuskéiku korrates
saame esimese vorratuse ahelas (10.3) ka suvalise vektori @; ko-
rral,

mott.
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Valime niitid vorratuste ahelas (10.3) & = X - i, V. = %S ja
olgu A vektori X lineaarkombinatsioone m#irav maatriks. Siis
kasutades tdhistust Y = A’X, saame

W0 < n(f - Ay AR )
— (Y —9)'(Sy) (Y - 7)
= 1 =

< (X - [6)'STHX — ).

Vorratuse (10.2) kohaselt saame vektori o/ jaoks usaldusellipsoidi
usaldusnivool 1 — a:

(n—1)r

P(n(Y - 5)(Sq) (Y — ) < forms) =1—a.

Y n—r

Maksimaalse lineaarkombinatsiooni tokestatusest tuleneb, et koik
lineaarkombinatsioonid on sama tokkega tokestatud tGendosuse-
ga, mis ei ole viiksem kui 1 — . Téhistame

(n—1)r -

fa,r,nfra

ko =

n—r

siis

(Yi — vi)? Yi—vil _ ;-

Seega kehtivad vihemalt tGendosusega 1 — o samaaegselt vorra-

tused
X/ kOé —-/Q= Vi k()é —>/Q =
Yi— /"2 Ja@/Sd < v < Vit [ ~2\Jd@/Sd,  (104)
n n

1=1,2,...,r. Saadud {iheaegseid usaldusvahemikke nimetatak-
se Roy-Bose tiheaegseiks usaldusvahemikeks.
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Analoogilise vottega saab leida iheaegsed usaldusvahemikud keskvaér-
tusvektori koikvoimalike lineaarkombinatsioonide jaoks. Sel juhul
huvitab meid selline konstant ¢, et

_ <mgx {nw} <c2> =1-a

Kasutame jille dra vorratused (10.3). Lemmas toodud vorra-
tused kehtivad ka selle lineaarkombinatsiooni korral, mis rea-
liseerib maksimumi

(a'( =

— )2 = E
max [na’SEL‘M))} <n(X — @)/S™HX - fi).

<

ST

Osutub, et maksimumi korral asendub vorratus vordusega

seega

Siis aga saame vilja kirjutada suvaliste lineaarkombinatsioonide
jaoks samaaegselt kehtivad usaldusvahemikud

i'X - JeVasi<ai<a'X +/9Va'sa,  (10.5)
n n
kus co = p(,?:;)fa,p,n—p-

Saadud usaldusvahemikke nimetatakse Scheffe tiheaegseiks usal-
dusvahemikeks. Selge on see, et Scheffe vahemikud on laiemad
kui Roy-Bose omad, kuna viimaste korral on samaaegselt taide-
tud r tingimust, Scheffe vahemikud aga antakse {iheaegselt koik-
voimalike lineaarkombinatsioonide jaoks.
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Voib kiisida, kas on voimalik konstrueerida tdpsemaid usaldus-
vahemikke kui Roy-Bose omad, kui kitsendusi on kindel arv?
Saab, kitsamad voivad olla vahemikud, mis kannavad Bonfer-
rons usaldusvahemike nime. Olgu V%atluse all r keskvaartusvek-

tori lineaarkombinatsiooni Y; = c_z'i’ X. Tahistame

A '
Ti=Vn———, i=1,2,...,r
=/ =
\/ @Sy a;

Teame, et T; ~ t(n—1), kuid paraku on need juhuslikud suurused
soltuvad. Defineerime stindmused

A ={w: |Ti(w)| < to}.

T

P A) =1 P A5 > 13" PUAS) = 1 rP(T > 1),
3 =1

i=1

Vahepealne vorratus

1-P(JA9) > 1= P(ay)
i=1 i=1

on tuntud Bonferroni vorratusena. Kuna otsime usalduspiirkon-
da usaldusnivooga 1 — a,, nduame et ¢y oleks valitud nii, et

1—rP(|T;| > to) =1— .
Siit saame
« leY
P(|T; th)=— = P(T; th) = —
(| l’> 0) r ( i> O) 2’

kust



Seega saame Bonferroni iiheaegse usaldusvahemiku r lineaar-
kombinatsiooni jaoks esitada kujul

= ta n—1 /] 7' = E n—1
a'X — -2 Tn a/Sa; <a'p<a'X+-r— \F

Milliseid usaldusvahemikke kasutada — kas Roy-Bose voi Bonfer-
roni omi — peab selguma suhtest ¢ 2 _1/ka. Loomulikult tuleb

@!Sd;. (10.6)

eelistada kitsamaid usaldusmtervallé Kui vaatluste arv on suur,
pole erinevate iiheaegsete usaldusintervallide ulatus oluliselt eri-
nev.

Suurte valimimahtude korral saame kasutada ligikaudsete usal-
duspiiride leidmiseks astimptootilist y?-jaotust:

- - D
n(X = 0)(S)"HX — 1) —x*(»).

Selle abil saame suvalise lineaarkombinatsiooni korral asendada
F-jaotuse tdiendkvantiili y?-jaotuse kvantiili ja tdiendkvantii-
liga:

= hﬂp = ng
a'X — 2oVa'Sa<a'i<a'X + 2V a’'Sa.
n n

Suurte valimimahtude korral on nii saadud usalduspiirid vaga
ldhedased Scheffe iiheaegsete usalduspiiridega.

Ulesanne
10.1. Teha 1abi detailne tuletuskiik lemma 10.1 toestuses esineva
vorduse

saamiseks, kus



§11. Hiipoteesid dispersioonimaatriksi kohta

A. Fikseeritud dispersioonimaatriks. Vaatame normaaljao-
tusega iildkogumit, X ~ N (i,3). Olgu Xy (stimmeetriline,
positiivselt madratud maatriks) dispersioonimaatriksi oletatav
vaartus. Esitame hiipoteesid

Hy: X =%
H12 27&20

Tuletame nende hiipoteeside kontrollimiseks toeparasuhte statis-
tiku

max L(X; fi, Xo)

max; s L(X; i, %)

Kasutame lugejas oleva maksimumi leidmiseks toepéarafunktsioo-
ni kuju (5.1) kohal 3 = ¥ ning asendame valemis (5.2) konk-
reetse valimi ja sellest leitud hinnangud teoreetilise valimi ning
vastavate statistikutega:

AX) =

1 n
L(X; X = —————exp|—=tr >-1s,
(X, Z0) = o expl-u(p'S.)

+ (X -2)'S X - )

Toepéarafunktsioon on maksimaalne, kui eksponentfunktsiooni
astendaja on minimaalne, astendaja védrtusi saame muuta ai-
nult teise liidetava abil. Kuna teine liidetav on mittenegatiivne
ruutvorm, on tema vahimaks vaartuseks null, mille saavutami-
seks tuleb valida fi = Z. Seega

xp[— - tr(5;'S.)).

n—ne
z (2m)% | 2|2

Nimetajas oleva maksimumi leidsime iiheksandas paragrahvis
(valem (9.5)),

max L(X; i, ¥) = L(X;Z,8:) = —————€ 2.
nax L(X; i, %) = L( ) )
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Seega TPS statistik esitatud hiipoteeside kontrollimiseks omab
kuju
AX) = |Z518,]2 exp[—gtr(zals*) N %_

Selle statistiku jaotus ei ole teada. Kiill on aga teada TPS statis-
tiku kditumine juhul, kui valimimaht kasvab piiramatult, n — co.
Nimelt kehtib regulaarsete jaotuste korral iildine tulemus — kui

Hy kehtib, siis
D
—2In A(X) *)XQ(k)?

hii-ruut-jaotuse vabadusastmete arv k = g — v, kus ¢ on koikide
parameetrite arv selles lilesandes, v aga vabade parameetrite arv
Hy kehtimisel.

Meie TPS statistiku korral
InA(X) = gln 15508, — g[tr(zgls*) —pl,
kust
—2InA(X) = nftr(Z;'S.) — p] — nln |E;1S,].
Tahistame V = X 1S, olgu selle maatriksi omavéirtused \;,

i = 1,2,...,p. Teatavasti |V| = [[}_; N ja tr'V = >0\
Téahistame

\ =

D=

p
SN ja g="
=1

Siis

—2InA(X) =np(A —Ing—1).
Leiame TPS statistiku astimptootilise jaotuse vabadusastmete
arvu. Keskviartusvektoril on p koordinaati, dispersioonimaat-
riksil 22 ; U erinevat elementi. Kokku on parameetreid p—i—w.
Nullhiipoteesi kehtides on vabu parameetreid p, kuna X on

etteantud méadratud maatriks. Seega on asiimptootilise jaotuse
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vabadusastmete arv @. TPS statistiku kasutamine on stan-

dardne — kui A(X) < ¢ = H;. Kui kasutame statistikut

—21In A(X), muutub vorratus vastupidiseks. Kui oleme valinud

olulisuse nivoo «, saame valida kriitilise piirkonna alumiseks

otspunktiks y?-jaotuse a-tiaiendkvantiili Ea p(pt1) . Seega oleme
’ 2

joudnud otsustuseeskirjani

kui np(A —lng—1) > Ba p+1) = Hi,
? 2

kui np(A —lng—1) < Ba p+1) = Ho.
g

B. Sfiirilisuse kontrollimine. Tegelikult on harva voimalik
esitada hiipotees dispersioonimaatriksi tdpse kuju kohta. Ena-
masti tahetakse ikka kontrollida, kas 32 on teatud lihtsama struk-
tuuriga maatriks (néiteks diagonaalmaatriks voi plokk-diago-
naalmaatriks). Vaatame jargmisena sfadarilisuse testi. Sel juhul
esitatakse kontrollitavad hiipoteesid kujul

Hy: ¥ =11, (v >0),
Hy: X #q1,.

Toeparasuhte statistik omab siis kuju

0 _n _ngp(A—lg,
maxz L(X7/'L77]:p) . maxg ~ h/Ip’ 2e 5t (v~'Sx)

A(X) = =
X = m LK 1, 3) S5

Leiame lugeja maksimumi, alustades lugejas oleva avaldise loga-
ritmimisest,

In Lo(X, iZ,7) = —nQ—pln’y - %trs*.

Arvutame logaritmi tuletise « jargi ja vordsustame selle nulliga,

oy 2y 292
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kust saame

1
4 = —trS,.
p

Néeme, et eksponentfunktsiooni astendajad lugejas ja nimetajas
osutuvad vordseteks, saame eksponentfunktsioonid taandada ja
TPS statistik omandab kuju

o (55

Olgu wvy,v9,...,1p, maatriksi S, omavadrtused. Tahistades
A(X) = (A(X))?/", voime selle statistiku esitada omaviirtuste
geomeetrilise keskmise ja aritmeetilise keskmise suhtena,

_ P JeNp
A(X): <1 =171 >

0|3

p i=1Yi

Kui Hy kehtib, on oodata statistiku A(X) iihele lihedasi véiir-
tusi. Seega kriitiline piirkond omab kuju K, = (0, cg,). Osutub,
et statistiku /NX(X) jaoks saab leida tapse jaotuse ja selle abil es-
imeste momentide avaldised. Kehtib jargmine teoreem (Bilodeau
& Brenner, 1999, 1k.119).

Teoreem 11.1. Olgu X ~ Ny(fi, ). Stis statistiku A(X) jaotus
on mddratud jirgmise stohhastilise esitusega:

p—1
AX) =] v
=1

kus Y; on soltumatud beeta-jaotusega juhuslikud suurused,
1

i~ Algn 1= i3+ )
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Kahjuks ei ole aga TPS statistiku tépse jaotuse kasutamine mu-
gav. Kriitilise piirkonna mé#dramiseks saame kasutada astimp-
tootilist jaotust,

—2InAX) Y

mille korral kriitiline piirkond omab kuju (cf,.,00), kus (¢, =

-1,

ha P(P;l) -1

)

C. Alamvektorite soltumatuse kontrollimine. Olgu vaat-
lusalune tunnusvektor jagatud kaheks alamvektoriks,

' H |
X9

modtmetega vastavalt p1 ja p2, p = p1+p2. Ka keskvéartusvektor
ja dispersioonimaatriks jagunevad siis plokkideks,
N 75T Y1 Yo
= N a 2 = y
a [MJ ) [212 2322]
kus plokk X9 sisaldab koikvoimalikke kovariatsioone alamvek-

torite komponentide vahel. Alamvektorite séltumatust saame
kontrollida jargmiste hiipoteesidega

Hyp : 312 =0,
H1 : 212 #0

Leiame jalle toeparasuhte statistiku. Olgu S koigi siimmeetrilis-
te positiivselt madratud maatriksite klass, kus blokk 39 = 0.
Siis
max ses L(X: /i, 5)

max; sy L(X; ji, X)
Nimetaja maksimaalne vaértus saavutatakse STP hinnangute
korral,

A(X) =

. B 1 np
rg,azxL(X, fi, %) = @ryE S, o exp(—=).
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Lugeja maksimaalne vadrtus on aga lihtsalt leitav. Kui disper-
sioonimaatriks kuulub klassi S, jaguneb toepéarafunktsioon alamvek-
torite toeparafunktsioonide korrutiseks,

1

L(X; i,Y) =
( P H ) (27T)np/2 ’ 211 ’n/2| 222 |n/2
J el .
. exp{ B 5[2[(9551) - Ml)/znl(%(l) — fi1)
=1

L@ -y - ﬁm}.

Korrutise maksimiseerimiseks tuleb maksimiseerida molemad te-
gurid. See aga tdhendab, et parameetriteks peame valima alam-
vektorite STP hinnangud,

Kuna
Zn:(fgl) - fl)/s_lll(fgl) — 1) = ntr(S1Sa) = np
i=1

ja
zn:(qz(?) - 9?2)/S;212(fz(2) —Ig) = ”tr(S:212g*22) = np2,
i=1

siis lugeja omandab kuju

L(X; 71,2, Se11, Si22) =

(27T)% | Si11 |%| S22 |%

Seega TPS statistik omab kuju

AX) = (o2l )
(X) <|5*11HS*22|
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kust logaritmiline TPS statistik on kujul

S
| Si11 || Sx22 |

Kasutame niitid &dra plokkmaatriksi determinandi avaldised
(L1.13) ja (L1.14)

—2InA(X) = —nln

S| = [Sunn|-|Se2 —SwnS,iSu2 |

= [ S22 || Si11 — Ss12855S:21 |,
mis annab logaritmilise TPS statistikule kuju
—2InA(X) = —nln | I, — S5;'S2:1S7;'S12 |

Vol
—2InA(X) = —nln | I, — S;'S1285 Sa1 | -

Leiame veel selle statistiku asiimptootilise x2-jaotuse vabadus-
astmete arvu. Uldse on parameetreid p + @. Kui fikseerida
kovariatsioonide plokk nullmaatriksiks, jdab py + wf” +
D2 + ]%2“) vaba parameetrit. Saame

p(p+1) pi(p1+1) pa(p2 + 1)
q=p+(2—p1—2—p2—(2=p1p2-

Teststatistiku asiimptootiliseks jaotuseks on x?(pip2)-jaotus.
Otsuse langetamise reegel on seega jargmine:

kui  —nln | I, — S55'S21871 S12 |< haspips = Ho,
kui  —nln| I, — S5 S21S71S12 |> haypp, = Hi.

§12. Kahe iildkogumi vordlemine

A. Kahe valimi T?-statistik. Vaatame iilesannet, kus kahes
iildkogumis uuritakse iihte ja sama tunnusvektorit. Tingimused
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tunnuste vaartuste kujunemiseks voivad olla erinevad ja seetot-
tu voivad ka tildkogumite parameetrid erineda. Olgu molemad
iildkogumid normaaljaotusega, X @ ~ Np([j(i), =), i=1,2.
Teeme veel taiendava eelduse: oletame, et iildkogumite disper-
sioonimaatriksid on samad (X)) = 2?) = %), st erinevad
tingimused ei muuda tunnuste vahelisi seoseid ega tunnuste ha-
juvust. Jérelduste tegemiseks olgu meie kisutuses kummastki
iildkogumist iiks valim. Kasutame valimite eristamiseks téahis-

(1

tusi XM ja x@ (nende elemendid t&histame vastavalt xij) ja

xz(f)) Valimimahtusid tdhistame stimbolitega n1 ja ng, pohi-
statistikuid aga valimitega analoogiliselt X @, 8sM ja )6(2),
S(2). Eeldame, et erinevatest iildkogumitest périt valimid on

soltumatud ja véikese mahuga. Vaatame esmalt, kuidas kontrol-
lida keskvéartusvektorite kohta esitatud statistilisi hiipoteese

Hy: g —g® =g
Hy: i — i #

Lo

>

9

kus & on mingi teadaolev vektor. Loomulikult voiks siin tuleta-
da toepérasuhte statistiku. Kuid ldheme teist teed — lahtume
analoogiast iihem6otmelise juhuga. Hinnanguks keskvaartusvek-
torite vahele i) — i(®) on valimite keskviidrtusvektorite vahe
M — 73 Vastava statistiku jaotuseks on normaaljaotus,

=

S 11
£0_ %@ LN, <ﬁ<1> _ae (L )2) _
ni no

Dispersioonimaatriksi jaoks on meil olemas kaks hinnangut, s
ja S@. Arvutame nende kaalutud keskmise

§ (n1 — 1)SMW + (ng —1)SA@
ny+no — 2

ja votame selle iildkogumi parameetri ¥ hinnanguks.
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Vastav statistik on kujul

(m — 1)8(1) + ('le — 1)8(2)
ni+ng — 2 '

S(z) =

Néitasime varem, et iihe valimi korral (n—1)S ~ W, (3,n—1).
Rakendades seda meie statistikule saame Wisharti jaotuse adi-
tiivsuse tottu

(m + ng — 2)8(2) ~ Wp(Z,nl + ng — 2).

Siit jareldub, et E(ni +ng — 2)8(2) = (n1+n2—2)X¥ ja maatriks
S(2) méadrab nihketa hinnangu maatriksile 3. Esitatud hiipotee-
side kontrollimiseks vajaliku teststatistiku leidmise saame taan-
dada jargmisele lausele.

Lause 12.1. Olgu X ~ N,(7®,£®), i =1,2. Siis
ning
n1+nsg

(FOL FCL (g0 z2))ys L (FOLFCL (70— z2))
~ Tz(p,nl + ng — 2)

Toestus. Dispersioonimaatriksi 3 saame esitada korrutisena
¥ = AA’, kus |A| # 0. Jarelikult saame vektori X (- X(2)—
(iM—i?) standardiseerida

Vo s ( (@ — @) ~ N(0,L,)

Toepoolest,
EZ _ ning AflE(X(l) X(2) _ (ﬁ(l) _ ﬁ(?))) — 6
ny + no ’
ja
7 ine “1gW_ ¥@_ (71 _ 7(2)
DZ = DA™ (X X
A (@)~ i)
__Mn2 D) Ty A-1Y — A—1 -1y _
—— n2A D(X XA =AT"3SA) =1,



Seega Z ~ N,(0,1,). Statistiku S(2) saame siduda standardse
Wisharti jaotusega,

V = (n1 4+ ng — 2)A7'S(g) (AT ~ Wy (I, my + ng — 2).
Aga Hotellingu T?-jaotuse definitsiooni pohjal
(ny+ng —2)Z'VZ ~T?(p,n1 + ng — 2).

Asendades Z ja V tagasi ja arvestades, et

1 _
Sl S A'SA
ni +ng — 2 SeyAs
saame
_on vl M2 F)_ @) (#1) _ =2)yy/
(n+ny—2)Z2'VZ ——— (XW-X (i a’))
x S(_2§ (X(l)— x@)_ (ﬂ’(l)_ ﬁ(2)))'
Jarelikult
nin = = - - 1 - - —
o~ 1+ 22 XL ¥ (H(l)_ u(2)))/s(2§ (X(lL x (L (M(I)— M(2)))
~ T2(p7n1 +ng — 2))
mott.

Lauses esitatud statistikut nimetatakse kahe valimi T?-statisti-
kuks, tihistame ta T(22) (X). Arvestades T?-jaotuse ja F-jaotuse
vahelist seost, saame

ni+na—p—1_,
p(n1+n2—2) (2)

(X) ~ F(p,ni+nz—p—1).  (12.1)

Niiiid on meil olemas statistik, mida saame kasutada eespool
esitatud hiipoteeside kontrollimiseks:
ning = = = 1,3 = -

2 _ 1) _ x(2) _ g5y
Ty (X) = R (X X d) S(Q)
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Tahistame lithiduse mottes n = ny+ngy. Kui nullhiipotees kehtib,
siis on
n—p—1_,

mT@)(X) ~ F(p,n—p-—1).

Otsuse langetamiseks saame jargmise eeskirja

. n—p-—1 -

ku1 mT(%) (X) Z fa;an_p_l = Hl,
. n—p—1 -

kui mT(%) (X) < fa;p,n—p—l = HO.

B. Keskvairtusvektorite vahe usalduspiirkond. Keskvéir-
tusvektorite vahe usalduspiirkonna leidmiseks voime kasutada
samu votteid, mis olid kasutusel {ildkogumi keskvéaartusvektori
jaoks. Scheffe iihiste usalduspiiride leidmisel, mis sisaldavad
koiki keskvaartusvektorite vahe lineaarkombinatsioone, lahtume
noudest

(X x@)_ (7()_ 7(2)))]2
PlVva: mng [@’(X X_, (lj A7) <cpr | = 1—0q.
ni + ng a'Sa

Usalduspiiride méaaramiseks tuleb méarata konstant cg,.. Nagu
teame, kehtib vorratus iga @ korral etteantud toenédosusega, kui
etteantud toendosusega on

< Ckr :

@(X W= XC— (@0— @) _ ity
a ning

max
a

C_i,S(Q)

Léhtume vorratusest, mis kehtib iga a ja b korral, kui vaid maat-
riks S(9) on positiivselt médratud (vt. lemma 10.1)

I
a(as@))a < b’s(;;z? ehk (@'b)? < (b'S;10)(@'S(2)).

Siit jareldub, et vottes b = X(M- X (iW— 7®)) saame:
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=

@(X0- X (@0 )P
@Sy

= (X0 xCL (71— ﬁ(Q)))’S(’Qﬁ(X(I)— XO— (M- @)

max
a

_n1+ng T2
- (2)?

ninz

kusjuures votsime arvesse, et vorratuse asemel kehtib maksimu-
mi korral vordus. Néeme, et maksimumi méadrab kahe valimi
T?-statistik. Esialgne noue usalduspiirkonnale saab niiiid kuju:

P(Té) <cpr)>1-—a.

Kriitilise viartuse ¢, saame maérata F-jaotuse taiendkvantiili
abil: .
n—p— 2 r 1
P <p(n_2) To) = fa;p,n_p_1> =l-a

Kokkuvottes saame lineaarkombinatsiooni usalduspiiride mééra-
miseks jargmised eeskirjad

— a2V 2@\ _ o /a'S,d
u=4da'(x T7) —cy\/d'Sy)d, (12.2)

C. Profiilide vordlemine. Keskviirtusvektorite vordlemisel
on veel ithe voimalusena kasutusel nn profiilide analiiiis (pro-
file analysis). Profiiliks nimetatakse teatud joondiagrammi. See
on murdjoon, mille i-nda tipu vertikaalkoordinaadiks on pu;, ho-
risontaalkoordinaadiks aga 4.
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Meetod tuleb kone alla, kui koikide tunnuste mootmisel on ka-
sutatud samu iihikuid. Tiiiipiline on selle meetodi kasutamine
kordusmootmiste puhul, mida rakendatakse paralleelselt kahes
erinevas katsealuste riihmas, mida kirjeldavad juhuslikud vek-
torid XM ~ N, (i1, 2) ja X® ~ N,(7?,%). Kiisimuse, kas
iildkogumite keskvaartused erinevad, voib asendada kolme jar-
jestikuse kiisimusega.

1. Kas iildkogumite profiilid on paralleelsed?
2. Kas paralleelsed profiilid on erinevad?
3. Kas tihtivates profiilides on koik keskvaartused vordsed?

Sonastame need kiisimused keskvaartusvektorite koordinaatide
kaudu. Téahistame keskvaartusvektori koordinaadid erinevates
tildkogumites

o )
ﬁ(l) _ | K2 ﬁ(Z) _ | K2
4 4

Kiisimuse, kas profiilid on paralleelsed, saame esitada nullhiipo-
teesina

Hp : /Lg-l) —M§2) = ,Uz;‘l_)l _H§2217 J=2,...,p

voi samavadrse nullhiipoteesina

1 1 2 2 .
Ho1ru§-)—u§-,)1:u§)—u§,)1, J=2,...,p

Kui nullhiipoteesi ei kummutata, voime kiisimuse, kas profiilid
langevad kokku, esitada nullhiipoteesina

1 2 .
HOQ::U’;):Mg')? j:1727"'7p'
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Kui ka seda nullhiipoteesi ei kummutata, voime kiisimuse, kas
iihtivad profiilid on horisontaalsed, esitada hiipoteesina

gl) _ (1) (2) (2)

Hos : i =y =y ==y

Neile kiisimustele vastamise saame taandada normaaljaotuse
lineaarteisenduse kohta kéivate hiipoteeside kontrollimisele. Vo-
tame kasutusele (p — 1) x p maatriksi C,

-1 1 0 ... 0 0
c_|0o 1 1 .. 0 of (122
0 0 0 ... -1 1

Siis saame hiipoteesi Hg; esitada kujul
Hy: : iV = cji®.
Kuna CX® ~ Np—1(Cji),C=C), kus i = 1,2, saame taan-
dada hiipoteesi Hp; kontrollimise T(Qz)—statistiku kasutamisele.
Teisendatud tunnusvektorite jaoks omab kahe valimi T2-statistik
kuju
ning

n1 + ne

T3(C) = (XW- x@yc/(csc)tex M- x@y,

Kui nullhiipotees kehtib, on T(QQ)(C) ~ T%p—1,n1 +ny — 2).
Hiipoteesi Hpo kontrollima asudes teame, et profiilid on pa-
ralleelsed, st koik keskvaartusvektorite vastavad komponendid
erinevad iiksteisest iihepalju. Seetottu piisab kontrollimaks, et

g1 = i kui kontrollime kas keskviiartusvektorite kompo-
nentide summad on vordsed. Valime 1 X p-maatriksiks C iihtede

rea, C = ﬂ;, siis
PGB N P
Hyp - 1M =1, 5.

Oleme joudnud tuttavasse situatsiooni — tegemist on kahe iihe-
mootmelise normaaljaotuse keskvéiartuse vordlemisega.

94



Kolmanda hiipoteesi kontrollimiseni joudes teame, et i) =
A® = [. Valime maatriksi C samuti nagu esimese hiipoteesi
testimisel, kasutades vordust (12.2). Hiipoteesi Hpz saame esi-
tada kujul

Hos : Cji = 0.
Jalle oleme joudnud tuttavasse situatsiooni: meie kédsutuses on
valim mahuga n; + ng iihest tildkogumist. Hiipoteesi kontrol-
limiseks kasutame iihe valimi T?-statistikut.
Olukord on sootuks keerulisem, kui iildkogumite dispersiooni-
maatriksid on erinevad, st 37 # 3. Sel juhul pole voimalik
kasutada téapseid jaotusi.

§13. Korrelatsioonimaatriks

Mitmemodtmelisel juhul on hajuvust iseloomustav karakteristik
dispersioonimaatriks DX, mis defineeriti p-vektori X jaoks px p-
maatriksina :

DX = E[(X — EX)(X — EX)'].
Kui tihistame DX = 3 EX = ii, siis korrelatsioonikordajad
pi; avalduvad X elementide o;; kaudu:
- Cou(Xi, Xj) oy
0T /DXDX; ooy

ja neist moodustub korrelatsioonimaatriks

I pi2 - pip
p—| P 1 T P2p
Ppl Pp2 1

Definitsioonist nédhtub, et P on siimmeetriline maatriks. Veen-
dume, et ta on mittenegatiivselt maaratud. Konstruktsiooni tot-
tu on korrutis (X — EX)(X — EX)’ mittenegatiivselt méaaratud
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iga elementaarsiindmuse w € () korral ja kindlasti on sama
omadus siis ka selle maatriksi keskvadrtusel. Seega DX =X on
mittenegatiivselt madratud ja kui ta on pooratav, siis positiivselt
madratud. Korrelatsioonimaatriksi P saime esitada maatriksi 3
kaudu jargmiselt:

P=x,"wxn !

Téanu sellele esitusele voime kirjutada
—-1/2 —-1/2 —-1/2 —-1/2
P=3, / 21/221/22d /2 _ (Zd / 21/2)(2d / 21/2)/’

kust jareldub ka P mittenegatiivne méaratus. Kui seejuures X
on positiivselt maaratud, siis on ka P positiivselt méaratud.
Uldjuhul kuuluvad kahe tunnuse vahelise korrelatsioonikordaja
vadrtused 16iku [—1, 1]. Korrelatsioonimaatriksi positiivse méaé-
ratuse noue kitsendab voimalike korrelatsioonide suurust. Vaata-
me sellekohast naidet. Olgu p = 3 ja p;; = —p, p > 0. Positiivse
méadratuse tottu |[P| > 0, samas

P|=1-2p° - 3p%

Kui p = %, siis |P| = 0, jarelikult peab kehtima vorratus p < %,
ehk teisiti Oeldes, niisuguse struktuuriga positiivselt méaaratud
korrelatsioonimaatriksis peab korrelatsioon olema véiksem kui
0.5.

Valimist mahuga n saame leida korrelatsioonimaatriksi hinnan-
gu R dispersioonimaatriksi nihketa hinnangu S kaudu:

R=§,'°8§,"”
Vastav statistik R avaldub kujul
R=-5,"%ss;'"" (13.1)

Kahjuks muudab see lihtne teisendus korrelatsioonimaatriksi jao-
tuse keeruliseks, seda ei saa enam esitada Wisharti voi mone
teise tuntud jaotuse kaudu. Ka klassikalise normaaljaotusega
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iildkogumi korral ei ole maatriksi R jaotus teada, leitud on
asiimptootiline jaotus kui n — oo. Kiill aga saame leida maa-
triksi R tapse jaotuse iihel olulisel erijuhul.

Teoreem 13.1. Olgu ildkogum normaaljaotusega Np(fi, Xq)
(tunnused on séltumatud), siis valimi korrelatsioonimaatriksi R
toendosustihedus on kujul

kus p-mootmeline I'-funktsioon on mddratud eeskirjaga
r e 13.2
= 4 —_ = — . .
(@) = i 5= ) (13.2)

Toestus. Lahtume Wisharti jaotusest ja valemist (13.1). Tea~
me, et

V=(n-18n~W,(Sgn—1).

Teoreemi 7.2 pohjal avaldub Wisharti jaotuse tihedus antud
juhul jargmiselt:

V|z(n-p=2)

_ —luEslv
fV(V)_ p(n—1) p(p—1) D e 2 Hy )'

27T (BT T [, T[S (n — )]

Teeme muutujavahetuse minnes iile maatriksi V alumise kolm-
nurga elementidelt

V11,0225 - - -, Upp, V215 - - -, Upls - - -, Upp—1

maatriksi V diagonaalielementidele ja maatriksi R allpool pea-
diagonaali asuvatele elementidele r;;, 7 # j:

V11,0225 - -« 3 Uppy 7215+ - -3 Tply -« - s Tpp—1-
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Uued ja vanad muutujad on seotud teisendustega

_1 1 1 1
R=V,?’VV, 2, V=V RV].
Kasutades iildist seost tiheduste vahel saame

Vo)

fvir(Vg,R) = fywr)(V(R))J (
Leiame jakobiaani

V(R) d(’l)n, V22, . .. ,’Upp, V21y -+ -y Uph . 7'Up,p—1)
J = abs .
Vd, R d(vu,’l)gg, e ,Upp, 91y .. ,Tpl, . ,Tp7p_1)

Saadava tuletismaatriksi diagonaalplokid on kahanevat jarku:
p,p—1,...,1, kusjuures esimene plokk vordub I, ning i-s diago-
naalplokk on (p — i) x (p — i)-maatriks kujul

N 0 3 0
0 V0i—1i—10if 141 " 0

0 0 crr /Uim1,i—1Upp

kus i = 2,...,p. Diagonaalplokkidest iilalpool koosnevad koik
plokid nullidest ja seega saame determinandi arvutamisel kasu-
tada 2 x 2-plokkmaatriksi determinandi omadust:

‘ Al AL 1A A,

0 Agp

Seetottu omab jakobiaan védrtust

V(R) p=1 p=t Pop1
J<Vd,R> :’Ull2 X...X'UPPQ :H’U..2 .
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Vaadeldav tihedusfunktsioon omandab kuju

fv,r(Va,R)
n—p— n—p— p—1
_ R > 2|Vd| i H?:l v 1¢ Vi
T p(n=1) p(p-1 n—1 . exXp _527
2 T, T (25 o
n—p— n—p—2 p—1
_ R 7 f:l v ° f:l”z’f 1 ¢ Vi
T T R T R, PN _5207“-
277 Py T T (%50) =1
n—p—2 n—3
_ R[> ﬁ Vii® ey (L Yii ) g 52
2ol p n—i - nst P 204
T4 i:lF( 2 )l=1 Oy

Oleme esitanud tihedusfunktsiooni korrutisena, kus murruga an-
tud tegur soltub vaid korrelatsioonimaatriksist ning teine tegur
soltub muutujatest v;;, @ = 1,...,p. Integreerides {ile muutu-
jate vy, ¢ =1,...,p, saame tulemusena korrelatsioonimaatriksi
tihedusfunktsiooni. Kuna

L(n-3
/ﬁ 71}2%(” | ex _Llos 2- o dv dv
| o1 P D) o5 11+« - P

o0 1 _3

L ’Ufl(n ) 1 vy _(n—-1)

:H H——exp|—=— )27 2 | dvuy,
, = 204
=1 0 Os
siis uurime ldhemalt saadud integraali avaldist. Tahistame
Vii
= U4, kust dv,-i = 20'”duz

20’1‘1‘

Saame integraali kujul

1(n-1)-1

o0 o0 —
V2 1 v, n-l_y .
/ ——— T exp <—“> dvi; = / w, ? e idu,.
0 (20'74) 2 20 0
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Arvestades I'-funktsiooni definitsiooni
o
I'(z) = / t*~ e tdt,
0

esitub meie integraal I'-funktsioonina I' (”T_l) Seega avaldub
korrelatsioonimaatriksi R toenéosustihedus valemiga

RO

r(R) (r—1) 2 N
Lo N 4 1F(nT_)

Kui vorduses (13.2) a = 252, siis

mott.

Jareldus 13.1.1. Kahemaootmelisel juhul avaldub korrelatsioo-
nikordaja r toendosustihedus kujul:

()

L (%5%) vr

kui teoreetiline korrelatsioonikordaja p = 0.

(1 - 7,2)%72’

fr(r) =

§14. Mitmene korrelatsioonikordaja

Kui korrelatsioonimaatriks kirjeldab seoseid juhusliku vektori
komponentide vahel, siis mitmene korrelatsioonikordaja kirjel-
dab seost juhusliku suuruse ja p-mootmelise juhusliku vektori va-
hel. Mitmese korrelatsioonikordajani joudmiseks vaatame prog-
noosiiilesannet: olgu meie eesmérgiks prognoosida juhuslikku
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suurust Y juhusliku p-vektori X kaudu. Prognoosiks on ettean-
tud funktsioonide klassi G kuuluv funktsioon g(X) : RP — R.
Prognoosi g()? ) prognoosiveaks vihimruutude madttes nimetatak-
se suurust

Qg9(X)) = E[Y — g(X)]*. (14.1)
Eeldame, et juhuslikud suurused Y ja g()z ) on teist jarku, st ek-
sisteerivad EY? ja E[g(X)]%. Sel juhul on prognoosiviga méira-
tud ja loplik. Prognoos ¢*(X) on juhusliku suuruse Y parim
prognoos vihimruutude mottes, kui

ElY — g*(X)]* = = min B[Y - g(X)]%.

Lause 14.1. Juhusliku suuruse Y parimaks prognoosiks vihim-
ruutude mottes on tinglik keskvddrtus E(Y|X).

Toestus. Teisendame valemiga (14.1) médratud prognoosiviga

ElY —g(X)? = E[Y—E(Y])g)ﬂLE( |X) —g(X)P?
= ElY —E(Y|X)?+E[E(Y|X) - g(X))?

— —

+ 2B{[y - B(Y|X)|[E(Y|X) — g(X)]}.

Viimane liidetav on null tinghku keskvaartuse omaduste tottu.
Nimelt E[Yh(X)] = E{E[Yh(X )|X]} = h(X)E(Y|X). Saame

ElY — g(X)? = E[Y - E(Y|X)P + E[E(Y|X) - g(X)]*.
See avaldis on minimaalne, kui g(X) = E(Y|X), niisugune valik

muudab teise liidetava nulliks,
mott.

Funktsiooni g*(X) = E(Y|X) nimetatakse juhusliku suuruse ¥
mitmeseks regressioonifunktsiooniks X jargi.
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Definitsioon 14.1. Juhuslik suurus Y soltub juhuslikust vek-
torist X regressioonti mottes, kui

E(Y|X) + EY.

Parimat prognoosi on lihtne defineerida, kuid tema leidmist prak-
tikas on raske realiseerida. Tingliku keskviirtuse E(Y|X) jaoks
on pea voimatu saada analiiiitilist avaldist. Lihtsustame oma
iilesannet sel teel, et otsime ldhendit mitte teist jarku juhus-
like suuruste klassist G, vaid selle mingist alamklassist 7 C G.
Sel juhul radgitakse F-regressioonist. Votame jargnevas vaatluse
alla koige lihtsama moeldava klassi — lineaarsete funktsioonide
klassi £ ja otsime parimat prognoosi kujul

L(X;ao,al,...,ap):ag+a1X1+...+apo.

Votame kasutusele tahistused
1 a1 a
Xo=1, X*:[a}; a=1...1], a*:[g].

Otsitava parima ldhendi saab siis esitada kujul
L(X;ao,al, CesAp) = G X* =ag+aX

ja meil on tegemist lineaarse regressiooniga, vastavat parimat
prognoosi L(X; ag, a1, . . ., ap) nimetatakse lineaarseks regressiooni-
funktsiooniks.

Definitsioon 14.2. Juhuslik suurus Y soltub juhuslikust vek-
torist X korrelatiivselt, kui lineaarne regressioonifunktsioon ei
ole konstantne (Ja; # 0,7 > 0).

Uurime, kuidas avalduvad lineaarse regressioonifunktsiooni kor-
dajad g, A1; - - - s Ap. Olgu mingi lineaarne prognoos méaratud
vektoritega b ja b*:

-,

L(X b, by, ..., by) = 5" X* = by +

>
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Parima lineaarse prognoosi korral peab kordajate jaoks olema
tdidetud tingimus

E(Y —@'X*)? =min E(Y — b X*)%.
b*
Kirjutame vélja miinimumi tarviliku tingimuse
dE(Y — b¥ X*)?

- =0
db*

Eeldame, et tegemist on regulaarse jaotusega. Sel juhul voime
tuletise votmise ja keskvaértuse leidmise operatsioonid vaheta-
da. Rakendades maatrikstuletise omadusi (v) ja (vi) lisast 1,
saame:

dE(Y — b¥ X*)?

. = 2FE[(Y —b"X")X*) =0,
= [( )X

millest tuleneb tingimus:
E(YX*) =a"E(X*X").

Saadud tingimuse voime esitada ka transponeeritud kujul
E(X*Y) = B(X*X*"a*. (14.2)

Kuna vektori X* esimene koordinaat on 1, siis saadud vorrandi-
slisteemi esimene vorrand omab kuju

p
EY =ao+ Y a;EX;.
j=1

Avaldame sellest vorrandist kordaja ag

p
ap = EY - a;EX;. (14.3)
j=1
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Vorrandisiisteemi (14.2) iilejddnud vorrandid on kujul
P
E(X)Y)=aEX; + ) a;E(X;X;), i=1,2,...,p.
j=1

Asendades nendes vorrandites kordaja ag vordusest (14.3) ja
muutes liidetavate jérjekorda, saame p vorrandist koosneva siis-
teemi kordajate méaaramiseks

p
E(X;Y)-EX,;EY =) [E(X,X;)~EX;EXjlaj, i =1,2,...,p.
j=1

Selle vorrandi kordajateks ja vabaliikmeteks on kovariatsioonid
ning dispersioonid

COU(XZ'Y) = E(XZY) — EXZ‘EY,
Cov(X;X;) = E(XiX;)—EX;EX;, i#]
DX; = E(X?)—(EX;)>

Maatrikskujul saame vorrandisiisteemi parima lineaarse prog-
noosi kordajate vektori @ méaaramiseks esitada kujul

(DX)d = Cov(Y, X), (14.4)
kust kordajate vektor avaldub kujul
a=(DX)'Cou(Y, X), (14.5)
kusjuures vabaliige ag méadratakse vordusega (14.3).

Defineerime niitid mitmese korrelatsioonikordaja.

Definitsioon 14.3. Juhusliku suuruse Y ja juhusliku vektori X
vaheliseks mitmeseks korrelatsioonikordajaks r(Y, X ) nimetatak-
se korrelatsioonikordajat p(Y, c—i*’)?*) Juhusliku suuruse Y ja tema
parima lineaarse prognoosi a*' X* vahel.
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Lause 14.2. Juhusliku suuruse Y ja juhusliku vektor: X vahe-
line mitmene korrelatsioonikordaja r(Y, X) avaldub kujul

> Cov(Y, X)(DX)"1Cov(Y, X)
Y, X) = . 14.
Toestus. Definitsiooni kohaselt kehtib vordus
N Y —’*/X*
’I“(Y,X) — p(Y, C—L»*/X*) — COU( ,CL ) .
DY - D(a* X*)

Avaldame lugejas oleva kovariatsiooni

Cou(Y,@a"X*) = E[Y —EY)(@'X* —a'EX")]
= G'E[(Y — EY)(X* — EX")]
= a’'Cou(Y,X").

Arvestades, et vektori X* esimeseks komponendiks on konstant
1, tuleneb siit vordus

a'Cov(Y, X*) = a@Cov(Y, X),
kuna Cov(Y, 1) = 0. Leiame veel parima prognoosi dispersiooni
D(@'X*) = a'DX*a* =a@DXd=dCov(Y,X).  (14.7)

Viimase vorduse saame arvestades seost (14.4). Asendame saa-
dud avaldised korrelatsioonikordaja valemisse

S @Cov(Y, X) _|d'Cou(Y, X)
r(Y,X) = = = = DY .
DY -d'Cov(Y, X)

Arvestades vektori @ kuju (14.5), saame

> Cou(Y, X)(DX)~1Cov(Y, X)
DY ’
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mott.

Jareldus 14.2.1. Mitmene korrelatsioonikordaja (Y, X) aval-
dub vektori X korrelatsioonimaatriksi P ja korrelatsioonide vek-
tori p(Y, X) kaudu,

r(Y, X) = /Ay, RyP1 Ay, R),

kus
p(Y,X1)
Ay, %) = | P
P(Ya Xp)

Toestus. Tahistame diagonaalmaatriksi, mille peadiagonaalil
on vektori X komponentide dispersioonid, siimboliga (DX )d-
Vastavalt korrelatsioonikordaja definitsioonile saame siis korre-
latsioonivektori esitada kujul

AY, X) = /(DY) (DX); Cou(Y, X),

kust
Cov(Y, X) = /(DY) (DX)4 (Y, X).

Korrelatsioonimaatriks on aga méaratud valemiga
P =/(DX);'DX\/(DX);,

DX = \/(D)Z')d P\/(D)Z')d.

Asendame saadud avaldised valemisse (14.6); valtimaks liigset
juurimist avaldame mitmese korrelatsioonikordaja ruudu

kust

PY.X) = (VX)) (DX)a/(0X); P

< D)D) 7 %),
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kust

r(¥, X) = \/ (31, X)) P15y, ),

mott.

Mitmene korrelatsioonikordaja on seotud lineaarse prognoosiga.
Votame kasutusele kordaja, mida saab kasutada regressioonisol-
tuvuse tugevuse kirjeldamiseks iildjuhul. Nagime, et juhusliku
suuruse Y parimaks prognoosiks vihimruutude mottes on tinglik
keskvaartus £ (Y|)? ). Téhistame prognoosivea parima prognoosi
korral siimboliga Q*(E(Y|X)).

Definitsioon 14.4. Regressioonisuhteks n(Y|X) nimetatakse

suurust
o Q*(E(Y|X))
n(y]X)_\/l—DY .

Selle kordaja defineerimise ldhtekohaks on dispersiooni lahutus
erinevateks liidetavateks:

DY = E(Y —EY)=E[Y —E(Y|X)+EY|X) - EY)?
= E[Y — E(Y|X)?+ E[E(Y|X) - EY)?
+ 2B{[Y - E(Y|X)|[E(Y|X) - EY]}
= Q'(E(Y|X)) + D(E(Y|X)).
Definitsioonist jarelduvad jargmised regressioonisuhte omadused.

1. Kui regressioonisoltuvus puudub, siis n(Y|X) = 0. Tde-
poolest, kui regressioonisoltuvus puudub, siis E(Y|X) =

EY ja DY = Q*(E(Y|X)).

2. Kui Y on X funktsioon, siis (Y| X) = 1. Téepoolest, kui
Y on X funktsioon, siis E(Y|X) =Y jaQ*(E(Y]X)) = 0.

3. Kahe juhusliku suuruse X ja Y korral kehtib alati vorratus

nYlX) > p(X,Y),
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kus p(X,Y) on lineaarne korrelatsioonikordaja. Vorratus
kehtib, kuna regressioonisuhe moddab iildisema funktsio-
naalse soltuvuse tugevust, p(X,Y) aga erijuhu, lineaarse
soltuvuse tugevust.

Kokkuvotlikult 6eldes on tegemist normeeritud suurusega, mis
iseloomustab regressioonisoltuvuse tugevust.

MARKUS. Regressioonisuhte arvutamiseks on definitsiooni ase-
mel otstarbekam kasutada esitust

(1) = | ZEED,

mida saame rakendada lihtsate juhuslike suuruste ja klassifit-
seeritud tunnuste korral iildise funktsionaalse soltuvuse tugevuse
hindamiseks.

Lineaarse prognoosiiilesande korral regressioonisuhte leidmine
lihtsustub. Toestame jargmise lause.

Lause 14.3. Lineaarse prognoosi korral vordub regressioonisuhe
(Y| X) mitmese korrelatsioonikordajaga,

n(Y|X) = r(Y, X).
Toestus. Parima lineaarse prognoosi korral

. Q (@ X)
YX)=4/1-———=.
nL(Y1X) Y
Teisendame prognoosivea avaldist
Q* (@' X*) = BE(Y —@'X*)> = E[Y — EY + EY — a"X"]%.

Vaérrandisiisteemi (14.2) esimese vorrandi pohjal EY = @ EX*,
seetottu voime kirjutada

Q* (@' X*) = E|Y —EY —a"(X* — EX"))? = DY —@"DX*a".
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Viimase vorduse saamisel kasutasime seoseid (14.7). Siit
@’ DX*a*
Dy
Arvestades valemeid (14.5)-(14.7) saamegi
n(Y[X) = r(Y]X),

n(Y]X) =

mott.

Vaatame, kuidas saab kasutada mitmest korrelatsioonikorda-
jat normaaljaotuse korral. Olgu meil tegemist normaaljaotusega
juhusliku vektoriga, mille jaotame kaheks osaks. Esimese kompo-
nendi X valime soltuvaks tunnuseks, iilejainud komponente aga
kasutame vektorina, mille abil seda komponenti prognoosime.

Seega
X5 P ﬁg 0921 222

Esitame kontrollimiseks hiipoteesid

Hy: X7 on vektorist Xg soltumatu,
Hy : X, ei ole vektorist X9 soltumatu.

Osutub, et teststatistik nende hiipoteeside kontrollimiseks on
valimi mitmese korrelatsioonikordaja funktsioon. Teame, et mak-
simaalne korrelatsioon juhusliku suuruse X7 ja juhusliku suuruse
@' X, vahel saavutatakse, kui @ = 2;21521. Soltuvus puudub,
kui koik regressioonikordajad on nullid. Seega saame esitatud
hiipoteesid sonastada ka teisiti

HO : 0_"21 == 6ehk T(Xl,XQ) == O,
Hl : 0_"21 75 6ehk T(Xl,Xg) 75 0.

Valimi pohjal saame leida valimi kovariatsioonimaatriksi S. Vas-
tava statistiku S jaotus on meile teada,

’

(n—1)S=V= {“” V21

N ~W,(3,n—1).
U1 V22] » )
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Valimi mitmese korrelatsioonikordaja ruut on méaaratud valemi-
ga

—

2 S Nr—15
32 Uyy V V21
21 ¥ 22
r(Xy, Xo) =

011
kus vorduse paremal poolel esinevad hinnangud on saadud seo-
sest (n — 1)S = V. Tahistame vastava statistiku

N
2 19 Up Voo U21

R(Xy, Xp)? = 222 21
V11

Lause 14.4. Toepdrasuhte statistik hiipoteeside
Hy: &9 =0,
Hy: 091 # 0
kontrollimiseks omab kuju
A(X) = (1 = R(X1, Xp)?)™2.

Toestus. Vastavalt definitsioonile 9.1 avaldub toepéarasuhte
statistik kujul

AX) = max; s > _g L(X; i, %)
oy LOG 7, 5

Teame, et toeparafunktsioon saavutab maksimaalse véartuse,
kui parameetrite vaartuseks valida nende suurima toepéra hin-
nangud. Nimetajas peame kasutama toepérafunktsiooni argu-
mentidega 7 ja S*, L(X; 7, S*) Kui Hy on téene, on dispersiooni-
maatriksi ¥ suurima toepéra hinnang

go_ 1 [@11 6’}

*_n 0 V22
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ja lugejas peame kasutama toeparafunktsiooni argumentidega =
ja SY, L(X;%,8%). Arvestades iiheksandas paragrahvis saadud
tulemusi, saame
|SO\_"/2
AX)=—"F—. (14.8)
|S*‘—n/2

Kasutades valemit (L1.13) avaldub plokk-maatriksi

Ay A12}
A =
{Am Ay

determinant kujul
|A] = |Ag||A1 — A1pAL Ayl

Rakendades seda vordust valemis (14.8) esinevate determinan-
tide korral, saame

[Vaallvin — 772/1V2_21?721|>n/2
v11|Vag|

AX) = (

S/ —1- n/2
o <|Ull — Uy Vo U21|> /
V11

‘}l‘V—lﬂ n/2 R
= <1 _ 1)211]12121}21> — (1 _ R(Xl,XQ)Q)n/Q,

mott.

Saab niidata, et nullhiipoteesi kehtides

R(X1, X3)?
1—R(X1, X5)?

Praktika jaoks on oluline ligikaudne astimptootiline jaotus. Esi-
tame selle jargneva lausega.

Lause 14.5. Normaaljaotusega tldkogums korral kehtivad vali-
mimahu piiramatul kasvamisel (n — 00) jargmised koondumised.
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1. Kuir(Xy,Xs) # 0, siis

VA(R(X1, X)? — r(X1, X2)7) iN(O, 4),

kus
w = ’I”(Xl, X2)2(1 — T(Xl,X2)2)2.
2. Kui r(Xy, Xy) =0, siis

)
nR(Xl,X2)2 _>X2(p — 1)

Ulesanded
14.1. Olgu X jaY lihtsad juhuslikud suurused. Néidata, et
EY = E[E(Y|X)].
14.2 Olgu X jaY lihtsad juhuslikud suurused. Toestada, et
E[Yh(X)|X]=h(X)E(Y|X).
14.3. Niidata, et
E{[Y — E(Y|X)][E(Y|X)— EY]} = 0.

§15. Osakorrelatsioon

Kui juhuslik suurus Y soltub juhuslikust p-vektorist X regres-
siooni mottes, siis on voimalik, et nendevaheline seos on suures
osas tingitud molema soltuvusest mingist kolmandast g-vektorist
Z. Uurimaks Y "puhast"soltuvust vektorist X , tuleks vektori A
moju elimineerida. Selleks kasutame jargmist votet. Olgu juhus-
liku suuruse Y parim lineaarne prognoos vektori Z abil L(Z)
Nimetame juhusliku suuruse Y prognoosijddgiks juhuslikku suu-

rust _
Y=Y - L(Z).
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Analoogiliselt saame médrata ka vektori X prognoosuaagl Olgu
L(Z) vektor, mille komponentideks on vektori X komponentide
parimad lineaarsed prognoosid. Nimetame juhusliku vektori X
prognoosijidkide vektoriks juhuslikku vektorit

X=X-L(2).
Nende suuruste abil saab defineerida osakorrelatsiooni.

Definitsioon 15.1. Juhusliku suuruse Y osakorrelatsiooniks
r(Y,X|Z) juhusliku p-vektoriga X juhusliku q-vektori Z suhtes
nimetatakse mitmest korrelatsioonikordajat prognoosijaikide Y
ja X vahel,

r(Y, X|Z) =r(Y, X).

Osakorrelatsiooni arvutuseeskirja tuletamiseks vaatame esmalt
iildisemat juhtu. Olgu ¢, 1,2, ...,1, mootuvad funktsioonid
klassist F. Kasutades neid funktsioone juhusliku suuruse Y ja
juhusliku vektori X prognoosimiseks juhusliku vektori A kaudu,
saame prognoosijaagid

V=Y-uZ), £=X-92),

kus ¢ = (¥1,. ), X, =X, — ¢Z(Z) Loomulik on néuda,
et parima prognoosi ©(Z) korral kehtiks vordus EY = E[p(Z)]
ehk EY = 0. _
Uldjuhul on regressioonisuhe Y prognoosimisel vektori X jargi
médratud eeskirjaga

wr(71%) = 1= L2, (15.1)

kus Q(x(X)) on parima prognoosi viga klassis . Vaatame lihe-
malt ruutjuure all oleva murru nimetajat,

DY = E(Y—EY)? = E)Y —(Z)—~(EY ~E¢(2))” = Q(¢(Z)).
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Kuna

nr(r12) = /1 - LAZD
w DY = DY[1 —n%(Y|Z)). (15.2)

Vaatame niiiid valemis (15 1) ruutJuure all oleva murru lugejat
Moodustame vektoreid X ja Z ithendades uue pg-vektori U

—

X
Z

Prognoosijisigi Q(k(X)) saame esitada seda uut vektorit kasu-
tades,

Qr(X)) = B(Y = k(X)) = BIY = ¢(Z) - x(X — §(2))P
= B — (0 = Qr(D)).

Avaldame selle kordaja kaudu prognoosijadgi
Q(r(0)) = DY [1 =z (Y|U)]. (15.3)

Asendades tulemused (15.2) ja (15.3) regressioonisuhte avaldisse
(15.1), saame

(P |1 LBO0) | 10) 3 (v12)
1= n3(v17) 1= n3(v17)
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Kuna lineaarse prognoosi korral on regressioonisuhted vordsed
mitmeste korrelatsioonikordajatega, saame lineaarse prognoosi
korral valemi

(Y, X|7) = \/TQ(Y’ 0) _742(3/’2). (15.4)
1= 12(Y, Z)

Vaatame niitid koige lihtsamat voimalikku erijuhtu, kus on tege-
mist kolme juhusliku suurusega X, Y ja Z. Uhendatud juhus-
likuks vektoriks U on siis kahedimensionaalne juhuslik vektor

ﬁ:@.

Osakorrelatsiooni (15.4) vélja kirjutamiseks peame leidma mit-
mese korrelatsioonikordaja r(Y, U). Olgu p(Y, U) korrelatsiooni-
de vektor Y ja U vahel,

= 7 :O(Y7 X))
Y,U) =
. U) (p(Y, Z)
ja P korrelatsioonimaatriks X ja Z vahel,

P, ")

Siis
Kuna

1 1 1 —p(X, Z)
Pr=3 —p2(X,Z) (—p(X, Z) 1 >

siis saame

2 7y —
B %)

[P(Y.X) — 2p(Y, X)p(X, Z)p(Y, Z) + p(Y. Z)].

X
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Asendades saadud avaldise mitmese korrelatsioonikordaja vale-
misse (15.4) saame

eV, X) = p(X, 2)p(Y, Z)]
r(Y,X|2) = \/<1 —p2(Y,2))(1 - p*(X, 2))

V=Y. 2)(1 - p*(X, 2))
Seega kolme juhusliku suuruse korral on X ja Y vaheline osa-

korrelatsioon Z suhtes avaldatav tavaliste lineaarsete korrelat-
sioonikordajate kaudu.

§16. Statistikute asiimptootilisest jaotusest

Nagu siiamaani oleme néinud, on mitmemootmelises statistikas
kasutatavad statistikud tavaliselt valimikeskmise X ja/voi vali-
mi dispersioonimaatriksi S funktsioonid. Kui tildkogum on nor-
maaljaotusega, X ~ N,(ji,X), on nende statistikute jaotused

ja ka paljude vajalike X ja S funktsioonide jaotus teada. Olu-
kord on téiesti erinev, kui X ei ole normaaljaotusega_; Sel juhul
tavaliselt tépseid jaotusi teada ei ole. Onneks saab X ja S jao-
tust kirjeldada ligikaudu laia iildkogumi jaotuste klassi korral,
kui valimimaht n on "suur".

Mida tdhendab - "suur"? Praktikas tdhendab see seda, et ldhend-
jaotused muutuvad kasutatavateks, kui n > 100, monikord ka
n > 50 korral.

Sellise as_?imptootilise kditumise taga on asjaolu, et kui n — oo,
siis nii X kui ka S on kirjeldatavad normaaljaotustega. Nende
jaotusteni jouame jargmise juhuslike vektorite tsentraalse piir-
teoreemi abil.

Teoreem 16.1 (tsentraalne piirteoreem). Olgu X, i=1,2,...,
soltumatud sama jaotusega p-vektorid keskvidrtusega EX; = [i
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ja dispersioonimaatriksiga DX; = %. Siis

D

1 = " o
V@@Xﬁyﬂ)—ﬂwm@m.
i=1

Toestus. Teoreemi toestame karakteristlike funktsioonide abil.
Toome sisse jargmise karakteristliku funktsiooni
. N 1 n &~
onl(fru) = Be™ Vi 2= (KA,
Fikseeritud # véirtuse korral saame funktsiooni ¢y, (£, u) vaadata
kui juhusliku suuruse

—/

)
Y, = — (t X<—t[Z)

karakteristlikku funktsiooni kohal u. Uhemdotmelise tsentraalse
piirteoreemi kohaselt koondub jada {Y,,} jaotuse jirgi normaal-
jaotuseks N (0, f/Zf) ja seega

UQf/Ef

. Ind _1
lim o (t,u) = e

iga u ja ¢ korral. Vottes u = 1, saame

lim Eeitﬂlﬁ Ko=) _ e_%f/zf

n—oo
iga £ € RP korral. Saime piirviiirtuseks normaaljaotuse N, (0, %)
karakteristliku funktsiooni avaldise. Kuna e~2t =t on pidev
punktis ¢ = 0, siis karakteristliku funktsiooni omaduse (iii) poh-
jal (vt. Lisa 2) on tegemist koondumisega jaotuse jérgi ja piir-
jaotuseks on normaaljaotus N, (0, 3),
mott.

Toestame niitid teoreemi, mis kirjeldab valimi keskvéartuse ja
valimi dispersioonimaatriksi kditumist suurte valimite korral.
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Teoreem 16.2. Olgu X = [)Zl Xy ... X,| teoreetiline valim

tldkogumist, kus tunnusvektori X Jaotuseks on Pg, X ~ Pyg.
Olgu EX = i, DX =% ja eksisteerigu neljandat jarku loplikud
segamomendid, E(X{"X;jX]:kal) <00, 4,75, Tk, 71 = 0,...,4;
ri+rjtre+r=4 4,5,kl=1,...,p. Kut n — oo, siis

_ P P
X —, S —X;

V(% =) —N(0.2); (16.1)
Vnvec(S — X) inz (0, 11), (16.2)

kus piirjaotuse dispersioonimaatriks I : p? x p? koosneb teist ja
neljandat jarku tsentraalsetest momentidest,

I = Dvec|(X —f)(X —fi)] .
= E((X -iD(X - @)) e (X - @)X - @))] - vecEved'S.

Toestus. Esimesed kaks véidet on jareldused norgast suurte
arvude seadusest ja iitlevad, et X ja S on mojusad hinnangud
iildkogumi parameetrite ji ja 3 jaoks.

Toepoolest, kuna

Dispersioonimaatriksiga on asi pisut keerulisem. Vaatame es-
malt statistikut, mis méérab suurima toepéra hinnangu (nihkega
hinnangu),

P

S, = ),

S|

Y (X - X)X -
=1
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Muudame sulgudes olevat avaldist liites ja lahutades fi:

S, = —Z[(Xi—mw—)?m@ — )+ (i —

>y

)N

Korrutades niitid kandilistes sulgudes olevad liikmed, muutes lii-
detavate jarjekorda ja koondades iithesugused liikmed, saame

S.= (K- (X -y — (XX @) (163)
=1

Suurte arvude seaduse tottu

n . . P . .
S (K- (K- ) B - (K- )] = B,
i=1

Samal ajal
o o 1 n . n P
(X =D& ) = 5 (% =) (%~ @) —o.
i=1 j=1
Kokkuvottes saame p
S, —X
Siis aga ka
n p
S = S, —X,
n—1

sest *5 — 1, kui n — oo.
Niilid toestame viited jaotuse jargi koondumisest. Tsentraalse
piirteoreemi tottu

D

1< = .
_ Y 4 —
vn (n ;le X, u) N,(0, ).

Seega on valimikeskmise kditumine iga 16pliku dispersiooniga
jaotuse korral ligikaudu kirjeldatav normaaljaotusega, st X on
ligikaudu jaotusega N, (/i %E)
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Ka valimi dispersioonimaatriksi S astimptootiliseks jaotuseks on
normaaljaotus. Vaatame esmalt statistikut S,. Kasutades esitust
(16.3), saame jada y/nvec (Si — X) esitada kujul

Vit vee[ESO(% - i) (% i) (X - @) (X — ) -3

=1
—Vnvee (X - @) (X — i)

Rakendame esimese liidetava korral mitmemootmelist tsentraal-
set piirteoreemi. Téahistame T; = (X; — @)(X; — @), siis teo-
reemist 16.1

1, = " D ﬁ
Vn vec - > (X — i)(Xi — i) — 5] —N,2(0, DvecT;).

Asilimptootilise jaotuse dispersioonimaatriks DvecT; aga aval-
dub kujul
DvecT; = E[vec T;vec' T;] — E[vec T;]E[vec T;].
Kuna EvecT; = vecX ja vec-operaatori omaduse (L1.16) abil
vecTyved Ty = [(X; — i) © (X — D][(Xi - ) @ (X; — i)',
saame otsekorrutise omadust (L1.15) rakendades

DvecT; = E{[(X;—i)(X;— )] ® (X — @)X — @)}
vec X ved' ¥ = II.

Lemma L2.1 pohjal teame, et kui iiks juhuslike vektorite ja-

—

da koondub jaotuse jargi, X, — X , ja teine toendosuse jargi,
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P D
Y, —0, siis summa koondub jaotuse jargi, X, +Y, — X. See-
ga viite (16.2) toestamiseks tuleb veel ndidata, et teine liidetav
jada esituses koondub toendosuse jargi nulliks,

P

Jnvee[(X — @)(X — i)] —0. (16.4)
Selles jadas on tegemist kahe teguri korrutisega, kusjuures
= P -
X—jg —0

ja
= D -
Jallegi, rakendades lemmat L2.1 saame, et kui iiks tegur koon-
D
dub jaotuse jargi, X,, — X, ja teine tegur toendosuse jargi,
P

—

Y,, —0, siis sellest jiareldub koondumine tGendosuse jargi, Xn?é
seega kehtib koonduvus (16.4). Siis aga oleme naidanud ka véite
(16.2) kehtivuse, mott.

Kokkuvottes saame Gelda, et valimikeskmise ja valimi disper-
sioonimaatriksi kditumine on ka mittenormaaljaotusega iildkogu-
mi korral kirjeldatav normaaljaotusega, st valimikeskmist Kkir-
jeldab astimptootiline normaaljaotus N, (i, %2) ja vektorit vec S
normaaljaotus N2 (vec X, %H)7 kui tldkogumi jaotusel eksistee-
rivad neljandat jarku segamomendid.

Normaaljaotusega iildkogumi korral avaldub dispersioonimaat-
riksi astimptootiline jaotus iildkogumi dispersioonimaatriksi 32
kaudu.

Jareldus 16.2.1. Olgu valim dldkogumist jaotusega Np(p, X).
Siis valimi dispersioonimaatriksi jaoks leiab aset koonduvus

D
Vvnvec(S — ) — Np2(vecOpxp, Iy),

kus
Iy = (T2 + Kpp) (T © %),

121



ja K, , on kommuteerimismaatriks.

Toestus. Viide jareldub teoreemi 6.1 rakendamisel maatriksi
IT avaldisele valemis (16.2),

mott.

Toestame veel teoreemi, mis voimaldab leida pohistatistikute
funktsioonide astimptootilisi jaotusi.

Teoreem 16.3. Olgu jada Zn astimptootilise normaaljaotusega,

— D —
VilZy — @) —N,(0,2),

kusjuures

. P

Zn —a.
Olgu funktsioonil §(Z) : RP — RY pidevad osatuletised mingis
punkti d timbruses. Siis

— D —
Vnl§(Z,) — (@) — Ny(0,€X¢), (16.5)
kus & 1 ¢ X p on maatrikstuletis:
dg(Z,
- (Zn) £0.
dZn, Tn=0

Toestus. Koonduvuse (16.5) naitamiseks toestame, et karak-
terist.lik funktsioon P Jrlg(Zn) (@) (f) kc?ondub vastavaks nor-
maaljaotuse karakteristlikuks funktsiooniks. Eelduse kohaselt

1. -
lim ¢ =z o (t) = exp(—§t 'St), tERP.

n—oo
Arendame §(Z,) Taylori ritta punktis Z, = 4,
4§(Zy)

9(Zn) = g(a) iz Z:a( )
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Edasises esituses kasutame reaksarenduses suurust op,(e;). Tule-
tame meelde, et kirjapilt op(e;) téhistab jargmist vahekorda ju-
huslike vektorite jada {X;} ja arvjada {e;} vahel (vt. lisa 2):
> p
SN
€

Rakendades teoreemi L2.1 ¢, = ﬁ korral saame

g 5(Zn) @) 4oL
Vnl§(Zy) — §(@)] = iz Zn:aﬁ( n a)+0p(\/ﬁ)
= EVlZa - @) +op( ).
Seetottu
Ao gz -gan O = 10 06 m2,-a)40, 2 D)
= Jim o iz, _(@0) = exp(—57 'S

mott.

Seega, kui meil on funktsioon valimikeskmisest g(X), mis ra-
huldab teoreemi eeldusi, siis selle funktsiooni téendosuslikku kéi-
tumist saame kirjeldada normaaljaotusega. Tahistame 5)-2 =

@ . Vastavalt toestatud teoreemile
X |g_z
Valg(x) - i) — Ny(0.¢¢5¢)
ehk 1
> ~ S . /
G(X) ~ No(g(f), ~EzXE2),
kui f)? 75 0.
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Sama kehtib ka valimi dispersioonimaatriksi funktsiooni kohta.
Kui meil on funktsioon valimi dispersioonimaatriksist, h(vecS),
siis selle funktsiooni toendosuslikku kaitumist saame kirjeldada

dh(S)
dvecS |g_; # 0. Vastavalt

normaaljaotusega. Tahistame s = B
toestatud teoreemile -
— - D —
vnlh(vecS) — h(vec X)) — N,y (0, (s TIEy,)
ehk 1
h(vecS) = Ny(h(vecE), —ExTIER).
n

Ilustreerimaks toestatud tulemust leiame iildistatud dispersiooni
|X| hinnangu jaoks asiimptootilise normaaljaotuse. Teoreemi 16.3
pohjal leiab aset koondumine normaaljaotuseks:

Ja(lS| — [S)) —N(0,€T1e),

kus £ = %b:g. Kasutades determinandi tuletise valemit (vt.
lisa 1, tuletise omadus (xvi)) saame

£ =|Blved =71

Siis astimptootilise normaaljaotuse dispersiooni afs‘ jaoks saame
vorduse:

O‘|QS‘ = | (ved' T MvecE ! — ved' 2 lvecEved BvecE ),

kus

Siis

O‘|QS| = |2 [ved T MvecE ™ — p?].
Saadud avaldis lihtsustub normaaljaotusega {ildkogumi korral.
Sel juhul leiab jdrelduse 16.2.1 pohjal maatriksi S jaoks aset

koonduvus:
D

Vnvec(S — X) — N,2(0,y),
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kus
HN = (Ipz =+ Kp,p)(E X E)

Uldistatud dispersiooni |S| asiimptootiline dispersioon G‘ZS| on

siis kujul

U|QS| = 2p|2)°.
Pohistatistikute astimptootilise normaaljaotuse muudab hiipo-
teeside kontrolli iilesannete ja usaldushulkade konstrueerimise
jaoks eriti vaartuslikuks asjaolu, et astimptootilise normaaljao-
tuse baasil saab konstrueerida y2-statistikuid. Meetod périneb
artiklist Wald (1943) ning seda tuntakse kui Waldi meetodit.
Olgu T, statistik, mille vaartused on hinnanguteks parameetrile
5, kusjuures, kui g = 50 jan — 00, siis

V(T — ) — N(0.2). (16.6)

Siin 2 : m X m on taisastakuga maatriks, mis voib soltuda

ka suurusest 50. Kui leidub statistikute jada maatriksi €2 hin-
P

damiseks {Q,,} nii, et Q,, — €, kui n — oo ja 0 = Oy, siis

n(T, — 60)' Q. (T, — ) iXQ(m). (16.7)

Seega saab koonduvuses (16.7) esinevat ruutvormi kasutada test-
statistikuna testimaks hiipoteesi Hy : 0 = 50, kuna nullhiipo-
teesi kehtimisel on tegemist asiimptootilise y2-jaotusega. Tule-
mus (16.7) on jareldus teoreemist 4.1 normaaljaotusega juhus-
liku vektori ruutvormi jaotusest. Osutub, et Waldi meetod on
edasiarendatav ka juhule, kui piirjaotuseks on kodunud mit-
memootmeline normaaljaotus (Moore, 1977). Sellise olukorraga
oli meil tegemist néiteks teoreemis 16.2 koonduvuse (16.2) kor-
ral, kus piirjaotuse dispersioonimaatriksi IT : p? x p? astak on
maatriksite S ja 3 siimmeetria t5ttu maksimaalselt 1p(p + 1).
Esitame Waldi meetodi iildistuse jargmise teoreemina.
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Teoreem 16.4. Kehtigu tlaltoodud tihistustes koonduvus (16.6),
P

kusjuures r(S2) = k. Eeldame, et Q, — €, kuin — oo ja 0 = 0y
ning et iga n korral T,, — 0y kuulub maatriksi €2, veeruvektorite
poolt mddratud alamruumi C(S2). Siis

(i) statistik n(T,, — 00)' S (T, — o) on invariantne ildistatud
poordmaatriksi 2 valiku suhtes;

(ii) kui 0 = 6y, siis

R . . . D
n(Tn — 90)/95 (Tn — 90) —>X2<k).

Waldi meetod ja selle iildistus annavad meile voimaluse teo-
reemide 16.2 ja 16.3 pohjal konstrueerida ligikaudseid usaldus-
piirkondi ja kontrollida hiipoteese valimikeskmise ja dispersiooni-
maatriksi ning nende funktsioonide kohta ka siis, kui tildkogum
ei ole normaaljaotusega.

§17. Elliptilised jaotused

Klassikaline mitmemd&otmeline statistika eeldab, et tildkogum
on mitmemootmelise normaaljaotusega. Paraku ei ole see eeldus
tihti téidetud ja normaaljaotuse korral kehtivaid teste ja jaotusi
rakendatakse lootuses, et korvalekalle normaaljaotusest ei ole
nii suur, et see rikuks iildpildi ja klassikaliste meetodite kasu-
tatavuse. Uks olulisemaid iilesandeid mitmemdootmelises statis-
tikas viimase paarikiimne aasta jooksul on olnud iildkogumi jao-
tuste klassi laiendamine. Esimene olulisem samm selles suunas
tehti elliptiliste jaotuste sissetoomisega. Kuigi esimene artikkel
périneb juba aastast 1970 (Kelker, 1970), jouti siistemaatilise
esituseni paarkiimmend aastat hiljem. Esimesed monograafilised
kisitlused on Kariya & Sinha (1989), Fang & Zhang (1990),
Fang, Kotz & Ng (1990) ja Gupta & Varga (1993). Ulevaade el-
liptilistest jaotustest sisaldub ka raamatutes Muirhead (1982) ja
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Kollo & von Rosen (2005). Elliptiliste jaotuste néol on tegemist
normaaljaotuste klassi iildistusega, mis erijuhul sisaldab ka nor-
maaljaotused. Ka jaotuste konstrueerimise idee on sarnane. Kui
iildine normaaljaotus saadakse standardsest normaaljaotusest
lineaarteisenduse abil, siis elliptiliste jaotuste korral lahtutakse
nn. sfdadarilistest jaotustest ja lineaarteisendusega saadakse eri-
nevatest sfadrilistest jaotustest erinevad elliptiliste jaotuste klas-
sid.

Definitsioon 17.1. Juhuslik p-vektor X on sfadrilise jaotusega,
kui X ja T'X on iihe ja sama jaotusega iga ortogonaalmaatriksi
T korral.

Kerge on naha, et niiteks X normaaljaotusega N (6, O’ZIp) on
sfadrilise jaotusega: ka I'X on dispersioonimaatriksiga aQIp. Sa-
muti on sfadrilise jaotusega kahe normaaljaotuse segu toenéo-
sustihedusega

L 1 1., 1 1,
f([E) = (1 — €)W exp(—ix .’L') + €m exp(—ﬁx l'),

kus 0 < e < 1. Niisugune segu kannab ka e-risustatud normaal-
jaotuse nime.

Jargnev teoreem méératleb sfaérilise jaotuse tema karakterist-
liku funktsiooni kaudu.

Teoreem 17.1. Juhuslik p-vektor X on sfadrilise jaotusega para-
jasti sits, kui tema karakteristlik funktsioon rahuldab iht kahest
ekvivalentsest tingimusest:

(i) go)?(l"/t_} = go)?(f) suvalise ortogonaalmaatriksi T :
p X p korral;

(ii)  leidub ihemuutuja funktsioon ¢(-) nii, et

pg(®) = ot D).
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Téestus. Ruutmaatriksi A korral on vektori AX karakteristlik
funktsioon esitatav kui ¢ ¢ (A’ t). Seega tingimus (i) on ekviva-
lentne definitsiooniga 17.1. Tingimusest (ii) jéreldub (i), kuna

o (IT) = (T (T'D) = o(F T = (7D = (D)

Vastupidi, tingimuse (i) kohaselt jaab gp)z(f) samaks, kui me
korrutame argumenti vasakult ortogonaalmaatriksiga. Ortogo-
naalmaatriksite rithma invariantsusomadustest tuleneb aga siis,
et ¢ ¢(t) peab olema korrutise ¢ "I’ funktsioon (vt. niiteks Fang,
Kotz & Ng, 1990, osa 1.3), mott.

Sfaariliste jaotuste teoorias méangib olulist rolli p-vektor U , mis
on iihtlase jaotusega iihiksfaéril ruumis RP. Fang & Zhang (1990)
on niidanud, et selline juhuslik vektor on sfidrilise jaotusega.
Kasutame edaspidi sama jaotusega juhuslike vektorite korral
tahistust
x4ty

Uhtlase jaotusega vektori U olulisus sfidriliste jaotuste kirjel-
damisel selgub jargmisest seosest: suvaline sfaérilise jaotusega
vektori X jaotus on kirjeldatav korrutise jaotusega

X £ RO, (17.1)

kus U on iihtlase jaotusega iihiksfadril, | U ||= 1, ja positiivne
juhuslik suurus R jaotusfunktsiooniga F'(x) on soltumatu vek-
torist U/. Juhuslik suurus R on interpreteeritav raadiusena. Ka-
sutades vektori X normi, saame esitust (17.1) kirjeldada jargmi-
selt. Kui




kus || X | and ”;g” on soltumatud ja || X || on tavaline euk-

leidiline norm. Laheme niiiid sfadriliste jaotuste juurest edasi
elliptiliste juurde.

Definitsioon 17.2. Oeldakse, et juhuslik p-vektor X on ellip-
tilise jaotusega parameetritega i ja V : p X p, kui

XL+ Ay,
kus Y on sfddrilise jaotusega ja A : p X p on pdératav maatriks,
AA'=V.

Kasutame tihistust X ~ E,(1, V), kui X on elliptilise jao-
tusega. Jargmine teoreem kirjeldab elliptilisi jaotusi karakte-
ristliku funktsiooni kaudu.

Teoreem 17.2. Olgu X ~ E, (1, V). Siis karakteristlik funkt-
si00n @ ¢ (t) on kugjul

() = exp(it” )t V1), (17.2)
kus ¢(-) on ihemuutuja funktsioon.

Toestus. Karakteristliku funktsiooni definitsiooni (1.2) koha-
selt

o(B) = Elexp(E (i + AV))] = exp(if f)p py () = oy (A'D),
kus A : p X p on péoratav maatriks. Teoreemist 17.1 saame
() = exp(it i) (I AA'T) = exp(it fi)p(f V)

mingi funktsiooni ¢ korral, mis méaérab sfédrilise jaotuse karak-
teristliku funktsiooni,
mott.
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Vaatame, kuidas definitsioon 17.2 rakendub normaaljaotuse kor-
ral.

Normaaljaotus Ny (i, 3) kuulub elliptiliste jaotuste hulka, kuna
X~ Np(fi,X) avaldub definitsiooni 3.1 kohaselt summana X =
fi+AY, kus Y ~ N(0,L,) ja AA' = .

Paragrahvis 3 toestasime, et normaaljaotuse korral jareldub ju-
husliku vektori komponentide mittekorreleeritusest nende sol-
tumatus. Selgub, et see on normaaljaotust iseloomustav omadus
koigi elliptiliste jaotuste klassis.

Teoreem 17.3. Olgu X ~ E,(ii,D), kus D on diagonaalne.
Kui X1,...,X, on vastastikku soltumatud, siis X on normaal-
jaotusega.

Toestus. Eeldame iildisust kitsendamata, et £ = 0. Siis teo-
reemi 17.2 kohaselt

() = ¢(F ' DI) = ¢(>_ tida)
i=1

mingi funktsiooni ¢ korral. Kuna X1, ..., X, on soltumatud, siis
) P
$(F ' DE) = [ o(t7dus).
i=1

Téahistades u; = t?dii saame

p

o> t7dis) = [ ] o(wa)-
=1

i=1
Saadud vordus on tuntud Hameli vordusena ja selle ainus pidev
lahend on

o(2) = et
mingi konstandi k korral (vt. néditeks Feller, 1968, lk. 459-460).
Seetottu avaldub meie karakteristlik funktsioon kujul

0 (i) = okt DI

130



Kuna on tegemist karakteristliku funktsiooniga, peab kehtima
k < 0, millest jareldub, et X on normaaljaotusega,
mott.

Kerge on néha, et elliptiliste jaotusete klass on kinnine line-
aarteisenduste suhtes.

Lause 17.1. Olgu X ~ E, (i1, V), B : g x p tdisastakuga maat-
riks ja U € R4. Siis
7+ BX ~ E,(7 + Bji, BVB').
Toestus. Léhtume karakteristlikust funktsioonist
errp(D) = €7 Tope(l) = ¢ T (B).

Rakendades valemit (17.2) saame

‘PJ+B)’<'({) — it Tt Bﬁqﬁ((B’f)’VB’f}
= B (T BV,

Viimane avaldis on aga teoreemi 17.2 ja definitsiooni 17.2 ko-
haselt elliptilisele jaotusele E, (7 + Bfi, BVB’) vastav karakte-
ristlik funktsioon,

mott.

Karakteristliku funktsiooni teadmine véimaldab meil leida dife-

rentseerimise teel ka selle jaotusega juhusliku vektori k-ndat

jarku momendi, kui eksisteerivad koik k-ndat jarku segamomen-
did: i

)= 0|

7 dt t=0

Jargmises teoreemis rakendame seda karakteristliku funktsiooni
omadust elliptilise jaotuse korral.

(17.3)
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Teoreem 17.4. Olgu X ~ E, (i1, V) karakteristliku funktsiooni-
ga kujul (17.2). Kui ¢(-) tdhistab funktsiooni valemis (17.2) ja
@' (+) selle tuletist, siis eeldusel, et koik teist jarku segamomendid
E(X;X;) on loplikud, kehtivad vordused

EX = [i
DX = —2¢(0)V.

Toestus. Viidete toestamiseks peame diferentseerima karak-
teristlikku funktsiooni kaks korda. Esimese tuletise saame kujul

di 5 (1)
dt

= ig( Ve B 424/ (T Ve TV,

Valemist (17.3) saame esimest jarku momendi

m(X) = i = 7,
kust .
E(X)=.
Enne teise tuletise leidmist arvestame seda, et vektori X tsent-
raalsed momendid on vektori Y = X — i momendid. Viimase
karakteristlik funktsioon on aga lihtsamal kujul

(D) = (V).

X240
dt’ 2

Seega tuleb meil leida tuletis . Esimese tuletise avaldise

saame eelmise véite toestusest:

dd’%{vﬂ =24/(F' VD'V,

kust
PoE'Vi)  d2¢' (T V)TV

dt? dt
=2V (t V) +4Vig" (T VI V.
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Valemi (17.3) pohjal
DX = —24'(0)V,
mott.

Uldjuhul ei pruugi elliptilisel jaotusel leiduda tdenfosustihedust,
samas kuulub enamus kasutatavaid elliptilisi jaotusi pidevate
toendosusjaotuste klassi ja neil eksisteerib ka analiiiitiline tihe-
duse avaldis, mille abil tavaliselt jaotuste klass maaratletakse.
Kuna elliptiline jaotus defineeritakse sfadrilise jaotuse kaudu,
siis tuginedes samasugustele arutlustele, mida kasutasime karak-
teristliku funktsiooni korral, peab toendosustihedus soltuma ar-
gumendist Z korrutise Z'% kaudu mingi mittenegatiivse funkt-
siooni g¢(-) argumendis (g(z'%)). Noutavad tingimused funkt-
sioonile g(-) leiab huvitatud lugeja koos tuletuskiiguga raama-
tust Fang & Zhang (1990).

Definitsioon 17.3. Pidev juhuslik vektor X ~ E,(i1,V) on
toendosustihedusega

F2(®) = e IVI™V2g((F — BYV A E - ),
kus g(+) rahuldab tingimust
[
0

Normeerimiskonstant ¢, avaldub seejuures kujul

M|

“Lg(y)dy < oo. (17.4)

r'(%)

(2m)p/2 [g~ rp=tg(r?)dr

Cp:

Tingimus (17.4) ei ole oluliselt kitsendav ja nagu nédhtub jérgne-
vast tabelist 17.1, rahuldavad paljud erinevad funktsioonid seda
nouet.
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Tabel 17.1. Pidevate sfadriliste jaotuste toendosustihedusi.

jaotus

tihedusfunktsioon

Kotzi tiitipi
normaaljaotus
Pearsoni VII tiiiipi
t-jaotus

Cauchy jaotus

Pearsoni IT tiitipi

logistiline

c(@T)NTexp(—r(#%)%, r,s >0, 2N +p > 2

cexp(—12'%
c(1+ f;f)fN, N> 2
. ptm
c(1+%%) 2 >0, meN
o Pt1
c(1+ZL5) 2 ,s>0,
(1 =22)™, m>0
exp(—&'T)
Clrexp(—7 D)7

Konstant ¢ tahistab tabelis normeerimiskonstanti.
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LISA 1

L1.1. Maatriksalgebra moisteid ja tulemusi

Maatriksalgebra annab vahendid mitmemootmelise statistika esi-
tamiseks kompaktsel ja iilevaatlikul kujul. Uleminek maatriks-
keelele ca 50 aastat tagasi kiirendas ja stivendas mitmemaoot-
melise statistika arengut oluliselt. Samas on olnud tegu vas-
tastikku kasuliku arenguga. Statistikaprobleemid on viinud ka
maatriksite teooria uute arendusteni viimastel aastakiimnetel.
Jargnev lithitilevaade on kokkusurutud esitus olulisematest mois-
tetest ja tulemustest, mida selles opikus kasutame. Pohjalikuma
késitluse huvilistele olgu siinkohal antud moned viited kirjan-
dusele. Toome vélja just statistikasuunitlusega maatriksalgeb-
ra raamatud. Suhteliselt lihtsama késitluse voib leida raama-
tust Searle (1982). 1990-ndate 16pus ilmus mitu head ja pohja-
likku statistikutele moeldud maatriksite teooria esitust: Harville
(1997), Schott (1997), Rao & Rao (1998), Magnus & Neudecker
(1999). Pohjalik késitlus on antud ka raamatutes Kollo (1991) ja
Kollo & von Rosen (2005). Kokkuvotlikult on olulisemad maat-
riksalgebra moisted ja tulemused dra toodud klassikalistes mit-
memootmelise analiiiisi monograafiates: Anderson (2003), Sri-
vastava & Khatri (1979), Rao (1973), Muirhead (1982), Siotani,
Hayakawa & Fujikoshi (1985) jt. Pohimoistete ja -tulemuste
meeldetuletamiseks on kindlasti kasu ka eestikeelsest Opikust
Kilp (2005).

Jargnev materjal on jagatud kaheks: esimeses osas on ilevaade
maatriksalgebra pohimoistetest ja vajalikest tulemustest, teine
osa sisaldab kokkuvotte plokkmaatriksitest.

Pohitehted

Maatriks A mootmetega m X n on ristkiilikukujuline tabel ele-
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mentidest a;;, 1=1,...,m;j=1,...,m:
ail - Qip
A =

am1l - Gmn

kus element a;; paikneb tabeli i-ndas reas ja j-ndas veerus. Ele-
mendi a;; téhisena kasutame ka téhistust (A);;. Maatriksi ele-
mentideks voivad olla erinevad matemaatilised objektid: reaalar-
vud, kompleksarvud, funktsioonid jne. Tekstis kasutame paral-
leelselt jargmisi fraase:

- maatriks A mootmetega m X n,
- m X n-maatriks A,
-A:mxn.

Kui m = n, siis on A ruutmaatriks. Kui A on m x l1-maatriks,
nimetatakse teda vektoriks. Sel juhul jdetakse teine indeks kir-
jutamata ja kasutatakse kirjapilti

ai

oy
I

am

Maatriksid A ja B on vordsed, A = B, kui nende mo6otmed
on vordsed ja vastavad elemendid on vordsed. Maatriksit, mille
elemendid on vordsed arvuga 1 téhistame 1, vajadusel 1,,xn,
analoogiliselt ka nullidest koosneva maatriksi jaoks kasutame
tahistusi 0 voi 0y, xn-

Maatriksi A : m x n korrutis skalaariga ¢ on m x n maatriks
cA, kus

(CA)Z‘J' = cal-j.

Skalaari all moistetakse maatriksi elementidega sama tiilipi suu-
rust.
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Maatriksite A : m X n ja B : m X n summa A + B on m X n-
maatriks elementidega

(A + B)ij = aj; + bij.

Maatriksite liitmise ja skalaariga korrutamise olulisemad omadu-
sed on jargmised:

A+B = B+ A;
(A+B)+C = A+ (B+C);
A+ (-1)A = 0;
(c14+c2)A = 1A+ A;
¢(A+B) = cA+cB;
c1(c2A) = (c1c2)A.
Maatriksite korrutamine on voimalik, kui esimese maatriksi veer-

gude arv vordub teise maatriksi ridade arvuga. Maatriksite A :
m x n ja B :n xr korrutis C = AB on m X r-maatriks, kus

n
i =Y aipbpj.
k=1

Maatriksite korrutamine ei ole kommutatiivne, kiill aga kehtivad
seosed

A(BC) (AB)C;
AB+C) = AB+AC);
(A+B)C = AC+BC.

Maatriksi A : m x n transponeeritud maatriks A’ on n x m-
maatriks, kus

(A’)ﬁ:aij, izl,...,m,jzl,...,n.
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Maatriksi transponeerimine on seotud liitmise ja korrutamisega
jargmiselt:

(A) = A
(A+B) = A'+B
(AB) = BA’

Erikujulised maatriksid
Uhikelemendi rolli etendab maatriksite hulgas dihikmaatriks I,,:

01 --- 0 o
In: : . . . :(513), 17]:1"”771’
0 0 1

kus d;; on Kroneckeri delta:

s _ L kuii=j;
U0, kuii# .

Uhikmaatriks rahuldab vordusi I,,A = AI, = A, kui A on
m X n-maatriks.
Ruutmaatriks A on simmeetriline, kui

A=A
ja kaldsiimmeetrilinekui
A=-A
Reaalarvuline ruutmaatriks A : n X n on ortogonaalne, kui
AA' =1,

ja idempotentne , kui
A? = A.
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Ruutmaatriks A : n xn on tdlemine kolmnurkmaatriks, kui tema
allpool peadiagonaali asetsevad elemendid vorduvad nulliga:

ajy a2 - Ay
0 ax -+ a

A =
0 0 - an

Kui ruutmaatriksi A : n x n ilalpool peadiagonaali paiknevad
elemendid on vordsed nulliga, on tegemist alumise kolmnurk-
maatriksiga.

Ruutmaatriksi diagonaliseerimine on operatsioon, mis asendab
A : n x n viljaspool peadiagonaali asetsevad elemendid nullide-
ga. Diagonaliseeritud maatriksi tahistame Ag:

a3z 0 - 0
0 ag - 0
Ag= ) . .
0 0 - ap,

Vektorist @ moodustatud diagonaalmaatriks on sarnase téhis-
tusega:

ai 0 0
0 ag -~ 0
g = L .
0 0 - a,

Determinant ja poordmaatriks
Ruutmaatriksi A : n x n korral on tadhtsaks karakteristikuks
tema determinant |Al:

A= > D)Mo ey, (LL)
=1

jlv“’vjn
kus summeeritakse iile arvude 1,2,...,n koigi erinevate per-
mutatsioonide (j1,...,7n) ja N(Jj1,...,Jn) on permutatsiooni
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(41, ., jn) inversioonide arv. Arvud j ja i moodustavad inver-
siooni, kui j paikneb permutatsioonis eespool kui i ja j > 1.
Determinandi arvutamiseks on valemit (L1.1) tiilikas rakenda-
da vihegi suuremate n vidrtuste korral. Uks voimalus arvutuste
lihtsustamiseks on miinori moiste rakendamine. Elemendi a;;
taiendmiinoriks nimetatakse A : n X n elementidest moodus-
tatud (n — 1) x (n — 1)-maatriksi A;;) determinanti. Maatriks
A (;j) saadakse maatriksist A selle i-nda rea ja j-nda veeru eral-
damise teel. Taiendmiinorite abil saab maatriksi A determinandi
esitada arendusena i-nda rea voi j-nda veeru kaudu:

Al =D ai(=1)""|Agy| iga i korral, (L1.2)
=1

|A| = Zaij(—l)i+j|A(ij)| iga j korral. (L1.3)
i=1

Maatriksi A esimesest r reast ja veerust moodustatud r x r-
alammaatriksi determinanti nimetatakse r-jarku nurgamiinoriks.
Esitame jargnevalt moned determinandi olulisemad omadused:

|A'| = |A[; (L1.4)
|AB| = [A[- [B]; (L1.5)
L, + AB| = |L, + BA|, (L1.6)

kus A on m X n-maatriks ja B on n x m-maatriks.

Kui |A| # 0, siis 6eldakse, et maatriks A : n X n on pdédratav e.
requlaarne, vastasel juhul, kui |A| = 0, on meil tegemist singu-
laarse maatriksiga. Kui |A| # 0, siis leidub maatriksil A p6ord-
maatriks A~!, mis on médratud vordusega

AAT =1,
Po6rdmaatriksil on jargmised omadused.

ATA =1,;
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(Al = (a7 (LL7)
AT = |A[Th (L1.8)
(AB)"' =B A1
Po6rdmaatriksi iildelement avaldub valemiga

(_1)i+j|A( .

(A7) = A il (L1.9)

Kahe maatriksi summa poérdmaatriksi avaldis on keerulisem.

Teoreem L1.5 (binomiaalne podrdteoreem). Olgu jdrgnevas
vorduses maatriksid A, B, C ja D sobivate dimensioonidega
ja eksisteerigu seal esinevad poordmaatriksid. Siis

(A+BCD) !'=A"1'-A"'BDA'B+C)"'DA L

Astak ja jalg Vektorid #;, ¢« = 1,...,7 on lineaarselt sol-

tumatud, kui
.
Z Cifi = 6,
i=1

parajasti siis, kui ¢; =0, i =1,...,r.

Definitsioon L1.4. Maatriksi A : mxn astakuks r(A) nimeta-
takse tema lineaarselt soltumatute veergude maksimaalset arvu.

Loetleme alljargnevalt astaku olulisemad omadused:

(i) (A
(ii

) r(A");
)
(i)
)
)

)=
A) < min(m,n);

AB) < min(r(A),r(B));

<

(
(
(
(

(iv

r(A+B) <r(A)+r(B);

(v) kui A ja C on poératavad, siis 7(ABC) = r(B);
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(vi) kui A : m x n ja B rahuldavad vordust AB = 0, siis
r(B) <n-—r(A).

Definitsioon L1.5. Maatriksi A : nxn jdljeks trA nimetatakse
tema peadiagonaali elementide summat

n
trA = Z Qg .
=1

Esitame jélje olulisemad omadused reaalarvuliste maatriksite
korral:

tr(A) = tr(B 1AB) kui B on pooratav;

(
(
tr(A) = tr(C’AC), kui C on ortogonaalne;
tr(c1A + c2B) = citrA + cotrB;

(
(vi) tr(A’A) = 0 siis ja ainult siis, kui A = 0;
trA = tr(A’);
tr(A'A) = tr(AA") =370, 370, a?j;

i)

1i)

i)

iv)

(v) tr(A) = 7(A), kui A on idempotentne;
)

i)

i)

ix) ¥AT = tr(AZT);

(x) 7(A) > (t EA)) kui A on stimmeetriline.

Omavairtused, omavektorid
Olgu A : n x n reaalarvuline maatriks. Vaatame seda kui lin-
eaarteisendust ruumis R™, mis teisendab suvalise vektori Z teiseks
vektoriks 7,

Ar =y
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Vektorid, mille siht séilib selle teisendusega, on méaaratud vor-
randiga
AT = \Z.

Sel vorrandil on mittetriviaalne lahend, kui
|A — \L,| = 0. (L1.10)

Vorrandit (10) nimetatakse maatriksi A karakteristlikuks vor-
randiks ja selle lahendeid \; maatriksi A omavddrtusteks. Vek-
torit &; # 0, mis rahuldab vordust

nimetatakse omavaartusele \; vastavaks omavektoriks. Determi-
nandi definitsioonist jareldub, et karakteristlik vorrand on n-
astme poliinoom A suhtes, poliinoomil on aga n juurt, mis voivad
olla nii reaalsed kui komplekssed, kusjuures nende hulgas voib
olla kordseid. Seega on reaalarvulisel maatriksil n omavéaartust,
mis voivad olla nii reaalarvulised kui kompleksarvud. Omavééar-
tustele vastavad omavektorid ei ole tiheselt méaratud. Kui Z; on
omavektor, siis varieerides tema pikkust ja/voi suunda saame
jalle vektori, mis rahuldab omavektori noudeid. Pikkuse osas
lepitakse tavaliselt kokku, et vaadeldakse normeeritud omavek-
toreid pikkusega iiks. Suuna fikseerimine on vdhem oluline, va-
jadusel maaratakse selleks kindlaks iithe mittenullilise koordinaa-
di mérk (+ voi —). Esitame jargnevalt olulisemad omavéaartuste
ja omavektorite omadused.

(i) Reaalarvulise siimmeetrilise maatriksi koik omavéértused
A; on reaalarvulised ja neile vastavad omavektorid Z; saab
valida reaalarvuliste koordinaatidega.

(ii) A ja A’ on samade omaviirtustega.

(iii) Maatriksid A ja CAC™! on samade omaviidrtustega su-
valise pdoratava maatriksi C korral.
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(iv)

(xii)

(xiii)

(xiv)

Kui A on siimmeetriline maatriks omavaartustega \; # A;,
siis neile omavéartustele vastavad omavektorid on ortogo-
naalsed.

Maatriksi A erinevatele omavéartustele vastavad omavek-
torid on lineaarselt soltumatud.

Olgu A ja B n x n-maatriksid, kusjuures A on pooratav.
Siis AB ja BA on samade omavéairtustega.

Olgu A : n x n poodratav omavadrtustega A, ..., A,. Siis
A~ omaviirtused on A7t ... AT

Olgu maatriks A : n X n ortogonaalne. Siis tema omavaar-
tused on moodulilt vordsed ithega (reaalarvulised omavéadr-
tused on +1 voi —1).

Idempotentse maatriksi omavéaartused on vordsed kas nulli
voi iihega.

Maatriksi A : m x n korral on maatriksitel AA’ ja A’A
ithed ja samad mittenullilised omavéaértused.

Kolmnurkse maatriksi omavéaartusteks on tema peadiago-
naali elemendid.

Vahemalt iiks singulaarse maatriksi omavéértustest vor-
dub nulliga.

Maatriksitel A ja A+cl,, on samad omavektorid iga c € R
korral.

Ruutmaatriksi A : n x n korral > " | A\; = trA.

Olgu A siimmeetriline n x n-maatriks omavaartustega A;.
.o n 2 _ n 2
Sils Y 1 AF = Zi,j:l ag;-

Mitmemootmelise statistika jaoks {iilioluline on jargmine tule-

mus.
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Teoreem L1.6. Olgu A : n x n summeetriline reaalarvuline
maatriks. Siis leidub ortogonaalmaatriks P nii et

P'AP = A;
A = PAP,

kus A on maatriksi A omavddrtuste diagonaalmaatriks.

Siimmeetriline maatriks A on esitatav omavéaértuste ja normee-
ritud omavektorite kaudu ka nn. spektraallahutusena:

n
— =
=1

kus Z; on omavadrtusele )\; vastav normeeritud omavektor. Ka-
sulikuks osutub ka jargmine tulemus, mida tuntakse Rayleigh
suhte nime all.

Teoreem L1.7 (Rayleigh suhe). Olgu A : n X n simmeetriline
maatriks omavddrtustega \;. Siis iga & € R™ korral

— —
AT
)\min S — 5 < Amax-

= = =

Trx

Positiivne maaratus

Definitsioon L1.6. Simmeetriline maatriks A : n X n on posi-
tiivselt (negatiivselt) madratud, kui ¥’ AZ > 0 (< 0) iga vektori
Z#0eR" korral.

Kui A on positiivselt (negatiivselt) méaaratud, tdhistame seda
A >0 (A<O0).

Definitsioon L1.7. Simmeetriline maatriks A : n X n on posi-
tiivselt poolmddratud (negatiivselt poolmddratud), kui ¥ AL >
0 (< 0) iga vektori & € R™ korral ja leidub vdhemalt ks vektor
Ty # 0 nii, et Z\AZy = 0.
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Kui A on positiivselt poolméératud (negatiivselt poolméaratud),
tahistame seda A >0, (A <0).

Definitsioon L1.8. Simmeetriline maatriks A : n xn on mit-
tenegatiivselt (mittepositiivselt) mddratud, kui A > 0 voi A >0
(A<0wiA<0)

Jargnevalt esitame moned positiivselt méaratud maatriksite oma-

dused:

(i) maatriks A : n X n on positiivselt madratud parajasti siis,
kui koik tema nurgamiinorid on positiivsed;

(i) Kui A >0, siis A~ > 0;

(iii) Maatriks A > 0 parajasti siis, kui koik tema omavaartused
A; on positiivsed.

(iv) Olgu A : nxn, A > 0ning B:nxm, m <njar(B)=m.
Siis
B’AB > 0.
(v) Olgu A > 0, A ja B : n x n ning B pooratav maatriks.
Siis
B’AB > 0.

(vi) Suvalise A korral on AA’ ja A’ A mittenegatiivselt méira-
tud.

(vii) Kui A on mittenegatiivselt midratud, siis leidub A~! para-
jasti siis, kui A > 0.

(viii) Kui A >0, A:nxnning B:nxm, m <njar(B)=r,
siis B’AB > 0 parajasti siis, kui 7 = m. Maatriks B’AB
on positiivselt poolméaératud, kui r < m.

(ix) Kuii A>0,B>0jaA—~B>0,siis B!'—-A"1>0ja
|A| > [B].
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(x) Kui A >0, B >0, siis |A +B| > |A| + |B|.

Projektorid
Vaatame eukleidilist ruumi R" ja selles kaht alamruumi M ja N,
mis on teineteise tdiendruumid, s.t.

R*" =M@ N.
Siis suvaline vektor Z € R™ avaldub tiheselt summana
= fl + fQ,

kus 1 € M ja @5 € N. Vektorit 1 nimetatakse vektori & pro-
jektsiooniks ruumile M paralleelselt ruumiga N ja vektorit ¥y
vektori & projektsiooniks ruumile N paralleelselt ruumiga M.
Kuiiga #1 € M jaiga Zy € N korral #Z = 0, siis alamruumid M
ja N on teineteise ortogonaalsed tédiendid. Sel juhul on tegemist
Z ortogonaalsete projektsioonidega ruumidele M ja N. Lihtne
on kontrollida, et alamruumidele projekteerimine on lineaarne
operatsioon. Tahistame siimboliga P lineaarse operaatori, mis
projekteerib ruumi R” vektorid alamruumi M paralleelselt ru-
umiga N,
Pz = 7.

Nimetame seda lineaarset operaatorit projektoriks ruumile M
paralleelselt ruumiga N. Kui ruumid M ja N on teineteise or-
togonaalsed téiendid, siis on tegemist ortogonaalse projektori-
ga. Kuna iga lineaarne operaator ruumis R™ on esitatav n x n-
maatriksina, siis kasutamegi edaspidi maatriksesitust ja vaatame
projektorina maatriksit P. Lihtne on kontrollida, et kui P on
projektor ruumile M paralleelselt ruumiga N, siis I,, — P on pro-
jektor ruumile N paralleelselt ruumiga M. Projektorit iseloomus-
tav omadus on idempotentsus.

Teoreem L1.8. Lineaarne teisendus P ruumil R™ on projektor
mingile tema alamruumile M paralleelselt tdiendalamruumiga N
parajasti siis, kui ta on idempotentne.
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Vaatame maatriksit A : n x m kui teisendust ruumist R™ ruumi
R"™. Kujutised AZ moodustavad ruumis R™ alamruumi, mis eri-
juhul voib kokku langeda ka kogu ruumiga. Lineaarteisenduse A
kugutisruumiks C(A) (column space inglise k.) nimetatakse hulka

C(A) = {i:i=Aj, jecR"}.

Teisenduse A tuum e. nullruum N(A) (null space inglise k.) on
maaratud vordusega

N(A)={Z:AZ=0, Zc R™}.

Teisiti 6eldes on lineaarteisenduse A kujutisruum maatriksi A
veeruvektorite lineaarne kate. Kuidas leida projektor, mis pro-
jekteerib etteantud kujutisruumile? Olgu A : n x m, m < n
taisastakuga r(A) = m maatriks. Projektor, mis projekteerib
suvalise vektori ruumist R™ maatriksi A veeruvektorite @;, i =
1,...,m poolt maaratud kujutisruumi paralleelselt nullruumiga
N (A) on antud jargmises teoreemis.

Teoreem L1.9. Olgu A : nxm, m < n tdisastakuga r(A) =m
maatriks veeruvektoritega a;, © = 1,...,m. Sis projektor ku-
gutisruumile C(A) on kujul

Pa=A(A'A)'A

Uldistatud péérdmaatriks

Uldistatud poordmaatriksi méiste on vajalik lineaarsete vorran-
disiisteemide lahendamisel, kui vorrandeid on vihem kui tund-
matuid voi tundmatutele seatud tingimused on lineaarses sol-
tuvuses.

Definitsioon L1.9. Maatriksi A : m x n dldistatud péordmaat-
rikstks nimetatakse n X m-maatriksit A~ , kui

AA"A=A. (L1.11)
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Uldistatud poordmaatriks ei ole itheselt méasratud, selliseid maat-
rikseid, mis rahuldavad vordust (L1.1), voib olla 16pmata palju.
Kahtlemata rahuldab vordust (L1.11) ruutmaatriksi A p6ord-
maatriks, kui viimane eksisteerib ja on siis ka ithene. Selleks, et
iildistatud poordmaatriksite hulgast vélja eraldada iiks kindlate
omadustega esindaja, on vaja lisatingimusi.

Definitsioon L1.10. Maatriksi A : m x n Moore-Penrose’
tldistatud péordmaatriksiks nimetatakse n x m-maatriksit AT,
kui ta rahuldab jargmist nelja tingimust:

Moore-Penrose’i iildistatud po6rdmaatriks on tihene, leidub iiks
ja ainult tiks maatriks, mis rahuldab tingimusi (i) — (iv). Moore-
Penrose’i ildistatud poordmaatriksi seos lineaarsete vorrandite
stisteemi lahendamisega on dra toodud jargmises teoreemis.

Teoreem L1.10. Olgu A m x n-maatriks, ¥ n-vektor ja ij m-
vektor. Vorrand AZ = ¢ on lahenduv parajasti siis, kui

AAtG=j
ning selle tldlahend on kujul

=ATy+ (I, — ATA)q,

8y

kus ¢ on suvaline n-vektor.
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L1.2. Plokkmaatriksid

Tehted ja tahistused

Matemaatilises statistikas on tihti olukordi, kus andmetes voi
neid kirjeldavates seosemaatriksites on sisemine struktuur, mi-
da oleks vaja arvesse votta analiilisi kiigus. Tihti saame sisemist
struktuuri arvesse vottes tunduvalt lihtsustada ka vajalikke arvu-
tusi. Selles osas vaadeldavad moisted kannavad statistikale orien-
teeritud maatriksalgebra esitustes tihti ka iuema maatriksalge-
bra"nimetust (vt. nditeks Magnus & Neudecker (1999)). Selle all
peetakse silmas eelkoige moisteid otsekorrutis, kommutatsioon-
imaatriks, vec-operaator ja maatrikstuletis ning nende omadusi
ja vastastikuseid seoseid.

Definitsioon L1.11.
A Ap - Ay

u v
A = : : : , E m; =m, E n; =n.
i=1 j=1

Aul Au2 to Auv
Plokkmaatriksi jaoks kasutame tahistust
AZ[Aij], i:1,...,u;j:1,...,v.

Plokkmaatriksi elementide méaédramisel kasutatakse kahekordseid

indekseid, mis voimaldavad arvesse votta plokkstruktuuri. Oel-

dakse, et plokkmaatriksi element asub (k,!)-ndas reas ja (g, h)-

ndas veerus, kui ta on k-nda plokkide rea [-ndas reas ja g-nda

plokkide veeru h-ndas veerus. Sel juhul kasutatakse téhistust

g(k’l)(g’h) VOl (A)(k,1)(g,n)- Tavalist téhistust kasutades saame vor-
use

Uk (g:h) = Ch =t m; 41,592 ni+h?
Plokkmaatriks A = [A;;], i=1,...,u; j=1,...,v on plokk-

diagonaalne, kui v = v ja A;; = 0, kui ¢ # j. Eespool vaadeldud
tehted maatriksitega esitatakse arvestades plokkstruktuuri:

150



(i) cA=[cAy], i=1,...,u; j=1,...,v;

(ii)A—l—B:[Aij—l—Bij], 1 =1,...,0u; 7 = 1,...,v, kui
plokid on samade mootmetega;

i) A=Ayl cmxn, 1=1,...,u; j=1,...,vjaB =
J
Bj] :nxr, j=1,...,u; I =1,...,w korrutis AB on
plokkmaatriks, mis koosneb m; x r;-plokkidest

[ABJ; =Y Ai;Bj,
j=1
kui A;; on m; x n;-plokid ja Bj; on nj x ri-plokid.

Paljudes rakendustes on oluline nn. 2 x 2-plokkstruktuur:

A A
A= . L1.12
( As Ao > ( )

Sel juhul on voimalik esitada determinant ja po6rdmaatriks plok-
kide kaudu.

Teoreem L1.11. Olgu pdératav plokkmaatriks A antud kujul
(L1.12). Kui Ags on poératav, siis

|A| = |Aga|-|A1 — A12A521A21’; (L1.13)
kui A11 on pdératav, siis
Al = [Aq1] - [Ag2 — A21A1_11A12’. (L1.14)

Valemites (L1.13) ja (L1.14) esinevad plokkide vahed kannavad
Schuri tdiendite nime. Ploki Ay Schuri tdtendiks A jj.; nimeta-
takse maatriksit

—1 .o
Ajj-i = Ajj - A]ZA“ Aij; 1,] = 1,2.
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Teoreem L1.12. Olgu pdératav plokkmaatriks A antud kujul
(L1.12). Siis A péordmaatriks on esitatav plokkide kaudu jargmiste
vordustena:
1 1 _
AL = < _'1A22-1 . —Aq A_112A111-2 > .
—Ag An1Aygy, A,
Al ( AL+ A1_11_11412A2_21.1_*’1X21A1_11 _A1_11A_112A2_21.1 > .
—Agp AaiAg A

Plokkdiagonaalse maatriksi p6ordmaatriks avaldub lihtsamalt:

A7l 0
Al = < e ) :
0 A

Kommuteerimismaatriks

Vaadeldav moiste on kirjanduses tuntud ka kui permutatsiooni-
maatriks (permutation matriz), kuid enamus autoreid kasutab
nimetust kommuteerimismaatriks (commutation matriz).

Definitsioon L1.12. Plokkmaatriksit K., ,, : mn x mn, mis
koosneb n X m-plokkidest, nimetatakse kommuteerimismaatrik-
siks, kut

— 17 g = j7 i = h’
(Kimn) (i) (9.n) = { 0, wastasel juhul ’

kusi,h=1,...,m; j,g=1,...,n.

Kirjutame néitena vélja maatriksi Ko 3

1 -~~~ 0 * 0 0 = 0 0

o -~ 0 : 1 0 = 0 0

o --- 0 = 0 0 = 1 0
Koz =

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1
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Néeme, et tulemuseks on permuteeritud tihikmaatriks, kus igas
reas ja veerus on iiks 1 ja iilejadnud elemendid on nullid ning
sealjuures jargitakse teatud plokkstruktuuri.

Plokkide kaudu voime defineerida kommuteerimismaatriksi jarg-
miselt: kommuteerimismaatriks K., , on mnxmn-plokkmaatriks,
mis koosneb n x m-plokkidest, kusjuures ij-ndas plokis on ji-
s element 1 ja dlejidnud elemendid on nullid, 1 = 1,...,m;
j=1,...,n

Toome ara moned K, ,, omadused:

(1 Km,n = K;“L,m;
(ii Km,nKn,m = Lnn;
i Km,l = Kl,m =Lp;

)
)
(1ii)
(iv) |Kmn| = £1;
)

(v) Kpnn on ortogonaalmaatriks.

Otsekorrutis

Inglise keeles on selle moiste koige levinum nimetus Kronecker
product, aga ka direct product ja tensor product. Eesti keeles eelis-
tame otsekorrutist.

Definitsioon L1.13. Maatriksite A : m X n ja B :r X s otse-
korrutis A ® B on mr x ns-plokkmaatriks

A®B:[aijB], i=1,....m; j=1,...,n,
kus
aijbii -+ aijbis
CLUB: :

aijbri o+ Gijbys
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Kui me vaatame A ® B kui tavalist maatriksit, saame tema
iilldelemendi jaoks vorduse

(A ®@B)ijygn = (A®B)i—1)r4j,(g—1)—s

Otsekorrutise pohiomadused on:

(1) (A®B)gjyg,n) = Gighjn;
(i) (A®B) =A'®B;
(i) (A+B)®(C+D)=A®C+A®D+B®C+B®D;
(iv) (A®B)®C=A® (B®C):
)

(v) maatriksite A :mxn, B:nxw,C:rxsjaD:sxt
korral kehtib vordus

(A® C)(Bo D) =(AB) ® (CD); (L1.15)

(vi) olgu A ja B pooratavad, siis

(AoB)'=A"1eB!

(vii) olgu A:m xn, B:r X s siis

A®B=K;,BAK,,;
(viii) kui A:m xm ja B :r x r, siis
|A @ B| =[A]"[B[™;
(ix) vektorite @ ja b korral
aob =dl =t ®ad.
vec-operaator
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Definitsioon L1.14. Olgu A = (dy,...,d,) m X n-maatriks.

Vektoriseerimisoperaator vec(-) on operaator maatriksite ruumist
R™*™ ryumi R™ kujul

vecA =

—

Gn

Jargnevad omadused seovad vec-operaatori teiste maatriksope-
ratsioonidega:

(i) kui A on m x n-maatriks, siis

.
K, nvecA = vecA’;

(ii) kui A on m x n-maatriks, siis

/
vecA = K,, ,,vecA’;

(iii) kui A on n x n siimmeetriline maatriks, siis
vecA = K,, ,vecA;
(iv) olgu maatriksid A:m xn, B:nxr, C:r x s, siis
vec(ABC) = (C' @ A)vecB; (L1.16)
(v) kui A ja B on m x n-maatriksid, siis
tr(A'B) = (vecA)'vecB; (L1.17)
(vi) olgu A :mxn,B:nxr, C:rxsjaD:sxtmaatriksid,

siis

tr(ABCD) = (vecA’) (D’ @ B)vecC;
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(vii) olgu A :m x n ja B :r x s, maatriksid, siis

vec(A ®@ B) = (I, ® K @ I.) (vecA ® vecB).

Maatrikstuletis

Mitmemootmelises statistikas on sageli tegemist olukorraga, kus
on vaja leida tuletisi mitmemuutuja- voi maatriksfunktsioonidest
olukorras, kus ka funktsiooni vdartused on vektorid voi maat-
riksid. Selline on olukord néiteks suurima téepéra ja vahim-
ruutude hinnangute leidmisel ja juhuslike vektorite ning maa-
triksite astimptootilise normaaljaotuse leidmisel. Funktsionaal-
analiitisis on kasutusele voetud operaatorkujul mitmeid erinevaid
tuletisi selliste olukordade jaoks, nimetame Géateaux’ ehk norka
tuletist ja Frechet’ ehk tugevat tuletist. Neist viimane sobib héasti
iilalkirjeldatud statistikaprobleemide lahendamiseks ja tema es-
itus maatriksite kaudu kannab maatrikstuletise nimetust. Kasu-
tame osatuletiste jarjestamiseks definitsiooni, mille vottis kasu-
tusele Heinz Neudecker (Neudecker, 1969).

Definitsioon L1.15. Olgu r x s-maatriksi Y elemendid funkt-

stoonid p X g-maatriksi X elementidest. Nimetame 71s X pq-
maatriksit % maatriksi Y tuletiseks maatrikst X jdrgi lahtises
pitrkonnas D, kui koik osatuletised gg—ki eksisteerivad ja on pi-
g

devad selles piirkonnas ja

dyY

— = Y L1.18

dX ~ dveeX Z VY (L1.18)
kus

d 0 0 0 0 0 0
dvec’X — \Oz11’ T Oxp Oxin’ T Ompe’ T Oy Oy
ja osatuletise gg—’“z patknemine maatriksis on mddaratud otsekor-
g

rutisega (L1.18).
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Kirjutame plokkmaatriksi (L1.18) vélja elementide kaudu:

Qyu .. 9yn 1 Oyun . dyu
or11 3$p1 : : 8:131,; 31’pq
Oy ., OYym 1 Oym . Oyn
0r11 8:Cp1 : : 81‘1(1 8Ipq
9yi2 .. Oy : . : Oyi2 .. Oyi2
0r11 8xp1 : . axlq 8qu
A= oyo . Oy2 .. 1 Qw2 .. w2 |,
or11 aacp1 : : axlq Bqu
s ., Oyis 11 Oys . Oyis
0r11 8:0171 : : 81‘1(1 8Ipq
ox11 81’1)1 ) ' awlq 81’1’4

Maatrikstuletise omadused esitame loeteluna, maatriksite moot-
med toome éara, kui need erinevad definitsioonis esinevatest:

(i)

dX

ax = e
(ii) kui Y = X, siis

A4

ax ~ o

(iii) kui vecY = AvecX, kus A on konstantne maatriks, siis

dY

2T A
dX ’
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(iv) kui Y = U + V|, siis
Y _au  av,
dX dX = dX’
(V) olguZ =Z(Y):mxn, Y=Y(X):rxsjaX:pxgq,
siis
dZ  dZ dY
dX  dY dX’
(vi) olgu Y = AXB, kus A ja B on konstantsed maatriksid,
siis

dY
— =B ®A;
ax oo
(vii) olgu Z = AYB, kus A ja B on konstantsed maatriksid ja
Y =Y (X), siis
dZ , dY
ix ~ B M
(viii)
ax’ dX

aX ax Kyp;
(ix) kui X on p x p-maatriks, siis
dXy
ux (Kpp)ds

(x) kui m x n-maatriks W = W(Y,Z) on r x s-maatriksi Y
ja k x [-maatriksi Z funktsioon, kusjuures Y ja Z on X
funktsioonid, siis

W W
dX — dY

Y dW|
dX dZ ax’

Z=const Y =const

(xi) kui Y ja Z on X funktsioonid, siis

d(YZ) d(YZ) Y | d(YZ)

aX ~ dyY aX dZ

iz
dX’

Z=const ’Y:const
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(xii) kui Y on 7 x r-maatriks, siis

ayn ~ ) dY
X >, (YreY |
kus YO =1, n>1;
xiii) olgu p X p-maatriks X pooratav, siis
(xiii) olgu p x p p ,
dX—!
- _ X/ —1 X*l,
= () ex
(xiv) kui Y on pooratav r x r-maatriks, siis
dy—" . . dY
- _ Y! —1—1 Y*]fl ==
X 2 (e X

i+j=n-1, 4,520
kus YO =1, n>1;
(xv) olguZ:mxn, Y :rxsjaX:pxq,siis

dZ

dY ©Z) dZ
X |’

dY
> S (I,K, ,&I,,) [(ITS ® vecZ)ﬁ + (vecY @ L)
erijuhul, kui Y : 1 x 1,

d(Y ® Z) Y _ dZ
B Sl 7 1Y ——.
aX Ve X T Y ax

(xvi) kui X on pooratav p x p-maatriks, siis

d|X
C‘ZX‘ = |X|ved (X)L
(xvii) kui X on p x p-maatriks, siis

d(trX)
dX

o /
= vec'L,.
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Korgemat jarku tuletised defineeritakse rekursiivselt.

Definitsioon L1.16. Olgu r x s-maatriksi Y elemendid funkt-
stoonid p X g-maatriksi X elementic}icest. Stis maatriksi Y k-ndat
jarku tuletiseks maatriksi X jdrg: %
(k—1)-st jarku tuletise ill;% maatrikstuletist maatriksi X jdrgi:

Y d (dY
= ax (e )+ k=2

nimetatakse maatriks: Y

kui see tuletis eksisteerib.
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LISA 2

L2. Vajalikku toendosusteooriast

Selles lisas esitame moned téendosusteooria moisted ja tule-
mused, mida raamatus kasutame. Tegu ei ole pohimotteliselt
uute moistetega aine "ToGenédosusteooria II" ldbinute jaoks, sa-
mas on nad voib-olla esitatud monevorra teise vaatenurga alt.
Koonduvused

Esitame jargnevas tahistused ja tulemused juhuslike vektorite
jada koonduvuse kohta. Olgu {Xn} juhuslike p-vektorite jada.
Selle jada koondumist jaotuse jéargi ehk norka koondumist tdhis-

tame
D

Xn — P ¢
voi
— D —
X, —X,
kui n — oo. Jada {X,} koondub jaotuse jirgi parajasti siis, kui
jaotusfunktsioonide jada

Fo

¢, (T) — Fg(7)

jaotusfunktsiooni F'gy igas pidevuspunktis 7.
Juhuslike maatriksite jada {X,,} koondub jaotuse jargi, kui

D
vecX,, —vecX.

Juhuslike p-vektorite jada {Xn} koondumist téendosuse jargi

tahistame
., P

X, —X,
kui n — oco. See tdhendab, et n ldhenemisel I6pmatusele

P{w: p(X,(w), X(w)) > e} =0
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iga € > 0 korral, kus p(+,-) on eukleidiline kaugus ruumis R? ja
w tahistab elementaarsiindmust.

Juhuslike maatriksite toendosuse jargi koondumine defineeritakse
samuti juhuslike vektorite koondumise abil nagu jaotuse jargi
koonduminegi:

Xp —X,

kui
P

vecX,, —vecX.

Jargmisena toome sisse toendosuslikud analoogid matemaatikas
kasutatavate suuruste o(-) ja O(-) jaoks.

Olgu {e;} positiivsete arvude jada {X;} juhuslike suuruste jada.
Siis jargides Rao (1973, lk. 151-152) tdhistusi kasutame kirjapilti
Xi == Op(si), kui p

s

€
Juhuslike vektorite jada {XZ} jaoks kasutame samasugust tahis-
tust X; = op(g;), kui

X

&i
Juhuslike maatriksite jada {X;} korral on X; = op(g;), kui

P
—0.

vecX; = op(g;).

Vétame kasutusele ka tihistuse O(-) toeniosusliku analoogi. Ut-
leme, et X; = Op(g;), kui iga J korral leiduvad ms ja ns nii, et

X.
P(= > ms) < 6, kui i > ns.
€q

Juhuslike vektorite jada {X;} korral X; = Op(e;), kui koordi-
naadid (X;); = Op(&i), j=1,...,p.
Juhuslik maatriks X; = Op(g;), kui vecX; = Op(g;).
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Lemma L2.1. Olgu {X,,} ja {Y,} juhuslike maatriksite jadad
D P

ja X, —X ja Y, —0. Siis eeldusel, et tehted on kooskdlas
maatriksite mootmetega

P

X, Y, — 0;
P

vecX,vec'Y, — 0;
D

Xn+Y, — X.

Lemma on mitmemootmeline variant koonduvustest, mida juhus-
like suuruste korral tuntakse Slutsky teoreemi voi Slutsky lemma
nime all. Lemma véidete toestus kordab kordab ithem6otmelise
juhu mottekiiku (vt. néiteks Rao, 1973, lk. 122-123). Erijuhul,
kui {X,} ja {Y,} on juhuslike vektorite jadad {X,} ja {Y,},
saame lemmast koonduvused
oL P

X, (Y, — 0;
- - D —

X, +Y, — X.
Paneme téhele, et jadad {X,,} ja {Y,} ei pea olema soltumatud.

D P

Nii néiteks, kui X,, —X ja g(X,) —¢g(X), siis X,, + g(X;,)

astimptootiline jaotus on ka Px.

Lemma véited esitame jareldusena kasutades t&histust op(-).

Jareldus L2.1.1. Olgu {X,,}, {Y.} ja {Z,} juhuslike maat-
D

riksite jadad ja X, —X, Y, = op(e,) ja Z, = op(e,) ning

{ei} positiivsete arvude jada. Siis

Xn X Yn = OP(EH);
vecX,vec'Y, = op(en);
2,Y, = op (52 )

Jargnev teoreem on aluseks statistikute asiimptootiliste jaotuste
tuletamisel.
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Teoreem L2.1. Olgu {X,} ja {e,} vastavalt juhuslike p-vek-
torite ja positivvsete reaalarvude jadad ning )?n —d = op(en),
kus @ on konstantne p-vektor ning €, — 0, kui n — oco. Kui
funktsioon g : RP — R? on arendatav Taylori ritta kohal a:

s 1L e d* () Lo

§(@) = g@)+ Y H(E-* L) “LE| (@)t
k=1 r=a

8118

3(Xn) — (@)

—4g

1 = -\ @k—1
=Y S —aP el
k=1

d*§(x)
dz®

kus maatrikstuletis on mddratud definitsiooniga L1.13.

Karakteristlik funktsioon
Karakteristliku funktsiooniga seotud moisted ja tulemused on
pohjalikumalt esitatud raamatus Kollo & von Rosen (2005).

Definitsioon L2.1. Juhusliku vektori X karakteristlik funkt-
stoon on mdadratud vordusega

@X(f) = Eeip)?, teRP.

Juhusliku maatriksi X karakteristlik funktsiooni maoiste definee-
ritakse juhusliku vektori vecX karakteristliku funktsioonina

. , ) ,
PvecX (VeCT) — EezvecT veeX _ Eeztr(T X)

)

kus X ja T on samade mootmetega. Juhusliku vektori karakte-
ristlikul funktsioonil on mitmeid kasulikke omadusi.

(i) Kui X ja Y on soltumatud juhuslikud p-vektorid, siis

Pi7 (@) =0z - op(D).
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(ii) Kui X on juhuslik p-vektor ja A ¢ x p-maatriks, siis
pax() =pg(AT), TeR™

(ili) Olgu {X,} juhuslike p-vektorite jada ja Fg () ning o g (1)
vastavalt juhusliku vektori jaotusfunktsioon ja karaterist-
lik funktsioon. Kui iga t € RP korral eksisteerib piirviidrtus
lim, o ¢ (t) ja funktsioon

p(t) =limpg (%)

on pidev punktis ¢ = 6, siis ta on mingi jaotuse Py karak-
teristlik funktsioon ja

Definitsioon L2.2. Olgu juhusliku vektori X = (X1,....Xp)
karakteristlik funktsioon gpi(ﬂ k korda diferentseeruv ja olgu

loplikud koik k-ndat jarku segamomendid E(X{Cl e X]]fp), ki €
(0,..., kY, SSP_ ki = k. Siis juhusliku vektori X k-ndat jirku

moment on antud vordusega

o 1dPog(d) ,
mk(X):kaﬁ R s tG]Rp

t=0

Paralleelselt momentidega kirjeldavad mitmemootmelist jaotust
tema kumulandid, mis defineeritakse kumulantfunktsiooni kaudu.

Definitsioon L2.3. Juhusliku p-vektori X kumulantfunktsioo-
niks 1 ¢ (t) nimetatakse funktsiooni

V() =Inpg(t), teRP.

Kumulandid saadakse kumulantfunktsioonist samuti nagu mo-
mendid karakteristlikust funktsioonist.
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Definitsioon L2.4. Olgu kumulantfunktsioon @bg(f} k korda
diferentseeruv ja olgu loplikud koik k-ndat jdrku seqamomendid
E(XM . X5?), ki € {0,... .k}, S0 ki = k. Siis jubusliku
vektori X k-ndat jarku kumulant on antud vordusega

1 d"g ()

g p
* gk , teRP,

en(X) =

t=0

Kumulandid on tihti lihtsamalt leitavad kui momendid, samuti
on nende puhul oluline fakt, et normaaljaotuse korral ¢;(X) = 0
kui £ > 2. Kuna kumulantfunktsioon ja karakteristlik funkt-
sioon on omavahel analiiiitilises seoses, on loomulik ka see, et
momendid on avaldatavad kumulantide kaudu ja vastupidi. Esi-
meste momentide ja kumulantide vahel kehtivad jargmised seo-
sed:

(i) e1r(X) =mi(X) = (EX);
(ii) co(X) =mo(X — EX) = DX;
(i) e3(X) = msg(X — EX).

Korgemat jarku kumulantide ja momentide vahelised seosed on
keerulisemad.
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