LISA 1
L1.1. Maatriksalgebra moisteid ja tulemusi

Maatriksalgebra annab vahendid mitmemootmelise statistika esi-
tamiseks kompaktsel ja iilevaatlikul kujul. Uleminek maatriks-
keelele ca 50 aastat tagasi kiirendas ja slivendas mitmemoot-
melise statistika arengut oluliselt. Samas on olnud tegu vas-
tastikku kasuliku arenguga. Statistikaprobleemid on viinud ka
maatriksite teooria uute arendusteni viimastel aastakiimnetel.
Jargnev liihitilevaade on kokkusurutud esitus olulisematest mois-
tetest ja tulemustest, mida selles opikus kasutame. Pohjalikuma
kasitluse huvilistele olgu siinkohal antud moned viited kirjan-
dusele. Toome vilja just statistikasuunitlusega maatriksalgeb-
ra raamatud. Suhteliselt lihtsama késitluse voib leida raama-
tust Searle (1982). 1990-ndate 16pus ilmus mitu head ja pohja-
likku statistikutele moeldud maatriksite teooria esitust: Harville
(1997), Schott (1997), Rao & Rao (1998), Magnus & Neudecker
(1999). Pohjalik késitlus on antud ka raamatutes Kollo (1991) ja
Kollo & von Rosen (2005). Kokkuvotlikult on olulisemad maat-
riksalgebra moisted ja tulemused &ra toodud klassikalistes mit-
memootmelise analiilisi monograafiates: Anderson (2003), Sri-
vastava & Khatri (1979), Rao (1973), Muirhead (1982), Siotani,
Hayakawa & Fujikoshi (1985) jt. Pohimoistete ja -tulemuste
meeldetuletamiseks on kindlasti kasu ka eestikeelsest opikust
Kilp (2005).

Jargnev materjal on jagatud kaheks: esimeses osas on iilevaade
maatriksalgebra pohimoistetest ja vajalikest tulemustest, teine
osa sisaldab kokkuvotte plokkmaatriksitest.

Pohitehted

Maatriks A mootmetega m x n on ristkiilikukujuline tabel ele-

134



mentidest a;;, 1=1,...,m;7=1,...,m
ail - Qin
A =

Gml **° Qmn

kus element a;; paikneb tabeli i-ndas reas ja j-ndas veerus. Ele-
mendi a;; téhisena kasutame ka téhistust (A);;. Maatriksi ele-
mentideks voivad olla erinevad matemaatilised objektid: reaalar-
vud, kompleksarvud, funktsioonid jne. Tekstis kasutame paral-
leelselt jargmisi fraase:

- maatriks A mootmetega m X n,
- m X n-maatriks A,
-A:mxn.

Kui m = n, siis on A ruutmaatriks. Kui A on m x 1-maatriks,
nimetatakse teda vektoriks. Sel juhul jdetakse teine indeks kir-
jutamata ja kasutatakse kirjapilti

ai

oy
I

am

Maatriksid A ja B on vordsed, A = B, kui nende mo6otmed
on vordsed ja vastavad elemendid on vordsed. Maatriksit, mille
elemendid on vordsed arvuga 1 tahistame 1, vajadusel 1,,xn,
analoogiliselt ka nullidest koosneva maatriksi jaoks kasutame
tahistusi 0 voi 0y, xn-

Maatriksi A : m x n korrutis skalaariga ¢ on m x n maatriks
cA, kus

(CA)Z‘J' = cal-j.

Skalaari all moistetakse maatriksi elementidega sama tiilipi suu-
rust.
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Maatriksite A : m X n ja B : m X n summa A + B on m X n-
maatriks elementidega

(A + B)ij = ajj + bij.

Maatriksite liitmise ja skalaariga korrutamise olulisemad omadu-
sed on jargmised:

A+B = B+ A;
(A+B)+C = A+ (B+C);
A+ (-1)A = 0;
(c14+c2)A = 1A+ A;
¢(A+B) = cA+cB;
c1(c2A) = (c1c2)A.
Maatriksite korrutamine on voimalik, kui esimese maatriksi veer-

gude arv vordub teise maatriksi ridade arvuga. Maatriksite
A :mxnjaB:nxrkorrutis C = AB on m x r-maatriks, kus

n
i =Y aipbpj.
k=1

Maatriksite korrutamine ei ole kommutatiivne, kiill aga kehtivad
seosed

A(BC) (AB)C;
AB+C) = AB+AC);
(A+B)C = AC+BC.

Maatriksi A : m x n transponeeritud maatriks A’ on n x m-
maatriks, kus

(A’)ﬁ:aij, izl,...,m,jzl,...,n.
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Maatriksi transponeerimine on seotud liitmise ja korrutamisega
jargmiselt:

(A = A
(A+B) = A'+B
(AB) = BA’

Erikujulised maatriksid
Uhikelemendi rolli etendab maatriksite hulgas dihikmaatriks I,,:

10 --- 0
01 --- 0 o

L= . . . . [=0y), ij=1...,n,
0 0 1

kus d;; on Kroneckeri delta:

s _ [ L kuii=j;
U0, kuii# .

Uhikmaatriks rahuldab vordusi I,,A = AI, = A, kui A on
m X n-maatriks.
Ruutmaatriks A on simmeetriline, kui

A=A
ja kaldsiimmeetrilinekui
A=-A
Reaalarvuline ruutmaatriks A : n X n on ortogonaalne, kui
AA =1,

ja idempotentne , kui
A? = A.
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Ruutmaatriks A : n xn on tlemine kolmnurkmaatriks, kui tema
allpool peadiagonaali asetsevad elemendid vorduvad nulliga:

ajy aiz - Ay
0 ax - a

A =
0 0 - am

Kui ruutmaatriksi A : n x n ilalpool peadiagonaali paiknevad
elemendid on vordsed nulliga, on tegemist alumise kolmnurk-
maatriksiga.

Ruutmaatriksi diagonaliseerimine on operatsioon, mis asendab
A : n x n viljaspool peadiagonaali asetsevad elemendid nul-
lidega. Diagonaliseeritud maatriksi téhistame Ag:

a3y 0 -~ 0
0 ayp -~ 0
Ag= . . .
0 0 - ap,

Vektorist @ moodustatud diagonaalmaatriks on sarnase téhis-
tusega:

ag 0 - 0
0 ag --- 0
g = L .
0 0 - a,

Determinant ja poordmaatriks
Ruutmaatriksi A : n x n korral on tdhtsaks karakteristikuks
tema determinant |Al:

A= > D)Mo ey, (L1
=1

jlv“’vjn
kus summeeritakse iile arvude 1,2,...,n koigi erinevate per-
mutatsioonide (j1,...,7n) ja N(Jj1,...,Jn) on permutatsiooni
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(41, -.,jn) inversioonide arv. Arvud j ja i moodustavad in-
versiooni, kui j paikneb premutatsioonis eespool kui ¢ ja j > 1.
Determinandi arvutamiseks on valemit (L1.1) tiilikas rakendada
vihegi suuremate n véirtuste korral. Uks voimalus arvutuste
lihtsustamiseks on miinori moiste rakendamine. Elemendi a;;
taiendmiinoriks nimetatakse A : n X n elementidest moodus-
tatud (n — 1) x (n — 1)-maatriksi A ;) determinanti. Maatriks
A ;j) saadakse maatriksist A selle i-nda rea ja j-nda veeru er-
aldamise teel. Taiendmiinorite abil saab maatriksi A determi-
nandi esitada arendusena i-nda rea voi j-nda veeru kaudu:

A=) ai(-1)™|Ag| iga i korral, (L1.2)
j=1

A| = Zaij(—l)i+j|A(ij)‘ iga j korral. (L1.3)
i=1

Maatriksi A esimesest r reast ja veerust moodustatud r x r-
alammaatriksi determinanti nimetatakse r-jarku nurgamiinoriks.
Esitame jargnevalt moned determinandi olulisemad omadused:

|A'| = |A[; (L1.4)
|AB| = [A[- [B]; (L1.5)
L, + AB| = |L, + BA|, (L1.6)

kus A on m X n-maatriks ja B on n x m-maatriks.

Kui |[A] # 0, siis 6eldakse, et maatriks A : n X n on pédratav
e. requlaarne, vastasel juhul, kui |A| = 0, on meil tegemist
singulaarse maatriksiga. Kui |A| # 0, siis leidub maatriksil A
poordmaatriks A~!, mis on miiratud vordusega

AAT =1,
Poo6rdmaatriksil on jargmised omadused.

ATA =1,;
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(A7) = (A)h (L1.7)
AT =AY (L1.8)
(AB)"' =B'AL.
Poordmaatriksi iildelement avaldub valemiga

(1) Al '

-y,
(A )lJ |A|

(L1.9)
Kahe maatriksi summa poordmaatriksi avaldis on keerulisem.
Teoreem L1.1 (binomiaalne poérdteoreem). Olgu jirgnevas
vorduses maatriksid A, B, C ja D sobivate dimensioonidega ja
eksisteerigu seal esinevad poordmaatriksid. Siis

(A+BCD) '=A"1"-A"'BDA 'B+C)"'DA

Astak ja jalg Vektorid &;, i = 1,...,7r on lineaarselt sol-

tumatud, kui
T

Z Cifi == 6,

i=1
parajasti siis, kui ¢; =0, i =1,...,r
Definitsioon L1.1. Maatriksi A : mxn astakuks r(A) nimeta-
takse tema lineaarselt soltumatute veergude maksimaalset arvu.
Loetleme alljargnevalt astaku olulisemad omadused:

(i
(ii

r(A) =r(A’);
r(A) < min(m,n);
(iii

)
)
)
(iv)
)
)

<

(
(
(AB) < min(r(A),r(B));
r(A+B) <r(A)+r(B);
(v

(vi

kui A ja C on podratavad, siis 7(ABC) = r(B);

kui A : m x n ja B rahuldavad vordust AB = 0, siis
r(B) <n-—r(A).
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Definitsioon L1.2. Maatriksi A : nxn jdljeks tr A nimetatakse
tema peadiagonaali elementide summat

n
trA = Z Qg -
=1

Esitame jalje olulisemad omadused reaalarvuliste maatriksite
korral:

(i) tr(AB) =tr(BA), kus A: m xn jaB:nxm;
tr(A) = tr(B~!AB), kui B on pooratav;

(

(
tr(A)
(1A
(

tr(C’'AC), kui C on ortogonaalne;
tr(ciA 4+ oB) = ci1trA + cotrB;

(vi) tr(A’A) = 0 siis ja ainult siis, kui A = 0;
(vii) trA = tr(A’);
(viii

tr(A'A) = tr(AA) =37 Y0 af;

)

ii)

iif)

iv)

(v) tr(A) = 7(A), kui A on idempotentne;
)

)

)

) FAZ = tr(ATT);

(ix

(x) r(A) > (UEA)) kui A on siimmeetriline.

Omavaartused, omavektorid
Olgu A : n x n reaalarvuline maatriks. Vaatame seda kui
lineaarteisendust ruumis R™, mis teisendab suvalise vektori
teiseks vektoriks 7,

Ar =y
Vektorid, mille siht siilib selle teisendusega, on méaratud vor-
randiga

AZ = \2.
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Sel vorrandil on mittetriviaalne lahend, kui
|A — A\L,| = 0. (L1.10)

Vorrandit (10) nimetatakse maatriksi A karakteristlikuks vor-
randiks ja selle lahendeid A; maatriksi A omavddrtusteks. Vek-
torit #; # 0, mis rahuldab vordust

nimetatakse omavairtusele \; vastavaks omavektoriks. Deter-
minandi definitsioonist jareldub, et karakteristlik vorrand on n-
astme poliinoom A suhtes, poliinoomil on aga n juurt, mis voivad
olla nii reaalsed kui komplekssed, kusjuures nende hulgas voib
olla kordseid. Seega on reaalarvulisel maatriksil n omavéaartust,
mis voivad olla nii reaalarvulised kui kompleksarvud. Omavéaér-
tustele vastavad omavektorid ei ole tiheselt méaratud. Kui Z; on
omavektor, siis varieerides tema pikkust ja/voi suunda saame
jélle vektori, mis rahuldab omavektori noudeid. Pikkuse osas
lepitakse tavaliselt kokku, et vaadeldakse normeeritud omavek-
toreid pikkusega iiks. Suuna fikseerimine on vidhem oluline,
vajadusel méaratakse selleks kindlaks {ihe mittenullilise koordi-
naadi mark (+ voi —). Esitame jérgnevalt olulisemad omavédr-
tuste ja omavektorite omadused.

(i) Reaalarvulise siimmeetrilise maatriksi koik omavéértused
A; on reaalarvulised ja neile vastavad omavektorid Z; saab
valida reaalarvuliste koordinaatidega.

(ii) A ja A’ on samade omaviirtustega.

(iii) Maatriksid A ja CAC™! on samade omaviiirtustega su-
valise p6oratava maatriksi C korral.

(iv) Kui A on siimmeetriline maatriks omavéartustega \; # A;,
siis neile omavaértustele vastavad omavektorid on ortogo-
naalsed.
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(v) Maatriksi A erinevatele omavaartustele vastavad omavek-
torid on lineaarselt soltumatud.

(vi) Olgu A ja B n x n-maatriksid, kusjuures A on pooratav.
Siis AB ja BA on samade omavaartustega.

(vii) Olgu A : n x n podratav omavadrtustega A1, ..., A,. Siis
A~! omaviidrtused on )\fl, D

(vii) Olgu maatriks A : n xn ortogonaalne. Siis tema omavadr-
tused on moodulilt vordsed iihega (reaalarvulised omavéér-
tused on +1 voi —1).

(viii) Idempotentse maatriksi omavéidrtused on vordsed kas nulli
voi iihega.
(ix) Maatriksi A : m x n korral on maatriksitel AA’ ja A’A

ithed ja samad mittenullilised omavéaértused.

(x) Kolmnurkse maatriksi omavéértusteks on tema peadiago-
naali elemendid.

(xi) Vdhemalt iiks singulaarse maatriksi omavéadrtustest vor-
dub nulliga.

(xii) Maatriksitel A ja A+cI, on samad omavektorid iga ¢ € R
korral.

(xiii) Ruutmaatriksi A : n x n korral )" ; A\; = trA.

(xiv) Olgu A siimmeetriline n x n-maatriks omaviartustega \;.
Siis Y iy A = D00 4

Mitmemootmelise statistika jaoks iilioluline on jargmine tule-
mus.

Teoreem L1.2. Olgu A : n X n stummeetriline reaalarvuline
maatriks. Siis leidub ortogonaalmaatriks P nii et

P'AP = A;
A = PAP,
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kus A on maatriksi A omavddrtuste diagonaalmaatriks.
Siimmeetriline maatriks A on esitatav omavéaértuste ja normee-
ritud omavektorite kaudu ka nn. spektraallahutusena:

n

—

A= E )\Z':Eil'i,
i=1

kus #; on omavairtusele \; vastav normeeritud omavektor. Ka-
sulikuks osutub ka jargmine tulemus, mida tuntakse Rayleigh
suhte nime all.
Teoreem L1.3 (Rayleigh suhe). Olgu A : n x n simmeetriline
maatriks omavddrtustega A;. Stis iga & € R™ korral
AT
<

Amin < = < Amaz-

ik
Positiivne méaaratus
Definitsioon L1.3. Simmeetriline maatriks A : nxXn on posi-
tiivselt (negatiivselt) madratud, kui ' AZ > 0 (< 0) iga vektori
Z#0 e R" korral.
Kui A on positiivselt (negatiivselt) médratud, tdhistame seda
A >0, (A<O).
Definitsioon L1.4. Simmeetriline maatriks A : nxXn on posi-
tiivselt poolmddratud (negatiivselt poolmddratud), kui &AL >
0 (< 0) iga vektori & € R™ korral ja leidub vihemalt ks vektor
To # 0 nii, et THATy = 0.
Kui A on positiivselt poolméiratud (negatiivselt poolméiratud),
tahistame seda A >0, (A <0).
Definitsioon L1.5. Simmeetriline maatriks A : nxn on mit-
tenegatiivselt (mittepositiivselt) mddratud, kui A > 0 voi A >0
(A <0 wvoi A<O0).
Jargnevalt esitame moned positiivselt madratud maatriksite oma-

dused:

(i) maatriks A : n x n on positiivselt médratud parajasti siis,
kui koik tema nurgamiinorid on positiivsed;
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(ii) Kui A >0, siis A~ > 0;

(i) Maatriks A > 0 parajasti siis, kui koik tema omavéértused
A; on positiivsed.

(iv) Olgu A :nxn, A > 0ning B:nxm, m <njar(B)=m.
Siis
B’AB > 0.

(v) Olgu A > 0, A ja B : n x n ning B pooratav maatriks.
Siis
B’'AB > 0.

(vi) Suvalise A korral on AA’ ja A’ A mittenegatiivselt méira-
tud.

(vii) Kui A on mittenegatiivselt miidratud, siis leidub A~! para-
jasti siis, kui A > 0.

(viii) Kui A >0, A:nxnnngB:nxm, m<njar(B)=r,
siis B’AB > 0 parajasti siis, kui 7 = m. Maatriks B’AB

on positiivselt poolméaaratud, kui r < m.

(ix) Ki A>0,B>0jaA—-B>0,siisB!'!-A"1>0ija
|A[ > [B].

(x) Kui A >0, B > 0, siis |A + B| > |A| +|B|.

Projektorid
Vaatame eukleidilist ruumi R" ja selles kaht alamruumi M ja N,
mis on teineteise tadiendruumid, s.t.

R*" =M ® N.
Siis suvaline vektor £ € R™ avaldub iiheselt summana

f=f1+f2,
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kus #1 € M ja @5 € N. Vektorit 1 nimetatakse vektori &
projektsiooniks ruumile M paralleelselt ruumiga N ja vektorit &y
vektori & projektsiooniks ruumile N paralleelselt ruumiga M.
Kuiiga 71 € M jaiga Z3 € N korral 7 = 0, siis alamruumid M
ja N on teineteise ortogonaalsed tdiendid. Sel juhul on tegemist
Z ortogonaalsete projektsioonidega ruumidele M ja N. Lihtne
on kontrollida, et alamruumidele projekteerimine on lineaarne
operatsioon. Téahistame stimboliga P lineaarse operaatori, mis
projekteerib ruumi R" vektorid alamruumi M paralleelselt ru-
umiga N,
Pr=x.

Nimetame seda lineaarset operaatorit projektoriks ruumile M
paralleelselt ruumiga N. Kui ruumid M ja N on teineteise or-
togonaalsed tdiendid, siis on tegemist ortogonaalse projektoriga.
Kuna iga lineaarne operaator ruumis R™ on esitatav n X n-
maatriksina, siis kasutamegi edaspidi maatriksesitust ja vaatame
projektorina maatriksit P. Lihtne on kontrollida, et kui P
on projektor ruumile M paralleelselt ruumiga N, siis I, — P
on projektor ruumile N paralleelselt ruumiga M. Projektorit
iseloomustav omadus on idempotentsus.
Teoreem L1.4. Lineaarne teisendus P ruumil R™ on projektor
mingile tema alamruumaile M paralleelselt tdiendalamruumiga N
parajasti siis, kui ta on idempotentne.
Vaatame maatriksit A : n x m kui teisendust ruumist R™ ruumi
R™ Kujutised AZ moodustavad ruumis R" alamruumi, mis
erijuhul voib kokku langeda ka kogu ruumiga. Lineaarteisenduse
A kujutisruumiks C(A) (column space inglise k.) nimetatakse
hulka

CA)={Z:Z=Ay, ye R}

Teisenduse A tuum e. nullruum N(A) (null space inglise k.)
on maaratud vordusega

N(A)={Z:AZ=0

11
Mm
)
3
——
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Teisiti 6eldes on lineaarteisenduse A kujutisruum maatriksi A
veeruvektorite lineaarne kate. Kuidas leida projektor, mis pro-
jekteerib etteantud kujutisruumile? Olgu A : n xm, m < n
taisastakuga r(A) = m maatriks. Projektor, mis projekteerib
suvalise vektori ruumist R™ maatriksi A veeruvektorite d;, i =
1,...,m poolt médratud kujutisruumi paralleelselt nullruumiga
N (A) on antud jargmises teoreemis.

Teoreem L1.5. Olgu A : n x m, m < n tdisastakuga r(A) =
m maatriks veeruvektoritega a;, ¢ = 1,...,m. Siis projektor
kugutisruumile C(A) on kujul

Pr=A(A’A)IA

Uldistatud p66rdmaatriks

Uldistatud posrdmaatriksi moiste on vajalik lineaarsete vorran-
dististeemide lahendamisel, kui vorrandeid on vahem kui tund-
matuid voi tundmatutele seatud tingimused on lineaarses sol-
tuvuses.

Definitsioon L1.6. Maatriksi A : m x n dldistatud péordmaat-
rikstks nimetatakse n X m-maatriksit A~ , kui

AA“A=A. (L1.11)

Uldistatud poordmaatriks ei ole itheselt méiratud, selliseid maat-
rikseid, mis rahuldavad vordust (L1.1), voib olla 16pmata palju.
Kahtlemata rahuldab vordust (L1.11) ruutmaatriksi A p6ord-
maatriks, kui viimane eksisteerib ja on siis ka iihene. Selleks, et
iildistatud poordmaatriksite hulgast vélja eraldada iiks kindlate
omadustega esindaja, on vaja lisatingimusi.

Definitsioon L1.7. Maatriksi A : mxn Moore-Penrose’s tildis-
tatud péordmaatriksiks nimetatakse n x m-maatriksit AT, kui ta
rahuldab jargmist nelja tingimust:

(i) AATA = A;

(i) ATAA* = AT,
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(iii) (AAT) = AA*,
(iv) (ATA) = A+A.

Moore-Penrose’i iildistatud poordmaatriks on iithene, leidub iiks
ja ainult iiks maatriks, mis rahuldab tingimusi (i) — (iv). Moore-
Penrose’i iildistatud péordmaatriksi seos lineaarsete vorrandite
slisteemi lahendamisega on dra toodud jérgmises teoreemis.
Teoreem L1.6. Olgu A m X n-maatriks, T n-vektor ja i m-
vektor. Vorrand AZ = ¢ on lahenduv parajasti siis, kui

AAFG =
ning selle tldlahend on kujul
F=ATy+(I,— ATA)q

kus ¢ on suvaline n-vektor.
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L1.2. Plokkmaatriksid

Tehted ja tahistused

Matemaatilises statistikas on tihti olukordi, kus andmetes voi
neid kirjeldavates seosemaatriksites on sisemine struktuur, mida
oleks vaja arvesse votta analiiiisi kdigus. Tihti saame sisemist
struktuuri arvesse vottes tunduvalt lihtsustada ka vajalikke arvu-
tusi. Selles osas vaadeldavad moisted kannavad statistikale orien-
teeritud maatriksalgebra esitustes tihti ka "uuema maatriksal-
gebra" nimetust (vt. néiteks Magnus & Neudecker (1999)).
Selle all peetakse silmas eelkbige moisteid otsekorrutis, kommu-
tatsioonimaatriks, vec-operaator ja maatrikstuletis ning nende
omadusi ja vastastikuseid seoseid.

Definitsioon L1.8. Maatriksit A : mxn nimetatakse plokkmaat-

riksiks, kui ta koosneb plokkidest A;j : myxn;, i=1,...,u; j =
1,...,v nu et

Ay A - Ay u v

Aul Au2 e Auv =1 J=1

Plokkmaatriksi jaoks kasutame téhistust
A:[Al‘j], izl,...,u;jzl,...,v.

Plokkmaatriksi elementide méaédramisel kasutatakse kahekordseid
indekseid, mis voimaldavad arvesse votta plokkstruktuuri. Oel-
dakse, et plokkmaatriksi element asub (k,!)-ndas reas ja (g, h)-
ndas veerus, kui ta on k-nda plokkide rea [-ndas reas ja g-nda
plokkide veeru h-ndas veerus. Sel juhul kasutatakse téhistust
(k) (gh) YOI (A)(k1y(g,n)- Tavalist téhistust kasutades saame
vorduse
UkD)(g:h) = O h =t m; 41,392 nith

Plokkmaatriks A = [Ay;], i=1,...,u; j=1,...,v on plokk-
diagonaalne, kui u = v ja A;; = 0, kui 7 # j. Eespool vaadeldud
tehted maatriksitega esitatakse arvestades plokkstruktuuri:
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(i) cA=[cAy], i=1,...,u; j=1,...,v;
(ii)A—l—B:[Aij—l—Bi]‘], 1 =1,...,u; J

plokid on samade mo6tmetega;

I
“}—‘
<
o
E.

(i) A=[Ay] :mxn, i=1,...,u; j=1,...,vjaB =
B :nxr, j=1,...,v; I =1,...,w korrutis AB on
plokkmaatriks, mis koosneb m; x r;-plokkidest

v
[ABJ; =) A;By,
j=1
kui A;; on m; x n;-plokid ja Bj; on n; x ri-plokid.

Paljudes rakendustes on oluline nn. 2 x 2-plokkstruktuur:

A Ap >
A= . L1.12
( As Ao ( )

Sel juhul on voimalik esitada determinant ja poérdmaatriks plok-
kide kaudu.

Teoreem L1.7. Olgu péoratav plokkmaatriks A antud kujul
(L1.12). Kui Ags on pooratav, siis

|A| = |Ag|-|A1 — A12A521A21’; (L1.13)
kui A11 on pdératav, siis
|A| = [A11] - [A22 — A21A1_11A12’. (L1.14)

Valemites (L1.13) ja (L1.14) esinevad plokkide vahed kannavad
Schuri tdiendite nime. Ploki A;; Schuri tdiendiks A j;.; nimeta-
takse maatriksit

A=A — AjuA Ay, 0,5 =1,2.

Teoreem L1.8. Olgu pioratav plokkmaatriks A antud kujul
(L1.12). Siis

Al < _?2_21.1 . _A1_11A_112A1_11.2 ) )
_A22 A21A22-1 A11-2
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Plokkdiagonaalse maatriksi p66rdmaatriks avaldub lihtsamalt:

A‘1:<A1_11 0 )

0 A
Kommuteerimismaatriks
Vaadeldav moiste on kirjanduses tuntud ka kui permutatsiooni-
maatriks (permutation matriz), kuid enamus autoreid kasutab
nimetust kommuteerimismaatriks (commutation matriz).
Definitsioon L1.9. Plokkmaatriksit K., , : mn x mn, mis

koosneb n X m-plokkidest, nimetatakse kommuteerimismaatrik-
siks, kui

_ 1, g=j,1i= h,
(Konn) .5y (g.0) = { 0, wastasel juhul ’

kus i,h = 1,....m; j,g = 1,...,n. Kirjutame niitena vilja
maatriksi Ko 3

1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
Ky3 =
0 1 0 0 0 0
o --- 0 : 0 1 : 0 0
o -~ 0 : 0 0 : 0 1

Néeme, et tulemuseks on permuteeritud ihikmaatriks, kus igas

reas ja veerus on iks 1 ja iilejddnud elemendid on nullid ning

sealjuures jargitakse teatud plokkstruktuuri.

Plokkide kaudu voime defineerida kommuteerimismaatriksi jarg-

miselt: kommuteerimismaatriks K, ,, on mnxmmn-plokkmaatriks,
mis koosneb n x m-plokkidest, kusjuures ij-ndas plokis on ji-

s element 1 ja fdlejidnud elemendid on nullid, i = 1,...,m;

j=1,...,n
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Toome dra moned K,, ,, omadused:

(i man =K, o

) K nm
(i) KonKnm = Lnn;
(i) K1 = Kim = Ln;
(iv) (K| = £1;

)

(v) Ky n on ortogonaalmaatriks.

Otsekorrutis

Inglise keeles on selle moiste koige levinum nimetus Kronecker
product, aga ka direct product ja tensor product. Eesti keeles
eelistame otsekorrutist.

Definitsioon L1.10.  Maatriksite A : m xn ja B : r x s
otsekorrutis A @ B on mr x ns-plokkmaatriks

A®B:[aijB], i=1,....m; j=1,...,n,

kus
aijbin -+ aiibis

aijB:
aijbri - aijbrs

Kui me vaatame A ® B kui tavalist maatriksit, saame tema
iildelemendi jaoks vorduse

(A ®@B)(ij)gn = (AQB)G-1)r1j(g-1)—s
Otsekorrutise pohiomadused on:
(i) (A ®B)j)(g,h) = Gigbin;
(i) (A®@B) =A"®B

(ili) (A+B)®(C+D)=A®C+A®D+B®C+B®D;
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(iv) ( A®B)@C=A® (B®C);

(v) maatriksite A:mxn, B:nxw,C:rxsjaD:sxt
korral kehtib vordus

(A®C)(B®D) = (AB)® (CD); (L1.15)

(vi) olgu A ja B pooratavad, siis

(AoB)'=A"1eB!

(vii) olgu A:m xn, B:r X s siis

A ® B = Km,r(B X A)Ks,n;

(viii) kui A :m xm ja B :r x r, siis

|A @B| = [A["[B["™;

(ix) vektorite @ ja b korral
iob=al =i ea.
vec-operaator
Definitsioon L1.11. Olgu A = (ai,...,d,) m X n-maatriks.

Vektoriseerimisoperaator vec(-) on operaator maatriksite ruumast
R™*™ ryumi R™" kujul

vecA =

—

an

Jargnevad omadused seovad vec-operaatori teiste maatriksope-

ratsioonidega:
(i) kui A on m x n-maatriks, siis

/-
K, nvecA = vecA’;
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(ii) kui A on m X n-maatriks, siis

vecA = Kn,mvecA’ ;

(iii) kui A on n x n siimmeetriline maatriks, siis

vecA = K, ,vecA;

(iv) olgu maatriksid A:m xn, B:nxr, C:r x s, siis
vec(ABC) = (C' @ A)vecB; (L1.16)
(v) kui A ja B on m x n-maatriksid, siis
tr(A'B) = (vecA)'vecB; (L1.17)

(vi) olgu A :mxn,B:nxr, C:rxsjaD:sxtmaatriksid,
siis

tr(ABCD) = (vecA') (D’ ® B)vecC;
(vii) olgu A :m x n ja B : 7 x s, maatriksid, siis

vec(A ® B) = (I, ® K, ® I) (vecA ® vecB).

Maatrikstuletis

Mitmemootmelises statistikas on sageli tegemist olukorraga, kus
on vaja leida tuletisi mitmemuutuja- voi maatriksfunktsioonidest
olukorras, kus ka funktsiooni vaartused on vektorid voi maatrik-
sid. Selline on olukord néiteks suurima toepéara ja vihimruu-
tude hinnangute leidmisel ja juhuslike vektorite ning maatriksite
astimptootilise normaaljaotuse leidmisel. Funktsionaalanaliiiisis
on kasutusele voetud operaatorkujul mitmeid erinevaid tuletisi
selliste olukordade jaoks, nimetame Gateaux’ ehk norka tuletist
ja Frechet’ ehk tugevat tuletist. Neist viimane sobib hésti tlalkir-
jeldatud statistikaprobleemide lahendamiseks ja tema esitus maat-
riksite kaudu kannab maatrikstuletise nimetust. Kasutame osa-
tuletiste jarjestamiseks definitsiooni, mille vottis kasutusele Heinz
Neudecker (Neudecker, 1969).
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Definitsioon L1.12. Olgu r x s-maatriksi Y elemendid funkt-
stoonid p x q-maatriksi X elementidest. Nimetame rs X pq-

maatriksit % maatriksi Y tuletiseks maatriksi X jdrgi lahtises
OyYi

prirkonnas D, kui kui koik osatuletised VT eksisteerivad ja on
gh
pidevad selles piirkonnas ja
dY d
— = ———QRvecY, L1.18
dX  dved’X v ( )
kus
da ( 0 0 0 0 0 0 )
dvec’X — \Ox11 " Omp Oz12’ T Ompy’ T Oy Oy
ja osatuletise gg’“i paiknemine maatriksis on mddratud otsekor-
g

rutisega (L1.18).
Kirjutame plokkmaatriksi (L.1.18) vélja elementide kaudu:

Oynin ... Oyn L. 9y ... Oyn
or11 Bxpl . . 81‘1(1 aqu
Oy .. Oy 11 Oy . Oym
ox11 8$p1 : : 8x1q azpq
Oyi2 ... Oyi2 Lo Oyi2 ... Oyi2
0r11 (9a:p1 : : 8I1q 8J:pq
A— — 8y7‘2 . 8y7‘2 . . . 8y72 . 8yr2 9
or11 Bmpl . . 61‘1(1 8qu
Oy1s .. Ows 1 1 Ous . Ouis
or11 aitp1 : . 8x1q szq
oz11 0xp1 : : 0x14 O0%pq
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Maatrikstuletise omadused esitame loeteluna, maatriksite mootmed
toome éara, kui need erinevad definitsioonis esinevatest:

(iv)

(vii)

(viii)

dX

ax ~ v
kui Y = ¢X, siis

dY

ax ~ o

kui vecY = AvecX, kus A on konstantne maatriks, siis

dyY
2T A
dX ’

kui’ Y =U + V, siis

dY _dU  dV.
dX dX = dX’

olguZ=ZY) mxn, Y=YX):rxsjaX:pxgq,
siis

dZ — dZ dY

dX — dY dX’
olgu Y = AXB, kus A ja B on konstantsed maatriksid,
siis Iy

— =B ®A;

dX © A
olgu Z = AYB, kus A ja B on konstantsed maatriksid ja
Y =Y (X), siis

dZ . dY
— = A
x - BOAT

X’ ax

aX axX Kop;
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(ix) kui X on p x p-maatriks, siis

dXy
X = (Kp,p)dS

(x) kui m x n-maatriks W = W(Y,Z) on r X s-maatriksi Y
ja k x l-maatriksi Z funktsioon, kusjuures Y ja Z on X
funktsioonid, siis

W _ W
dX — dY

Y dW|
dX dZ ax’

Z=const Y =const

(xi) kui Y ja Z on X funktsioonid, siis

d(YZ) d(YZ)

dX dY

iz
ax’

Y | d(YZ)
dX ' dz

Z=const ‘Yzconst

(xii) kui Y on r x r-maatriks, siis

dYn o dY
= (Y) oY),
dX (Hjn; . ) dX

kus YO =1, n>1;
(xiii) olgu p x p-maatriks X pooratav, siis

ax—1

X — _(X/)—l ® X_l;

(xiv) kui Y on pooratav r x r-maatriks, siis

dY—" , . dY
x (X ey )R
i+j=n—1, i,j>0

kus YO =1, n>1;
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(xv) olguZ:mxn, Y :rxsjaX:pXq, siis

d(Y @ Z)
X

erijuhul, kui Y : 1 x 1,

dZ]’

dY
= (LK, ,®L,) [(Im@vecZ) ﬁ%—(veCY@Imn) X

(xvi) kui X on pooratav p x p-maatriks, siis

|dX]| e -1

=|X X ;
R — [XJvee' (X))
(xvii) kui X on p X p-maatriks, siis

d(trX)
dX

_ /
= vec L.

Korgemat jarku tuletised defineeritakse rekursiivselt.

Definitsioon L1.13. Olgu r x s-maatriksi Y elemendid funkt-
stoonid p X g-maatriksi X elementia;est. Stis maatriksi Y k-ndat
jarku tuletiseks maatriksi X jdrg: z% nimetatakse maatriksi 'Y
(k—1)-st jarku tuletise g;% maatrikstuletist maatriksi X jdrgi:

d*Y d (dk_lY

dXF ~ dX ka%)’ k=23

kui see tuletis eksisteerib.
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