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Votame

ou

A, S a—xi

=1

Aia

kusjuures ligikaudsusmérk tahendab siin seda, et |R| vorra voime siin ka absoluut-
set viga alla hinnata. Lisaks saame

Oy = Inu| A,
]u\ Z ‘8% 8@- e
ehk
Oy = En 0 Inu| A,
u ~ 8362 i

i=1
Me lahendasime absoluutse ja relatiivse vea leidmise probleemi funktsiooni vaér-
tuse arvutamisel ligikaudselt, aga see on loomulik, arvestades olukorra iildisust.

Y lja A=A . A,

)

:1JaAu:A1+A2

Naited. 1) olgu u =1 + ... + x,, siis
ou

%

2) olgu u = x1 — X, siis

Ulesanded. 1) toestada, et liitmise ja lahutamise absoluutse vea leidmise va-
lemid on tédpsed (ilma ligikaudsuseta erinevalt {ildjuhust) ja kehtivad igasuguste
(mitte ainult véikeste) vigade korral.

2) toestada, et kui liidetavad on sama mérgiga, siis 0, < max 0; 0; ehk summa
<isn

relatiivne viga ei iileta liidetavate relatiivsetest vigadest maksimaalset. Ka siin
kehtib viide suvaliste vigade korral.

3) olgu S = ab, ligikaudsed arvud a = 3 ja b = 4 teada absoluutsete vigadega
A, = 2 ja A, = 3. Leida korrutise absoluutne viga Ag. Arvestada, et siin ei ole
argumentide absoluutsed vead vaikesed.

4. Funktsiooni argumentide vigade leidmine.

Antud on funktsioon u = wu(xy,...,x,), ligikaudsed arvud zq,...,z, ja A,.
Leida on vaja argumentide x4, ..., x, absoluutsed vead Ay, ..., A, voi relatiivsed
vead 01,...,0,. Kui n > 2, siis ei ole siin iihest lahendit. Monikord voivad osal

argumentidest olla vead teada. Kasutatakse variante
1) Al =...= An,
2) (51 =...= 5n7

need médravad iildise A, (voi d,) arvutamise valemi pohjal argumentide vead.



Naide. Toa poranda mootmed on 3 m ja 4 m. Kui tépselt peab neid mootma,
et saada poranda pindala tipsusega 0,01 m??

Loomulikul eeldusel, et porand on ristkiiliku kujuline, on pindala arvutatav S =
ab, a = 3, b = 4, seejuures on antud Ag = 0,01. Siis Ag = aA, +bA, = (a + b) A,
kus loeme, et A = A, = Ay, ning kasutatav Ag leidmise valem sobib vigade
véiiksuse tottu. Siis

Bs _ 001 (0014, ~ 0,001 m = 1 mm.

A =
a+b 3+4

5. Vigade timardamine.

Funktsiooni vdartuse viga tuleb timardada iiles, argumentide vead alla. Selgita-
me seda pohimotet jargmiselt. Eelnevas kahes punktis kasutatud téhistusi silmas
pidades tdhendab argumentide ja funktsiooni viartuse vigade vahekord jargmist:

Xie[ati—Ai,x,-—Ai], 1=1,....n =
= u(Xy,...,Xp) €u(zy, ... zn) — Ay, u(z,. ., 20) + Ay

Kui A; suurenevad, siis = ei kehti; samuti ei kehti =, kui A,, viaheneb.



I Vorrandite lahendamine

Sissejuhatus

Tuntumad on algebralised vorrandid
apr” + arx" '+ ..+ a,_1x+a, =0, ag # 0.

Sellist vorrandit saab radikaalides (juuri kasutades) lahendada, kui n = 1,... 4.
Kui n > 5, siis iildiselt ei saa. Vaatleme pohiliselt vorrandeid

f(x) =0,

kus f on suvaline funktsioon. Praktikas ettetulevatest vorranditest rohuv ena-
mus lahendatakse ligikaudselt. Selleks kasutatakse peamiselt iteratsioonimeeto-
deid. Need on jargmised: antakse ette (valitakse) alglahendite komplekt z, . . ., zy
(voib olla ka iiks algldhend xg). Seejérel leitakse jarkjargult jargmised ldhendid

LOyere sy Tl = Tl —> T2 —7 oo vy

kasutades eelnevaid. Niisiis leitakse iteratsioonimeetodil jada x,,.

[teratsioonimeetodite juures tuleb alati uurida koondumist ehk vastata kiisimu-
sele: kas jada x,, koondub lahendiks? Kui ei koondu, ei ole motet seda jada lahendi
ligikaudseks leidmiseks kasutada.

Naiide, 16igu poolitamise meetod. Olgu vaatluse all funktsioon f: [a,b] — R,
mis on pidev, kusjuures f (a) f (b) < 0. Siis on teada, et eksisteerib z* € (a,b)
nii, et f(2*) = 0 ehk 2" on vorrandi f (z) = 0 lahend. Votame xy = a, 21 = b,

Ty + I

ja vaatame, kas f(zo) f (z2) < 0 vOi f(z2) f(x1) < 0. Esimesel

To+ T+
0+ 2, teisel juhul z3 = Lt T2

Ty =

juhul olgu x3 = . Edasi poolitatakse seda loiku,

mille otspunktides on funktsiooni f vaartused vastandmaérgilised, jne. Leiab aset
—a

on—1 on—1
absoluutne viga, |z, — x*| on toelise vea absoluutviirtus) kahaneb geomeetrilises

hinnang |z, — 2*| < — 0, kui » — o00. See téhendab, et viga ( on

progressioonis teguriga 5 mida praktika seisukohalt loetakse aeglaseks.



1. HARILIK ITERATSIOONIMEETOD 3

§1. Harilik iteratsioonimeetod

1. Meetodi kirjeldus ja koonduvusteoreem.
Olgu antud vorrand
r=g(x). (1.1)
Harilikus iteratsioonimeetodis on vaja iihte alglahendit xg, seejarel leitakse
Tt =g (x,), n=0,1,....
Teoreem 1 (koonduvusteoreem). Olgu
1) g: [a,b] = [a,b], s.t. x € [a,b] = g (z) € [a, ],

2) g on ahendav loigus [a,b], s.t. g < 1 nii, et |g(z1) — g (22)] < ql|xy — 29|
Yy, x9 € [a,b], x1 # x29, korral.

Siis vorrandil on loigus |a,b] parajasti ks lahend x*, iga xo € [a,b] korral
Tn — x*, kehtib hinnang

n

1—gq

|z, — 2" < |xg — 1] . (1.2)

Téestus. Valime vabalt zg € [a,b], moodustame iteratsioonijada z,+1 = g (),
n=0,1,....8Siis zg € [a,b] = x1 = g(x0) € [a,b] = 3 = g(21) € [a,b] = ...,
s.t. x, € [a,b] iga n korral. Niitame, et x, on Cauchy jada. Koigepealt

[Tn = Tng1]| = |9 (Tn—1) — g (Tn)] < ¢t — 25| <

<P lnoy — na| < ... <" |10 — 1]
Seejarel

|0 = Tpap| < [Tn = Tnsa| + [Tng1 = Toga| + o+ [Tpap-1 — Tngyp| <
<q"|zo— |+ ...+ ¢ mg — 2| <

) (qu> 70— w1 = q" (L q+ ) o — 1] =
k=n

n

= 1q_q|ﬂ70—1'1|—>0, (127)

kui n — oo, soltumata indeksist p. Sellega on jada z,, fundamentaalsus toestatud.
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Iga reaalarvudest koosnev Cauchy jada koondub, seega dz* € R nii, et z,, — ™.
Et [a,b] on kinnine, siis * € [a, b]. Vordusest z,11 = ¢ (x,) saame piiril n — oo
" = g (x¥), sest g on pidev (g pidevus jareldub ahendavusest).

Néitame lahendi ithesust. Kui on olemas z*, ™ € [a,b] nii, et 2* = g (2") ja
= g (x™), siis

o= =1g (@)~ 9 (") < ala” — 2.
Uldiselt |2* — 2**| = 0 voi |2* — 2**| > 0. Teisel juhul q|o* — 2™| < |2* — =
mis on vastuolus eespool saadud teisipidise vorratusega. Seega |z* — ™| = 0 ehk
xr=ax™.

Jaab toestada vorratus ([1.2)), see aga jareldub vorratusest ([1.27), kus teostame
piirile mineku p — oo, Siis Tpip = T Ty — Togp = T — T, |Th — Tpgp| —
|z, — x|

**|
b

Jareldus 1 (teoreemi toestusest). Teoreem jidb kehtima, kui tema sonastuses loik
[a,b] asendada reaalarvude hulgaga R voi poolsirgega [a,o00) voi (—oo, b].

Jareldus 2. Teoreemis ja jirelduses (1] voib ahendavuse noude 2) asendada tingi-
musega, et g on diferentseeruv ja |¢' (x)] < ¢ < 1 Vx € [a,b] (voi Va € R, [a, 00),
(_007 b])

Toestuseks margime, et tehtud eeldusel
9(x1) — g(22) = g(§) (21 — 72), & € (1, 72),

jakui 21, 29 € [a,b], siis £ € [a,b] ja ahendavuse tingimuse annab vorratus |¢'(£)| <
q <1

Ulesanne 1. Olgu vorrandil z = g(x) lahend z* ning funktsioon g ahendav va-
hemikus (z* — 0, 2" + 4), 6 > 0. Toestada, et kui zg € (x* — §, 2" + §), siis harilik
iteratsioonimeetod koondub lahendiks z*.

Ulesanne 2. Olgu vorrandil z = g(x) lahend 2* € [a,b] ning 0 < ¢'(z) < ¢ < 1
Vz € [a,b]. Testada, et iga zo € [a, b] korral harilik iteratsioonimeetod koondub
lahendiks x*.

Ulesanne 3. Leida niide funktsioonist g: R — R, kus |g(z1) — g(z2)| < |21 — 22|
Vi, 29 € R, 21 # xq, aga vorrandil z = g(x) ei ole lahendit.

Ulesanne 4. Sama, mis iilesanne [3, kus R asemel on mingi poolsirge [a, 00).

Mdrkus. Kui g: [aab] — [a>b] ja ‘g(x1> - g(x2)’ < ‘33'1 - mQ‘ vxlax2 € [aa b]a
x1 # X9, siis on olemas z* € [a, b] nii, et x* = g(z").



1. HARILIK ITERATSIOONIMEETOD

2. Geomeetriline tolgendus.

Esitame hariliku iteratsioonimeetodi kéditumist iseloomustavad joonised.

Ay

y=z y=g(z)
= 9(330) __________ L |
| S —
r* Ty T Zo i

Sellel joonisel 0 < ¢'(x) < 1, meetod koondub
Ay

xg = g(x1) -

z1 = g(xo) f------ py

/

Sellel joonisel ¢'(z) > 1, meetod ei koondu

VH
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Ay y:x
N
v = g(m) [ s,
1 = g(@wo) [ == ff s — y = g(x)
il oz
T2 T Zo

Sellel joonisel —1 < ¢'(x) < 0, meetod koondub

Ulesanne 5. Teha joonis juhu ¢'(x) < —1 kohta.

3. Hariliku iteratsioonimeetodi kaitumine lahendi iimbruses.

Eeldame, et funktsioon g on pidevalt diferentseeruv. Olgu x* vorrandi (|1.1)
lahend, s.t. * = g(z*). Olgu leitud iteratsioonijada x,, eeskirja z,+1 = g(x,),n =
0,1, ... kohaselt. Siis Lagrange’i valemi pohjal

Tnp1 — 2" = g(wn) — g(x") = ¢'(§) (2, — 27),

kus &, € (x,,z") voi &, € (z¥, z,) vastavalt sellele, kas x,, < z* voi 2" > x,. Kui
T, ~ ¥ (s.t. |z, — 2¥| on viike), siis &, ~ ¥ ja ¢'(&,) = ¢'(z*), sest ¢ on pidev.
Seega

Tpp1 — =~ ¢ () (x, — x¥).

Selle vahekorra sisu on selles, et viga x,, — 2" kiitub lahendi z* iimbruses ligikau-
du nagu geomeetriline progressioon teguriga ¢'(x*). Kui ¢'(z*) = 0, siis koondub
harilik iteratsioonimeetod kiiremini igast geomeetrilisest progressioonist, mis té-

hendab, et iga ¢ > 0 korral 20 — 2] — 0, kui n — oo (mdeldud on siin kui tahes
qn

viikseid ¢ véértusi).

Ulesanne 6. Téestada, et kui ¢'(z*) = 0, siis iga ¢ > 0 korral 2 — 27| — 0, kui

n — 0.
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Kui |¢'(2*)| > 1, siis harilik iteratsioonimeetod ei koondu lahendiks.

Koikidel juhtudel naitab ¢'(&,) mérk, kas lahendid x, ja z,,; paiknevad iihel
pool voi erinevatel pooltel lahendist x*. Eelmises punktis toodud joonised illust-
reerivad samuti seda vaidet.

4. Naited.

Olgu vaja lahendada vorrand 2 — a = 0, s.t. on vaja votta ruutjuurt arvust
a. Voib eeldada, et a > 0. Vaadeldav vorrand ei ole kujul (1.1)), esitame siin kaks
voimalust kujule (1.1]) viimiseks.

a a
1) Esitame vorrandi kujul x = —, mis tdhendab, et g(x) = —. Siis iteratsiooniva-
x x
a a a
lem on #,41 = —. Siin ¢'(z) = —— ning (2*)? = a korral ¢'(z*) = — =
= g'(z) = ——; ning (27) g'(z") )2
—1. Eelmises punktis esitatud arutelu ei voimalda praegu viita koondumist
voi seda vilistada. Tédpsema analiilisiga, mida me siin ei tee, saab kindlaks
teha, et @ > 1 korral jada =z, hajub, a < 1 korral koondub, aga aeglasemalt

igast geomeetrilisest progressionist, mis tdhendab, et iga ¢ € (0,1) korral
|Tn — 27|

~ — 00, kui n — oo (moeldud on siin seda, et ¢ on siin kuitahes

lahedal arvule 1).

1
2) Vérrandi z = ¢ ehk 2z = = + ¢ kirjutame kujul z = 5 (:17—{— E), s.t. siin
x x x

1 ay . . _— . 1 a
g(x) = 3 ( + E) ja iteratsioonisamm tehakse valemiga z,, 1 = 5 (@ + — )

1

Sellel juhul ¢'(z) = 5 (1 — %) ja ¢'(z*) = 0, mis tdhendab, et iteratsiooni-
x

meetod koondub kiiremini igast geomeetrilisest progressioonist.

Ulesanne 7. Toestada, et kui g on m korda diferentseeruv, ¢™ on tokestatud ja
g (z*)=0,...,¢"™ V(z*) = 0, siis harilikus iteratsioonimeetodis kehtib hinnang

|Tn1 — 2*| < const |z, — z*|™.

Sellise hinnanguga koondumist nimetatakse m-jarku koondumiseks, m = 2 kor-
ral ruutkoondumiseks, m = 3 korral kuupkoondumiseks. Uldisemalt, hinnangu
|zp1 — 2] < const|x, — 2|, a > 1, korral radgitakse astmelisest koondumisest,
see on kiirem igast geomeetrilisest progressioonist.

Ulesanne 8. Téoestada iilesande [7| abil, et ruutjuure leidmise meetod z,.; =

1 a
3 T, + — | on ruutkoonduvusega.
L,
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§2. Newtoni meetod

1. Meetodi kirjeldus.

Vaatleme vorrandit
f(x) =0, (1.3)

mille juures eeldame, et f on diferentseeruv. Newtoni meetodis antakse ette algla-
hend xg, jargmised ldahendid leitakse valemiga

)
n

Meetodi sammu saab sooritada, kui f'(x,) # 0. Newtoni meetodit saab vaadelda
erijuhuna harilikust iteratsioonimeetodist, kus vorrand (1.3 on teisendatud kujule

R C0]
z=g(x) )

=0,1,... .

seejuures g on méiratud funktsiooni f madramispiirkonna punktides, kus f'(x) # 0.
Seepérast on rakendatavad hariliku iteratsioonimeetodi korral saadud tulemused.

Ulesanne 9. Tdestada, et kui f on kaks korda pidevalt diferentseeruv, f (z*) =0
(s.t. 2 on vorrandi lahend) ja f'(x*) # 0, siis vastava funktsiooni g korral
g (z*) = 0, mis tdhendab, et Newtoni meetod koondub kiiremini igast geomeetri-
lisest progressioonist.

Ulesanne 10. Téestada, et kui f on kolm korda pidevalt diferentseeruv, f (z*) =
0, f'(z*) # 0, siis Newtoni meetod on ruutkoonduvusega. Kasutada eelmise pa-
ragrahvi iilesannet

Eeldame, et vorrandi (|1.3]) lahendamisel on z,, leitud (sealhulgas voib x,, osas
olla xg). Taylori valemi pohjal
f@) = f(@n) + f(zn)(x — 20) + Rlap; 2).
Vorrand (1.3) on samavéédrne vorrandiga
f(xn) + f'(xn)(x — x,) + R(xp; ) = 0.

Jattes jadklitkme R(x,;x) dra, saame (lineaarse) vorrandi

f(@n) + f(2n)(x — 2,) =0,

n f/($n> = Tpy1-

Niisiis asendatakse Newtoni meetodi igal sammul algvorrand tema lineariseerin-
guga, iga samm tahendab lineaarse vorrandi lahendamist. Newtoni meetod on iiks
lineariseerimismeetoditest.

selle lahend on
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2. Newtoni meetodi koonduvuskiirus.

Eelmises punktis olid iilesannetes naidatud hariliku iteratsioonimeetodi teooriat
kasutades saadavad tulemused Newtoni meetodi koonduvuskiiruse kohta. Siin néi-
tame, et nendes tilesannetes tehtud eeldusi saab oluliselt norgendada.

Eeldame, et f on pidevalt diferentseeruv, f(z*) = 0 ja f'(2*) # 0 (lahend z* on
tihekordne). Téahistame ¢,, = z,, — 2. Newtoni meetodi arvutuseeskirjast saame

n

Kasutades Taylori arendist

fan) = f(2®) + [ (&) (n — 2%) = ['(En)en,

kus &, € (x,,x%) voi &, € (¥, z,), saame

e, (1)),

Entl = En f/(xn) n - f/(xn)

Kui z, — ¥, siis & — 2%, f'(&) — f(@*) # 0, f'(z,) — f'(2*), mistottu
/(&)
f'(@n)

kiiremini igast geomeetrilisest progressioonist. Tulemuse olulisuse rohutamiseks
sonastame selle eraldi.

— 0. Niisiis, |eps1] = qnlen], kus ¢, — 0. See tédhendab koondumist

Lause. Kui f on pidevalt diferentseeruv, siis thekordse lahendi korral koondub
Newtoni meetod kitremini igast geomeetrilisest progressioonist.

Eeldame, et funktsioon f’ rahuldab Lipschitzi tingimust, s.t. mingi arvu L korral

|f'(z) — f'(y)| < L|z — y|. Siis

_ f/(gn) - ’f/($n) - f/(gn)‘ L ’33” - én’ L ’511’ _
O (| R S P by (e L]
sest |z, — &| < |z, — 2¥| = |en| ja koondumise f'(z,) — f'(z*) tottu |f'(x,)| =

1
5 |f(z*)|, kui x, on lahendile z* kiillalt lihedal. Seega |e,11| < const |e,|*, mille

sonastame jéalle eraldi.

Lause. Kui f' rahuldab Lipschitzi tingimust, siis iihekordse lahendi korral on New-
toni meetod ruutkoonduvusega.

Mérgime, et f’ rahuldab Lipschitzi tingimust, kui f” on pidev (iildisemalt, f”
on tokestatud), sest f'(z) — f'(y) = f"(€)(x —y), € € (z,y).
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3. Newtoni meetodi koonduvuskiirus kordse lahendi korral.

Olgu f m korda pidevalt diferentseeruv ja f(z*) = 0, f'(z*) = 0, ..., f™ Y(z*) =
0, f0 (x*) # 0. Sel juhul nimetame lahendit x* m-kordseks. Newtoni meetodi ar-
vutuseeskirjast saadud vorduses

f(xn)

TS T )
n

arendame f(z,) ja f'(x,) Taylori valemi jérgi punktis z*, saades

Fan) = F(@) + f/(a*) (@0 — 2*) + %(wn — )4+ %(% — )™ =
= %e?, &n € (2, 77),
Fl(an) = f'@*) + (@) (@ —2) + ...+ %(xn — )l =
- {Tznﬁ";gnm—l Mo € (2, 7°)
Siis

Kui z, — z*, siis & — =, n, — a7, f(m)(é’n) — f(m)(w*) £ 0, f(m)(nn) —
1

I (2%), seega €p41 = Gnen, kus g, — 1 — — (nditeks m = 2 korral ¢, — 5 M= 3
m

2 _ .
korral ¢, — g), mida suurem m, seda aeglasem on koondumine.

Lause. Kuit f on m korda pidevalt diferentseeruv, siis m-kordse lahendi kor-

ral koondub Newtoni meetod geomeetrilise progressiooni kiirusega, mille tequr on

1
1—-—.
m

Olukorra parandamiseks kasutatakse Newton—Schroderi meetodit

T =Ty — M

, n=20,1,...,

kus m on lahendi kordsus.
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Ulesanne 11. Niidata, et kui f (m) on pidev, siis Newton—Schréderi meetod koon-
dub kiiremini igast geomeetrilisest progressioonist, kui aga f™ rahuldab Lipschitzi
tingimust, siis Newton—Schroderi meetod on ruutkoonduvusega.

Loomulik on kiisida, kuidas saab leida Newton—Schroderi meetodis kasutatavat
lahendi kordsust, lahtudes algselt antud vorrandist ehk funktsioonist f, sest
lahend z* ei ole teada (seda praktikas ei leitagi, leitakse selle lahisvaéartus) ja ei
saa leida f tuletisi kohal x™.

Ulesanne 12. Toestada, et m-kordse lahendi puhul, kui x, on leitud Newtoni
. .. Tp41 — Tp 1 . Tpn — Tp—1
meetodiga, siis —1—-—ja — m.
Tp — Tp1 m " —Tpg1+ 2T, — Tpog
Niisiis voib alustada lahendamist Newtoni meetodiga ja kui moningase arvu

sammude jarel on lahendi kordsus teada, voib iile minna Newton—-Schroderi mee-
todile.

4. Newtoni meetodi geomeetriline tolgendus.

Selles punktis kujutame Newtoni meetodit geomeetriliselt. Vaatame joonist

&V

Tn42 Tn+1 T,

/

Punktis z,, liigume vertikaalselt graafikuni, tombame sellele seal puutuja ja veen-
dume jérgnevas, et puutuja loikepunkt z-teljega annab x,, .. Saame

——— =tana = f'(z,),
Tp — T+l

milles esimene vordus tuleb taisnurksest kolmnurgast, teine vordus aga on tuletise
geomeetriline tolgendus. Saadud vordusest (ilma vahepealse litkmeta tan o) saame
vorduse
Tl = Ty — f(xn) '
f(xn)

Esitatud joonisel f'(z) >0, f"(z) > 0, z, > z*.
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Ulesanne 13. Teha joonised juhtudeks

1) f(z) >0, f(z) <0;

2) f'(x) <0, f'(z) > 0;

3) f'(x) <0, f"(x) <0.

Koikidel juhtudel vaadelda olukorda x,, > z* ja x,, < z*. Kanda joonisele vihemalt
kolm jarjestikust lahendit x,,, 11, Tpio-

Ulesanne 14. Leida geomeetriline pilt, kus

a) vorrandil f(z) = 0 on lahend olemas, aga Newtoni meetod ei ole rakendatav,
sest f'(x,) = 0;

b) vorrandil f(z) = 0 on lahend olemas, koik jada x, litkmed on Newtoni mee-
todil leitavad, aga jada x, on tokestamata ja seega ei koondu;

c¢) vorrandil f(z) = 0 on lahend olemas, kéik jada z,, litkmed on Newtoni mee-
todil leitavad, jada x,, on tokestatud, aga ei koondu.

Geomeetrilist tolgendust aluseks vottes nimetatakse Newtoni meetodit veel puu-
tujate meetodiks.

5. Modifitseeritud Newtoni meetod.

Modifitseeritud Newtoni meetodi arvutuseeskiri vorrandi (1.3)) lahendamisel on

Tp+1 = Tp — — n:(),l,...,

f'(wo)’

s.t. igal sammul kasutatakse alglahendil xq leitud tuletist f'(zg). Vottes siin g(x) =
f(z)
f' (o)

todi erijuht. Seejuures ¢'(z) =1 —

, ndeme, et modifitseeritud Newtoni meetod on hariliku iteratsioonimee-

f/ T ) . f/ x*
,( ) ia g(a*) = 1— /( )
) (o) (o)
Uldiselt f'(x*) # f'(xz0), seeparast ¢'(x*) # 0 ja modifitseeritud Newtoni meetod
koondub geomeetrilise progressiooni kiirusega eeldusel, et koondumine leiab aset.
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6. Naited.
1) Vaatleme vorrandit f(r) = 2° —a = 0. Siis f(x) = 2z, Newtoni meetod on
2

2 —a 222 —22+a 1 Lo
Tpi1 = Tp — = =z, +—|.
1 22, 22, 2 Tn

See on tuttav hariliku iteratsioonimeetodi késitlemisest, teame, et ta on ruutkoon-
duvusega. Meetod koondub iga algldhendi xy # 0 korral.

2) Olgu f(z) =2 —a =0, siis f'(x) = 32? ja iteratsioonieeskiri on

3 —a 1 a
Tpil = Tn — = - 23:”—1——2 )

32 3 x?

Ulesanne 15. Kui palju on néites[2)| alglihendeid ja millised need on, kus Newtoni
meetod ei koondu? Soovitus: vaadelda geomeetrilist tolgendust.

§3. Teisi iteratsioonimeetodeid

1. Loikajate meetod.

Vaatleme vorrandit f(z) = 0. Olgu antud alglihendid z, 21, 7o # x1. Uhendame
punktid (zo, f(z0)) ja (x1, f(x1)) sirgega. Selle sirge ja z-telje 16ikepunkti esimene
koordinaat olgu x5. Sama protseduuri kordame ldhenditega 1, xo, jne. Tuletame
arvutuseeskirja, kus ldhendite z,_; ja x, abil leitakse x, .

Y y = f()

Taisnurksetest kolmnurkadest saame

f(xn—l) _ Tp—1 — Tn41
f(xn> Ty — :L‘n-i-l
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Sellest
f(@n1)(@n — Top1) = f(0) (@1 — Tnya),
(f(zn) = f(xn-1))Tni1 = Toa f(T0) — T f(Tn1),
e f) ()
T ) = J@am)

mida voibki kasutada z,1 leidmiseks. Kirjutades lugejasse +x,, f(z,), saame

Tp — Tp—1

I T T ) = (@)

Kui f on diferentseeruv, siis Lagrange’i valemi pohjal f(z,)—f(xn,_1) = f'(&) (2 —
In—l),gn S ('rnvxn—l)u seega

_ f(zn)
f(€n)

Viimane valem néitab, et loikajate meetod on sarnane Newtoni meetodile, milles
f'(x,) asemel on loikajate meetodis f'(,). Loikajate meetod ei ole siiski harili-
ku iteratsioonimeetodi erijuht, sest igal sammul kasutatakse jarjekordse ldhendi
leidmisel kahte eelnevat lahendit.

Tpy1 = T

2. Loikajate meetodi koonduvuskiirus.

Selles punktis teeme kindlaks, milline on 16ikajate meetodi koonduvuskiirus eel-
dusel, et meetod koondub.

Eeldame, et funktsioon f on kiillalt sile ning f(z*) = 0, f'(z*) # 0, f"(z*) # 0
(niisiis on lahend z* tihekordne). Eeldame veel, et loikajate meetodis x, — z*
vahemalt geomeetrilise progressiooni kiirusega, s.t. |z,11 — 2*| < q|z, — 2", ¢ < 1.
Eesmiérgiks on leida, milline on tegelik meetodi koonduvusjark.

Lahtume vordusest

P Tp1 (1) — 2pf(T01)
n+ f($n> — f(l’n_1) .

Lahutades molemast poolest z* ja pidades silmas vordust ¢, = x,, — z*, saame

_— en1f(xn) = enf(n1)
T T ) = f(wa)

mida asume vigade pohivahekorrana uurima. Selle parema poole lugejas kasutame
Taylori arendisi
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Flea) = F@) + F @) = 07) 5070 n = 2+ 27 60) o — 2,

Fas) = S+ [ @)enn 4 5 1@V + 21 6,

kus &, € (x,,x%), &1 € (4,1, 2"). Siis pohivahekorras
1
lugeja = Ef”(x*)en_lan(an —&n_1) +

1
+ gfm(én)snflgn(gi - 52—1) +

1
+ cen16alf"(60) = " (En1)eimn.

Veendume, et siin esimene liidetav on pealiige ehk teised on sellega vorreldes
kiiremini koonduvad. Teises liidetavas €2 — &2 | = (&, — €,_1)(En + €n_1), milles
on pealiikmega vorreldes tegur €, + &,-1 — 0, kusjuures f"(£,) on tokestatud
f kiillaldase sileduse korral. Viimases liidetavas (&) — " (&n1 = [V &) (& —
€nc1),&n € (&n,&n—1) ning jille f sileduse téttu on f1V(€,) tokestatud. Kui x,_;
ja x, on erineval pool lahendist z*, néiteks x,,_; < x* < x,, siis z,_1 < §,_1 <
< & < 2t ja | — Soi|l < Jano1 — x| = |en—1 — €, ja vilmase liidetava
kiirem koonduvus pealiikmega vorreldes lugeja esituses on saadud. Kui aga z,,_1ja
x, on lahendist z* {ihel pool, néiteks z* < x,, < x,_1, siis z* < &,_1 < 7,1 ja
Tt < & < my tottu €, — o] < |1 — 27| Kuid |z,-1 — 2% < |21 — xa|+
+|xn - [lf*| < |xn—1 - :En| + Q|xn—1 - $*|7

(I = @)|zn — 2" < |2p1 — 20l
mille abil .
— &l <

ja ka sellel juhul on saadud viimase liidetava kiirem koonduvus kui pealiikmel.

|:L‘n—1 - xn| = |€n—1 - 5n|

1
Niisiis, pohivahekorras lugeja = 5 " (x")en_16n(€n — €n_1). Analoogiliselt toimime

vigade pohivahekorras parema poole nimetajaga, arendades
* * 1 *
fln) = f@) + f/(@)en + 5 (m)en, i € (@0, 27),

1
f(@n = f@) + fl(x")en1 + §f"(77n—1)53717 M1 € (Tn-1,2").
Siis
1
nimetaja = f'(z*)(e, — €n_1)§fﬁ(77n)(€i —el )+
1

+ é(f”mn) - f”(%—l))d-y
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Ka siin on teine liidetav kiiremini koonduv kui esimene ja f"(n,) — f"(n.-1) =
_ _ : 1 .
" @) — Mn1), Ty, € (M1, M) ning |0, — nnq] < e len — €n_1]|. Seepérast

pohivahekorras nimetaja ~ f'(2*)(e, — £,_1). Kokkuvottes

N %f”(lli*)é‘n&nq

€n+]_ ~ f/<x*) == a'gngn—lv
" I*
kus tahistasime a = M
27 (@)
Otsime vorrandile €, = ae,e,—1 lahendit, kus ¢, — 0 ja €,41 = be,, mil-
les meid huvitab eelkoige koonduvusjark «. Siis €, = be,_; ja €41 = be, =

b(be®_,)* = b2, Teiselt poolt, ey = acpen_y = a(be®_|)en_y = abe®*l
mis viib vorduseni o = a + 1 ehk a®> — o — 1 = 0. Sellel vorrandil on lahendid

a= % + \/Tg Lahend a = % — \/73 < 0 ei luba koondumist €, — 0, seepérast sobib

ainult a = %5 = 1,618... ja sel juhul muidugi leiab aset koondumine ¢, — 0
hinnanguga

|In+1 — I’*| < const |1)n N w*|17618... ‘

3. Steffenseni meetod.

Kui rakendada vorrandile x = g¢(z) harilikku iteratsioonimeetodit ja néiteks
lg'(x*)| = 0,99, siis on vaja palju iteratsioonisamme, et saada maistlikku tap-
sust. Steffenseni meetod on voimalus siin koonduvust kiirendada. Meetodi kirjel-
damiseks on mitu voimalust.

1) Vorrandi x = g(x) lahendamisel ldhtume alglihendist xz, leiame 1 = g(xy),
seejarel xo9 = g(x1) ja

_ 2 a2
Ty = 2y — (w2 — 1) T2 — TF

Ty — 211+ Ty To— 2T+ 20

Léhendiga 7, jatkame, leides x5 = ¢(Z2), x4 = g(x3), seejirel 4, nagu leidsime Ty
jne. Uldiselt, kui Z,, on leitud (n paaris), siis Z,41 = ¢(Zn), Tnio = 9(Tpni1),

2
($n+2 - ‘TTL+1)
Tpy2 — an—i-l + xn

Tpyo = Tpy2 —
Viimast eeskirja 7,2 leidmiseks nimetatakse Aitkeni teisenduseks. Niisiis voib

meetodit kirjeldada

h.it. h.it. At. ~ hit. h.it. At. ~
T > L1 > Lo > Lo >
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2) Leiame z; = g(xg) ja rakendame vorrandile f(z) = = — g(x) = 0 loikajate
meetodit punktides xg, z;. Siis

f(wo) = w0 — g(w0) = 20 — 71,

f($1) =71 — 9(951) =1 — T2,

zof(x1) — x1f(20) _ To(x1 — x2) — 21(20 — 1) __ —%oT2 + a7 _z
f(z1) = f(w0) Ty — X9 — (2o — 1) —x9 + 211 — T -

Seega saab Steffenseni meetodit esitada

h.it. Lom. ~ h.it. Lm. ~
> L1 > L9 > I3 Ty —> .. .
z=g(z) z—g(x)=0 z=g(z) z—g(2)=0

Zo

3) Steffenseni meetodit voib veel késitleda kui harilikku iteratsioonimeetodit,
mis on rakendatud vorrandile x = ¢(x), kus

ehk

2
r=p(a)  a=p(a)

Uurime meetodi koondumiskiirust hariliku iteratsioonimeetodi kohta saadud tu-
lemusi kasutades ja kolmandat meetodi kirjeldust silmas pidades.

Eeldame, et g on pidevalt diferentseeruv, z* = g(z*), ¢'(z*) # 0, ¢'(z*) # 1.
Eespool toodud vordus ei defineerinud o(z*), sest seal + = x* korral on nimetaja
vaartus 0. Olgu p(z*) = z*. Leiame ¢'(z*) = lim plz) = )

. Lagrange’i valemi
r—x* xr — r*

pohjal
9(9(x)) — g(x) = g'(§)(g(x) —x), &€ (v,9(z)),

ja kui x — x| siis g(z) — g(x¥) = x*, seega £ — x*. Seega

8
=

g(x)) — zg(x) + xg(x) — (9(x))* _

mille saamisel kasutame asjaolu g(x) # x, kui x # x*, mis kehtib, kui z on z* kiillalt
viikeses limbruses, ning arvestada tuleb veel tingimust ¢'(z*) # 0. Kasutades veel
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asendust g(z) = g(z*) + ¢'(&1)(z — 2%), & € (x,x¥), milles asendame g(z*) arvuga
x*, saame

zg'(§) — g(x)

p(z) — o(z7) Jo-1 "
_zg ()~ —g'(&)(x—a") —a'g(§) +a* _
g'(€) -1
_ ¢ —g&)(x—a")
g —1 '
Niiiid
i @) =) g€ —g(&) _g'@) — g
woet -t zvat g(§) — 1 g'(z*) =1 ’

mis {itleb, et ¢'(z*) = 0 ja Steffenseni meetod koondub tehtud eeldustel kiiremini
igast geomeetrilisest progressioonist.

Ulesanne 16. Niidata §1| iilesannet [7] kasutades, et g kiillaldase sileduse korral
on eespool tehtud eeldustel Steffenseni meetod ruutkoonduvusega.

4. Milleri meetod.

Vaatleme vorrandit f(z) = 0. Olgu antud algléhendid x, z1, x2, mis on paari-
kaupa erinevad, s.t. o # x1, ¥1 # T2, T3 # To. On olemas parajasti liks poliinoom
P(x) = ¢o+c12 4 cp2?, mis rahuldab tingimusi P(xz;) = f(z;), i = 0, 1,2, ehk tema
graafik kui ruutparabool 1dbib funktsiooni f graafiku punkte (x;, f(x;)), 7 = 0,1, 2.
Selles saab veenduda, tehes kindlaks, et kordajaid ¢y, ¢1, co médrava siisteemi
co + c1; + cox? = f(x;), i = 0,1,2, determinant ei vordu nulliga. T#histame selle
poliinoomi Py ning lahendame ruutvorrandi Pyjo(z) = 0. Selle lahendi, mis on
ldhemal arvule x5, loeme ldhendiks x3. Sama votet kordame lahenditega x1, zo, T3,
leides poliinoomi Pjo3 ja lahendades ruutvorrandi Piog(z) = 0, millest méé&rame
x4 jne. Taolist jada x, leidmist nimetatakse Miilleri meetodiks ehk paraboolide
meetodiks. Vordluseks meenutame, et loikajate meetodis pandi 1dbi funktsiooni f
graafiku kahe punkti sirge, mis on esimese astme poliinoomi graafik.

Saab toestada, et iihekordse lahendi korral on Miilleri meetodi koonduvuskiirus
iseloomustatav hinnanguga |z,4; — *| < const |z, — z*|"**", kahekordse lahendi
korral |2,11 — *| < const |z, — ¥

5. Korgemat jarku iteratsioonimeetodid.

Vaatleme vorrandi f(x) = 0 lahendamist mingi iteratsioonimeetodiga. Olgu
leitud x,,. Meenutame, et Newtoni meetodis arendasime

f(@) = f(@n) + f(wn) (@ = 20n) + Ra(2),
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jatsime &dra jadkliikme Ry, saadud vorrandi f(x,)+ f'(2,)(x—2,) = 0 lahendamisel

saime fe) S
fle) 0TI T e,y

r— T, = —

Votame pikema arendise

1) = flaa) + P = a) + T )2 4 Ry(e),

jatame ara jaskliikme Ry ja jouame vorrandini

f"(n)

5 (x —2,)* =0.

f(@n) + (@) (2 — 2,) +

Siin on jargmised voimalused:

1) lahendame ruutvorrandi ning selle lahendi, mis on lahemal ldhendile z,,, vo-
tame lahendiks ;1.

Ulesanne 17. Eeldades, et lahend on iihekordne, tuletada eeskiri lihendi Tl
leidmiseks (méédrata, kumb ruutvorrandi lahend tuleb votta), kui x,, on lahendile
killalt 1dhedal.

f(zn)

todist. Sailinud lineaarsest vorrandist saame lahendina

T R (€ (f(%))Z
T Pl) 2f(x) \ f(xa))

Seda meetodit nimetatakse Euler-T8eboSovi meetodiks.

f(zn)

3) asendame ruutvorrandi ruutliikmes (z — z,,)* = —m(:c — Zp), s.t. korru-
Ty,
tises (x — x,)(z — x,) asendame ainult tihe teguri Newtoni meetodi pohjal. Saadud
lineaarse vorrandi lahendiks tuleb

2
2) asendame ruutvérrandis (z — x,)? = ( ) , mis on parit Newtoni mee-

(f'(zn))? = %f//(xn)f(xn)

Taolist meetodit nimetatakse Halley meetodiks.

Tpy1 = Tp —

Ulesanne 18. Téestada, et nii Euler-T8ebosovi kui ka Halley meetod on kuup-
koonduvusega, kui lahend on iihekordne ja f” rahuldab Lipschitzi tingimust.



22 PEATUKK 1. VORRANDITE LAHENDAMINE

Praktikas neid meetodeid peaaegu ei kasutata, sest nad kasutavad funktsiooni f
teist tuletist ja see ei ole néiteks katseandmete pohjal enamasti leitav. Peale selle,
kui e, = |z, — x"|, siis kuupkoonduvuse korral ¢, ~ 107! annab Ent1 ~ 10_3,
Enao ~ 1077, ruutkoonduvuses aga Ep1q ~ 1072, Ento ~ 10’4, Entg ~ 1078, s.t. ta-
valiselt vajalik tdpsus saavutatakse ruutkoonduvuse korral ainult {ihe lisasammuga,
pidades silmas, et enne téipsuse €, ~ 107! saavutamist kuupkoonduvusel koondu-
vuskiiruse eelist ei ole.
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< 2 = 2loe + gll2® — 27,

1
I—gq

millest (1 — q)[l2° — 2]l < [l2° — 2]l Ja 2 = 2*[loc < ——la” — &'||.c ning

seda kasutamegi viimases ||™ — z*||» hinnangus.

Mérgime, et teoreemis voib eeldada |G(z) — G(Y)|le < ¢llz — Yoo, iga x,y €
R" x # y, korral, siis viited jadvad kehtima kujul, kus kera B on asendatud
ruumiga R".

On loomulik kiisida hariliku iteratsioonimeetodi ja Seideli meetodi vordluse koh-
ta: kumb neist on parem? Pohikiisimusele koondumise kohta anname vastuse hil-
jem. Arvutuste teostamise seisukohalt on aga hariliku iteratsioonimeetodi eelis see,
et lahendi ™! komponente saab 2™ komponentide kaudu arvutada samaaegselt
nn. paralleelarvutustena, Seideli meetodis aga see voimalus puudub.

§3. Newtoni meetod

Selle meetodiga tutvusime vorrandite korral, aga teda saab rakendada ka vor-
randisiisteemide lahendamisel. Newtoni meetod on vaadeldav hariliku iteratsioo-
nimeetodina, kuid tema pohiidee on teine: siisteemi asendamine ldhedase lineaarse
slisteemiga.

Antud on siisteem

.................. (1.4)

mis on kirjutatav kujul F(z) =0, kus z = (21, ...,2,), F(z) = (fi(z),..., fu(x)).
Olgu F' diferentseeruv, see on samavaérne sellega, et fi, ..., f, on diferentseeruvad.
Newtoni meetodis antakse ette alglahend 2°, jirgmised lihendid leitakse

g™t =™ — (F'(2™)) " F(2™), m=0,1,..., (1.5)
kus o/ af
1 1
F'(z) = ,
O fn Ofn

eeskirjas (1.5) (F'(2™))~! on poérdmaatriks. Seejuures iileminekusamm (1.5 on

samavadrne lineaarse stiisteemi

F'(z™)a™ ™ = F'(a™)a™ — F(2™)
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lahendamisega (tundmatu on 2™, iilejiéinu on teada). Meetodi samm on teosta-

tav, kui eksisteerib (F'(z™))~" ehk det F"(z™) # 0.

Teoreem 2. Olgu F' pidevalt diferentseeruv stisteemsi lahendi x* timbruses
ning eksisteerigu (F'(x*))~". Siis Newtoni meetod on rakendatav x* iimbruses ning
meetod koondub lahendiks x* kiiremini igast geomeetrilisest progressioonist kui alg-
lahend z° valida «* killalt viikesest iimbrusest.

Teoreem 3. Kui lisaks teoreemi |3 eeldustele
| F'(z) — F'(y)|l < Lllz —y||

lahendi x* {imbruses, siis

|z™+ — 2*|| < const ||2™ — z*||*.

Nagu néha, iildistavad need teoreemid otseselt vorrandite korral saadud tule-
musi. Me neid teoreeme ei toesta, sest toestuste iildskeem on sama mis vorran-
dite korral, kuid koigist detailidest taielikult arusaamiseks tuleb kasutada naiteks
funktsionaalanaliiiisi kiillalt tosiseid tulemusi. Méargime lisaks ainult niipalju, et

& f;
Ox;0xy,

teoreemis |3[ toodud Lipschitzi tingimuse téidetuseks piisab, et onigai,J, k

korral pidevad lahendi z* timbruses.

§4. Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendamine

1. Iteratsioonimeetodite vajalikkusest.
Vaatleme lineaarset siisteemi

1171 + a192 + ... + a1,T, = by,

a91T1 + 99T + ...+ AonTy = bQ,

Ap1T1 + oo + ... + Apny, = by

Kasutame tahiseid

aip ... QAip

A= T =

siis voime siisteemi kirjutada kujul Ax = b.
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Stisteem on iiheselt lahenduv parajasti siis, kui det A # 0. Kui det A = 0, voivad
lahendid puududa voi on neid lopmata palju.

Lineaaralgebrast on tuntud Krameri meetod ehk determinantide meetod, mis on
rakendatav, kui det A # 0. Laialt kasutatav on Gaussi ehk elimineerimismeetod,
selle rakendamisel ei ole oluline kas det A # 0 voi det A = 0.

Vaatame, kui palju on vaja tehteid elimineerimismeetodis. Loeme kokku kor-

rutamised ja jagamised (need on pikad tehted), jéittes arvestamata liitmised ja

lahutamised (lithikesed tehted). Eeldame, et det A # 0.

a a, b
Algul jagatakse 1. vorrand arvuga a1, selleks tehakse n jagamist: ﬁ, ceey L, 1.
aii ai; an

Seejérel liidetakse 2. vorrandile —as; kordne uus 1. vorrand, 3. vorrandile —ag;

kordne uus 1. vorrand jne, milleks kulub (n — 1)n korrutamist. Nende tehete tule-
musena on 1. veerg kujul

1

0

0
tehtud on n? korrutamist, jagamist. Edasi jatkatakse samamoodi iihe vorra viik-
sema dimensiooniga siisteemiga, kus on 2. — n. vorrandid. Korrates neid arvutusi,

joutakse olukorrani, kus peadiagonaalil on arvud 1 ja allpool arvud 0, tehtud on
korrutamisi, jagamisi

n? o+ (n—1)° + +1:n(n—|—l)(2n+1)
G .

Jargnevalt elimineeritakse iilalpool peadiagonaali olevad arvud, néiteks viimane
veerg vajab n — 1 korrutamist, sest korrutatakse ainult viimast vabaliiget sobivate
arvudega. Peadiagonaalist iilalpool asuvate arvude elimineerimine nouab niisiis

(n—1)n

n—1)4+Mn-2)+...+1= 5
korrutamist. Terve elimineerimismeetodi tehete arv on kokku

n(n+1)(2n+1) N (n—=Dn n’
6 2 3’

pidades silmas protsessi n — oo. Kirjutises esinev mérk ~ tdhendab siin, et molema
poole jagatis koondub arvuks 1 protsessis n — o0, selle kohta oeldakse, et tehete
3
n
jark on —.
Vaatame veel tehete arvu determinantide meetodis, milles tuleb arvutada n + 1
determinanti ja n nende jagatist. Iga determinandi voib arvutada, teisendades
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selles oleva maatriksi kolmnurksele kujule ja vottes seejarel peadiagonaalil olevate
3

elementide korrutise. Selleks kulub iga determinandi kohta ~ n tehet, kokku
n* ’
meetodis ~ — tehet.

Miérgime, et n jarku determinandi arvutamine néiteks rea elementide ja iihe
vorra madalamat jarku determinantide kaudu vajab vidhemalt n! korrutamist. Kuid
niiteks 30! > 10%°, mis tdhendab, et sellist arvutusviisi ei saa kasutada vihegi
suuremate siisteemide korral.

Iteratsioonimeetodi samm nouab tavaliselt maatriksi rakendamist vektorile, mis
vajab n mootmelise siisteemi puhul n? korrutamist. Kui nditeks n = 1000 (see
ei ole praktikas suur siisteem), siis iteratsioonimeetod, mis koondub monekiimne
sammuga, on tunduvalt kiirem kui Gaussi meetod.

Lisaks arvutuste mahu voimalikule eelisele iteratsioonimeetodites on veel teine
oluline pohjus, miks on vaja iteratsioonimeetodeid lineaarsete siisteemide lahen-
damisel. See on iimardamisvigade olemasolu, mis on niiteks arvuti kasutamisel
valtimatu. Gaussi ja eriti Krameri meetod on timardamisvigade suhtes tundlikud,
iteratsioonimeetodid aga protsessi kdigus likvideerivad varasematel sammudel teh-
tud timardamisvigade moju, sest ei ole midagi katki, kui timardamisvigade parast
tehakse {iks iteratsioonisamm rohkem kui tehtaks ilma iimardamisvigadeta.

2. Harilik iteratsioonimeetod, koonduvustingimused.

Vaatleme stisteemi

T = bnxl 4+ ...+ blnxn + bl,

Ty = by + ...+ bpnx, + by,

ehk x = Bx+b, kus « = (x;), B = (b;;), b = (b;) on vastavad vektorid ja maatriks
sarnaselt eelmises punktis kasutatutega. Harilik iteratsioonimeetod nouab iihte
algldhendit 2°, edasi leitakse

2™ =Bx™+b, m=0,1,....

Harilik iteratsioonimeetod lineaarse siisteemi lahendamisel on erijuht eespool vaa-
deldud tildisemast, kus siin on G(z) = Bz + b. Teame piisavat tingimust koondu-
miseks: mingi ¢ < 1 korral ||G(z) — G(y)|| < qllz — y|| Vz,y € R", z # y. Siin
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G(z) — G(y) = B +b— (By + b) = B(z — y), seega

|G(z) =Gl < gllz—yll Vo,yeR" <
Bz =yl <gllz -yl VryeR" <«
[Bz|| < gllz]| Ve eR" <«

1Bl < g,

kusjuures viimane samavadrsus on elementaartulemus funktsionaalanaliitisis. Sel-
lega oleme saanud jargmise tulemuse.

Lause 4. Kui ||B|| < 1, siis harilik iteratsioonimeetod koondub iga alglihendi
korral siisteemi x = Bx + b ainsaks lahendiks.

Me néitasime eespool, kuidas leida konkreetsete ruumi R" normidele vastavaid
maatriksite norme. Seda arvestades oleme saanud, et kehtib

n

n n
Teoreem 5. Kui max Y |b;] <1 voi max Y |b] < 1 vdi b7, < 1, siis ha-
1< J ) J 1] )
<I<n 4 1<i<n 4 -
—

j=1 ij=1

rilik iteratsioonimeetod koondub iga alglahendr korral siisteemi x = Bx + b ainsaks

lahendiks.

Juhime téhelepanu sellele, et esitatud tingimustest jareldub siisteemi iihene la-
henduvus.

Vaatleme n x n maatriksit A. Arvu A € C nimetatakse maatriksi A omavaértu-
seks, kui on olemas vektor x # 0 nii, et Az = A\z. Lineaaralgebrale tuginedes on
vahetult kontrollitav, et A on A omavédrtus parajasti siis, kui det(A — ) = 0 ehk

aip — A a12 e Q1n
a9 99 — AL QAo -0
an1 QAn2 App — A

Viimane vorrand on maatriksi A karakteristlik vorrand, tema aste on n ja arvesta-
des kordsusi, on tal kui algebralisel vorrandil tépselt n lahendit. Maatriksi A koigi
omavéartuste hulka nimetatakse spektriks ja téhistatakse o(A).

Teoreem 6. Harilik iteratsioonimeetod stisteemi x = Bx+0b lahendamisel koondub
stisteemi ainsaks lahendiks iga alglahendi korral parajasti siis, kuir B koik omavddr-
tused on mooduli poolest viiksemad arvust 1 (A € o(B) = |A\| < 1).

Geomeetriliselt tdhendab see tarvilik ja piisav tingimus, et maatriksi B spekter
asub komplekstasandi iihikringi sees.

Teoreemi toestust me siin ei esita, see toetub maatriksite teooria fundamentaal-
setele tulemustele, néiteks voib kasutada maatriksi Jordani voi Schuri normaalkuju.
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Ulesanne 19. Veenduda, et kui | B|| < 1, siis ||A|| < 1 iga A € o(B) korral.

Niisiis seob iilesandes toodud véide loomulikul viisil kahes teoreemis esitatud
tingimused.

Kuigi on olemas tarvilik ja piisav tingimus hariliku iteratsioonimeetodi koondu-
vuse kindlakstegemiseks, ei ole see praktikas siiski efektiivne, sest maatriksi oma-
vaartuste leidmise lilesanne on oluliselt raskem kui lineaarse siisteemi lahendamise
iilesanne. Seepérast on praktikas tédhtsad esimeses teoreemis toodud piisavad tin-
gimused.

3. Jacobi meetod.

Vaatleme stisteemi Az = b. Tahistame ainult maatriksi A (pea)diagonaali ele-

aiy 0
mente sisaldava maatriksi D = ning R = A — D ehk siis A =
0 Ann
D+ R. Stisteemi Az = b kirjutame samavaérselt (D+ R)x = b ehk Dz = —Rx +b.
Eeldame, et maatriksi A (pea)diagonaal on selline, et a; # 0,7 = 1,...,n. Siis
ay 0
D™t = , sest vahetu arvutamine annab DD™! = I. Seega on
0 a;ﬁ
Azx = b esitatav samavidrselt + = —D 'Rz 4 D~ 'b. Rakendame saadud siisteemile

harilikku iteratsioonimeetodit
2" = D 'Ra™ 4+ D710,

Sellist kaheosalist protseduuri (diagonaali avaldamine + harilik iteratsioonimee-
tod) nimetatakse Jacobi meetodiks siisteemi Az = b lahendamisel.
Vorrandite kaupa tdhendab diagonaali avaldamine, et slisteem

n
E aijxj:bi, izl,...,n,
J=1

ehk
viiakse kujule

i
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ehk z = Bz + D™ 'b, kus maatriksis B = (b;;) elemendid avalduvad b;; = —%,
Qi
J # 1, by =0.
Esitame moned moisted.
Oeldakse, et maatriksi A (pea)diagonaal domineerib ridade kaupa, kui

n

|aii|>2|aij|, 1=1,...,n.

j=1
J#
Selline domineerimine tdhendab, et diagonaalielemendid on absoluutvaartuselt suu-
remad kui iilejddnud samas reas paiknevate elementide absoluutviértused sum-
maarselt. See noue peab olema tédidetud iga rea korral. Margime, et monikord
saab sellist olukorda saavutada, muutes vorrandite jarjekorda siisteemis.
Oeldakse, et maatriksi A (pea)diagonaal domineerib veergude kaupa, kui

n
’au“>2|aﬁ’, z:l,,n
j=1
J#
Siin tdhendab see noue, et diagonaalielementide absoluutvairtused on suuremad
kui tilejadanud samas veerus paiknevate elementide absoluutvaartuste summa. Mo-
nikord saab sellist olukorda saavutada, muutes tundmatute jiarjekorda siisteemis.
Kui maatriksi A diagonaal domineerib ridade voi veergude kaupa, siis a; # 0,
1=1,...,n, seega Jacobi meetod on siisteemile Ax = b rakendatav.
Olgu maatriksi A diagonaal domineeriv ridade kaupa. Siis peale diagonaali aval-
damist saadava siisteemi maatriksi B korral

1 Blloc-se0 = mZ b = mx ai]
yo
1 n ..
— max _Z ‘aZ]’ < max ‘all| = 1
12550 @y 2 1<i<n |ag|
p=
J#i

Niisiis, kui A diagonaal domineerib ridade kaupa, siis Jacobi meetod koondub. Sel
juhul tingimus || B||c—0e < 1 tagab ka, et sisteemil on parajasti iiks lahend ehk
det A # 0.

Ulesanne 20. Téestada ilma iteratsioonimeetodi teooriat kasutamata, et kui A
diagonaal domineerib ridade kaupa, siis det A # 0.

Mida voib 6elda, kui A diagonaal domineerib veergude kaupa?
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Kui A diagonaal domineerib veergude kaupa, siis transponeeritud maatriksi A”
diagonaal domineerib ridade kaupa ning seega det AT # 0. Kuid det A7 = det A,
seega det A # 0.

Naiide. Olgu A = (1

0 4), siin diagonaal domineerib veergude kaupa. Diago-

0
0

kasutades ruumis R? traditsioonilisi varem vaadeldud p-norme, 1 < p < co. Olgu

) ja | Ball, = 2

naali avaldamine viib maatriksini B = ( _2). Hindame selle maatriksi normi,

T = ((1) , siis ||z, = 1,1 < p < o0. Uhtlasi leiame, et Bz = < 0

iga p-normi korral. Saame

|Bllp—p = sup | Bzll, > ||Bz|, = 2.
lzllp<1
Sellega oleme néidanud, et diagonaali domineerimine veergude kaupa maatriksis
A ei luba viita, et mingi p-normi korral ||B||,—, < 1.
Hoiatus: me ei viida, et {ildse ei leidu sellst normi ruumis R?, millele vastavalt

|B| < 1.

Ulesanne 21. Tdestada, et kui maatriksi A diagonaal domineerib veergude kaupa,
siis peale diagonaali avaldamist saadava maatriksi B = —D ™' R koik omaviirtused
on mooduli poolest viiksemad tihest (A € o(B) = |A| < 1). Soovitus: tdestada, et
kui |A| > 1 javeel A € o(B), siis det(AD+ R) = 0, mis ei ole voimalik A diagonaali
domineerimise korral.

Ulesande pohjal voib Gelda, et kui maatriksi A diagonaal domineerib veergude
kaupa, siis Jacobi meetod koondub.

4. Seideli meetod.

Vaatleme siisteemi = Bx+b, mis vorrandite kaupa oli esitatud punktis 2. Seide-
li meetodis valitakse alglihend 2° € R” ja iileminek lihendilt 2™ = (2", ..., ™)
lihendile 2™ = (27! 2™ *1) toimub jirgmiselt:

g e ey n

CL’T—H = blll‘;n —|— blgl'gn —|— Ce —|— blnl‘nm —|— bl,
.Z’gl—i_l = bgll{n—H + bQQiL'gn + ...+ bgnx;" + bg,

Olgu B =L+ D+ U, kus D on maatriksi diagonaalist saadud nagu punktis 3,

0 ... ... 0 0 by ... bu

p_ |t 0 0 RO BN bon

bui ... bumoy O 0 ... ... 0



4. LINEAARSETE VORRANDISUSTEEMIDE LAHENDAMINE 31

(maatriksis L on A diagonaali all olevad elemendid, maatriksis U on A diagonaali
peal olevad elemendid). Siis voib Seideli meetodi esitada

iL’erl :Lxm+1+(D+U):1:m+b

ehk
(I —L)z™"' = (D+U)x™ +b.
1 0 ... 0
Seejuuresdet(I—L) =det | "~~~ 7 7 77| =1, seega eksisteerib (I — L)™'
(=bij) ... ... 0

Seideli meetodi samm on seega kirjutatav
" =T —-LyYD+U)x™+ (I —L)"

ehk Seideli meetod on vaadeldav hariliku iteratsioonimeetodina teisendatud siis-
teemi x = (I — L)"Y(D + U)z + (I — L)' lahendamiseks. Meil on olemas tarvilik
ja piisav tingimus hariliku iteratsioonimeetodi koondumiseks siisteemi ainsaks la-
hendiks, selle kasutamine annab siin, et Seideli meetod koondub parajasti siis, kui
vorrandi

det((I — L) " (D+U)—X) =0
lahendid on mooduli poolest viaiksemad arvust 1. Seejuures
det((I — L)y Y (D+U)-A)=0<det(D+U - XNI—-1)) =0«
& det(A\L+ D +U — X)) =0.
Sellega on toestatud jargmine

Teoreem 7. Seideli meetod siisteemi x = Bx + b lahendamisel koondub parajasti
sits, kui vorrandi det(AL + D + U — M) = 0 koik lahendid on ihest viiksema
mooduliga (arvestatakse, et B=L+ D+ U ).

Teoreemis esitatud vorrand on

bll — )\ b12 . e bln
Abor b — A ... bon

—0.
Abut i Abunot bun — A

Meenutame, et hariliku iteratsioonimeetodi késitlemise juures oli noue karakterist-
liku vorrandi

bii—XA ... b
. |=0
bt oo b — A
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lahenditele. Neid tingimusi silmas pidades saame vastata kiisimusele hariliku ite-
ratsioonimeetodi ja Seideli meetodi koonduvuspiirkondade vahekorra kohta.

Ulesanne 22. Niidata, et kui siisteemis © = Bz + b votta 2 x 2 maatriksiks B

2 =15

1) B = 1.5 —1

), siis harilik iteratsioonimeetod koondub, Seideli meetod

mitte;

2) B = (? __021), siis Seideli meetod koondub, harilik iteratsioonimeetod

mitte.

Nagu hariliku iteratsioonimeetodi korral, on ka Seideli meetodi jaoks vaja vahe-
tult kontrollitavaid tingimusi, mis ei noua karakteristliku vorrandi taolise vorrandi
lahendamist. Anname need jargmise tulemusega.

n n
Teoreem 8. Kui max E |bij| < 1 voi max E bij| < 1, siis Seideli meetod

1<i<n 4
koondub.

Toestuseks mérgime, et esimene tingimus annab ||B||c—00 < 1, mis tdhendab,
et G(r) = Bz + b on ahendav oo-normis ruumis R” ja voib rakendada tildiste mit-
telineaarsete siisteemide juhul esitatud koonduvusteoreemi. Teise tingimuse kohta
olgu sonastatud

Ulesanne 23. Toestada, et kui max Z |b;j| <1,siisarv A, kus |[A| > 1, el saa

1<j<n 4

olla vorrandi det(A\L +D + U — XI) = O lahend Soovitus: ndidata, et kui |A| >
siis maatriksi AL + D + U — Al diagonaal domineerib veergude kaupa.

5. Gauss—Seideli meetod.

Vaatleme vorrandisiisteemi Az = b. Gauss—Seideli meetod on maatriksi A dia-
gonaali avaldamine koos selliselt saadud siistemi lahendamisega Seideli meetodiga.

Esitame maatriksi A kujul A = R;+ D+ Ry, kus diagonaalmaatriksil D on sama
tahendus, mis varemgi, R; ja Ry on vastavalt diagonaali all ja peal paiknevatest
elementidest koosnevad osad. Eeldame, et a; # 0,4 = 1,...,n, siis on olemas D',
Stisteemi Ax = b voime teisendada

< Dr=—Rix— Ryr+bs
e x=—-D"'Rix— D 'Ryx + D7 'b.
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Vahetu kontrolliga voib veenduda, et diagonaalmaatriksiga D' korrutamine ei
muuda maatriksite —Ry ja —Ry kuju (el tekita uusi nullist erinevaid elemente),
seepirast on maatriksites —D ' Ry, ja —D ™' Ry voimalikud nullist erinevad elemen-
did vastavalt diagonaali all ja peal. Viimasena saadud siisteemile Seideli meetodi
rakendamine toimub eeskirjaga

2™ = —D'Ra™ — D'Ryz™ + D7, m=0,1,...,
alates alglahendist 2°.

Ulesanne 24. Veenduda, et vaadeldud iteratsioonimeetodi sammu saab kirjutada
kujul
merl — _([ 4 D*lRL)leflRUxm 4 ([ T D*lRL)leflb
Voi
A —(D + RL>71RUJIm + (D + RL)ilb.
Ulesanne 25. Téestada, et kui maatriksi A diagonaal domineerib ridade véi veer-
gude kaupa, siis Gauss—Seideli meetod koondub.

6. Richardsoni meetod.

Vaatleme antud siisteemi Az = b. Richardsoni meetodil leitakse alglihendist z°
lahtudes jargmised ldhendid

" =™ —w(Az™ —b), m=01,...,

kus w € C, w # 0, on fikseeritud. Seda meetodit voib vaadelda kui harilikku
iteratsioonimeetodit, mida on rakendatud siisteemile

r= (I —wA)x + wb.

Teame, et koonduvus soltub ainult maatriksist B = I — wA, tarvilik ja piisav on,
et A € o(B) korral oleks |A| < 1.
Paneme téhele, et

ANeo(A)edr#£0: A= e o #£0: —wAr = —wlr &
Sdr#£0:r—wAr =2 —wlr &
S dr#£0: (I —wA)zr = (1 —wl)z.

Seega A € o(A) parajasti siis, kui 1 — w) € o(B). Niisiis, Richardsoni meetod

koondub parajasti siis, kui |1 —wA| <1 ehk |wA —1| < 1iga A € 0(A) korral.
Hulk {z € C: |z — 1] < 1} on ring keskpunktiga 1 ja raadiusega 1 ning tarvilik

ja piisav tingimus iitleb, et koik arvud wA, A € o(A), peavad asuma selle ringi sees.
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WA

Loomulik on kiisida, kas saab (voi millal saab) leida w € C nii, et [wA — 1] <1
iga A € 0(A) korral? Et w # 0, siis

1
|w)\—1]<1<:>')\——
w

1
<_
jwl

ning koondumise tarvilik ja piisav tingimus on, et leidub w € C nii, et

1 1
o—(A)C{AeC:|)\——\<—},
W'l

1
mis on ring keskpunktiga —, raadiusega m ja seega labib punkti O selle ringi raja-
w w
1
joon. Et — voib olla suvaline nullist erinev kompleksarv, oleme saanud tulemuse.
w
Lause 9. Richardsoni meetodi koondumiseks sobiv arvw € C, w # 0, on olemas

parajasti sits, kui maatriksi A koik omavddrtused asuvad mingisuguse punkti O
labiva ringjoone sees.

Jareldus 3. Kui 0(A) C (0,00), siis leidub w nii, et Richardsoni meetod koon-

dub. Sobiv arv w on selline, et 0 < w <

, kus Amax on maatriksi A suurim
max

omavaartus.

Téestus. Olgu o(A) C (0,00). Kui votame w nii, et 0 < w <

,ja A € a(A),

max

2\
siis 0 < wh < —— < 2,8t. 0 < dw < 2ehk —1 <wA—1 < 1, aga sellest jareldub,
et [wh — 1] < .
2

Jareldus 4. Kui o0(A) C (0,00) ja 0 < w < A sits Richardsoni meetod koon-
dub.
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Toestus. Eespool sisuliselt kasutasime asjaolu, et iga A\ € o(A) korral || < ||A]].
2

Tehtud eeldustel A > 0 iga A € o(A) puhul ja seepérast m < P Seega,

2
0<w< —korral 0 < w < ja jaab kasutada Jéireldust

2
|A] Amax
Jéarelduse [4] olulisus on selles, et maatriksi A omavéaértuste leidmine voib olla
tunduvalt komplitseeritum kui tema normi hindamine.

Jareldus 5. Kui maatriks A on posititvselt madratud, siis leidub w > 0 nii, et
Richardsoni meetod koondub.

Toestus. Maatriksi A positiivne méératus tdhendab, et (Az,z) > 0 iga x # 0
korral. Siis aga Ar = Az,z # 0 annab, et (Az,x) = A(z,x) > 0, kusjuures
(z,z) > 0, millest saame, et A > 0 ehk o(A) C (0, c0).

Vaatleme juhtu, kus siisteemi Az = b maatriksi A omavaartused ei asu ithegi
nullpunkti ldbiva ringjoone sees, kuid A on regulaarne (det A # 0). Siis voime
lahendada samaviirset siisteemi A7 Az = ATb, kus AT on transponeeritud maat-
riks. Siisteemide samaviirsus tuleb sellest, et det AT = det A # 0 ja seepérast on
AT regulaarne ehk pooratav. Maatriks AT A on positiivselt madratud, sest z # 0
korral Az # 0 ja (AT Az, z) = (Az, Az) > 0. Jirelduse 5| pohjal saab leida w nii,
et Richardsoni meetod

g™t = 2™ — w(AT Az™ — ATh)

koondub. Seejuures ei tarvitse korrutist A’ A vilja arvutada (see nduab n® tehet),
vaid igal sammul v&ib leida Ax™, seejirel AT (Az™), mis vajab igal sammul 2n?
korrutamist. Liige ATb leitakse ainult iihel korral, teda ei ole vaja igal sammul
uuesti leida.

Laiaulatuslik uurimisvaldkond kaasajal on meetodid siisteemi Az = b lahenda-

miseks kujul
g™ = 2™ — M, (Az™ — b),

kus M,, on n x n maatriksite jada. Nendest erijuhtudena késitlesime siin Richard-
soni meetodit, kus M,, = wl, ja valikut M,, = wAT.



III Funktsioonide lahendamine

§1. Interpoleerimisiilesanne

1. Ulesande piistitus.

Olgu antud reaalarvud z, . .., x,, kusjuures x; # x;, kui 7 # j, ja nendele vas-
tavad arvud fy,..., f,. Voib olla, et f; = f(x;) mingi funktsiooni f korral, kuid
praktikas on arvud f; mootmistulemused voi katseandmed, mis véiljendavad mingit
reaalset soltuvust mootmisvigade piires. Kui tekib vajadus funktsiooni vaartuste

jarele argumendi véartustel, mis erinevad vaartustest xg,...,x,, siis toimitakse
sageli jargnevalt: leitakse funktsioon ¢ nii, et ¢(x;) = f;, i = 0,...,n, ning kasu-
tatakse (), © # x;. Funktsiooni ¢ nimetatakse interpolandiks, punkte z, ..., z,

interpolatsioonitingimusteks. Interpolantideks voetakse sellised funktsioonid, mil-
lega on lihtne opereerida, naiteks poliinoomid, trigonomeetrilised poliinoomid, rat-
sionaalfunktsioonid, splainid (sealhulgas sellised, mis on tiikiti poliinoomid). Inter-
poleeritava funktsiooni f kohta on tavaliselt teada, kas ta on pidev, mingi arv korda
pidevalt diferentseeruv, analiiiitiline.

Uldisemas interpolatsiooniiilesandes on vaja leida ¢ nii, et

go(])(:lzz):f”, z':(),...,n, j:O,...,ki,
seejuures voib olla niiteks fi; = fY(x;) mingi iildiselt mitte teada oleva funkt-

siooni f korral. See on kordsete solmedega interpolatsiooniiilesanne, arv k; + 1 on
solme x; kordsus. Kui iilesande seades tuletisi ei ole, on iga solm iihekordne.

2. Interpolandi olemasolu ja iihesus.

Vaatleme olukorda, kus interpolatsioonisolmed xy, ..., x, on iihekordsed. Eel-
dame, et on antud nn. koordinaatfunktsioonid )y, ..., ,, ning seame eesmargiks
leida interpolant ¢, = cotbg + ... 4+ Cn¥m, kus ¢y, ..., ¢, tuleb méarata interpo-
latsioonitingimustest. Seda voib nimetada lineaarseks interpolatsiooniiilesandeks,
sest interpolatsioonitingimused ¢,,(x;) = fi, ¢ = 0,...,n, annavad lineaarse vor-

36
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randisiisteemi

cotbo(xi) + ...+ em¥m(x) = fi, 1=0,...,n,

kordajate ¢; méadramiseks. Siisteemi iiheseks lahenduvuseks suvaliste arvude f;
korral on tarvilik, et m = n. Niisiis, vaatleme siisteemi

Coﬂ}o(l’z)—f——l—cnl/}n(xl) :fl, ’L:O,,n

See slisteem on igasuguste arvude f;,7 = 0, ..., n, korral iiheselt lahenduv parajasti
siis, kui

@/Jo(xo) ¢n($o)
Yo(xn) - Ynl(xn)

Vaatleme juhtu, kus ¢;(z) = 27, seega ¢, () = co+c12+. .. +c,z". Sellisel juhul
radgitakse interpolatsioonipoliinoomist. Siis vastav determinant on Vandermonde’i
determinant

£ 0.

1 Zo IQQ ZE()n
1 T ZL‘12 ZEln
Lo e ) =
i>]
1 oz, x,° ceexy”

= (gjn—$0)...($n—$n—1)'

. (l'n—l — :EO) o (ZL’n_l - 1771—2) )

- (x1 — o) # 0.
Sellega on toestatud jargmine

Lause 10. Suvaliste arvude fo, ..., f, korral leidub parajasti iiks poliinoom P,(x) =
co+ 1+ ...+ cpa” nii, et Py(x;) = fi, 1 =0,...,n.

Jargnevas vaatame voimalusi interpolatsioonipoliinoomi leidmiseks. Uhe voima-
luse annab

Ulesanne 26. Olgu antud o, . . ., T, 7; # xj, kuii # 7, ja fo,..., fo. Olgu P itk
poliinoom, mille aste ei iileta arvu k, ja P, _;1x(z;) = fj,7 =14,...1+ k. Toestada,
et

( — i) Py, ik () + (@is — ) Piivr—1(2)

-Pi,...,i-‘rk(x) = Tivk — T P
i i

kui Pj(x) = f; iga x ja iga j korral.
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Ulesandele tugineb Neville’i skeem voi algoritm lauses |10| viljendatud interpo-
latsioonipoliinoomi leidmiseks:

Po(x) = fo
>P01(:B) R
Py(z) = fi _ Porz()
T Pm(I)
/
Py(z) = f2 )
Cen Pon(I)
Po(z) = fn—l\
/,Pn_lm(x)
Pn(x) = fn

3. Lagrange’i fundamentaalpoliinoomid.

Olgu antud z, ..., x,, ¥; # x;, kul = # j. Fikseerime i € {0,...,n}. Eelnevast
teame, et leidub parajasti iiks iilimalt n astme poliinoom /¢,,;
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Py () + Z (n — ) oo (T — ;) o (T — xn_l)f(l'i)—f—

ot

sest
n—1
(xy — x0) - .. (fn — ;). (Tp — Tp_1) _ Ty —Tj i)
—0 Ti — LU]
H(:C@ ;) i
j=0
i
n—1
ja Lagrange’i valemi pohjal — Zén_l,i(xn)f(xi) = —P,_1(z,). Newtoni interpo-
=0

latsioonivalemis kasutatavate diferentssuhete arvutamine toimub kolmnurkse skee-
mi abil

zo  f(xo)
Zo, L1
x f(ajl) f( ) f(x07x17x2)
f(xh T2

Ty f(x2)

U pl N f(x07x17 7xn)7
Tp—1 f(xnfl) f( ) .................................

Tp—1,Tn
Tn  flzn)

kusjuures interpolatsioonivalemis kasutatakse ainult iga veeru esimesi elemnte.

Ulesanne 27. Leida, kui palju tuleb teha korrutamisi ja jagamisi, et arvutada
Lagrange’i interpolatsioonivalemi abil P, (z), x # x;, i = 0,...,n. Sama kiisimus
Newtoni valemi korral.

7. Interpolatsioonivalemi jaakliige

Tahistame R,(x) = f(z) — P,(x), kus f on interpoleeritav funktsioon ja P,
interpolatsioonipoliinoom. Niisiis, f(z) = P,(x)+ R, (), liidetavat R,, nimetatakse
jaakliikmeks. Ndeme, et R, (z;) = f(z;)—P,(z;) = 0,7 =0, ...,n. lma tdiendavaid
eeldusi tegemata ei saa jadkliilkme kohta muud viita, ta on suvaline funktsioon,
mille vaartus solmedes on 0.
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Eeldame, et xg,...,7, € [a,b] ning f € C""[a,b]. Fikseerime = € [a,b], ol-
gu esialgu x # x;, i = 0,...,n. Vaatleme abifunktsiooni p(2) = f(z) — P.(z) —
Kuw,(z) = Ry(z) — Kwy,(2), kus K on konstant ja w,(z) = (z —xp) ... (2 —x,). On
ndha, et p(x;) =0,7=0,...,n,iga K korral. Olgu K selline, et p(z) = 0, mis t4-

R, .

hendab, et R,,(z)—Kw,(z) = 0ehk K = ((91:)) . Funktsioonil ¢ on 16igus [a, b] n+2
Wy (x

erinevat nullkohta x, ..., z,, z. Rolle’i teoreemi pohjal on funktsioonil ¢" vahemi-

kus (a,b) vihemalt n+1 erinevat nullkohta, need asuvad funktsiooni ¢ nullkohtade
vahel. Analoogiliselt jitkates, funktsioonil ¢©” on n erinevat nullkoha, kuni funkt-
sioonil "™ on vahemikus (a, b) vihemalt {iks nullkoht &, ™1 (¢£) = 0. Diferent-
seerime funktsiooni ¢ n + 1 korda, tulemusena ™ (2) = f™+V(2) — K(n + 1)),
millest V(&) = fHD () — Rn—(m)(n + 1)l =0, ehk R, (x) = mw (x)
wp () ' ’ " (n+ 1) "7
Muidugi peab tahele panema, et £ soltub valitud arvust x, s.t. £ asemel on k-
sikasjalikum kirjutada &(x). Kui x = z, siis w,(x) = 0 ja R,(z) = 0, mistottu
saadud R, (x) esitus leiab ikkagi aset, seejuures voib £ votta suvalise. Voib kiisida,
kas funktsioon = — f™*Y(&(x)) on pidev? Kas ta on mingi arv korda pidevalt
diferentseeruv?
Ulesanne 28. Tdestada, et eksisteerib lim "™V (¢(z)). Soovitus: kasutada L'Hos-

Tr—T;

pitali reeglit.
Ulesanne 29. Toestada, et on olemas & € [a, b nii, et f"HD (&) = lim f"H (¢(x)).

T—T;

Ulesanne 30. Toestada, et funktsioon z — f™*V(&(x)) on pidevalt diferentsee-
ruv.

Arvestades, et f"*Y on pidev, on ta tokestatud 16igus [a,b]. Olgu M, =

max |f(”+1)(x)‘. Siis |R, ()| < n ererll)! |wy, ()], see voimaldab hinnata interpo-
leerimise tapsust.
Ulesanne 31. Toestada, et kui f € C""a,b] ja 2, — 20, i = 1,...,n, siis
interpolatsioonivalemist saab piirvaartusena Taylori valemi

) (x . fOtD (g .
Fl&) = flao) + Flan)la = 20) oot T g LS oy

(n+1)!

Olgu x # z;,7 = 0,...,n. Punktis 5 toestatud valemit (1) kasutades saame

n!

- f() f(o)
f@, 20, am) = (x —x0) ... (T — ) i (%—x)(%_xl)”'(xo_x”)Jr
+o+ J{a)

(xp —x)(xy —10) . (T — Tpq)
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Avaldame sellest vordusest f(z), tulemusena

_ s (x —x1)...(x —x,) - (x —m)... (z — Tn1)
flx) = [( 0)(930_‘701)”_(%_%)+"‘+f( ")(xn—mo)...(xn—mn_1)+

+ f(x, 20, ..., Tn)wn(T).

Murdudega osas tunneme ara Lagrange’i valemi abil esitatud interpolatsioonipo-
liinoomi. Seega iilejaanud osa on jaakliige ehk

Ru(x) = f(z, 0, ..., Tn)wn(2).

Juhime tahelepanu sellele, et saadud jadkliikme esituses ei ole funktsiooni f kohta
mingeid sileduse ega pidevuse ndudeid. Kui eeldada, et f € C™"*'[a, b], siis saime

(n+1)
eespool, et R, (z) = {Tl(;)wn(x) Kahte jaaklitkme esitust korvutades saame
n !
Fro(E)
[z, 0, ) = CESNE § € (a,b).
Sonastame selle tulemuse jérgmiselt.
Teoreem 11 (Teoreem diferentssuhte esitusest). Kui f € C"[a,b] ja xo,...,z, €

[Cl,b], $U1S f(wa o 7xn) = f(j;(g)7 6 € (aa b)

Erijuhul n = 1 saame siit laialdaselt tuntud Lagrange’i valemi

f(xl) — f(20)

1 — Zo

f(xo, 1) = = f/(f)-

8. Interpolatsiooniprotsessi koondumisest.

Olgu antud 16ik [a, b] ja sdlmede stisteem x,,; € [a,b], n =0,1,...,i=0,...,n,
see on kirjutatav kolmnurksel kujul

Zoo
Z10, T11
X20, T21, T22

Vaatleme mingit funktsiooni f: [a,b] — R. Moodustame interpolatsioonipoliinoo-
mid P, nii, et P, aste ei iileta n ja P,(zn) = f(xn), i = 0,...,n, tehes seda
igan =0,1,... korral. Selliselt moodustub interpolatsioonipoliinoomide jada P,,
n=0,1,.... Pistitame kiisimuse: kas max |P.(z) — f(z)| — 0, kui n — o0?

TS
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Teoreem 12 (Faber, 1914). Iga sélmede sisteemi x,; € la,b], n = 0,1,..., i =
0,...,n, korral on olemas funktsioon f € Cla,b] nii, et max |P(x) — f(z)| = 0 ei

leia aset, kuin — oo. On olemas isegi funktsioon f, kus rgag |P(x) — f(z)| = oo,

\IE\

kui n — oo.

Lisatulemus. Iga solmede siisteem: korral max E |Chi(x)| = clan, kus ¢ on
a<z<b

posititvne konstant.
Analiiiisime selle tulemuse valguses andmete vigade moju interpoleerimisel. Ole-

tame, et tdpsete vaartuste f(x,;) asemel leitakse arvud f,,; nii, et | f; — f(zn)| < €.
Leitud arvude f,,; abil moodustatakse tegelikult kasutatavad interpolatsioonipolii-

noomid ]Sn(x) = Z Jnilni(z). Siis

1=0

max
a<z<b

Siin hinnangutes voivad vorratused olla vordused, sest max 5 [Chi(z)| =
a<z<b

= Z |€ni(x0)| mingi z¢ € [a,b] korral ja vastavalt ¢,;(zo) mérkidele voib esineda
=0
sobivalt f; — f(x,;) = L€ nii, et

n

S (i = (00 ()

1=0

\%

max
alze<b

=0
= Z | fri = f(@ni)| |€ni(@0)| = 52 |€ni (o)
=0

Arutelu tulemusena voime viita, et poliinoomidega interpoleerimine on ebastabiil-
ne algandmete vigade suhtes, kui suurendada poliinoomide astet.
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9. Mitme muutuja funktsioonide interpoleerimine.

Peatume iseérasustel, mis ei esine ithe muutuja funktsioonide interpoleerimisel.
Need esinevad juba kahe muutuja funktsioonide korral, seepérast késitleme nende
interpoleerimist.

Olgu tasandil antud omavahel erinevad punktid (xo, 40), - - -, (Tn, ¥n), lisaks veel
arvud fo, ..., f,, mis voivad olla mingi funktsiooni f véértused f; = f(x;,y;),
i =0,...,n. On vaja leida iilimalt m astme poliinoom P, nii, et P, (x;,y;) = f;,
1 =20,...,n. Poliinoomi P,, iildkuju on

P (z,y) = cop + 10T + co® + ...+ o™ +
+ cory + cniry + 021:E2y + ...+ cm,l,lxm_ly +

+ Com-1Y™ "+ crmorzy™ T+
+ COmym'

Interpolatsioonitingimused annavad lineaarse siisteemi kordajate c;; maaramiseks.

1 2
Kordajaid on (m+1)+m+...+1 = (m+1)(m+2)

vorrandeid n + 1. Siisteemi iiheseks lahenduvuseks igasuguste andmete f; korral
(m+1)(m+2)

, interpolatsioonitingimusi ehk

on tarvilik, et n+1 =

. Kuim =0, siisn =0 (1 s6lm), kui m =1,
siis n = 2 (3 solme), kui m = 2, siis n = 5 (6 solme), kui m = 3, siis n = 9 (10
solme) jne. Niisiis, interpolatsioonipoliinoomi iiheseks mééramiseks ei saa solmede
arv olla suvaline.
Vaatleme jargnevalt siisteemi determinanti. Kui néiteks m = 1 ja n = 2, siis
stisteemi
oo + c10Ti + coryi = fi, 1=0,1,2,

itheseks lahenduvuseks igasuguste arvude f; korral on tarvilik ja piisav, et

L zo Yo
Lz oy | #0.
L xzy y
Seejuures tingimus
I zo %o
I 21 y1 |=0
Iz o
on samavaarne sellega, et lineaarsel homogeensel siisteemil
L zo Yo a
1z w»p as =0

1z o as
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on mittetriviaalne lahend: |a, |+ |as| +|as| # 0, ehk a3 +asx; +azy; = 0,7 = 0,1, 2,
lay| + |az| + |ag| # 0. Sellist olukorda voib véljendada nii, et punktid (z;,v;:),
1 = 0,1,2, asuvad sirgel a; + asx + azy = 0. See arutelu annab, et kolme solme-
ga (x;,v;), i = 0,1,2, interpolatsiooniiilesanne {ilimalt esimese astme poliinoomi
leidmiseks on iiheselt lahenduv parajasti siis, kui kolm punkti (z;,y;) ei asu iihel
sirgel. Analoogiliselt saab néidata, et kuue solmega (x;,;), i = 0, ..., 5, iilesanne
on tiheselt lahenduv parajasti siis, kui s6lmed ei asu tihel teist jarku joonel (ellips,
parabool, hiiperbool, kaks sirget), kiimme solme ei tohi asuda iihel kolmandat jar-
ku joonel jne. Siin on tegemist teise isedrasusega vorreldes ithe muutuja juhuga:
solmed, kuigi nende arv on oige, ei tohi paikneda suvaliselt.

Kolmandaks on probleem, et ei ole voimalik saada nii héid jaakliikme esitusi kui
ithe muutuja juhul, sest ei kehti Rolle’i teoreem.

Vaatame veel iihte voimalust interpoleerimiseks kahe muutuja juhul, kus solmede
paiknemine on eriline. Oletame, et on antud ristkiilikuline s6lmede vork (z;,y;),
1=0,...,n,7=0,...,m.

Ym
O 0 0 o Jj=1
Yo+
L 2
Olgu antud f;;, 7 =0,...,n, 7 =0,...,m. Lahendame interpoleerimisiilesande
jargmiselt. Fikseerime j € {0,...,m} ja leiame P,; kui iilimalt n astme {ihe muu-
tuja poliinoomi nii, et P,;(x;) = fij, i = 0,...,n. Selliselt toimime iga j korral,
tulemusena saame poliinoomid Py, . .., Py, lugedes nende argumendiks muutuja

x. Seejérel leiame kahe muutuja poliinoomi P,,, = P, (z,y), mis on argumendi y
jargi iilimalt m astme poliinoom nii, et

an(xuy]):Pnj(x)a jZO,...,m,

kusjuures iga x korral esinevad P,;(z) interpoleerimisel kasutatavate funktsiooni
vidrtustena. Selliselt saadav kahe muutuja polinoom P,,,(z,y) on ilimalt n + m
astme poliinoom (fikseeritud z korral aste y jérgi ei iileta m ja fikseeritud y korral
aste x jargi ei iileta n). Seejuures iga ¢ ja j korral P, (x;,y;) = Puj(x:) = fij-
Ei saa kiill viita, et selliselt saadud poliinoom P,,, = P, (z,y) oleks minimaalse
astme poliinoom, mis rahuldab interpolatsioonitingimusi.
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On voimalik interpoleerida teises jarjestuses, fikseerides algul i € {0,...,n},
leides Py, = f’lm(y) nii, et f’im(yj) = fij, 7 =0,...,m. Selliselt toimitakse iga in-
deksi ¢ korral ning seejarel leitakse kahe muutuja poliinoom P = f’nm(%y),
interpoleerides muutuja x jargi, kasutades plm(y) funktsiooni vaartustena, s.t.

Ulesanne 32. Toestada, et Py, (, y) = Pum(z,y). Soovitus: kasutada Lagrange’i
interpolatsioonivalemit.

§2. Funktsioonide lahendamine vahimruutude mee-
todil

Meenutame paari asjaolu funktsioonide interpoleerimisel poliinoomidega. Prak-
tikas on tavaline, et katsetulemused f, ..., f, saadakse vigadega. Juhuslike vigade
moju vahendamiseks tehakse palju katseid voi mootmisi. Teame aga, et kui n
kasvab, siis interpolatsioonipoliinoomide jada P, ei tarvitse koonduda interpolee-
ritavaks funktsiooniks f. Négime ka, et kui n kasvab, siis suureneb funktsiooni f
vaartuste vigade summaarne moju. Nende puuduste kompenseerimiseks on kasu-
tatav vahimruutude meetod funktsioonide ldhendamiseks.

1. Lineaarsete siisteemide lahendamine vahimruutude meeto-
dil.

Vaatleme stisteemi

anx + ... +apr, = fi,

Am1T1 + .o+ QnTp = fm;

kus tildiselt m # n. Néiteks voib olla, et m > n. Kasutame tahiseid

ayr ... Qip T fl

Al - Qmn T fm
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siis voime siisteemi 1’ kirjutada Az = f. Uldiselt ei tarvitse sellel siisteemil olla
lahendit. Olgu = € R" korral

— Zi: a;;T;,
R(z) = f — Az = (r(@), ..., rm(2))", 2
IR(@)|* = [If — Az|* = ir i (fi - Zn:aijﬂfj> :
— i=1 j=1
mis tdhendab, et || - || tdhistab eukleidilist ehk 2-normi.

Definitsioon 13. Vektorit © € R" nimetatakse siisteemi (3.1)) lahendiks vihim-
ruutude mottes (vdhimruutude lahendiks), kui tema korral

2 _ : 2
1B ()" = min [| £ (y)]"

On néha, et vihimruutude mottes lahend = on tavaline lahend parajasti siis, kui

[1B(2)|| = 0.

Funktsioon  — ||R(x)||* = g(z1,...,2,) on n muutuja diferentseeruv funkt-
sioon, sest ta on poliinoom. Kui z on tema miinimumkoht, siis a—g(x) = 0,
Tk
k=1,...,n, seega miinimumpunktis x

&Ek -212<fl Zaljx]) —ai) =0, k=1....n,

ehk
m n m
E E QA T5 = E ik fi
=1 j:l =1

vOl

Z (Z aikaij) Tj= Zaikfia k=1,...,n.
=1

i=1 i=1

See vorduste kogum on veel kirjutatav

AT Az = ATf, (3.2)

ay; ... Qmi
AT =

A1y - -+ Amn
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on transponeeritud maatriks. Siisteemi (3.2)) nimetatakse normaalvorrandite siis-
teemiks, tema maatriks AT A on n x n maatriks, sest A on m x n maatriks, A7 on
n X m maatriks. Siisteemi vabaliige A" f on n komponendiline vektor.

Eelneva aruteluga négime, et tlesande lahend vihimruutude mottes on
stisteemi lahend. Néitame, et ka vastupidi, siisteemi iga lahend on {iles-
ande lahend vahimruutude mottes. Olgu z siisteemi (3.2)) lahend. Votame
suvaliselt y € R". Siis

If = Ayl* = [If — Az + Ax — Ay = (f = Av + A(z —y), f — Az + Az — y)) =
= |f = Az|* + 2(A(z — y), f — Az) + [|[A(z — y)||* =
= |f = Az|* +2(x — y, A(f — Az)) + Az = y)|* > [|f — Az,
sest AT(f — Ax) = 0 ja ||A(x — y)||* > 0. Niisiis on siisteemi lahendamine
vahimruutude mottes samavadrne normaalvorrandite siisteemi lahendamisega.

Ulesanne 33. Téestada, et normaalvorrandite siisteemil on alati olemas lahend.

Soovitus: toestada, et ran AT A = ran AT, kus m x n maatriksi A korral defineeri-
takse ran A = {Ax | x € R"}.

Teoreem 14. Normaalvorrandite stisteem on theselt lahenduv parajasti siis,
kui maatriksi A veerud on lineaarselt soltumatud.

Toestus. Olgu

an Q1in
ay = yoresn = )
am1 Amn
siis y € R"™ korral
a1 ... Qp n
Ay = cee e : =
Am1 .- Amn Un
anyi + ...+ aipYn
= = Y101 + ...+ Ypln.
am1Y1 +...+ AmnYn
Niitid
ai,...,a, on lineaarselt soltumatud <
s {pa+.. . AYpa,=0=>y=...=y,=0} <
& {Ay=0=2y=0={ATAy=0=y=0} <&
& siisteem ((3.2) on iiheselt lahenduv.
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Selles toestuses kasutasime jargmise tlilesande vaidet.
Ulesanne 34. Téestada, et vordusest AT Ay = 0 jareldub, et Ay = 0.

On selge, et kui Ay = 0, siis AT Ay = 0. Seepérast leiab aset vordus ker AT A =
ker A, kus ker A = {x € R" | Az = 0}. Seda vordust kasutab ka teoreemile eelneva
iilesande iiks voimalik lahendus.

2. Funktsioonide lahendamine vahimruutude meetodil.

Olgu antud solmed zy, ..., x,, ja vastavad arvud fo,..., f,, (need on néiteks
mingi funktsiooni véértused solmedes voi nende lahisvadrtused). Vaatleme lahendit

o(x) = chapj(x), kus koordinaatfunktsioonid ¢y, ..., ¢, on antud. Kui m = n
=0

ja kordajad c; leitakse siisteemist ¢(x;) = f;, i =0,...,m, ehk
ZCJSO]CUZ) :fi7 izoy"'am> (33)
j=0

siis saadakse interpolant. Kui siisteemil lahend puudub (mis on loomulik
nihtus, kui m > n), siis lahendades siisteemi tundmatute ¢; suhtes vihim-
ruutude meetodil, rddgitakse lahendamisest vihimruutude mottes. Antud juhul on
stisteemi (3.3)) maatriks

s.t. a;; = pj(x;). Seega on normaalvorrandite siisteemiks

Z (Z S%(%)%(flh)) G = Z@k(l’i)fi, k=0,...,n.
j=0 \i=0 i=0
Normaalvorrandite siisteem on siin iiheselt lahenduv parajasti siis, kui maatriksi
p;(o)
A veerud : ,7=0,...,n, on lineaarselt soltumatud.
0 (Tm)
Mérgime, et vihimruutude mottes lahendamisel voib olla solmede zg, ..., x,,

hulgas omavahel vordseid, naiteks tehakse igal teistest erineval vaartusel x; teatud
arv(10 voi 100) mootmisi. Seejuures voib olla z; = x;, aga f; # f;.
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3. Naide: poliinoomidega lahendamine vihimruutude meeto-
dil.

Valime ¢o(z) = 1, ¢1(z) = x, ..., pu(x) = 2", siis léhendiks on poliinoom
P,(x) = ¢y + 1z + ... + ¢ 2", Siisteemi 1} kordajad on siin ¢;(z;) = z;’
normaalvorrandite siisteem on

i (i xik+j> Cj = ixzkfz; k=0,...,n. (3.4)
i=0

=0 \i=0

Teoreem 15. Normaalvorrandite stisteem on theselt lahenduv parajasti siis,
kui solmede xg, ..., x,, hulgas on vihemalt n + 1 omavahel erinevat.

Toestus. Tugineme eespool toestatud teoreemile normaalvorrandite siisteemi tihe-
sest lahenduvusest. Selleks on tarvilik ja piisav, et ldhtesiisteemi maatriksi veerud,
antud juhul

1 X "

1 T xo"

oleksid lineaarselt soltumatud. See leiab aset parajasti siis, kui maatriksi

astak 7(A) on vordne veergude arvuga n+1. Kui on olemas n+1 omavahel erinevat
solme, siis on olemas n+1 jarku nullist erinev miinor (Vandermonde’i determinant)
ning seega 7(A) = n + 1. Kui ei ole véimalik leida n + 1 omavahel erinevat solme,
siis igas n + 1 jarku miinoris on vahemalt kaks rida vordsed ja miinor ise vordne
nulliga, mis tdhendab, et r(A) < n + 1.

Selle paragrahvi punktis [2| vaatlesime viahimruutude mottes ldhendamist juhul,
kui lahendav funktsioon on lineaarne kombinatsioon antud koordinaatfunktsiooni-
dest. Vaatleme veel oluliselt tildisemat iilesannet.

Olgu antud solmed xq, . .., z,,, mille hulgas voib olla korduvaid, ja vastavad ar-
vud fo,..., fm. Seejuures z; = z; korral voib olla f; # f;. Lihendav funktsioon
on kujul ¢(z,co,...,c,), kus soltuvus parameetritest ¢; on teada ja on iildiselt

mittelineaarne. Selle soltuvuse mééarab tavaliselt praktikas esinev konkreetne uuri-
misobjekt. Esialgu tundmatud parameetrid ¢; tuleb méarata tingimusest, et avaldis

Z (p(z4,c05-050n) — fz)2

1=0
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oleks minimaalne, kus (co,...,c,) € D C R*™! (vdib olla ka D = R"*!). See on
iildjuhul komplitseeritud iilesanne ja sobivate lahendi leidmise meetoditega tege-
letakse optimiseerimise valdkonnas.

§3. Numbriline diferentseerimine

Numbriline diferentseerimine tdhendab tuletiste leidmist funktsioonidest, millest
kasutatakse loplikku arvu vaartusi. Seega on ldhteolukord sama mis interpoleeri-
misel: antud on solmed xy,...,z, ja neile vastavad arvud fy, ..., f,, niiiid tuleb
funktsiooni asemel taastada selle tuletis voi korgemat jarku tuletised. On selge, et
ka tuletisi saab iildjuhul taastada ainult ligikaudselt.

Uks voimalik viis numbrilise diferentseerimise valemeid saada on interpolatsioo-
nivalemite kasutamine. Interpolatsioonivalemi

f(@) = ¢(x) + R(x)

diferentseerimisel saadakse

f'(x) = ¢'(x) + R'(x)
ja f'(z) asemel kasutatakse ¢'(z). Analooglhselt
)

F(x) = V() + RV (x)
ning f*) () asemel v6ib kasutada ¢ )(x) Peab aga arvestama, et kui R(z) on
viiike, siis R'(x),..., R®(z) ei tarvitse olla viikesed.

1. Numbrilise diferentseerimise valemid vordsete vahemikega
solmede korral.

Vaatleme olukorda, kus solmed on sellised, et z; = z¢o+1h, i = 0,...,n. Kasitle-
me tuletiste leidmist solmedes. Paremate omadustega on valemid, kus diferentsee-
rimisel solmes x,, kasutatavad solmed paiknevad siimmeetriliselt z,, suhtes. Seega,
kui kasutatakse solmi xg, ..., x,, siis n on paarisarv ja n = 2m, diferentseerides
solmes z,,. Muidugi ollakse sunnitud kasutama ka valemeid, kus solmed ei paikne
siimmeetriliselt selle solme timber, milles diferentseeritakse, naiteks tekitab selli-
se olukorra vaartuste f; kittesaadavus. Vaatleme jargnevas olulisemaid praktikas
ettetulevaid valemeid, kus kasutame téhistust f; = f(x;). Kui n = 2, siis

2

fle) = gl = o) = 17O, Eelm
F(an) = o =2+ )~ 1 V()
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kui aga n = 4, siis

4
fl(ze) = ﬁ(fo—8f1+8f3—f4)+%fv(f)> § € [wo, 4],
2
["(e2) = gra(— o+ 26 =26+ )~ 2V (6)

Tuletame nendest valemitest esimese kujul

2
h—f/”(f).

fi@) = 5p () = fl—h) -

Taylori arendist kasutades leiame

1 1 / h? " h? "
o @t h) = flz = h)) = oo (f(2) + hf (@) + 5 f7(@) + 5 f7(&) =

(@) - @) + ) - ) =
= f) + () + @)

mis on teostatav, kui f € C*[z — h,z + h]. Samal eeldusel

2 min f7(z) < fU&) + M(6) <2 max  f7(2)

r—h<z<z+h r—h<z<z+h
ehk .
. " < Z(f" " < " )
i () < SU(6) + (&) < | max | f7(z)

Pidev funktsioon f” saavutab koik véirtused miinimumi ja maksimumi vahel,
1
seeparast on olemas £ € [z — h,z + h] nii, et f"(§) = §(f”’(§1) + f"(&)). Seda

arvestades on esitatud valemitest esimene tuletatud.

Ulesanne 35. Tuletada iilejasnud kolm numbrilise diferentseerimise valemit vas-
tavalt eeldustel, et f € C* voi f € C°.

2. Vigade moju numbrilisel diferentseerimisel.

Numbrilisel diferentseerimisel (nagu interpoleerimisel) tdhendab tingimatu viga
ebatédpsusi funktsiooni viartuste f; leidmisel, mille tingivad néiteks vead moot-
mistulemustes voi katseandmetes, tinglik viga on aga jédklitkme suurus voi selle
hinnang. Siin ilmneb jargmine nahtus: kui vihendada jadkliiget, suureneb tin-
gimatu vea moju. Selgitame seda néite varal, kuigi see esineb koigis numbrilise
diferentseerimise valemites.
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h2
Taylori arendisest f(xg + h) = f(zo) + hf'(zo) + ) f"(€) saame numbrilise
diferentseerimise valemi

flxo+h)— f(xo) R

Flag) = LN ZIG0) P gy
Olgu f € C?xg, 70 + 6], |f"(x)] < M, fi = f(x:),i = 0,1. Leitakse fo=fote,
fi = fi + € ja arvutatakse h ; Jo kui tuletise f’(zo) ldhend. Siis

7 7 . " h
ﬁhﬁ_fmﬁzﬁhh_ﬁhh+f§ _
|A-h h-n sren]
h h 2
2¢ M
<E+7h:g(h).

M
Kui h — 0, siis 711 — 0 (jaakliikme hinnang ehk tinglik viga vdheneb), kuid

€ N ~ .
— — 00 (tingimatu vea € moju suureneb).

h
.. . , 2 M ., 5
Funktsiooni g uurimisel saame ¢'(h) = —73 +7 jag'(h) =0 annab h = 2 U
4
Seejuures ¢”(h) = h—i > 0, mis tédhendab, et h = 2,/% korral on avaldis g(h)

minimaalne. Praktikas voib see tdhendada seda, et kui andmed f; on saadud liiga
vaikese sammuga, tuleb osast andmetest loobuda.

3. Numbrilise diferentseerimise valemite koonduvus.

Vaatleme vordsete vahemike tagant paiknevaid solmi xq — lh, ..., xq + rh, kus
[,r > 0.
LCO—lh SL’O—h Lo I0+h ,S(]O—l—’r’h

Olgu antud numbrilise diferentseerimise valem

£ o) = 2 S buf (o + i) + Rl f). (35)

i=—1

1 T
Loeme k, [, r ja kordajad b; fikseerituks. Valemis 1} esinevat osa E Z bif(xo+

i=—1
ih) nimetame diferentsavaldiseks.
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Definitsioon 16. Utleme, et valem ‘) voi selles esinev diferentsavaldis koondub,
kui iga funktsiooni f € C*[xq — 6, 29 + 6] korral protsessis h — 0

= Z bif (o +ih) — f®(zg)  (ehk Ry(f) — 0).

i=—1

Rohutame, et koondumist kasitletakse siin protsessis, kus solmi ei voeta juur-
de, vaid nendevaheline kaugus viheneb piiramatult, kusjuures kasutatavad solmed
paiknevad etteantud Sablooni kohaselt.

Votame kasutusele diferentsavaldise karakteristliku funktsiooni

r
= bZZ s
i=—1

kus vaatame x: C — C voi x: C\ {0} — C. Osutub, et valemi (3.5) paljud
omadused soltuvad selle funktsiooni kditumisest.

Teoreem 17. Selleks, et numbrilise diferentseerimise valem koonduks, on
tarvilik ja piisav, et

X(1) = 0,x'(1) = 0,...,x" (1) = 0,xM(1) = &! (3.6)
Toestus. Kasutame Taylori arendisi diferentsavaldises
f// f(
hk Z b; f $0+’Lh hk Z b $0 +f 1’0) +# 2h2+ -+ k?( ) khk+04i),

i=—1 i=—1

kus ﬁ — 0 protsessis h — 0, kui f € C*. Vaatame vordusi

Z b, =0 (f(xo) kordaja),
> bi=0 (f' () kordaja),

Z bii® = (f"(xo) kordaja), (37

Zb% —1  chk szk _

L i=—1 i=—1
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T s
Arvestades, et Z bih—; — 0, kui ~ — 0, saame, et tingimuste 1' taidetuse

1=—l

korral (3.5)) koondub ehk R,(f) — 0 iga f € C* korral.
Teisipidi, eeldame, et (3.5) koondub ehk R, (f) — 0iga f € C* korral protsessis
h — 0. Kasutame testfunktsiooni f, mille korral

fzo) =1, f'(z0) = 0,..., f®(z¢) =0,

siis saame esimese vorduse (3.7)). Kui votame f nii, et

f(LU()) = O, f/(.ilf0> = 1, e f(k)<$0) = O,
saame teise vorduse (3.7)), kui aga f on selline, et

f(Io) = O, oo ,f(k_l)(l'o) == 0, f(k)(l’o) - ].7

saame viimase vorduse 1) Sobivad testfunktsioonid on néiteks f(x) = w
J!
j=0,1,... k.
Senise aruteluga oleme nédidanud, et (3.5) koondub parajasti siis, kui kehtivad
vordused (3.7]). Teoreemi véites olid vordused

Y

T

X'(1) = > bi(i—1) =0,

i=—1

(3.8)

XED@) = ) bi(i—1)... (i - (k—2)) =0,

i=—1

M) = Z bii(i —1) ... (i — (k — 1)) = k!

i=—1

Esimesed kaks vordust on molemas komplektis (3.8]) ja (3.7)) samad. Arvestades
teist vordust on samavéérsed ka kolmandad. Selliselt jatkates ndeme (3.8)) ja (3.7))
samavaarsust.

Ulesanne 36. Toestada, et valem (3.5) koondub parajasti siis, kui tema karak-
teristlik funktsioon avaldub x(z) = z7'(z — 1)*Q(z), kus Q on poliinoom ning

Q) =1.
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Naidetena vaatleme valemeid

D) fr) = 3 (7 )~ f() - 5 ),
2) f'(a) = g (Flo+ k) — flz = b)) — = f(e),
3) 1(2) = 257w+ h) — 27(@) + flx — )~ = V().

Jaskliikmetele saab sellise esituse anda siis, kui f € C?, f € C®ja f € C*
vastavalt valemile.

Esimeses valemis karakteristlik funktsioon on x(z) = z—1, siis x(1) = 0, X'(z) =
1 1 1 1
1, X'(1) = 1! Teises valemis x(z) = 3 (z — —), x(1) =0, ¥ (2) = 3 ( + _2>
z

1 1
X'(1) = 1! Kolmandas valemis x(z) = z — 2+ —, x(1) = 0, x'(2) = 1 — ot
z
2
X'(1) =0, X"(2) = =, X"(1) = 2! Seega, kui f € C', siis esimeses ja teises
z
valemis diferentsavaldis koondub tuletiseks, kui aga f € C?, siis kolmandas valemis
diferentsavaldis koondub teiseks tuletiseks, kui A — 0.

Jaskliikmete jirgi saab otsustada valemite koonduvuskiiruse iile. Oeldakse, et
valem (3.5) koondub kiirusega A", kui |Ry(f)| < ch™ kiillalt sileda funktsiooni
f korral. Esimeses valemis on koonduvuskiirus A, teises ja kolmandas valemis h?.
Koonduvuskiirust valemis (3.5 on voimalik leida diferentsavaldise jargi, kasutades
pikemaid Taylori arendisi.



IV  Numbriline integreerimine (maaratud
integraalide ligikaudne leidmine)

Sissejuhatus

Oletame, et on vaja arvutada méaratud integraal

/a  Ha)de.

Kui on voimalik leida algfunktsioon F', s.t. F'(x) = f(x), siis voib kasutada
Newton-Leibnizi valemit

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Monikord ei onnestu algfunktsiooni leida kui elementaarfunktsiooni, niiteks / e dx

ei ole elementaarfunktsioon (sellest jareldub, et tema véértusi ei saa naiteks arvu-
tis nii lihtsalt leida kui elementaarfunktsioonide viéartusi). Newton—Leibnizi vale-
mit ei saa kasutada ka siis, kui funktsioonist f on teada loplik arv vaartusi, nai-
teks katseandmed voi mootmistulemused. Sel juhul kasutatakse ligikaudseid meeto-
deid. Kui kasutatakse 1oplikku hulka funktsiooni f véartusi integraali leidmiseks,
siis nimetatakse vastavat eeskirja kvadratuurvalemiks. Kui kordsete integraalide

f(z)dx, Q C R", leidmisel kasutatakse 16plikku hulka f vé&rtusi, siis nimeta-

Q
takse neid valemeid kubatuurvalemiteks, selles aines neid ei késitleta. Monikord
nimetatakse iga n korral vastavaid valemeid kvadratuurvalemiteks.

Usna levinud on jargmised kvadratuurvalemid

[ Haide =Y Aupa),

siin argumendi vadrtusi z; nimetatakse kvadratuurvalemi solmedeks, arve A; kvad-

ratuurvalemi kordajateks, avaldist Z A, f(x;) kvadratuursummaks. Loomulik on
i=1

o6



o7

eeldada, et x; € [a, b].
Olgu f suvaline Riemanni mottes integreeruv funktsioon. Integraali definitsiooni
pohjal

b n
/f(:r:)dac: lim Zf(&)A%,

max Ax; —0

kusa=x0<z1<...<x,=bAv;=x;, —x;_1,i=1,...,n, & € [r;_1, 4]
&
| | | | | |
| | | | | |
Lo Iy T X T,
I ~ ~ ~ Il
a AZL’Z b

Siit saab suure hulga kvadratuurvalemeid

b n
/ f)de Y F(6) AT,

kus &; on kvadratuurvalemi solmed, Ax; kordajad ja kvadratuursummaks voetakse
integraalsumma.

Seda votet ei saa kasutada, kui integraal on pératu, s.t. f on tokestamata voi
integreerimispiirkond on tokestamata. Sel juhul kasutatakse kvadratuurvalemeid

b n
[ p@rf e =Y Aifta) + B,

kus uute moistetena esinevad jadkliige R, (f) ja kaalufunktsioon p, mille omadused
peegeldavad integraali paratust voi integreeritava funktsiooni isedrasusi, ning f on
heade omadustega (sile, tokestatud) funktsioon.

Tavaliselt noutakse kaalufunktsioonilt teooria arendamisel, et

b
1° p(z) > 0, x € [a, b], eksisteerib / p(z)dz > 0,
b
2° eksisteerivad / p(x)ofde, k=1,2,....

b
Nendest eeldustest jareldub, et iga poliinoomi P korral eksisteerib / p(x)P(z)dx.

Niiteks kasutatakse 16igus [a, b] kaalufunktsioone p(z) = (z — a)*(b — z)°, a, >
—1, piirkonnas [0, 00) kaalufunktsiooni p(z) = z% *(a > —1), piirkonnas (—o00, 00)
kaalufunktsiooni p(z) = e~
eraldamisest.

** voi p(z) = e . Toome niite kaalufunktsiooni vilja-
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Avaldatakse
/1 de /1 1 1 p
- 2,
1 V1—ab aV1I—a2V1+ a2+ 24
milles voetakse [a,b] = [—1,1] korral p(x) = =1+ x)’%(l — x)’% =

1
) V1—a? .
(z—(=1)"2(1—2)7%, st.a=f = —3 I = e

tokestatud ja sile.

, funktsioon f on

§1. Interpolatsioonitiilipi kvadratuurvalemid

Definitsioon 18. Kvadratuurvalemit

n

b
/ p() f@)dr = 3" Aif(z) + Ralf) (4.1)

i=0
nimetatakse interpolatsioonitiilipi valemiks, kui tema kvadratuursumma on sol-

medega x; interpolatsioonipoliinoomi integraal kaaluga p. Seega ZAZ' flz;) =
i=0

b
/ p(z) P, (z)dz, kus P,(x;) = f(x;),i=0,...,n, P, aste ei iileta arvu n.

Lagrange’i valemi pohjal P,(x) = Z f(x;)lni(x), seepérast
i=0

n

g/xiﬂxi) - / (@) (Z f(xi)ﬁm(ﬂﬁ)) dr=3" ( / bp(xwm(x)dx) Fo)

=0

b
iga funktsiooni f korral parajasti siis, kui A; = / p(x)lni(x)dz. Sellega on toes-
tatud ‘
Lause 19. Kvadratuurvalem on interpolatsioonititipt parajasti siis, kut tema

b
kordajad avalduvad A; = / p(x)lyi(x)dx.

Niisiis on interpolatsioonitiiiipi valemites kordajad iiheselt ma&ratud, kui solmed
on antud (muidugi peame silmas, et a, b ja p on fikseeritud).
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Interpolatsioonivalemist f(x) = P,(x) + R, (z) saame
b b b
/ p(z) f(x)dx = / p(z)P,(x)dx +/ p(z)R,(x)dz,

b n
millest jareldub, et / p(z)Py(z)dx = ZAlf(Iz) parajasti siis, kui R,(f) =

=0

b
/ p(z) R, (z)dz. Siit saame jargmise viite.

Lause 20. Kvadratuurvalem on interpolatsioonititipt parajasti siis, kui tema

b
jadkliige avaldub interpolatsioonivalemi jadkliikme kaudu kujul R, (f) = / p(z)R,(x)dz.

Kvadratuurvalemit nimetatakse tdpseks funktsiooni f korral, kui f puhul integ-
raal ja kvadratuursumma on vordsed ehk jadkliige R, (f) on vordne nulliga.

Teoreem 21. Kvadratuurvalem on interpolatsioonititipi parajasti siis, kui
ta on tapne koigi tilimalt n astme polimoomide korral.

Toestus. Kui (4.1]) on tapne koigi n astme poliinoomide korral, siis on ta tédpne ka
Lagrange’i fundamentaalpoliinoomide ¢,,; korral. Seepérast

/ p(x)lni(z)dr = ZAjfm'(%') = A,

sest £p;(z;) = 0;5. Sellega on naidatud, et on interpolatsioonitiiipi.

Teisipidi toestuses eeldame, et on interpolatsioonitiitipi. Valime vabalt po-
liinoomi P, mille aste ei iileta arvu n. Tema interpolatsioonipoliinoomiks on tema
ise, sest tema aste ei lileta arvu n, ta rahuldab interpolatsioonitingimusi ja inter-
polatsioonipoliinoom on iiheselt maaratud. Seega interpolatsioonivalemi jadkliige

R,(z) = 0 ja kvadratuurvalemi jéékliige R,(P) = / p(x)R,(x)dz = 0, mis té-
hendab, et (4.1]) on tépne poliinoomi P korral. ’

Meenutame, et funktsiooni f nimetatakse paarisfunktsiooniks, kui f(—x) =
f(z), ja paarituks funktsiooniks, kui f(—z) = —f(x), iga = korral funktsiooni
f madramispiirkonnast D, mis peab olema siimmeetriline punkti 0 suhtes: kui
xr € D, siis —x € D. Uldisemalt, funktsiooni f nimetatakse paarisfunktsiooniks
punkti ¢ suhtes, kui f(z') = f(z) iga x ja 2’ korral, mis paiknevad siimmeetriliselt
punkti ¢ suhtes: x —c = ¢— 2’ ehk 2’ = 2c— z. Loomulik on eeldada, et funktsiooni
f madramispiirkond D on siin siimmeetriline punkti ¢ suhtes, s.t. x € D korral
2¢c — x € D. Analoogiliselt defineeritakse paaritu funktsioon mingi punkti suhtes.
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Ulesanne 37. Téestada, et kui interpolatsioonitiiiipi kvadratuurvalemis kaalu-

a
funktsioon p on paaris integreerimispiirkonna keskpunkti ¢ = suhtes ja sol-

med paiknevad stimmeetriliselt ¢ suhtes, siis stimmeetrilistele solmedele vastavad
kordajad on vordsed, s.t. kui x; — c = ¢ — x;, siis 4, = A;.

Mirgime veel, et kui f € C™*![a, b], siis interpolatsioonivalemi jazkliige avaldub
FUrrI(E(x))
(n+1)!

jadkliige saab kuju R, (f) =

kujul R,(z) = wy(x) ning interpolatsioonitiitipi kvadratuurvalemis

b
ﬁ / p(2) fH (€ (@) wn () da.

§2. Newton—Cotesi valemid
Newton—Cotesi valemid on iseloomustatavad jargmiste andmetega:
1) interpolatsioonitiiiipi,
2) integreerimispiirkond on 16ik, s.t. a,b € R,
3) p(z) =1iga x € [a,b] korral,

4) xi:a—l—ih,i:(),...,n,h:b_a.
n

Niisiis on Newton—Cotesi valemites vabadus ainult a ja b, samuti n valikus.

1. Newton—Cotesi valemite kordajate omadused.

Newton—Cotesi valemid on kujul
b n
[ Hadda =3 (o) + Rl
a i=0

b
Kuna nad on interpolatsioonitiiiipi, siis A; = / lni(x)dx. Arvestades £,; kuju,
a

Saale

o =) .. (=2 (@ — Tig) . (T — 2) ;
=7 o

T; — ZL‘Q) e (ZEZ — $Z‘_1)(l’i — Ii-{—l) e (ZL‘Z — I’n)
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Teeme muutujavahetuse © = a + th, siis de = hdt, v —z; = a+th — (a+ jh) =
(t—j)h, xy—x; = a+kh—(a+jh) = (k—j)h ja integraali rajad a ja b asenduvad
vastavalt arvudega 0 ja n. Selle tulemusena arvutame

Mt =D) = (- )=+ D). (t—n)
A’_h/o i(i—1)...1-(=1)...(i —n) dt =

_b—a (—1)n
o dl(n—i)!
=(b—a)B;,

/Ont(t—1)...(t—(z’—1))(t—(z'+1))...(t—n)dt

kus arvud B; ei soltu integreerimispiirkonnast [a, b], kiill s6ltuvad nad arvust n,
seepérast kirjutame B; = B,;, kui n ei ole fikseeritud ja soltuvust arvust n on vaja
rohutada. Niisiis on Newton—Cotesi valemid kirjutatavad kujul

[ e =0 a3 Bt + Rul),

Esitame moned kordajate B; omadused.
1) Z B; = 1, selle saame, kui votame kvadratuurvalemis f(z) = 1, selle funkt-
i=0
siooni kui 0 astme poliinoomi korral on kvadratuurvalem tépne.

2) By = By, n—i eelmises paragrahvis antud tilesande pohjal.
n
3) Z | Bpi| — 00, kui n — oo; seda véidet siin ei toestata.
i=0
Omadused |1)) ja|3) lubavad vaita, et arvu n kasvades hakkavad esinema negatiiv-
sed kordajad, esimene neist ilmneb juhul n = 8 ja n > 10 korral on neid juba alati.
Omadus |3) tdhendab veel seda, et arvu n kasvades suureneb andmetes esinevate
ebatapsuste moju. Néitame seda. Oletame, et arvude f(x;) asemel on leitud f; nii,

n n

et |ﬂ — f(z;)| < e. Kvadratuursumma Z By f(z;) asemel arvutatakse Z Bifi.
i=0 1=0

Siis

= Bm(ﬁ - f(%))
i=0

<Y [Buillfi = ()] <Z|Bm-|5—>oo,

i=0 =0

<

Z Bm‘fi - Z Bnif(xi)
i=0 i=0

kui n — oo.
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2. Newton—Cotesi valemite jadkliige.

Eelmise paragrahvi lopus naitasime, kuidas saab esitada interpolatsioonitiiii-
pi kvadratuurvalemi jaakliiget sileda funktsiooni korral. Newton—Cotesi valemites
saame seda kasutades esituse

Ru(f) = ﬁ / (€ () (),

kui f € C" Y a,b]. Kui tihistada M, ., = max |f®™*V ()|, saaksime hinnangu

a<lz<b

1 b
mMnH / |Wn(13)‘dl’a

kuid see on oluliselt iile hinnatud, sest w, muudab solmest labiminekul marki
(selline arutelu sobib ka teiste interpolatsioonitiitipi valemite korral, kus tildjuhul
esineb ka kaalufunktsioon p). Osutub, et Newton—Cotesi valemites saab jaakliikme
teisendada mérksa sobivamale kujule kui iildjuhul.

Meil laheb vaja analiiiisi kursusest parit integraalarvutuse keskvaértusteoreemi.
Kehtib vordus

| Bn(2)] <

[ rag@ar=1(6) [ gwidn, ¢ @)

kui f on pidev, g on integreeruv ja siilitab mérki (s.t. g(z) > 0 iga = € [a, b] korral
voi g(x) < 0 iga = € [a,b] korral). Erijuht, kus g(z) = 1 iga « € [a,b] korral, on
laialdasemalt tuntud, siis

b
/ f(x)dz = FE)b—a), €€ (ab)

Olgu Newton-Cotesi valemis n = 1 ja f € C*[a, b]. Siis

Ri(f) = o / J(E@) (& — a)( — b)dz =
_ 1 " ’ _ (b_a)3 "
=510 [ @ = a)e—vir = - o)

sest interpoleerimise juures todesime funktsiooni x — f”(£(x)) pidevust ja kehtib
ka (x —a)(z — b) < 0 iga = € [a, b] korral.

Uldiselt saab toestada (tuginedes keskviirtusteoreemile, aga arutelu on kiillalt
tehniline), et kui n on paaris, siis

[2(8)

m/a (z — c)wn(z)dz,

Rn(f) =
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b
kus ¢ € R on suvaline (pohjenduseks mérgime, et siin / wy(z)dz = 0, sest w, on
a

. . a+ . . ..
paaritu punkti suhtes); kui aga n on paaritu, siis

(n+1) b
R.(f) = %/ w(x)dx.

Muidugi kehtivad need jaakliikme esitused juhul, kui funktsioonilt f nouda sobivat
siledust: paaris n korral f € C""2[a, b], paaritu n korral f € C™"*'[a, b).
Nendele tulemustele tuginedes saadakse

v b
math) = I8 [ - e - oo — vy =
1 [b—a 51 o~ a+b
:_%< 5 ) V), sunvoetaksec:T,
RN
min =g ("5) M.

§3. Trapetsvalem, Simpsoni valem, Newtoni %—Valem,

ristkiulikvalem

1. Vaatleme Newton—Cotesi valemit juhul n = 1. Leidmata on veel ainult kor-
dajad. Nende korral

BO+BI - 1,
BO = B17

1
millest jareldub, et By = B; = 3 Kvadratuurvalem on

[ swr= 0ol IO L2 e,

kusjuures selline on jadkliige, kui f € C*[a,b]. Geomeetriliselt tdhendab sellise

b
valemiga arvutamine, et tegelik funktsiooni f graafiku alune pindala / f(x)dx

asendatakse kvadratuursummaga, mis on trapetsi pindala.
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On selge, et viga voib siin olla kiillalt suur. Selle tottu toimime jargnevalt. Jaotame
b—a

16igu [a, b] vordseteks osadeks pikkusega h = , osaloikudel tekivad otspunktid

r;=a-+1ih,i=0,...,n Avaldame

/ab f(a)de = Xj; / f(z)da

ja rakendame igal osaloigul eespool saadud trapetsvalemit

[ e = 2t + s - 16 6 v

Kokku saame valemi
[ Hade =5 > (i) + Fla) - 5 31060

Seejuures

n min f"(§) < Zf”(fi) < nmax (&),

1<isn 1<isn
=1
millest
1 n
. n < . 1! ) < - 1! . <
flg}vlggnf (f) X lrgzng (fz) X n z;f (fz) S
1=

< 1! . < 1! )
< max (&) < &rgfénf (z)

Kui f” on pidev, siis ta saavutab koik viirtused minimaalse ja maksimaalse vahel
1 n n

ning seepéarast leidub & € (a, b) nii, et f"(£) = — Z 1"(&) ehk Z (&) =nf"(€).
Cr— i=1

Sellise iildise iseloomuga keskmistamise tulemusena voime jadkliikme kirjutada

nh? (b—a)?

Ralf) = =2 £116) =~

f//(g).
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Kvadratuurvalem saab kuju (siin f; = f(x;))

/ ) =

Geomeetriliselt tdhendab sellise valemiga arvutamine tegeliku pindala asendamist
trapetsite pindalade summaga, mida on illustreeritud joonisel n = 4 korral.

7\

b— b—a)?

F(&).

Joonisel toodud juhtumil f“(z) < 0 iga = € [a,b] korral, seepérast leiab aset
(b—a)’
12n2

Kui on vaja eristada, siis n = 1 korral rddgitakse lihtvalemist ehk elementaar-
valemist, n > 2 korral liitvalemist ehk iildistatud valemist.

vorratus — 1"(€) > 0 ja integraal on suurem kui kvadratuursumma.

a+b
2

2. Votame Newton—Cotesi valemis n = 2, siis xg = a, 1 = , Ty = b.

Teame ka jadkliiget, leiame kordajad. Kordajate omadustest saame

By+ B+ By =1,

By = Bs.
Kordajad B; ei soltu loigust [a,b], arvutuste lihtsuse huvides votame hetkeks
[a,b] = [0,2] ja integreeritavaks poliinoomi f(z) = %, kusjuures teame, et siis
2
8 4
valem on tépne. Siis / 22dr = 3 =2(By-0+ By -1+ By-4) ehk By + 4By = 3"
0
Arvestades veel eespool toodud vordustest saadavat By + 2B, = 1, leiame, et
1
By= By = 5 B; = 5 Niisiis on Newton—Cotesi valem juhul n = 2
b b—a a+b 1 /b—a\’
dr = 4 b)) — — V().
[ e =@+ (S5 o0 - o (50) e

Seda valemit nimetatakse Simpsoni valemiks. Analoogiliselt trapetsvalemi juhtu-
miga jaotame 16igu [a, b] n osaks, kus niitid valime n paarisarvu, kuid ikka olgu
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b—a b

h = . Avaldame integraali f(z)dzr summana integraalidest iile osaloikude

n a
la,a + 2h], [a 4+ 2h,a + 4h], ..., [b — 2h,b] ning igale osaintegraalile rakendame
Simpsoni valemit. Tulemusena saame

n/2

b <2 oh Wy
/ fz)dz = Z g(f(fl?m—z) +4f(w2i-1) + fw2)) — Z %f (&).

i=1
Analoogiliselt trapetsvalemi juhtumiga keskmistame siingi f'v vidrtused

n/2

> M) = f%), £ € (a,b).

1=1

Kokku vottes saame valemi

b—a)®
/ f(z (f0+4f1+2f2+4f3 coo A fur + fa) — (180n2 ).
- . . . 1
3. Kui votame Newton—Cotesi valemis n = 3, saame kordajad By = B3y = 3’
3
Bl - BQ - g

Ulesanne 38. Niidata, kuidas leitakse kordajad Bi,...,B; Newton—Cotesi vale-
mis.

Tahistades h =

/ ) =

3
seda nimetatakse Newtoni gfvalemiks.

, saame

SV (e),

C(f(a) +3f(a+h)+3f(at2h)+ f(b) — =

Toimides analoogiliselt eelnevate juhtudega votame kolmega jaguva arvu n, siis

bh— b
h = ¢ ja lahutame integraali / f(z)dz osaintegraalideks iile 16ikude [a, a+3h],

l[a+ 3h,a+ 6h], ..., [b—3h,b]. S%ejéirel rakendame igale osaintegraalile Newtoni

3
—fvalemlt ja keskmistame jéskliikmes tekkiva !V vidrtuste summa, tulemusena

(b—a)
80n!

/ flz “) (fo+3fi+3fat2f3+3fst+. .. +3fucr+ fn) — =1 FV ().



3. TRAPETSVALEM, SIMPSONI VALEM, NEWTONI gVALEM, 67

3
Kui vorrelda néiteks n = 12 korral Simpsoni ja Newtoni ——valemi jaskliiget,
siis tuleb kasutada esimest. Kui aga n = 9, siis saab kasutada Newtoni g—valemit,
Simpsoni valemit mitte.

Selles paragrahvis siiani vaadeldud valemite jaakliikmetest saab jéreldada, et
protsessis h — 0 voi n — oo trapetsvalemis kvadratuursumma koondub integraa-

3
liks, kui f € C?[a,b], samuti Simpsoni ja Newtoni gfvalemis, kui f € C*a,b|.

Tegelikult toimub koondumine iga Riemanni mottes integreeruva funktsiooni kor-
ral. Naiteks trapetsvalemis

g(f0+2f1+...+2fn—1+fn>:

:%h(f0+f1+---+fn1)+%h(f1+f2+---+fn)—>

_>%/abf(x)d:wr%/abf(x)de:/abf(lf)d%

sest kvadratuursumma jaotasime kaheks liidetavaks, mis molemad on integraal-

summad kordajaga 3" esimesel summal on voetud funktsiooni vaartused iga osa-

loigu vasakpoolses otspunktis, teisel summal aga iga osaloigu parempoolses ots-
punktis.

e - . . .3 o .
Ulesanne 39. Toestada, et Simpsoni ja Newtoni ——valemis toimub koondumine

iga Riemanni mottes integreeruva funktsiooni korral.
4. Vaatleme kvadratuurvalemit

/ J(@)d = Aof (o) + Rolf),

s.t. kasutatakse ainult iihte solme x,. Mdarame kordaja Ag ja solme x( nii, et valem
oleks tapne voimalikult korge astme poliinoomide korral. Kui f(z) = 1igax € [a, b]

b
korral, siis tema puhul tapsus annab/ f(z)dr = b—a = Ay-1, mistottu Ay = b—a.

b 21b b2 — g2 h— b
Kui f(z) =z iga x € [a, b] korral, siis / xdr = % == - ( a)2( i a))
kvadratuursumma on (b — a)xg, integraali ja kvadratuursumma vordumine annab
a+b
g = .

2
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Eeldame, et f € C?[a,b] ja piiliame leida jéikliikmele sobivat esitust. Saame
Taylori arendist kasutades

— [ f@de— 6~ apflan) =

—f”(z(iﬁ)) (z — 20)%)dx — (b —a)f(zy) =

_ / (f (o) + F'(o) (z — o) +
/ f"(€(2)) (2 — x0)?da,

b
sest (x — x¢)dx = 0. Edasises teisenduses tugineme asjaolule, mille sonastame

ijldise;lalt.

Ulesanne 40. Téestada, et Taylori valemis

L fME@)

n!

f(@) = f(zo) + f'(20)(x — z0) + .

P (r— 1)

on funktsioon z — f™(&(z)) pidev, kui f € C"[z¢ — 6, 2o + 6] mingi § > 0 korral.

Kasutades integraalarvutuse keskviartusteoreemi, saame iilesande véitele tugi-
nedes

(b—a)’

Ro(f) = 51"€) [ (@~ apids = 220 p6)

Selliselt oleme saanud valemi

[ r@as=0-ar () + L2 e,

mida nimetatakse ristkiilikvalemiks. Tema nimetus tuleb sellest, et geomeetriliselt
tdhendab kvadratuursumma ristkiiliku pindala, mis asendab integraali.
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A

f(x)

Liitvalem tuleb siin kujul

/abf(x)dx =h (f (a+ %) +f <a+§h) Feetd (b_ g)) ! (bzin?gf"@'

Geomeetriliselt tdhendab kvadratuursumma liitvalemis ristkiilikute pindalade sum-
mapt.

R ()
P
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On selge, et ristkiilikvalemis kvadratuursumma koondub integraaliks iga Riemanni
mottes integreeruva funktsiooni korral, sest kvadratuursumma on ise integraalsum-
ma.

.. 3
Ulesanne 41. Kas trapetsvalem, Simpsoni valem, Newtoni gfvalem, ristkiilikva-

lem (liitvalemid) on interpolatsioonitiitipi?

§4. Kvadratuurvalemi jaaklitkme peaosa

Vaatleme kvadratuurvalemit

b n
/ f@)dr = 37 A () + R,

b—a

kus x; =a+1ih,2=0,...,n, h = i ja peame silmas protsessi, kus

n
n ja h muutuvad nii, et n — oo ja h — 0.

Definitsioon 22. Kui kiillalt sileda funktsiooni f korral Ry (f) = K(f)h?+ on(f),
kus o5 (f) = O(h?*h), K(f) on konstant, mis ei soltu arvust h, seejuures eksisteerib
sile funktsioon f nii, et K(f) # 0, siis osa K (f)h? nimetatakse jadkliikme peaosaks.

Leiame niiteks trapetsvalemi jadkliitkme peaosa. Eespool négime, et Ry (f) =

Z f" (&), kus & € (z;_1,x;). Kasutame siin Taylori arendist

&) =1 (371'1 + g) + 7 (m) (51 - (.Til + g)) 5
n; € <mz’_1 + g,&) voi 7; € (Sz,xz 1+ h) Siis
no73
-5 () e o (n0+1))
i=1

h h
1 1 .
ja selles avaldises E f < Tio1+ ) T3 E hf ( Tio1+ 2), milles tunneme

2
ara ristkiilikvalemi kvadratuursumma (teguriga ﬁ) Seeparast

th" (x Ll ) / P @yde — i (6)
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ja niiteks f € C*[a, b] korral saame Rj,(f) osast
— B h h* [°
— Z ﬁf” (LCil + §> = _E/ f”(x)dx + O(h,4)
i=1 a

. h h
Ulejadnud Ry, (f) osas ‘ﬁz — (xz 1+ 2) ‘ <3 ning terve see osa on jirguga O(h?).

Niisiis, Rp(f) / f"(z)dx + O(h®), mis tihendab, et trapetsvalemis q = 2
ja K (f (/f' 5@ - 10,

.. 3
Ulesanne 42. Leida Simpsoni valemi ja Newtoni g—valemi jaaklitkme peaosad.

Jaakliikme peaosa moistet saab kasutada ka ristkiilikvalemi korral, kus iildise-
malt voib vaadelda valemeid

/f@M=Z&mm+mm,

, o =x1 + (i —1)h, 1 =2,...,n, seejuures z; € [a,b], i =1,...,n, ning

Ulesanne 43. Leida ristkiilikvalemi jaékliikme peaosa.

§5. Runge meetod

Vaatleme eelmise paragrahvi situatsiooni, kus jaakliikmes on vélja eraldatud
peaosa ehk R, = Kh?+ g5, o = O(h?""). Kasutame integraali tihisena siimbolit
I ja kvadratuursumma olgu I, sammu h korral. Siis [ = I}, + Ry,.

Oletame, et sama integraali leidmiseks kasutatakse kvadratuurvalemit kahe eri-
neva sammu h ja H korral, mis muidugi tdhendab, et ka solmede arv on erinev.
Selles olukorras

Ry, =Kh?'+ o, =1—-1,
Ry=KH'+ oy =1—1Iy
ning lahutades saame

K(H"—h")+ og — on = I, — In,

_[h_[H On — O0H
K_Hq_hq+Hq_hq'
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Selle abil / I
h—1lg On — OH
@yr—1 @y

Vaatame edasi juhtu, kus H = kh, k = const > 1. Siis

RhZth+Qh:

I, — Iy On — OH
R, = .
WS o1 g T

Seejuures oy = O(H™) = O((kh)*") = O(h1H1), seega

On — OH
ki —1 +on = O(h"")
ning
Iy — Iy
Ry, = i O(h7th).

I, — Iy
B sest see on sama jarku

Siit on naha, et jaakliikme ligikaudne vaartus on

peaosaga Kh?. Levinuim arvutustes kasutatav juht on k& = 2, siis on jaskliikme li-

I, —1I ikine
;q ih_ Niiteks trapetsvalemi korral ¢ = 2 ning R), ~ —- - 2
Iy, — I

gikaudne véartus

3
Simpsoni ja Newtoni ——valemi korral ¢ = 4 ning R; =~ . Rohutame, et

Runge meetodil leitakse jadkliikme ligikaudne vaartus, mis voib olla positiivne voi
negatiivne.
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