1. TOPOLOOGILISE RUUMI MOISTE

1. Topoloogia ja topoloogiline ruum. Olgu X mingi hulk.

Def 1.1. Hulga X teatav alamhulkade slisteem 7 on topoloogia ehk
lahtiste hulkade sisteem (hulgal X)), kui

(1) lahtiste hulkade mis tahes ithend on lahtine hulk;
(2) lahtiste hulkade 16plik tihisosa on lahtine hulk;
(3) @ ja X on lahtised hulgad.

Tingimusi (1)—(3) nimetatakse topoloogia aksioomideks. Hulka X koos
topoloogiaga 7 (s.t. paari (X, 7)) nimetatakse topoloogiliseks ruumiks.
Kogumisse 7 kuuluvaid hulki nimetatakse topoloogilise ruumi (X, 7)
lahtisteks hulkadeks voi hulga X 7-lahtisteks alamhulkadeks.

Ulesanne 1.1.  Olgu X = {a, b, ¢, d} neljaclemendiline hulk. Maérata
iga jargneva kogumi puhul, kas tegu on topoloogiaga:

(1) @, X {a},{b} {c}, {d};

(2) @, X, {a},{b},{a, b}, {b,d};
(3> ®>Xa {(Z,C, d}?{ba ¢, d}a

(4

) 9, X, {a},{b},{a,b},{a,c},{a,b,c}.

Kas hulga X topoloogia voib koosneda tépselt iihest, kahest, kolmest
voi neljast alamhulgast?

Ulesanne 1.2. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja A C X. Eeldame,
et iga x € A korral leidub U € 7 nii, et x € U C A. Toestada, et A € 7.

Ulesanne 1.3. Olgu X reaalarvude kiir [0,00). Koosnegu 7 tiihi-
hulgast, hulgast X ja koikidest vahemikest kujul (a,00), kus a > 0.
Toestada, et 7 on topoloogia hulgal X.

Ulesanne 1.4. Olgun =1,2,... korral U, = {n,n+1,n+2,...}.

Toestada, et 7 = {&,U;,Us, ...} on topoloogia koigi naturaalarvude

hulgal N = {1,2,...}.

Ulesanne 1.5. Olgu X mingi hulk. Kas
{UcCX:U=@voiU =X voi X \U on lopmatu}

on topoloogia hulgal X?

2. Topoloogiliste ruumide niiteid. Olgu X mingi hulk.

Naide 2.1. Hulga X koikide alamhulkade hulk on topoloogia hulgal
X. Seda topoloogiat nimetatakse diskreetseks topoloogiaks hulgal X
ja vastavat topoloogilist ruumi nimetatakse diskreetseks topoloogiliseks
ruumiks. Paneme téhele, et topoloogia on diskreetne parajasti siis, kui
koik tiheelemendilised alamhulgad on lahtised.
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Naide 2.2. Hulgal X moodustab topoloogia ka kogum kuhu kuulu-
vad vaid hulgad @ ja X. Seda topoloogiat nimetatakse triviaalseks ehk
antidiskreetseks topoloogiaks hulgal X ja vastavat topoloogist ruumi
nimetatakse triviaalseks ehk antidiskreetseks topoloogiliseks ruumiks.

Naide 2.3. Hulga X alamhulkade kogum, mis koosneb tiihjast hul-
gast ja koigi loplike alamhulkade taiendhulkadest, on hulga X topo-
loogia. Seda topoloogiat nimetatakse kofiniitseks topoloogiaks hulgal
X. Paneme téahele, et 1oplikul hulgal on kofiniitne topoloogia tépselt
diskreetne topoloogia. (Kofiniitset topoloogiat hulgal R nimetatakse
ka Zariski topoloogiaks).

Naide 2.4. Koigi reaalarvude hulk R on topoloogiline ruum, kui te-
mas lahtisteks hulkadeks nimetatada tiihihulk, koikvoimalikud vahe-
mikud kujul (a,b), kus a,b € R (a < b) ja selliste vahemike koik-
voimalikud iihendid. Seda topoloogiat nimetatakse reaalarvude hulga
tavaliseks voi loomulikuks topoloogiaks. Just seda topoloogiat peetak-
se silmas, kui raggitakse hulgast R kui topoloogilisest ruumist ja ei
tapsustata vaadeldavat topoloogiat.

Sama topoloogia annab kogum

T={UCR:VzeUIr>0(x—rxz+r)CU}.

Naide 2.5. Vaatleme niiiid iihte nn. poolloikude topoloogiat hulgal
R. Lahtisteks hulkadeks loeme parajasti R sellised alamhulgad U, mille
korral iga x € U jaoks leidub r > 0 nii, et [z, + r) C U. Seda
topoloogiat nimetatakse tdpsemalt alam-piiri topoloogiaks.

Lahtisteks hulkadeks on seega parajasti tiithihulk, koikvoimalikud pool-
16igud kujul [a, b), kus a,b € R (a < b) ja selliste poolloikude koikvoi-
malikud tihendid.

Ulem-piiri topoloogia definitsioon on sarnane, vaid poolldigud [z, z +7)
tuleb asendada poolldikudega (z — 7, z].

Naiide 2.6. Vaatleme hulka X = {0, 1}. Paneme tihele {@&, {0}, {0, 1}}
on topoloogia hulgal X. Seda topoloogiat nimetatakse Sierpinski topo-
loogiaks.

Ulesanne 2.1. Kontrollida topoloogia aksioomide kehtivust kiesole-
vas osas toodud topoloogiate puhul.

3. Topoloogiate vordlemine. Olgu X mingi hulk. Hulga X topo-
loogia on alamhulkade kogum, seega ise alamhulk koigi alamhulkade
hulgas P(X). Seetottu voime hulga X topoloogiaid 7 ja 7 (kui P(X)
alamhulki) uurida sisalduvuse suhtes.

Def 3.1. Olgu X hulk ning 7, ja 75 topoloogiad hulgal X . Kui 7y C 7,
siis Oeldakse, et topoloogia 71 on norgem ehk wvdiksem kui topoloogia
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T9; sel juhul 6eldakse ka, et topoloogia 7, on tugevam ehk suurem kui
topoloogia 7.1

[lmselge on, et suvalisel hulgal on diskreetne topoloogia tugevam kui
iikski teine topoloogia ning triviaalne topoloogia norgem kui iikski teine
topoloogia.

Seos «on norgem kui» médrab vaadeldava hulga topoloogiate seas osa-
lise jarjestuse. Selline jarjestus ei tarvitse olla lineaarne ehk suvalised
kaks topoloogiat (samal hulgal) ei tarvitse olla sisalduvuse suhtes vor-
reldavad. Naiteks hulga R poolloikude topoloogiad pole vorreldavad.

Kui 7 ja 7 on topoloogiad hulgal X, siis 71 U 75 ei tarvitse olla topo-
loogia hulgal X (leida vastav néide). Kindlasti on 71 N 75 topoloogia
hulgal X. (Viimast tihendit ja ithisosa moistetakse kui P(X) alamhul-
kade ithendit ja tihisosa.)

Teoreem 3.1. Olgu X hulk ja olgu 7" hulgal X mé&éaratud topoloo-
giate mingi kogum. Téahistame

T = mT.

TeT

(Kogum 71 koosneb parajasti nendest X alamhulkadest, mis esinevad
koigis vaadeldavates topoloogiates.) Kogum 71 on topoloogia hulgal X
mis on norgem mis tahes topoloogiast kogumis 7". Kui mingi topoloogia
7 on norgem kogumi 7" igast topoloogiast, siis topoloogia 71 on tugevam
kui 7.

Toestus. Vahetu kontroll. O

Jareldus 3.2. Olgu X hulk ja ¢ tema alamhulkade mingi kogum.
Leidub vdhim topoloogia, mis sisaldab antud kogumit o.

Toestus. Olgu T hulga X koigi selliste topoloogiate kogum, mis sisalda-
vad kogumit o. Mérgime, et T sisaldab vihemalt diskreetse topoloogia
ning pole seetottu tiihi. Rakendame viimast teoreemi kogumile 7'. To-
poloogia 7y on vahim topoloogia, mis sisaldab kogumit o. O

Madrkus. 1) Vihimat topoloogiat, mis sisaldab vaadeldavat alamhulka-
de kogumit o, nimetatakse o poolt genereeritud topoloogiaks.

2) Kuigi hulgal X méératud topoloogiate 71 ja 7o puhul ei tarvitse
71 U Ty olla topoloogia, siis kindlasti leidub vihim topoloogia, mis seda
iihendit sisaldab.?

ITugevama topoloogia kohta Seldakse monikord ka peenem topoloogia (ingl. k.
finer topology) ja norgema topoloogia kohta deldakse ka jimedam topoloogia (ingl.
k. coarser topology).

2Fikseeritud hulga koigi topoloogiate kogum on seega vore, isegi téielik vore.
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Ulesanne 3.1. Vérrelda omavahel hulga R tavalist topoloogiat ja
kofiniitset topoloogiat?

Ulesanne 3.2. Vorrelda omavahel hulga R tavalist topoloogiat ja
alam-piiri topoloogiat. Leida hulga R {lem-piiri ja alam-piiri topo-
loogiate iihisosa. Kas iilem-piiri ja alam-piiri topoloogiate iihend on
topoloogia? On teada, et vihim topoloogia, mis sisaldab nende kahe
topoloogia iihendi, on diskreetne topoloogia.

4. Meetriline ruum. Metriseeruv ruum. Olgu X hulk.

Def 4.1. Kujutust d: X x X — R nimetatakse meetrikaks ehk kau-
guseks hulgal X, kui on téidetud jérgmised tingimused (nn. meetrika
ehk Frechet’ aksioomid): iga z,y,z € X korral

(1) d(x,y) > 0 (kauguse mittenegatiivsus);

(2) d(z,y) =0 < x =y (samasuse aksioom);
(3) d(z,y) = d(y,z) (stimmeetria aksioom);

(4) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) (kolmnurga vorratus).

Hulka X koos temal méadratud meetrikaga d (s.t. paari (X, d)) nimeta-
takse meetriliseks ruumiks.

Markus. 1) Pole raske nihe, et kauguse mittenegatiivsus jareldub iile-
jaanud aksioomidest.

2) Kui meetrika definitsioonis samasuse aksioom asendada norgema
tingimusega d(x,x) = 0 (mistottu erijuhul voib d(z,y) = 0 esineda ka
x # y puhul), siis vastavat funktsiooni d nimetatakse semimeetrikaks.
Iga meetrika on muidugi semimeetrika. Hulka koos temal mé&dratud
semimeetrikaga nimetatakse semimeetriliseks ruumaiks.

Naide 4.1. Koigi reaalarvude hulk R on meetriline ruum kauguse
d(z,y) = |r —yl|, z,y € R, suhtes.

Naide 4.2. Koigi tokestatud arvjadade hulk X on meetriline ruum
kauguse d(z,y) = sup,, |Tn —Yn|, T = (,)521, ¥ = (Yn)o>, € X, suhtes.

Naiide 4.3. Olgu [a, b] reaalarvude 16ik, a < b. Olgu X koigi pidevate
funktsioonide f: [a,b] — R hulk. See hulk koos meetrikaga d(f,g) =
SUPeiap | f(t) — g(t)], f,9 € X, on meetriline ruum, mida téhistatakse
stimboliga Cla, b].

Niide 4.4. Olgu [a, b] reaalarvude 16ik, a < b. Olgu X koigi pidevate

funktsioonide f: [a,b] — R hulk. Fikseerime vabalt t, € [a, b]. Kujutus
d(f,g) = |f(to) — g(to)|, f, g € X, on semimeetrika hulgal X.

Niide 4.5. Olgu [a,b] reaalarvude 16ik, a < b. Olgu X koigi Le-
besgue’l mottes integreeruvate funktsioonide f: [a,b] — R hulk (kui
pole teadlik Lebesgue’i mottes integreeruvusest, siis voib siin vaadelda
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Riemanni méottes integreeruvust). Elementide vordus hulgas X olgu de-
fineeritud nagu tavaline funktsioonide vordus, s.t. punktiviisi. Kujutus

d(f,g) = f: |f(t) —g(t)| dt, f,g € X, on semimeetrika.

Def 4.2. Olgu (X,d) meetriline ruum. Kui z € X ja r > 0, siis
lahtiseks keraks (keskpunktiga x ja raadiusega r) nimetatakse hulka

B(z,r) ={y € X: d(z,y) <r}.

Teoreem 4.1. Olgu (X, d) meetriline ruum. Olgu 7,4 parajasti selliste
alamhulkade U C X kogum, mille iga elemendi x € U korral leidub
r > 0 nii, et B(x,r) C U. Kogum 7,4 on topoloogia hulgal X.

Toestus. Ilmselt @ ja X kuuluvad kogumisse 7.

Veendume, et 7, sisaldab oma elementide kogumi suvalise iihendi. Olgu
U, € 14, « € A. Néitame, et UaeA U, € 74. Voime edasises eeldada, et
A # @. Olgu x € J,c 4 Us- Jérelikult leidub o € A nii, et © € U,,.
Kuna U,, € 74, siis leidub r > 0 nii, et B(x,r) C U,,. Kuna U,, C
Uaea Ua, siis kokkuvéttes mingi » > 0 korral B(z,r) C (U, 4 Ua, mida
oligi tarvis néidata.

ISE KONTROLLIDA, et 74 sisaldab oma hulkade suvalise 16pliku ko-
gumi tihisosa. O

Markus. 1) Topoloogiat 74 nimetatakse vaadeldava meetrilise ruumi
meetrika poolt indutseeritud topoloogiaks. Kui meetrilist ruumi (X, d)
késitletakse vaikimisi topoloogilise ruumina, siis peetakse silmas topo-
loogilist ruumi (X, 74).

2) Analoogiliselt defineeritakse semimeetrika poolt indutseeritud topo-
loogia.

3) Oluline on teada, et erinevad meetrikad voivad indutseerida sama
topoloogia. See on nii naiteks siis, kui liks vaadeldavatest meetrika-
test on teise meetrika kordne. (Rohkem sellekohaseid néiteid anname
tilesannete osas.)

Def 4.3. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Oeldakse, et topoloogia 7
on metriseeruv, kui leidub meetrika hulgal X, mille poolt indutseeritud
topoloogia ja topoloogia 7 on samad.

Naide 4.6. Sierpinski topoloogia on ehk lihtsaim néide topoloogiast,
mis ei ole metriseeruv.

*Ulesanne 1. Kui (X, d) on meetriline ruum, siis 6eldakse, et hulga
X elementide jada (z,), koondub hulga X elemendiks x kauguse d
suhtes, kui lim, d(z,z,) = 0. (Elementi = nimetatakse sel juhul jada
(xy,) piirelemendiks.)

Olgu [a, b] reaalarvude 16ik, a < b. Olgu X koigi pidevate funktsioonide
f:]a,b] — R hulk. Toestada, et ei ole olemas sellist kaugust hulgal
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X, et jadade koonduvus tdhendaks selle funktsioonide jada punktiviisi
koonduvust (samaks piirelemendiks).

Selle fakti kohta oeldakse ka, et Cla,b] elementide jada punktiviisi
koonduvus ei ole indutseeritud meetrika poolt.

Ulesanne 4.1. Tdestada, et meetrilises ruumis on lahtine kera lah-
tine hulk.

Ulesanne 4.2. Olgu X mittetiihi hulk. Téestada, et d: X x X — R,

1, =#v,
d(z,y) = {0 v ey

on meetrika hulgal X. Vaadeldud meetrikat nimetatakse diskreetseks
meetrikaks hulgal X . Millise topoloogia selline meetrika indutseerib?

Ulesanne 4.3. Olgu (X, dx) ja (Y, dy) meetrilised ruumid. Toestada,
et hulgal X x Y voime meetrika defineerida iikskoik millisel jargmisel
viisil: (z,y), (Z,9) € X x Y korral

1/2

(1) d((2,9), (2,9)) = [[dx (2, 2)]> + [dy (4. 9))*] "
(2) d((z.y), (2,9)) = dx(2,%) + dy (y, 9);
(3) d((z,y). (2,9)) = max{dx(z,7),dy(y,9)}.

Vaadeldes erijuhtu X =Y = R joonistada iga tlalvaadeldud kauguse
suhtes kera keskpunktiga (0,0) ja raadiusega 1.

(On teada, et siin loetletud meetrikad indutseerivad sama topoloogia.)
1 1

Ulesanne 4.4. Toestada, et d: N x N — R, d(m,n) =
n

kaugus koigi naturaalarvude hulgal N. Leida saadud meetrilises ruumis
kerad B(1,1), B(2,1/2), B(3,1/3).

, on

Ulesanne 4.5. Tlmselt on kéigi naturaalarvude hulk N meetriline
ruum kauguse d(m,n) = |m — n|, m,n € N, suhtes. Toestada, et selles
iillesandes vaadeldud n.6. loomulik meetrika, eelmises iilesandes vaa-
deldud meetrika ja diskreetne meetrika indutseerivad sama topoloogia
hulgal N.



5. Kinnised hulgad.

Def 5.1. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. 7-lahtiste hulkade téiend-
hulki nimetatakse kinnisteks hulkadeks, tapsemalt 7-kinnisteks hulka-
deks.

Mdrkus. Margime, et kui hulk ei ole kinnine, siis ei tarvitse see hulk
olla lahtine ning vastupidi, kui hulk ei ole lahtine, siis ei tarvitse ta olla
kinnine. Kinnisus ja lahtisus ei ole seega vastandlikud. Erijuhul voib
hulk olla lahtine ja kinnine korraga. Selliseid hulki, mis on samaaegselt
kinnised ja lahtised, nimetatakse kinnis-lahtisteks hulkadeks.

Lause 5.1. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Kui F tdhistab koigi 7-
kinniste hulkade kogumit, siis

(1) F mis tahes 1opliku alamkogumi hulkade tithend on F element;
(2) F mis tahes alamkogumi hulkade tihisosa on F element;
(3) @ ja X on F elemendid.

Kui F on hulga X alamhulkade kogum, mis rahuldab iilaltoodud kolme
tingimust, siis koikide kogumisse F kuuluvate hulkade tdiendhulkade
kogum on topoloogia hulgal X. Selle topoloogia suhtes kinnisteks hul-
kadeks on parajasti kogumi F hulgad.

Toestus. Ilmselt on selge, et @ ja X sisalduvad kogumis F.

Olgu F,..., F, kogumist F. Hulk (J;", F; kuulub kogumisse F, sest
de Morgani valemite pohjal on X \ J;_, F; = (), X \ £} ning viimane
hulk (kui lahtiste hulkade 16plik iihisosa) on lahtine.

Ulejaénud ISE! 0O

Ulesanne 5.1. Olgu X = {a,b,c,d, e} viiecelemendiline hulk. Defi-
neerime hulga X topoloogia

r = {2, X.{a}. {e,d} {a,c,d}, {bc.d. e} ).

Leida koik X alamhulgad, mis on 1) kinnised, 2) kinnis-lahtised ja 3)
need, mis ei ole kinnised ega lahtised.

Ulesanne 5.2. Niidata, et R alamhulk {0}U{1/n: n € N} on kinni-
ne. (See on néide R kinnisest alamhulgast, mis on loenduv. Pole raske
ndha, et mitteloenduv Cantori hulk on R kinnine alamhulk.)

Ulesanne 5.3. Toestada, et meetrilise ruumi mis tahes 16plik alam-
hulk on kinnine.

Ulesanne 5.4. Olgu (X, d) meetriline ruum. Kinniseks keraks (kesk-
punktiga x € X ja raadiusega r > 0) nimetatakse hulka B(z,r) = {y €
X:d(z,y) <r. Tdestada, et kinnine kera on kinnine hulk.



8

Ulesanne 5.5. Anda néide hulga R lahtistest alamhulkadest U,,, n €
N, mille korral ()", U, ei ole lahtine. Leida néide hulga R kinnistest
alamhulkadest F,,, n € N, mille korral | )~ , F), ei ole kinnine.

Ulesanne 5.6. Tdestada, et kofiniitse topoloogia suhtes on ithepunk-
tilised alamhulgad kinnised. Toestada, et kui mingi topoloogia suhtes
on koik iithepunktilised alamhulgad kinnised, siis vaadeldav topoloogia
on tugevam kui kofiniitne topoloogia.

F,- ja Gs-hulgad*.

Def 5.2. Olgu (X,7) topoloogiline ruum ja A C X. Oeldakse, et
A on F,-hulk, kui A on esitatav kinniste hulkade loenduva iihendina,
s.t. A = U;en B3y kus iga F; C X (i € N) on kinnine. Oeldakse, et A
on Gs-hulk, kui A on esitatav lahtiste hulkade loenduva iihisosana, s.t.

A =\;en Gi, kus iga G; C X (i € N) on lahtine.

Pole raske nidha (nt. de Morgani valemite abil), et F,-hulga tdiendhulk
on Gg-hulk ning Gs-hulga tdiendhulk on F,-hulk.

Ulesanne 5.7. Toestada, et F,-hulga A korral leiduvad kinnised hul-
gad Fy C F5 C -+~ nii, et A= J;.n B3

Ulesanne 5.8. Toestada, et Gy-hulga A korral leiduvad lahtised hul-
gad U >DUyD--- nii, et A= ﬂiEN Us;.

Ulesanne 5.9. Toestada, et F,-hulkade loenduv iithend on F,-hulk.
Toestada, et Gs-hulkade loenduv iihisosa on Gs-hulk.

Ulesanne 5.10. Toestada, et F,-hulga tdiendhulk on Gs-hulk. Toes-
tada, et Gs-hulga tdiendhulk on F,-hulk.

*Ulesanne 2. 1) Toestada, et ruumi R iga kinnine alamhulk on G-
hulk. (Siin voib R asendada suvalise meetrilise ruumiga.)

2) Toestada, et kahe F,-hulga tihisosa on F,-hulk ja kahe Gs-hulga
ithend on Gs-hulk.



6. Topoloogia baas. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum.

Def 6.1. Topoloogia 7 baasiks nimetatakse sellist lahtiste hulkade
kogumit ‘B, et suvaline U € 7 on esitatav ‘B hulkade mingi ihendina.

Markus. 1) Topoloogial voib olla erinevaid baase. Ilmselt on baasi B
korral baasiks ka suvaline lahtiste hulkade kogum, milles B sisaldub,
néiteks kogu vaadeldav topoloogia.

2) Alamhulkade kogum ei saa olla baasiks (vaadeldava hulga) erineva-

tele topoloogiatele.

Lause 6.1. Olgu B C 7. Samavaérsed on:

(1) B on topoloogia 7 baas;
(2) iga U € 7 jax € U korral leidub B € B nii, et x € B C U.

Toestus. (1) = (2). Olgu B topoloogia 7 baas. Olgu U € 7. Baasi
moiste kohaselt on U = U,L.6 ; Bi, kus B; € B ja I on sobiv indeksite
hulk. Kui = € U, siis mingi 7o € [ korral x € B, ja otsitavaks hulgaks
B sobib B;,.

(2) = (1). KuiU € 7,siis U = J,¢p Be, kus iga B, € B C 7 rahuldab
tingimust x € B, C U. Il
Jareldus 6.2. Hulga X alamhulkade kogum ‘B on topoloogia 7 baas

parajasti siis, kui

r={UCX:VeeU3IBec®B xecBCU}.

Toestus. Vahetu jareldus. O

Naide 6.1. Meetrilise ruumi topoloogia baasi moodustavad koikvoi-
malikud lahtised kerad; tegelikult piisab baasiks koikidest sellistest ke-
radest, mille raadius on 1/n mingi n € N korral.

Naide 6.2. R poolloikude topoloogia baasiks sobivad koikvoimalikud
vastavat tiiiipi poolloigud; alam-piiri topoloogia puhul poolldigud kujul
la,b), kus a,b € R ja a < b, ja iilem-piiri topoloogia puhul poolléigud
kujul (a,b], kus a,b € R ja a < b.

Suvaline alamhulkade kogum ei tarvitse olla baasiks iihelegi topoloo-
giale.

Lause 6.3. Olgu X mingi hulk ja 8 hulga X alamhulkade selline
kogum, et

(0) iga = € X korral leidub B € B nii, et 2 € B.
Samavéarsed on:

(1) hulgal X leidub (iiheselt) topoloogia, mille baasiks on B;
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(2) mis tahes By, By € 9B korral By N By esitub B hulkade mingi
kogumi iihendina;

(3) mis tahes By, By € B ja mis tahes z € By N By korral leidub
BG‘Bnii,ethBCBlﬂBQ.

Téestus. (1) = (2). Olgu B baasiks topoloogiale 7. Olgu By, By € B.
Kuna B; N By € 7 ja B on 7 baas, siis B; N By esitub B hulkade mingi
kogumi iihendina.

(2) = (3). Olgu B;,By € %B. Olgu = € By N By. Eelduse kohaselt
BiNBy = U;e; Vi, kus V; € B ja I on sobiv indeksite hulk. Olgu iy € I
selline, et x € V;,. Ilmselt sobib V;, otsitavaks hulgaks B.
(3) = (1). Defineerime

T={UCX:VxeU3IBeBreBCU}.
Kui 7 on topoloogia, siis jarelduse 6.2 pohjal on 8 tema baas. Néi-

tame, et 7 on topoloogia. Ilmselt @, X € 7 ning 7 sisaldab ka oma
alamhulkade suvalise iihendi.

Piisab veel néidata, et Uy, Uy € 7 korral Uy NU;y € 7. Olgu x € Uy NUs.
Otsime hulka B € B nii, et x € B C U; N U,. Kuna x € U; ja x € U,
siis 7 definitsiooni tottu leiduvad By, Bs € 8 nii, et x € B; C U; ja
x € By C Us. Seega © € By N By. Eelduse kohaselt leidub B € ‘B nii,
etre BC B NB, CU NUs. O

Ulesanne 6.1. Tdestada, et hulga X alamhulkade siisteem ei saa olla
baasiks hulga X erinevatele topoloogiatele.

Ulesanne 6.2. Milline on mittetiihja hulga diskreetse topoloogia vii-
him baas?

Ulesanne 6.3. Toestada, et hulga R poolldikude topoloogial (s.o.
tilem- voi alam-piiri topoloogial) ei leidu loenduvat baasi.

Ulesanne 6.4. Toestada, et kui B on hulga X topoloogia 7* baas,

siis
T = ﬂ T.

T top. hulgal X, BCT
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Topoloogia eelbaas®. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum.

Def 6.2. Topoloogia 7 eelbaasiks nimetatakse kogumit € C P(X),
mille korral

{B=()Ei: E; €€ neN}
i=1
on topoloogia 7 baas.
Topoloogia iga baas on ka sama topoloogia eelbaas.
Naide 6.3. Topoloogilise ruumi R eelbaasiks on nt.
¢ ={(—00,a): a € R} U{(b,00): b € R}.

*Ulesanne 3. Tdestada, et & C P(X) on hulga X mingi topoloogia
eelbaas parajasti siis, kui X = |Jpee E.
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7. Punkti timbrus. Punkti timbruste baas. Olgu (X, 1) topoloo-
giline ruum.

Def 7.1. Olgu z € X. Punkti x dmbruseks nimetatakse mis tahes
hulka G C X, mille korral leidub U € 7 nii, et x € U C G.

Markus. 1) Leidub késitlusi, kus punkti z iimbrus tdhendab lahtist
hulka, mis sisaldab punkti x.

2) Punkti z iga timbrus sisaldaldab punkti x lahtise timbruse.

Naide 7.1. Topoloogilise ruumi R punkti z timbruseks on punkti x
sisaldav suvaline vahemik. Kui z € (a,b), siis ka [a,b] ja [a,b] UN on
punkti z timbrused.

Meetrilise ruumi (X, d) punkti 2 timbruseks (loomuliku topoloogia suh-
tes) on nt. iga kera B(z,r) (r > 0).

Def 7.2. Olgu x € X. Punkti x dmbruste siisteemiks I, nimeta-
takse koigi punkti x sisaldavate iimbruste kogumit. Punkti x imbruste

baasiks ehk fundamentaalsiisteemiks nimetatakse kogumit B, C M.,
kui iga G € N, korral leidub B € B, nii, et B C G.

Naide 7.2. Topoloogilise ruumi R suvalise punkti x timbruste baasi
moodustavad kéik punkti z sisaldavad vahemikud. Umbruste baasiks
sobivad ka koik stimmeetrilised vahemikud timber punkti z voi koik
vahemikud (z — 1/n,z + 1/n), kus € N.

Meetrilise ruumi (X, d) punkti « timbruste baasiks (loomuliku topoloo-
gia 74 suhtes) on nt. koik kerad B(z,1/n), kus n € N.

Lause 7.1. Olgu 7, ja 75 topoloogiad hulgal X. Iga x € X korral olgu
B! punkti z iimbruste baas topoloogias 7; ja B2 punkti z {imbruste
baas topoloogias 75. Samavéarsed on

(1) 7 C 7o
(2) mis tahes # € X ja mis tahes B! € B! korral leidub B? € B2
nii, et B C B..

Toestus. (1) = (2). Eeldame, et 71 C 7. Olgu = € X ja Bl € Bl
Punktil z leidub seega 7;-lahtine timbrus U, C B}. Kuna eelduse pohjal
U, € T, siis U, on punkti z iimbrus ka 7, suhtes. Umbruste baasi
definitsiooni pohjal leidub B2 € B2 nii, et B2 C U,. Kokkuvottes
B2 C B;.

(2) = (1). Olgu @ # U € 7. Iga © € U korral on U tema tmbrus.
Umbruste baasi mdiste kohaselt leidub B! € % nii, et B! C U. Eelduse
kohaselt leidub B2 € 9B, nii, et B2 C B;. Iga iimbrus sisaldab lahtise
timbruse, seega leidub V, € 7 nii, et z € V, C B2 Tlmselt U =
Uer er € To. ]
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Olgu hulgal X antud kaks meetrikat d; ja ds. Olgu 7 ja 75 vastavad
topoloogiad hulgal X. Eelmise lause rakendusena saame kriteeriumi
nende topoloogiate vordlemiseks: 71 on norgem kui 7, parajasti siis, kui
iga x € X jaiga r > 0 korral leidub s > 0 nii, et By(z,s) C By(x,r).

Tingimus
(1) da>0 Vr,ye X di(z,y) < ads(z,y)

on tugevam kui eespool saadud kriteerium. Naiteks hulga N tavaline
meetrika di(x,y) = |x — y| ja meetrika dy(x,y) = |1/x — 1/y| indutsee-
rivad sama topoloogia, kuid tingimus (1) pole taidetud.

*Ulesanne 4. Olgu X koigi pidevate funktsioonide [0,1] — R hulk.
Vaatleme hulgal X kahte kaugust:

(e, y) = masx [a(t) = y(t)

ja
Juywzlwuw—mwMt

Olgu 74 ja 7; vastavad loomulikud topoloogiad. Toestada, et 7; C 74,

kuid T 7& Td-

Lause 7.2. Olgu x € X. Punkti = iimbruste baasil 8, on jargmised
omadused:

(1) kui B, € B,, siis x € By;

(2) kui BL, B? € 9B,, siis leidub B2 € 9B, nii, et B3 C B N B

(3) kui B, € B,, siis leidub B! € 9B, nii, et B: C B, jaigay € Bl
korral leidub B, € B, nii, et B, C B,.

Toestus. Pohjendame siin vaid viimase omaduse. Olgu B, € B,. Iga
iimbrus sisaldab lahtise iimbruse, mistottu leidub punkti = lahtine imb-
rus U C B,. Umbruste baasi maiste kohaselt leidub omakorda B} C U.
[lmselt on B, iimbruseks mis tahes punktile y € U (seega ka mis tahes
punktile y € B!). Umbruste baasi mdiste lubab leida seega B, € B,
nii, et B, C B,. Ul

Lause 7.3. Olgu hulga X iga elemendi x jaoks méaratud mittetiihi
alamhulkade kogum B, nii, et oleksid tdidetud eelmise lause tingimused

(1)—(3). Alamhulkade kogum
r={UCX:VYxeU3IB,€B, B, CU}

on topoloogia hulgal X, mille suhtes 8, on punkti x € X {imbruste
baas iga x € X korral.

Toestus. Vt. jargmist iilesannet. U
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*Ulesanne 5. Toestada lause 7.3. Nipuniide. Miks on fikseeritud
r € X korral B, € B, iimbrus? Naidata, et B, on timbrus, sest U =
{y € B,: 3B, C B,} on lahtine ja sisaldab punkti .

SRk sk kR sk sk kol sk kR skokok sk sk skok sk skok sk kok sk skok skokokoskokokosk sk skokoskokokoskoskokoskoskokokoskoskokoskoskokokoskorokskok

See (vaiksemas kirjas) osa ei ole kursuse ldbimiseks obligatoorne.
Lause 7.4. Olgu z € X. Punkti  timbruste siisteemil 91, on jargmised omadused:
(1) kui U € Ny, siis z € U;
(2) kui U,V € N, siisUNV € Ng;
3) kuiUeN, jaU CV CX,siis V € Ny;
(4) kui U € Ny, siis leidub V € N nii, et V C U jaigay € V korral U € N,,.

alapunkti (4) voib sénastada ka kujul:

(4) kui U € Ny, siis {y eU: U € Ny} € Ny.

Lause 7.5. Olgu hulga X iga elemendi z jaoks méa#ratud mittetiihi alamhulkade kogum 91, nii,
et oleksid tdidetud tingimused (1)—(4). Alamhulkade kogum

T={UCX:VzeU UeN}

on topoloogia hulgal X, mille suhtes 91, on timbruste silisteem iga € X korral.

Kok ok kR ok ok skook sk ok sk skok ok sk skok sk kok sk okok ok sk kok sk kok sk sk skok sk kok sk skokosk skokok skokok sk skokok skokokskokokskk

Ulesanne 7.1. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Olgu Gy ja G5 punkti
x € X iimbrused. Toestada, et G;NG5 on punkti x imbrus. Kas punkti
x timbruste loenduv iihend on iildiselt punkti z timbrus?

Ulesanne 7.2. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Toestada, et topo-
loogia 7 baasi B korral on fikseeritud x € X jaoks {B € B: z € B}
punkti z timbruste baas. Toestada, et kui iga x € X korral on tea-
da punkti x lahtistest hulkadest iimbruste baas B, siis |,y B, on
topoloogia 7 baas.

Ulesanne 7.3. Vaatleme hulka R tavalise topoloogiaga. Téestada, et
punkti z € R iimbruste baasiks sobib B = {(z—1/n,z+1/n): n € N}.

Ulesanne 7.4. Vaatleme hulka R alam-piiri topoloogiaga. Téestada,
et punkti x € R iimbruste baasiks sobib B = {[z,z 4+ 1/n): n € N}.
Milline on vastav punkti x € R iimbruste baas iilem-piiri topoloogia
suhtes?

Ulesanne 7.5. Toestada eclmise iilesande abil, et iilem- ja alam-piiri
topoloogia pole vorreldavad.
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8. Hulga sisemus ja sulund. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum.

Def 8.1. Olgu A C X. Hulga A sisemuseks nimetatakse koigi hulga A
lahtiste alamhulkade ithendit. Hulga A sisemust téhistatakse stimboliga
Int A voi A°.

Hulga A sulundiks nimetatakse koigi hulka A sisaldavate kinniste hul-
kade {ihisosa. Hulga A sulundit téhistatakse stimboliga Cl A voi A.

Hulga A sisemuse elemente nimetatakse hulga A sisepunktideks. Hulga
X \ A sisemuse punkte nimetatakse ka hulga A vdlispunktideks. Hulga
A sulundi punkte nimetatakse hulga A sulundipunktideks ehk puute-
punktideks (ingl. k. adherent point).

Mirkus. 1) Alamhulga A C X sisemus ja sulund leiduvad.

2) Sisemus Int A on suurim hulga A lahtine alamhulk. Sulund Cl A on
viikseim hulka A sisaldav kinnine hulk.

Lause 8.1. Olgu A C X. Hulk A on lahtine parajasti siis, kui A =
Int A. Hulk A on kinnine parajasti siis, kui A = Cl A.

Toestus. Vahetu jareldus. U

Lause 8.2 (Sisemuse ja sulundi omadusi). Olgu A, B, A; C X (i € I).
Kehtivad jargmised omadused:

(la) Int@ =o; Int X = X; (Ib) Clog =g;ClX = X;
(2a) Int A C A; (2b) A C ClA4;

(3a) IntInt A = Int A; (3b) CICIA = Cl 4;

(da) ACB = IntAcCIntB; (4b) ACB = ClACClB;
(ba) Int(ANB)=IntANnIntB; (5b) Cl(ANB)CClIANCLB;
(6a) Int(AUB) D IntAUlntB; (6b) Cl(AUB)=ClAUCIB;
(7a) Int((V;c; Ai) C (N;ey Int As; (7b)  CL(Nies Ai) € Nier CLA;
(8a) Int(U;c; Ai)) D Ujey Int Ais (8b) Cl(U,e; Ai) D U,y CLA:

(9) ClA=X\Int(X \ A);
(10) IntA=X\ClX\A);
(11) ClIntClInt A = ClInt A;
(12) IntClInt Cl1A = Int C1 A.

Toestus. Ulesanne. O

Lause 8.3 (Sisepunkti kriteerium timbruste abil). Olgu z € X, A C
X. Olgu B, punkti x imbruste baas. Samavéérsed on:

(1) z € Int A
(2) leidub punkti z (lahtine) imbrus G, nii, et G, C A.
(3) leidub B, € B, nii, et B, C A.
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Toestus. (1) = (2). Kui x € Int A, siis Int A on punkti z lahtine timb-
rus, mis sisaldub hulgas A.

(2) = (1). Umbrus G, sisaldab punkti z lahtise iimbruse U,. Seega
U, C Int A. Muuhulgas = € Int A.

(2) < (3). Vahetult timbruste baasi definitsioonist. O

Lause 8.4 (Sulundipunkti kriteerium timbruste abil). Olgu z € X,
A C X. Olgu B, punkti z iimbruste baas. Samavéérsed on:

(1) x € ClLA;
(2) mis tahes punkti z (lahtise) imbruse G, korral G, N A # &;
(3) mis tahes B, € B, korral B, N A # .

Toestus. (1) = (2). Olgu z € Cl A. Oletame vastuvéiteliselt, et leidub
punkti z iimbrus G, nii, et G,NA = @ ehk G, C X\ A. Olgu U, C G,
punkti x lahtine imbrus. Kuna X \ U, on kinnine ja sisaldab hulka A,
siis Cl1A C X \ U,, mis on aga vastuolu.

(2) = (1). Kui z ¢ ClA, siis G, := X \ ClA on punkti x lahtine
imbrus, kuid G, N A = @.

(2) < (3). Vahetult timbruste baasi definitsioonist. O

*Ulesanne 6. Olgu X hulk. Olgu C1I*: P(X) — P(X) selline, et mis
tahes A, B C X korral

(1) ClI' o = &,

(2) AcClrA

(3) CI'(AU B) (CI* A) U (CI" B);
(4) CI*(CI* A) = CI* A.

Toestada, et 7={U C X: CI"(X \U) = X \ U} on topoloogia hulgal
X jaiga A C X korral Cl, A = CI" A.

Népunéide: kui A € B C X, siis CI" A C CI* B (ka see vajab pohjen-
damist).

*Ulesanne 7. Olgu X mingi hulk. Olgu Int*: P(X) — P(X) selline,
et mis tahes A, B C X korral

(1) Int* X = X

(2) Int* A C A;

(3) Int" (AN B) (Int* A) N (Int* B);
(4) Int*(Int* A) = Int™ A.

Toestada, et 7 = {Int*(A): A C X} on topoloogia hulgal X ja iga
A C X korral on Int, A = Int* A.

Ulesanne 8.1. Pohjendada sisemuse ja sulundi omadused (1)-(12).
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Ulesanne 8.2. Tuua niide R alamhulkadest A ja B, mille korral
Cl(ANB) p ClANCIB.

Tuua néide R alamhulkadest C' ja D, mille korral Int(C' U D) ¢ Int C'U
Int D.

Ulesanne 8.3. Tuua niide R hulkadest A;, i € N, et Cl Uien 4i #
Uz‘eN ClA;.
Tuua néide R hulkadest B;, i € N, et Int | J;.y Bi # U,y Int B;.

Ulesanne 8.4. Olgu hulgal X antud kaks topoloogiat 71 ja 7, kus-
juures 71 on norgem kui 75. Olgu A C X. Kas Cl; A ja Cl, A on
vorreldavad? Kas Int,, A ja Int., A on vorreldavad?

Ulesanne 8.5. Leida topoloogilises ruumis R hulga {1,1/2,1/3,...}
sulund.

Ulesanne 8.6. Téestada, et topoloogilises ruumis R on Int Q = @ ja
Int(R\ Q) = 2.

Ulesanne 8.7. Téestada, et topoloogilises ruumis R on C1Q = R ja
CIR\ Q) =R.

Ulesanne 8.8. Olgu A mittetiihi tokestatud reaalarvude hulk. Toes-
tada, et topoloogilises ruumis R on hulga Cl A suurim element sup A.

Ulesanne 8.9. Olgu (X, d) meetriline ruum. Olgu z € X ja A C X.
Punkti x kaugus hulgast A defineeritakse kui d(z, A) := inf{d(x,a): a €
A}. Toestada, et x € Cl A parajasti siis, kui d(z, A) = 0.

Ulesanne 8.10. Olgu (X, d) meetriline ruum, z € X ja r > 0. Kas

ClB(xz,r) = B(x,r) :={y € X: d(z,y) <r}?

Olgu (X,7) topoloogiline ruum. Olgu A, B C X. Oeldakse, et A on
tihe hulgas B, kui B C ClA. Oeldakse, et A on kdikjal tihe, kui A
on tihe hulgas X; sel juhul on X = Cl A. Naiteks on Q koikjal tihe
topoloogilises ruumis R.

Ulesanne 8.11. Téestada, et kui A € H C X ja A on tihe hulgas
B, siis ka H on tihe hulgas B.

Ulesanne 8.12. Toestada, et kui A on kéikjal tihe, siis mis tahes
lahtise alamhulga U C X korral on CI(ANU) = ClU.
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9. Hulga raja. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum.

Def 9.1. Olgu A C X. Hulga A rajaks nimetatakse hulka C1 A\ Int A.
Hulga A raja tdhistatakse siimboliga Fr A (pr. k. frontier) voi 0A. Hulga
A raja punkte nimetatakse hulga A rajapunktideks.

Mirkus. Paneme téhele, et Fr A = (X \ Int A) N Cl A, seega on Fr A
kinnine.

Lause 9.1 (Raja omadusi). Olgu A, B C X. Kehtivad jargmised
omadused:

1) Fro=g0; FFrX = g; (2) FrFrA CFrA;

3) FrA=ClX\A) NCLA; (4) FrA=Fr(X\ A);

5) IntA=A\FrA; (6) ClA=AUFrA;

7) Frint A C Fr A, (8) FrClA C Fr A,

9) Fr(AUB)CFrAUFrB; (10) Fr(ANnB)CFrAUFrB.

Téestus. Ulesanne. O

Lause 9.2. Olgu (X, 1) topoloogiline ruum ja A C X. Alamhulk A
on lahtine parajasti siis, kui AN FrA = @. Alamhulk A on kinnine
parajasti siis, kui Fr A C A. Alamhulk A on kinnis-lahtine parajasti
siis, kui Fr A = @.

Toestus. Rakendada lauset 8.1. O

Sulundipunkti kriteeriumi vahetu jéreldusena saame rajapunkti kritee-
riumi.
Lause 9.3 (Rajapunkti kriteerium timbruste abil). Olgu (X, 7) to-

poloogiline ruum, z € X ja A C X. Olgu B, punkti x iimbruste baas.
Samavéarsed on:

(1) z € Fr A

(2) mis tahes punkti = (lahtise) imbruse G, korral G, N A # & ja
G N (X \ A) # 2;

(3) mis tahes B, € B, korral B, NA# @ ja B, N (X \ A) # 2.

*Ulesanne 8. Tdestada, et lahtise voi kinnise hulga A korral Int Fr A =
@ ehk FrFr A = Fr A. Naidata, et viimane vordus ei kehti suvalise
A C R korral.

Mirkus. Kuna raja on kinnine, siis suvalise A C X korral FrFrFr A =
FrFr A.

Ulesanne 9.1. Olgu (X, d) meetriline ruum, = € X ja r > 0. Olgu
S(x,r)={y € X:d(xz,y) =r}. Kas Fr B(x,r) = S(x,r)? Eeldusel, et
d on diskreetne meetrika hulgal X, milles on vihemalt kaks elementi,
leida Fr B(z, 1) ja S(x,1).
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Ulesanne 9.2. Pohjendada raja omadused (1)-(10). Omaduste (7)-
(10) puhul anda néide, kus vastupidine sisaldus ei kehti.

Ulesanne 9.3. Anda niide R alamhulgast

Ulesanne 9.4. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja A C X. Téestada,
et X \FrA=Int AUInt(X \ A);

Ulesanne 9.5. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja A C X. Tdestada,
et Int Fr A = @ parajasti siis, kui FrFr A = Fr A.

Ulesanne 9.6. Vaatleme hulka R tavalise topoloogiaga. Leida jirg-
mise hulga sulund, sisemus, raja: (a) A = {1/n: n € N}; (b) B =
(0,1]U{2}; (c) C = (0,1) U (1,2) U{3}; (d) Q.

Ulesanne 9.7. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja A, B C X. Bel-
dame, et ANCIB = @ ja CLAN B = @ (sellist eeldust rahuldavate

alamhulkade kohta Oeldakse, et nad on topoloogilise ruumi eraldatud
alamhulgad). Toestada, et Fr(AU B) = Fr AU Fr B.

Ulesanne 9.8. Olgu 7 ja 7 topoloogiad hulgal X, kusjuures 7, C 75.
Kuidas on vorreldavad A C X korral Fr,, A ja Fr,, A?
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10. Tuletishulk. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Olgu A C X . Teame,
et Cl A =Int AUFr A, kusjuures Int ANFr A = @. Jérgnevas liigitame
hulga sulundi punkte teisel moel kaheks iihisosata liigiks.

Def 10.1. Olgu z € X ja A C X. Oecldakse, et punkt  on hulga A
piirpunkt ehk kuhjumispunkt (ingl. k. limit point, accumulation point),
kui z € CI(A\ {z}), s.t. punkti = iga imbruse G, korral leidub y €
ANG, nii, et © # v.

Alamhulga A koikide piirpunktide hulka nimetatakse hulga A tuletis-
hulgaks voi tuletatud hulgaks (ingl. k. derived set) ja téhistatakse siim-
boliga A’.

Oeldakse, et punkt x on hulga A isoleeritud punkt (ingl. k. isolated
point), kui x € A\ A’, s.t. punktil z leidub timbrus G, nii, et G,NA =
{z}.

Mirkus. Tuletishulk ei pruugi olla kinnine (vt. iilesandeid). Alamhulka
A nimetatakse perfektseks hulgaks, kui A = A'.

Lause 10.1 (Tuletishulga omadusi). Olgu A, B C X. Kehtivad jarg-
mised omadused:
(1) o =2; X' CX;
(2) A CCl4;
(3) ClA=AUA,;
4 ACB = A CB);
(5) (AuB) =A"UB,
(6) (AnB)Y Cc AnB.

Toestus. Ulesanne. O

Lause 10.2. Hulk A on kinnine parajasti siis, kui A’ C A.

Téestus. Lause 8.1 ja omaduse (3) vahetu jéareldus. O

*Ulesanne 9. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Téestada, et kui koik
hulga X iihepunktilised alamhulgad on kinnised, siis iga alamhulga
A C X korral (a) A’ on kinnine; (b) A’ = (CLA)".

Ulesanne 10.1. Pohjendada tuletishulga omadused (1)-(6).

Ulesanne 10.2. Vaatleme hulka R tavalise topoloogiaga. Leida jirg-
mise hulga tuletishulk ja isoleeritud punktid: (a) A = {1/n: n € N};
(b) B = (0,1]U{2}; (c) C = (0,1)U(1,2] U {3}; (d) Q.

Ulesanne 10.3. Vaatleme kaheelemendilist hulka X = {a,b} tri-
viaalse topoloogiaga. Leida alamhulga {a} tuletishulk.

Ulesanne 10.4. Vaadelda kolmeelemendilist hulka X = {a,b, ¢} to-
poloogiaga 7 = {&, X, {a}} Leida hulga {b} tuletishulk.
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Ulesanne 10.5. Olgu X,d) meetriline ruum, z € X ja A C X.
Toestada, et x € A’ korral sisaldab iga kera B(z,r) lopmata palju
hulga A elemente.

Ulesanne 10.6. Olgu (X,d) meetriline ruum. Oeldakse, et X ele-
mentide jada (z,)%, koondub elemendiks x, kui d(zx, z,,) — 0.

Olgu A C X jax € X. Toestada, et © € A’ parajasti siis, kui leidub
hulga A\ {z} elementide jada (a,)3,, mis koondub elemendiks z.

Ulesanne 10.7. Tdestada, et kui A ja B on topoloogilise ruumi alam-
hulgad ja B’ C A C B, siis A on kinnine. Toestada, et kinnise hulga
tuletishulk on kinnine.

Ulesanne 10.8. Tdestada, et topoloogilise ruumi piirpunktideta alam-
hulk on kinnine.

Ulesanne 10.9. Tdestada, et kui z on A piirpunkt, siis on « ka A\{xz}
piirpunkt.

Ulesanne 10.10. Konstrueerida reaalarvude hulk, millel on tépselt
kolm piirpunkti.

Ulesanne 10.11. Vaatleme reaalarvude poolldiku A = [0,1). Kas
x = 1 on hulga A piirpunkt topoloogilises ruumis R a) triviaalse to-
poloogia suhtes, b) diskreetse topoloogia suhtes, ¢) tavalise topoloogia
suhtes, d) kofiniitse topoloogia suhtes. Milliste vaadeldud topoloogiate
suhtes on y = —1 hulga A piirpunkt? Kirjeldada vaadeldud topoloo-
giate suhtes A’

Ulesanne 10.12. Anda niide topoloogilisest ruumist (X,7), alam-
hulgast A C X ja punktist z € X, mille korral a) x € A" ja x € A; b)
x € Ajax & A;c) xon A isoleeritud punkt.

Ulesanne 10.13. Olgu z hulga A piirpunkt. Kas z on A piirpunkt
esialgsest topoloogiast a) suurema topoloogia suhtes; b) viiksema to-
poloogia suhtes?
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2. TOPOLOOGILISED KONSTRUKTSIOONID

1. Alamruum. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Olgu Y C X.
Def 1.1. Hulga Y topoloogiat

T‘y:{YﬂUIUGT}

nimetatakse alamruumi topoloogiaks (hulgal Y').

Hulka Y koos alamruumi topoloogiaga 7|y nimetatakse topoloogilise
ruumi (X, 7) alamruumiks.

Mdrkus. Kontrollida, et alamruumi topoloogia on toepoolest topoloo-
gia.

Topoloogilise ruumi alamruumi alamhulga puhul tuleks segaduse vél-
timiseks tdpsustada, millise topoloogia (kas ldhteruumi véi alamruumi
topoloogia) suhtes vaadeldakse selle alamhulga lahtisust, kinnisust, su-
lundit, sisemust, raja, jne.

Lause 1.1. Olgu A C Y. Alamhulk A on 7|y-kinnine parajasti siis,
kui leidub 7-kinnine hulk F' nii, et A= FNY.

Téestus. Alamhulk A on 7]y-kinnine parajasti siis, kui Y\ A=Y NU
mingi 7-lahtise U C X korral ehk A = Y \ (Y N U) mingi 7-lahtise
U C X korral. Paneme téhele, et Y\(YNU) =Y \U = (X\U)nY. O

Naiide 1.1. Vaatleme hulka R tavalise topoloogiaga 7. Alamhulk Y =
[0, 1)U{2} ei ole kinnine ega lahtine. Kui vaadelda hulka Y topoloogilise
ruumi R alamruumina ehk vaadelda topoloogilist ruumi (Y, 7|y ), siis Y’
on selle alamruumi kinnis-lahtine alamhulk, ka alamhulgad [0, 1) ja {2}
on selle alamruumi kinnis-lahtised hulgad. Veel on néiteks 7|y-kinnised
alamhulgad [0,1/2] ja [1/2,1) ning 7|y-lahtised alamhulgad [0,1/2) ja
(0,1/2).

Lause 1.2. (a) Kui Y on 7-lahtine ja A C Y on 7|y-lahtine, siis A
on 7-lahtine.

(b) Kui Y on 7-kinnine ja A C Y on 7|y-kinnine, siis A on 7-kinnine.

Téestus. (a) Kui Y on 7-lahtine, siis U N'Y on 7-lahtine iga 7-lahtise
U C X korral.

(b) Kui Y on 7-kinnine, siis ' NY on 7-kinnnine iga 7-kinnise F' C X
korral. (Vt. ka lause 1.1.) d

Lause 1.3 (Sisemuse ja sulundiga seotud omadusi alamruumis). Olgu
ACY jaolgu B C X.
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(1) Inty A D Inty A; (2) Inty(YNB) DY NIntx B;

(3) ClyAcCcCly A (4) Cly(YﬂB) :YﬂCI)((YmB) C
(5) Fry AC Fry 4; (6) Fry(YNB)CYnkryB.
Téestus. Ulesanne. O

Lause 1.4 (Transitiivsus). Olgu Z C Y. Siis (7|y )|z = 7|z. Teisisonu,
kui Y on topoloogilise ruumi X alamruum ja Z on ruumi Y alamruum,
siis Z on ruumi X alamruum.

Toestus. Paneme téhele, et Ux NZ = (UxNY)N Z iga Ux € 7 korral.
O

Lause 1.5. (a) Kui B on topoloogia 7 baas, siis
%yI{YﬂBi B e EB}
on alamruumi topoloogia 7|y baasiks.

(b) Olguy € Y. Kui B, on punkti y timbruste baas topoloogia 7 suhtes,
siis
B ={YNB,: B, € B}

on punkti y timbruste baas topoloogia 7|y suhtes.

Toestus. Vahetult definitsioonidest. O

Lause 1.6. Olguy € Y ja V. C Y. Siis on V punkti y 7]y-timbrus
parajasti siis, kui leidub punkti y 7-iimbrus G nii, et V =Y NG.

Toestus. Vahetult timbruse ja alamruumi definitsioonist voi eelmise
lause osa (b) jéreldusena. O

Ulesanne 1.1. Kontrollida, et alamruumi topoloogia on topoloogia.

Ulesanne 1.2. Téestada, et diskreetse topoloogilise ruumi alamruumi
topoloogia on diskreetne. Toestada, et antidiskreetse (s.t. triviaalse)
topologilise ruumi alamruumi topoloogia on triviaalne.

Ulesanne 1.3. Pé&hjendada alamruumi ja pohiruumi suhtes leitud
sisemuse, sulundi ja raja seosed (1)—(6).

Ulesanne 1.4. Téestada, et R alamruumi topoloogia hulgal N on
diskreetne. Toestada, et R alamruumi topoloogia hulgal Q ei ole disk-
reetne.

Ulesanne 1.5. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja Y C X. Téestada,
et 7|y C 7 parajasti siis, kui Y € 7.
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Ulesanne 1.6. Olgu (X, d) meetriline ruum ja Y € X. On teada, et
dy = d|yxy on meetrika hulgal Y, kusjuures y € Y ja r > 0 korral on
Bay, (y,7) = Ba(y,r) NY. Toestada, et hulgal Y langevad kokku meet-
rika dy poolt indutseeritud topoloogia 74, ning alamruumi topoloogia
T4ly, kus 74 on hulga X meetrika d poolt indutseeritud topoloogia, ehk
lihidalt 74|y = 74y -

Ulesanne 1.7. Olgu 7, ja 7 topoloogiad hulgal X, kusjuures 7 C 7.
Kas vastavad alamruumi topoloogiad hulgal Y C X on ka vorreldavad?

Ulesanne 1.8. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja Y, Z C X. Tdesta-
da, et kui A C Y N Z on 7|y-lahtine (kinnine) ja 7|z-lahtine (kinnine),
siis A on (X, 7) alamruumis Y U Z lahtine (kinnine).

Ulesanne 1.9. Anda niide olukorrast, kus A on topoloogilise ruu-
mi koikjal tihe alamhulk, kuid A N B ei ole koikjal tihe vaadeldava
topoloogilise ruumi alamruumis B.

Ulesanne 1.10. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum, Y € X ja A C Y.
Toestada, et Inty A =Y \Clx(Y\A) jaFry A=Y N(Clx ANClx(Y'\
A).

Ulesanne 1.11. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum, Y € X, A C Y ja
y € Y. Toestada, et y on 7|y-piirpunkt hulgale A parajasti siis, kui y
on 7-piirpunkt hulgale A.
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2. Pidev kujutus. Olgu (X, 7x) ja (Y, 7v) topoloogilised ruumid ning
f: X =Y.

Def 2.1. Oeldakse, et kujutus f on pidev, kui f~' (V') € 7x mis tahes
V € 1y korral.

Midrkus. Kui 8y on topoloogia 7y baas, siis kujutuse f pidevuseks
piisab, kui f~!(B) € 7x mis tahes B € By korral. Toepoolest, iga V' &
Ty esitub baasielementide {ihendina, seega V' = Ul.G ; Bi, kus B; € By.
Seetottu f~H(V) = [~ (U,e; Bi) = U f71(Bi) ja eelduse kohaselt on
viilmane Tx-lahtine.

Niide 2.1. 1) Uhikoperaator I: X — X, I(x) = =, on pidev. Sel-
le naite juures on oluline, et ldhtehulgal ja sihthulgal vaatleme sama
topoloogiat. Erinevate topoloogiate puhul ei pruugi formaalne iihiko-
peraator olla pidev (vt. iilesandeid).

2) Olgu yo € Y fikseeritud. Kujutus f: X — Y, f(z) = yo, on pidev.
3) Kui 7x on diskreetne topoloogia, siis suvaline f: X — Y on pidev.

4) Kui 7y on triviaalne (ehk antidiskreetne) topoloogia, siis suvaline
f: X — Y on pidev.

Lause 2.1 (Pidevuse kriteerium kinniste hulkade abil). Samavéidrsed
on:

(1) f on pidev;
(2) iga Ty-kinnise hulga F' C Y originaal f~!(F') on Tx-kinnine;

Toestus. Samaviirsus on ilmne, sest suvalise A C Y korral on f~1(Y"\

A) =X\ fH(A). O

Markus. Pidev kujutus ei tarvitse lahtist alamhulka kujutada lahtiseks
alamhulgaks ega kinnist alamhulka kujutada kinniseks alamhulgaks.

Lemma 2.2. Olgu (X,7x) ja (Y,7y) topoloogilised ruumid. Olgu
E C X jaF CY sellised, et f(F) C F. Kui f: X — Y on pidev, siis
ahend f|b: B — F, z — f(x), on pidev.

Toestus. Olgu f: X — Y pidev. Kui W € 7p, siis W = F'N'V mingi
V' € 1y korral ning
(fle) W) =EnfiW)=Enf Y (F)nf(V)=Enf(V).
O

Jareldus 2.3. Olgu (X, 7x) topoloogiline ruum ja (E, 7|g) tema alam-
ruum. Sisestus ¢: E — X, () = z, on pidev.

Def 2.2. Olgu z € X. Oeldakse, et kujutus f on pidev punktis z, kui
punkti f(z) iga 7y-timbruse V korral leidub punkti  selline 7x-timbrus

U, et f(U)C V.
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Lause 2.4. Samavaarsed on:

(1) f on pidev;
(2) f on pidev punktis z iga z € X korral.

Toestus. (1) = (2). Eeldame, et f on pidev. Olgu x € X ja V punkti
f(z) mingi my-timbrus. Olgu W C V punkti f(z) 7y-lahtine iimbrus.
Votame U = f~1(W). llmselt z € U ja f(U) C V, kusjuures eelduse
kohaselt on U 7x-lahtine, seega punkti x 7x-timbrus.

(2) = (1). Eeldame niitid, et iga * € X korral on f pidev punktis
r. Niitame, et f on pidev. Olgu V € 7y. Fikseerime z € f~(V).
Hulk f~*(V) on 7x-lahtine, kui leidub punkti z iimbrus U nii, et U C
S7HV). llmselt on V punkti f(x) 7y-timbrus. Eelduse kohaselt leidub
punkti z Tx-iimbrus U nii, et f(U) C V ehk U C f~1(V). O

Lause 2.5 (Pidevuse kriteerium iimbruste baasi abil). Olgu z € X.
Olgu B, punkti x 7x-limbruste baas ja €y, punkti f(z) -iimbruste
baas. Samavaarsed on:

(1) f on pidev punktis x;
(2) iga C' € €y, korral leidub B € B, nii, et f(B) C C.

Toestus. (1) = (2). Eeldame, et f on pidev punktis z. Olgu C € €¢(,).
Pidevuse tottu leidub punkti o iimbrus U nii, et f(U) C C. Umbruste
baasi moiste kohaselt leidub B € 9B, nii, et B C U, seega f(B) C
flU) ccC.

(2) = (1). Olgu V punkti f(z) iimbrus. Umbruste baasi maiste kohaselt
leidub C'" € €y, nii, et €' C V. Eelduse kohaselt leidub B € B, nii,
et f(B) C C. Kokkuvdttes oleme leidnud punkti « timbruse B nii, et
f(B) C V. Jarelikult on f pidev punktis x. O

Mirkus. Kujutus f: R — R on pidev punktis x € R, kui iga ¢ > 0
korral leidub 6 > 0 nii, et

v -2l <0 = |f(z) - f(@)] <&

Toepoolest, vahemikud (x — §,z + d), § > 0, moodustavad punkti x
timbruste baasi B, ja vahemikud (f(x) — ¢, f(z) +¢), ¢ > 0, moodus-
tavad punkti f(z) timbruste baasi €. Lause 2.5 kohaselt on f pidev
punktis z, kui suvalise C' € €y, korral leidub B € B, nii, et f(B) C C
ehk

Te€eB = f(z)eC.
Lause 2.6. Olgu (X,7x), (Y,7v) ja (Z,7z) topoloogilised ruumid.

Olgu f: X Y jag: Y — Z. Olgux € X. Kui f on pidev punktis =
ja g on pidev punktis f(x), siis go f: X — Z on pidev punktis z.
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Téestus. Olgu W punkti g(f(z)) suvaline 7z-timbrus. Kui g on pidev
punktis f(z), siis leidub punkti f(z) 7y-timbrus V' nii, et g(V) C W.
Kui f on pidev punktis z, siis leidub punkti x 7x-timbrus U nii, et
f(U) C V. Kokkuvottes (go f)(U) = g(f(U)) C g(V) C W. Seega on
go f: X — Z on pidev punktis z. U

Jareldus 2.7. Pidevate kujutuste kompositsioon on pidev.

Téestus. Viimase lause ja lause 2.4 vahetu jéreldus. (Selle tulemuse
voib ka otse toestada.) O

Jareldus 2.8. Kujutus f: X — Y on pidev parajasti siis, kui ahend
P& X — f(X), 2 — f(z), on pidev.

Téestus. Uhtepidi implikatsioon on lemma 2.2 jéreldus. Teisipidi impli-
katsiooni saame jirelduse 2.7 ja jirelduse 2.3 pohjal, sest f = o f|/(X)
kus ¢: f(X) — Y on sisestus. O

*Ulesanne 10. Olgu X mingi hulk, olgu I mingi mittetiihi indeksite
hulk ning olguiga i € I korral (Y;, 7;) topoloogiline ruum ja f;: X — ;.
Toestada, et

B={()f,'Vi): Vi, €7, i1,....in €1, n €N}
k=1

on baasiks hulga X teatud topoloogiale 7. Toestada, et 7 on norgim
topoloogia hulgal X, mille suhtes iga f;: X — Y}, 7 € I, on pidev.

*Ulesanne 11. Olgu (X, d) (mittetiihi) meetriline ruum. Olgu A hul-
ga X mittetiihi alamhulk. Kui = € X, siis punkti © kauguseks hulgast
A nimetatakse arvu d(z, A) = inf{d(z,a): a € A}.

Toestada, et f4: X — R, x — d(z, A), on pidev. Toestada, et meetrika
d poolt maadratud topoloogia on norgim topoloogia hulgal X, mille
suhtes on iga f4, ¥ # A C X, pidev. Napundide. Kui B on d-kinnine
jad(x, B) =0, siis z € B.

Ulesanne 2.1. Olgu f;: X — R, i € I, pidevad. Toestada, et Mics ker fi

on kinnine.

Ulesanne 2.2. Olgu fi: X — R, i € I, pidevad. Téestada, et hulk
{reX: filr) >0Viel}

on kinnine.

Ulesanne 2.3. Olgu 7 alampiiri topoloogia hulgal R. Téestada, et

0, z€l0,1),

1, x¢]10,1),

Ulesanne 2.4. Olgu 7 alampiiri topoloogia hulgal R. Toestada, et
formaalne tihikoperaator /: R — (R, 7), I(z) = x, ei ole pidev.

kujutus f: (R,7) = R, f(z) =

on pidev.
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Ulesanne 2.5. Téestada, et formaalne iithikoperaator I : (X,71) —
(X, 1), I(x) = x, on pidev parajasti siis, kui  C 7.

Ulesanne 2.6. Olgu (X,7x) ja (Y,7y) topoloogilised ruumid ning
f: X — Y pidev. Toestada, et f jaab pidevaks, kui 7x asendada tuge-
vama topoloogiaga voi 7y asendada norgema topoloogiaga.

Ulesanne 2.7 (Pidevuse kriteeriumid sulundi ja sisemuse abil). Olgu
(X, 7x) ja (Y, 7y) topoloogilised ruumid ning f: X — Y. Toestada, et
jargmised tingimused on samavéaérsed:

(1) f on pidev;

(2) iga A C X korral f(Clx A) C Cly(f(A));

(3) iga B C Y korral Clx(f~!(B)) c f~*(Cly B);

(4) iga B C Y korral f~!(Inty B) C Intx f~'(B).
Ulesanne 2.8. Vaatleme hulka X = N U {0} tavalise topoloogiaga.
Toestada, et kujutus f: X — R,

0, xz =0,
J(@) = {1/3:, x eN,

on pidev, kuid g = f|#*) korral g~! ei ole pidev punktis 0, kuigi on
pidev igas punktis 1/n, n € N.

Ulesanne 2.9. Olgu z € X ja G punkti z mingi 7x-timbrus. Kujutus
f on pidev punktis z, kui tema ahend f|g: G = Y, z +— f(z), on pidev
punktis x.

I"Jlesannej 2.10. Olgu f: R — R. Toestada, et alampiiri topoloogia
7 korral f: (R,7) — R, = — f(z), on pidev parajasti siis, mis tahes
a € R korral lim, . f(z) = f(a).

Ulesanne 2.11. Olgu (X, 7x) ja (Y, 7y) topoloogilised ruumid. Eel-
dame, et leiduvad hulga X sellised kinnised (lahtised) alamhulgad A ja
B,et X = AUB.Olgu f: A— Y jag: B— Y sellised, et f(z) = g(z),
kui z € AN B. Kujutus h: X =Y,

A
g(z), =€ B,
on pidev, kui f ja g on pidevad.

Ulesanne 2.12. Olgu (X,dx) ja (Y,dy) meetrilised ruumid ning
f: X — Y kujutus. Toestada, et f on pidev, kui

(a) f rahuldab Lipschitzi tingimust, s.t.
AL >0 Ve, ze€ X dy(f(z), f(Z)) <L-dx(z,2);
(b) f rahuldab Hélderi tingimust, s.t.
M >0 Ja>0 Ve, z€ X dy(f(x), f(z)) <M -[dx(z,2)]*
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3. Hom6omorfism. Olgu (X,7x) ja (Y, 7y) topoloogilised ruumid
ning f: X - Y.

Def 3.1. Oecldakse, et f on homdomorfism, kui f on bijektiivne ning f
ja f~1 on pidevad. Homdomorfismi nimetus on tuletatud kreeka keelest
(6potog — sarnane, yoppy| — kuju).

Oeldakse, et topoloogilised ruumid (X, 7x) ja (Y, 7y) on homdomorfsed,

kui nende ruumide vahel leidub homéomorfism. Sel juhul kirjutame
(X, 7x) = (Y,7y) voi X =Y.

Mdrkus. 1) Bijektiivne f: X — Y on homéomorfism parajasti siis, kui
f: U~ f(U) on bijektsioon Ty ja 7y vahel.

2) Pidev bijektiivne kujutus ei pruugi olla homéomorfism. Néiteks
I (R,7..y) = R, z+ x, ei ole hombomorfism (71..) on alampiiri topo-
loogia). Samuti S = {(z,y) € R?: 2? + y* = 1} korral ei ole kujutus
f:[0,2m) — S, t — (cost,sint), homéomorfism.

Naiide 3.1. 1) Suvalise topoloogilise ruumi (X, 7x) korral on kujutus
I: X - X, x+— x, hombomorfism.

2) Kui f on homdomorfism, siis ka f~! on homdomorfism.

3) Kahe hom6omorfismi kompositsioon on homéomorfism.

4) Reaalarvude kaks suvalist (mittetiihja, tokestatud voi tokestamata)
vahemikku on homdéomorfsed.

5) Reaalarvude kaks suvalist (mittetiihja) 16iku on homéomorfsed.

6) Vahemik (0, 1) ja 16ik [0, 1] ei ole hombomorfsed; samuti R™ 2 R”",
kui m # n. (Neid praegu ei pohjendal!)

Lause 3.1. Olgu f: X — Y bijektiivne. Samavaérsed on:

(1) f~! on pidev;

(2) iga 7x-lahtise alamhulga U C X kujutis f(U) on 1y-lahtine, s.t.
f on lahtine kujutus;

(3) iga Tx-kinnise alamhulga F' C X kujutis f(F) on 7y-kinnine,
s.t. f on kinnine kujutus.

Toestus. O

Niide 3.2. 1) Kui 7y on diskreetne topoloogia, siis f: X — Y on
lahtine ja kinnine, kuid ei ole {ildiselt pidev. Naiteks f: R — Z, x —
|z], on lahtine ja kinnine, kuid ei ole pidev.

2) Kujutus f: R — R, x + x? (voi z — |z|), on kinnine ja pidev, kuid
ei ole lahtine (f(R) = [0, c0) ei ole lahtine). (Ka konstantne funktsioon
fe: R — R on kinnine ja pidev, kuid ei ole lahtine!)
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3) Kujutus f: R*> — R, (z,y) — x, on lahtine ja pidev, kuid ei ole
kinnine (A = {(z,y): * > 0,y > 1/x} on kinnine, kuid f(A4) = (0, c0)
ei ole kinnine).

Lause 3.2. Olgu f: X — Y bijektiivne. Samavaérsed on:

(1) f on homdomorfism;
(2) iga U C X korral U on 7x-lahtine parajasti siis, kui f(U) on

Ty-lahtine.
(3) iga F' C X korral I’ on 7x-kinnine parajasti siis, kui f(F') on
Ty-kinnine;
Toestus. U

Lause 3.3. Olgu f: X — Y homoéomorfism ja A C X. Siis

(1) f(CLA) = CLf(A);

(2) f(Int A) = Int f(A);

(3) f(FrA) = Fr f(A);

(4) A on punkti z iimbrus parajasti siis, kui f(A) on punkti f(x)
timbrus.

Toestus. ]

Def 3.2. Topoloogiliseks omaduseks nimetatakse niisugust topoloo-
gilistel ruumidel vaadeldavat omadust, mille korral homoomorfsetel
ruumidel on see omadus samaaegselt.

Mirkus. Topoloogia klassikaliseks probleemiks on uuritava topoloogi-
lise ruumi korral méérata, 1) millise (tuntud) topoloogilise ruumiga
on vaadeldav ruum homoéomorfne; 2) millised (tuntud) topoloogilised
omadused vaadeldaval ruumil on ja milliseid omadusi tal pole (see oma-
korda aitab esimesele kiisimusele vastamisel).

Def 3.3. Olgu (X, 7x) ja (Y, 7yv) topoloogilised ruumid ning ¢: X —
Y. Oeldakse, et ¢ on topoloogiline sisestus, kui ¢|*): X — 1(X) on

homdéomorfism.

Lause 3.4. Kujutus¢: X — Y on topoloogiline sisestus parajasti siis,
kui ¢ on injektiivne, pidev ja mis tahes U € 7x korral leidub V € 1y
nii, et «(U) = (X)NV.

Toestus. Kasutada jareldust 2.8 ja lauset 3.1 voi lauset 3.2. U
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Naiide 3.3. Jdrgmises tabelis on f: X — Y hom6omorfism (a,b € R,
a <b).

Xy XY LY 5 X
[0,1] = [a, b] r—a+2z(b—a) yHZ:Z
[0,1) = [a,b)

(0,1) = (a,b)
(0,1] = (a, b
R = (0,00) T e” y+—Iny
(—m/2,7/2) =R x> tanzw y — arctany
x 2
(-LH) =R :z:»—>1_x2 y»—>1+\/++7492
[0,1) = (—1,0] T —T Y= —y
(0,00) = (—00,0)
[0,00) = (—00, 0]
[a,00) = (—o00, —d]
(0,00) = (a,0) r—=z+a y—=y—a

0,1)=|1 —
[7) [700) z 1_37 y

Niide 3.4. Olgu P = (0,1) € R? ja S = {(2,9) € R*: 2% + 3% =
1}. Siis S\ {P} = R, kujutus f: (z,y) — on homd&omor-

2t P —1
2+1 241

15
g: <é_1’ Z> — S\ {P}, t — (cos2nt,sin 27t), on hombomorfism.

fism, f~1:t ( > Siin on voimalik arutleda ka nii, et
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Naide 3.5.

{(z,y)) eR*: 0<z <1, 0<y<1}
{(z,y) eR*: 0 <z < 1}

>~ {(z,y) €R*: x>0}

((z,y) €R®: 2® +17 < 1}

{(z,y) e R*: 2,y > 0}

Naide 3.6.
{(z,y) eR*: 0<2 <1, 0<y <1} =2 {(z,y) eR*: 2 +¢° < 1}

Naide 3.7.

{(z,y) €ER*: 0 < 2® +¢? < 1}
{(z,y) eR*: 1 < 2 +¢* < 4}
{(z,y) € R*: 2* +¢* > 1}

R?\ (0,0) =

1%

1

Naide 3.8. Olgu f: R — Rja g: R — R pidevad. Eeldame, et f < g.
Siis
{(z,y) e R®: f(z) <y < g(x)} = {(v,y) eR*: 0 <y < 1},
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Ulesanne 3.1. Tdestada, et kahe homdomorfismi kompositsioon on
homdomorfism.

Ulesanne 3.2. Olgu f: X — Y homdomorfism ja A C X. Téestada,
et f|£(A): A — f(A) on hombomorfism.

Ulesanne 3.3. Olgu (X,dx) ja (Y,dy) meetrilised ruumid. Olgu
f: X — Y bijektiivne ja dx(z,%) = dy(f(z), f(Z)) mis tahes z,7 € X
korral (sel juhul 6eldakse, et f on isomeetria). Toestada, et f on ho-
moomorfism.

Ulesanne 3.4. Olgu (X, 7x) ja (Y,7y) topoloogilised ruumid ning
olgu f: X — Y bijektiivne. Olgu B topoloogia 7x baas. Toestada,
et f on homdomorfism parajasti siis, kui € = {f(B): B € B} on
topoloogia 7y baas.

Ulesanne 3.5. Olgu (X, 7y) ja (Y,7y) topoloogilised ruumid ning
olgu f: X — Y bijektiivne. Olgu iga x € X korral B, punkti x imb-
ruste baas (topoloogia 7x suhtes). Toestada, et f on homéomorfism
parajasti siis, kui iga « € X korral on €,y = {f(B): B € B,} punkti
f(z) timbruste baas (topoloogia 7y suhtes).

Ulesanne 3.6. Olgu (X,7x) ja (Y, 7y) topoloogilised ruumid. Hul-
ga X XY tavalise topoloogia (ehk korrutistopoloogia) baasiks on 8B =
{UxV:U€rx, Very}. Olgu f: X — Y pidev. Tdestada, et f graa-
fik gr(f) = {(z, f(z)) € X xY: x € X} on homéomorfne topoloogilise
ruumiga X.

Ulesanne 3.7. Téestada, et leidub topoloogiline sisestus iilesandes 1.10.3
vaadeldud ruumist tlesandes [.10.4 vaadeldud topoloogilisse ruumi.

Ulesanne 3.8. Olgu (X, 7x) ja (Y,7y) topoloogilised ruumid ning
olgu f: X — Y injektiivne ja pidev. Toestada, et kui f on lahtine voi
kinnine kujutus, siis f on topoloogiline sisestus. Tuua néide topoloogli-
sest sisestusest, mis ei ole lahtine ega kinnine. (Ndpunéide. Vt. eelmist
tilesannet. )

Ulesanne 3.9. Olgu (X, d) meetriline ruum ja A € X. Oeldakse, et
A on tokestatud, kui leidub reaalarv M > 0 nii, et iga x,y € A korral
d(z,y) < M.

Defineerime kauguse d: X x X — R, d(z,y) = min{d(z,y),1}. Toes-
tada, et d ja d indutseerivad sama topoloogia. See niitab, et tokesta-

tus ei ole topoloogiline omadus. Napunaide. Topoloogia baasiks sobib
{B(z,r):x € X, 0<r<1}.
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4. Korrutisruum. Olgu (X1, 7),...,(X,, ) (n € N) topoloogilised
ruumid.

Def 4.1. Korrutistopoloogiaks hulgal X; x --- x X, nimetatakse to-
poloogiat, mille baasiks on

%:{U1X"'XUHZUZ‘€T¢, 2:1,,71}

Hulka X7 x - -+ x X, koos korrutistopoloogiaga nimetatakse (topoloogi-
liseks) korrutisruumiks.

Lause 4.1. Kui iga ¢« = 1,...,n korral on F; C X, kinnised, siis
Fy x---x F, C X; x---x X, on kinnine korrutistopoloogia suhtes.

Toestus. Olgu iga ¢ =1,...,n korral F; C X, kinnine. Paneme téhele,
et

(Xyx - X X))\ (F1 XX F,) =
=(Xi1\F) x Xox - x Xp)U---U(Xy X - x Xpq X (X, \ F)).
[lmselt on viimane lahtiste hulkade {ihend, mistottu lahtine hulk. [J

Teoreem 4.2 (Korrutistopoloogia karakteristlik omadus). Mis tahes
topoloogilise ruumi (Z,77) korral on f: Z — X; x --- x X,, pidev
parajasti siis, kui iga ¢ = 1,...,n korral on f; := m; o f pidev, kus
m Xy X oo x X, = X, (2, ..., 2,) = x4, on loomulik projektor.

Toestus. Olgu f pidev. Fikseerime vabalt ¢ € {1,...,n}. Olgu U; € 7;.
Kuna f on pidev, siis f;'(U;) = f1(Xy x - x Uy x --- x X,,) on
lahtine.

Olguigat=1,...,n korral f; pidev. Olgu U; € 1q,...,U, € 7,. Piisab
naidata, et f~1(Uy x -+ x U,,) € 7. Paneme tahele, et f~1(U; x - -+ x
U, = fi(U) NN f74U,). Eelduse kohaselt on iga i = 1,...,n
korral f;H(U;) € 77, seega on f; H(U1) N ---N f7H(U,) € 7z. Jarelikult
on f pidev. O

Jareldus 4.3. Olgu (Z,7z) topoloogiline ruum ja f;: 7 — X; (i =
1,...,n) mingid kujutused. Kujutus f: 7 — X; x -+ x X, z —
(f1(2),..., fu(2)), on pidev parajasti siis, kui iga f; (i = 1,...,n) on
pidev.

Jareldus 4.4. Iga¢=1,...,n korral on 7;: X; x --- x X, = X,
mi(z1, ..., x,) = x;, pidev.

Jareldus 4.5. Korrutistopoloogia on vahim sellistest topoloogiatest
7 hulgal X x - -+ x X,,, mille suhtes igai = 1,...,n korral on 7;: (X3 X
s X X, 1) = X;, T2, .., ) = @y, pidev.

Teoreem 4.6. Korrutistopoloogia on ainus topoloogia hulgal X; x
-+ x X,,, mille korral eelmise teoreemi viide kehtib.
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Toestus. Eeldame, et 7 on selline topoloogia hulgal X; x---x X,,. Kuna
(X7 x -+ x X, 7) samasusteisendus on pidev, siis eelduse pohjal on iga
i=1,...,n korral ka 7;: (X3 X --- x X,,,7) — (X, ;) pidev. Viimase
jarelduse pohjal seega on 7 tugevam kui korrutistopoloogia.

Eelduse kohaselt on formaalne iihikoperaator I: X; x --- x X,, —
(X1 % -+-x X,,7) pidev, mistottu on 7 nérgem kui korrutistopoloogia.
Kokkuvottes ongi 7 korrutistopoloogia. O

Lause 4.7 (Korrutistopoloogia omadusi). (a) Kuiigai=1,...,n
korral on ‘B; topoloogia 7; baas, siis

%:{B1X"'XBHZBZ‘€%Z‘, Z:1,7n}

on korrutistopoloogia baas.
(b) Mis tahes i =1,...,n korral on 7;: X; x--- x X,, — X; lahtine

ja pidev.

(c) Mis tahes i = 1,...,n ja punktide z; € X, j # ¢, korral on
Xy > Xy x oo x Xy o (2q,...,2,. .., 1,), topoloogiline
sisestus. '

(d) Kuiigai=1,...,n korral on E; C X;, siis (alamruumitopoloo-

giate) korrutistopoloogia ning (korrutistopoloogia) alamruumi-
topoloogia hulgal £y x---x B, C Xy x---x X, langevad kokku.

Téestus. (a) Kasutada jéreldust 1.6.2.
(b) Teame, et 7; on pidev. Lahtisuse osa on iilesanne.

(c¢) Ulesanne.

(d) Vaadelda sobivaid baase. Kasutada lauset 1.5. O

Niide 4.1. Lause (a) osa pohjal moodustavad hulga R xR topoloogia
baasi kéikvoimalikud lahtised ristkiilikud (a, b) X (¢, d), kus a, b, ¢,d € R
ning a < b ja c < d.

Hulk K = {(z,y) € RxR: 2 >0, y > 0} on kinnine, sest K on lahtise
hulga ((—00,0) x R) U (R x (—00,0)) tdiendhulk.

Lause 4.8. Kui X ja Y on topoloogilised ruumid, siis X xY =2 Y x X.

Téestus. Ulesanne. O

Lause 4.9. Kui X, Y, Z on topoloogilised ruumid, siis X x Y x Z =
(X xXY)xZ=2Xx (Y xZ).

Toestus. U

Alljargnevates iilesannetes olgu (X, 7x) ja (Y, 7y) topoloogilised ruu-
mid.
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Ulesanne 4.1. Olgu A C X ja B C Y. Téestada, et CI(A x B) =
(ClA)x (C1B) jaInt(Ax B) = (Int A) x (Int B). Kas alati Fr(Ax B) =
(Fr A) x (Fr B)?

Ulesanne 4.2. Olgu A C X ja B C Y. Toestada, et Fr(A x B) =
(FrAx ClB)U (ClA x Fr B).

Ulesanne 4.3. Olgu X ja Y meetrilised ruumid. Ulesande 1.4.3 poh-
jal teame, et X X Y on meetriline ruum, kusjuures koik iilesandes 1.4.3
vaadeldud meetrikad indutseerivad sama topoloogia.

Toestada, et iilesandes 1.4.3 vaadeldud meetrikad indutseerivad korru-
tistopoloogia.

Ulesanne 4.4. Leida korrutisruumis R x R jargmiste alamhulkade
sulund ja sisemus:

(a) {(z,y): y =0}
(b) {(z,y): x>0, y# 0}
(c) {(z,y): 0 < 2?4+ ¢* < 1}.

Ulesanne 4.5. Téestada, et X x Y ja Y x X on homdomorfsed.

Ulesanne 4.6. Toestada, et kui X ja Y on diskreetsed topoloogilised
ruumid, siis korrutisruum X x Y on diskreetne topoloogiline ruum.

Ulesanne 4.7. Toestada, et korrutistopoloogia hulgal X x Y on vii-
him topoloogia, mille suhtes mx ja my on pidevad.

Ulesanne 4.8. Téestada, et my ja my on lahtised kujutused.

Ulesanne 4.9. Olgu 2y € X ja yo € Y. Toestada, et ix: X —
X XY,z (z,90),jaty: Y = X XY,y (z9,y), on topoloogilised
sisestused.

Ulesanne 4.10. Olgu (X, d) meetriline ruum. Toestada, et d: X x
X — R on pidev.

Ulesanne 4.11. Olgu n € N ning X1,..., X, ja Yi,...,Y, topoloo-
gilised ruumid. Olgu g;: X; = Y, i=1,...,n,ja f: X; x--- x X, —
)/1 X oo X YTLJ (Ih s ,I’n) = (gl(x1)7 e 7gn<xn)) TaeSta‘da” et

(1) kuiigai=1,...,n korral on g; pidev, siis f on pidev;
(2) kuiigai =1,...,n korral on g; homéomorfism, siis f on homgo-
morfism.

Ulesanne 4.12. Olgu (X, 7x), (Y,7y) ja (Z,7z) topoloogilised ruu-
mid. Toestada, et kui f: X xY — Z on pidev, siis iga ¢y € X ja
iga yo € Y korral on f,,: Y — Z, y = f(z0,y), ja fy: X — Z,
x> f(x,y0), pidevad.
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Uldine korrutistopoloogia*. Olgu (X;,7;), i € I, topoloogilised ruumid.
Vaatleme otsekorrutist

[[Xi={n:T—>UciXi:Viel h()eX}.

i€l
Korrutistopoloogiaks hulgal [ [, ; X; nimetatakse vihimat topoloogiat, mille
suhtes iga j € I korral 7;: [[;,c; Xi — Xj, mj(h) = h(j), on pidev. Téhista-
me korrutistopoloogiat stimboliga 7.

Korrutistopoloogia 7% baasiks on

%:{ﬂ Wil(Uik)l Uik € T, 1y ip €1, nEN}.
k=1

Imselt
B = {H Ui: U; € 7, U; # X; vaid 16pliku hulga indeksite j € I korral}.
iel
Ka

¢={]JUi: Ui e =}
i€l
osutub baasiks hulga [ ], ; X; teatud topoloogiale 75, kuid 16pmatu I korral
pole iildiselt 7 ja 7% iiks ja sama topoloogia nagu 16pliku hulga I korral.

*Ulesanne 12 (5 p). Olgu (Z,7z) topoloogiline ruum. Olgu f: (Z,77) —
(ITier Xi, 7). Toestada, et f on pidev parajasti siis, kui iga ¢ € I korral on
m; o f pidev.

Toestada, et kui g: (Z,77) — ([I;c; Xi,7°) on pidev, siis iga i € I korral
on 7; o g pidev, kus 7;: ([[;; X;, ™) = (X, 1), 7i(h) = mi(h).

Tuua naide eelnevast olukorrast, kus g ei ole pidev, kuid iga ¢ € I korral on
7; 0 g pidev. Ndpunéide. Vaadelda kujutust g: R — [[,cyR, ¢ — (£,¢,...).

Olgu I mingi indeksite hulk ja iga i € I korral (X, 7;) topoloogiline ruum.

Ulesanne 4.13. Téestada, et iga ip € I korral on m: [[,c; Xi — Xio,
(7:)ier > T4y, pidev, kui otsekorrutisel vaadelda topoloogiat 7% vai 7.

Ulesanne 4.14. Fikseerime ig € I ja iga i € I \ {io} korral z; € X;.

- . €T; 1 i(]
Téestada, et t: Xz — [Lic; Xis © = he, kus he(i) = v # = on
L, =10,

topoloogiline sisestus, kui otsekorrutisel vaadelda topoloogiat 7% voi 7.

Ulesanne 4.15. Olgu F; C X; kinnine iga i € I korral. Téestada, et

[Lic; Fi C Ilie; Xi on kinnine, kui otsekorrutisel vaadelda topoloogiat 7
~ D

Vol T-.

Ulesanne 4.16. Olgu 4; C X; iga i € I korral. Téestada, et [Lic; ClA; =

CU[T;c; A4i), kui viimast sulundit vaadelda topoloogia 7 véi 77 suhtes.
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5. Jada. Olgu (X, 1) topoloogiline ruum.

Def 5.1. Olgu (z,)>, hulga X elementide jada ja x € X. Oecldak-
se, et jada (z,) koondub punktiks x (topoloogilises ruumis (X, 7)), kui
punkti x iga timbruse U korral

dINeN n>N = z,€U. (%).
Sel juhul 6eldakse, et = on jada (z,) piirelement ja kirjutatakse

x, = (X,7).

Oecldakse, et jada koondub, kui sel jadal leidub piirelement.

Markus. Olgu B, punkti z imbruste baas. Jada (x,,) koondub elemen-
diks x, kui tingimus (%) kehtib iga U € B, korral.

Naiide 5.1. 1) Statsionaarsed jadad koonduvad alati. (Statsionaar-
seks nimetatame sellist jada, mis mingist indeksist alates on konstant-
ne. Leidub topoloogilisi ruume, milles koonduvad vaid statsionaarsed

jadad.)

2) Kui 7 on triviaalne topoloogia, siis hulga X mis tahes elementide
jada koondub hulga X mis tahes elemendiks.

Lause 5.1. Olgu A C X jax € X. Siis x € ClA, kui leidub A
elementide jada (a,)° nii, et a,, = x (X, 7).

Toestus. Eeldame, et hulga A elementide jada (a,) koondub elemen-
diks x. Naitame, et z € Cl A. Kui U on punkti z timbrus, siis eelduse
kohaselt ei ole U N A tiihi. Seega x € Cl A. O

Lause 5.2. Olgu (X, 7x) ja (Y, 7v) topoloogilised ruumid ning f: X —
Y. Olgu z € X. Kui f on pidev punktis z, siis

r, > (X,7x) = f(z,) = f(x) (Y,7v).

Téestus. Eeldame, et f on pidev ja x, — x (X, 7x). Olgu V punkti f(z)
timbrus. Kuna f on pidev, siis f~'(V) on punkti z iimbrus. Jarelikult
leidub N € N nii, et n > N korral on z,, € f~*(V) ehk f(x,) € V.
Seega f(x,) — f(z) (Y, 71y). d

Meiirkus. Ulesanne 5.6 niitab, et viimases kahes lauses vastupidine imp-
likatsioon pole iildiselt toene.

*Ulesanne 13 (5p). Toestada, et kui punktil x leidub loenduv timb-
ruste baas, siis kahes viimases lauses kehtib ka vastupidine implikat-
sioon.

Mdrkus. Viimast fakti saab kasutada mittemetriseeruvuse naitamisel.
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Niide 5.2. Niitame, et (J],.yR,7") ei ole metriseeruv. Vaatleme
alamhulka A = {(z;);en: z; > 0 Vi € N}. Paneme téhele, et 0 € Clo A.
(Kasutada sulundipunkti kriteeriumit!) Kuid ei leidu A elementide ja-
da, mis koondub elemendiks 0. Toepoolest, olgu (a,).en selline jada.
Siis U = [[;en(—mi(a;), mi(a;)) on punkti 0 timbrus, kuid iikski a,, ei
kuulu iimbrusesse U. (Topoloogiline ruum (J[,.R,7*) on metrisee-
ruv!)

*Ulesanne 14 (5p). Olgu (X;,7;), i € I, topoloogilised ruumid. Olgu
Z = [l;e; Xi. Toestada, et

2n =2 (Z,7°) <= Viel m(z,) —m(z) (Xi,n).

Toestada, et viimase samavédrsuse puhul on implikatsioon «=» toene

ka siis, kui topoloogia 7* asendada topoloogiaga 7.

Tuua naide, kus viimase samavéarsuse puhul implikatsioon «<» ei keh-
ti, kui topoloogia 7% asendada topoloogiaga 7°. Nipuniide. Vaadel-
da hulka Z = [[,.yR ning jada z; = (1,1,...), 22 = (0,2,2,...),
23 = (0,0,3,3,...),

Niide 5.3. Olgu p = {z = (2;)ien € [[;cnR: {7 € N: 2; # 0} 16plik}.
Niitame, et Clx ¢ = [[,cy R. Olgu x = (z;) € [[,.y R suvaline. Pane-
me téhele, et y, = (z1,...,2,,0,0,...) € ¢, n € N, jaiga i € N korral
i (Yn) —n mi(x), seega y, — x. Jarelikult x € Clyp.

Ulesanne 5.1. Jada piirvéirtuse olemasolu voib vaadelda pideva jit-
kamise probleemina. Olgu (z,)%, jada topoloogilises ruumis (X, 7).
Olgu Z = {1/n: n € N}ja Z = ZU{0}. Kujutus f: Z — X, 1/n — z,,
on pidev. Téestada, et jada (x,,) piirelemendi olemasolu on samavéérne
sellega, et kujutusel f leidub pidev jatk f 7= X.

Ulesanne 5.2. Jada koonduvus ja piirelement ei sdltu jada elemen-
tide jérjestusest. Olgu (z,,)%, jada topoloogilises ruumis (X, 7) ning
olgu x € X jada (x,) piirelement. Téestada, et bijektsiooni 7: N — N
korral on x jada (2.(n))5e, piirelement.

Ulesanne 5.3. Tuua niide jadast mingis topoloogilises ruumis, mil-
lel on mitu piirelementi. Ndpunéide. Vaadelda néiteks jada triviaalse
topoloogiaga hulgas, milles on mitu elementi.

Ulesanne 5.4. Téestada, et meetrilises ruumis ei saa jadal olla mitu
piirelementi.

Ulesanne 5.5. Vaatleme hulka R kofiniitse ehk Zariski topoloogiaga
7. Toestada, et topoloogilises ruumis (R, 7) on iga x € R jada (z,)%,,
T, = n, piirelement. Toestada, et vaadeldavas topoloogilises ruumis ei

ole 2 jada (1,2,1,2,...) piirelement.



40

Ulesanne 5.6. Olgu 7 koloenduv topoloogia hulgal R, s.t. kinnisteks
hulkadeks on parajasti loenduvad hulgad ja R (meie kisitluses on ka
16plikud hulgad loenduvad ning tithihulka peame 16plikuks hulgaks).

(a) Toestada, et topoloogilises ruumis (R, 7) koonduvad ainult statsio-
naarsed jadad.

(b) Olgu A = (0, 1). Tdestada, et Cl, A = R, kuid ei leidu A elementide
jada (ay), et a, = 1 (R, 7).

(c) Toestada, et f: (R, 7) = R, f(x) = x, ei ole pidev, kuigi f teisendab
iga koonduva jada koonduvaks jadaks.

Ulesanne 5.7. Olgu (X, 7x) ja (Y, 7y) topoloogilised ruumid. Tées-
tada, et

(TnyYn) — (zy) (X XY) <= z, =22 (X), yo—y (Y).
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6. Pere.

Def 6.1. Binaarset seost < hulgas A nimetatakse osalise jdrjestuse
seoseks, kui on taidetud jargmised tingimused

(1) a X aiga a € A korral;
(2) kui a X fja f < a, siis a = f;
(3) kui « X B jaf <,siis a <7.

Hulka A koos osalise jirjestuse seosega < hulgas A nimetatakse suu-
natud hulgaks, kui hulga A mis tahes elementide « ja [ korral leidub
v eE Anii, et a <Xvjap <.

Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Funktsiooni f mingist suunatud hul-
gast A hulka X nimetatakse (suunatud) pereks hulgas X. Kuiiga a € A
korral f(a) = z,, siis pere f tahistatakse ka stimboliga (,)aca VO
(Za)-

Naiide 6.1. 1) Olgu X mingi hulk. Hulga X alamhulkade mingi ko-
gum 2l on osaliselt jarjestatud hulk, kui A, B € 2 korral A < B para-

jasti siis, kui A C B. Kogum 2 on osaliselt jarjestatud hulk ka juhul,
kui A, B € 2 korral A < B parajasti siis, kui A D B.

2) Iga jada on pere. Suunatud hulgaks on siin N, kusjuures m,n € N
korral m < n parajasti siis, kui m < n.

Hulk N on suunatud hulk ka juhul, kui m < n parajasti siis, kui m > n.
Fikseerides niiiid iga n € N korral z,, € X, siis ndeme, et perel ei ole
«esimest elementi», kuid on «viimane element».

3) Olgu E C R. Iga funktsioon f: E'— X on pere.

4) Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Punkti z € X timbruste baas 9B, on
suunatud hulk, kui U,V € B, korral U <V parajasti siis, kui U D V.
Kui iga U € 9B, korral fikseerida zy € U, siis (xy)yes, on pere.

Def 6.2. Oeldakse, et topoloogilise ruumi (X, 7) pere (24)aca koon-
dub elemendiks x € X, kui punkti x iga imbruse U korral leidub oy € A
nii, et

g fa = x, €U
Sel juhul 6eldakse ka, et = on pere (x,) piirelement ja kirjutatakse

To > (X,7T).

Oeldakse, et pere koondub, kui sel perel leidub piirelement.

Lause 6.1. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Olgu z € X ja A C X.
Element = on A puutepunkt (ehk z € Cl A) parajasti siis, kui leidub
hulga A elementide pere (z4)aca, mille piirelement on x, s.t x4, — .

Toestus. Eeldame, et x € Cl A. Olgu A punkti x koigi timbruste kogum.
Hulk A on suunatud hulk, kui punkti z imbruste U ja V korral U <V
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parajasti siis, kui U D V. Iga U € A korral fikseerime vabalt zy €
U N A. Pere (zy)yea koondub ilmselt elemendiks z.

Vastupidine implikatsioon jareldub vahetult sulundipunkti kriteeriu-
mist timbruste abil. U

Jareldus 6.2. Alamhulk A on kinnine parajasti siis, kui A sisaldab
iga oma pere piirelemendi.

Jareldus 6.3. Element x on hulga A piirpunkt (ehk z € A’) parajasti
siis, kui leidub pere z, € A\ {z}, @ € A, mis koondub punktiks z.

Lause 6.4. Olgu (X, 7x) ja (Y, 7v) topoloogilised ruumid ning f: X —
Y. Olgu x € X. Kujutus f on pidev punktis = parajasti siis, kui ruumis
(X, 7x) elemendiks x koonduva mis tahes pere (z,) korral pere (f(z,))
koondub elemendiks f(z) ruumis (Y, 7y ).

Toestus. Feldame, et f on pidev punktis z. Olgu x, —4cq x. Olgu V
punkti f(z) timbrus. Eelduse kohaselt leidub punkti x timbrus U nii,
et f(U) CV.Olgu oy € Aselline, et z, € U, kui @ € A ja ag < a. Sel
juhul f(z,) € V. Jarelikult f(z,) — f(x).

Eeldame, et f(z,) — f(z), kui x, — x. Néditame, et f on pidev punktis
x. Kui f ei ole pidev punktis z, siis leidub punkti f(z) selline iimbrus
V', et punkti z iga timbruse U korral f(U) ¢ V. Sel juhul olgu 2y € U
niisugune, et f(xy) € V. Pere (zy) koondub kiill elemendiks z, kuid
f(zy) # f(z). See on vastuolus eeldusega. O

Jareldus 6.5. Kujutus f on pidev parajasti siis, kui

o v (X,7x) = f(za) = f(x) (Y 7v).

Toestus. See on viimase tulemuse vahetu jareldus.

Siin saaks implikatsiooni «<»puhul arutleda ka lause 6.1 abil. Piisab
ju nédidata (kujutuse pidevuse kriteerium sulundi abil), et f(ClA) C
Clf(A) iga A C X korral. Kui z € Cl A, siis lause 6.1 pohjal leidub
ao € A, a € A nii, et a, — z. Eelduse kohaselt f(a,) — f(x). Seega
lause 6.1 pohjal f(z) € Cl f(A). O

Jareldus 6.6. Olgu 7 ja 7 topoloogiad hulgal X. Samaviarsed on:

(1) 7 = 7o;
(2) o 52 (X,7) <= 20 > (X, 72).

Toestus. Molemad tingimused on ilmselt samavéaérsed formaalse iihik-
teisenduse I: (X, 71) — (X, ), x — z, ja selle poérdkujutuse pidevu-
sega. U

*Ulesanne 15. Olgu X mingi hulk, olgu I mingi mittetiihi indeksite
hulk ning olguiga i € I korral (Y;, 7;) topoloogiline ruum ja f;: X — ;.
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Olgu 7 vahim topoloogia hulgal X, mille suhtes iga f;, ¢ € I, on pidev.
Olgu z € X ja (24)aca pere hulgas X. Toestada, et

o~z (X,7) <= Viel fi(za) = filz) (Vi7).

Jareldada sellest, et topoloogilise ruumi (Z, 77) ja g: Z — X korral g
on pidev parajasti siis, kui iga ¢ € I korral f; o g on pidev.

Ulesanne 6.1. Olgu (X, 7x) ja (Y, 7y) topoloogilised ruumid. Tées-
tada, et (x4, o) koondub piirelemendiks (z,y) korrutisruumis X x Y
parajasti siis, kui z, — z topoloogilises ruumis (X, 7x) ja yo — ¥
topoloogilises ruumis (Y, 7y). (Analoogiline tulemus kehtib iildise kor-
rutisruumi korral.)

Ulesanne 6.2. Olgu 7 ja 7 topoloogiad hulgal X . Téestada, et 7, C
T korral
Ty = (X,m) = x4 —x (X, 7).

Ulesanne 6.3. Tdestada, et kui pere koondub topoloogilise ruumi
(X, 7) alamruumis, siis pere koondub samaks piirelemendiks ka ruumis

(X, 7).

Ulesanne 6.4. Olgu (X, 7x) ja (Y, 7y) topoloogilised ruumid. Olgu
A C X ja B CY. Toestada perede abil, et CI(A x B) = ClA x C1B.
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7. Filter. Olgu X hulk.
Def 7.1. Oeldakse, et § C P(X) on filter hulgas X, kui

(1) 2 ¢3;
(2) A, BeF = ANDBEeF;
3) Aeg, AcCBCX = Be€§g.

Oeldakse, et B C P(X) on filtri baas hulgas X, kui

(1) o ¢ B;
(2) VA,Be®B JCeB CCANB.
Mirkus. Kui B on filtri baas hulgas X, siis
Ss={DCX:3dBe€®B BCD}
on filter hulgas X.

Niide 7.1. 1) Olgu a € R. Eelmise niite pohjal on hulgas R filtri
baas koigi vahemike (a — ¢,a + ¢) hulk (¢ > 0). Ka jargmised hulgad
on filtri baasid hulgas R:

(1) {(a,a+¢): e > 0};

(2) {la,a+¢): e > 0};

(3) {(a—e,a)U(a,a+e): > 0}.
2) Hulk {[z,00): x € R} on filtri baas hulgas R.
3) Hulk {{n,n+1,n+2,...}: n € N} on filtri baas hulgas N.

4) Olgu A C X mittetiihi alamhulk. Koigi hulka A sisaldavate alam-
hulkade kogum on filter hulgas X.

Olgu (X, 1) topoloogiline ruum.
Naide 7.2. Kuixz € X, siis punkti x koigi iimbruste hulk 91, on filter

ja punkti z imbruste baas on filtri baas.

Def 7.2. Olgu z € X ja § filter hulgas X. Oecldakse, et filter §
koondub punktiks x, kui punkti x iga iimbruse U korral U € §. Sel
juhul kirjutatakse § — .

Olgu B filtri baas. Oeldakse, et filtri baas B koondub punktiks =, kui
filter §» koondub punktiks z, s.t. punkti x iga timbruse U korral leidub
B €5 nii, et B C U. Sel juhul kirjutatakse 6 — z.

Mdrkus. Kui § ja & on filtrid topoloogilises ruumis (X, 7), z € X,
§—rjad C B, siis G — .

Kui on teada punkti x iimbruste baas B,, siis filtri voi filtri baasi
koondumiseks piisab vaadelda juhtu, kus U € B,.

Naide 7.3. Punkti z € X koigi iimbruste filter 91, koondub punktiks
x ning punkti x imbruste baas 98, kui filtri baas koondub punktiks x.
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Lause 7.1. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Olgu =z € X ja A C X.
Siis x € Cl A parajasti siis, kui leidub filtri baas hulgas A, mis koondub
punktiks x.

Téestus. (=) Olgux € Cl A. Olgu B, punkti x iimbruste baas. Votame
B ={ANB: BecB,}. llmselt on B filtri baas, kusjuures B — z.

(<) Olgu U punkti z suvaline timbrus. Eelduse kohaselt leidub B € B
nii, et B C U. Kuna @ # B C A, siis jarelikult ANU # @. i

Lause 7.2. Olgu (X, 7x) ja (Y, 7v) topoloogilised ruumid ning f: X —
Y. Olgu z € X. Kujutus f on pidev punktis z parajasti siis, kui
hulgas X iga punktiks = koonduva filtri baasi B korral filtri baas
f(B) ={f(B): B € B} koondub punktiks f(z).

Toestus. (=) Olgu B filtri baas hulgas X. Eeldame, et 8 — x. Olgu
V punkti f(z) timbrus. Kui f on pidev punktis z, siis leidub punkti
@ imbrus U nii, et f(U) C V. Eelduse kohaselt leidub B € B nii, et
B C U, seega f(B) C V. Jarelikult f(B) — f(z).

(<) Kui B, on punkti x tmbruste baas, siis f(B,) — f(z), sest
B, — x. Seega punkti f(z) iga timbruse V korral leidub B € 9B, nii,
et f(B) C V. Jarelikult on f pidev punktis x. O

Ulesanne 7.1. Toestada, et kui 9B on filtri baas hulgas X, siis
Ss={ACX:dBe€®B BCA}

on filter hulgas X.

Ulesanne 7.2. Olgu X ja Y hulgad ning f: X — Y. Toestada, et
kui 9B on filtri baas hulgas X, siis € = {f(B): B € B} on filtri baas
hulgas Y.

Ulesanne 7.3. Olgu B = {(n,00): n € N}. Téestada, et filtri baas
B ei koondu hulgas R.

Ulesanne 7.4. Kirjutada vélja Sierpinski ruumi koik filtrid ja nende
piirvasrtused.

Filtrite ja perede vahekord. Mis tahes filter § hulgas X on suunatud
hulk (tagurpidi sisalduvuse suhtes).

Lause 7.3. Olgu § filter hulgas X ja z € X. Samavéarsed on:

(1) §— =
(2) igapere f: § — X, f(A) =z € A, korral 4 — x.

Téestus. (=) Olgu U punkti z timbrus. Eelduse kohaselt U € §. Kui
AeFjalU <A (st. ACU),sliszqa € ACU.
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(<) Oletame, et § /4 x. Mistottu leidub punkti x selline imbrus U, et

U ¢ §. Valime iga A € § korral x4 € A\ U. llmselt x4 /4 x, mis on
vastuolu. U

Lause 7.4. Olgu (z,)aca pere hulgas X ja z € X. Samavéarsed on:

(1) 2o = z;
(2) filter §={AC X:3dp e A ay 2 a = =z, € A} koondub
punktiks z.

Toestus. Tingimus x, — = on samavaidrne sellega, et punkti x iga

imbrus U € § ehk § — . O
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8. Faktorruum. Olgu (X, 7x) topoloogiline ruum, R ekvivalentsus-
seos hulgas X, X/R faktorhulk ja ¢: X — X/R loomulik faktorkuju-
tus.

Def 8.1. Faktorhulga X/R topoloogiat
r={VCX/R:q¢'(V)erx}

nimetatakse faktortopoloogiaks. Faktorhulka koos faktortopoloogiaga

nimetatakse faktorruumiks (ingl. k. quotient space).

Mdrkus. 1) Loomulik faktorkujutus faktorruumile on pidev.

2) Faktortopoloogia 7 on suurim topoloogia faktorhulgal X /R, mille
korral loomulik faktorkujutus ¢: X — X/R on pidev.
*Ulesanne 16 (5 p). Olgu Z hulk ja (X;,7;), i € I, topoloogilised
ruumid. Olgu ¢;: X; — Z. Olgu
r={VcZqg'(V)er Viell
Toestada, et 7 on topoloogia hulgal Z, iga ¢; on pidev ning 7 on tu-
gevaim topoloogia, mille korral iga ¢; on pidev. Toestada, et mis tahes
topoloogilise ruumi (Y, 7y) korral on g: (Z,7) — (Y, 7y) pidev para-
jasti siis, kui iga ¢ € I korral g o ¢; on pidev.
Naiide 8.1. 1) Olgu I = [0,1] C R. Olgu ekvivalentsusseos R hulgas
I defineeritud tingimusega xRz, kui z € [ ja OR1. Seega ekvivalentsus-
seos R on médratud hulga I tiikeldusega, kus vaid {0,1} ei ole iihe-
elemendiline. Lithemalt téhistame sellist seost [0 ~ 1]. Saab néidata,
et I/[0 ~ 1] = S, kus S! on iihiksfddr ruumis R% Vaadelda esmalt
kujutust
f:I— St (cos2mt,sin2mt).
Sobiv kujutus on g: I/R — S, g([t]) = ().
2) Olgu n € N ning olgu B ruumi R” kinnine iihikkera, s.t
B={zeR": |z| <1}
Hulgas B olgu ekvivalentsusseos R maéératud tiikeldusega, kus vaid
alamhulk S (vastav sfddr) ei ole iheelemendiline. Saab niidata, et
B/R = S™ kus S™ on iihiksfadr ruumis R"*!. (Eelmine néide on sisu-
liselt selle néite erijuht juhul n = 1.) Sobiv kujutus on
frx— (i sin|z|, — cos7|x|).

|z]

3) Faktorruum 1%/[(0,¢) ~ (1,t), t € I] on homdomorfne korrutis-
ruumiga S! x I. Vaadelda esmalt kujutust f x 1;: I x I — S x I, kus
f on naites 1 defineeritud kujutus.

4) Faktorruum 1%/[(0,t) ~ (1,t), (¢,0) ~ (¢,1), ¢t € I] on homdomorfne
korrutisruumiga S! x S!. Vaadelda esmalt kujutust

fxf:IxI—Stxsh
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5) Mébiuse leht on faktorruum

I?/10,t) ~ (1,1 —1t), t € I].

6) Kleini pudel on faktorruum

I?/[(t,0) ~ (t,1), (0,t) ~ (1,1 —1¢), t € 1].

7) Olgu n € N. Defineerime hulgas R" ™\ {0} ekvivalentsusseose ~ jirg-
miselt: (z1,...,Zn41) ~ (Y1, .-, Yns1) Parajasti siis, kui leidub reaalarv
A # Onii, etigai =1,...,n+1 korral z; = A\y;. Projektiivseks ruumiks
P"R nimetatakse faktorruumi R™ ™\ {0}/ ~.

Lause 8.1. Faktorruumi X/R alamhulk F' on kinnine parajasti siis,
kui ¢~'(F) on kinnine (ruumis (X, 7x)).

Toestus. Alamhulga F' C X/R korral on ilmselt ¢ '((X/R) \ F) =
X\ g HF). O

Lause 8.2. Olgu (Y, 7y) topoloogiline ruum ja g: X/R — Y. Kujutus
g on pidev parajasti siis, kui go ¢: X — Y on pidev.

Toestus. Kui g on pidev, siis pidevate kujutuste kompositsioon goq on
pidev.

Eeldame, et g o ¢ on pidev ja nditame, et g on pidev. Olgu V' € 71y. Siis
¢ (g7 '(V)) € Tx, mistottu g~ (V) € 7. O

Jareldus 8.3. Olgu f: X — Y selline, et
le,:cg e X z1Rry — f(.fL'l) = f(xz)
Tekib kujutus
f/IR: X/R =Y, [z] = f(x).

[Imselt f = f/R o q. Lause 8.2 pdhjal on f/R pidev parajasti siis, kui
f on pidev.

Olgu f: X — Y. Vaatleme hulgas X ekvivalentsusseost R(f),

21 R(f)ry <= f(x1) = f(12).

Seos R(f) on jirelikult méiiratud tiikeldusega {f~*({y}): y € Y}. Ku-
jutuse f saame esitada kujul g o ¢, kus ¢: X — X/R(f) on loomulik
faktorkujutus ja g: X/R(f) — Y, g([z]) = f(z), st. g = f/R(f).
[lmselt on ¢ siirjektiivne ja ¢ injektiivne, kusjuures g on bijektiivne
parajsti siirjektiivse f korral. Lause 8.2 pohjal on f ja g pidevad sa-
maaegselt. Jargnevalt selgitame kujutuse f tingimusi, mille korral on
g homoomorfism.

Kui f: X — Y on pidev ja siirjektiivne, siis g on kiill pidev ja bijek-
titvne, kuid ¢ ei ole iildjuhul homéomorfism (néiteks vaadelda hulka
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X = [0, 1] diskreetse topoloogiaga ning hulka Y = [0, 1] tavalise topo-
loogiaga ning olgu f: X — Y formaalne iihikteisendus).
Lihtne piisav tingimus on jargmine.

Lause 8.4. Olgu f: X — Y pidev ja siirjektiivne. Kui leidub pidev
kujutus h: Y — X nii, et f o h on hulga Y iihikteisendus, siis ¢ =
f/R: X/R(f) =Y on homdomorfism.

Toestus. Ulesanne. O

Def 8.2. Kujutus f: X — Y on faktorkujutus, kui f esitub kujul
g o q, kus ¢ on mingi loomulik faktorkujutus ja ¢ on homéomorfism.

Mdrkus. Loomulik faktorkujutus on ilmselt faktorkujutus.
Lause 8.5. Olgu f: X — Y siirjektiivne. Samavéarsed on:

(1) f on faktorkujutus;

(2) f~Y(V) C X on lahtine parajasti siis, kui V' C Y on lahtine;
(3) f7Y(F) C X on kinnine parajasti siis, kui ' C Y on kinnine;
(4) X/R(f) =Y, [z] = f(x), on hombomorfism.

Toestus. (1) = (2). Eeldame, et f on faktorkujutus. Olgu f = g o g,
kus ¢: X — X/R on mingi loomulik faktorkujutus ning g: X/R — Y
on homdomorfism. Olgu V' C Y. Faktortopoloogia definitsiooni pohjal
on f~1(V) =¢q (¢! (V)) lahtine parajasti siis, kui g~*(V') on lahtine.
Kuna g on hom6omorfism, siis viimane on samavéarne sellega, et V' on
lahtine.

(2) = (3). Olgu F C Y. Tingimuse (2) pohjal on X\ f~'(F) = f~4(Y"\
F) lahtine parajasti siis, kui Y \ F on lahtine. Ehk f~!(F) on kinnine
parajasti siis, kui /' on kinnine.

(3) = (4). Teame, et g on bijektiivne. Piisab ndidata, et ¢ kinnine. Olgu
K C X/R(f) kinnine. Paneme tihele, et f~(g(K)) = ¢ (g7 (g(K))) =
¢ '(K) on kinnine. Tingimuse (3) pohjal on jarelikult g(K) kinnine.
(4) = (1). Ilmne. O
Jareldus 8.6. Olgu f pidev ja siirjektiivne. Kui f on lahtine voi
kinnine, siis f on faktorkujutus.

Téestus. Ulesanne. O

Niide 8.2. Olgu X =[0,1]U[2,3] C R ja Y = [0,2] C R. Kujutus

X =Y,
K2 x € [0,1],
f@) = {x— 1, z€l23],

on faktorkujutus, sest f on pidev, siirjektiivne ja kinnine. (Kujutus f
ei ole lahtine.)
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Niide 8.3. Olgu (X, dx) ja (Y, dy) meetrilised ruumid ning f: X —
Y isomeetria, s.0. isomeetriline bijektsioon. Siis on f faktorkujutus, sest
f on pidev, siirjektiivne ja lahtine. Muidugi on selline f ka kinnine, f
on ju homéomorfism.

Naide 8.4. Korrutisruumi loomulik projektor on pidev, siirjektiivne
ja lahtine, seega faktorkujutus.

Néiide 8.5. Vaatleme kujutust f: R — S', ¢ +— (cos2nt,sin 27t)
ehk t — €*™. Osutub, et f on faktorkujutus. Ilmselt on f pidev ja
stirjektiivne. Paneme téhele, et f teisendab lahtised vahemikud (a,b),
kus b — a < 1 sfiiri S* lahtisteks hulkadeks, jirelikult on f lahtine
kujutus. Seega on R/R(f) = S* ehk R/Z = S*. Vaadeldud faktorhulka
tahistatakse ka siimboliga T ja nimetatakse ({themdotmeliseks) tooriks.

Kujutuse f ahend fljq1: [0,1] — S* on samuti faktorkujutus. Ilmselt
on f|p,1) pidev ja siirjektiivne. Ahend f|j1) on ka kinnine (kuid mitte
lahtine; f ise pole kinnine).

Markus. Viimase néite teise osa pohjal voib samuti 6elda, et f on fak-
torkujutus (votta jargnevas tulemuses kujutuseks ¢: [0,1] — R sises-
tus).

Kui kahe pideva funktsiooni f ja ¢ korral on f o faktorkujutus, siis f
on faktorkujutus. (P6hjendus on iilesanne.)

Olgu X ja Y hulgad ning R ja S ekvivalentsusseosed, vastavalt hulgal X
ja Y. Hulgal X xY tekib ekvivalentsusseos R x .S, kui (x1, 41), (22, y2) €
X x Y korral

(21, 41) R X S(72,2) < w1 R22, Y15V
Tekib loomulik bijektiivne kujutus
9: X XY/RxS = X/RxY/S, |[(x,y)] = (], [y]).

Topoloogiliste ruumide (X, 7x) ja (Y, 7y ) korral on selline ¢ pidev, kuid
ei pruugi olla homéomorfism.

Lause 8.7. Kui loomulikud faktorkujutused gg: X — X/Rjaqs: Y —

Y'/S on lahtised, siis loomulik kujutus g: X x Y/Rx S — X/RxY/S
on homdomorfism.

Toestus. Piisab néidata, et f := goq on lahtine, kus ¢: X xY — X x
Y/R xS on loomulik faktorkujutus. Paneme téhele, et f = qx xqy. O

Markus. Viimane tulemus kehtib ka iildisel juhul, s.o. suvalise korru-
tisruumi Hie 1 X; ja ekvivalentsusseoste R; korral hulgas X;, 7 € I, kui
vastavad loomulikud faktorkujutused on lahtised.

Naide 8.6. Olgu n € N. Vaatleme hulgas R" ekvivalentsusseost R,
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Kuna faktorkujutus ¢: R — R/Z on lahtine, siis R"/R = T" ehk
R™ /7" = T™. Hulka T™ nimetatakse ka n-mootmeliseks tooriks.

Naide 8.7. Ka kujutus f|p1X flp: I* — S*x S* on faktorkujutus.
Siin ei ole loomulik faktorkujutus ¢: I — I/R(f|,1) lahtine!

Hiljem toestame jargmise iildise tulemuse.

Teoreem 8.8. Kui f: X — Y on pidev ja siirjektiivne ning X on
kompaktne ja Y on Hausdorffi ruum, siis f on faktorkujutus.

Ulesanne 8.1. Kontrollida, et faktortopoloogia on topoloogia.

Ulesanne 8.2. Olgu R ckvivalentsusseos hulgal X ja S ekvivalentsus-
seos hulgal Y. Olgu f: X — Y selline, et

\V/fL’l,IL'Q cX zRry — f(l’l)Sf(l'Q)
Toestada, et kui f on pidev, siis
f: X/R—=Y/[S, [a] = [f(2)],
on pidev.

Ulesanne 8.3. Olgu f: X — Y pidev ja siirjektiivne. TGestada, et
kui leidub pidev kujutus hA: Y — X nii, et f o h on hulga Y {ihiktei-
sendus, siis g = f/R: X/R(f) — Y on hom6omorfism.

Ulesanne 8.4. Olgu A C X. Olgu f: X — A pidev ja siirjektiivne
ning f(a) = a iga a € A korral. Téestada, et f on faktorkujutus.

Ulesanne 8.5. Olgu f pidev ja siirjektiivne. Téestada, et kui f on
lahtine voi kinnine, siis f on faktorkujutus.

Ulesanne 8.6. Olgu f: X — Y faktorkujutus. T6estada, et f on
lahtine (kinnine) parajasti siis, kui iga lahtise (kinnise) U C X korral
on f~1(f(U)) C X lahtine (kinnine).

Ulesanne 8.7. Tdestada, et kui kahe pideva funktsiooni f ja ¢ korral
on f o faktorkujutus, siis f on faktorkujutus.

Ulesanne 8.8. Téestada, et kahe faktorkujutuse kompositsioon on
faktorkujutus.
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3. TOPOLOOGILISED OMADUSED

Topoloogiline omadus on niisugune topoloogilistel ruumidel vaadeldav
omadus, mis on homéomorfsetel ruumidel samaaegselt.

Niiteks on topoloogilised omadused: topoloogilise ruumi aluseks oleva
hulga voimsus, topoloogia voimsus, viahim topoloogia baasi voimsus.

Topoloogia klassikaliseks iilesandeks on méaéarata uuritava topoloogilise
ruumi korral

1) millise (tuntud) topoloogilise ruumiga on vaadeldav ruum homéomorf-
ne;

2) millised (tuntud) topoloogilised omadused vaadeldaval ruumil on ja
milliseid omadusi tal pole (see omakorda aitab esimesele kiisimusele
vastamisel).

1. Loenduvuse aksioomid. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum.

Def 1.1. Ruum (X, 7) rahuldab esimest loenduvuse aksioomi, kui
hulga X mis tahes punktil x leidub loenduv timbruste baas.

Ruum (X, 7) rahuldab teist loenduvuse aksioomi, kui topoloogial 7 lei-
dub loenduv baas.

Ruum (X, 7) on separaabel, kui hulgas X leidub loenduv kéikjal tihe
alamhulk A, s.t. leidub hulga X selline loenduv alamhulk A, et C1 A =
X.

Lause 1.1. Kui topoloogiline ruum rahuldab teist loenduvuse aksioo-
mi, siis ta

(a) rahuldab esimest loenduvuse aksioomi;
(b) on separaabel.

Téestus. (a) Ilmne.

(b) Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Eeldame, et ruum (X, 7) rahul-
dab teist loenduvuse aksioomi. Olgu B topoloogia 7 loenduv baas.
Néitame, et (X,7) on separaabel. Fikseerime vabalt iga mittetiihja
B € B korral x5 € B (kui B on tiihihulk, siis elementi zp ei ole).
Hulk A := {zp: B € B} on ilmselt loenduv. Paneme téhele, et A on
koikjal tihe. Toepoolest, kui z on hulga X suvaline element ja U on
punkti z iimbrus, siis leidub B € 8 nii, et x € B C U. Kuna selline B
ei ole tithihulk, siis zp € A. Seega xrp € AN U, mistottu ANU # @.
Jarelikult on C1 A = X. O

Naiide 1.1. 1) Suvaline metriseeruv topoloogiline ruum rahuldab esi-
mest loenduvuse aksioomi.
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2) Tavalise topoloogiaga R rahuldab teist loenduvuse aksioomi. Loen-
duva baasi moodustavad néiteks koikvoimalikud vahemikud kujul (¢ —
%, q+ %), kus ¢ € Q jan € N. Viimase lause pohjal on R separaabel.
Ruumi R separaablust voib ka otse nédidata, ruumi R koikjal tihedaks
loenduvaks alamhulgaks on néiteks Q.

3) Suvalisel metriseeruval topoloogial ei tarvitse leiduda loenduvat ba-
asi. Teame, et diskreetne topoloogia on metriseeruv, kuid diskreetse
topoloogia baas peab sisaldama koik {iheelemendilised alamhulgad. J&-
relikult ei saa mitteloenduva hulga diskreetse topoloogia iikski baas olla
loenduv.

4) Topoloogilist ruumi (R, 77..)) nimetatakse ka Sorgenfrey sirgeks. See
ruum on separaabel ja rahuldab esimest loenduvuse aksioomi, kuid ei
rahulda teist loenduvuse aksioomi. Punkti € R loenduvaks timbruste
baasiks sobib ilmselt B, = {[z,z + 2): n € N} hulk. Koikjal tihe-
daks loenduvaks hulgaks sobib (ilmselt) Q. Néitame veel, et (R, 7}..))
ei rahulda teist loenduvuse aksioomi, see oli iilesanne I.6.3. Olgu B
topoloogia 7.y baas. Fikseerime iga x € R korral B, € ‘5 nii, et
r € B, C [z,z + 1). Paneme téhele, et B, # B,, kui z,y € R ja
x # y. Seega ei saa B olla loenduv.)

Lause 1.2. Metriseeruv separaabel topoloogiline ruum rahuldab teist
loenduvuse aksioomi.

Toestus. Olgu (X, 7) metriseeruv separaabel topoloogiline ruum. Olgu
d vastav meetrika ja A hulga X loenduv koikjal tihe alamhulk. Néitame,
et B={B(a,1): a € A, n € N} on topoloogia 7 baas. Olgu U ruumi X
lahtine alamhulk ja x hulga U element. Kuna punkti x iimbruste baasi
moodustavad lahtised kerad keskpunktiga x, siis leidub kera B(z,r) C
U.Olgun € Njaae Asellised, et d(a,2) < + < 5. Siisz € Bla, 1) C
B(z,r) C U. Jarelikult on B topoloogia 7 baas. Kuna B on ilmselt
loenduv, siis (X, 7) rahuldab teist loenduvuse aksioomi. O

Jareldus 1.3. 1) Metriseeruv topoloogiline ruum on separaabel pa-
rajasti siis, kui ta rahuldab teist loenduvuse aksioomi.

2) Sorgenfrey sirge (R, 7}..)) ei ole metriseeruv, sest ta on separaabel,

kuid ei rahulda teist loenduvuse aksioomi.

Lause 1.4. (a) Separaabli topoloogilise ruumi pidev kujutis on sepa-
raabel.

(b) Olgu (X, 7x) ja (Y, 7y) topoloogilised ruumid ning olgu f: X — Y
pidev ja lahtine. Kui (X, 7x) rahuldab esimest (teist) loenduvuse
aksioomi, siis alamruum f(X) C Y rahuldab esimest (teist) loen-
duvuse aksioomi.

Téestus. Ulesanne. O
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Jareldus 1.5. 1) Kolm vaadeldavat omadust on topoloogilised oma-
dused.

2) Separaabli topoloogilise ruumi faktorruum on separaabel. (Vastav
loomulik faktorkujutus on pidev.)

3) Kui korrutisruum rahuldab mingit loenduvuse aksioomi, siis ka iga
komponentruum rahuldab sama loenduvuse aksioomi. (Projektsioon on
pidev ja lahtine.)

Lause 1.6. Esimest (teist) loenduvuse aksioomi rahuldava topoloo-
gilise ruumi alamruum rahuldab esimest (teist) loenduvuse aksioomi.

Toestus. Vahetu jareldus definitsioonist ja lausest II.1.5. U

Jareldus 1.7. Metriseeruva separaabli topoloogilise ruumi alamruum
on separaabel.

Toestus. Metriseeruva topoloogilise ruumi alamruum on metriseeruv!

g

Mirkus. Ulesanded néitavad, et separaabli topoloogilise ruumi alam-
ruum ei tarvitse tldiselt olla separaabel; separaabli topoloogilise ruumi
lahtine alamruum on separaabel.

Lause 1.8. (a) Kui topoloogilised ruumid (X, 7x) ja (Y, 7y) ra-
huldavad esimest (teist) loenduvuse aksioomi, siis korrutisruum
X x Y rahuldab esimest (teist) loenduvuse aksioomi;
(b) Kui topoloogilised ruumid (X, 7x) ja (Y, 7y) on separaablid, siis
korrutisruum X X Y on separaabel.

Toestus. (a) Teise loenduvuse aksioomi juht on lause II. 4.7 vahetu ja-
reldus. Esimese loenduvuse aksioomi juhul on toestuse skeem analoo-
giline.

(b) Ulesanne. O

*Mdrkus. 1) Pole raske kontrollida, et loenduva hulga esimest (teist)
loenduvuse aksioomi rahuldavate topoloogiliste ruumide korrutisruum
rahuldab esimest (teist) loenduvuse aksioomi. (Mitteloenduva hulga
teist loenduvuse aksioomi rahuldavate topoloogiliste ruumide korrutis-
ruum ei tarvitse rahuldada isegi esimest loenduvuse aksioomi.)

2) Separaablite ruumide korrutisruum on separaabel, kui indeksite hul-
ga voimsus ei iileta kontiinumi voimsust.

Naide 1.2. Kuna R on separaabel, siis R™ on separaabel mis tahes
n € N korral.

Naide 1.3. Kiéesolevas paragrahvis nagime, et separaabli topoloo-
gilise ruumi faktorruum on separaabel. Néitame, et esimest voi teist



55

loenduvuse aksioomi rahuldava topoloogilise ruumi faktorruum ei tar-
vitse rahuldada isegi esimest loenduvuse aksioomi.

Faktorruum R/[z ~ y Vz,y € N| ei rahulda esimest loenduvuse
aksioomi. Olgu ¢: R — R/ ~ vastav loomulik faktorkujutus. Oleta-
me, et {U,: n € N} on vaadeldava faktorruumi punkti [1] imbruste
baas. Iga n € N korral on ¢ '(U,) punkti n (isegi iga naturaalar-
vu) iimbrus. Olgu 0 < 7, < 1 selline, et B(n,r,) C ¢ '(U,). Kuna
q(B(n, ) G q(B(n,ry)) C Uy, siis U, ¢ q(B(n, 3+)). Tépsemalt, iiks-
ki U, ei sisaldu punkti [1] (lahtises) timbruses ¢(|J, .y B(n, 2)). Saime

neN 2
vastuolu.

*Ulesanne 17 (5 p). Téestada, et loenduva hulga separaablite topo-
loogiliste ruumide korrutisruum on separaabel. NB! Loenduvate hulka-
de korrutishulk ei pruugi olla loenduv, nt. {0, 1}" = JT,.{0,1} ei ole
loenduv.

Ulesanne 1.1. Téestada, et kui topoloogia mingi baas on loenduv,
siis selle topoloogia iga baas sisaldab loenduva baasi.

Ulesanne 1.2. Téestada, et (R, 7), kus 7 on kofiniitne topoloogia ei
rahulda esimest loenduvuse aksioomi. (Ta ei ole seega ka metriseeruv.)

Ulesanne 1.3. Olgu 71, 7 topoloogiad hulgal X, kusjuures 7 C 7.
Toestada, et kui (X, 72) on separaabel, siis ka (X, 71) on separaabel.

Ulesanne 1.4. Olgu (X, 7x) ja (Y, 7y) topoloogilised ruumid ning
olgu f: X — Y pidev ja lahtine. Toestada, et kui (X, 7x) rahuldab
esimest (teist) loenduvuse aksioomi, siis alamruum f(X) C Y rahuldab
esimest (teist) loenduvuse aksioomi.

Ulesanne 1.5. Tdestada, et separaabli topoloogilise ruumi pidev ku-
jutis on separaabel.

Ulesanne 1.6. Sorgenfrey tasand on kahe Sorgenfrey sirge korrutis-
ruum. Vaatleme korrutisruumi (R, 71..y) x (R, 7...y). Topoloogia baasiks
on siin B = {[a,b) X [¢,d): a,b,c,d € R, a < b, ¢ < d}. Tdestada, et
n.6. anti-diagonaal A = {(z, —z): = € R} ei ole vaadeldava korrutis-
ruumi separaabel alamruum.

Ulesanne 1.7. Toéestada, et separaabli topoloogilise ruumi lahtine
alamruum on separaabel.
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*Lindel6fi ruum.

Def 1.2. Hulga A katteks nimetatakse hulkade kogumit /C, mille kor-
ral A C Jgoer C- Hulga A katte K alamkatteks £ nimetatakse K sellist
alamkogumit, mis ise on hulga A kate.

Kui topoloogilise ruumi (X, 7) korral koosneb alamhulga A C X kate
7-lahtistest hulkadest, siis rddgitakse alamhulga A lahtisest kattest.

Oeldakse, et topoloogiline ruum (X, 7) on Lindeldfi ruum, kui hulga X
igast lahtisest kattest saab eraldada loenduva alamkatte.

Naiide 1.4. Topoloogia baas on vaadeldava topoloogilise ruumi (alu-
seks olev hulga) lahtine kate.

Lause 1.9 (Lindel6fi lemma, 1903). Teist loenduvuse aksioomi ra-
huldav topoloogiline ruum on Lindel6fi ruum.

Toestus. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja olgu B = {B,: n € N}
topoloogia 7 loenduv baas. Eeldame, et I on hulga X lahtine kate.
Olgu I = {i € N:3C € K B, C C}. Iga i € I korral fikseerime
vabalt C; € IC, mille korral B; C C;. Tahistame B = {B;: i € I} ja
L={C; € K:iel}. KuiB on kate hulgale X, siis ilmselt on seda ka
L.

Néitamegi, et B on kate hulgale X. Olgu x € X. Vaja on néiidata,
et © € B; mingi ¢ € I korral. Eelduse kohaselt leidub C' € K nii, et
x € C. Kuna C on lahtine, siis lause 1. 6.1 pohjal leidub selline 7 € N,
et x+ € B; C C. Viimane sisalduvus iitleb muuhulgas, et ¢ € I ehk
B; € B. OJ

Markus. Lindelofi originaaltulemus oli ilmselt sonastatud teisiti (vist
nii: reaalarvude mis tahes lahtine hulk on vahemike loenduv tihend).

Lause 1.10. Metriseeruv Lindelofi ruum rahuldab teist loenduvuse
aksioomi.

Téestus. Olgu (X, 7) metriseeruv Lindel6fi ruum ja d vastav meetrika.
Iga n € N korral on {B(z,1): 2 € X} hulga X lahtine kate; olgu K,
tema loenduv alamkate. Naitame, et B = (J, .y K, on topoloogia 7
baas. Fikseerime selleks vabalt U € 7 ja x € U. Leidub B(x,r) C U.
Olgu n € N selline, et 1/n < r/2. Leidub C' € K, nii, et z € C.
lmselt C' C B(x,r) ja seega x € C' C U. Jarelikult on B topoloogia 7
baas. 4

Lemma 1.11. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja olgu B topoloogia
7 mingi baas. Kui hulga X mis tahes lahtine kate baasi B hulkadest
sisaldab loenduva alamkatte, siis (X, 7) on Lindel6fi ruum.
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Toestus. Olgu K hulga X suvaline lahtine kate. Mis tahes lahtine hulk
on baasi B hulkade iihend, seega mis tahes lahtisel hulgal leidub baasi
B hulkadest kate. U

Niide 1.5. Sorgenfrey sirge (R, 77..)) on Lindel6fi ruum. Piisab néida-

ta, et hulga R lahtine kate kujul I = {[a;,b;): a;,b; € R, a; < b;, i € I}
sisaldab loenduva alamkatte. (Olgu K tépselt selline.)

Olgu C' = U, (ai, b;) ja A = R\ C. Vaatleme hulka C' C R tavali-
se topoloogiaga (s.0. R alamruumitopoloogiaga). Siis on C' meetriline
ruum, seega Lindel6fi ruum. Kusjuures vahemikud (a4, b;), ¢ € I, moo-
dustavad hulga C' lahtise katte. Sellest kattest saame eraldada loenduva
alamkatte (a;,b;), @ € J C I. Illmselt on [a;,b;), i € J, loenduv lahtine
kate hulgale C' esialgses topoloogilises ruumis.

Paneme téhele, et A on loenduv. Naitame seda. Mis tahes = € A korral
x = a;, mingi i, € I puhul; fikseerime vabalt y, € QN (a;,, b;, ). Saame
kujutuse A — Q, z +— y,. Selline kujutus on injektiivne, sest (on
rangelt kasvav:) z1,z9 € A ja 11 # x9 korral y,, < y,, (vastasel juhul
r1 < Ty < Y, < Yz, ja seega xo & A). Koik poolloigud kujul [a;, b;),
kusi € I jaa; € A, moodustavad ilmselt loenduva lahtise katte hulgale
A.

Kokkuvottes annavad poolldigud [a;, b;), kus i € I ja a; € A voii € J,
hulga R esialgse katte loenduva alamkatte. Jarelikult on Sorgenfrey
sirge Lindel6fi ruum.

Naide 1.6. Lindel6fi ruumide korrutisruum ei tarvitse olla Lindelofi
ruum. Néitame, et kahe Sorgenfrey sirge korrutisruum ehk Sorgenfrey
tasand ei ole Lindel6fi ruum. (Kuid on separaabel!) (Topoloogia baasiks
on siin B = {[a,b) X [¢,d): a,b,c,d € R, a < b, ¢ < d}.) Lihtne on
niha, et n.6. anti-diagonaal A = {(x, —z): z € R} on vaadeldava kor-
rutisruumi kinnine alamhulk. Hulga R x R lahtisel kattel, mis koosneb
hulgast R x R\ A ning kéikidest hulkadest kujul [a, a+1) X [—-a, —a+1),
kus a € R ei leidu loenduvat alamkatet, sest iihtki viimasel kujul olevat
hulka ei saa dra jatta, sest vastasel juhul jadks punkt (a — a) katmata.

Naide 1.7. Lindel6fi ruum, mis ei ole separaabel. Vaatleme hulka
X = RU{z}, kus x ei ole arv. Vaatleme hulgas X sellist topoloo-
giat 7, mis koosneb koikidest R alamhulkadest ja sellistest elementi x
sisaldavatest alamhulkadest, mille tdiendhulk on loplik. Topoloogiline
ruum (X, 7) ei ole separaabel. Téepoolest, mis tahes loenduv hulk ei
sisalda koiki reaalarve; iihest sellisest reaalarvust koosnev alamhulk on
lahtine. Aga (X, 7) on Lindel6fi ruum. Kui & on hulga X lahtine kate,
siis elementi x sisaldava lahtise hulga C' € IC tdiendhulk on I1oplik ja iga
taiendhulka kuuluva elemendi korral valime iihe lahtise hulga kattest
K. Koos hulgaga C' moodustavad need hulgad lopliku alamkatte.
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Ulesanne. 1) Olgu f: X — Y pidev kujutus. Toestada, et kui X on
Lindel6fi ruum, siis ka f(X) on Lindel6fi ruum.

2) Olgu X = [—1,1]ja7 = {U C P(X): 0 ¢ U voi (—1,1) C U}. Tées-
tada, et topoloogiline ruum (X, 7) on Lindel6fi ruum, ei ole separaabel
ja alamruum [—1,1] \ {0} ei ole Lindel6fi ruum.
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2. Eralduvusaksioomid. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum.
Kolmogorovi aksioom.

Def 2.1. Oecldakse, et topoloogiline ruum (X, 7) on Ty-ruum ehk
rahuldab Kolmogorovi aksioomi, kui hulga X mis tahes kahel erineval
punktil leidub vdhemalt tihel {imbrus, mis teist punkti ei sisalda, s.t.
kahel erineval punktil ei ole tépselt iihed ja samad iimbrused, s.t. mis

tahes z,y € X, x # y, korral « € Cl{y} voi y ¢ Cl{z}.
Naide 2.1. 1) Sierpinski ruum, ({0,1}, {@,{0},{0,1}), on Tj-ruum.

2) Triviaalse topoloogiaga (vihemalt kahe punktiga) ruum ei ole Tp-
ruum.

3) Semimeetrika on meetrika parajasti siis, kui vastav topoloogiline
ruum on Tp-ruum. (Vt. vastavat tilesannet.)

Fréchet’ aksioom.

Def 2.2. Ocldakse, et topoloogiline ruum (X,7) on Ty-ruum ehk
rahuldab Fréchet’ aksioomi, kui hulga X mis tahes kahe erineva punkti
korral leidub kummalgi imbrus, mis teist punkti ei sisalda, s.t. mis
tahes z,y € X, x # y, korral = € Cl{y} jay ¢ Cl{z}.

Mdrkus. Tlmselt on iga Ti-ruum ka Ty-ruum.

Niide 2.2. 1) Diskreetne ruum on 73-ruum.

2) Kofiniitse topoloogiaga hulk on 73j-ruum. Koloenduva topoloogiaga
hulk on 7T’-ruum. Sorgenfrey sirge (R, 71..y) on 7}-ruum.

3) Iga meetriline ruum on 7j-ruum.

4) Sierpinski ruum ei ole 7}-ruum. (On kaks tildisemat klassi topoloogi-
lisi ruume, mis ei ole Ti-ruumid, kuid on Ty-ruumid. Olgu hulgas X
vihemalt kaks elementi ja x € X. Olgun ={U C X: 2z € U voi U =
gljam={U C X: 2z ¢ Uvoi U = X}. Topoloogilised ruumid (X, 77)
ja (X, 1) ei ole Ti-ruumid, kuid on Ty-ruumid.)

Lause 2.1. Topoloogiline ruum on 7j-ruum parajasti siis, kui tema
koik iihepunktilised alamhulgad on kinnised.

Téestus. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum.

Eeldame, et (X, 7) on Tj-ruum ja olgu z € X. Alamhulk X \ {z} on
lahtine, sest punktil y € X \ {z} leidub punkti x mittesisaldav imbrus
U,. Jérelikult on {z} kinnine.

Kui z,y € X jax # vy, siis X \ {2} on punkti y (lahtine) timbrus, mis
ei sisalda punkti x, ja X \ {y} on punkti = (lahtine) imbrus, mis ei
sisalda punkti y. Jérelikult on (X, 7) Tj-ruum. O
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Jareldus 2.2. Topoloogiline ruum on 7}-ruum parajasti siis, kui te-
ma koik loplikud alamhulgad on kinnised.

Jareldus 2.3. Loplik hulk koos mingi topoloogiaga on T}-ruum pa-
rajasti siis, kui vaadeldav topoloogia on diskreetne.

Lause 2.4. Topoloogiline ruum on 7j-ruum parajasti siis, kui tema
mis tahes punkti kdigi (lahtiste) iimbruste iihisosa on {ihepunktiline,
s.t. topoloogiline ruum (X, 7) on Tj-ruum parajasti siis, kui tema iga
punkti x koigi (lahtiste) timbruste iihisosa on {x}.

Toestus. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum.

Eeldame, et (X, 7) on Tj-ruum ja olgu x € X. Suvalise y € X, y # =,
korral on X \ {y} punkti z @imbrus. Seega y ei kuulu punkti z igasse
iimbrusse.

Eeldame, et hulga X iga punkti koigi iimbruste iihisosa on iihepunk-
tiline. Olgu z,y € X, kusjuures z # y. Kui y € Cl{z}, siis punkti y
iga timbrus sisaldab punkti x (punkti y iga timbrus 16ikab hulka {z}).
Seega = kuulub punkti y igasse {imbrusse, mis on vastuolu eeldusega.
Jarelikult on hulga X koik iihepunktilised alamhulgad kinnised. U

Hausdorfhi aksioom.

Def 2.3. Oeldakse, et topoloogiline ruum (X,7) on Th-ruum ehk
Hausdorffi ruum, kui hulga X mis tahes kahel erineval punktil leiduvad
16ikumatud {imbrused, s.t. mis tahes x,y € X, x # vy, korral leiduvad
punkti x timbrus U ja punkti y imbrus V nii, et UNV = @.

Mdrkus. 1) llmselt on iga To-ruum ka 73-ruum.
Niide 2.3. 1) Iga meetriline ruum on Hausdorfhi ruum.
2) Sorgenfrey sirge on Hausdorffi ruum, mis ei ole metriseeruv.

3) Kofiniitse topoloogiaga R (voi kofiniitse topoloogiaga suvaline 16p-
matu hulk) ei ole Hausdorffi ruum.

Lause 2.5. Topoloogiline ruum (X, 7) on Hausdorffi ruum parajasti
siis, kui ruumis (X, 7) mis tahes koonduval perel leidub parajasti iiks
piirvaartus.

Toestus. Olgu (X, 7) Hausdorffi ruum. Olgu hulga X pere (z4)ac.4 plir-
vaartused x ja y. Kui x # y, siis leiduvad neil 16ikumatud iimbrused
U ja V. Uhelt poolt leidub a; € A nii, et a; < a (a € A) korral
xq € U. Teisalt, leidub ay € A nii, et ap < a (o € A) korral z, € V.
Suunatuse tottu leidub o € A nii, et ay,as < a. Niid z, € UNV,
mis on vastuolu.

Eeldame, et hulga X igal perel leidub ilimalt iiks piirvaartus. Olgu
x,y € X, x # y. Oletame, et punktidel z ja y ei leidu loikumatuid
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iimbrusi. Vaatleme punkti x koigi imbruste hulga 91, ja punkti y koigi
timbruste hulga 91, korrutishulka 91, x N, suunatud hulgana: U; x V; <
Uy x V4 parajasti siis, kui Uy D Uy ja Vi D V;. Fikseerime punkti x
timbruse U ja punkti y timbruse V korral zyy € U NV. Saame pere,
mille piirvddrtused on x ja y. See on vastuolus eeldusega. Jarelikult on
(X, 7) Hausdorffi ruum. d

Naide 2.4. Topoloogiline ruum, mis ei ole Hausdorffi ruum, kuid mil-
le igal jadal leidub iilimalt {iks piirvaértus. Vaatleme hulka R koloendu-
va topoloogiaga. (Kofiniitne topoloogia peaks ka siin sobima.) Ilmselt
ei ole see ruum Hausdorffi ruum, sest iga punkti timbruse taiendhulk
peab olema loenduv. Vaadeldavas ruum on 7j-ruum ja temas koondu-
vad parajasti statsionaarsed jadad, seega (vt. vastavat iilesannet) on
iga koonduva jada piirvaartus iihene. (Sellist topoloogilist ruumi, mil-
les igal koonduva jada piirvaartus on iihene, nimetatakse U.S-ruumiks.
Pole raske néha, et selline ruum on 7j-ruum. Vt. vastavat iilesannet. )

Lause 2.6. Topoloogiline ruum (X, 7) on Hausdorffi ruum parajasti
siis, kui n.6. diagonaal A = {(z,z): x € X} on korrutisruumi X x X
kinnine alamruum.

Toestus. Diagonaal A on korrutisruumi kinnine alamhulk parajasti siis,
kui mis tahes z,y € X, z # y, korral leiduvad hulgas X lahtine U > x
ja lahtine V' 3 y nii, et U x VN A = @ ehk punktidel x ja y leiduvad
loikumatud timbrused. O

*Ulesanne 18 (5 p). Olgu hulga X topoloogia 7 indutseeritud ku-
jutuste f;: X — Y; poolt, kus iga (Y;,7;) on T,,-ruum (n = 0,1,2) ja
i € I (vt. *¥il. 5). Toestada, et kui iga x1, 29 € X korral leidub i € I
nii, et f;(x1) # f(x2) (s.t. vaadeldavad funktsioonid eraldavad hulga X
punktid), siis (X, 7) on T),-ruum.

Jareldada sellest, et T,,-ruumide (n = 0, 1, 2) suvaline korrutisruum on
T,,-ruum.

Ulesanne 2.1. Toestada, et (a) Ty-ruumi alamruum on Ty-ruum; (b)
To-ruum on tugevama topoloogia suhtes Tp-ruum; (c) kui (X, 7x) on
To-ruum ja f: X — Y on lahtine ja injektiivne, siis f(X) C Y on
To-ruum.

Ulesanne 2.2. Toestada, et semimeetriline ruum on meetriline ruum
parajasti siis, kui vastav topoloogiline ruum on 7j-ruum.

Ulesanne 2.3. Toestada, et (a) Ty-ruumi alamruum on T}-ruum; (b)
Ti-ruum on tugevama topoloogia suhtes Ti-ruum; (¢) kui (X, 7x) on
Ti-ruum ja f: X — Y on lahtine ja injektiivne, siis f(X) C Y on
T-ruum.
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Ulesanne 2.4. Olgu (X, 7y) topoloogiline ruum. Téestada, et kui
hulga X erinevate punktide x; ja x5 korral leidub 7i-ruum Y ja pidev
kujutus f: X — Y nii, et f(z1) # f(x2), siis (X, 7x) on T3-ruum.

Ulesanne 2.5. Olgu (X, 7x) Ti-ruum. Téestada, et kui f: X — Y
on kinnine, siis f(X) C Y on 7j-ruum.

Ulesanne 2.6. Olgu (X, Tx) triviaalse topoloogiaga topoloogiline ruum
ja (Y, 7y) Ti-ruum. Toestada, et kui f: X — Y on pidev, siis f on
konstantne.

Ulesanne 2.7. Mis on kdige viiksem topoloogia 7 hulgal X nii, et
(X, 7) on Tj-ruum. Népuniide. Kofiniitne topoloogia.

Ulesanne 2.8. Tdestada, et topoloogilise ruumi (X, 1) faktorruum
X/R on Ti-ruum parajasti siis, kui iga ekvivalentsiklass [z] (z € X) on
hulga X kinnine alamhulk.

Ulesanne 2.9. Téestada, et Ti-ruumi alamhulga A piirpunkti iga
timbrus sisaldab 16pmata palju A elemente.

Ulesanne 2.10. Toestada, et Tj-ruumi statsionaarsel perel leidub
parajasti iiks piirvaartus.

Ulesanne 2.11. Téestada, et topoloogiline ruum on 7j-ruum, kui
tema igal koonduval jadal leidub tépselt iiks piirvaartus.

Ulesanne 2.12. Toéestada, et (a) Th-ruumi alamruum on Th-ruum;
(b) Ty-ruum on tugevama topoloogia suhtes To-ruum; (c) kui (X, 7x)
on Ty-ruum ja f: X — Y on lahtine ja injektiivne, siis f(X) C Y on
T5-ruum.

Ulesanne 2.13. Olgu f ja ¢ pidevad kujutused topoloogilisest ruumist
X Hausdorffi ruumi Y. Toestada, et {x € X: f(z) = g(z)} on kinnine.

Ulesanne 2.14. Olgu (X, 7) Hausdorffi ruum. Olgu f: X — X pidev
kujutus. Néidata, et kujutuse f piisipunktide hulk {x € X: f(x) =z}
on kinnine.

Ulesanne 2.15. Olgu f ja g pidevad kujutused topoloogilisest ruumist
X Hausdorffi ruumi Y. Olgu A C X koikjal tihe, s.t. C1 A = X. Toes-
tada, et kui f(a) = g(a) iga a € A korral, siis f = g.

Ulesanne 2.16. Téestada, et topoloogiline ruum (R, 7), kus 7 on
kofiniitne topoloogia ei ole metriseeruv. Napunéide. Vaadelda jada x,, =
1/n, n € N. Iga x € R on selle jada piirvddrtus, seega pole vaadeldav
topoloogiline ruum Hausdorffi ruum.

Ulesanne 2.17. Toéestada, et faktorruum [0,4]/[z ~ y Vz,y € (2,3)]
ei ole Hausdorffi ruum. Napunéaide. Néidata, et faktorruumi punktidel
2] ja [3] puuduvad l6ikumatud timbrused.
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3. Regulaarsed ja normaalsed ruumid.

Def 3.1. Topoloogilist ruumi (X, 7) nimetatakse regulaarseks, kui
mis tahes x € X ja mis tahes kinnise ' C X, z ¢ F', korral leiduvad
loikumatud lahtised hulgad U ja V nii, et x € U ja F' C V.

Regulaarset Hausdorffi ruumi nimetatakse Ts-ruumiks.

Mdrkus. Tlmselt on regulaarne Ti-ruum Hausdorffi ruum, seega T3-
ruum. (Seega 7)-ruum, mis ei ole Th-ruum, ei sa olla regulaarne.) Pole
raske naha, et juba regulaarne Ty-ruum on Hausdorffi ruum. Toepoo-
lest, olgu (X, 7) regulaarne Ty-ruum. Olgu x,y € X, z # y. Eeldame,
et © ¢ Cl{y}. Regulaarsuse tottu leiduvad loikumatud lahtised hulgad
UjaV nii, et x € U ja Cl{y} C V. Kuna U on punkti z timbrus ja V
on punkti y timbrus, siis (X, 7) on Hausdorffi ruum.

Monikord defineeritaksegi T3-ruum, kui regulaarne Ti-ruum voi Tg-
ruum.

NB! Eksisteerib kaks parallelset sisu moistetele regulaarne topoloogiline
ruum ja T3-ruum — vaadeldud tdhenduse korval eksisteerib késitlus,
kus nende kahe moiste sisu on omavahel vahetatud. Meie valiku puhul
on T3-ruum ilmselt To-ruum; teisel juhul ei pruugi see nii olla!

Niide 3.1. 1) Regulaarne topoloogiline ruum ei pruugi olla Haus-
dorffi ruum ega isegi To-ruum. Vaatleme néiteks hulka X = {a,b, ¢} ja
temal topoloogiat 7 = {@, {a}, {b, ¢}, X}. Sel juhul on iga lahtine hulk
parajasti ka kinnine. Seega on (X, 7) regulaarne, kuna aga punktidel b
ja ¢ on tépselt samad timbrused, siis pole ta Ty-ruum. (Pohimotteliselt
sobib selliseks néiteks ka triviaalse topoloogiaga vihemalt kahepunkti-
line hulk.)

2) Hausdorfhi ruum, mis ei ole regulaarne. Vaatleme hulka R. Aga teeme
tavalise topoloogia peenemaks. Olgu 7 vahim selline topoloogia hulgal
R, mille suhtes tavalises topoloogias lahtistele hulkadele lisaks on lah-
tine ka Q. Seega on I = R \ Q kinnine. Kui I C U mingi 7-lahtise
U C R korral, siis CL, U = R. Seega ei leidu iihelgi punktil ¢ € Q
lahtist iimbrust V nii, et UNV = @.

3) Iga metriseeruv topoloogiline ruum on regulaarne. (Ulesanne.)
4) Tga diskreetne topoloogiline ruum on regulaarne.

5) Sorgefrey sirge on regulaarne. (Ulesanne.)

6) Sierpinski ruum ei ole regulaarne.

Lause 3.1. Topoloogiline ruum on regulaarne parajasti siis, kui tema
mis tahes punkti timbrus sisaldab selle punkti kinnise timbruse ehk igal
punktil leidub kinnistest hulkadest iimbruste baas.
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Toestus. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Eeldame, et ta on regulaarne.
Olgu z € X jaolgu U punkti = lahtine timbrus. Seega on X \ U kinnine
jax & X \ U. Regulaarsuse tottu leiduvad lahtised hulgad V' ja W nii,
et VAW =g, ze€VijaX\UcCW. Jarelikult V. X\ W C U.
Kuna X \ W on kinnine, siis C1V C X\ W. Kokkuvottes oleme leidnud
punkti x kinnise iimbruse C1V C U.

Eeldame niiiid, et iga punkti x € X timbrus sisaldab punkti x kinnise
timbruse. Néitame, et (X, 7) on regulaarne. Olgu z € X jaolgu FF C X
kinnine, kusjuures = ¢ F. Seega on X \ F' punkti = (lahtine) timbrus.
Olgu V C X \ F punkti z kinnine timbrus. Jarelikult on FF C X \ V|
kusjuures X \ V on lahtine. Lopetuseks votame vabalt V' seest punkti
x lahtise iimbruse. U

Jareldus 3.2. Topoloogiline ruum (X, 7) on regulaarne parajasti siis,
kui mis tahes x € X ja kinnise F' C X, x € F, korral leidub punkti x
kinnine iimbrus U nii, et U N F = &.

Téestus. Ulesanne. O

Def 3.2. Topoloogilist ruumi (X, 7) nimetatakse normaalseks, kui te-
ma mis tahes kahe loikumatu kinnise alamhulga F' ja G korral leiduvad
I6ikumatud lahtised hulgad U ja V nii, et FF C U ja G C V.

Normaalset Hausdorfli ruumi nimetatakse Ty-ruumiks.
Mirkus. Normaalne Hausdorffi ruum on ilmselt regulaarne.

Normaalne Ti-ruum on Hausdorffi ruum, seega T)-ruum. Normaalne
To-ruum ei pruugi olla T;-ruum.

NB! Eksisteerib kaks parallelset sisu moistetele normaalne topoloogiline
ruum ja Ty-ruum — vaadeldud tdhenduse korval eksisteerib késitlus,
kus nende kahe moiste sisu on omavahel vahetatud. Meie valiku puhul
on Ty-ruum ilmselt T3-ruum; teisel juhul ei pruugi see nii olla!

Naiide 3.2. 1) Sierpinski ruum on (triviaalselt) normaalne aga ei ole
regulaarne.

2) Iga metriseeruv ruum on normaalne. (Ulesanne.)
3) Sorgenfrey sirge on normaalne. (Ulesanne.)

4) Sorgenfrey tasand ei ole normaalne. On voimalik néidata (see pole
péris lihtne), et Sorgenfrey tasandi kinniste alamhulkade A = {(z, —z): x €
Q}ja B = {(x,—x): x € R\Q} korral ei leidu 16ikumatuid lahtisi hulki
UjaVni,et ACU jaBCV.

*Ulesanne 19 (5 p). Toestada, et Sorgenfrey tasand ei ole normaal-
ne.

Lause 3.3. Topoloogiline ruum (X, 7) on normaalne parajasti siis,
kui mis tahes kinnise A C X ja hulka A sisaldava lahtise U C X korral
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leidub lahtine V' C X nii, et
AcV cClV cU.

Toestus. =. Eeldame, et (X, 7) on normaalne topoloogiline ruum. Olgu
A C X kinnine ja U C X lahtine, kusjuures A C U. Normaalsuse
tottu leiduvad kinniste hulkade A ja B = X \ U léikumatud lahtised
iilemhulgad V' ja W. Kuna V' C X \ W ja viimane on kinnine, siis
ClV c X \ W. Kokkuvottes saamegi

ACVcCClVcCcX\WcCU.

<. Olgu A ja B hulga X loikumatud kinnised alamhulgad. Votame
U = X\ B ja leiame lahtise hulga V nii,et A C V C C1V C U. Ilmselt
on X \ C1V lahtine hulk ning B tema alamhulk. U

*Ulesanne 20 (5 p). Toestada, et teist loenduvuse aksioomi rahul-
dav regulaarne topoloogiline ruum on normaalne. (Uldisem tulemus on:
regulaarne Lindel6fi ruum on normaalne.)

Ulesanne 3.1. Téestada, et regulaarsus on topoloogiline omadus.

Ulesanne 3.2. Taéestada, et topoloogiline ruum (X, 7) on regulaarne
parajasti siis, kui mis tahes © € X ja kinnise F' C X, = € F, korral
leidub punkti z kinnine iimbrus U nii, et U N F' = &.

Ulesanne 3.3. Toestada, et iga metriseeruv topoloogiline ruum on
regulaarne. Jarelikult on iga metriseeruv topoloogiline ruum 75-ruum.

Ulesanne 3.4. Toestada, et Sorgenfrey sirge on regulaarne. Jéreli-
kult on Sorgenfrey sirge T3-ruum.

Ulesanne 3.5. Toestada, et regulaarse ruumi alamruum on regulaar-
ne. Kas T3-ruumi alamruum on 73-ruum?

Ulesanne 3.6. Toestada, et korrutisruum on regulaarne parajasti
siis, kui tegurid on regulaarsed. (Vo6ib piirduda kahe ruumi korrutisega.)

Ulesanne 3.7. Olgu (X, 7) Ts-ruum ja F C X kinnine. Téestada, et
faktorruum X/[x ~y Vz,y € F| on Hausdorffi ruum.

Ulesanne 3.8. Tdestada, et Ty-ruumi mis tahes kahel erineval punk-
til leiduvad loikumatud kinnised iimbrused.

Ulesanne 3.9. Olgu X mingi hulk ja z € X. Tdestada, et
T={UCX:U=XvoizgU}

korral on (X,7) normaalne topoloogiline ruum, mis ei ole Hausdorffi
ruum.

Ulesanne 3.10. Toestada, et normaalse ruumi alamruum on nor-
maalne. Kas Ty-ruumi alamruum on 7;-ruum?
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Ulesanne 3.11. Téestada, et iga metriseeruv topoloogiline ruum on
normaalne.

Ulesanne 3.12. Téestada, et Sorgenfrey sirge on normaalne.

Ulesanne 3.13. Olgu (X, 7x), (Y,7y) topoloogilised ruumid, kus-
juures (X, 7y) olgu normaalne. Toestada, et kui f: X — Y on pidev,
kinnine ja siirjektiivne, siis Y on normaalne.

Ulesanne 3.14. Téestada, et kui korrutisruum on normaalne, siis
tegurid on normaalsed. (Vastupidine implikatsioon iildiselt ei kehti.)
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Taiendav materjal.

Teoreem 3.4 (Urysohn’i lemma). Kui (X, 7) on normaalne topoloo-
giline ruum ning A, B C X on loikumatud ja kinnised, siis leidub pidev
funktsioon f: X — R nii, et f(z) =0iga x € A korral ja f(z) =1 iga
x € B korral. Sellise funktsiooni saab valida nii, et f(X) C [0, 1].

Toestus. Olgu A ja B loikumatud kinnised alamhulgad normaalses to-
poloogilises ruumis (X, 7). Olgu U; = X \ B. Normaalsuse tottu leidub
lahtine U 1 nii, et

ACU%CCIU%CUL

Veel kord normaalsust kasutades leiame lahtised Ui Cc XjaU s C X
nii, et

AcUi CClUi CU%CCIU%CU%CCIU%CUL

Jétkates analoogiliselt saame iga o € A = {ft: m,n € N, m < 2"}
korral U, nii, et A C U, C ClU, C Uy, kusjuures C1U, C Upg, kui
a< fjape A

Defineerime f: X — [0, 1] jargmiselt
infla € A: x € Uy}, kuiz e, Ua,
B T

1, vastasel juhul.

lmselt f(z) = 0, kui z € A, ja f(x) = 1, kui € B. Lopetuseks
néitame, et f on pidev.

1. Olgu 0 < a < 1. Niitame, et f~'((a, 1]) on lahtine. Paneme téhele,
et € X korral

a< f(x) <1 <= Jac A a<a, z¢&ClU,.
Seega on f'((a,1]) = U,cpes X \ C1U, lahtine.

2. Olgu 0 < b < 1. Néitame, et f~!([0,b)) on lahtine. Paneme téhele,
et

0< f(z)<b < Jac A a<b zcl,.
Seega on f71([0,)) = U 5,5 Ua lahtine.

3. Kui (a,b) C [0,1] (a < b), siis f~((a,0)) = f71([0,0) N (a,1]) =
F74[0,0)) N f~((a, 1]) on samuti lahtine.

Jarelikult on f pidev. O

Mirkus. Urysohni lemmas kehtib ka vastupidine implikatsioon. Olgu
A ja B kinnised alamhulgad. Olgu f: X — [0,1] pidev ja f(z) = 0,
kui z € A, ja f(z) = 1, kui z € B. Kuna [0,1) ja (3,1] on [0,1]
lahtised 16ikumatud alamhulgad, siis f~1([0, 3)) ja f~(3,1]) on hulga
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X lahtised loikumatud alamhulgad, kusjuures A C f~1([0,3)) ja B C
51D

Teoreem 3.5 (Urysohn’i metriseeruvusteoreem). Teist loenduvuse
aksioomi rahuldav T5-ruum on metriseeruv.

Toestuse skeem. Urysohni lemma pohjal saame leida sellised pidevad
funktsioonid f,: X — [0,1], n € N, et mis tahes 2 € X ja tema
iimbruse U korral

dneN fn(x>>0 ja fn|X\U:O

(Eeldame, et topoloogia loenduv baas 8. Sellised funktsioonid f,, lei-
takse nii, et regulaarsuse tottu saame leida By, By € B nii, et z €
By c C1B, € By € C1By C U. Urysohni lemma pohjal leiame f nii,
et flas, =1ja flx\p =0.)

Niitame, et X on homdomorfne metriseeruva korrutisruumi RY alam-
ruumiga.

Vaatleme f: X — RN, 2+ (fi(2), f2(z),...). Selge on, et f on pidev
ja injektiive (vahetu kontroll; selle jaoks on vaja, et ruum on Hausdorfhi
ruum).

Lopetuseks piisab néidata, et lahtise U C X korral on f(U) alam-
ruumis f(X) lahtine. Olgu y € f(U). Olgu = € X selline, et f(z) = y.
Olgu n € N selline, et f(z) > 0 ja f|lx\v = 0. Olgu m,: RY — R loo-
mulik projektsioon n-ndale tegurile. Votame V = 7, 1((0, 00)). Siis on
V lahtine ja f(X) NV C f(U). O

Regulaarsus ja normaalsus on olulised omadused pidevate kujutuste
(pideval) jatkamisel.

Teoreem 3.6. Olgu (X, 7x) ja (Y, 7y) topoloogilised ruumid, kus-
juures (Y, 7y) Tz-ruum. Olgu A C X koikjal tihe. Selleks, et pideval
kujutusel f: A — Y leiduks pidev jatk f: X — Y on tarvilik ja piisav,
et

VeeX Fy, €Y ay, €A ay— 2 = [f(aa) = Y-

Sel juhul on jatk f ithene.

Toestus. Jatk f on tihene, sest Y on Hausdorfi ruum. (Meil oli ka
vastav tilesanne: kui Hausdorffi ruumi tegutsevad kujutused langevad
kokku koikjal tihedal hulgal, siis ei ole tegu erinevate kujutustega.)

=. Olgu f kujutuse f pidev jitk. Kui z € X, siis votame y, = f(x).

<. Defineerime z € X korral f () = y,. [lmselt on f kujutuse f jitk.
Néitame, et f on pidev punktis z. Olgu V' punkti f(x) kinnine timbrus.
Leidub punkti  timbrus U nii, et f(ANU) C V. Paneme téhele, et
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A~

f(U)CcClf(ANU) C V. Toepoolest, z € U korral olgu (a,) hulga A
elementide pere, mis koondub punktiks z; siis

f(z) = liénf(aa) e Clf(ANVU).
U

Teoreem 3.7 (Tietze jétkuteoreem). Kui A on kinnine alamhulk
Ty-ruumis (X, 7), siis pideval kujutusel f: A — R leidub pidev jatk
F: X =Y.

Toestus. Me ei toesta seda siin. Margime vaid, et see on lisnagi vahetult
jareldatav Urysohni lemmast. U
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4. Kompaktsed ruumid. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum.

Def 4.1. Hulga X alamhulga E lahtine kate on selline hulga X lah-
tiste alamhulkade kogum, mille iihend sisaldab hulka F.

Oeldakse, et hulga X alamhulk E on kompaktne, kui E mis tahes lahti-
sest kattest saab eraldada lopliku lahtise katte, s.t. lopliku alamkogumi,
mille {ithend sisaldab hulka E. Kui X on kompaktne, siis 6eldakse, et
topoloogiline ruum (X, 7) on kompaktne.

Lause 4.1. Hulga X alamhulk £ on kompaktne parajasti siis, kui ta
on kompaktne alamruumina.

Téestus. Ulesanne. O

Niide 4.1. 1. R ei ole kompaktne. Lahtisest kattest (z — 1,z + 1),
x € 7, ei saa eraldada loplikku katet.

2. (0,1] ei ole kompaktne. Lahtisel kattel {(1/n,1]: n € N} ei leidu
loplikku alamkatet.

3. Triviaalne topoloogiline ruum on kompaktne.

4. Diskreetne topoloogiline ruum on kompaktne parajasti siis, kui selle
aluseks olev hulk on 16plik.

Teoreem 4.2 (Heine-Borel’i-Lebesgue’i teoreem). Olgu n € N ja
E C R™ Alamhulk E on kompaktne parajasti siis, kui £ on kinni-
ne ja tokestatud.

Téestus. Toestuse esitame juhul n = 1. Uldine juht teha analoogiliselt
ISE.

=. Olgu £ C R kompaktne. Néitame, et E on tokestatud. Hulkade
U,=(r—1,z+1), x € F, kogum on alamhulga E lahtine kate. Olgu
r1,...,2, € E sellised, et E C |J;_, Uy,. Jérelikult on E tokestatud,
sest £ C [-M, M], kus M = max{|z;|+1:i=1,...,n}.

Néitame, et F on kinnine ehk Cl1E = FE. Oletame, et x € C1E \ E.
Néitame, et hulga E lahtisel kattel V, = R\ [z — %,x + %], k € N,
ei leidu loplikku alamkatet. Oletame, et ki,...,k, € N korral £ C
Ui Vi = RANL [o — ¢, 2+ ] Vottes k = max{ky, ..., k,} ndeme,
et E C R\ [z — 1,2z + 1], mistottu ¢ ClE. Vastuolu tottu on E
kinnine.

<. Olgu E C R kinnine ja tokestatud. Naitame, et £ on kompaktne.
Kuna E on tokestatud, siis leiduvad sellised a,b € R, a < b, et E C
la,b]. 1) Vaatleme juhtu, kus £ = [a,b]. Olgu K hulga E lahtine kate.
Téhistame d = sup{c € [a,b]: 16igul [a, ¢| leidub K 16plik alamkate}.
Ka 16igul [a,d] leidub K loplik alamkate (ISE!). Kui a < d < b, siis
saame vastuolu d tdhendusega. Olgu d € U € K. Mingi € > 0 korral
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a<d—e<d+e<bljald—e,d+e] CU. Niiid on selge, et hulgal
la,d + €] leidub K 16plik alamkate, niiteks lisades vajadusel U hulga
la, d — €] 16plikule kattele. Kuna a < d, siis d = b.

2) Vaatleme nitiiid ildist juhtu E' C [a,b]. Olgu K hulga E lahtine kate.
Lisame kogumile C lahtise hulga R \ F ja saame [a,b] lahtise katte,
millest 1) pohjal saame eraldada 16pliku alamkatte. Jatame saadud
alamkattes dra hulga R\ F' (kui see iildse alamkattes on) ja saame hulga
E' lahtise katte IC 1opliku alamkatte. Jarelikult on £ kompaktne.  [J

Lause 4.3. Kompaktse topoloogilise ruumi kinnine alamhulk on kom-
paktne.

Téestus. Olgu (X, 7) kompaktne topoloogiline ruum ning olgu £ C X
kinnine. Olgu K alamhulga E' lahtine kate. Lisame kogumile /C lahti-
se hulga X \ E. Saame hulga X lahtise katte, millest saame eraldada
1opliku alamkatte. Jatame saadud alamkattes dra hulga X \ F (kui see
tildse alamkattes on) ja saame hulga F lahtise katte K lopliku alam-
katte. Jarelikult on F kompaktne. O

Lause 4.4. Hausdorffi ruumi kompaktne alamhulk on kinnine.

Toestus. Olgu (X, 7) Hausdorffi ruum ja olgu £ C X kompaktne. Nai-
tame, et F on kinnine. Voime eeldada, et F # @. Niitame, et X \ F on
lahtine. Olgu = € X \ E. Otsime punkti x imbrust, mis ei 16ika hulka
E. Iga e € E korral leiame punkti e lahtise timbruse U, ja punkti x
imbruse V¢ nii, et U, NV, = &. Hulga E lahtisest kattest U,, e € E,
eraldame 16pliku alamkatte U, ..., Ue,. Ilmselt on (), V¥ punkti =
sobiv timbrus. U

Niide 4.2. Uldiselt ei pruugi kompaktne alamhulk kinnine olla. Vaat-
leme néiteks hulka R kofiniitse topoloogiaga. Iga £ C R on selle topo-
loogia suhtes kompaktne, kuid kinnisteks hulkadeks on parajasti lopli-
kud hulgad.

Lause 4.5. Olgu (X, 7x), (Y, 7v) topoloogilised ruumid. Olgu f: X —
Y pidev ja siirjektiivne. Toestada, et kui (X, 7x) on kompaktne, siis
(Y, 7v) on kompaktne.

Toestus. Olgu K hulga Y lahtine kate. Kujutuse f pidevuse tottu on
f~YV), V € K, hulga X lahtine kate, millest eraldame 16pliku alam-
katte f~1(V;), i = 1,...,n. Kuna f on siirjektiivne, siis Y = f(X) =
FUL V) =UiL f1(V) = UL Vi O

Mdrkus. Viimase lause pohjal on kompaktsus on topoloogiline omadus.

Jareldus 4.6. Kui f: X — Y on pidev ja E C X on kompaktne, siis
f(F) C Y on kompaktne.
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Toestus. See on vahetu jareldus; vaadelda pidevat siirjektiivset kuju-
tust fI5: E — f(E). O

Naiide 4.3. (0, 1] 22 [0, 1], sest iiks neist on kompaktne ja teine ei ole
kompaktne.

Teoreem 4.7. Olgu (X, 7x) ja (Y, 7y) topoloogilised ruumid. Olgu
f: X — Y bijektiivne ja pidev. Kui (X, 7x) on kompaktne ja (Y, 7y)
on Hausdorfi ruum, siis on f homoomorfism.

Toestus. Toestus on (lihtne) iilesanne. Néidata, et f on kinnine, s.t.
iga kinnise £ C X kujutis f(F) C Y on kinnine. O

Mirkus. Viimast tulemust saame kasutada néiteks faktorruumide tee-
ma juures toodud faktorruumiga homoomorfsete topoloogiliste ruumi-
de néidete pohjendamisel.

Teoreem 4.8. Kompaktne Hausdorffi ruum on normaalne.

Téoestus. 1) Kompaktne Hausdorffi ruum on regulaarne. Olgu F' C X
kinnine jay € X,y € F. Igax € F korral leiduvad 1oikumatud lahtised
hulgad U,,V* C X nii, et x € U, jay € V*. Nonda saame hulga
F' lahtise katte U,, x € F', millest kompaktsuse tottu saame eraldada
16pliku alamkatte U, ..., U,,. Votame U = |J;_, Uy, ja V =, V*.
Seega on U ja V' loikumatud lahtised hulgad, kusjuures F' C U jay € V.

2) Kompaktne (regulaarne) Hausdorffi ruum on normaalne. Olgu F, G C
X kinnised ja loikumatud. Regulaarsuse tottu saame iga = € F korral
leida loikumatud lahtised hulgad U, ja V* nii,et x € U jaG C V*. Non-
da saame hulga F' lahtise katte U,, v € F', millest kompaktsuse tottu
saame eraldada 16pliku alamkatte U,,, ..., U,,. Votame U = (J;_, U,
jaV =, V*.Seega on U ja V léikumatud lahtised hulgad, kusjuu-
res FCUjaGCV. O

Jareldus 4.9. Olgu (X, 7) kompaktne Hausdorffi ruum. Olgu F' C X
kinnine ja U C X lahtine, kusjuures F' C U. Leidub lahtine V C X
nii, et ¥ CV C C1V C U, kusjuures C1V on kompaktne.

*Ulesanne 21 (5 p). Téestada, et topoloogiline ruum on kompaktne
parajasti siis, kui tema igal perel leidub koonduv osapere.

Def 4.2. Hulga X pere f: A — X osapereks nimetatakse peret h: B — X, mille korral leidub
g: B— Anii,et h=fogja

(1) B1 2B B2 = g(B1) =4 9(B2) (g on monotoonne);
(2) Vae A 3B, €B a = g(Ba) (g on kofinaalne).

Pere (za)ae.a osapere voiks seega téhistada (z4(4)) voi hoopis kujul (ys)ges, kuigi mdnikord
tahistatakse seda ka kujul (z3)geB-

Naide 4.4. Jada osapere ei pea olema jada. Naturaalarvude hulk on suunatud hulk, kui defi-
neerida iga n € N korral 2n — 1 < 2n ja 2n < 2(n + 1). Sellise jarjestusega naturaalarvude hulga
tahistame siimboliga B, kujutuseks g: B — N olgu formaalne iihikteisendus. Osapere definitsiooni
tingimused (1) ja (2) on (A = N korral) tédidetud.
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Ulesanne 4.1. Olgu E ja F topoloogilise ruumi (X, 7) kompaktsed
alamhulgad. Toestada, et £ U F' on kompaktne.

Ulesanne 4.2. Téestada, et topoloogiline ruum (X, 7) on kompaktne
parajasti siis, kui mis tahes tema kinniste hulkade iihisosata kogumi
korral leidub 1oplik iihisosata alamkogum. Viimane tingimus tdhendab
seda, et kui kinniste hulkade kogumi mis tahes lopliku alamkogumi
hulkade iihisosa pole tiihi, siis selle kogumi hulkade tihisosa ei ole tiihi.

Ulesanne 4.3. Niidata, et pidev kujutus kompaktsest ruumist Haus-
dorffi ruumi on kinnine.

Ulesanne 4.4. Olgu f: X — Y pidev ja bijektiivne. Kui X on kom-
paktne ja Y on Hausdorffi ruum, siis f on homéomorfism.

Ulesanne 4.5. Olgu f: X — R pidev, kusjuures X on kompaktne.
Toestada, et leiduvad ¢,d € X nii, et f(c) < f(x) < f(d) igaz € X
korral.
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*Kompaktsus ja filtrid. Tihhonovi teoreem.

Def 4.3. Olgu F filter hulgal X. Oeldakse, et filter § on ultrafilter,
kui mis tahes £ C X korral F € § voi X \ E € §.

Piltlikult Geldes jaotab ultrafilter koik alamhulgad kaheks — suurteks
ja vaikesteks.

Lemma 4.10. Olgu § hulga X filter. Samavéaarsed on:

(1) § on ultrafilter;
(2) § on maksimaalne filter ehk kui & on hulga X filter ja § C &,
siis § = 6.

Toestus. (1) = (2). Olgu § ja & filtrid, kusjuures § C &. Oletame, et
AeBjaAgF. Seega X\ A€ F. Jarelikult o = AN (X \ A) € &,

mis on vastuolu.

(2) = (1). Olgu A C X selline, et A ¢ F ja X \ A € §. Siis on vahetult
kontrollitav, et & = {BNC: B€§, AC C C X} on filter, kusjuures
A € 6 ja§ C &. Eelduse kohaselt §F = &, seega A € §, mis on
vastuolu. U

Teoreem 4.11 (Ultrafiltrite teoreem). Iga filter sisaldub ultrafiltris.

T'éestus. Anname toestuse Zorni lemma abil. (Mérgime, et ultrafilt-
rite teoreem on rangelt norgem tulemus kui valikuaksioom ehk Zorni
lemma. On teada, et ultrafiltrite teoreem on rangelt tugevam kui Hahn-
Banachi teoreem.)

Olgu § filter hulgas X. Hulga X filtrite hulk A = {&: § C &} on
osaliselt jarjestatud hulk tavalise sisalduvuse suhtes. Vahetult on kont-
rollitav, et A suvalise ahela B korral on (g ;@ filter hulgas X. Zorni
lemma pohjal leidub hulgas A maksimaalne element ). Lemma 4.10
pohjal on $ ultrafilter. O

Lause 4.12. Topoloogiline ruum on kompaktne parajasti siis, kui
tema iga ultrafilter koondub.

Téestus. =. Eeldame, et topoloogiline ruum (X, 7) on kompaktne. Ol-
gu § ultrafilter hulgas X, mis ei koondu. Jérelikult iga x € X korral
leidub punkti z lahtine timbrus U,, mis ei kuulu filtrisse §, jarelikult
X\ U, € §. Hulga X lahtisest kattest {U,: = € X'} saame ruumi kom-
paktsuse tottu eraldada 16pliku alamkatte {U,,: ¢ = 1,...,n}. Nitd
saame @ = X \ U, U, ==, X \ Uy, € §, mis on vastuolu.

<. Eeldame, et topoloogilise ruumis (X, 7) iga ultrafilter koondub. Ole-
tame, et (X, 7) ei ole kompaktne. Seega leidub hulga X lahtine kate
{Uy: a € A}, millel ei leidu loplikku alamkatet. Vahetult on kont-
rollitav, et B = {X \ U,czUoa: Z C A Ioplik} on filtri baas. Olgu
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S vastav filter. Ultrafiltrite teoreemi pohjal sisaldub see filter mingis
ultrafiltris §, mis eelduse kohaselt koondub mingiks punktiks = € X.
Mingi o € A korral z € U,, jarelikult U, € §. Kuid konstruktsiooni
pohjal ka X \ U, € §. Saime vastuolu. O

Lemma 4.13. Olgu X ja Y hulgad ning f: X — Y. Kui U on ultra-
filter hulgas X, siis filtri baasi f() = {f(A): A € §} tekitatud filter
Sy on ultrafilter hulgas Y.

Toestus. Vahetu kontroll. O

Lemma 4.14. Olgu § filter korrutisruumis HaeA Xojax € HaeA Xa.
Samavadrsed on:

(1) §— x;
(2) Vae A 7, (F) = malz) (Xa).

Téestus. (1) = (2). Ilmne, sest loomulik projektor 7, on pidev.
(2) = (1). ISE! O

Teoreem 4.15 (Tihhonovi teoreem). Topoloogilised ruumid (X, 7o),
o € A, on kompaktsed parajasti siis, kui vastav korrutisruum [, 4 Xao
on kompaktne.

Toestus. <. Ilmne, sest iga loomulik projektor on pidev.

=. Olgu § ultrafilter korrutisruumis [, . 4, Xo. Néitame, et filter §
koondub. Fikseerime vabalt @ € A. Lause 4.12 ja lemma 4.13 pohjal
To(F) koondub mingiks punktiks z,. Lemma 4.14 pohjal § — (24 )acAa-

U
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5. Sidusad ruumid.

Def 5.1. Oeldakse, et topoloogiline ruum (X, 7) on sidus, kui hulka
X ei saa esitada kahe iihisosata mittetiihja lahtise alamhulga iihendina.
Oeldakse, et topoloogilise ruumi (X, 7) alamhulk £ C X on sidus, kui
alamruum (F, 7|g) on sidus.

Mdrkus. 0) Topoloogiline ruum on sidus parajasti siis, kui hulka X ei
saa esitada kahe iihisosata mittetiihja kinnise alamhulga tihendina.

1) Topoloogilise ruumi iiheelemendiline alamhulk on sidus ja tiithi alam-
hulk on sidus; neid nimetame triviaalseteks sidusateks alamhulkadeks.

2) Sidus topoloogiline ruum jéab sidusaks, kui esialgne topoloogia asen-
dada norgema topoloogiaga.

3) Sidusa topoloogilise ruumi alamruum ei tarvitse olla sidus.

Naiide 5.1. 1) Sierpinski ruum on sidus.
2) Kofiniitse topoloogiaga 1opmatu hulk on sidus.

3) Diskreetne topoloogiline ruum ei ole sidus, kui selles ruumis on vé-
hemalt kaks elementi.

4) Sorgenfrey sirge ei ole sidus, sest nt. {r € R: x < 0} ja{r € R: = >
0} on l6ikumatud lahtised hulgad, mille {thend on kogu R.

5) R koigi ratsionaalarvude alamhulk Q ei ole sidus; néiteks {z €
Q:z < w}ja{r € Q: x > 7} on ldikumatud lahtised alamhulgad,
mille ihend on Q. Ilmselt voib eelnevas 7 asemel votta mis tahes irrat-
sionaalarvu.

Teoreem 5.1. R mittetriviaalsed sidusad alamhulgad on parajasti
(tokestatud voi tokestamata) vahemikud ja poolldigud ning 16igud, iihe-
sonaga intervallid.

Toestus. Olgu E C R sidus, kusjuures eeldame, et alamhulgas £ on
rohkem kui iiks element. Oletame, et £ ei ole vahemik, poolloik ega 16ik.
Siis leiduvad sellised a,b,c € R, et a <b < ¢, a,c € E jab ¢ E. Seega
voime hulga E esitada kahe mittetiihja lahtise hulga EN{z € R: z < b}
ja EN{z € R: x > b} ithendina. Saame vastuolu.

Oletame, et intervall £ C R ei ole sidus. Seega leiduvad {ihisosata mit-
tetiihjad lahtised alamhulgad U,V C E nii, et U UV = E. Fikseerime
vabalt u € U ja v € V. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et u < v.
Tahistame w = sup{z € R: [u,z) C U}. Siis on u < w < v, seega
w € F. llmselt w € ClgU = U. Teisalt on U lahtine, mistottu mingi
e > 0 korral (w — e, w + ¢) C U, mis on vastuolus w tdhendusega. [

Lause 5.2. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Samavéérsed on:

(1) (X, 7) on sidus;
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(2) X ja @ on ainsad kinnis-lahtised alamhulgad ruumis (X, 7);
(3) ei leidu pidevat siirjektsiooni ruumist (X, 7) diskreetse topoloo-
giaga kaheelemendilisele ruumile.

Toestus. (1) = (2). Kui U C X on kinnis-lahtine, siis esitub X lahtiste
alamhulkade U ja X \ U iihendina. Kuna X on sidus, siis peab olema
U=o v X\U=2.

(2) = (3). Oletame, et f: X — {a, b} on pidev ja siirjektiivne, kusjuu-
res kaheelemendilist hulka {a,b} vaadeldakse diskreetse topoloogiaga.
Pidevuse tottu on f~1({a}) ja f~'({b}) kinnis-lahtised (muidugi ka
mittetiihjad ja 16ikumatud). Vastuolu eeldusega (2).

(3) = (1). Oletame, et X = U UV, kus U ja V on loikumatud, mit-
tetiithjad ja lahtised. Hulga U karakteristlik funktsioon f: X — {0,1},

f(x):{l reU

" on stirjektiivne ja pidev. Saame vastuolu eeldusega
(3). O

0, z&U,

Lause 5.3. Olgu (X, 7x) ja (Y, 7v) topoloogilised ruumid. Kui f: X —
Y on pidev ja (X, 7x) on sidus, siis f(X) C (Y, 7y) on sidus. (Lithemalt:
sidusa topoloogilise ruumi pidev kujutis on sidus.)

Toestus. Kui f(X) el ole sidus, siis eelmise tulemuse tingimuse (3)
pohjal leidub pidev siirjektiivne kujutus alamruumist f(X) C Y min-
gile diskreetse topoloogiaga kaheelemendilisele hulgale. Selle kujutuse
kompositsioon kujutusega f|f): X — f(X) annab vastuolu (X, 7x)
sidususega. O

Jareldus 5.4. Sidusa topoloogilise ruumi faktorruum on sidus.

Toestus. Ilmne; loomulik faktorkujutus on pidev siirjektsioon. U

Lause 5.5. Olgu (X, 7) sidus topoloogiline ruum ja olgu f: X — R
pidev. Kui f(z1) # f(x2) ruumi X mingite elementide x; ja 5 korral,
siis iga arvu ¢ korral, mis paikneb arvude f(z1) ja f(z3) vahel, leidub
x € X nii, et f(x) =c.

Toestus. Teame, et f(X) C R on sidus, seega mittetriviaalsel juhul
intervall, jarelikult kumer. U

Lause 5.6. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Olgu E C X. Kui FE on
sidus, siis £ C Y C Clyx F on sidus.

Toestus. Olgu E sidus ja £ C Y C ClE. Oletame, et f on pidev
siirjektiivne kujutus alamruumist Y mingile diskreetse topoloogiaga

kaheelemendilisele hulgale. Kuna F on sidus, siis f|g ei ole siirjektiivne.
Paneme téhele, et Y =Y NCIE = Cly E. Seega f(Y) = f(Cly E) C
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Clf(E) = f(E). Jéarelikult ei ole f siirjektiivne. Saime vastuolu tehtud
oletusega. O

Niide 5.2. Olgu F = {(z,y) € R?: y =sin1/z, x € (0,1]} on sidus,
sest F on sidusa hulga (0, 1] C R pidev kujutis. Eelmise tulemuse pohjal
on jarelikult ka C1E = EU{(0,y) € R?: y € [-1,1]} sidus. (Ka siis,
kui hulgale E lisada vaid punktid (0, 1) ja (0, —1), saame sidusa hulga.)

Mirkus. Eelmise tulemuse pohjal on sidusa alamhulga sulund sidus.
Sidusa alamhulga sisemus ei tarvitse olla sidus (néiteks voiks moelda
tasandi peale, kus kaks kera on omavahel iithendatud sirgloiguga).

Lause 5.7. Topoloogilise ruumi mittetiihja {ihisosaga sidusate alam-
hulkade {ihend on sidus.

Toestus. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja E, C X, o € A, sidusad.
Eeldame, et leidub zy € [ c 4 Fo. Néitame, et £ = |J .4 Eu on sidus.
Oletame, et f on pidev siirjektiivne kujutus alamruumist E kaheele-
mendilisele diskreetse topoloogiaga ruumile. Kuna iga E, on sidus, siis
tikski f|g, el ole siirjektiivne. Kuna zy € E, iga o € A korral, siis
jarelikult f(z) = f(zo) iga * € E korral. Seega ei ole f siirjektiivne.
Saime vastuolu tehtud oletusega. O

Mirkus. Sidusate hulkade iihisosa ei tarvitse olla sidus. (Néite voiks
anda tasandil.)

Lause 5.8. Topoloogiliste ruumide korrutisruum on sidus parajasti
siis, kui koik selle tegurid on sidusad topoloogilised ruumid.

Téestus. Uhtepidi implikatsioon on siis lihtne; kui korrutisruum on si-
dus, siis iga tegur on korrutisruumi pidev kujutis (vastava loomuliku
projektori suhtes).

Piisavus (erijuht). Olgu (X, 7x) ja (Y, 7y) sidusad topoloogilised ruu-
mid. Néitame, et korrutisruum X X Y on sidus. Fikseerime vabalt
(x0,90) € X x Y. Paneme téhele, et suvalise z € X korral on kor-
rutisruumi X x Y alamhulgad X x {yo} ja {2} x Y on sidusad, sest
nad on vastavalt homéomorfsed sidusate ruumidega (X, 7x) ja (Y, 7y ).
Vaadeldavatel alamhulkadel on ithine punkt (x, yo). Jérelikult ka nende
alamhulkade tthend E, = X % {yo} U{z} x Y on sidus. Paneme téhele,
et alati (wo,y0) € E,. Seega on ka korrutisruum X x Y = J,.y F» on
sidus. U

*Ulesanne 22 (5 p). Toestada, et sidusate topoloogiliste ruumide
suvaline korrutisruum on sidus.

Lemma 5.9. Olgu n € N, kusjuures n > 1. Olgu zy € R". Siis on
R™\ {xo} sidus.

Toestus. Ilmne. O
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Teoreem 5.10. Kuin > 1, siis R 22 R".

Toestus. Oletame, et f: R™ — R on homéomorfism. Fikseerime vabalt
xo € R". Ilmselt peab f ahend olema homdomorfism alamruumide

R™\ {zo} ja R\ {f(z9)} vahel. Kuid see on voimatu, sest iiks neist
ruumidest on sidus ja teine ei ole. U

Markus. Analoogiliselt toestatakse, et n > 1 korral [0,1] 2 [0,1]".
Sarnast toestusideed kasutades on voimalik toestada, et R™ 22 R™, kui
m # n!

Ulesanne 5.1. Téestada, et sidusa topoloogilise ruumi mittetiihjal
parisalamhulgal ei ole rajapunktide hulk tiihi.

Ulesanne 5.2. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja E C X sidus. Olgu
A C X selline, et ANE # @ ja (X \A) NE # &. Toestada, et
FrANE # 2.

Ulesanne 5.3. Toestada, et [0,1] U (2,3] C R ei ole sidus.

Ulesanne 5.4. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Olgu £ C X sidus.
Olgu iga a € A korral E, C X sidus, kusjuures ENFE,, # &. Toestada,
et B UJyeq Pa on sidus. (Jarelikult sidusate alamhulkade iithend on
sidus niipea, kui nendest alamhulkadest mis tahes kahe hulga iihisosa
ei ole tiihi.)

Ulesanne 5.5. Olgu (X, 7x) ja (Y, 7v) sidusad topoloogilised ruumid.
Olgu E C X ja F C Y péarisalamhulgad. Toestada, et X x Y\ £ x F
on sidus.
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Liinsidusus.

Def 5.2. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Liin ehk tee topoloogilises
ruumis (X, 7) on mis tahes pidev kujutus f: [0,1] — X. Punkti f(0)
nimetatakse sel juhul liini f l&htepunktiks ja punkti f(1) nimetatakse
16pp-punktiks. Sel juhul 6eldakse ka, et liin f ithendab punktid f(0) ja

fQ).

Oeldakse, et topoloogiline ruum (X, 7) on liinsidus, kui hulga X mis ta-
hes kahe punkti korral leidub selline liin, mis need kaks punkti ithendab.

Naiide 5.3. 1) R" on liinsidus.

2) R™ iga (lahtine voi kinnine) kera on liinsidus. Iga selline kera on
kumer. Seega mis tahes kera kahe elemendi z ja y korral ka Az +(1—\)y
on selle kera element suvalise A € [0, 1] korral.

3) n > 1 korral on R” {ihiksfadr S™~! liinsidus. Kujutus f: R™\ {0} —
Sl x s x/|x|, on pidev ja siirjektiivne.

4) Sierpinski ruum on liinsidus.

Lemma 5.11. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja zq € X. Topoloo-
giline ruum (X, 7) on liinsidus parajasti siis, kui mis tahes z € X ja
punkt z( on liiniga iihendatavad.

Téestus. Uhtpidi implikatsioon on siin triviaalne ithendatavad.

Eeldame, et mis tahes punkt z € X ja x( on liiniga ihendatavad. Olgu
21,22 € X suvalised. Olgu f1: [0,1] — X ja fy: [0,1] — X pidevad,
kusjuures f; lahtepunkt on x; ja lopp-punkt on x( ning f; lahtepunkt
on zy ja lopp-punkt on zs. Siis

| ne, te[0,1/2],
ft) = {f2(2t— 1), tel1/2,1]

on liin, mis thendab punkte x; ja xs. U

Teoreem 5.12. Liinsidus topoloogiline ruum on sidus.

Téoestus. Eeldame, et (X, 7) on liinsidus. Fikseerime 2o € X.Igaxz € X
korral leidub liin f,: [0,1] — X, mis ithendab punktid zy ja z. Kuna
selline f, on pidev, siis f,([0,1]) on sidus. Seega on sidus ka X =

Usex f2([0,1]). O

Naide 5.4. Tiiiipiline néide sidusast topoloogilisest ruumist, mis ei
ole liinsidus. Olgu E funktsiooni sinl/x, x € (0, 1], graafik tasandil
R% Teame, et C1E = EU{(0,y): y € [0,1]} on sidus. Kuid Cl F ei ole
liinsidus, sest ei leidu liini, mis ithendaks punktid (0, 0) ja (1/7,0). Ole-
tame, et selline liin f leidub. Teame, et korrutisruumi tegutsev kujutus
on pidev parajasti siis, kui selle kujutuse kompositsioon iga loomuliku
projektoriga on pidev. Pole raske nihe, et praegusel juhul kujutuse f
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kompositsioon loomuliku projektoriga teisele tegurile ei ole pidev punk-
tis 0.

Lause 5.13. Topoloogiline ruum (X, 7) on liinsidus parajasti siis, kui
ta on sidus ja igal punktil x € X leidub liinsidus timbrus.

Toestus. Tarvilikkus on siin triviaalne.

Piisavus. O
Jareldus 5.14. Ruumi R” lahtine alamhulk on sidus parajasti siis,

kui ta on liinsidus.

Toestus. Kui U C R™ on lahtine, siis iga * € U korral leidub kera
B(z,r;) C U. Selline kera on punkti = liinsidus iimbrus. U

Liinsidusus.

Ulesanne 5.6. Téestada, et liinsidusa topoloogilise ruumi pidev ku-
jutis on liinsidus. (Jarelikult on liinsidusus topoloogiline omadus.)

Ulesanne 5.7.  Kui topoloogilise ruumi liinsidusate alamhulkade iihis-
osa ei ole tiihi, siis nende alamhulkade {ihend on liinsidus.

Ulesanne 5.8. Tdestada, et topoloogiliste ruumide korrutisruum on
liinsidus parajasti siis, kui iga tegur on liinsidus. (Piirduda kahe te-
guriga.)
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LIsAD

Kujutused. Olgu X ja Y hulgad. Olgu f: X — Y.
Oecldakse, et f on injektivne, kui
V.Il,ZEQ eX f(l‘l) = f(xz) = I1 = T2.

Oeldakse, et f on sirjektiivne, kui
VyeY drxeX f(x)=

Oeldakse, et f on bijektiivne, kui f on injektiivne ja siirjektiivne.

Olgu A C X. Alamhulga A kujutiseks (funktsiooni f suhtes) nimeta-
takse hulga Y alamhulka

flA)={yeY:Tz e A f(z)=y}.
[mselt
reA = f(z) e f(A)
(kusjuures vastupidine implikatsioon tildiselt ei kehti) ja

A+ 0 = f(A) #02.
Kehtivad jargmised omadused:

(1) f(2) = o;

(2) f(X) CY;

(3) A C Ay C X = f(A)) C f(A2);

4) AicX (iel) = f(UiesAi) =Uies f(A);
(B5) AicX (i€el) = f(NiesAi) CNier [(A).

Margime, et f on injektiivne parajasti siis, kui
VA, Ao C X f(AINAy) = f(A) N f(Ag).

Paneme téahele, et
VAL Ay C X f(AL\ A2) D f(A1)\ f(Ag);

kusjuures vastupidine sisalduvus iildiselt ei kehti ning f(X \ A) ja Y\
f(A) ei pruugi iildse olla sisalduvuse suhtes vorreldavad.

Olgu B C Y. Alamhulga B originaaliks (funktsiooni f suhtes) nimeta-
takse hulga X alamhulka f~!(B) = {z € X: f(x) € B}.

[lmselt

re fYB) < f(z)eB
ja

f7'B)#9 = B#2

(kusjuures vastupidine implikatsioon tildiselt ei kehti).

Kehtivad jargmised omadused:
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(1) f~H(2) = 2;

(2) f7HY) = X;

(3) BIC B, CY = f/(B1) C f(Ba);

4) BicY (iel) = [ Ui Bi) = Ui, f1(B);
(B5) BiCcY (iel) = fﬁl(mz’eIBi) :mielfil(Bl);
(6) VB, B, CY f~H(Bi\ Bs) = f'(B1)\ f(B2).

Mérgime, et tingimusest f~}(B) = @ ei jireldu iildiselt B = &.
Paneme téhele, et

(1) Ac f7H(f(A);

(2) f(f71(B)) C B.

Kusjuures vastupidised sisalduvused siin {ildiselt ei kehti. Tépsemalt,
omaduses (1) on vordus iga A C X korral parajasti siis, kui f on
injektiivne; omaduses (2) on vordus iga B C Y korral parajasti siis,
kui f on siirjektiivne.

Olgu Z mingi hulka ja g: Y — Z.

Funktsioonide f ja g korrutiseks ehk kompositsiooniks nimetatakse ku-
jutust go f: X — Z,

(g0 f)(x) = g(f(2)).
Olgu C' C Z. Paneme téhele, et
(9o f)7H(C) = f g7 (O)).



