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Pohiliste elementaarfunktsioonide tuletised

(Const)’

(xa)/ _
(eSC)/ —_
(a:c)/ _

(Inff)’

0 (sinz)’ = cosx (arcsinz)’ = 11%2
a2t a0 (cosz) = -sinx (arccosz)’ = - !
1-22

e’ (tanz)" = ! (arctanz)’ = !

cos? x 1+ 22
a®lna (cotz) = - 12 (arccotz)’ = - !

sin” 1+2?
1
z

Integreerimise pohivalemid

(1) /Oda?:C’

(7) fsinacda? =—cosxz +C

(8) fcosxdx =sinz + C

(a#-1) (9) f dz =-cotx+C

sin® z

(10) f de =tanx + C

cos? x

dx
11 f =arcsinz + C
(11) T

(12) /liiﬁ

=arctanz + C

Trigonomeetrilised seosed

1 1
sin2a=§(1—cos2a) COSQOL=§(1+COSQCM)

ii
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Praktikum 13

Riemanni integraal ja numbriline integreerimine

[ Selle praktikumi iilesannete iseseisvalt lahendamisel kasutage arvuti abi. ]

13.1 Kovertrapets ja selle pindala

( N

Kovertrapetsi pindala
b
s= [ 17(@) - 9(@)lde. (13.1)

Kui f ja g graafikud l6ikuvad, siis tuleb leida loikepunktid ja arvutada kogu pindala osade kaupa.

A‘.
x=b

y = f(x)

y = glx)

=Y

\ v

Ulesanne 13.1. Jargnev tabel néitab mudelrongi kiirust esimese 10 sekundi jooksul.

Aeg (sek) | Kiirus (cm/sek) Aeg (sek) | Kiirus (cm/sek)
0 0 6 28
1 30 7 15
2 56 8 5
3 25 9 15
4 38 10 0
) 33

Leidke rongi poolt labitud teepikkus, moodustades 10 osaloiku pikkusega 1 ning summeerides kord
vasak-, kord parempoolsete ristkiilikute pindalad.

Ulesanne 13.2. Leidke jargmiste joontega ja z-teljega médratud kujundite pindalad ligikaudselt,
jagades toodud osaloigud n vordseks osaks ning summeerides tekkinud ristkiilikud. Ristkiilikuid
saab tekitada erinevat moodi. Valige ise sobiv meetod ja proovige erinevaid voimalusi.

(a) y=3z,2€[0,3],n=3jan=10 (c) y=4x-2% ze[1,4],n=6jan=10

— 2 —EF: -
(b) y=2% 2€[0,2],n=5jan=10 (d) y=v7 ze[l,4], n=3jan=12

Ulesanne 13.3. Koostage jargmiste joontega piiratud tasandiliste kujundite pindala arvutamiseks
oiged integraalid (voi nende summad). Integraale ei ole vaja vilja arvutada, kuid joonise tegemine
voib olla abiks.



13.2. Mddratud integraal, Newton-Leibniz’t valem

(a) y=a? z+y=2 (c) y=a? y=2a* (€) y=4-22 y=-x+2

(b) y=vd-2? y=0

.'L'2 ZES
(d) y=%,y=Ly=x f) y=%-2,y=%

Ulesanne 13.4. Visandage integraalimargi all olevast funktsioonist graafik ning arvutage integ-

raali vadrtus, kasutades tuntud geomeetriliste kujundite pindala leidmise valemeid.

(a) _fj(%+3) dx (b) _fz\/9—x2dx (c) _fi(1—|x|) dx (d) _fi(1+\/1_x2) de

13.2 Maaratud integraal, Newton-Leibniz’i valem

Valem 13.1

Newton’i-Leibniz’t valem

(13.2)

Ulesanne 13.5. Arvutage integraalid kasutades Newton’i-Leibniz’i valemit.

2 2 7l'/2
() [(20%+1)da () f ——da @ [T
-3 -1 /2
-1
/3
(b) f(:n+5)d:c (d) /3x + 622 +1d$ / sin® 235
2 21 (t) [ S d
; (cosz)3

13.3 Numbriline integreerimine *

Trapetsmeetod.

b

[ f@)don

a

N>

(f(@o) +2f(21) + -+ 2 f(@n-1) + f20))-

Simpsoni meetod (liitvalem).

b

[ F@) S (fa0) + 45 (1) 2 (22) + 4 £ ()

+o 4 2 f(Tn-2) + 4 f(zno1) + fTn)-

Valemit saab kasutada vaid paarisarvulise n jaoks.

\

Ulesanne 13.6. Arvutage toodud integraalide ligikaudsed vairtused trapetsmeetodiga méargitud

osaloikude n korral.
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PEATUKK 13. RIEMANNI INTEGRAAL JA NUMBRILINE INTEGREERIMINE

4
(a) Ofl(l—xQ)dx, n=3 (b) 1[(1+\/5)d$, n=>6 (c) f\/1+xd$, n=>5

Ulesanne 13.7. Kahe alajaama vaheline vahemaa on tépselt 100 m. Alajaamade iihendamiseks
vajaminev telefonikaabli pikkus L (arvestades l6tku) arvutatakse valemiga

50
L=2 f V6.4-10 722 + 1dz.
0

Kasutades 10 osaloiku n = 10, arvutage trapetsmeetodiga kaabli pikkus L.

Ulesanne 13.8. Arvutage toodud integraalide ligikaudsed véartused Simpsoni meetodiga mérgitud
osaloikude n korral.

2 8 2
(a) [(1+2%)dz, n=2 (b) [2'3dr, n-4 (¢) [azVa?+1dz, n=4
0 0 0

Ulesanne 13.9. Raudteetunneli ristloige on kujuga, mis
tekib iilalt kaarega y = 4 + V' 1+ 8z — 222, alt z-teljega ja
kiilgedelt sirgetega x = 0 ja x = 4 piiratud alast.Kui tunnel on
100 m pikkune ja koik muud iihikud on samuti meetrites, siis
kui mitu kuupmeetrit tulvavett on voimalik vajaduse korral
tunnelisse lasta (eeldame, et tunnelit saab mdlemalt poolt
sulgeda)? Arvutage ruumala trapetsmeetodiga ja Simpsoni

=4

meetodiga n = 8 jaoks. Kumb tulemus voiks olla tdpsem?

Ulesanne 13.10. Lennuki iks tagumistest tiibadest (stabilisaator) on kujuga, mida piirab z-telg
ja funktsiooni y = f(z) graafik, kus

f(x) = (32® - 2%)".

Koostage pindala arvutamiseks integraal. Arvutage lennuki tiiva pindala trapetsmeetodiga ja Simp-
son’i meetodiga n = 6 osaldigu korral.

Ulesanne 13.11. (F') Uue lennuki tootmiseks on igasse lennuki tiiba vaja konstrueerida kiituse-
mahuti (joonisel niiidatud alas), millesse mahub 22240 N kiitust tihedusega 6600 N /m?.

Yo [¥1 [¥2 [¥3 |Ya |¥5 .\D

Leidke Simpsoni meetodiga, kui siigav peab olema kiitusemahuti, kui

yo=0.457, 1 =0.488, ys=0.549, y3=0.579, y4=0.610, ys5=7yg="0.640.

Uhikud on meetrites ja 16igu pikkus on siin 0.3048 m.

Ulesanne 13.12. (K) Gaasi paisumisel 2 cm®-st 10 cm®-ni tehtav t66 arvutatakse integraaliga

10
W=f5OOV‘1'4dV
2

Arvuage t66 W Simpsoni meetodiga n = 6 osaldigu korral.

Ulesanne 13.13. (IT) Robotkisi on disainitud liikuma trajektooril
z(t) =2+03-t+3.9-12-23-¢3

y(t) =2 +03-t+09-2-2.7-¢*
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13.8. Numbriline integreerimine *

Robotkie poolt esimese 2 sekundiga labitud teepikkus arvutatakse valemiga

s= [ VIFOP+ Iy (OFdt

Arvutage labitud teepikkus s Simpsoni meetodiga n = 6 osaldigu korral. Kirjutage programm iildise
ajavahemiku [t1,2] c [0,2] jaoks, kasutades n osaldiku (n on suvaline paarisarv).

Ulesanne 13.14. (M) Teoorias on niidatud, et integraali / ab f(x) dz arvutamisel Simpsoni mee-
todiga tehakse viga

(b- a)®
180n4 ’

kus M on f neljanda tuletise absoluutvidrtuse maksimaalne vddrtus vahemikus (a,b). Hinnake
3
maksimaalset viga integraali 2[ g—i jaoks, kui n =4.

Ulesanne 13.15. (M) Arvestades eelmises iilesandes toodud Simpsoni valemi jaakliiget, siis leidke
vajalik n vidrtus, et arvutada integraalid nii, et viga oleks viiksem kui 1074

(a) _[i(m2+1)d:c (b) 1/23—12d8 (c) 0[3\/:E+1dx (d) O/QSiH(£E+1)dl’

Ulesanne 13.16. (M) Vea funktsioon (error function)
erf(z) = % Of et dt

on vaga tahtsal kohal tGendosusteoorias, soojuse levimise ja naiteks signaali levimise uurimisel. Seda
integraali saab leida vaid numbriliste meetoditega. Kasutades Simpsoni meetodit n = 10 korral,
arvutage er f(1). Loigus [0, 1] kehtib hinnang

4
)

Hinnake oma arvutustes tehtud maksimaalset viga.

<12.
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Praktikum 14

Maaratud integraali arvutamine

14.1 Maaratud integraali omadused, muutujavahetus

,| Omadus 14.1 N

Integraal stimmeetrilisel 16igul
kui f on paaritu, siis
/ f(z)dx =0, (14.1)
kui f on paaris, siis
f F(x) da = Q/f(:r)dx. (14.2)
-a 0
\ J

Ulesanne 14.1. Integreerige, kasutades méaratud integraali aditiivsuse omadust.

(a) f2|x]da: (c) f3|x(x—2)|da: (e) f2x (22 -1)%2dx

-1

4
/2 3
b f2—x dx
®) 0 | | (d) f\/l—sin2tdt (f) /|x2+2x—3|d1:
I e

Ulesanne 14.2. Arvutage integraalid muutuja vahetuse voi diferentsiaali mérgi alla viimise teel.

0 1 0
dx
92)3 4 d f 3(944 _5Y6 4 / _dz
(@) [(z+2)ds (@) [a*a*-5)da ® [ 5=
-1 ] e}
Fda ¢ |In 52| dz ! Nz
(b) f (e) f — (h) f dr
i} 3r+4 &1 T y 1+ \/E
3 71'
(c) fx\/xQ +1dx (f) f sin 2z cos? 2z dx
0 —-m/4
Ulesanne 14.3. Arvutage integraalid méargitud muutuja vahetusega.
- z? dx ;
(a) f 14’t=$+1 (c) f 1-22dz, x=sint
J @ g

2
(d) f6—xdx,t:1+2x
J (1+2x)

Ulesanne 14.4. Integreerige vottes integreerimisléiguks funktsiooni médramispiirkonna.

1, kui —1<2<0, cos 2z, kui0<ux

<z < T,
(a) f(ﬂi'):{ \/E, kuiO<z<1 (b) f(:E):{ Sin_2ZE, kUiE<ZES4%



Praktikum 15

Maaratud integraali arvutamine

15.1 Maaratud integraali ositi integreerimine

Valem 15.1
Ositi integreerimise valem

b y b
/udv=uv —fvdu.
a @ a

Ulesanne 15.1. Arvutage integraalid ositi integreerimise teel.

(a) fxsin:vda: (c) /1—32cdac (e) fexsinxd:n
-7 1/2 x 0
b flnxd;v r -
(®) / (d) /w?’cosgdx () fx2 arctan z dx
0 0

Ulesanne 15.2. Arvutage integraalid

1 T2 . . p
(a) f(8x2015+sinx) dx (e) / St de (i) fe_xCOSQ$d$
“ cos? 3 3
Fooy In3 /3
(b) f(x —cosx) du (f) / dz 6)) / Vcoszx — cos® xdx
-7 eZL'_e—ZL'
In2 -7/2
1
© [ e ! 2 003
4 (4+22)? (g) f(x+4)\/3c2+8x+7da: (k) fmdl’
1 0
L 2
(d) f x2+1d$ - 3
]z -4 (h) /xsinmcosa:d:v )] fa?x(1+lnx)dm
- 1

Ulesanne 15.3. Olgu f pidev reaalarvude hulgas. Millised jargmistest vordustest on 6iged suvaliste
reaalarvude a ja b korral? Pohjendage.

b b+3 3b b
(a) ff(x)d:n=/f(a:—3)d:c (c) /f(:v)d:n=3ff(3;v)dx
a a+3 3a a

(b) fbf(w)d$=f3f(x)dx—f3f(w)d$
a a b



PEATUKK 15. MAARATUD INTEGRAALI ARVUTAMINE

15.2 Taiendavaid integreerimisvotteid *

15.2.1 Irratsionaalfunktsioonide integreerimine

Kui integraalimérgi all on avaldis

a?

- ,T/Q, a> |$|7
siis voib sobida muutuja vahetus

r=asinf vOi x=a cosb.

v ad —x?

Kui integraalimérgi all on avaldis
Va2 + 12,
siis voib sobida muutuja vahetus

r=atanf vOoi x=a cotb.

Kui integraalimérgi all on avaldis
x2—a?, |z|>a,

siis voib sobida muutuja vahetus

a . a

= v —.
cos 6 sin 0

Ulesanne 15.4. Leidke jirgmised integraalid.

dx 6 dx 6 dx
@ [ = ® [ G ™ [ =
(b) V1-22dx . 423 dx
f ) f V9t a? (n) 3—
(c) fx\/lG—xde 5= y\V/4y* -9

@ f 5 dr () f 23 dx

© [ whi=

Va2 - 25 p
(e) del' (k) f—(t2 +99)3/2 dt (p) / 2 dr

3dz 0 V2z - 22
) [ N = -

6 dx M f x du (q) /ed—w
® [ : Y it
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15.2. Taiendavaid integreerimisvotteid *

1
22v/22 — 1

Ulesanne 15.5. Kujund on piiratud joontega y = x=+2, x=/5jay=0. Arvutage

kujundi pindala.

Ulesanne 15.6. Maantee dravoolutoru ristldige on ellipsi 22 + 9y? = 9 kujuline. Arvutage ristldike
pindala (iithikud on meetrites).

15.2.2 Trigonomeetriliste funktsioonide integreerimine

Lihtsamal juhul tasub proovida trigonomeetrilisi asendusi

1- 2 1 2
sinz = %, cos’x = %. (15.1)

Ulesanne 15.7.  Leidke jargmised integraalid diferentsiaalimérgi alla viimise vottega voi siis
avaldise teisendamise abil.

(a) f cos® x dx (d) f cos® 2z dx (g) f cos® zsin® z dx

2 ;.6
(b) f sin® x cos? z dx (e) / 8 cos* 2 dx (h) f cos” zsin” x dx
2 /4 ;
. 4 sin 1’ . anzx
(¢ sin® z dx f / f
© [ 0 [ =51 W [
0
4 N
Kui integraalimargi all on murd trigonomeetrilistest funktsioonidest, siis t66tab tihti universaalne muu-
tuja vahetus .
t = tan 5 kui z € (-, 7). (15.2)
Sel juhul
2dt
x =2arctant, dr=-—-:, (15.3)
1+1¢2
ja
, 2t 1-¢
sing = ——3, cosT=—g (15.4)
\ J

Ulesanne 15.8. Leidke jirgmised integraalid.

dx dx
U ey i
(a) fsm:v (d) 1-2sinz (&) 5+4cosx
dx dx dx
(b) f e T——— (e) f — (h) f @
1+sinx —cosx 3+ 5sinx sinx +cosx +1
dx dx dx
—— £ f _@ ; f -
() f2+sin:1: (f) 2—-cosx (i) sinx —cosx —1
Ulesanne 15.9. Proovides asendusi ¢ = sin x, t =cosx voi t = tanz, leidke jargmised integraalid.

(a) f 28111 x (©) / sin® z + sin d (e) ftan?’xdx

+cosx sin®x - cos?

(b) f3c-t)21nxx @ /(15120:53)2 ®) f1+9tan - d

1+tan?zx

61



Praktikum 16

Maaratud integraali rakendusi

16.1 Kovertrapetsi pindala

Kovertrapetsi pindala. r=a v=fn |[F=b

b
S=ff(x)dx, kui f(z) 2 0.

Uldjuhul

b

s= [ 11(@) - 9@l do.

a

\

Ulesanne 16.1. Leidke jargmiste joontega piiratud kujundite pindalad.

(a) y=4z,y=0,2=1 (8) y=2,y=0,2=2,2=3

(b) y=z,y=3-2,2=0 (h) y=vVz-1,y=3-z,y=0

(c) y=%x2+2,x=0,y=4(3:>0)
2 (i) y:%x57x=—1’x=2’y=0
(d) y=8-22",y=0
SN o2 A3 o o _
(©) y=e"y=0,2=0,0=1 0 y=oty=a =2 w=2

(f) y=a*y=2a° (k) y*=2'(1-2%)

16.2 Koversektori pindala

Koversektori pindala. Pideva mittenegatiivse funktsiooni r(6) poolt méadratud koverssektori pindala

avaldub kui 5
S = f r2(0) df,

N |

kus 6 on nurk radiaanides.

Ulesanne 16.2. Leidke joontega r = 2sin (ringjoon), 0 = 7 ja 0 = 5 piiratud kujundi pindala.

Ulesanne 16.3. Leidke kardioidi r = 2(1+cosy), e€l0,2r] pindala.



Ulesanne 16.4. Leidke kahe ithikringi r = 2sin @ ja r = 2 cos @ poolt

piiratud kujundi pindala S.

Ulesanne 16.5.
Nurk ¢ € [0,
kui vorrandiks oleks r = 2|sin 3¢|?

Leidke kolmelehelise roosi r = 2 sin 3¢ pindala.
%] joonistab vilja iihe oie. Kas sama tulemuse saaksime,

16.3. Joone kaare pikkus

£

Ulesanne 16.6. Pindala, mis jaab kardioidi r = cos @ + 1 sisse, kuid ringist r = cos # vélja, ei vordu

avaldisega
2

%f((0089+1)2—COS29) do = .

0

Miks? Pohjendage oma vastust. Leidke tegelik pindala.

16.3 Joone kaare pikkus

,l Valem 16.1 N

llmutatud kujul

-

+[f(@)]?

\ J

,l Valem 16.2

Parameetrilisel kujul

Q\m

.

VI ()12 + [y (t)]2 dt.

Ulesanne 16.7.
(a) y=2Vrd+1,2€[0,2]
(b) =92 0<y<4

(c) y=%4+8%,1£11:£2

Leidke jargmiste joonte méargitud kaarte pikkused.

d) z-%

(e) y=In(sin(z)),
(f) y=2% ze[-1

1
+2y,2<

<y<3

O<a<w<y

’1]

Ulesanne 16.8. Kasutage sirgloigu y = 3—2x, 0 < x < 2, pikkuse leidmiseks kaare pikkuse valemit.

Kontrollige oma vastust, leides sirgloigu pikkuse kui téaisnurkse kolmnurga hiipotenuusi pikkuse.

Ulesanne 16.9.
Ulesanne 16.10.
Ulesanne 16.11.

joontega), mis on planeeritud vorranditega

fi(z) =v100-0.222, fo(x)

Leidke astroidi z = acos®t, y = asin®t pikkus.

< % > Staadionil on kaks jooksurada (mérgitud

=V150 - 0.2 22.

Sisemise rea start algab punktist (—v/500,0). Millisesse punkti
tuleb stardijoon paigutada vélisel rajal, kui fini§ asub z-teljel,

jookstakse kellaosuti liitkumise suunas ja labitud distantsid peavad

olema molemal rajal vordsed? (Integreerimisel voib vaja minna

arvuti abi.)

Leidke ringjoone = = rcos(t), y = rsin(t), t € [-5/4m, -9/47] kaare pikkus.
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PEATUKK 16. MAARATUD INTEGRAALI RAKENDUSI

16.4 Keha ruumala ristloigete kaudu

Ruumala ristloigete pindalade S(x), S(y), S(z) kaudu:

T2 Y2 zZ2
v:fsumL v:fswm% V=[S@M&
Z1 Y1 21

Ulesanne 16.12. Keha asetseb z-teljega ristuvate tasandite
x = -1 ja x = 1 vahel. Ristloiked on risti z-teljega ning moodus-
tavad ringid, mille diameetrite otspunktid asuvad paraboolidel

y=1x2jay=2-22 Leidke keha ruumala.

Ulesanne 16.13. Leidke ruumala kujundile, millel on kolm-
nurksed ristldiked ja mille kérgus jalgib joone y = 22 kuju. Kolm-
nurkade alused on pikkusega 4 ja vaatleme 16iku z € [0, 2].

Ulesanne 16.14.  Joonisel on kujutatud kolmnurksete kiil-
gedega piiramiid, mille kolm kiilge on omavahel risti ning mille
servade pikkused on 3, 4 ja 5. Leidke piliramiidi ruumala.

16.5 Poordkeha ruumala

Po66rdkeha ruumala vastavalt poorlemisele timber z- ja timber y-telje:

T2 Y2
Ver [ f@)de, V=r [ P)dy.
Tl Y1

Ulesanne 16.15. Leidke ruumalad, mis tekivad jadrgmiste joontega piiratud kujundite poorlemisel

imber z-telje.

(a) y=22,y=0,2=3 (d) y=a*, 2=0y=1
(b) y=Vz,x=0,y=2 (e) y=cosz,0<x<m, y=0
(c) y=22+1,y=2+1 (f) zy=2,y=0,z=1,2=3

Ulesanne 16.16. Leidke podrdkoonuse ruumala. Koonus tekib sirge y = a (a > 0) poorlemisel
imber x-telje ja on korgusega h > 0.

Ulesanne 16.17. Leidke ruumalad, mis tekivad jargmiste joontega piiratud kujundite poorlemisel
imber y-telje.
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(a) y=22'% 2=0y=2 (d) 2=z, y=52=0
(b) y=Va?-1,y=0,2=3 (e) y=v4-22 1veerand
(c) y=3J/z,2=0,y=3 (f) y=8-23,2=0,y=0

Ulesanne 16.18. Kerakujulisest korvitsast raadiusega 22 cm valmistati kaanega anum, 16igates
dra poole raadiuse korgune osa ning uuristades {ilejaanu tiithjaks. Mitu liitrit vedelikku mahub saadud
anumasse, kui korvitsa koore paksus oli 2 cm?

Ulesanne 16.19. Poolkerakujuline kauss raadiusega R téidetakse veega korguseni h. Leidke
kausis oleva vee ruumala.

Ulesanne 16.20. < x> Olgu kaks ringsilindrit pohjaraadiustega a ja b (a > b > 0). Loigaku
need kaks silindrit {iksteist tdisnurga all (teljed 16ikuvad). Néaidake, et siis molema silindri tihise osa
ruumala avaldub valemiga

b
V=8f\/b2—22\/a2—22dz.
0

Leidke konkreetne ruumala, kui 4 cm raadiusega silindrist puuritakse risti vélja 2 cm raadiusega auk
(integreerimine ise voib vajada arvuti abi).

16.6 Maaratud integraali rakendusi fiitisikas™
16.6.1 Teepikkus

,l Valem 16.3 N\

Olgu s sirgjooneliselt litkuva keha poolt libitud teepikkus ja As nihe (kaugus algpunktist). Siis

t2

s=f|v(t)|dt, As=fv(t)dt. (16.1)

t1

. J/

Ulesanne 16.21. Lennuk lendab tugevnevas vastutuules kiirusega v = 50(12 — ¢) km/h. Kui
kaugele jouab lennuk oma algpunktist kahe tunniga?

Ulesanne 16.22. Rongi kiirus v (m/s) alates pidurdamise algusest on antud valemiga
u(t) = /400 — 20¢.

Leidke rongi pidurdusteekond (pidurdamise algusest seiskumiseni).

Ulesanne 16.23. Ralliauto kiiruslegend iitleb, et koigepealt tuleb liikuda 6 minutit kiirusega
v(t) = 2000t -1000¢% km /h, seejérel hoida saavutatud kiirust 12 minutit ning siis acglustada kiirusega
190 - 900t km /h (siin aega on hakatud lugema pidurduse algusest). Kui kaugele on ralliauto esimese
24 minutiga joudnud?

Ulesanne 16.24. Eelmisel Shtul joulupeolt tulnud tudeng néeb jouluvana, kes liigub sirgel rajal
kiirusega v(t) = t3 — 6t> + 8t m/s 40 meetri kaugusel oleva postkasti poole. Kui pika vahemaa 1dbib
jouluvana 6 sekundi jooksul? Kas ta jouab selle ajaga postkastini?

Ulesanne 16.25. Postiljon seisab postkasti juures ning markab suurt koera, mille peale hakkab
ta jooksma kiirusega
{v:at+vo, 0<t<4,

v=const, 4<t<10.
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(a) Avaldage postiljoni poolt labitud teepikkus s ja kiirus v esimese nelja sekundi jaoks kiirenduse

a kaudu.

(b) Leidke kiirendus a kui on teada, et 10 sekundi jooksul ldbis postiljon 56 meetrit.

Ulesanne 16.26. Langevarjurid A ja B asuvad 1950 m korgusel lendavas helikopteris. Langevarjur
A hiippab esimesena, avades langevarju 4 sekundit pérast hiipet. Seejérel tGuseb helikopter 2130 m
korguseni. Langevarjur B hiippab 45 sekundit A-st hiljem, avades langevarju 13 sekundit pérast
hiipet. Molemad hiippajad langevad avatud langevarjudega tihtlasel kiirusel 5 m/s. Jatame lihtsuse
mottes chutakistuse arvestamata.

(a) Millisel korgusel avaneb A langevari? (¢) Kumb langevarjur maandub esimesena?

(b) Millisel korgusel avaneb B langevari?

Ulesanne 16.27. Osake alustab liikkumist punktist s(0) = 9
ja liigub kiirusega

5 0<t<5. [

’U(t)=t2—m, i

Leidke labitud teepikkus ja kui kaugele algpunktist osake liikus. /

16.6.2 Kiirus ja kiirendus

Ulesanne 16.28.  Voorkeha sattumisel verre luuakse konkreetses mudelis organismi kaitseks
¢
241
sattumist verre, kui alghetkel antikehi ei ole.

antikehi kiirusega r(t) = tuhat antikeha minutis. Leidke antikehade arv 5 minutit parast voorkeha

Ulesanne 16.29. (F) Ohupall tduseb dhku kiirusega 4 m/s.
Leidke ohupallilt alla visatud liivakoti kiirus 1.5 sekundi péarast selle lahti laskmist.

Ulesanne 16.30. Auto (aeglustav) kiirendus avarii korral on 250 m/s® (maksimaalne lubatud
kiirendus, et inimene voiks ellu jadda). Kui auto soidab kiirusega 96 km/h, siis millise vahemaa
véltel peab avanema Ohkpadi, et viimasest midagi ka kasu oleks?

Ulesanne 16.31. Maantee ehitamiseks tuleb planeerida korvalteelt peateele soitmiseks kiirendus-
rada. Leidke minimaalne kiirendusraja pikkus, kui kiirendusrajale soidetakse kiirusega 25 km/h ja
12 sekundiga tuleb raja 16pus saavutada kiirus 95 km/h.

Ulesanne 16.32. Lennuki katapult voib lendurile anda kahe sekundiga kiiruseks 260 km /h. Leidke,
mitu g = 9.8 m/s? vidrtust on sel juhul lenduri keskmine kiirendus.

Ulesanne 16.33. (IT) Arvuti riistvara usaldatavuse R (protsentides) muutumise kiirus avaldub

valemiga

dR -1.5
— =-2.5(0.05¢ +1)

kus t on aeg tundides. Leidke R kahe 60péeva jaoks, kui R(0) = 100.

Ulesanne 16.34. (Maj) Kui eeldada, et K(t) tihistab firma kapitali ning I(t) investeeringute
muutumise kiirust, siis kehtib valem
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ta
AK:fﬂﬂw
t1

Leidke firma kapitali muut AK ajaperioodil 1 <t < 8, teades et, investeeringute muutumise kiirus
allub seaduspérasusele I(t) = 1+ 3V/12.

Ulesanne 16.35. Raudteejaamast valjuv elektrirong liigub esimese tunni jooksul kiirusega v(t) =
90t% - 20t> km/h, kus ¢ on rongi liikkumise aeg tundides. Arvutage elektrienergia kulu W (kWh)
esimese soidutunni jooksul, kui

T
W(T) = f (a(t) + 2)o(t) dt.
0

Ulesanne 16.36. (IT) < x> Robot on programmeeritud ldbima spiraalset trajektoori
x(t) =t cost, y(t)="tsint,

kus t on aeg sekundites. Kui pika teekonna ldbis robot aja ¢ = 10 ja t = 20 vahel? Milline oli roboti
keskmine kiirus?

16.6.3 Too

,| Valem 16.4 N

Médda x-telge punktist x = a punkti © = b litkumissuunas muutuwva jou F(x) poolt tehtav té6 avaldub
valemiga

b
W=fF@Mx (16.2)

Hooke’i seadus iitleb, et vedru normaalpikkusest z iihikut vélja venitatud voi kokkusurutud asendis
hoidmiseks vajaminev joud on vordeline pikkusega x:

F=Fk -z
Parameeter k£ on vedru karakteristik, mida moodetakse jouiihikutes pikkusiihiku kohta ja mida nime-

tatakse ka vedrukonstandiks.
\ J

Ulesanne 16.37. (F) Kui palju tehakse t66d vedru kokku surumisel 0.25 m vorra, kui konstant
k=16 N/m?

Ulesanne 16.38. (F) Kui osake massiga m asub punktis (z,0), tommatakse teda nullpunkti
poole jouga, mille moodul on k/z%. Kui osake alustab asendist « = b ja talle ei m&ju iikski teine joud,
siis leidke tehtud t66 hetkel, mil osake jouab asendisse x =a, 0 <a < b.

Ulesanne 16.39. (F) Magironija sikutab iiles 50 m pikkust rippuvat koit. Kui palju t66d selleks
kulub, kui kéis kaalub 0.624 N/m?

Ulesanne 16.40. (F) Lift massiga 680 kg on kinnitatud trosside otsa, mille mass iihe meetri
kohta on 18 kg. Leidke, kui palju tehakse t66d, tostes lifti keldrikorruselt teisele korrusele (kokku 7
m).

Ulesanne 16.41. (F) Liivakotti, mis algselt kaalus 640 N, tosteti iiles iihtlasel kiirusel. Tostmise
kdigus pudenes liiv kotist vélja samuti iihtlasel kiirusel. Hetkel, mil kott tosteti 5 m korgusele, oli
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kotist kadunud pool liivakogust. Kui palju t66d tehti liivakoti tostmiseks sellisele korgusele? (Jétke
arvestamata koti enda ning tostmisvarustuse kaal.)

Ulesanne 16.42. (K) Ideaalse gaasi kokku surumisel voi paisumisel tehtav t66 arvutatakse

integraaliga
Va
W = PdV,
1
nRT R . . R L
kus P = on rohk ja V on gaasi ruumala. Liikuva kolviga silindri labim6ot on 20 c¢m ja pikkus

80 cm. Silindris on gaas 10000 g/cm? rohu all. Arvutage t66, mis kulub konstantsel temperatuuril

T selle gaasi kokkusurumiseks kuni ruumala kahekordse vihenemiseni. Siin n ja R on konstandid.

16.6.4 Massikese

4 N
Olgu R tasandiline kujund, mis ji4b kahe funktsiooni f ja g graafiku vahele, kus f(z) > g(z) iga
x € [a,b] korral. Sel juhul homogeense pinna R massikese asub punktis (%, %), kus

b b
i %f v (f@)-g(@)) do, T f 3 (@) -¢@) do, (16.3)
kus S on pinna R pindala S = jb (f(z)-g(x)) dx.

Ulesanne 16.43. Veetammi virav on vordhaarse trapetsi kujuline, kus pikim alus on 20 m, lithim
alus 12 m ja korgus on 6 m. Leidke viarava massikeskme koordinaadid.

Ulesanne 16.44. Arvutage jargmiste joontega piiratud kujundite massikeskmed.
(a) y=4-z,2=0,y=0 (f) y=a? 2=8y=0
b) y=232=2y=0
(b) y=a’,2=2,y (@) y=d 20 0-2 y-4
(c) y=4a* y=22
h = =0,z=9
(d) ¥ =w.y=2,2=0 () y=vey =0

(€) y=2(zx+1),y=3z+2,y=8 (i) 2% =4py,y=a, kusp>0jaa>0
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Praktikum 17

Paratud integraalid

17.1 Lopmatute rajadega integraalid

,[Deﬁm'tsioon 17.1 ]

M
FEksisteerigu [ f(x)dx iga M € [a, o) korral.
a
Pdératu integraal piirkonnas [a,o0) defineeritakse
seosega

oo M

f f(z)dx = I\/lliinoo f(x)da. (17.1)

a a

f[Deﬁm'tsioon 17. 2}

FEksisteerigu /f(:lc) dzx, iga M € (—o0,b] korral.
M

Pdaratu integraal piirkonnas (—oo,b] defineeritakse

seoseqga

b

/ f(@)de= lim_ /b f@)de.  (17.2)
M

—o0o

[ Definitsioon 17.3]

~\
Kui molemad rajad on tokestamata, siis paratu integraal defineeritakse jargmiselt:
f f(x)dx = / f(x)dx + f f(x)dz, kusceR onwvabalt valitav.
. J

Ulesanne 17.1.

(a) foo(xz +1)dx
0

[ee)

0

dz
(c) 1] 21,001

0
6 / el dy

Leidke pératud integraalid (kui need koonduvad).

xdx rodax
N
(8) /(372+4)3/2 (m) 2fxln”$7n€

(h) ]oe_x/2d$

£ Inal
(n) fﬂdl’
—00 x

) /:Ee_zzdx
0
0

(k) /COSQI‘dx

D /e_xcosxdzv
0

r dx
(p) _l 2 +4x+9

dz
(@) of (1+22)(1+arctanx)

(r) fx2+1




Praktikum 18

Paratud integraalid

18.1 Integraalid tokestamata funktsioonist

,{Deﬁnitsioon 18.1 ]

Olgu funktsioon f tokestamata punkti b imbruses

M
f f(z)dx

iga M € [a,b) korral. Piratu integraal loigus [a,b]
defineeritakse seosega

ja eksisteerigu

~N

,{ Definitsioon 18.2 ]

Olgu funktsioon f tokestamata punkti a imbruses

/b f(z)dx
M

iga M € (a,b] korral. Piratu integraal loigus [a,b]
defineeritakse seosega

ja eksisteerigu

N\

integraal defineeritakse jargmiselt:

Kui funktsioon f on tokestamata punktis ¢ € (a,b), kuid pidev piirkonnas [a,c) U (c,b], siis péiratu

fbf(a:)dx=/cf(x)dx+/bf(x)dx

b M b b
/f(x)dxzj\}iggiff(x)dx (18.1) /f(a:)dx=]\}i§;+/f(x)dx. (18.2)
a a a M
\ J \_ J
,{Deﬁm’tsioon 18.3] N

Ulesanne 18.1.

(a) Ofﬂ—xx (®) fm
- X 2x2+
o [ @ [
1 3
© [ W [
-1 0
1
(d)_[% ) /J%
2 4
2dz . d_:x
(e) fm (J)_[\/—

Leidke pératud integraalid (kui need koonduvad).

(k) Of 0.999 (p) Of\/ﬁdiﬂ
0

m " T, € : dx

( )1/ st e [

(n) /mln = (s) ftan:nda:
0

1
dx
© /A= [¢TZ
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18.2 Paratute integraalide rakendusi

,{Deﬁm'tsioon 18.4] ,{Deﬁm'tsioon 18.5]

\ \
Kui © on pidev juhuslik suurus, siis toendosus, Pideva juhusliku suuruse keskvddrtuseks ja dis-
et x asub arvude a ja b vahel, defineeritakse integ- persiooniks nimetatakse suurusi
raaliga -
b
Pla<z<b)= fp(x)dx, (18.3) o E(x) = fx'p(w)dx (18.4)
kus funktsioon p on pideva juhusliku suuruse x ti- = )
hedusfunktsioon voi ka lihtsalt tihedus. o(x) = f(x ~ B(2))? p(x) do. (18.5)
\ J e
\ y,

Ulesanne 18.2. (F) Signaalitédtluses kasutatakse ajast soltuva signaali f(t) jaoks Fourier’ tei-
sendust

F(o)= [ r@e ™ ar,

kus o on sagedus hertsides. Niimoodi seatakse signaalile f vastavusse tema spekter, kus iga sageduse
o Hz jaoks vastab vonkumise amplituud |F'(o)| ja faas arg(F(¢)). Olgu signaaliks

1) = e ? | kuite[0,00)
10 L kuite(-o0,0)
Leidke selle signaali Fourier’ teisendus F'(¢) suvalise reaalarvulise sageduse o jaoks.

Ulesanne 18.3. (F') Fitsikas kasutatakse diferentsiaalvorrandite lahendamiseks Laplace’i teisen-
dust

L(z) = f F(t) et dt.
0
Leidke funktsioonide f(t) =sint ja f(t) = cost Laplace’i teisendused.
Ulesanne 18.4. (F) Lambi eluiga on eksponentsiaalse jaotusega, keskmise elueaga 1000 t66tundi:

1
p(t) = ——e 100 5.

1000 '
Milline on téenéosus, et lambi eluiga on suurem kui 2000 t66tundi?

Ulesanne 18.5. (IT) Juhuslikult 1digust [~1,1] arvu valimisele vastab iihtlane jaotus
0.5, te[-1,1],
t =
P { 0, te[-11]

Leida iihtlase jaotuse keskvédirtus ja toendosus, et valides n € {10,15,20} juhuslikku arvu 16igust
[-1,1], nende arvude keskviddrtus z kuulub l6iku [-0.5,0.5]7 Vihje: keskvéértuse tdenédosus jaotub
normaaljaotusega, mille keskviértus on leitud p ning standardhélve on og = o/\/n:

o122 fo?

p(z) = P

Ulesanne 18.6. IQ testide tulemused on tavaliselt jaotunud normaaljaotusega
1 _ew?

2
20 s

xT) = e
p(x) gy

kus keskvéértus p = 100 ja standardhélve o = 15. Leidke (arvuti abiga), mitmel protsendil elanik-
konnast on mudeli jargi 1Q vahemikus 85 kuni 115. Mitmel % elanikkonnast on IQ suurem kui
1407
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Praktikum 19

Vektorid

19.1 Vektorite skalaarkorrutis
[ Definitsioon 19.1] \

Olgu % = (x1,y1,21), § = (T2,y2,22) ja ¢ = 2(Z,y) vektorite T ja § vaheline nurk.

Vektorite 2,1 € E skalaarkorrutiseks nimetatakse arvu

z -y =|Z||jlcos p = 172 + Y1y2 + 21 22.

G J
4 N

Vektori z pikkus:

|7 = /2T +yi + 2

\ J
Ulesanne 19.1. Arvutage vektorite @ ja b skalaarkorrutis.

(a) ld|=8, |b|=6,0=21/3 (d) |a|=1, b =1, «(a,b) = 135°

(b) ld| =2, |B] =3,[d+D| = 4 (e) lal=3, b|=1,a1b

(c) lal=4, [p|=12,]d - b = 10 (f) la|=3, [o=1,a110

Ulesanne 19.2. Arvutage vektorite @ ja b skalaarkorrutis.
(a) d=(2-3), b=(42) (c) d=(7;-4;2), b=(3;1;0)

(b) @=(2-31), b= (4;2;-5) (d) a=(0;0;0), b=(~2;6;0)

Ulesanne 19.3. Arvutage skalaarkorrutis @ - b.

(@) d=(a-Lf-Ly-1), b=(F+Ly+Lia+l) o fyeR

(b) G=3i+j-2k, b=1i-4j -5k, kus i, j, k on paarikaupa ristuvad iihikvektorid
Ulesanne 19.4. Vektorid a, b ja & moodustavad paarikaupa nurgad 60°. Leidke vektori p = d+b+¢
pikkus, kui |d| = 4, |b| = 2 ja |¢] = 6.

Ulesanne 19.5. Leidke koordinaattelgedel punktid, mis asetsevad punktidest A(1;1) ja B(3;7)

vordsel kaugusel.

Ulesanne 19.6. Millist tingimust peavad rahuldama punkti M (z;y) koordinaadid, et see punkt
asetseks vordsetel kaugustel punktidest A(7;-3) ja B(-2;1)?

Ulesanne 19.7. Niidake, et vektorid @ = 2i + j + k ja b = V2(i - j - k) sobivad mingi ruudu
kiilgedeks, kui ¢, j ja k on paarikaupa ristuvad iihikvektorid.

Ulesanne 19.8. (F) Joud P ja @, mis mojuvad 120° nurga all, on rakendatud iihte punkti. Leidke
resultantjou R arvvéartus |R|, kui |P| =7 ja |Q| = 4.



19.2. Vektorite vaheline nurk

19.2 Vektorite vaheline nurk

4 N

Vektorite vahelise nurga koosinus avaldub skalaarkorrutise valemi kaudu:

T1T2 +Y1Y2 + 2122

| \/x%+yf+zf\/x§+y§+z2'

cos p =

Vektori a projektsioon vektorile b on

Ulesanne 19.9. Kasutades skalaarkorrutise valemit, leidke vektorite C'’A ja C'B vaheline nurk.
(a) A(5:3), B(4;8), C(2;4) (c) A(2;-1;4), B(1;-6;8), C(0;-2;6)

(b) A(_2;6;7)7 B(_4;5;5)7 C(—3,0,2) (d) A(0;4;_3), B(2;5;3), 0(5,171)

Ulesanne 19.10. Kasutades skalaarkorrutise valemit, leidke, millised kahest antud vektorist on

risti, kollineaarsed, moodustavad teravnurga voi niirinurga.
(a) d=(2-7); b=(5;2) (c) d=(2;1;-8); b=(7;2;2)

(b) d=(4;16;-12); b= (-6;-24;18) (d) d=(5:-3:2); b= (1:3:4)

Ulesanne 19.11. Arvutage vektori @ projektsioon vektorile b.
(a) d=(2-5); b=(3;4) (¢) d=(21:-3); b=(7;-2:4)
() a=(4-5:7); b=(-3-%4) (d) @=(2-3:2); b= (4:3;2)

Ulesanne 19.12. Milline on iihikvektorite m ja 7 vaheline nurk, kui vektorid ¢ = m + 27 ja
b = 5ih — 47 on risti?

Ulesanne 19.13. Kolmnurga ABC' tippudeks on A(-1;-2;4), B(-4;-2;0) ja C(3;-2;1). Leidke

tipu B juures olev sisenurk.
Ulesanne 19.14. Leidke kuubi diagonaali ja kuubi iihe kiilje diagonaali vaheline nurk.

Ulesanne 19.15. < * > Toestage, et suvalise kahe vektori Z,y € F3 jaoks kehtib samasus

(&+9) - (@+7) + (@ -9) (@ -7) =212 +[7P).

Mis on selle samasuse geomeetriline tdhendus?
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PEATUKK 19. VEKTORID

19.3 Vektorite vektorkorrutis

,[Deﬁnitsioon 19.2 ]

N
Vektorite 2,1 € B3 vektorkorrutiseks nimetatakse vektorit & x ij € F3, mis on mddratud tingimustega:
1) & x 3| = |Z]|g]sin 2 (Z,5),
2) (xy) L2, (Zxy) L7,
3) kolmik {Z,4,2 x g} on parema kie kolmik.
\ J
4 N
Vektorkorrutise arvutamine koordinaatkujul
g"cxg:(‘yl 21 ’ T = 1 N )7
Y2 22 T2 22 T2 Y2
kus & = (215915 21), ¥ = (T2;Y2; 22)-
Vektoritele Z ja ¢ ehitatud ro6pkiiliku pindala on Sz 5 = |Z x g].
\ J
Ulesanne 19.16. Arvutage | x b|.
(a) d| =3, [b| =4, «(a,b) = 60° (c) |a=3,b=-2d

b) |a|=7,1b]=5,a-b=-21 R
(b) lal=7, [b] @) @l b

Ulesanne 19.17. Olgu @ = (2;-3;1), b = (5;1;-2), & = (0;0;0). Leidke vektorid @ x b, & x @,
(3d — 2b) x (@ + 5b).

Ulesanne 19.18. Millisel arvu o viidrtusel on vektorid P =ad +5b ja § = 3d — b kollineaarsed, kui
d ja b ei ole kollineaarsed?

a N
Kolmnurga ABC pindala on virdne poolega kiiljevektorite vektorkorrutise pikkusest

2 2

T2 —T1 Y2—-Y1
T3 —T1 Ys—Y1

221 T2-11

Ys—Yy1 23— 21

1 - .1 - B
Sapc = =|AB x AC| = = Y2—Y1 22— 21 - -
2 2 z3 21 T3 T

kus A(iﬂlvylvZl)vB(3327y2722)70($3,y3,23)-

\ J

Ulesanne 19.19. Leidke vektorkorrutise abil kolmnurga ABC pindala.
(a) A(4;1;-4),B(6;3;7),0(2;3;1) (c) A(2;3;1),B(4;51),C(3;4;1)

(b) A(O;5;_1)7B(1;2;1)70(_3;4;_5) (d) A(—1;2),B(2;—1;),C(—3;1)

Ulesanne 19.20. Leidke vektoreile G = 1 — 2 ja b = 3 + 27 ehitatud kolmnurga pindala, kui
|| = || =6 ja «(m,n) =45°.

Ulesanne 19.21. N didake, et vektorid @ =i + 2J ja b= 2i — j sobivad mingi kuubi servadeks ning
leidke selle kuubi kolmandat serva méérav vektor, kui ¢ ja j on ristuvad iihikvektorid.

Ulesanne 19.22. Vektor Z on risti vektoritega a = (2;3;-1) ja b = (1;-1;3) ning moodustab
esimese baasivektoriga ¢ niirinurga. Leidke vektori  koordinaadid teades, et |#] = v/138.
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19.4. Kolme vektori segakorrutis

Ulesanne 19.23. On antud vektorid @ = (11;10;2) j
risti vektoritega d ja b ning on suunatud nii, et kolmik {

(4;0;3). Leidke iihikvektor ¢, mis on

b=
b, ¢} on parema ke kolmik.

a
a,

Ulesanne 19.24. < x> Néidata, et et suvalise kolme vektori Z, ¢, Z € F3 korral

19.4 Kolme vektori segakorrutis

,{Deﬁm’tsioon 19.3 ]

N
Vektorite %, 9, Z € B3 segakorrutiseks ZyZ nimetatakse arvu gz = (T x §) - Z.
\ J
é N
Vektorite & = (z1;22;23),7 = (Y1;Y2; y3), Z = (21; 292; 23) segakorrutise arvutamise valem
1 Yy 2
Tyi=| T2 Y2 22
T3 Y3 z3
Vektoritele Z, 9, Z ehitatud r66ptahuka ja tetraeedri ruumalad avalduvad vastavalt valemitega
Va,g,z = 1292, Vietr(z,5.2) = g|ﬁfﬂ2|
\ J

Ulesanne 19.25. Vektorite kolmik {@,b, ¢} on vasaku kiie kolmik. Arvutage abé.
(a) d=(-3;4;-7),b=(1;2;5),é= (1;-4;5)
o7

(b) [al=4, bl=3,|c|=5,¢1a, c1b, 2(ab) =

~—

(c) |d| =2, |b|=4, |¢| = 3 ning vektorid @, b, ¢ on paarikaupa risti
Ulesanne 19.26. Tetracedri tipud on A(2;-1;1), B(5;5;4), C(3;2;-1) ja D(4;1;3). Leidke selle
tetraeedri ruumala ja tipust D tommatud korgus.

Ulesanne 19.27. Tetracedri raumala V =5 ja kolm tippu on A(2;1;-1), B(3;0;1) ja C(2;-1;3).
Leidke y-teljel asuva neljanda tipu D koordinaadid.

Ulesanne 19.28. Toestage, et punktid A(1;2;-1), B(0;1;5), C(-1;2;1) ja D(2;1;3) asetsevad
samal tasandil.

Ulesanne 19.29. < x> Toestage, et suvalise kolme vektori %, 4, Z € E'3 korral

(Zxy)-Z2=7-(§x2Z2).
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Praktikum 20

Sirge ja tasandi vorrandid

20.1 Tasandi vorrand

,[Deﬁm'tsioon 20.1] ~ [ N 4 hel .
i . . :
Tasandi 7 tldvorrandiks nimetatakse tasandi asandite m Ja 7z vaaelune nur
vorrandit kujul |71 - Tig|
cos < (my,me) = ——,
|7 [|7i]
Az +By+Cz+D=0 (A,B,C,DeR),
kus 711, 712 on vastavalt tasandite m; ja 7o nor-
kui i = (A; B; C) on selle tasandi normaalvektor. maalvektorid.
. J \
4 N (

Tasandi normaalvektor Punkti P(p1;pe;ps) kaugus tasandist =
. Apy + Bps + Cps + D
n=1uXx7, d(P,ﬂ')=| P1 P2 P3 |

VA2 + B%+(C?
kui % ja ©¥ on tasandil asuvad mittekollineaarsed

vektorid. \

\ J

Ulesanne 20.1. Koostage tasandi 7 vorrand.
(a) tasand 7 on paralleelne z-teljega ning libib punkte A(3;-1;1) ja B(4;-6;-1)
(b) tasand 7 on paralleelne y-teljega ning ldbib punkte C(3;4;0) ja D(7;5;-3)

(c) tasand 7 on paralleelne z-teljega ning labib punkte E(-1;-2;-3) ja F(1;3;4)

Ulesanne 20.2. Koostage punkte A, B, ja C' ldbiva tasandi vorrand.
(a) A(0;0;0), B(1;4;0), C(3;-2;1)
(b) A(-3;6;-7), B(-1;7;-6), C(-7;3;-8)

(c) A(3;-1;2), B(4;-1;-1), C(2;0;2)

Ulesanne 20.3. Koostage tasandi « vorrand.

(a) tasand 7 on risti vektoriga 7 = (2;3;-5) ning tema aplikaatloik on 6

(b) tasand 7 on risti vektoriga 7 = (-1;4;7) ning tema ordinaatloik on 3

(c) tasand 7 on risti vektoriga 7 = (4;-1;-3) ning tema abstsissloik on —5
Ulesanne 20.4. Kontrollige, kas tasanditel bx —2+3=0,2z -y-42+5=0,3y+22-1=0 ja
3x +4y + 5z — 3 = 0 on iihiseid punkte.

Ulesanne 20.5. Leidke tasand, mis on paralleelne tasandiga x — 2y + 3z — 7 = 0 ning labib punkti
A(1;-2;1).



20.2. Sirge vorrand ruumis

Ulesanne 20.6. Leidke tasandi Az + By + Cz+ D =0 ja koordinaattasandite vahelised nurgad.
Ulesanne 20.7. Arvutage jargmiste tasandite vahelised nurgad.

(a) m:-2x+4y-z+5=0jam:Tr+3y—22+1=0

(b) xz-tasand ja m: 3y —-3z+5=0

(c) m:62-3y+122-23=0ja m: 10x -5y +20z-1=0
Ulesanne 20.8. Leidke tasand, mis 1abib tasandite 3x — 2y +z—3 =0 ja x — 2z = 0 16ikesirget ning
on risti tasandiga ¢ -2y + 2z + 5 = 0.

Ulesanne 20.9. Leidke tasand, mis ldbib tasandite x + 5y + z = 0 ja © — z + 4 = 0 16ikesirget ning
moodustab tasandiga x — 4y - 82 + 12 = 0 nurga 7.

Ulesanne 20.10. Arvutage punkti P kaugus tasandist .

(a) P(1;2;1)jamax+2y+22-10=0

(b) P on koordinaatide alguspunkt ja m: 152 — 10y + 6z — 190 = 0

(c) P(2;85)jama—-2y—2z=1
Ulesanne 20.11. <> Leidke tasand, mis koosneb sellistest punktidest, mis on punktidest
A(1;1;0) ja B(0;1;1) iihekaugusel.

Ulesanne 20.12. <> Kontrollige, kas tasandid z = x + 2y + 1 ja 3z + 6y — 3z = 4 on paralleelsed.
Leidke nende tasandite vaheline kaugus.

20.2 Sirge vorrand ruumis

,{Deﬁnitsioon 20.2}

N
Sirge kanoonilisteks vorranditeks nimetatakse sirge s vorrandeid kujul
Xr — aq _ Yy—az _ Z—as
S1 S92 S3 ’
kus sirge s labib punkti A(a1,az2,as3) ja sirge sihivektor on § = (s1, 82, 83).
\ J

e \
Sirge s ja tasandi 7 vaheline nurk: Kahe mitteparalleelse tasandi m; ja mo {ihisosaks
L on sirge
: ER
sin 2 (s,7) = ——
Bl

|’ { mi Az + Byy+ Ciz+ Dy =0,

L . - . . tA B D5 =0.
kus § ja 7 on vastavalt sirge s sihivektor ja tasandi w2 Ao + Boy + Coz + Dp = 0

7 normaalvektor.
\ J

\

Ulesanne 20.13. Kolmnurga ABC tippudeks on A(2;1;3), B(2;4;-5),C(0;4;-5). Koostage selle

kolmnurga kiilgede poolt médratud sirgete vorrandid.

Ulesanne 20.14. Koostage punkti P(-3;4;-7) labiva sirge s kanoonilised vorrandid.
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PEATUKK 20. SIRGE JA TASANDI VORRANDID

. . 5
(a) sirge s on paralleelne z-teljega (d) sirge s on paralleelne sirgega t: % =
(b) sirge s sihivektor on § = (3;-2;4) y-2 =z

2 8

(c) sirge s on paralleelne z-teljega

Ulesanne 20.15. Koostage sirge s kanoonilised vorrandid, kui sirge s 1dbib punkti P(2;3;4) ja
3r+Ty—22+4=0

lleelne si t: ’
on paralleelne sirgega { 2% — 6y +72-13=0

Ulesanne 20.16. Leidke tasandi 2z — 3y +4z-5=0 ja zz-tasandi 16ikesirgel koik need punktid,
mis asuvad tasandist 2z +y — z + 3 = 0 kaugusel v/6 iihikut.

Ulesanne 20.17. Leidke sirge ja tasandi vaheline nurk. Juhul, kui sirge ja tasand 16ikuvad, leidke
nende loikepunkt.

x-12 y-9 z-

1 - =
(a) 1 3 T 3x+5y—2-2=0 (c) 3r+5y—7z+16 0’ oz d =0
20 -y+2-6=0
1 -3

(b) %:%:%, 32 —3y+22-5=0
" -1 1 2-2 -1
Ulesanne 20.18. < x> Koostage sirgeid s: z = y+2 = 23 ja t: % = yT = 2+3 labiva
tasandi vorrand.
.. ) . . r-2 y-2 =z
Ulesanne 20.19. < * > Leidke punkti P(1;2;3) kaugus sirgest s: =3 "%
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Praktikum 21

Kontrolltoo nr. 3

NB!

Kontrolltoo sisaldab iilesandeid ja vihemalt iihte teooriapunkti (definitsioonid, teoreemid,
omadused, valemid, vmt) kontrollt66 teemade pohjal.

a N
1. Diferentsiaalvorrandid

1. Eralduvate muutujatega DV.

2. 1. jarku lineaarne diferentsiaalvorrand.

2. Méaidratud integraal

1. Newton-Leibniz’i valem.

2. Absoluutvéértust sisaldavad avaldised.

3. Siimmeetrilised rajad.

4. Ositi integreerimine ja muutuja vahetuse vote.
\ J
é )

3. Maaratud integraali rakendused

1. Tasandilise kujundi pindala leidmine (kovertrapets, koversektor).
Joone kaare pikkuse arvutamine lihtsamal juhul.

Keha ruumala leidmine ristloigete pindalade kaudu, poordkeha ruumala.

= 8 E

Lébitud teepikkus ja nihe (sirgjoonelisel liikumisel).

Koversektor tuleb koos joonisega. Tddsse ei tule fiitisikalisi rakendusi (t66, joud vedelikes,
massikeskmed), kus integraali peaks ise kokku hakkama panema.

4. Paratud integraalid

1. Péaratud integraalid 16pmatute rajade korral.

2. Pératud integraalid loigus katkeva funktsiooni korral.

5. Geomeetria

1. Vekorite skalaarkorrutis, nurk kahe vektori vahel.
Vektorkorrutis, segakorrutis.

Tasandi ja sirge vorrandite koostamine ruumis.

= 8 =

Tasandite ja sirgete vastastikused asendid (nurgad nende vahel). Punkti kaugus tasandist.




Praktikum 22

Kompleksarvu erinevad esitusviisid

22.1 Kompleksarvu algebraline kuju

Kompleksarvu algebraline kuju: z =a + bi.

Kaaskompleksarv: z = a — bi.

Moodul: |z| = Va2 + b2.

Ulesanne 22.1. Kujutage komplekstasandil jargmised kompleksarvud.
(a) 3-2i (c) —1-i (e) -7j,j*=-1 (g) 13+6i]

(b) 1+ (d) -3+4i (f) 13+ V61 (h) 1-iv3

Ulesanne 22.2. Leidke kdikvoimalikud reaalarvud z ja y, mille korral
(a) 2iz+3=y—i (b) 22 -y? +izy=1+ix

Ulesanne 22.3. Leidke kompleksarvu moodul.
(a) -42 (c) 2i+2 (e) 4+3i (g) 6v3-6i
(b) i+1 (d) 1+iV3 (f) -1-iv/3 (h) 1-iv3

Ulesanne 22.4. Kujutage komplekstasandil koik kompleksarvud, mis rahuldavad antud tingimusi.

(a) |2]=3 (b) $<|2]<3 (c) |z-1]=1 (d) Re(z?)=4
Ulesanne 22.5. Kirjutage algebralisel kujul z =a + b4
(a) z=4% (f) z=(2+24)8
(b) z=i®+i+1 , ,
o 1+1 3-1 3
(c) z=i+i2+3+i*+® +i0+4i" +48 (8) T 1aa
d) 2=+ (-1)"- (=) .
( ) (2_2'3)4

() = =i (h) == Gy



22.2 Tehted kompleksarvudega.

22.2.1 Tehted algebralisel kujul.

22.2. Tehted kompleksarvudega.

z1+29=(a+c)+ (b+d)i;

zZ1
22

Jagamine. Olgu antud kompleksarvud z; ja z5. Siis

Liitmine ja lahutamine. Olgu z; = a + bi ja 25 = ¢ + di. Siis
z1—23=(a—-c)+ (b-d)i.
Korrutamine. Olgu antud kompleksarvud z; = a + bi ja 2o = ¢ + di. Siis

z1 - z2 = (ac - bd) + (ad + be) 4.

21'2_2

2073 |22

21'2’_2

Ulesanne 22.6.
leksid.

()
(b)
(c)
(d)

z21=3, 29 =-41
Zl=1—i, 22=1+’i
Zl=1+i, 2’22—3+2i

2’1:2—5i, 22=3+i

(e)
(f)
(8)
(h)

Leidke arvude z; ja zo summa, vahe, korrutis, jagatis, moodulid ja kaaskomp-

2 =2—Ti, 2= 3+4i
Zl=—4—i, ZQ=—7—4’i

=1+3d, 20 = 72
1 b 22 = 1335

1+ .
Rl =9, #2 =1

22.2.2 Kompleksarvu trigonomeetriline ja eksponentkuju

,{Deﬁm’tsioon 22.1 }
Avaldist

z=r(cosp+1isinyp) (22.1)

nimetatakse kompleksarvu z trigonomeetriliseks
kujuks. Reaalarv r on kompleksarvu z moodul |z|.
Reaalarvu ¢ nimetatakse ka kompleksarvu z argu-

mendiks ja tihistatakse @ = arg(z).

\ J/

Valem 22.1

Trigonomeetrilisi funktsioone ja eksponentfunkt-
stooni seob Fuler’ valem

e'? = cos i+ sing. (22.2)

A Definitsioon 22.2}

Olgu z = a+bi, 0 = arctan|§|. Siis kompleksarvu
z argument o leitakse jargmiselt:

~N

\.

©=180°—@ =0
a<0,b>0 a>0,b>0
a<0,b<0 a=>0,b<0
@ =180+ 6 p=—0
L J
. . ]

,{Deﬁmtswon 22.3 | ~N
Kompleksarvu z eksponentkujuks nimetatakse
jargmist esitust:

z=re'?, (22.3)

kus r on kompleksarvu moodul ja ¢ on argument

radiaanides.

Ulesanne 22.7. Teisendage kompleksarv z algebralisele kujule z = a + b4 ning eksponentkujule.
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PEATUKK 22. KOMPLEKSARVU ERINEVAD ESITUSVIISID

(a) z=cosl6m +i sin 167 (¢) z=8(cos210° +1i sin210°)
(b) z:4(cos%+isin%) (d) z=3(cosZE —isin?)

Ulesanne 22.8. Kirjutage nii trigonomeetrilisel kui ka algebralisel kujul a + b1.

(a) e'3 (c) e (e) % —e'% (g) elrhi
; ;x 2e'T

b) 64¢'Y d) 2¢'s £ -

( ) ( ) () e—i%ﬂ (h) el+et

Ulesanne 22.9. Esitage iilesandes 22.6, a)-d) antud ja saadud kompleksarvud nii trigonomeet-
rilisel kui ka eksponentkujul.

22.2.3 Tehted trigonomeetrilisel ja eksponentkujul

,l Omadus 22.1 ~

Olgu antud kaks kompleksarvu trigonomeetrilisel kujul ning eksponentkujul

21 =71 (Cosp1 +1 sinpy), 29 = 19 (COS g + 7 Sin p9); z1=71 €%, 29 =19 €' 2.
Siis korrutamisel moodulid korrutatakse ja argumendid liidetakse:
. e T +
2122 =rra[cos(pr + o) +i sin(p1 + 2)]; 2129 =17y € (F1 “"2),

jagamisel moodulid jagatakse ja argumendid lahutatakse:
2o Dlcos(pr—g) +isin(pr—2)]; L= el e) gy 20,
29 T9 <2 T2

. J/

Ulesanne 22.10. Leidke z; - 2o ja z—; koigil kolmel erineval esitusviisil.

21 =4(cos%7r+isin%7r) z1 = cos20 + 1 sin 260
(a) L (b) .
22:2(cos§7r+zsm§77) 29 =3(cosf +1i sinf)
Ulesanne 22.11. Arvutage jargmised avaldised.
1-i\4 (1+4)2
(a) (1+i) (C) 2(0052?’7“' sin %’r)
(5+31)(5-31) €08 69.5°+4 sin 69.5°
(b) V/2(cos 5T“+z' sin ST”) (d) cos(—17.5°)ii sin(-17.5°)

Ulesanne 22.12. Leidke koikvoimalikud reaalarvud z ja y, mille korral 2% =22, z =z +iy.

Ulesanne 22.13. Millise reaalsete kordajatega ruutvorrandi lahenditeks on kompleksarvud z; =
2+17jazg=2-17

Ulesanne 22.14. Niidake, et kompleksarv z = 1 — /3 on ruutvérrandi 22 + 4 = 2z lahend.

Ulesanne 22.15. Toestage jirgmised viited.

Z+Zz Z—-Z

jalm(z) = (c) zz=1z

(a) Re(z)=

(d) |21 + 20 + |21 — 22? = 2(J21? + |22?) iga

. _ . = _ _1
(b) Kui |z|=1,siis 2= 2 2125 € C korral

Ulesanne 22.16. (F) Kaks koit hoiavad sadamas paati nii, et pingejoud on vastavalt 80 + 20i kg
ja 100 — 507 kg. Arvutage kogupinge.
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22.3. Rakenduslikud tlesanded

22.3 Rakenduslikud iilesanded

Ulesanne 22.17. (F) Vahelduvvoolu ahelas leitakse kahe paralleeliihenduses oleva elemendi néiv-
takistus (vt. lahemalt konspekti lisas) valemiga

A4

- Zl + ZQ ’
Arvutage néivtakistus Z, kui Z; =3+ 57 2 ja Zs =5 - 63 ().

Ulesanne 22.18. Ruudu diagonaal asub punktide 0 ja 2+ 4 0
vahel. Leidke ruudu kaks ilejaédnud tippu @ ja R. NB! Lahen-
P 24i
duse saab ldbi viia puhtalt kompleksarve kasutades ja ilma kooli

geomeetriata.

Ulesanne 22.19. (F) Kahe vedruga varustatud siisteem vajub raskuse maojul
d =6.03(cos 22.5° + i 8in 22.5%r¢c) + 3.26(cos 76.0° + isin 76.0°) cm.

Teostage liitmine ning esitage vastus trigonomeetrilisel kujul.

Ulesanne 22.20. (F) Teatud induktsioonipoolis on pinge
V =8.66(c0s90.0° +isin90.0°) - 50.0(cos 135.0° + i sin 135.0°)/(10.0(cos 60.0° + isin 60.0°)  volti.

Lihtsustage avaldis ning leidke pinge moodul.

Ulesanne 22.21. (F') Kaks kaablit tostavad portselani téis kasti. Pingejoude kaablites saab esitada
avaldistega 2100 — 1200¢ N ja 1200 + 5600¢ N. Esitage kogupinge trigonomeetrilisel kujul.

Ulesanne 22.22. Kasutades eksponentkuju, tuletage trigonomeetrilised valemid cos(a + ) ja
sin(a + ) kohta.

Ulesanne 22.23. (F) Radari mikrolaine signaali intensiivsus on 37(cos65.3° — isin65.3°) V/m.
Esitage see eksponentkujul.

Ulesanne 22.24. (F) Lainete liitumisel on kasutusel avaldis
ElEg(ei(a_ﬁ) + e—i(a—ﬁ))‘

Niidake, et see vordub lihtsama avaldisega 2F F5 cos(a — 3).
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Praktikum 23

Kompleksarvu astendamine ja juurimine

23.1 Kompleksarvu astendamine ja juurimine

Valem 23.1 N

Kompleksarvu taisarvulisel astendamisel kehtib de Moivre’t valem

2P =1k (cos(k ) +isin(ke)), keZ. (23.1)

,l Valem 23.2 )

Igal nullist erineval kompleksarvul on n erinevat n-astme juurt, mis leitakse valemiga

Vi %(COS(¢+k360 )”Sm(wk%o ))
n

n

(23.2)
k=0,1,...,n-1.

Markus. Simbol {/r tihistab siin kompleksarvu z kéigi n-astme juurte hulka ning siimbol Y/r sellist

positiivset reaalarvu, mille n-s aste on r.
. y,

Ulesanne 23.1. Kasutades de Moivre’i valemit, astendage kompleksarvud.

(a) (V3-i)™1? (g) [0.2(cos35° +isin35°)]?
(b) (3+/3i)° (h) (6eTs57)?

(c) [2(cos9° +isin9°)]® (i) (2798

(d) [V2(cos15° +isin15°)]'0 () (e55 )10

(e) 2(cos % +isin)™ (k) 22™, z=cos 2 +sin 28
(£) [3(cos120° +isin120°)]* (1) 2514, 2 = es07

Ulesanne 23.2. Leidke arvu -1 seitsmenda juure /-1 koik vidrtused.
Ulesanne 23.3. Leidke arvu (1 + z\/g)% koik vaartused.
Ulesanne 23.4. Leidke ja kujutage komplekstasandil arvu /64 koik vidrtused.

Ulesanne 23.5. Leidke Yz, kui z =32 (cos% + 14 sin g) ja kujutage tulemus komplekstasandil.



Praktikum 24

Kompleksarv. Algebraliste vorrandite lahendamine *

24.1 Kordamine

Ulesanne 24.1. Kirjutage eksponentkujul ja algebralisel kujul. Leidke erinevatel viisidel esitatud
kompleksarvude z; ja z4 korral nende summa, korrutis ja jagatis.

a) z1=3(cosZ +isinZ c) z3=4 cos3—77—281113—7T
3 3
b 2’2— cosT +isinZ d) z4=2(cosZ -isinZ
6 6 3 3
Ulesanne 24.2. Olgu z1 = 2 - 2\/§i zo = -1 -4, wy = 2(0082?”+zsm27”) ja wy =
V3 (cos 3T 4 i sin —) Arvutage jargmised avaldised.
(a) 2} +w (d) /71 +w? koik védrtused (g) wi+ws
(b) 2%z (e) Zqum (h) [z} + 23|
(€) (zw)® (f) L2 kgik viiirtused (i) 2
24.2 Algebraliste vorrandite lahendamine *
Ulesanne 24.3. Lahendage vorrandid.
(a) z*-1=0 (g) 22+27=0 (m) z*+622+8=0
2 1 _i_ 4_
(b) 22-1-i=0 (h) 2*-i=0 (n) 2%-223+5=0
(c) 22-i=0 (i) z*-V3-i=0
s 1 Ny ‘ (o) (z+1)8=256(x-1)%
(d)Z‘T‘T‘ G) = =-4i
(e) 2*+2(1+V/3i) = (k) 22-62+10=0 (p) &°+22°+22+4=0
2% +i= x°— 32" +3r-28= q) (z*+32°+2)(z°-4x+38) =
f) 22+i=0 1) 2°-322+32-28=0 44322 +2) (2% -4 +8) =0

Ulesanne 24.4. Lahendage w suhtes jargmine vorrand: w5 +2i = 0.

Ulesanne 24.5. (IT) Programmeerijal tuleb oma programmis leida reaalarvu a jaoks n erinevat
n-astme juurt. Programmi iihe osana tuleb vélja selgitada, mitu nendest on reaalarvud ja mitu
kompleksarvud. Selgitage, kuidas seda kindlaks teha ilma juuri endid leidmata.






