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Praktikum 1

Maatriksid ja determinandid

1.1 Reaalarvu absoluutvaartus *

Definitsioon 1.1 }

a, kuia>0,

Reaalarvu a absoluutvidrtus |a| defineeritakse valemiga |a| = ,
-a, kuia<DO0.

Omadus 1.1
(a) la|>0; (b) |- a| = al; (c) llal =[]l < |a +b] < |a] + [b];
(d) +a<la|; (e) la-b|=a| - [bl; f) b||b|' b+ 0.

Ulesanne 1.1. Leidke jirgmised viirtused.

(a) [-3-5] (b) =[-8l (c) VO (d) |=lel, e<0
Ulesanne 1.2. Lahendage jargmised vorrandid ja vorratused.

(a) |z|=3 (c) 2z +6|=4 (e) |z|<2 (g) 2%<2

(b) |22-3|=7 (d) |18-3z|=9 (f) 1-z/>1 (h) 4<22<9

Ulesanne 1.3. Skitseerige zy-tasandil punktihulk (kujund) {(z,y) : |2+ |y| < 1}

1.2 Summa siimbol

Ui =UL + U+ + Up.

iNgs

Ulesanne 1.4. Kirjutage summa siimboli ¥ abil jirgmised summad:

(@) 1+2+3+4+5 () 1+1+1+1+1+1 (€) 1+243+2454247
2 4 6

(b) 1-1+1-1+1-1 (d) 1-4+9-16+25

(f) 1+qg+q*+...+¢"

Ulesanne 1.5. Kirjutage ilma summa siimbolita jairgmised summad.

(@) Y (b) 35 © SEU™s @ 33
k=1 j=2 n=1 k=0



1.3. Maatriksid

1.3 Maatriksid

Definitsioon 1.2}
Olgu antud kaks m x n maatriksit A = (a;;) ja B = (b;;). Maatrikseid A ja B nimetatakse vordseteks,

kui nende vastavad elemendid on vordsed A = B, kui a;j =b;,i=1,...,m;j=1,...,n.

Ulesanne 1.6. Leidke maatriksi ridade arv m ja veergude arv n. Téahistage lithidalt maatriks
tema tildelemendi kaudu.

1 6 [ 3 4 a; az - aso
(a) A= 3 5 (d) D‘(5 6) (g) G=| b1 by - b3
4 7 C1 Co C30
0
1 92 3 (e) E= 10 1
o oe-( 50 001 w -| 2
1 2 3
(10 () F=| 4 3 2 1
(C)C_(O 2) 5 7 8 9 (i)I:(—3456)

1.4 Tehted maatriksitega

{Deﬁnitsioon 1. 3] N\

Maatriksi A = (a;5) transponeeritud maatriks saadakse, kui esialgses maatriksis vahetatakse read

veergudega (voi vastupidi, veerud ridadega), so AT = (a;;),i=1,...,m;j=1,...,n.

Maatriksite A ja B summaks (vaheks) nimetatakse maatriksit C, mille elementideks on vastavate

elementide summad (vahed) C = A+ B, C = (ci;), ¢ij=aij by, t=1,....m;j=1,...,n.

Maatriksi korrutamaisel skalaariga ehk arvuga A\, korrutuvad selle arvuga maatriksi koik elemendid,
M = (Naj),i=1,....m;j=1,...,n.

Ulesanne 1.7. Leidke iilesandes 1.6 antud maatriksite transponeeritud maatriksid.

Ulesanne 1.8. Olgu antud maatriksid

1 3 a 1 2 -2
A= b -1 ja B=|3 6 4
-2 3 0 -1 3

Leidke a, b ja ¢ viidrtused nii, et kehtiks vordus A = BT

Ulesanne 1.9. Millised alljirgnevatest tehetest on sooritatavad iilesandes 1.6 antud maatriksite
korral? Teostage lubatud tehted.

(a) 2A-34 (d) -H +2I" (g) AT-B (G) F-E
(b) 3B+2BT (e) A+B (h) BT +A (k) C+D
(c) $ET (f) B-A (i) E+G () pT-C



PEATUKK 1. MAATRIKSID JA DETERMINANDID

1.5 Maatriksite korrutamine

,{Deﬁnitsioon 1.4 ]

N\
Maatriksite A ja B korrutiseks AB nimetatakse maatriksit C, mille elementideks on
n
Cij = Z @ikbrj = airbij + aiobaj + -+ + Qinbnj,
k=1
kus
A=(ay), mxn, i=1,...,m, j=1,...,n,
B:(blj)7 nxp, i:17"'7n, j:17"'ap7
C=(cij), mxp, i=1,....m, j=1,...,p.
. J

Ulesanne 1.10. Millised alljargnevatest korrutistest on defineeritud tilesandes 1.6 antud maat-
riksite korral? Jaatava vastuse korral leidke korrutis.

(a) AB (c) ATB (e) DC (g) FE (i) BTC

(b) BA (d) CD (f) EF (h) FTE G) D'B

Ulesanne 1.11. Leidke maatriksite korrutised.

12 101 -1

(2) 34)(—123) @ (-1 2 -3) 2)

-3
101)(—1) 10 1

M) | 2 0 3 2 o) (- .

310 3 (&) (-1 2 3)223
_ T 2 1 00\ [
(C)(5432)((1) ;f_g) (f)(7—2 31)(2
0 2 -1 1 -3

Ulesanne 1.12. Olgu antud ruutmaatriksid
1 2 3 1 -1 -1
A=lo 1 1 ja B=lo 1 1 |.
0 0 -1 0 0 1

(a) AB (b) BA (c) B%- A2 (d) (B-A)?

Leidke

Ulesanne 1.13. Olgu antud ruutmaatriksid

2 -3 -5 1 -2 -6 1 2 2
A= -1 4 5 |, B=| -3 2 9|, c=[21 2]
1 -3 -4 2 0 -3 2 21
Naidake, et kehtivad jargmised vordused.
(a) A2=A (b) B*=RB (c) C*-4C-5E=0.

Ulesanne 1.14. Kasutades maatrikseid

ae(02) me(20) ee(53)

naidake, et vordusest AB = AC ei jareldu maatriksite B ja C' vordus.



1.6. Rakenduslikud tlesanded

Ulesanne 1.15. (M) Taestage, et maatriks A = BBT on siimmeetriline (s.t. A = AT) iga maatriksi
B korral.

Ulesanne 1.16. (M) Taestage, et kahe kaldsiimmeetrilise maatriksi (s.t. A7 = —A) korrutis on
siimmeetriline parajasti siis, kui need maatriksid kommuteeruvad.

1.6 Rakenduslikud tlesanded

Ulesanne 1.17. Maatriksite kasutamine andmete hoidmiseks. Ravimifirma hoiab laos C-vitamiini
jargmistes kogustes: 25 kasti 100 mg pudelites, 10 kasti 250 mg pudelites ja 32 kasti 500 mg pudelites.
Lisaks Bs-vitamiini kogustes: 30 kasti 100 mg pudelites, 18 kasti 250 mg pudelites ja 40 kasti 500
mg pudelites. Neid koguseid kirjeldatakse maatriksiga A. Uhe vastava kasti miiiigihinda hoitakse
maatriksis C'. Laost viiaks vélja kaks korda sama kogust kaste B. Leidke maatriks, mis kirjeldab
allesjasinud vitamiinide kogust. Millist infot annab maatriks BCT?

25 10 32 10 5 6 1 2 4
A_(BO 18 40)’ B_(IZ 4 8)’ C_(Q 5 9)'
Ulesanne 1.18. (B) Olgu ajahetkel ¢ maatriksi

NtZ( N1t Not Ny )T

igas reas toodud iihe 6kosiisteemi kolme liigi isendite arv vastavalt Niy, Nog, N3;.

Teisendusmaatriks
t
1+ 35 0 9
P = 0 1 ?Ot
0 0 1-%

seob liigi isendite arvu ajahetkel ¢t ja t+1 valemiga N1 = P-N,;. Teostage viimane tehe ja analiiiisige
kolme liigi isendite arvukuse moju iiksteise suhtes. Millise struktuuriga peaks olema maatriks P, et
isendite arv oleks tiksteisest soltumatu?

Ulesanne 1.19. (F) Satelliidi teekonda iimber Maa vdib tasandil kujutada vorrandiga

(z )( 2'176 2;511 )( z ):(7.76-107),

kus iihikuteks on miilid. Millist joont on kujutatud?

Ulesanne 1.20. (IT) Roboti liikumise programmeerimiseks kasutatakse korrutist

cos60° —-sin60° 0 2
sin60°  cos60° 0 4
0 0 1 0

Teostage toodud korrutamine ning kujutage graafikul algset vektorit ( 2 40 ) ning lopptulemust.



PEATUKK 1. MAATRIKSID JA DETERMINANDID

1.7 Determinandi arvutamine

,{Deﬁnitsioo'n, 1.5}

Esimest jirku ruutmaatriksi A = (a11) determinant on |A] = a11. Korgemat jarku ruutmaatriksi A = (ai;)
determinandiks nimetatakse summat

~

n . .
|A| = Z(—l)’”aijMij7 i€{1,2,...,n}, ’ﬂZ2,
j=1

kus M;; on elemendi a;; miinor ehk elemendile a;; vastav (n = 1)-jirku determinant. Sellisel juhul
radagitakse maatriksi A determinandi arendamisest i-nda rea jirgi. Determinandi vdidrtus |A| ei muutu,

kut maatriksi A determinanti arendada mingi j-nda veeru jdirgi.
. J

,{Deﬁnitsioon 1. 6'}

Determinanti M;; nimetatakse maatriksi A elemendile a;; vastavaks miinoriks, mille saame, kui maat-

~

riksi A determinandis jitta vélja elementi a;; libiv rida ja veery.
. J

Ulesanne 1.21. Kirjutage véilja: 1) maatriksi A teise rea elementidele vastavad miinorid ja alam-
determinandid, 2) maatriksi B esimese veeru elementidele vastavad miinorid ja alamdeterminandid.
Arvutage iga maatriksi determinant.

2 -1 2 2 3 0 0 0 3
(2) A:(5 3 ) (c) C=| -1 1 3 P R B
2 0 -1 (€ H=| o o 1 5
2 1 3 5 0 2 0
(b) B=| 5 3 2 @ @ —‘21 i -1
b 1 10 1 () J=(-5)

1.8 Determinantide pohiomadused

A Omadus 1.2 N\

1. Maatriksi transponeerimine ei muuda maatriksi determinandi vadrtust.

2. Kahe rea (voi veeru) omavaheline vahetamine muudab determinandi mdrgi vastupidiseks.

3. Determinandi mingi rea (voi veeru) koigi elementide korrutamisel arvuga k korrutub determinandi
vadrtus selle sama arvuga.

4. Kui determinandi mingi rea (voi veeru) elemendid on koik nullid, siis determinant vordub nulliga.
5. Determinant, milles on kaks vordset rida (voi veergu), vordub nulliga.

6. Determinandi vidrtus ei muutu, kui tema mingile reale (veerule) liita mistahes nullist erineva

tequriga korrutatud teine rida (veerg).
\ J

A Omadus 1.3 N\

7. Kui determinandi mingis reas (voi veerus) elemendid kujutavad endast kahe liidetava summasid,

siis see determinant vordub kahe sama jarku determinandi summaga, millest esimeses on vastavas
reas (veerus) esimesed liidetavad, teises teised liidetavad, koik dlejiinud read (veerud) on aga
samasugused nagu lihtedeterminandis.

Kolmnurkse maatriksi determinant, mille peadiagonaalist allpool (iileval pool) asuvad elemendid on
koik nullid, vordub peadiagonaali elementide korrutisega.




1.9. Determinantide arendamine

Ulesanne 1.22. Kasutades determinantide omadusi, selgitage, kas vordus kehtib.

2 2 2 12 3 12 3
(@) |2 2 2|=0 (d |4 0 2]=2-12 0 1
2 2 2 11 11 3
2 3 4 2 4 4 12 3 45 6
(b) |4 2 3|=[3 2 3 (e) |4 5 6|=[1 2 3
43 2 4 3 2 13 4 1 3 4
2 2 3 2 3 5
() |4 4 6|=0 ) |3 0 0f=-2
5 5 5 500

Ulesanne 1.23. Kasutades determinantide omadusi, arvutage jargmised determinandid.

4 -5 8 3 -2 4 2 -12 -24 -24 15
(a) [0 3 -8 5 -1 2 -1 12 32 32 -35
0 0 -5 ®) |5 5 4 o © |2 18 15 18
0 3 -6 O 44 0 0 -26
. 2 -3 1
Ulesanne 1.24. Kasutades determinantide omadusi ja teadmist, et | -4 1 3 | =40, arvutage
1 -3 -2
jargmised determinandid.
2 1 -3 2 -3 1 2 -4 1
(@) | -4 3 1 () | -4 1 3 (c) | -3 1 -3
1 -2 -3 2 -6 -4 1 3 -2

Ulesanne 1.25. Olgu antud maatriksid

a b ¢ 29 -2h =21
A=|d e f| ja B=|a+d b+e c+f].
g h 1 a b c

Leidke |B|, kui |A| = -3.

1.9 Determinantide arendamine

Ulesanne 1.26. Leidke determinantide vidrtused: 1) arendades teise rea jérgi, 2) arendades
kolmanda veeru jirgi, 3) arendades vabalt valitud rea voi veeru jérgi, mis on eelnevalt teisendatud
nii, et selles reas voi veerus oleks vaid iiks nullist erinev element.

44 0 0 00 -5 2 -5 4 3
(a) |4 0 4 0 -1 0 0 3 -4 7 5
0 4 4 ®) 1y 01 o © 1, o s s

3 02 0 5 9 s 3



PEATUKK 1. MAATRIKSID JA DETERMINANDID

Ulesanne 1.27. Arvutage determinant kasutades arendamist rea voi veeru jargi.

(a)

(b)

(d)

Ulesanne 1.28.

(a)

(b)

(c)

(d)

= W N =
[ e e
~N O O

S NN O Ot
|
—_

3 -3
-3 2
2 -5

= Ot N W
ut

U DN OO0 W

W o = W
S = O

-5 8
4 -6
-7 5
5 -6

7 3 4
1 21
3 0 2
0 -1 3
1 4 9 0
-2 1 3 -1
4 0 3 2
21 0 1
3 2 4 2
1 2 1 3
0 3 11
0 999 -9999
-999 0 e’
9999 —€™ 0
sint cost 1
—cost sint 0
et 0 0

()

(2)

(h)

T = W N = = N O O N e e

_ =0 O

S O = W N e e == N

= o O

N W O~ W — N =

N O Ot = W

Arvutage determinandi vaartus.

3 -5 2 -4
-3 4 -5
O
8 -8 5 -6
1 2 -1 -0,002
-3 8 0  -0,004
(£) 2 2 4 -0,003
3000 8000 -1000 -6
128 256 384 512
1/4 3/8 1/8 1/4
®) |64 1/64 1/64 —1/64
2 0 -4 -12
1 10 100 1000 10000 100000
0,1 2 30 400 5000 60000
() 0 01 3 60 1000 15000
0 0 01 4 100 2000
0 0 0 01 5 150
0 0 0 0 0,1 6
1 22 +1 1 1
2 G| 1 2+1 1
3 1 1 23+1
4 etsint etcost 0
4 2 (k) |-efcost elsint 1
4 1 et 0 1
12 6
41 15 0,2 0,1 4
1 1 ) T 2T 7T -7
3 V12 V3 V2
4 5 V2 o2 1 =2
5 6
6 7 1001 1002 1003 1004
73 1002 1003 1001 1002
g 9 (m) 001 1001 1001 999
1001 1000 998 999
1 3
2 4
VB T
NGERVE



1.10. Rakenduslikud tlesanded

1.10 Rakenduslikud ilesanded

Ulesanne 1.29. Leidke jargmiste koordinaatidega antud kolmnurkade pindalad |S|, kui

1 1 Y 1
S=4+— T2 Y2 1
2
z3 ys 1
(a) A(_174)7 B(371)7 0(276) (C) A(170)7 B(272)7 0(473)

(b) A(-2,2), B(1,5), C(6,-1) (d) A(3,6), B(10,1), C(~2,-3)

Ulesanne 1.30. Leidke jargmistele vektoritele ehitatud réoptahukate ruumalad |V, kui

rr Y1 oz

V=xf22 320 20

T3 Ys =3
(a) A(4,0,0), (b) K(2,0,0), (c) P(1,2,3),
B(5,2,2), L(0,4,0), Q(0,4,5),
C(2,6,0) M (0,0,3) R(6,0,7)

Ulesanne 1.31. (B) Olgu meil mingis liigis neli erinevat vanuseklassi. Kui liik on joudnud stabiil-
sesse seisu, siis tema arvukus erinevates vanuseklassides ei tohiks enam oluliselt muutuda. Vastavas
teoorias tuleb lahendada naiteks vorrand

12
|[P-\E|=0, P=

O ON= =
Ok O W
W O O
o O O

kus teisendusmaatriks P kirjeldab nelja erineva vanuseklassi arengut pikemal ajaperioodil (ellujaa-
mistoendosuste ja jareltulijate kohta), E on iihikmaatriks ja positiivne reaalne A on stabiilse liigi
jaoks vajalik juurdekasvu kiirus (isendit ajaiihikus). Kui see juurdekasvu kiirus ei vordu arvuga A,
siis liik ei ole stabiilse arvukusega erinevate vanuseklasside suhtes. Leidke A vaértus. Leitud A korral

lahendage maatriksvorrand (P—-\E)x = 0, kus lahend z = ( T1 To X3 X4 )T naitab stabiilse oleku
4

jaoks iga vastava vanuseklassi proportsioone kogu liigi populatsiooni N = Z x; suhtes.
i=1

Ulesanne 1.32. (K) Fitsikalises keemias kasutatakse molekulaarorbitaalide energiatasemete
leidmiseks Hiickel'i meetodit (vt. konspekti lisa), kus tuleb leida jargmist tiitipi determinandid. Leidke

need.
a-F 8 z 1 0 a-F I6] 0 0
@1 5" ol m |1 B a-E B 0
01 = () 0 B a-E B
0 0 8 a-E



Praktikum 2

Poordmaatriks ja maatriksvorrandite lahendamine

2.1 Poordmaatriks

,{Deﬁnitsioon 2.1 ]

~

Uhikmaatriksiks nimetatakse niisugust n-jarku ruutmaatriksit E, mille peadiagonaali elemendid vor-

duvad thega ja koik dlejadnud elemendid vorduvad nulliga ning kehtib AE = EA = A suvalise n-jarku
1 0 0

maatriksi A korral. Nditeks (3 x 3)-jarku ihikmaatriks on E=] 0 1 0

0 0 1

Definitsioon 22}

Ruutmaatriksi A péérdmaatriksiks A™' nimetatakse niisugust maatriksit, mille korrutamisel antud

ruutmaatriksiga A saadakse thikmaatriks E,

AAT =ATA=F.

Omadus 2.1
Kahe maatriksi, A ja B, korrutise péérdmaatriks leitakse valemiga (AB)™ = B~1 AL, J

Ulesanne 2.1. Milline jargmistest on maatriksi A = ( _i le ) poordmaatriks?

1 1 4 1 1 -4 1 -1 4
Ulesanne 2.2. Niidake ilma determinanti leidmata, et maatriksil ( 1 1 ) puudub poérdmaat-

riks.

Ulesanne 2.3.  Olgu A (n x n)-maatriks ja E (n x n)-ihikmaatriks. Millega vordub avaldis
(E+ A HAE+ A

Ulesanne 2.4. Olgu A, B ja C pooratavad (n x n)-maatriksid. Lihtsustage avaldis
(A'B)yY(cta)yY(B o)y

Ulesanne 2.5. Leidke regulaarse maatriksi A poordmaatriks, kui A2 —4A4+ E = O.
Ulesanne 2.6. (M) Olgu E iihikmaatriks ning A ja B sama jarku ruutmaatriksid.

Toestage, et kui maatriks '+ AB on pOoratav, siis on pooratav ka E+ BA. Ndpundide: Voib néidata,
et kui maatriks C' on maatriksi I/ + AB podrdmaatriks, siis maatriks £/ — BC' A on maatriksi £+ BA
poordmaatriks.

Ulesanne 2.7. (M) Téestage, et (E—-A) ' =E+A+---+ A1 kui A¥1 20 ja AF = 0.



2.2. Péordmaatriksi leidmine

oo oo

2.2 Poordmaatriksi leidmine

,{Deﬁnitsioon 2.3} ~\

Kui ruutmaatriks A on requlaarne, so kui |A| # 0, siis maatriksil A leidub pésrdmaatriks A™', mis on

leitav valemiga

T
A,l _ L ) A21 A22 e Agn
|A| : : :
Al Ape .. An,
kus A;j = (—I)HjMij on elemendile a;; vastav alamdeterminant ehk elemendi a;; algebraline tdiend.
\ J
,{Deﬁnitsioon 2.4} ~\

Maatrikst ridade elementaarteisendusteks nimetatakse jargmisi teisendusi:
1. Maatriksi kahte rida voib omavahel vahetada.
2. Maatriksi rea koiki elemente voib korrutada nullist erineva arvuga.

8. Maatriksi reale voib litta mingi arvuga korrutatud teise rea.

Kui maatriksil A leidub péérdmaatriks A~ siis kirjutades maatriksi A korvale paremale iihikmaatriksi
E, kujul (A|E), saame ridade elementaarteisenduste abil paremale otsitava poordkmaatriksi (E | A’l).

\, J

Ulesanne 2.8. Millise k korral ei ole maatriks pooratav?

1 2 3 k1 2 k1 1

(a) |4 5 6 (b) 10 2 0 (c) |0 k£ O

7 8 k 3 4 k 1 1 k

Ulesanne 2.9. Leidke jargmiste maatriksite poordmaatriksid valemi abil.
1 1 1 1 5 1 2 1
01 2

01 1 1 01 1 1
(a) A= _‘;’gé (b) B=l o 1 1 ©C=f4 61 0
0 0 0 1 0 0 0 4

Ulesanne 2.10. Leidke poordmaatriks nii valemi abil kui ka elementaarteisenduste abil. Kont-
rollige saadud tulemust.

(a)B:((l) _01) <b>c=(§ ‘;) <C>F:(§ §)

0 1 2 2 4 0 1 2 3
(d) H=| 3 0 1 (e) I=| 3 4 -2 (f) K=| o 4 5
2 3 0 11 2 10 6
Ulesanne 2.11. Leidke poordmaatriksid.
0 1 1 1 1 -3 2 -2 1 -2 1 0
10 1 1 103 -4 1 1 -2 2 -3
@ [, o o 1 ® 14 5 1 0 © 16 1 1 1
1 -1 -1 0 4 -1 1 -3 2 3 -2

a
Ulesanne 2.12. Leidke seos | 0 ja tema poordmaatriksi elementide vahel.
0

o ot O
o O O

11



PEATUKK 2. POORDMAATRIKS JA MAATRIKSVORRANDITE LAHENDAMINE

2.3 Maatriksvorrandite lahendamine

Olgu A, B ja X sama jarku ruutmaatriksid, kus A ja B on teada ning A on regulaarne. Maatriks X
on tundmatu, mis tuleb leida. Maatriksvérrandi AX = B lahendiks on X = A~'B. Maatriksvorrandi
XA = B lahendiks on X = BA™!.

Ulesanne 2.13. Lahendage vorrandisiisteemid maatrikskujul.

- - -2u-3=0
dr + 2y + 62+ 3 =0 23: 3y z+u 4-0
x - 3y u-—4 =
(a) r-2y+3z2+ 1 =0 (b) % 2 - u-2-0
- 1.5 =
* y+dz+15=0 20 + y+4z+ u—-4=0
Ulesanne 2.14. Lahendage maatriksvorrandid.
2 1 1 -2 1 2 -3 1 -3 0
(a)(?, 2)X:(0 3) ) |3 2 «4|x=| 0 2 -4
2 -1 0 -5 4 3
(b)X(3 7):(10) @ x[o2 1]=-14 4
2 4 -1 -2 6 -2

Ulesanne 2.15. Lahendage maatriksvorrandid.

@ (g )0 2) (2 )

2 -3 1 97 6 2 0 -2
M) |4 5 2 |x|1 1 2]=]18 12 9
5 -7 3 111 23 15 11

2.4 Rakenduslikud ulesanded

Ulesanne 2.16. (F') Teatud elektriskeemis on Kirchoff’i seaduse pohjal voimalik voolutugevused
amprites leida vorrandiga

1 1 1 I 0
2 -5 0 Ip |=]| 6
0 5 -1 Ic -3

Leidke voolutugevuste vektor, korrutades vorrandit (vasakult) vastava poordmaatriksiga.

Ulesanne 2.17. (IT) Teile saadeti kodeeritud sénum. On teada, et igale 32 tdhega téhestiku

tahele on seatud vastavusse number nii, et tithik = 1, A=2 B=3, ..., Y=33 (vt. nt. https://
1 2 3
goo.gl/z0Xm14). Lisaks on teada, et seda sonumit korrutati vasakult maatriksiga A=| 0 1 4
5 6 0

Dekodeerige jargmised sonumid.

99 28 27 108 61 69 61 70
a) M=| 62 26 10 84 70 69 38 82
(a)

256 42 96 220 41 86 159 41

12



33
(b) M=[ 26

142
(c) M=| 124
240

120
(d) M= 137
83

86
(e) M=| 81
126

Ulesanne 2.18.

87
54

66
34
200

65
33
198

100
107
96

(K)

52 89
21 69

67 229 177 180

90 21
90 10
109 66

28 87
18 69
70 173

59 89
29 94
180 89

108
84

97
38

26
5)

220 149 111

91
95
95

42
30
96

29
10
107

112
118
116

66
93
131

34
21
88

50 39
45 24
81 101

111 54
118 49
112 83

20 27
13 15

84
89
84

38
26
92

96
98

2.4. Rakenduslikud tlesanded

78 27 60 T4
44 18 61 44
219 65 71 200

32 44 84 101 82
9 24 74 91 65

51 76 112 126 125 140 160 160

Uue lahuse tegemiseks segatakse kokku neli erinevat lahust, mis sisaldavad
muuhulgas vaske (Cu), niklit (Ni), tsinki (Zn) ja rauda (Fe). Esimene lahus sisaldab 80 % Cu ja 20 %
Ni. Teine lahus sisaldab 60 % Cu, 20% Ni ja 20 % Zn. Kolmas lahus sisaldab 30 % Cu, 60% Ni ja 10
% Fe. Neljas lahus sisaldab 20% Ni, 40 % Zn ja 40 % Fe. Kui palju on igat lahust vaja, et 1opplahuses
oleks 56 g Cu, 28 g Ni, 10 g Zn ja 6 g Fe? Koostage lineaarvorrandisiisteem maatrikskujul Az = F
ning lahendage see péordmaatriksi leidmise abil.

Ulesanne 2.19. (M) <> Olgu A ja B (nxn)-maatriksid, mille korral AB+ A+ B = 0. Tdestage,

et AB = BA.

Ulesanne 2.20. (M) < x> Olgu A (4 x 2)-maatriks ja B (2 x 4)-maatriks, mille korral

Leidke maatriks BA.

13



Praktikum 3

Lineaarvorrandisiisteemid

3.1 Cramer’i valemid

Olgu antud lineaarvorrandisiisteem Az =0

1121 + A12T2 + -+ + A1 Ty = by,
A21T1 + G22X2 + -+ A2, Tn = by,

|
=
3

Am1T1 + Am2To + -+ QmnTn
\ y

A Lause 3.1 N

Kui lineaarvorrandisiisteemis esineb Cramer’i peajuht (s.t. vorrndeid on sama palju kui tundmatuid ja

|A| £0), siis on sisteemil Ax =b ks ja ainult iks lahend x.
\ J

e “

Cramer’i valemid lineaarvorrandisiisteemi lahendamiseks

kus D; on maatriksi A determinant D, milles i-s veerg on vahetatud vabalitkme vektori b vastu.

" v

Ulesanne 3.1. Lahendage vorrandisiisteemid Cramer’i valemite abil.

3r+4dy+ z+2u=3

20 — 3y + 2z = -8
22 — 3y = 5 Y z+  —52+ u=0
(a) (b) T+ 2y+ z= 3 (c)
T+ 2y =2 3y—-2z+ u=4
Sr+ y—- z= 5
y—4z =4

3.2 Maatriksi astaku leidmine

Definitsioon 3.1 }

Valime maatriksist A vdlja k suvalist rida ja k suvalist veergu, k < m,n. Nende ridade ja veergude

~

tihistest elementidest moodustatud determinanti M nimetatakse maatriksi A k-ndat jarku miinoriks.
J

Definitsioon 32]

Maatriksi A astakuks rank(A) nimetatakse selle maatriksi nullist erinevate miinorite korgeimat jarku.
J

~

Ulesanne 3.2. Millised alljéirgnevatest on (4 x 4)-maatriksi A = (asj) miinorid?

(a) ‘ ain G4 ‘ (b) ‘ b4 | (c) ‘ Q44 | (d) ( Ca2 )
bag b2y bag b2y a3 a1
e a f h
(e) ( 2t ) () b33 b31 () b33 b31 () ass asi
ailp a3 a 34 a a a1 Aag3 Q24
(i) az; ass (.]) ( 5 3) (k) * > (1) as; a3z s34
aq2 Q44 a33 A34

41  A43 a41 (43 Q44



3.8. Vorrandisiisteems tildlahend ja erilahend

Ulesanne 3.3. Leidke maatriksi astak.

0 2 -4

1 -8 3 5 -1 2 17 -1 4 5
(@2 1 1 by |2 1 4 21 ]| 3 1 7
4 -4 1 -3 6 50 0 5 -10

2 3 0

Ulesanne 3.4. Leidke maatriksi astak soltuvalt parameetrite a,b € R vaidrtustest.

ol 1 2 -1 1 a1 1 3 1
4 -1 30 1 a 2 -4 5
(a) 12212 M)l s 1 a1 ©O1, 01 7 4
3 o 4 -1 11 0 10 3

3.3 Vorrandisiisteemi iildlahend ja erilahend

Definitsioon 33}

Vorrandisisteemi tildlahendiks nimetatakse vorrandisisteemi koigi lahendite hulka (tavaliselt sisaldab

suvalist konstanti (konstante)). Vorrandisisteemi erilahendiks nimetatakse tihte konkreetset lahendit

(saadakse tldlahendis koikidele konstantidele konkreetse arvulise vidrtuse andmisel).

A Lause 3.2 A

Kronecker’i-Capelli lause. Lineaarne véorrandististeem Ax = b on lahenduv siis ja ainult siis, kui
stisteernimaatriksi A ja laiendatud maatriksi L = (A|b) astakud on vordsed, so r(A) = r(L). Seda
L tingimust nimetatakse ka astakutingimuseks. )
4 )
Téhistame n — tundmatute arvu, m — vorrandite arvu ja r — astakut. Kui kehtib r(A4) =r(L) =r , kus
L = (A|b), siis vorrandisiisteem on lahenduv ning s6ltuvalt suurustest n,m ja r, on vorrandisiisteemil:

1. m =n = r,iiks lahend (Cramer’i peajuht).

2. m =r < n, lopmata palju lahendeid (vorrandeid vihem kui tundmatuid, n —m vaba tundmatut).
3. r <m < n, lopmata palju lahendeid (siisteemis on n — r vaba tundmatut).

4. n =r <m, osad vorrandid iileliigsed (vorrandeid tundmatutest rohkem, ainult iiks lahend).

\ J
4 )
Homogeense vorrandisiisteemi Az = 0 laiendatud maatriks (A|b) erineb siisteemi maatriksist
nullveeru poolest, mis astakut ei mojuta. Siisteemi rahuldab alati triviaalne lahend x = 0. Kui n = m

ja D =0, siis astak r <n ja siisteemil Ax =0 on l6pmata palju lahendeid, vabu tundmatuid on n —r.
\ J

Ulesanne 3.5. Lincaarse vorrandisiisteemi AX = b laiendatud maatriks L = (A]b) on elemen-
taarteisendustega viidud allpool antud kujule. Kontrollige (nn astakutingimuse pohjal), kas siisteem
on lahenduv. Lahenduvuse korral leidke vorrandisiisteemi lahend.

@ (222) o (12) NEREIE
0

12
00 0|0

10 4| 0 1 0]-3

m (2 L2 (d o1 3]0 ) | 1 00| 0
0 03 00 0-1 0 1| 2

15
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3.4 (Gaussi elimineerimise meetod

O O =
S O N
S O W
O O ot

PEATUKK 3. LINEAARVORRANDISUSTEEMID

10 2 -1]|-2
~lo19 21
@000 o o

000 0] 0

Gaussi meetod. Teisendame ridade elementaarteisenduste abil elemendid allpool peadiagonaali nul-
lideks. Viimasest vorrandist saame avaldada tundmatu z,,, asendada eelviimasesse, eelviimasest saame
avaldada x,_; jne. Seda meetodit nimetatakse ka tundmatute jarkjéargulise elimineerimise meetodiks.

Ulesanne 3.6. Lahendage vorrandisiisteemid Gaussi meetodil.

r—- y+2z2+2v=20
3x + 2y — =z =3
(a) ; ]
Y + v=-1
3z — 2v = -2
T+ y-—-2z=-H
3r — y+ z=4
(b) _
2¢ + 2y + 5z = 8
2c - 2y + 3z = 9
201 — X9 + x3 — x4 = 1
2$1—l’2— 317422
(c) _
3{[)1 - I3 + 1‘4——3
2$1+2$2—2$3+5ZL‘4=—6

(d)

(e)

(f)

T1+ 29— 13— 3x4+4w5=2
2.%1— .%'2+31‘3+ 21‘4— x5:4
1+ 4xo+2x3— Dbry+3x5=06
1+ 1529 + 623 — 1924 + 925 =2

2.271+ Tro + X3 + l’4=3
3.%'1+4£132— r3 — £L‘4=2
.%'1+3{B2—1‘3+ $4=4
5x1—3x2+6m3+3m4:5

3r1+ wo+ w3-2x4+3x5= 4
201 +3x9— 223+ x4—4x5= 5
ZL‘1+21’2+35L‘3+4$4+ Iy = 3
T1—2x9+3w3—3x4 + Tax5=—-1

Ulesanne 3.7. Tehke kindlaks, kas vorrandisiisteem on lahenduv ning lahenduvuse korral lahen-

dage see.

(a) {4z -y+22=10

r+2y+32=4
(b) < br+4y+2=13
3x+3y+22=10

r+z+2u—-v=4
y+z+u+v=3
r-=2y—z+u-3v=0
20+y+3z+2u-v=>5

T +21‘4—3:C5 =5
2%1 +2m2+2x3—x4+4x5 =0
(d)

xl—xg—x3+x4—x5=3
To+x3+x4—2T5 =2

2x1 —xo+x3—24=1
2.2121—1‘2—3:1}4:2

(e)

3.%‘1—1‘34—1‘4:—3

2%1 + 21‘2 — 2.%3 + 5334 =—-6

(f)

(g)

(h)

:r1+2:c2—3a:4+2x5:1
T1—T9—3x3+ Ty —3T5=2

201 — 3x9 +4x3 — Dy + 205 =7
921 — 929 + 623 — 1624 + 2205 = 25

r—-3y—-26z+22v=0
3r+8y+242-19v =0
r+2y+4z-3v=0
3x+5y+6z-4v=0

r+2y+32=0
3x-5y—-22=0
r+3y+42=0
20 -3y-2=0
Sr+y+6z2=0

.CC1+2.CCQ+3.CC3+ .11420
(E1—2(E2+ xr3 + :B4=0
3r1 — 379 - Tx4 =0

4o + 223 + Hry = 0

16



3.5. Rakenduslikud “ilesanded

3.5 Rakenduslikud iilesanded

Ulesanne 3.8. Joonisel on toodud ténavaliikluse keskmised sdidukite arvud (ithes tunnis). Leidke
arvud x1, T2, T3, T4 ja Ts.

~—610 B =—71 C =—640
- 300 @ z1 150
2
o x4
50— A r3— D 600—> T3

480
l 200 @ x5 @ 350

390 (b)

(a)

Ulesanne 3.9. (B) Miletseja paevategevuse voib jagada jamedalt kolmeks tegevuseks: s6omine,
liikumine (uude s66gikohta voi kiskja eest pogenemine) ja puhkamine. Olgu s6omisest saadav puh-
asenergia 200 kalorit tunnis. Liikumisel kaotatakse 150 cal/h ja puhkamisel 50 cal/h. Kuidas tuleks
00péaev jaotada nende kolme tegevuse vahel, et energiat kuluks sama palju, kui energiat saadakse?
Kas selline jaotus on iihene? Kui loom peab 66pdevas puhkama vahemalt 6 tundi, kuidas peaks siis
tegevused olema jaotunud? Kui iilesoomise vastu peaks loom liikuma ja s66ma sama pikalt, kuidas
on jaotus siis?

Ulesanne 3.10. (K) Taimed kasutavad fotosiinteesis péiikeseenergiat, et toota siisihappegaasist
(CO2) ja veest (H20) glitkoosi (CgH120¢) ja hapnikku (Og). Leidke iga aine kogused x1, x9, x3 ja
x4, kui keemiline reaktsioon on kirja pandav vorrandiga

T COQ + T HQO — I3 02 + Ty 06H1206-

Ulesanne 3.11. (M) <=x> Olgu 4 = (aij) (n x n)-maatriks. Maatriksi A jdljeks nimetatakse
n
tema peadiagonaalil asuvate elementide summat ja tdhistatakse tr A, st tr A = Zaii. Toestage, et

i=1
kui ruutmaatriksi A astak on 1, siis det(A + E) =1 + tr A.
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Praktikum 4

Funktsioonid

4.1 Funktsionaalsed soltuvused

Kui suurus y on vordeline (proportsionaalne) suurusega f(x), siis seda soltuvust iseloomustab
funktsioon y = k f(x), kus k on mingi konstant (vordetegur).

Ulesanne 4.1. Kirjutage vélja jargmised funktsionaalsed soltuvused.

(a) Umara lati tugevus S on vordeline tema (c) Teekonna keskmine kiirus v on p66rdvor-
jameduse h neljanda astmega deline kulutatud ajaga t

(d) Kahe keha vaheline gravitatsioonijoud G
(b) Delfiini energiakulu E ujudes on proport- on poordvordeline nende kehade vahelise
sionaalne tema liikumiskiiruse v kuubiga kauguse ruuduga

Ulesanne 4.2. (K) Keemilise elemendi erisoojus s on energia hulk kalorites, mida on vaja 1
grammi elemendi 1 kraadiliseks soojendamiseks.

Otsustage jargmise tabeli pohjal, kas erisoojus s on vordeline voi péordvordeline aatommassiga
w. Kui seos kehtib, leidke vastav vordetegur k.

element | Li Mg Al Fe Ag Pb Hg
w 6,9 243 27,0 558 1079 207,2 200,6
s 0,92 0,25 0,21 0,11 0,056 0,031 0,033

4.2 Funktsioonide graafikud

2
. -1
Ulesanne 4.3. Selgitage, kas funktsioonide f(z) =z +1 ja g(x) = * . korral kehtib vordus
w —
f = g7 Skitseerige nende funktsioonide graafikud.
Ulesanne 4.4. Skitseerige jargmiste funktsioonide graafikud.
(a) f(z)=-2%+1 (e) flx)=e? (i) f(x)=sing
(b) f(z)=log(-z) (f) f(z)=cosz (4) f(z)=sin}
(c¢) f(z)=sin(x-m) (g) f(x)=cos2x (k) f(z)=tan2zx
(d) f(z)=arcsinz +7/2 (h) f(x)=cos3x (1) f(x) =tan(z -27)
Ulesanne 4.5. (IT) Multiprotsessoriga arvuti suudab téotada S korda kiiremini, kui iihe prot-
sessoriga arvuti. Skitseerige S graafik protsessorite arvu n jargi, kui S = 4577;.

Ulesanne 4.6. Milliste pohiliste elementaarfunktsioonide graafikud on kujutatud jargmistel joo-
nistel?



4.2. Funktsioonide graafikud
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PEATUKK 4. FUNKTSIOONID

Ulesanne 4.7. Kolmel graafikul on toodud anuma veega taitumise korgus, kui veevool on {ihtlane.

Milline anum vastab millisele graafikule?

Y 4 =
—
= 3
2 Friend
(a) (b) (c) s A B
L
2
- @]+ You
=
b
= | | | |
| I ] | 1
time | | 10 20 30 40 50
A B e time (min )

Ulesanne 4.8. Graafikul (illal paremal) on toodud sinu ja sobra liikkumise kiirus ajas. Liikumist

alustatakse samast punktist ja liigutakse samas sihis.
(a) Kes liigub kiiremini hetkel ¢ = 207 (c) Millal on teie vahemaa suurim?

(b) Kes on litkunud pikema maa, kui ¢ = 207 (d) Kes on litkunud pikema maa, kui ¢ = 507

4.3 Funktsioonid ja nende omadused

,{Deﬁnitsioon 4.1} N
Koikide elementide x hulka, mille puhul funktsioon y = f(x) on mddratud, nimetatakse funktsiooni f
mdadaramispiirkonnaks. Funktsiooni [ koigi vidrtuste hulka

Y={y:y=f(z), ze X}

nimetatakse funktsiooni f muutumispiirkonnaks.
\

,{Deﬁnitsioon 4.2} N
Funktsiooni f: X —Y nimetatakse
1. paarisfunktsiooniks, kui f(-z) = f(x) iga x € X korral;

. paarituks funktsiooniks, kui f(-x) =—-f(x) iga x € X korral;

2
3. perioodiliseks, kui leidub arv T +0 nii, et f(x+T) = f(x) iga v € X korral;
4

. Ukstiheseks, kui iga paari 1,29 € X, x1 # xa, korral f(xz1) #+ f(x2);

Ulesanne 4.9. Leidke jargmiste funktsioonide méaramis- ja muutumispiirkonnad.

(a) f(z)=Vz+4 (d) f(z)= log(l VI 2 (f) f(z)=arcsin(2z-1)
(b) f(z)=Va?-4 (g) f(x)=arccos m

() f(2)=pa
(c) f(z)=log(z-6)

Ulesanne 4.10. Selgitage, millised jargmistest funktsioonidest on paaris- ja millised on paaritud

funktsioonid.
(a) fla)=2-a? (c) f(a)= zsine (e) f(x)=sinz - cosa
(b) f(x)=x(5% - 572%) (d) f(z)=sinz-xcosz
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4.8. Funktsioonid ja nende omadused

Ulesanne 4.11. Selgitage, millised jargmistest funktsioonidest on perioodilised, leidke vahim
periood T'.

(a) f(z)=sin2z (b) f(z)=cos3z (c) f(x)=a? (d) f(z)=tan3 +3

Ulesanne 4.12. Graafikul on toodud aastatel 1972-73 USA-s registreeritud mumpsi juhtumite
arv kuude loikes.

(a) Leidke (ligikaudu) toodud funktsiooni pe-  (b) Ennustage mumpsi haigestumiste arvu 30
riood ja amplituud ja 45 kuu parast 1. jaanuari 1972

number of reported
cases of mumps

12,000
10,000
8,000
6,000
4,000
2,000

| | | | | months since
3 6 9 12 15 18 21 24 January1i1s72

Ulesanne 4.13. Leidke jargmiste funktsioonide poordfunktsioonid f~1:Y - X.

(a) f(x)=22 1€[0,00) (d) f(x)=1+logl|z-2|, z € (-o0,2)
(b) f(x) =22 xe(~00,0) (e) f(z)= %arcsin%, x€[-3,0]
(c) f(z)=10"+1 (f) f(x)=1+arccos(1-x)

Ulesanne 4.14. Jargmised parameetrilisel kujul antud funktsioonid kirjutage ilmutatud kujul
y=f(x) voi z =g(y).

(d) x=t+5, y=t+Int (b) z=t>+t, y=¢

Ulesanne 4.15. Leidke jirgmised ilmutamata kujul antud funktsioonid y = f(z).

(a) In(y-sinz) =z (b) y*-22y+2°-4=0

Ulesanne 4.16. Miirake, kas funktsioon f on iiksiihene.

(a) f(x)=3z-2 (d) f(z)=22 z€[0,00)
(b) f(z)=2° (e) f(z)=2a"
(¢) f(x)=2a" (f) f(z)=sinzx

Ulesanne 4.17. (M) < x> Leidke funktsioon f(z), kui f(z + %) =2?+ w—12
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PEATUKK 4. FUNKTSIOONID

4.4 Eksponentfunktsioon

Eksponentfunktsioon on y = a”, kus
a>0jaa# 1. Uliolulised on funkt-
sioonid y = €* ja y = e”*, kus esi-
mese korral rédgitakse eksponent-
! i siaalsest kasvust ja teise puhul eks-
ponentsiaalsest langusest.

1 1 1 1 L J
Omadus 4.1 N
Eksponentfunktsioonil on jdrgmised tihtsamad omadused:
(a) a=1 (c) a™¥=a"-a¥ (e) a“”yzg—z (9) (a-b)*=a"-b"
(5) ot >0 () a= % (F) (a®)" =a
J

Ulesanne 4.18. Lihtsustage avaldis W, kui f(x) = AeF®.

Ulesanne 4.19. Turule investeeritakse 300 eurot intressiga 3 % aastas. Leidke investeeringu suurus
10 aasta parast.

Ulesanne 4.20. (K) Modoteseade registreerib joes 1 km eemal kemikaali lekkekohast 620 osakest
miljoni kohta (ppm) ning seadme néitajad suurenevad 12,5 % iga kilomeetri kohta lekkekohast eemal.
Kui kaugel on seadme néit 100 ppm?

4.5 Logaritmfunktsioon

,{Deﬁnitsioon 4.3} N
Positiivse arvu x logaritmiks alusel a (a >0, a + 1) nimetatakse 1
arvu ¢, millega alust a astendades saadakse arv x, s.t. 1 )

log,x=c < a°=u.

Logaritm- ja eksponentfunktsioon on teineteise poordfunktsioonid.
\ J

| Omadus 4.2 N\

Logaritmfunktsioonil on jdrgmised tihtsamad omadused:
(a) logl=0 (d) logi =log|z| - log |y (g) a8 =g
(b) Ine=1 (e) logz® =alog|x| (h) €% =g
log, = nr
(c) logzy =log|z| +log|y] (f) IOgaleoéza :inﬁ
~ J

Ulesanne 4.21. Lihtsustage jirgmised avaldised.

(a) ePlne (b) lneg% (c) el
(d) 4In/z +6lnz!/3 (e) 16Wo8> Vis-1 (f) loglog\/¥/10
(g) —logglog,log, 16 (h) e2Incose 4 (I esin)?
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4.5.  Logaritmfunktsioon

Ulesanne 4.22. Lihtsustage jirgmised avaldised.

(a) 5logs 25+ 8log, 64 — 4logs 27 + logy 2 + logs 1

(b) 31—log3 7 + 510g5 8+1 _ 274log2,4 10+1
(c) logy 12 +1logy25/3 +2logy 4/5 — logy 27

(d) 4. (811/471/210g94 + 2510g125 8)

Ulesanne 4.23. Vesi kuumutatakse nous 90 kraadini ja asetatakse ruumi, mille temperatuur on 0
kraadi. Newtoni jahtumisseadusest tuletatakse vorrand In7T" = 1n 90-0,23¢, kus T on vee temperatuur
ja t on aeg minutites. Esitage T" ajast t soltuva funktsioonina.

Ulesanne 4.24. Inimese vereringes olev alkohooli kogus A mg/mL on esitatav eksponentsiaalse
seadusega A = Ape’, kus t on aeg tundides ja k on konstant. Kui pikalt tuleb inimesel oodata
autorooli istumist, kui lubatud kogus on 0,08 mg/mL, esialgne kogus 0,42 mg/mL ja poole tunni
moddudes naitab alkomeeter A = 0,26 mg/mL7

Ulesanne 4.25. (F)  Kahe tdhe néivheledused mj; ja ms on seotud nende tegelike

heledustega by ja bo jargmise logaritmilise seose abil:

mip—mo = 2,5 10g10 b_2
1

Avaldage bs.
Siiriuse ndivheledus on —1,4 ning veel silmaga nahtavate
tahtede ndivheledus on u. 6,0. Mitu korda on Siiriuse tege-

lik heledus suurem, kui veel silmaga ndhtavatel tahtedel?

Ulesanne 4.26. (K) Putukamiirk DDT keelati USA-s 1972. aastal. Olgu Ay alghetkel piirkonda
pritsitud DDT kogus ning A hetkel ¢ (aastat) veel lagundamata DDT kogus. Neid kahte suurust seob

vorrand
loglo A = loglo A[] + 0,1t loglo 0,8
Avaldage A kui aja t-funktsioon.

Ulesanne 4.27. (K) Teatud tingimustel on temperatuur 7" ja rohk p seotud jargmise vorrandiga

T (p\'F*
)
kus Ty on temperatuur rohul py. Lahendage toodud vorrand k suhtes.
Ulesanne 4.28. (M) Niidake, et kehtib vordus b8 ¢ = ¢loga?,
Ulesanne 4.29. (M) Arvutage b°, kui a® = 8, b¢ =10 ja a° = 2.
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PEATUKK 4. FUNKTSIOONID

4.6 Logistiline kover

7 N Logistic Curve

Logistiline S-kover

B L B L
C 1+ek(@-20) 1 4bheke

Later growth
approaches zero

Y

Early growth
is rapid .

.

Population size

‘\R( Growth begins
to slow

on laialt kasutusel populatsiooni modelleerimisel. Siin L on kovera
maksimaalne véartus, k iseloomustab kasvu kiirust ja zg on kesk-
punkti asukoht. Logistilist koverat kasutatakse palju ka statistikas
ja IT-s masinoppes, kuna lubab modelleerida 0 ja 1 tiilipi viartusi.

Time

) Joonis: http://www.math.andyou.
com/161

\

Ulesanne 4.30. Ulikoolilinnakus on 5000 tudengit. Uks tudeng naaseb puhkuselt linnakusse kaua
kestva gripiviirusega. Viiruse levikut modelleeritakse parajasti logisilise mudeliga y = d%,
kus t on aeg pdevades ja y néitab nakatunud tudengite arvu. Mitme péeva péarast tuleb oppet6o

lopetada, kui eeskirja jargi tehakse seda olukorras, kus on vihemalt 40 % nakatunuid.

4.7 Rakenduslikud ulesanded

Ulesanne 4.31. Riigis on antud hetkel 100 miljonit elanikku. Statistiliste uuringutega tehti kind-
laks, et iga 10 aastaga suureneb riigi elanike arv 1,2 korda. Leidke

(a) riigi elanike arv 30 aasta péarast. (b) mitme aastaga kahekordistub riigi elanike
arv?

Ulesanne 4.32. Igal kevadel peetakse Mission Bay’s klassikaline meeskondlik séudmise voistlus.
On téheldatud, et n-likkmelises paadis tuleb voitja ajaks (keskmiselt) ¢ = kn®. Teades, et 8-liitkmelise
paadi voidu aeg on 6 minutit ja 4-lilkmelisel 6 min 28,8 sek, leidke, millise ajaga voidetakse 1- ja
2-liikmelise paadi voistlused.
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Praktikum 5

Kontrolltoo nr. 1

a N a
1. Maatriksid 5. Funktsiooni piirvairtus ja pidevus
1. Tehted maatriksitega. 1. Piirvddrtuse arvutamine, maéadramatuste
(3, 2,0-00, 00— 00) avamine (tegurdami-

2. Poordmaatriksi leidmine ja maatriksvor- . R . . .
randite lahendamine ne). Poliinoomide jagatised, juuravaldised.
3 Maatriksi astaku leidmine 2. Piirvadrtuse omadused (tehted, nulli mine-
L ' ) ) va ja tokestatud funktsiooni korrutis, kesk-

mise muutuja omadus). Kasulik on teada

( h ka piirvaédrtuseid tiiipi lim%7 lim %, kui
2. Determinandid 57 = ()

1. Determinantide pohiomadused. 3. Téhtsad piirvadrtused:

sinx

2. Determinantide arendamine rea voi veeru lim 1,
s z=0 I
jargi.
L J . tanx
lim =l
x—0 ap
r N
3. Lineaarvorrandite siisteemid nhj{}o Vn=1.

) 4. Funktsiooni pidevuse uurimine.
1. Gaussi meetod.

2. Lineaarvorrandite silisteemi iildlahendi ja
erilahendi leidmine.

To60sse ei tule piirvasartuseid tiitipi

3. Crameri peajuht ja valemeid. Ty

L ) lim =
z—0 x

r B I arctan x 1
. . im ——— =
4. Funktsioonid -0 T ’

xr
1. Mé&&aramispiirkond, muutumispiirkond, lim (1 + *) =e.

T—+00 T
paaris- ja paaritufunktsioon, iiksiihesus.
To66sse ei tule funktsiooni katkevusliikide
2. Pohiliste elementaarfunktsioonide graafi- BT

kud, nende skitseerimine. \ y

3. Eksponent ja logaritmfunktsioonide oma-

dused.

4. Poordfunktsiooni leidmine.




Praktikum 6

Funktsiooni piirvaartus

,{Deﬁnitsioo'n, 6.1 }

~

Oeldakse, et punkt a € R on hulga X c¢ R kuhjumispunkt, kui punkti a iga imbrus sisaldab temast

erinevaid hulga X punkte.
. J

,{Deﬁnitsioon 6. 2}

Olgu a funktsiooni f mdadramispiirkonna X kuhjumispunkt. Reaalarvu A nimetatakse funktsiooni f piir-
vdadrtuseks punktis a ja kirjutatakse

~

lim f(x) = A,

r—a
kui punktile a piisavalt lihedastes madramispiirkonna X punktides x (vdlja arvatud, voib-olla, punktis a

eneses) erinevad vastavad funktsiooni vadrtused f(x) arvust A kui tahes vihe.

L J
7 N
Maaramatused: 0 0 oo 0
=~ > 0- 00, 00 — 00, 0 ) 1 ) S
[oe]
\ J

6.1 Piirvaartuse omadusi

A Teoreem 6.1 N

Olgu funktsioonidel f ja g ks ja sama mddramispiirkond ning eksisteerigu loplikud piirvddrtused
lim f(z) =: A ja lim g(«) =: B. Siis eksisteerivad ka piirvddrtused
r—a r—a

C}:i_r)rtll(of(x)):c-A, gloi_rg(f(m)ig(:r)):AiB, glji_r)r}l(f(;v)~g(x)):A-B7 3151_{1(11];8;:2(/%13#0)

\. J

A Teoreem 6.2 N

Kui lim g(x) = 0 ja funktsioon f on tokestatud punkti a mingis imbruses, siis lim(f(z) g(aj)) =0.

\. J

A Teoreem 6.3 N

Kui
(1) a on liitfunktsiooni y = f(¢(x)) madramispiirkonna kuhjumispunkt;

(2) eksisteerivad piirvadrtused lim ¢(x) =: b ja lir% f(z)=2c (bce Ru{to0}),
siis eksisteerib ka piirvddartus
lim f(¢(33)) =lim f(2) = c.
T—a z—b

\. J

4 Teoreem 6.4 N

Kui f on elementaarfunktsioon ja punkt a kuulub tema mddaramispiirkonda, siis lim f(x) = f(a).
r—a

\. J

A Teoreem 6.5 N

Kui eksisteerivad iihepoolsed piirvadrtused lim f(x) ja lim f(x), siis piirvddrtus lim f(x) = L eksis-
r—a+ r—a— r—a

teerib parajasti siis, kui kehtivad vordused

llm+f(x) = lim_f(x) =L.




6.2. Piirvddrtuse arvutamine

Ulesanne 6.1. Leidke joonise pohjal jirgmised piirviirtused.

y y=f(x)

TN
SO SN
1 2 3 4
Siin téidetud ringid on graafiku punktid; seest tiihjad ringid ei ole graafiku punktid.
(a) lim /() (c) lim f(x) (e) lim f(x)
r—2+ r— r—4—
(b) lim f(x) (d) lim f(z) (f) lim f(z)
xr—>2— r—4+ r—4

Ulesanne 6.2. Joonestage jargmiste funktsioonide graafikud ja leidke nende funktsioonide iihe-

poolsed piirvadrtused méargitud punktides a ja b.

z? 0<z<l,

9

z+1, 0<z<l, , =1

(@) f(w)={ S (b) f(w)={ -

a
z-1, 1<x<3, -1, 1<z<2, b =1

Ulesanne 6.3. Olgu funktsioonidel f ja g iiks ja sama médramispiirkond ning olgu lin}) flzx)=1
r—

ja liH(l) g(x) = =5. Millistele piirvaartuse omadustele tuginedes on tehtud jargmised teisendused?
r—

2 () - g(x) lim(2f () - g(2))  lim 2f(x) - limg(x)  2lim f(z) ~limg(z)

lim = 33 2B " B
O (f(z)+ 7) ilir(l)(f(ﬂf) +17) (glgig(l)(f(x) + 7)) (Eﬂ%f(x) +lim 7) 4

Ulesanne 6.4. Kas kehtib vordus lim 2% = hm o/z9 Péhjendage!

=0+ z—0-

Ulesanne 6.5. Leidke jargmised piirvaartused.

(a) J}Eg5(\/§_5) (e) xll)rglo e *cos2x (i) lim 2]
z—-0-
2

— xr— X . . X
(© 1 CoS T . (1 1 G }‘1_1’%?
¢) Jim = @ (5 )

1 T 1 4 +x

. -t h li k lim ——

(d) }CIE)I(I).Z'Slnx (h) xiqll($+1+$+l) () 220+ 9 4 s

6.2 Piirvaartuse arvutamine

Ulesanne 6.6. Leidke jargmised piirvaartused.

(b) lim ii:i (£) lg% @) Jim —— _14
(c) Jim, izif (8 Jim, () Jim, == 42)2
(@) iy 52 o) iy 0) tim
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PEATUKK 6. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS

Ulesanne 6.7. Leidke jirgmised piirvidrtused.

il (@) tim 22! (8) Jim (- V")

(a) lim

=1 x—1 ] \/E _
(b) lim ve-2 . 2?16 (h) lim (\/x 9+ 4)
T4 12 — 16 (e) lim — T—00
64 \/5 -8

. 4-+/y+16 . . 1
C lim ———— 1 \/ 12 _ 1 lim ———
( ) y0 y (f) :(],Tl—>n;lo ( x4 +1 ,I) ( ) T——00 g 4 \/m

Ulesanne 6.8. Leidke jirgmised piirvidrtused.

iy 5% 2 202 +3
a) lim ' vl i a
(a) lim — (d) Jim —— (g) Jim —5—
2

T (e) lim (logx —log2z) R

(b) zh—glo T+l -0+ (h) zh—glo 22 -Tr+1
242 + 4 i L2207 2l +a?

: f) lim — i) lim ——————

() Jim ———— )l sy ) I 108

6.3 Rakenduslikud tilesanded

Ulesanne 6.9. (B) Loomade 6ppimisvoime uurimiseks teostas iiliopilane eksperimendi, kus rotil
lasti korduvalt ldbida labiirinti. Mootmistulemused naitasid, et n-dal korral labis rott labiirindi ajaga
T(n) = (5n + 17)/n minutit. Mis juhtub labiirindi labimiseks kuluva ajaga, kui katsete arv tokesta-

matult kasvab?

36 + 2493
Ty )

kus y on valguse heledus luumenites. Milliste vaartuste vahel voib pupilli pindala teoreetiliselt muu-
tuda?

Ulesanne 6.10. (B) Teatud inimese silma pupilli pindala avaldub seosega S =

Ulesanne 6.11. (F) Einstein'i erirelatiivsusteooria jirgi on liikkuva keha mass leitav valemiga

M (v) = ——, kus ¢ on valguse kiirus, m > 0 on seisumass ja v on keha liikumise kiirus. Arvutage
2
v
1-%

jargmiste avaldiste vadrtused. Mis on vastavate tulemuste fiiiisikaline sisu?

(a) M(0) (b) M (%) (¢) lim M(v) (d) lim M(v)

Ulesanne 6.12. (F) Punktmassi liikkumist aja ¢ jirgi kirjeldab seos f(t) = ¢3 — 3t2 + 5¢. Leidke

2+ At) - f(2
punktmassi liikkumise kiirus hetkel ¢ = 2, s.t leidke piirvaartus AlimO f2+ A?ﬁ I )
t—

Ulesanne 6.13. On ennustatud, et ¢ aasta pérast on eeslinna populatsioon p = p(¢) tuhat ini-

7
mest, kus p(t) = 20 — ot Keskkonnaameti uuring néitas, et keskmine siisihappegaasi tase on ¢

+2
2/p? +p+21

3 . Mis juhtub siisihappegaasi tasemega pikas

osakest miljoni osakese kohta, kus ¢(p) =

perspektiivis, kui ¢ - co?
Ulesanne 6.14. (K) Analiiiisige vesiniku aatomi 3s-orbiidi lainefunktsiooni radiaalse osa Ra(r)

vaartusi protsessides r - 0+ ja r — oo. Siin N ja ag on konstandid,  on elektroni kaugus tuumast:

2

1 2 __r
Rss(r) =N - (27— —8r + —r2) e 30,
a  af
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6.4. Tdhtsad pirvddrtused

6.4 Tahtsad piirvaartused
( N
I sinx -1, ) tanx _, lim arcsin x _ lim arctan x 1
-0 z—0 T =) 20 T
lim (1+1)I:e lim(1+:c)%:e, lim
r—>+00 T ’ z—0 n—oo
\ J
Ulesanne 6.15. Leidke jargmised piirvaartused.
. xsinz . sin(sinz) . arctan3z
1 B S A k) lim —
(2) 250 212 (f) alnlir(l) sinz (k) e sin 4x
. sindx sin(1 - /x) ) ( x )“’
b) 1 M V7 1) 1
(b) xlg(l) . (g) :lplil} -1 ) L 1+a
. 2arcsinx sin 2z tan bz i _ )3
c) lim—— . S 2T tan ox (m) lim (1-2x)
() x1—>o 3z (h) }Ji% (z - 23)2 =0
d) lim zcotx : . z+1)\372
@ i) Jim T2 o Jim (55)
1—-coszx v 3w
(e) lim 2 1 1\%+n2
=0 () lim xsin— (o) lim (1 - —)
€T— 00 €T r—>—00 €T
6.5 FErinevaid piirvaartuse iilesandeid
Ulesanne 6.16. Leidke jirgmised piirviiirtused.
(a) 1 2-Va+3 (d) lim (\/9;2—4x+a:) (2) iy 5027
a) M 9 rome z—0 arcsin 6x
1 h) lim-——
(b) lim _r+2 o a? sm (h) lim (v -1)2
e>-21-/r+3 (e) lim —
-0 sinx (i) lim cos
9 z—0cosx — 1
(¢) lim 222 (£) Tim —~ 5
oo (z+1)2 z—0 tan Sz 3) lir% (mQ———l)
T— T

Ulesanne 6.17. (M) < x> Olgu a € R. Leidke piirvéirtus

(o) (o) e
lim—{la+—) +|a+—) +...+|a+
n n n n

Népundide. 1% + 22 + -

2 _ n(n+1)(2n+1)

+n 6

))
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PEATUKK 6. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS

6.6 Pidevad ja katkevad funktsioonid

,{Deﬁnitsioo'n, 6‘.3} ~\

Oeldakse, et funktsioon f on
e pidev punktis a, kui lim f(x) = f(a);

o pidev hulgas X, kui ta on pidev hulga X igas punktis;

e pidev, kui ta on pidev oma mddramispiirkonnas (s.t ta on pidev oma mddramispiirkonna igas
punktis).
4 J

A Teoreem 6.6 N

Iga elementaarfunktsioon on pidev.
4 J

,{Deﬁnitsioon 6.4 } N

Funktsiooni katkevuspunktideks nimetatakse tema mddaramispiirkonna punkte, milles see funktsioon

et ole pidev, ning mddramispiirkonna kuhjumispunkte, mis et kuulu mddaramispiirkonda.
\ J

,{Deﬁnitsioon 6.5} N\
Olgu a funktsiooni f katkevuspunkt.

o Oeldakse, et funktsioonil f on punktis a esimest litki katkevus, kui eksisteerivad loplikud tihe-

poolsed piirvadrtused wlirgl_ f(x) ja wlirgr f(x). Kui seejuures need iihepoolsed piirvidrtused on vord-

sed, siis deldakse, et katkevus punktis a on korvaldatav.

e Ocldakse, et funktsioonil f on punktis a teist litki katkevus, kui vihemalt iks dhepoolsetest
piirvddrtustest lim f(x) ja Um f(x) on lopmatu voi ei eksisteeri.
Tr—a— Tr—a+

\ J

Ulesanne 6.18. Leidke joonise pohjal intervallid, kus funktsioon on pidev ja punktid, kus ta ei
ole pidev.

Siin téidetud ringid on graafiku punktid; seest tiihjad ringid ei ole graafiku punktid.
Ulesanne 6.19. Joonestage iihe funktsiooni f graafik, mis rahuldab jargmisi tingimusi.

(a) funktsioon f on maératud l6igus [0,5] (c) f(1)=0

(d) funktsioon f on tokestatud loigus [4,5]

(b) ilfi f(z)=3 (e) funktsioon f ei ole pidev punktis z = 3
Ulesanne 6.20. Uurige jargmiste funktsioonide pidevust.
B
-3 T , x*1
() fla)= 222 () )=/ (© f@)=] a-1
-3 T -2 1 r=1
3, r<?2 sin 6x
— x%0
(d) f(z)=16, =z=2 (e) f(z)={ 22
3, z=0
dx, x>?2
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Ulesanne 6.21.

pidevad oma méaramispiirkonnas.

6.6. Pidevad ja katkevad funktsioonid

Leidke parameetrite a ja b vadrtused, mille korral jargmised funktsioonid on

Tx-2, <1 3+ax?, xz<l1 —2sinx, $S—E
(@f@ﬁ{ ) (@f@ﬁ{ s 2
T
b2, x <2 r-a, wx<1 cosz, >3
(b) f(z) = (d) f(2)= 2
2x + b, > 2 cosmxr, x=>1

Ulesanne 6.22. Miirake jargmiste funktsioonide katkevuste liigid. Kui voimalik, siis korvaldage

katkevused.
(a) f(z) =2 (d) f(z)=(1+2) (€) f(z)=In|sinz|
'1132 22 +1 h B 1
(b) f(z)= sin“ x (e) f(z)= 1 (h) f(x)= arctan;
(c) f(z)= 25= (f) f(z)= % (i) f(z) =arctan %

Ulesanne 6.23. To6taja leping néeb ette, et tema esialgne palk on 1000 € ning eduka t66 korral
ootab teda iga poole aasta tagant palgatous 3%. Joonistage tootaja palga graafik jargmise 5 aasta

jaoks ning uurida palgafunktsiooni pidevust.
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Praktikum 7

Funktsiooni tuletis

7.1 Funktsiooni tuletis

,{Deﬁnitsioon 7.1 }

Olgu X c R (tokestatud voi tokestamata) intervall, f: X — R, ning olgu a hulga X sisepunkt.
Funktsiooni [ tuletiseks punktis a nimetatakse (loplikku voi lopmatut) piirvddrtust
_ +h) -
) oot L@ I s h) = fa)
z—a T-a h—0 h

\
e N

Pohiliste elementaarfunktsioonide tuletised Tehetega seotud

. diferentseerimisreeglid
const) =0 t) =
( ) ) (cot ) sin? z (cu)' = cu’
(%) = -2, a#0 1
. / A A 4
arcsinz)’ = utv) =u +v
1 u-v) =u-v+u-v
(a®)’ =a"Ina (arccosz)’ = - (u-v)
1 1-22 4 ’ ’
’_ u u-v-—u-v
(Infa])’ = = , u) Jwemu
& (arctanz)’ = v v
3 ’ 1+z2
(sinz)’ = cosx ) \
! j—

(cosx)' = —sinx (arccot )" = — 1_ a2

(tanz)' = oy
\ y

Ulesanne 7.1. Lihtudes definitsioonist, leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

(a) f(z)=62-1 (c) f(z)=2 (e) f(z)=cosz
(b) f(x)=2"-5 (d) f(x)=V3z ®) 1)1
Ulesanne 7.2. Leidke jirgmiste funktsioonide tuletised.
(a) f(x)=32z" (d) f(z)=2"-¢" () f(x):mq_@
(b) f(z) ==+ 623 (e) f(x)=log,|z|+sinz 3

(h) f(2)=~Ina] + -

1 1
c r)=—+2Vx +2e f r) = — —3arccosz
(c) flw)=—+2/z+ (1) f2)= 5 0 oy

Ulesanne 7.3. Leidke jirgmiste funktsioonide tuletised (a, b ja o on konstandid).

(a) f(.:[,‘) = 33‘23— 1 (d) f(t) =2tsint — (t2 — 2) cost
(b) f(x)=a"" () f(w)=""% ~Inucosu
COS T 5x

(c) f(z)= (f) f(z)=-

T -6



7.2.  Liitfunktsiooni tuletis

(g) f(z)= ca (i) f(z)=arccosxarcsinz
l1+Ilna
1
(h) f(2)= 220 g G) ()= —— +a®arctanz
1 +z Sinx

Ulesanne 7.4. Leidke funktsiooni f(z) = (3z — 1)(3z + 1) (2% — 4) tuletis
(a) kasutades korrutise tuletise valemit (b) korrutades sulud l&bi

Ulesanne 7.5. Arvutage jargmiste funktsioonide tuletised punktis ¢.

to: _ 201 -
(a) f(t)=15t3e ja t=1 (b) f(t):té}f—_it) ja t=-1

Ulesanne 7.6. (F) Laserite teoorias avaldub kiirgusvoimsus valemiga
kf?
w2 -2wf+ f2+a?’

kus f on sagedus ning a, k ja w on teatud konstandid. Leidke %.

P:

Ulesanne 7.7. (IT) Arvutististeem to6tleb N bitti andmeid ajaga ¢, mis on vordeline arvuga
N1In(N). Leidke aja muutumise kiirus bittide arvu suhtes, dt/dN.

Ulesanne 7.8. (K) Termodiinaamikas seob temperatuuri 7', rohku p ja gaasi ruumala V' valem,
kus a, b ja R on konstandid. Leidke %, kui rohk on konstantne ja

) ()

Ulesanne 7.9. (M) < x> Leidke h/(1), kui h(z) = ze® arccot(2)g(z) ning g(1) = 2 ja ¢'(1) = —4.

7.2 Liitfunktsiooni tuletis

Valem 7.1
Kuiy = f(g9(x)), siisy' = f'(g(x))-g'(x). )

Ulesanne 7.10. Leidke jirgmiste funktsioonide tuletised.

(a) y= (42 -3)° + (-3x)? (d) y=av1-22 (2) y:tan(g_i)
(b) y=5(3$6—4)% (e) y=In(z+Inx) -
() y=(sinz)”’ (f) y=6Y7+45 () y=5,

Ulesanne 7.11. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

2z +1)\? cos® 3z
= f - P
(@) v (393—2) ) = e
(b) 2z +1 (g) y=1In(tan2z) + In (cot 2z)
y:
dr+1
v (h) y=6arcsinv2-=x

(c) y=In(4z-3)3 .
(i) y=arctan ’
1+xz

(d) y=cos(~9z +2) +sin® 42°

1 1 (j) y=arccoszIn (arctanx)
+
cos(=7x) sin(-Tx)

(e) y=
33



PEATUKK 7. FUNKTSIOONI TULETIS

Ulesanne 7.12. Tabelis on antud funktsioonide f ja g ning nende tuletiste vértused kohal z = 3.
Leidke funktsiooni u(z) = \/f(x)2 +2- g(x)? tuletise vidrtus punktis = = 3

z| f(z) g(x) f'(x) g'(2)

3] 3 4 6 -5

Ulesanne 7.13. (F) Laine kiirus siigavas vees on arvutatav seaduse v = k -/ % + ¢ alusel (a, k

ja m on konstandid, L laine pikkus). Leidke L véértused, mille korral v’(L) = 0.

Ulesanne 7.14. (F) Selleks, et arvutada laserkiire levimiseks kuluvat aega punktist S (iihes
keskkonnas) punkti P (teises keskkonnas), tuleb leida aja

‘o Va2 + 2 +\/b2+(c—x)2

U1 V2
tuletis muutuja x jargi. Siin a, b, ¢, v1 ja ve on konstandid. Leidke tuletis dt/dz.

Ulesanne 7.15. (B) Naidaku funktsioon y = y(¢) mingi liigi isendite, taime osade, rakkude arvu
vms ajahetkel ¢. Sel juhul tuletist y'(t) = % nimetatakse ka absoluutseks kasvukiiruseks hetkel t.
Absoluutne kasvukiirus voib erisuurustes organismide vahel palju erineda ja see ei anna meile infot
nn efektiivsuse kohta. Olgu kasvukiirus y'(t) = G(t), s.t. ajast soltuv funktsioon. Sel juhul jagades
molemat poolt suurusega y saame
vy _ 6@
y y

Jagatist R(t) := % nimetatakse suhteliseks kasvukiiruseks ja see iseloomustab nn materjali efek-

tilvsust toota uut materjali (nditeks metsa kasv). Sookase (Betula pubescens) ja mégivahtra (Acer
pseudoplatanus) seemned istuti maha ja kasvanud taimed kéirbiti iga kahe nidala tagant. Esimese 18
nadalaga selgus mootetulemustest, et puud kasvasid seaduste

WkaSk(t) =0,0441 60’30412 Wyaher(t) =0,3837 60’2243t

alusel, kus t iihikuks olid nddalad ja W iihikuks grammid. Kirjutage vélja molema liigi suhtelised

kasvukiirused R(t). Milline liik taastoodab ennast efektiivsemalt?

Ulesanne 7.16. (F) Kaks kuullaagrit kuluvad nii, et iihe raadius r on teise omast alati 1,2 mm
vorra vaiksem. Leidke kuullaagrite summaarse ruumala muutumise kiirus raadiuse r jargi, V' (r),
hetkel kui r = 3,3 mm.

Ulesanne 7.17. (K) Kui gaasi ruumala muutub véga kiiresti, siis rohk P muutub ligikaudu
poordvordeliselt ruumala 3/2-astmega. On teada mootmistulemus, et 300 kPa rohuga V' = 100 cm?.
Leidke rohu P muutumise kiirus ruumala V' jirgi hetkel, mil V = 100 cm?.

Ulesanne 7.18. (M) < %> Olgu g(0) = 0 ja olgu g diferentseeruv punktis = = 0. Avaldage g
tuletise kaudu

) .

Sle

o 9@ +9(5) +9(5) + -+

z—0 xT
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7.8. Korgemat jarku tuletis

7.3 Korgemat jarku tuletis

Funktsiooni y = f(z) teist jarku tuletis on Uldisemalt n-jarku tuletis on

y" = (y’),' y(”) — (y(n—l))’ _ (y/)(n—l).

Ulesanne 7.19. Leidke jirgmised korgemat jirku tuletised.

(a) f(x)=1Inz, leidke f” (c) f(z)=22°+ 622 leidke f(10)

(b) f(z) =sinz, leidke f(13) (d) f(z) = tanz, leidke "

Ulesanne 7.20. Leidke noutud korgemat jarku tuletised, kui funktsioon u = u(z) on vajalik arv

kordi diferentseeruv.

(a) f(x)=u(z?), leidke f” (c) f(z)=u(x)? leidke f"
(b) f(x)=wu(e"), leidke f"

(@) f(z)=

Ulesanne 7.21. Arvutage noutud korgemat jarku tuletise vadrtus.

(a) f"(%), kui f(x) =cos®x (b) fW(2), kui f(z) =215
Ulesanne 7.22. Leidke

(a) dzg, kui y = (c) dt§7 kui s = 2+t3t

(b) d—p kui p = ge?”

7.4 Logaritmiline diferentseerimine *

Logaritmilise diferentseerimise vote on viltimatu [u(z)]"(*) tiilipi funktsioonide korral, kuid see on
abiks ka siis, kui f sisaldab palju korrutisi ja jagatisi.

1. Kirjutame

Vv =|f(x
2. Votame vordusest logaritmi Iyl =1£ ()]
Inly|=In|f(x
3. Votame molemast poolest tuletise v £ @)
L= If (@)’
/ +y =(n Xz |
4. Saadud seosest avaldame y Y

y' =y - (In|f(x)])’

N

Ulesanne 7.23. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

(a) f(z)=2" kuiz>0 (d) f(z)= 23e®” sin 2z ) f()=2 x(a; +1)
(b) f(z) =% kuiz>0 (z-2)?Vz 1 (a2-1)2
(e) f(x)= W

(c¢) f(z)=(Inz)", kuiz>1
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PEATUKK 7. FUNKTSIOONI TULETIS

7.5 L’Hospitali reegel

Valem 7.2

L’Hospitali reegel mddramatuste 2 o ja =2 korral,
A A
i 2 i f,(x), kui leidub lim f,(x).
g9(z) g9'(x) g9'(x)

Ulesanne 7.24. Leidke I’Hospitali reegli abil jargmised piirvaartused.

2 _ Inz . .. tanz-=z
(a) lim x +13 (e) lim ﬁ () hr%m
T—>00 I T—00 T —
9 4
(b) lim 27 (6 Jima® e G) lm
00 52 — T—>00
ozt _6x3+5 . arctanz — % In(sin 6z)
(C) il_rg m (g) QICI_IH lel (k) -0+ m
P 1 . l—-cosx . z-Inx
(d) h S1ad—1 (h) glcl—r% 2 U wlggo z+Inzx

Ulesanne 7.25. Leidke jirgmised piirviidrtused.

1- N
(a) alcl—mﬁ (d) mlir&smx-lnzn (g) x_1>17{1/12_(1—sm$) -tanx
T T _9
) 2sinx li cgre -2 T
(b) tim 2L (o) lim———— (h) lim (1-2). tan( 21‘)
1 1
N 0l ( __) R o
(c) xli%ler Inz (f) lim|——-— (i) lim z-sinz

Ulesanne 7.26. (M) Leidke jargmised piirvaartused, veendudes eelnevalt, et neid I’'Hospitali
reegliga leida ei saa, kuigi esineb sobiv méadramatus.

(a) lim x —sin(x) (b) lim

T —smlx) r z?. sin(%)
z—oo 1 + sin(x) T /14 a2 () ;:I—If(l) sin(x)

Ulesanne 7.27. (M) Leidke definitsioonist lihtudes funktsiooni f tuletis punktis 0 (népundide:

L’Hospitali reegel):
1 1

f(z) = xln2 2¢-1’

kui x # 0,

1
— kui z = 0.

2’

Ulesanne 7.28. (F) Kui langeva keha ohutakistus on vordeline langemiskiirusega, siis kiirus

v avaldub valemiga v = m(1 - ’kt/m) kus m on keha mass, t aeg alates langemise algusest, g

raskuskiirendus ja k on positiivne konstant. Leidke piirvasartus hI(I)l .
k—0+
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Praktikum 8

Diferentsiaali ja tuletise rakendused

8.1 Joone puutuja ja normaal

,{Deﬁnitsioon 8.1} N\
Joone puutujaks punktis A nimetatakse sirget, mis on loikaja AB piirseisuks, kui punkt B liheneb
punktile A mééda joont y = f(x).

y = f(x0) + £(x0) - (x — %)

Joone y = f(x) tuletis f'(xg) on selle joone puutuja tous punktis (xo, f(x0)) ja puutuja vorrand avaldub
jargmaiselt:

y = f(xo) + f'(w0) - (x = 0). (8.1)

Definitsioon 8.2}

Joone y = f(x) normaaliks (ehk ristsirgeks) punktis (xo, f(xo)) nimetatakse sirget, mis ristub seda
sama punkti libiva puutujaga. Joone y = f(x) normaali vorrand punktis (xo, f(xo)) avaldub jargmiselt

1
y=f(ff0)—m'($—fco)o (8.2)

Ulesanne 8.1. Leidke funktsiooni graafiku puutuja ja normaal noutud punktis (xo, f(zp)).

(a) y=a?+2x punktis (2,8) (c) y=4-2? punktis (3,-5)

(b) y= %333 - 5z punktis (3,-6) (d) y= mfﬁ punktis (-1,3)

Ulesanne 8.2. Leidke funktsiooni graafiku puutuja ja/voi normaal etteantud tousuga.

(a) y =22 -2z puutuja, tousuga 2 (c) y=-(22-1)3 normaal, tousuga —i, x>0
(b) y=+2z -9 puutuja, tousuga 1 (d) y= % + 1 normaal, tousuga 4

Ulesanne 8.3. Arvutiméngus liiguvad lennukid ekraanil vasakult paremale eeskirja y = 2 + %
jargi. Lennukite relvadeks on raketid, mida tulistatakse ainult liitkumise suunas. Sihtmérgid asuvad
x-teljel: © =1,2,3,4. Kas punktist (1,3) lastud rakett tabab {ihte sihtméarkidest?

Ulesanne 8.4. Niidake, et joone y = z + 222 — 2% puutuja punktis (1,2) on selle joone puutujaks
ka punktis (-1,0).

Ulesanne 8.5. Kaiaga terariistu teritades lendavad siddemed mooda kiia vélispinna puutujat.
Leidke punktist (3,4) lenduva siddeme trajektoor (sirge), kui kii on ringjoone x2 + y? = 25 kujuga.



PEATUKK 8. DIFERENTSIAALI JA TULETISE RAKENDUSED

8.2 Funktsiooni diferentsiaal

,{Deﬁnitsioon 8.3] N\

Anname argumendile x muudu Ax. Korrutist

f'(@)- A (8.3)
nimetatakse funktsiooni [ diferentsiaaliks punktis x. Tdhistame dy voi df (x), seega

dy=f'(z)-Ax  ehk ka dy=f'(z) da. (8.4)

Ulesanne 8.6. Leidke funktsioonide diferentsiaalid.

(a) y=a"+4a (d) y:2\/__8i (g) y=6zv1-4x

_ 2 x
(b) y=3x"+6 (e) yzmex (h) y=5m+2
2
(c) T==+37" 6u ) 3z+1
f) R= =
r (f) T ou 0) y=—"—
Ulesanne 8.7. Arvutage funktsioonide diferentsiaalid ette antud vAartustel.
(a) y=T2%+4x, x=4, Az =02 (d) f(x)=2V1+4z,2=12,Ax =0,06
x
(b) y=(2?+22)3 =7, Ar=0,02 (e) y= o1 z =35, Az =0,025
¢ =(z?+1)%z=1 f) f(z)=tanz, Ar =2
(c) y=( 180

8.3 Funktsiooni muudu ligikaudne arvutamine

Funktsiooni y = f(«) muut on Ay = f(zo + Azx) — f(x0). Kui Az on kiillalt viike, siis

Ayw~dy ehk  f(zo+Az) = f(zo) » f'(x0)Ax.

Ulesanne 8.8. Avaldage ringi pindala S raadiuse funktsioonina. Leidke selle funktsiooni muut
AS ning diferentsiaali definitsiooni pohjal funktsiooni diferentsiaal dS. Leidke suurus, mille vorra
erinevad funktsiooni muut ja diferntsiaal.

Ulesanne 8.9. Arvutage, kui palju ligikaudu suureneb kera pinna pindala, kui raadiust pikendada
50 cm-1t 51 cm-ni.

Ulesanne 8.10. Arvutage ligikaudu, kui palju on vaja vérvi, et katta 55 m raadiusega poolkera-
kujuline klaasist kuppel 0,5 mm paksuse varvikihiga.

Ulesanne 8.11. Ilmajaam ripub raadiusega 3,5 m kerakujulise hupalli otsas. Ohupall kattub
iihtlase jaa kihiga, mille paksus on 1,2 mm. Leidke jaa ligikaudne ruumala.

Ulesanne 8.12. Vertikaalselt dhku lastud raketti jalgitakse teleskoobiga, mille mootetédpsus on
2 kraadi. Vaateplatvorm asub 3000 m kaugusel raketi stardiplatvormist. Raketi asukoht moodetakse
60 sekundit pérast starti ja tulemuseks saadakse 64-kraadine nurk. Kui korgel on rakett ja milline

on voimalik viga korguse hindamisel?

38



8.4. Funktsioont vadrtuse ligikaudne arvutamine

Ulesanne 8.13. Niidake, et DVD raadiuse mootmisel tehtav 2% viga pohjustab umbes 4% suu-

rema materjalikulu.

Ulesanne 8.14. Néidake, et kerakujulise lumepalli ruumala arvutamisel tehtav suhteline viga
AV |V vordub ligikaudu kolmekordse suhtelise veaga, mida tehakse raadiuse mootmisel.

Ulesanne 8.15. (B) Ajaiihikus veeni libiva vere hulk (voolutugevus V) on vordeline veeni ristldike
raadiuse r neljanda astmega. Leidke, kui palju ligikaudu muutub voolutugevus V', kui valendiku
raadiust suurendada 5 %.

Ulesanne 8.16. (F) Valguse lainepikkus A on poordvordeline laine sagedusega f. Punase valguse
korral A = 685 nm ja f = 4,38-10" Hz. Kui palju ligikaudu muutub X, kui tosta sagedust 0,210
Hz?

8.4 Funktsiooni vaartuse ligikaudne arvutamine

Kui Az on kiillalt viike, siis

flxo +Ax) ~ fxo) + f'(x0)Aw.

Ulesanne 8.17. Arvutage ligikaudsed vaartused.

(a) /1,08 (d) sin46° (g) ¥1,02 (i) arctan1,05

(b) /15,93 (e) logll _
() (3.02)° (f) (h) /35

Ulesanne 8.18. Esitage funktsiooni vaartuse arvutamiseks ligikaudne valem etteantud punkti a
iimbruses.

(a) f(x)=Vat+322+8,a=2 (b) f(z)=2*(z+1)* a=-2

Ulesanne 8.19. (B) Inimese ellujddmise toendosus y poletushaavade korral = % kehast on ligi-
300

————— - 50. Esitage y ligikaudse arvutamise valem kohal
0,000522 + 2

kaudselt esitatav valemiga y =
x =50 %.

3.6
V1+2V

Ulesanne 8.20. (F') Elektroonilise tuuneri ithe elemendi mahtuvus on C = uF, kus V

on pinge. Esitage C' ligikaudse arvutamise valem kohal V' = 4,0 volti.

8.5 Tuletis kui protsessi muutumise kiirus *

Ulesanne 8.21.  Naftatankeris tekib ringikujuline leke, kus vee pinnal olev Oliringi raadius r
suureneb kiirusega 10 m minutis. Kui kiiresti suureneb reostatud ala (ringi pindala) hetkel, kui
r=25m?

Ulesanne 8.22. Kerakujulisse 6hupalli pumbatakse dhku fikseeritud kiirusega 20 cm?/min. Kui
kiiresti suureneb kera raadius r, kui enne 6hu juurde pumpamist r =6 cm?

Ulesanne 8.23. Silindri korgus h suureneb kiirusega 7 m/sek ja aluse raadius 7 suureneb 3 m/sek.

Kui kiiresti suureneb silindri ruumala, kui ~(0) =5 m ja 7(0) = 6 m?
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PEATUKK 8. DIFERENTSIAALI JA TULETISE RAKENDUSED

Ulesanne 8.24. Oisel tinaval konnib 1,8 meetri pikkune tegelinski, kelle selja taha jadb 7 meetri
korgune valgust andev tédnavalatern. Tegelinski eemaldub laternast kiirusega 3 m/sek. Kui kiiresti

pikeneb tegelinski ette jaav valgustusest tekkiv vari?

Ulesanne 8.25. Prints on ilusa ndia poolt vangistatud torni.
Teda tuleb pédstma vapper printsess, kes asetab 7 m pikkuse redeli

torni najale. Just siis, kui noorpaar on aknast véljumas, eksib ,ju-
huslikult” stindmuspaika noid, kes hakkab redeli alumist otsa tornist
iihtlaselt eemale tirima. Kui kiiresti langeb redeli iilemine ots koos

noorpaariga, kui redeli alumine ots oli algselt tornist 5 m kaugusel?

Ulesanne 8.26. (F') Eeldame, et udupiisk on ideaalse kera kujuga, mis kondensatsiooni kdigus
suureneb kiirusega, mis on vordeline oma pindalaga. Naidake, et sellistel eeldustel suureneb piisa

raadius konstantse kiirusega.

Ulesanne 8.27. (F) Majakas asub sirgest rannajoonest 4 km kaugusel. Majaka tuli poérleb
ringiratast ja teeb {ihe taistiiru iga 10 sekundi jarel. Kui kiiresti liigub valguskiir méoda sirget
rannajoont hetkel, kui kiir moodustab rannajoonega 45-kraadise nurga?
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Praktikum 9

Funktsiooni uurimine

9.1 Kasvamis- ja kahanemispiirkonnad, nogusus- ja kumeruspiirkon-
nad

,{Deﬁnitsioon 9.1} ,{Deﬁnitsioon 9.2}

N N
Joont y = f(z) nimetatakse kumeraks vahemikus Joont y = f(x) nimetatakse négusaks vahemikus
(a,b), kui selle joone puutuja on igas punktis (a,b), kui selle joone puutuja on igas punktis
P=(x, f(x)), x € (a,b), ilalpool joont. P=(x, f(x)), z € (a,b), allpool joont.
Concave Down Concave Up
—~
/ - k ‘//
AN /.
. ~
4 J )
,{Deﬁnitsioon 9.3} N\ / \ /\\
Pideva joone y = f(x) graafiku punkti (c, f(c)), Point of inflection Concave down \' Paint of inflection
mis eraldab joone kumerat osa nogusast, nimeta- Fip) =0 <0 f(p)=0
takse selle joone kddnupunktiks. Concaveup /| '\ Concaveup
L ) >0/ LW
P p
Ulesanne 9.1. Leidke jargmiste funktsioonide monotoonsuse piirkonnad.
(a) f(z)=a>- 32> (¢) f(x)=x-sinz (e) f(x)=arccos(l+x)
b) f(z)=8z?-z4 _
(b) f(w) () f(z)= 2 (£) f(z) =2, kus &> 0

Ulesanne 9.2. Leidke jargmiste funktsioonide graafikute y = f(x) kumeruse ja nogususe piirkon-
nad ning kddnupunktid.

(a) f(z)=2>-622+122+4 (c¢) f(z)=arctanz—x (f) f(x)=2a®-62°
(d) f(z)=2*(lnz-13) (g) f(x)=In(1+2?)

(b) F(r)=— »
v ) f(x)=c

(h) f(z)=a*+ 223 - 1222

Ulesanne 9.3. Skitseerige pidevate funktsioonide y = f(z) graafikud, millel on nimetatud oma-

dused.

(a) f(0) = -1; f'(z) < 0 ja f’(x) <0, kui (c) f(0) = 1; f'(z) < 0 iga z € R korral;

x<0; f'(x)<0ja f"(z) >0, kui >0 f"(x) <0, kui 2 <0; f"(x) >0, kui >0

(d) f(-1)=0, f(2)=2; f'(x) <0, kui z < -1;
(b) f(1)=0; f'(x)>0ja f"(z)<0igaxzeR Fz) >0, kui z > -1; f"(z) < 0, kui

korral O<x<2; f(z)>0, kui 2 <0 voi z>2



PEATUKK 9. FUNKTSIOONI UURIMINE

9.2 Ekstreemumid

,{Deﬁnitsioon 9.4 }

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis a lokaalne maksimum, kui leidub selle punkti imbrus (a-9d,a+
8), >0, nii et
f(z) < f(a), igaxe(a-0,a+d) korral .

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis a lokaalne misnimum, kui leidub selle punkti imbrus (a-9,a+0),
6 >0, nii et
f(x)> f(a), igaxe(a—-0,a+0d) korral.

\ J

,{Deﬁnitsioon 9. 5}

N
Funktsiooni f mddramispiirkonna punkte, kus f'(x) =0 ja punkte, kus funktsioon f ei ole diferentseeruv,
nimetatakse funktsiooni [ kriitilisteks punktideks. Punkte x, kus f'(x) = 0, nimetatakse statsionaar-
seteks punktideks.

\ J

Ulesanne 9.4. Leidke jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid.

(a) f(z)=2®-3x (i) f(z)=Vx3-322+8
(b) f(z)=82%-z4 (G) f(z) =In(z* + 423 + 30)
(¢) f(x)=xlnzx K _ In|z|, kuiz+0,
() f@ =10 Kuiz=o0
(d) f(x)=a%e™
sinz, kui -Z<xz<0,
(e) f(z)=zlnz 1) f(x)= ’
cosw, kui0<z<73
(f) f(x)=e"(sinz —cosz)
2 .
x4, kui z > 0,
- /9,3 2
(8) f(z)=Vv2z%+3z (m) f(z)={-1, kui z = 0,
(h) f(z)=z-arctanz —22 -2, kuiz<0
Ulesanne 9.5. Leidke jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid.
(a) f(z)=2?-22+3, xe[0,5] (e) f(z)=sin’z, xe(-m,)
(b) f(z)=22-2x+3, x¢(0,5) (f) f(x)=arccosz
(c) flz)=a’-3x+1, ze[-23] (8) f(z)=
(d) f(x)=z-Inz, ze[g,e] (h) f(z) =12
Ulesanne 9.6. (F) Joonisel on toodud osakese kiiruse v = v(t) graafik.
3
(a) Millal on joonise jargi osakese kiirendus (b) Millal on osakese kiirus koige suurem ja

null? millal koige viaiksem?
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9.3. Optlimiseerimine

Ulesanne 9.7. Risttahukakujuline karp on tehtud nii, et on voetud 12 x 8 mootmetega papist
ristkiilik, 16igatud igast nurgast vélja x x x ruut ning keeratud vastavad servad iiles. Koostage karbi
ruumala arvutamiseks funktsioon, mis soltub argumendist z. Skitseerige ruumala V' = V' (z) graafik.
Leidke x vadrtus nii, et sellise karbi ruumala oleks suurim.

9.3 Optimiseerimine

Ulesanne 9.8. Ristkiilikukujulise tala tugevus on vordeline tala laiuse w ja korguse ruudu d?
korrutisega. Leidke maksimaalse tugevusega tala mootmed, mida saab loigata 40 cm labimooduga
iimarpalgist.

Ulesanne 9.9. Lennukompanii lubab pardale kisipagasi, mille laiuse, korguse ja pikkuse summa
ei iileta 1,2 meetrit. Kui koti laiuse ja pikkuse suhe on 2.5, siis mis moodus koti ruumala oleks

suurim?
Ulesanne 9.10. Punktist B liigub iiks laev lounasse kii- ‘ ¢ B
rusega 16 km/h ja punktist A liigub teine laev itta kiirusega %
18 km/h. Kui punktid A ja B asuvad iihel ja samal verti- S NN 160
kaalil teineteisest 40 km kaugusel, siis millisel ajahetkel ¢ on 3 : Sod
~
!

laevad teineteisele koige lahemal? Leidke ka laevade vaheline

S
vahim vahemaa. i_ - &7 -
A—=18.0 km/h

Ulesanne 9.11. Tééline pani tédhele, et ringsilindri kujuliste kruuside valmistamisel kulub liiga
palju materjali. Ta tegi ettepaneku muuta kruusi korgust ja labimootu nii, et kruusi maht jadks
endiseks, aga materjali kuluks minimaalne hulk. Tema ettepanek liikati tagasi. Miks?

Ulesanne 9.12. (B) Katsed niitavad, et kui inimene kohib, siis 6hu kiirus kéris on v = kr2(a—r),
kus a on kori raadius normaalasendis ja k on konstant. Leidke r véartus, mille korral kiirus v on
suurim.

Ulesanne 9.13. (F) Valgusallika valgustihedus mingis punktis vordub valgusallika tugevusega
jagatud kauguse (valgusallikast) ruuduga.

8 1

® - ‘”“ﬂ
’,vxzﬁ,—m“.,w,pf:mu “‘ e 2 ‘.T.VA.W,*
FRUTITEIUSVES 7' | 3 S

Kui 8 ja 1 valgustugevuse iihikuga valgusallikad asuvad iiksteisest 100 m kaugusel, siis millises punktis
nende vahel on valgustihedus koige viiksem? Népunéide: valgustihedused liidetakse.

Ulesanne 9.14. (K) Teatud kemikaali reageerimiskiirus R mg/s soltub kemikaali hulgast m mg.
Leidke kogus m, et reageerimiskiirus R oleks maksimaalne, kui R = 12\/m(27 — m).

Ulesanne 9.15. < * > Majakas asub rannast 4 km kaugusel merel (punktis B). Pood asub ranna-
joonel, 4 km kaugusel punktist A (punkt, mis asub rannal, kui majaka poolt tulla kdige otsemat ja
lithemat teed rannale). On teada, et majakavaht souab kiirusega 4 km /h ja konnib kiirusega 5 km /h.
Millist teed pidi peab majakavaht minema poodi, et kuluks koige vihem aega (ehk kui kaua tuleb
aerutada ja kaua kondida)? Rannajoone voime lugeda risti 16iguga AB.
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PEATUKK 9. FUNKTSIOONI UURIMINE

9.4 Graafiku asiimptoodid *

Definitsioon 9.6 } ~\
Sirget x = a nimetatakse joone y = f(x) pilistastimptoodiks, kui |f(a+)| = o0 voi |f(a-)|= oo.
J
,{Deﬁnitsioon 9. 7] N\
Sirget y = kx + b nimetatakse joone y = f(x) parempoolseks (vasakpoolseks) kaldastimptoodiks, kui
selle sirge ja funktsiooni graafiku vaheline kaugus ldheneb lopmatus protsessis nullile, s.t.
lim [£(z) - (ko +b)] =0 ( lim [f(z) - (ko +b)] = o). 9.1)
N J

Ulesanne 9.16. Leidke jargmiste funktsioonide graafikute asiimptoodid.

(@) f(2)=— (¢) f(2)=1 @ )=
2’ 222 + 1 cos T
(b) f(2)=—5—; @) fla)=—m7 () f(z)=2z-

Ulesanne 9.17. Joonestage jargmiste funktsioonide graafikud iseloomustavate andmete pohjal.
3 2
1 (c) flz)=e3 (e) f(z)=Va?-2z

(a) f(2)=TF +~
, (f) f(2)=/|z*—2a|
x+1 (1+Inz)

(d) f(z)=-—F—" l+Ilnx

b r)=4:
(b) S =4 2 (&) f(x)-

72

T

Ulesanne 9.18. (F') Eeldades lihtsustatult, et vihmapiisk on kerakujuline ja langedes piisa raadius
vaheneb iihest kuni rg millimeetrini, siis piisa kiirus avaldub valemiga

1
v:k(r—r—g)) mm/s.

Skitseerige kiiruse graafik juhul, kui &k = 1.

Ulesanne 9.19. (F) Kui positiivne elektrilaeng +q asetatakse kahe negatiivse laengu —¢q vahele, nii
et need asuksid teineteisest kahe iihiku kaugusel, siis Coulomb’i seadus iitleb, et positiivsele laengule
mojuv joud avaldub valemiga

kq2 k:q2

- 4 ,
z2 (z-2)?

kus z on +¢ kaugus negatiivsest laengust —q. Koostage jou F' graafik juhul, kui k¢?> =1 ja 0 <z < 2.

44



Praktikum 10

Maaramata integraal

10.1 Maaramata integraali moiste

,{Deﬁnitsioon 10.1 }

,{Deﬁnitsioon 10.2}
Funktsiooni f koikide algfunktsioonide tildavaldist
F(x)+ C nimetatakse funktsiooni f méadramata
integraaliks:

f F(2)dz = F(z) + C.

N\
Funktsiooni F nimetatakse funktsiooni f alg-
Sfunktsiooniks vahemikus (a,b), kui

Fl(z) = f(x)
iga x € (a,b) korral.
. J

Ulesanne 10.1.
(a) (f f(z)dz)" = f(x)

Ulesanne 10.2.
(a) 122° + 6z

(b) 4/x+3

Ulesanne 10.3.
ei ole funktsiooni 3(2x + 5)? algfunktsiooniks?

(®) [ f(x)dx=f(z)+C

~

Veenduge, et jargmised valemid kehtivad.

(c) [df(z)=[f(z)+C

Leidke jargmiste funktsioonide algfunktsioonid.

(c) 22°7 (d) 3(R*+1)%(2R)

Miks on nii, et (2 +5)3 on funktsiooni 3(z + 5)? algfunktsiooniks, aga (2z +5)3

10.2 Maaramata integraali leidmine

A Valem 10.1

N\
Integreerimise pohivalemid
(1) dea::C’ (5) fawdx:a—JrC (9) / 'dg =-cotx+C
na sin®
(2) fdat:aH—C (6) [exdﬂfzegc*C (10)/ d:; =tanz +C
cos? x
ma+1
(3) fa:“dx: +C (7 fsinxdx:—cosx+0 (11) [ dx . c
i1 ’ = arcsinx +
at-1 ¢ V1-z?
(8) fcos:cdxzsinx+0
(4) fdﬁ_ln|x|+(j (12) f de = arctanz + C
x 1+22
\ J

Omadus 10.1

Mddramata integraal on lineaarne:

[[af(m)Jrﬁg(a:)] d:v:a/f(m)da:JrB/g(m)dx Va, B eR.




PEATUKK 10. MAARAMATA INTEGRAAL

Valem 10.2

Trigonomeetrilised seosed

1 1
sin2a:§(1—c052a) COSZOé=§(1+COS2OJ)

Ulesanne 10.4. Leidke jirgmised integraalid kasutades valemeid (2)-(4)

2
(a) [ 2zda (e) [ (3vVz-4)da ; 2
3
Y
(b) [ gdy (f) f5x\/5d$ () / (__ ) de
c 2+1x)dx 2_52)d 2 _
@ [+ (&) [ Vi -5e)de w fgx 155,
d —d ~2/3 | q-2
(d) f x (h) f(Q:U +372) da R [ 2:c+f
Ulesanne 10.5. Leidke jargmised integraalid kasutades valemeid (5) ja (6)
dx
a 275" +¢)d b *+In2)* d ar =
@ [@5 o () [(m)Par (o [ @ [Za
Ulesanne 10.6. Leidke jirgmised integraalid kasutades valemeid (11) ja (12)
z? dx ztdx 1++2
() fx2+1 (©) fx2+1 (e) f\/g 972 du
(1+ 1:)2 dx 22 4+ ph
(b) / 2(1+22) () f R
Ulesanne 10.7. Leidke jargmised integraalid
a 2cos’ x - cos2z) da c tan® z d d—x
(=) [( ) (<) [ (e) fsin2x0052x
(b) fsin2§d1‘ (d) / (sinav + 3cos(m +x)) dx

Ulesanne 10.8. Toestage voi litkake timber jargmine vaide. Kui funktsioonid f ja g on integree-

ruvad mingis vahemikus, siis selles vahemikus

f@) =g(@) = [ f@)du= [ g(x)do.

10.3 Diferentsiaali margi alla viimine

A Valem 10.3 N

1
(13.1) f'(z)dz =d f(x) (13.4) dz = —d(az +0) (13.6) dr = dln |z|
x
(13.2) dx =d(z +b) (13.5) 2"dx = 1 4+t (13.7) cosadz =dsinx
+1 ’

1 n# -1

(13.3) dx = - dax ? (13.8) sinadxr = —dcosx
\ J

Ulesanne 10.9. On antud funktsiooni diferentsiaal. Leidke see funktsioon.
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10.4. Muutujavahetus

(a) 3dz (c) 2/zdx (e) _% (g) exdx
dx
rda @) 5 _dr
(b) o ® cos2 () 1-9z2

Ulesanne 10.10. Leidke jéirgmised integraalid kasutades valemeid (13.2)-(13.4).

W [ o forre o [ g [t
(b) /sinSxda: (d) fmclx ) f

dx .9
Y (h) /Sm xdr

Ulesanne 10.11. Leidke jéirgmised integraalid kasutades valemeid (13.5) ja (13.6).
rdx f 2 _a? In 23
d
@ [ e (©) ] v de () [ 5, dr

(b) f3\/_d33 (d) f(2x+7)dx ) f

Ulesanne 10.12. Leidke jirgmised integraalid kasutades valemeid (13.7) ja (13.8).

zlnx

(a) [ coszsinzdr  (b) / tanz dz (c) / cos® x dx (d) [ tan® z dzx

Ulesanne 10.13. Leidke integraalid diferentsiaali mérgi alla viimise vottega.

@ [ © [ O [

) [ 2 0 [ G) [ raren)Par
© [ gf"; (8) [ wcosa®sin®a? du w [ (#-@(ﬁ-%ﬁ)g da
@ [ W [ i

Ulesanne 10.14. (IT) Karpe kokkupanev robot peab avaldama joudu F = 6 [ ™ cos(t) dt
N, kus ¢ on aeg sekundites. Milline funktsioon F' = F(t) tuleb lisada arvuti programmi, kui ¢t = 1.5 s
korral peab joud F =07

Ulesanne 10.15. (Maj) Ettevotte andmed néitavad, et = generaatori tootmisel muutub péevase
dp  600(30 - x)

kasumi p (eurodes) kiirus ligikaudu seaduse — =
( ) T 60z — 2?2

kasum p, kui null generaatori tootmisel saadakse 5000 eurot kahjumit.

alusel. Leidke = generaatori tootmise

10.4 Muutujavahetus

Lause 10.1
Kui u = ¢(x) on diferentseeruv funktsioon muutumispiirkonnaga U ja f on pidev mddramispiirkonnas
U, siis kehtib muutujavahetuse valem

[ #@)-¢" @) da = [ f(w)du. (10.1)
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PEATUKK 10. MAARAMATA INTEGRAAL

Ulesanne 10.16. Leidke jargmised integraalid mérgitud muutuja vahetusega.
(a) f$\/1—:vdx,t=\/1—x (d) /
(b) fx3\/1—:):2d:1:,t=\/1—x2

- , t=tanx
sin 2x

(e) ftansxda:, t=cosx
(c) f\/l—x2dx, x =sint, te [—g,g]

1
r=t—-—,1t>0
t

® [ %

Ulesanne 10.17. Leidke sobiva muutuja vahetusega jargmised integraalid.

Ulesanne 10.18. < > Leidke jirgmised integraalid

sin 2x

@ [1img O e e vl

10.5 Ositi integreerimine

| Valem 10.4 \

Ositi integreerimise valem:
fudv:uv—/vdu (10.2)

/u(x)v'(ac) dz = u(z)v(z) - /v(x)u'(x)dx. (10.3)

\ J

ehk

Ulesanne 10.19. Leidke jargmised integraalid ositi integreerimise teel.
(a) fa;em dx (d) fx?)_m dx (2) flnxdx
(b) [ xcosxdr (e) f arctan x dx (h) f In(z? +1) da

(c) [xsin(2x+1)d$ () farcsin:ndx ) f(ln—alc)2
T+

Ulesanne 10.20. Leidke jargmised integraalid ositi integreerimise valemi mitmekordsel rakenda-
misel.

(a) _[xQSinxdac (c) /$36_2md$ (e) /e%cosxdac
(b) fx?’exdx (d) /exsinxdx (f) fsinlnxd:c

Ulesanne 10.21. (K) Et leida teatud tiilipi molekulide keskmine 1&bimoot, tuleb leida integraal
[ 23e™ /8 dz. Leidke antud integraal.

Ulesanne 10.22. Leidke viga jargmises "toestuses". Et e ¥e” =1, siis [ dz on voimalik integree-

rida ositi, vottes u = ™" ja dv = ¥ dz. Siis du = —e”* dx ja v = € ning ositi integreerimise valemist:

fda:=e_zex+fe_xezd:v ehk fd:v=1+[ dx.

Pérast ithesuguste integraalide koondamist saame 0 = 1.
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10.6. Ratsionaalsete funktsioonide integreerimine *

10.6 Ratsionaalsete funktsioonide integreerimine *

,{Deﬁnitsioon 10.3}

~\
Kui poliinoomi f(x) aste on vdiksem poliinoomi g(x) astmest, siis ratsionaalset funktsiooni fgx; nime-
g(x
tatakse lihtmurruks, vastasel korral aga litgmurruks.
\ J
A Valem 10.5 N

Lihtmurru osamurdudeks lahutamise valem.
Olgu fé ; lintmurd. Kui g(z) = a(x —x1)*(x —x2)! ... (2® + pro+q1)™ ... (kus ruutpoliinoomidel ei ole
nullkohti), siis

flz) A Ay By By
= + +.o
g(z) x-m (x—z1)F  x-m9 (z—z9)!

T
Cix+ Dy L Cpx+ Dy,
22+piz+q (22 +pr+q)™

kus Ay,...,Ag;B1,...,By;...;Cy, ... ,Crs D1y oo . Dy oo € R

\ J
Ulesanne 10.23. Lahutage ratsionaalmurrud osamurdude summaks ja integreerige.
x+3 dt 2 dw
‘ /7= e
(2) f(x 1)(x+1 v © ) 5p @
2dz (z-2)(z+2)de
N ey 2 )/
(b) x(m+1) ®) x2(x? - () z3(x-1)
dx 9)d
Y- Y +4)d
(c>f2_ @ [ s ) ) [ Lerdd
2y -3y +1 x(x? +2x+2)
(d) f - - dz f dx 163: + 32) dx
h o
23— 422 + 4z (h) 2@ 1) (1) f
oo 2
Ulesanne 10.24. Miks ei saa integraali _wdw leidmisel kirjutada
(x-2)(z+3)
z? A B
= + ?
(x-2)(x+3) x-2 x+3
Ulesanne 10.25. Eraldage murru téisosa, lahutage lihtmurd osamurdudeks, integreerige.
2 +3 3 +1 (23 +2+2)dx (23 + 42?) dx
d b f d - (d T T ——
(2) .[ 22430 (b) B2 (c) (x-1)(z+1) () 22 +3x+2
Ulesanne 10.26. Leidke jirgmised integraalid
sin 2z dx 213 dr z?+4x+5
: D [ e /o
(a) / (3-sinx)3 (d) rd+2r2 41 (8) (z+2)3 da
(223 + 3z - 5) dx (z+1)dx 3r + 4
b f f T +
( ) (1'2 +r— 2)2 (e) xg -1 (h) f :)32 49 dx
(223 + 2% + 8z + 10) dx f 3 +1 T +4
f
(c) f (22 +1)(22 + 62 + 10) ®) x(a? - (i) [x2+2$+2
1
Ulesanne 10.27. < % > Leidke integraalid  (a) f L dx
( 2 4 4)2
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Praktikum 11

Kontrolltoo nr. 2

1. Funktsiooni piirvairtus, tuletis ja diferentsiaal

1. Funktsiooni piirvdartus ja pidevus.

Tuletise leidmine definitsiooni pohjal (néiteks astmefunktsioonidest).
Tuletiste tabel.

Diferentseerimise reeglid.

Liitfunktsiooni tuletise leidmine.

Tuletis kui kiirus ja teine tuletis kui kiirendus.

Graafiku puutuja ja normaali vorrandite leidmine.

S S

Funktsiooni diferentsiaal ja selle geomeetriline tolgendus.

2. Tuletise ja diferentsiaali rakendused

1. Funktsiooni muudu voi funktsiooni vidrtuse ligikaudne arvutamine. Vaja voib minna kera ruum-

ala valemit (V = %71’7‘3).
2. Suuruse muutumise kiirus.
3. Maksimum- ja miinimumkoha leidmine (optimiseerimine).
4. L’Hospital’i reegel piirvadrtuse arvutamiseks.
5. Funktsiooni graafiku uurimine. Kasvamise ja kahenemise piirkonnad, ekstreemumid, kumeruse
ja nogususe piirkonnad, kddnupunkt.
\ 7
f N

3. Miaaramata integraal

1. Algfunktsiooni leidmine. Integraal pohilistest elementaarfunktsioonidest (integraalide tabel).

2. Diferentsiaali mérgi alla viimise vote.

3. Ositi integreerimine.

4. Ratsionaalfunktsioonide integreerimine, reaalsete nullkohtadega, tiilipi 5 ;:C, ©x +‘g”§J('EBw TF)
Axz+B
(Cz+D)?"




Praktikum 12

Diferentsiaalvorrandid

12.1 Harilik diferentsiaalvorrand

,{Deﬁnitsioon 12.1 } N\

Diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit, milles on otsitavaks tihe voi mitme muutuja funkt-

sioon, vorrand seob otsitavat funktsiooni ja tema tuletisi soltumatute muutujatega.
\ J

,{Deﬁnitsioon 12.2} ~\

Harilikuks diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvorrandit, kus otsitav funktsioon y =

f(x) soltub thest argumendist x.
\ J

Ulesanne 12.1. (B) Olgu mingis levialas kiiiilikute arv hetkel ¢ aastat mérgitud funktsiooniga
R = R(t). Uhendage vastav diferentsiaalvorrand vastava kirjeldusega (igale olukorrale vastab ainult

tiks diferentsiaalvorrand).

(a) Kiitlikute arv on konstantne (a) R=0
(b) Igal aastal stinnib 10 uut kiitilikut (b) dR/dt=10R
(c) Keskmiselt toodab iga kiiiilik 10 uut kiiii- (c) dR/dt=10

likut aastas
(d) dR/dt=0

(d) Igal aastal toodab iga kiiilik 10 kiitilikut

juurde, kuid 100 saab surma (e) dR/dt=10R-100

(e) Levialas kiitilikuid ei ole

12.2 Diferentsiaalvorrandi lahend

Definitsioon 12. 3}

Diferentsiaalvorrandi lahendiks mittetihjas vahemikus (a,b) nimetatakse selles vahemikus mdd-

ratud funktsiooni, kui ta on selles vahemikus pidevalt diferentseeruv ming tema asetamine vorrandisse

otsitava funktsiooni asemele muudab vorrandi samasuseks soltumatu muutuja suhtes selles vahemikus.

Ulesanne 12.2. Millised funktsioonid on diferentsiaalvérrandi y' =2z lahendid?
(a) y=a? (b) y=a2?+1 (c) y=22-05 (d) y=(5z)°
Ulesanne 12.3. Millised funktsioonid on diferentsiaalvorrandi y” — 3y’ + 2y = 0 lahendid?
(a) y=e (d) y=de” (g) y=e*-3
(b) y=e (e) y=-Te" (h) y=e"+e*

(c) y=e" (f) y=e* (i) y=2e"-e*



PEATUKK 12. DIFERENTSIAALVORRANDID

Ulesanne 12.4. Néidake, et antud diferentsiaalvorrandi lahend on vastav funktsioon. Siin
C,(C4,C9,(C5 on suvalised reaalarvud.

1
(a) 2%y +(1-2x)y=2? y=(Cx)’es +a° (f) Z—y +ycosx = %sin2az, y = sinz -1+

. ) xS ) Ce—sinz
(b) v =33+Slnl‘,y=g—smx+C1m+Cg

(g) W)?-y -xy+y=0, y=Cax+C-C?

2
. T

(c) ¥'"-y =z, y=Cie +C2—«T—7 (h) y’”+§y”:0,y:01x+&+03

€T X
(d) y'tanz-y=1, y=Csinz -1 . dy\2 2 o o\dy o

s 0 ali- (2] (-2

(e) xy :yln;, Yy =xe On? a2C

1+C

12.3 Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi lahendamine

,{Deﬁnitsioon 12.4} N\
Eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvorrandit kujul

f(x)dz +g(y)dy =0,

milles diferentsiaali dx kordaja f(x) ja diferentsiaali dy kordaja g(y) on antud funktsioonid, mis soltuvad

vastavalt ainult muutujast x ja ainult muutujast y.
4 J

f N

Uldlahendi saamiseks tuleb vorrand integreerida, leida misramata integraalid kordajatest f(x) ja g(y).
Vorrandi iildlahend ilmutamata kujul on

ff(x)dx+fg(y)dy=0,

kus C on suvaline konstant
g )

,{Deﬁnitsioon 12.5} N

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvorrandit kujul

Ji(@)g1(y)dx + fo(x)g2(y)dy =0,

milles diferentsiaalide dx ja dy kordajad on kahe etteantud funktsiooni korrutised, millest tiks soltub

ainult muutujast x ja teine soltub ainult muutujast y.
. J

e “

Muutujate eraldamiseks jagatakse diferentsiaalvorrandi molemaid pooli avaldisega

91(y) - f2(),
mille tulemusena saadakse eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrand

fl(ff)d g2(y)

X +

fa(x) g1(y)

dy = 0.

Erilahendi saamiseks asendatakse algtingimus iildlahendisse ja avaldatakse saadud vordusest konstant

C.
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12.4. Rakenduslikud tilesanded

Ulesanne 12.5. Leidke antud eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi iildlahend. Joones-
tada moned integraaljooned.

(b) dy = cosxdx (e) iy' - ) G) zy =y+1
xt r_
dx (h) Y =—
(c) dy:? f) yy'-x=5 Y

Ulesanne 12.6. Leidke eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi iildlahend.

(a) z(yy' —az+1)=-1 (d) 2y’ =y(y-1) (g) (1+2°)dy—/1-y*dz =0
(b) (z+1)dy+(2-y)dx=0 (e) z(x+1)y +y=1y> (h) V1-a22dy—/1-y2dz=0
(c) y@-1)y' -1/(y+1)=0  (f) 2yy'cosz=1 (i) (t2—xt2)‘jl—f+a:2+tx2=0

Ulesanne 12.7. Leidke eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi erilahend.
(a) y(@* -1y =zy’+, y(2)=-1 (d) yady+ (z?-1)dx =0, y(1) =0
d . d
(b) =% =e™V, y(0)=0 () S2=(1+y))/(1+2?), y(0) =1
dx dx

(c) vy +2x=1, y(2)=-1

12.4 Rakenduslikud ilesanded

Ulesanne 12.8.  Uhel jaanuari hommikul algas tihenev lumesadu. Eeldades, et lumehulga H
kasvamise kiirus on vordeline lume hulgaga antud ajamomendil ¢, kirjutage olukorda iseloomustav
diferentsiaalvorrand. Leidke selle diferentsiaalvorrandi iildlahend.

Ulesanne 12.9. (B) Veresuhkrut ehk gliikoosi kasutavad koik organismi elundid ja koed ener-
giaallikana. Peale s66mist meie veresuhkur touseb, insuliin aga aitab gliikoosi rakkudesse viia ning
seega veresuhkru taset langetada. Eeldades, et insuliini abil gliitkoosi hulga vdhenemise kiirus ve-
res on vordeline gliikoosi hulgaga G antud ajahetkel ¢, viljendage glitkoosi taseme langetamise seos
matemaatiliselt diferentsiaalvorrandi abil. Leidke kirja pandud diferentsiaalvorrandi iildlahend.

Ulesanne 12.10. (B) Headel aastatel suureneb lammaste arv karjas eksponentsiaalselt. Eeldades,
et lammaste arvu suurenemise kiirus on vordeline lammaste arvuga L antud ajamomendil ¢, véljen-
dage see seos matemaatiliselt diferentsiaalvorrandi abil. Leidke selle diferentsiaalvorrandi tildlahend.

Ulesanne 12.11. (Maj) Pangaarvel olev raha teenib intresse. Eeldades, et raha hulga R kasvamise
kiirus on vordeline raha hulgaga pangaarvel antud ajamomendil ¢, viljendage see seos diferentsiaal-
vorrandi abil. Leidke selle diferentsiaalvorrandi iildlahend.

Ulesanne 12.12. (B) Kaéarimise protsessis fermendi kasvu kiirus on vordeline tema massiga igal
antud momendil. 2 tunni méédumisel peale kddrimisprotsessi algust moodustab fermendi mass 2
grammi, 3 tunni parast 3 grammi. Leidke fermendi algkogus.

Ulesanne 12.13. (B) Olgu y(¢) teatud bakterite arv ajamomendil ¢. Malthuse (inglise majan-
dusteadlane 1766-1834) seadus iitleb, et liigi arvukuse muutumise kiirus y'(¢) on vordeline isendite
arvuga:
dy
A
dt

i
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kus k on vordetegur. Soltuvalt keskkonnast, néiteks toiduainete kittesaadavusest, on k positiivne
(keskkond soodustab paljunemist). Kui néiteks toitu on véhe, siis & on negatiivne. Leidke bakterite
arvu y(t) iildavaldis, kui ajahetkel ¢ = 0 on meil u. 107 bakterit.

Ulesanne 12.14. (B) Katseklaasis oli esialgselt Ny bakterit. Uhe tunni pirast (¢ = 1) oli bakterite
hulk %N{). Eeldades, et bakterite kasvamise kiirus on vordeline bakterite arvuga antud ajahetkel,
leidke, kui kaua votab aega, et bakterite arv kolmekordistuks.

Ulesanne 12.15. (K) Esimest jirku reaktsiooni integraalne kiirusevorrand. Vesinikperoksiidi
lagunemine

1
HQOQ i HQO + 502
on esimest jarku reaktsioon, st vastav kineetiline vorrand on kujul

d|H2O ol
| dgt k0, 2

kus [ H2O32] = [H202]; on aine molaarne kontsentratsioon ajahetkel ¢ ning k on kiiruskonstant. Olgu

lagunemise kiirus = - >
- min

k=0,51 min~! ja aine algkontsentratsioon [H202]g = 10 mol - 171, Leidke Hy0O4 kontsentratsioon aja
t funktsioonina ja poolestusaeg ¢ (aeg, mille jooksul kontsentratsioon viheneb pooleni esialgsest).

Ulesanne 12.16. (F) Hubble’i secaduse kohaselt paisub universum kiirusega

da _ /81 G p u
dt 3c? ’

kus a on kaugus kahe vaadeldava objekti vahel ja p on universumi energiatihedus. Kasutades erinevaid

stsenaariume, lahendage vorrand ning analiitisige lahendi kditumist.

(a) Eeldades, et universum koosneb enamasti ainest, siis p = a%

(b) Kui universum koosneb enamasti kiirgusest, siis p = a%

(c¢) Kui universum koosneb enamasti tumedast energiast (Einstein), siis p = Const.

Ulesanne 12.17. (K) Aastal 1950 vottis Ameerika keemik Willard Libby kasutusele radioaktiivse
meetodi, mille abil saab mé#rata fossiilide vanust. Teades radioaktiivse isotoobi C-14 poolestusaega,
saab fossiilis laguproduktide hulgalist vahekorda mootes méédrata nende vanust. Willard Libby’le

anti aastal 1960 selle avastuse eest Nobeli preemia. Kivistunud luus on alles originaalsest C-14

1
kogusest. Teades, et C-14 poolestusaeg on 5600 aastat, leidke luu vanus. o
Ulesanne 12.18. (M) Sotsioloogid kasutavad informatsiooni levimise kohta populatsiooni sees
véljendit "sotsiaalne difusioon". Informatsioon ise voib olla kuulujutt, parimus voi uudis uuest tehni-
lisest leiutisest. Olgu piisavalt suure populatsioonis informatsiooni kuulnud inimeste arv x (hetkel t).
Uudise levimise kiirus on vordeline uudist kuulnud inimeste arvuga korda uudist veel mitte kuulnud
inimeste arvuga:

d

d—j =kx(N -x),

kus N on inimeste arv populatsioonis. Olgu ¢ paevade arv, k = 1/250 ja kaks inimest on kuulnud
kuulujuttu ajahetkel ¢ = 0 ning N = 1000. Leidke = ajast ¢ soltuva funktsioonina. Mis hetkeks on

mudeli jargi pool elanikkonnast seda kuulujuttu kuulnud?
Ulesanne 12.19. (K) Teist jirku reaktsiooni integraalne kiirusevorrand.

On teada, et Ho + Io — 2H I on teist jarku reaktsioon, st

1d[HI d| H dl I 1
reaktsiooni kiirus = 5 [dt ] =- [dtz] =- E;] = k[H2][I2] %,
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12.5. Lineaarne esimest jirku diferentsiaalvorrand

kus [Hs], [I2] ja [HI] on vastavate ainete molaarsed kontsentratsioonid ajal ¢ ning &k on kiiruskons-
tant. Leidke vesinikjodiidi kontsentratsioon [HI] aja t funktsioonina, kui lahteainete algkontsent-
ratsioonid on [Hz]o = 0,5 mol/l, [I2]o = 1 mol/1 ja kiiruskonstant & = 4,2 x 107 1/(mol - ).
[HI] [HI]

2

ja [I2] =[I2]o - B

Vihje: kasutage seost [Ha] = [Ha]o -

Ulesanne 12.20. (K) Leidke n-ndat jéirku keemilise reaktsiooni toimumisel iihe lihteainega antud
algtingimusel saadava diferentsiaalvorrandi erilahend.

dx

i -kz", x(0)=a, n>1.

Ulesanne 12.21. (K) Leidke kolmandat jirku keemilise reaktsiooni A + 2B toimumisel saadava
diferentsiaalvorrandi erilahend.

d
d—f = k(a—2z)(b-22)2,

kus a ja b on vastavalt lahteainete A ja B algkogused. Algtingimuseks on x(0) = 0.

Ulesanne 12.22. (B) < * > Kahe liigi kooslus (kiskjad ja saakloomad). Olgu z(t) jineste ja y(t)
huntide arv ajamomendil ¢t. Modelleerime nende kahe populatsiooni kooseksisteerimise lihtsustatud
kujul, kus janesed on huntide ainsaks toiduks ja neil pole teisi looduslikke vaenlasi, jineste toidulaual
ei ole piiranguid, kuna hundid ei lase neil liialt paljuneda. Janeste ja huntide kooseksisteerimist saab
kirjeldada diferentsiaalvorrandiga

@ _ —by + by

dr  ax—ajzy’

kus a,a1,b,b; on mingid positiivsed konstandid. Leidke diferentsiaalvorrandi iildlahend.

12.5 Lineaarne esimest jarku diferentsiaalvorrand

{Deﬁnitsioon 12. 6’}

N
Lineaarseks esimest jairku diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit kujul
y'(z) + P(z)y = Q(z),
kus P(x) ja Q(z) on ette antud pidevad funktsioonid vahemikus (a,b) ja y = y(x) on otsitav funktsioon.
\ J

Ulesanne 12.23. Millised on lineaarsed esimest jarku diferentsiaalvorrandid?

(a) y=2(y —xcosx) (c) v/ =322 +1 (e) ylnzy +1°=xy

(b) v' === (d) y' -sinz =2y’ (f) o' -2y =1
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12.6 Lineaarse esimest jarku diferentsiaalvorrandi lahendamine

e \
Integreerimisteguri kasutamine

1. Korrutame vorrandi l4bi nullist erineva funktsiooniga p = p(x),
py' + (pP)y=pQ.

2. Paneme téhele, et vasak pool oleks korrutise p -y tuletis (p-y)’, kui kehtiks p- P = p/. Kuna p on
suvaline funktsioon, siis voimegi nouda, et ta oleks selline, et ta rahuldaks diferentsiaalvorrandit

W (x) = p(x) - P().

3. Eelmisest vorrandist leiame g ja sel juhul vorrandist (u-y)’ = p- @ saame molemat poolt integ-
reerides lahendi

1
() = —— [ u(x)- Q) dx.
) p(x)
Uldlahendi leidmise valem

yv(x) =e/ P<x)dx(C+/Q(x) e/ P(")dxdx),

kus C on suvaline konstant
\ J

s N
Peale integreerimisteguri votte on kasutusel ka muutuja vahetuse vote ning konstandi varieerimise mee-
tod. Koik nad on umbes sarnase t66 mahuga.

\ J

Ulesanne 12.24. Leidke antud lineaarse diferentsiaalvorrandi iildlahend (erilahend).

(a) y’—?%:w (f) =y’ +a2*-y=0 D) y+y=2z
N (8) ¥-y=a-1 (m) 2%y +ay=-1

®) v (h) ze®y' +ye =1 (m) (z+1)y -2y=(z+1)*
(c) y’+1;22xy:1 (i) y'=y;1 (o) y'cosx+ysinz =1

(d) ¢ -ycosx = z2esin® () v +2y=4x (p) 2y’ +y-e®=0,y(a)=b
(©) (1+22)y = 21y () o - L= (1) (@ '+ =, y(1) =0

12.7 Rakenduslikud ilesanded

Ulesanne 12.25. (F) Newtoni jahtumisseadus. Esimene seadus kehade jahtumise kohta kon-
vektsiooni teel avaldati Isaac Newtoni poolt 28. mail 1701, mis lihtsustatult kolas “keha soojushulga
muutumise kiirus keha pinnaiihiku kohta on vordeline keha pinna ja imbritseva keskkonna tempe-
ratuuride vahega.”

Matemaatiliselt kirjeldatuna tdhendab see jargmist: Olgu vaatluse all keha, mille temperatuur
on T'. Keha iimbritseva keskkonna temperatuur olgu 7. Aega tédhistame nagu ikka t-ga. Sel juhul

dT/dt = k- (T - Tp),

kus k on mingi konstant. Hetkel, kui kook ahjust voeti oli tema temperatuur 150°C. Kolm minutit
hiljem oli koogi temperatuur 93°C. Kui kaua votab aega koogi jahtumine toatemperatuurini 21°C?
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12.7. Rakenduslikud tlesanded

Ulesanne 12.26. (F) Kraadiklaas viiakse soojast 20°C toast due, kus temperatuur on 5°C. Uhe
minuti pérast néitab kraadiklaas 12°C. Kasutades Newtoni jahtumisseadust, vastake jargmistele
kiisimustele:

(a) Palju niitab kraadiklaas kaks minutit pérast oueviimist?

(b) Millal néditab kraadiklaas 6°C?

Ulesanne 12.27. (F) Leidke voolutugevuse I = I(t) avaldis jirjestikuses vooluahelas, millesse on
lilitatud vooluallikas elektromotoorse jouga E(t), takistus R ja induktsioonipool induktiivsusega L.
Ajamomendil ¢ on pingelangus takistusel RI(¢) ja induktsioonipoolil LI'(t), me eeldame, et vooluahel
suleti ajamomendil ¢ = 0. Kasutades Kirchhoffi seadust saame

LI'(t) + RI(t) = E(t).

Lahendage vorrand vahelduvvoolu allika korral, mille elektromotoorne joud E(t) avaldub kujul
asin(wt).

Ulesanne 12.28. (K) Esimest jiarku keemiliste reaktsioonide protsess on kirjeldatav jargmise
skeemiga.:
A—k Bk o ks p

ja modelleeritakse jargmiste vorranditega

% =-ki(a-1), % =k1(a-2x) - kay, % = koy — k3z.
Leidke aine C' kontsentratsioon soltuvalt ajast t.

Aine A kontsentratsioon alghetkel ¢ = 0 on a ja ajahetkel ¢ on a — x. Aine B tekib ainest A
keemilise reaktsiooni kdigus ja tema kontsentratsioon alghetkel on 0 ja ajahetkel ¢t on y. Aine C tekib
ainest B keemilise reaktsiooni kiigus ja tema kontsentratsioon alghetkel on 0 ja ajahetkel ¢ on z.
Alustada tuleks esimese vorrandi lahendamisest, saadud lahend asendada teise vorrandisse, seejérel

lahendada teine vorrand ja saadud lahend asendada kolmandasse.
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