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Praktikum 13

Riemanni integraal ja numbriline integreerimine

[ Selles praktikumis tuleks voimalikult palju kasutada arvuti abi. ]

13.1 Kovertrapets ja selle pindala

é N

Kovertrapetsi pindala
b
s= [ 1f(2) - g(2)da. (13.1)
a

Kui f ja g graafikud loikuvad, siis tuleb leida l6ikepunktid ja arvutada kogu pindala osade kaupa.

YA

x=a x=h

vy =flx)

v =g(x)

=Y

\ S

Ulesanne 13.1. Jargnev tabel néditab mudelrongi kiirust esimese 10 sekundi jooksul.

Aeg (sek) | Kiirus (cm/sek) Aeg (sek) | Kiirus (cm/sek)
0 0 6 28
1 30 7 15
2 56 8 )
3 25 9 15
4 38 10 0
5 33

Leidke rongi poolt ldbitud teepikkus, moodustades 10 osaloiku pikkusega 1 ning summeerides kord
vasak-, kord parempoolsete ristkiilikute pindalad.

Ulesanne 13.2. Leidke jargmiste joontega ja z-teljega médratud kujundite pindalad ligikaudselt,
jagades toodud osaloigud n vordseks osaks ning summeerides tekkinud ristkiilikud. Ristkiilikuid
saab tekitada erinevat moodi. Valige ise sobiv meetod ja proovige erinevaid voimalusi.

(a) y=3z,2€[0,3],n=3jan=10 (c) y=4r-2% 2¢[1,4],n=6jan=10

— 2 -5 —
(b) y=2%,2€[0,2],n=5jan=10 (d) y=/7 ze[1,4], n=3an=12

Ulesanne 13.3. Koostage jargmiste joontega piiratud tasandiliste kujundite pindala arvutamiseks
oiged integraalid (voi nende summad). Integraale ei ole vaja vilja arvutada, kuid joonise tegemine
voib olla abiks.



18.2. Mddaratud integraal, Newton’i-Leibniz’i valem

(a) y=a* z+y=2 (c) y=a* y=2a° (e) y=4-2% y=-2+2

b :V4_$2) =0 72 z3 T
(®) v Y d y=%,y=1Ly=x f) y=%-2,y=%

Ulesanne 13.4. Visandage integraalimérgi all olevast funktsioonist graafik ning arvutage integ-
raali vadrtus, kasutades tuntud geomeetriliste kujundite pindala leidmise valemeid.

(a) z(%+3) dx (b) _f:\/9—x2dac (c) _fz(l—|x|) dx (d) _fz(1+\/1_x2) de

. 1 2
Ulesanne 13.5. Selgitage pindala méiste kaudu, miks kehtib vordus [ z3dz = [(z - 1)3 da?
0 1
. 8 8
Ulesanne 13.6. Kirjutage vahe [ f(x)dz - [ f(z)dz iihe méddratud integraalina.
3 4

. b
Ulesanne 13.7. Milliste a ja b viirtuste korral on integraali [ (x - x?) dx viidrtus suurim?
a

13.2 Maaratud integraal, Newton’i-Leibniz’i valem

Valem 13.1

Newton’i-Letbniz’t valem

z=b
- F(b) - F(a). (13.2)

Tr=a

b

[ $@)de=F(x)

a

Ulesanne 13.8. Arvutage integraalid kasutades Newton’i-Leibniz’i valemit.

2 1 2 7I'/2
T
(a) [ (202 + 1) do (c) f e @ [T
- - /2
Ar+5)d F 3t 4622+ 1 73
(b) \CRA/L 32 + 6z dz sin? 2$
—{ v [ v+l (®) _4} cosac3
13.3 Numbriline integreerimine *
4 )
Trapetsmeetod.
b
h
[ $@)dz s S (F(m0) +2 £ (1) + 2 f(onr) + ().
\ v
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PEATUKK 13. RIEMANNI INTEGRAAL JA NUMBRILINE INTEGREERIMINE

Simpsoni meetod (liitvalem).

b
[ $@de (o) +47(@) +2f(2) +4f(2s)
+oo+ 2 f(mp2) +4 f(zpo1) + f(zn)).

Valemit saab kasutada vaid paarisarvulise n jaoks.
\ J

Ulesanne 13.9. Arvutage toodud integraalide ligikaudsed vaartused trapetsmeetodiga méargitud

osaloikude n korral.
1 4 8
(a) [(1-2%)dz, n=3 (b) [(1+/z)dz, n=6 (¢) [V1+xdz, n=5
0 1 3

Ulesanne 13.10. Kahe alajaama vaheline vahemaa on tépselt 100 m. Alajaamade iihendamiseks
vajaminev telefonikaabli pikkus L (arvestades l6tku) arvutatakse valemiga

50
L= 2/ V6.4-10 722 + 1da.
0

Kasutades 10 osaloiku n = 10, arvutage trapetsmeetodiga kaabli pikkus L.

Ulesanne 13.11. Arvutage toodud integraalide ligikaudsed vaédrtused Simpsoni meetodiga mér-
gitud osaloikude n korral.

2 8 2
(@) [(1+2®)dz, n=2 (b) [a'3dx, n=4 (¢) [zVa?+1dz, n=4
0 0 0

Ulesanne 13.12. Raudteetunneli ristldige on kujuga, mis
tekib iilalt kaarega y = 4 + V1 + 8z — 222, alt z-teljega ja
kiilgedelt sirgetega x = 0 ja x = 4 piiratud alast.Kui tunnel on
100 m pikkune ja koik muud iihikud on samuti meetrites, siis
kui mitu kuupmeetrit tulvavett on voimalik vajaduse korral
tunnelisse lasta (eeldame, et tunnelit saab molemalt poolt
sulgeda)? Arvutage ruumala trapetsmeetodiga ja Simpsoni

x=0 x=4

meetodiga n = 8 jaoks. Kumb tulemus voiks olla tadpsem?

Ulesanne 13.13. Lennuki iiks tagumistest tiibadest (stabilisaator) on kujuga, mida piirab z-telg
ja funktsiooni y = f(z) graafik, kus

f(z) = (32 - 27)"0,

Koostage pindala arvutamiseks integraal. Arvutage lennuki tiiva pindala trapetsmeetodiga ja Simp-

son’i meetodiga n = 6 osaldigu korral.

Ulesanne 13.14. (F) Uue lennuki tootmiseks on igasse lennuki tiiba vaja konstrueerida kiituse-
mahuti (joonisel niidatud alas), millesse mahub 22240 N kiitust tihedusega 6600 N/m?3.

Yo |1 [¥2 [Y3 |Ya |¥s A‘D

Leidke Simpsoni meetodiga, kui siigav peab olema kiitusemahuti, kui

Yo = 0.457, y1 =0.488, yo=0.549, y3=0.579, ya=0.610, ys=1ygs=0.640.
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13.8. Numbriline integreerimine *

Uhikud on meetrites ja 16igu pikkus on siin 0.3048 m.

Ulesanne 13.15. (K) Gaasi paisumisel 2 cm3-st 10 cm3-ni tehtav t66 arvutatakse integraaliga

10
W= f 500V 14 gV
2

Arvuage t66 W Simpsoni meetodiga n = 6 osaldigu korral.
Ulesanne 13.16. (IT) Robotkisi on disainitud lilkuma trajektooril
a(t) =2+03-t+39-¢>-23-13

y(t) =2+03-t+0.9-12-2.7-¢

Robotkée poolt esimese 2 sekundiga labitud teepikkus arvutatakse valemiga

s= [ VIOP 7O dt.

Arvutage labitud teepikkus s Simpsoni meetodiga n = 6 osaloigu korral. Kirjutage programm iildise
ajavahemiku [t1,t2] c [0, 2] jaoks, kasutades n osaldiku (n on suvaline paarisarv).

Ulesanne 13.17. (M) Teoorias on niidatud, et integraali fab f(x) dx arvutamisel Simpsoni mee-
todiga tehakse viga

(b-a)®
1804’

kus M on f neljanda tuletise absoluutvaiartuse maksimaalne véédrtus vahemikus (a,b). Hinnake
3
maksimaalset viga integraali 2f g—:: jaoks, kui n = 4.

Ulesanne 13.18. (M) Arvestades eelmises iilesandes toodud Simpsoni valemi jaékliiget, siis leidke
vajalik n véirtus, et arvutada integraalid nii, et viga oleks viiksem kui 1074

(a) [i(:r2+1)da: (b) 1[28—12ds (c) j\/CE-‘rld{L‘ (d) fsin(:c+1)da:

Ulesanne 13.19. (M) Vea funktsioon (error function)
erf(z) = % b[ e dt

on vaga tahtsal kohal toendosusteoorias, soojuse levimise ja naiteks signaali levimise uurimisel. Seda
integraali saab leida vaid numbriliste meetoditega. Kasutades Simpsoni meetodit n = 10 korral,
arvutage er f(1). Loigus [0, 1] kehtib hinnang

4
()

Hinnake oma arvutustes tehtud maksimaalset viga.

<12.
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Praktikum 14

Maaratud integraali arvutamine

14.1 Maaratud integraali omadused, muutujavahetus

Omadus 1.1
b a
fx)de=- | f(x)dx. (14.1)
frove]
Omadus 14.2
Aditiivsus , ,
ff(x)da: - ff(a:)da:+[f(x)da:. (14.2)

| Omadus 14.3 N\

Integraal stimmeetrilisel 16igul
kui f on paaritu, siis
f f(z)dz =0, (14.3)
kut f on paaris, siis
[ F() da = 2[ () da. (14.4)
-a 0
. J

Ulesanne 14.1. Integreerige, kasutades méaaratud integraali aditiivsuse omadust.

2 3 2
(a) f|x|d1: (c) f|1:(x—2)|dx (e) /az (2 1) da
-1 -1 -1

4
7'1'/2 3
b f2—:n dzx
) 0 | | (d) [Vl—SiHtht (f) f|x2+2x—3|dx
el =

Ulesanne 14.2. Arvutage integraalid muutuja vahetuse voi diferentsiaali mérgi alla viimise teel.

(a) fo(x+2)5dﬂc (d) flw3(2m4—5)6dw (g) fg—xg +d22+2
-1 -1 -1
|In5z|dz - x
(b) /3x+4 [ () OflJ\r/_\/Ecm

3
(c) [x\/x2+1dx (f) fs1n2a:cos 2xdz
—-m/4

0



14.1. Maddratud integraali omadused, muutujavahetus

Ulesanne 14.3. Arvutage integraalid mérgitud muutuja vahetusega.

(a) f(:n do =z+1 (c) j\/ﬁdx, x =sint
]

+1)4’

5
rdx 2
b /—,t:\/1+3x
(b) V1+3x (d) fﬁ—xdac,t:1+2x
0 J (1+2x)

Ulesanne 14.4. Integreerige jargmised funktsioonid, vottes integreerimisloiguks funktsiooni maa-

ramispiirkonna.
1, kui -1<x<0 _Qx kui0<ox <™
— ) =& =, b ) =4 =7
(a) @) { Vr, kuiO0<z<1 (b) J(@) = { sin?z, kui f<z<%

Jargnevad praktilisi iilesandeid on soovitav lahendada alles peale jargmise praktikumi iilesan-
nete lahendamisi.

Ulesanne 14.5. (F) Kui molekulid massiga m ja kiirusega v rohuvad vastu seina, siis seina-
/2

le avalduv kogurohk P leitakse valemiga P = mnv? [ sin(6)cos?(0)df, kus n on molekulide arv
0

ithikruumalas ja 6 on molekulide liikumissuuna ja seina vaheline nurk. Lihtsustage P avaldis.

Ulesanne 14.6. (F') Termodiinaamikas moodetakse korrapératust entroopiaga S. Mida suurem
on korraparatus, seda suurem on ka entroopia. Entroopia muutus temperatuurivahemikus 77 kuni

iy
AS:fmCSdT i’
T K

T5 viljendatav valemiga

kus m on keha mass ja Cs on keha erisoojus. 500 g 80 °C-list vett valatakse jda peale. Vee erisoojus on
4190 J/(kg - K). Milline on vee jahtumise protsessi entroopia muutus? (NB! Arge unustage teisendada
temperatuurid kelviniteks: T(K)=t (°C)+273,15 .)

Ulesanne 14.7. (K) Olgu K tasakaalukonstant COy ja Hy moodustamiseks konstantsel tempe-

ratuuril T ainetest CO ja H2O. Termodiinaamikast on teada van’t Hoff’i vorrand

ian = Al .
dT RT?

Eeldades, et AH (termodiinaamiline potentsiaal) on temperatuurist s6ltumatu, leidke In K soltuvus
temperatuurist 7' (s.t. integreerige vorrand). Vottes AH = 42.3 kJ/mol, leidke, kui palju muutub
In K, kui tosta temperatuur 500 K-1t 600 K-ni. Siin R ~ 8.31 J/(K-mol) on ideaalse gaasi konstant.

2

Ulesanne 14.8. < > Leidke f(4), kui fo " () dt = wcos(nx).
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Praktikum 15

Maaratud integraali arvutamine

15.1 Maaratud integraali ositi integreerimine

Valem 15.1

Ositi integreerimise valem
b

b b
/udvzuv —fvdu.

Ulesanne 15.1. Arvutage integraalid ositi integreerimise teel.

™ 1 — T
(a) fxsinxdx (c) fl—fdx (e) [exsinxdx
o 172 X 0
(b) /lnxdx . )
/ (d) f:v COSEde’ (f) /a: arctan z dx
0

Ulesanne 15.2. Arvutage integraalid

(a) f1(8x2015+sinx) dx (e) f sin 3 (i) Ofﬂe_‘rcostda;

COSQw
T /3
In3
(b) /($4_COS$> dx (f) f — 6)) fVCosx—cos3xdx
o In2 € € -7/2
(c) [5—x22da: ; F i3
4 (4+2?) () /(m+4)\/:1;2+8x+7da; (k) [x2+4dff
-1 0
2
1
(@ [ G de 7 2
J ze-4 (h) /xsinxcosxdw 1) fx$(1+lnx)da:
r 1

Ulesanne 15.3. Olgu f pidev reaalarvude hulgas. Millised jargmistest vordustest on 6iged suvaliste
reaalarvude a ja b korral? Pohjendage.

(a) ff(a:)dx 73f(x 3) d (c) fgbf(x)dm:?)fbf(?)x)dx
a+3 3a a

w)fﬂmm=fﬂmm—fﬂmm
a a b



15.2. Taiendavaid integreerimisvotteid *

15.2 Taiendavaid integreerimisvotteid *

15.2.1 Irratsionaalfunktsioonide integreerimine

4 )y
Kui integraalimérgi all on avaldis
va? -2, a>|x|

siis voib sobida muutuja vahetus

r=asinf voi x=acosb.

0
\ J
Va2 — x2
s )
Kui integraalimargi all on avaldis
Va? + 22,

siis voib sobida muutuja vahetus

r=atanf vOi x=a coth.

. J -
r )
Kui integraalimérgi all on avaldis
Va2 -a?, |z|>a, -
x Vx2 — a2
siis voib sobida muutuja vahetus
-2 Wi oz=-2
T cosh T sing’
)
\. J a
Ulesanne 15.4. Leidke jirgmised integraalid.
dx 6dx 6dx
o [ w [t my [0
(=) f\/lﬁ—x2 *) (4-22)32 (m) Va2 + 2z + 2
(b) f V-2 de " / 423 d s
V9 + 22 (n) / S
(c) fl‘\/lﬁ—l’QdCL‘ 0 55 YV4y? -9
2 G [
x
(d) 0 J /1= 22 o f dx
Va7 =36 © | i
x2-25 : 9
e —dzx - 2
() 3dz 0 V2 - 2?
22V22+9 2 /22~ 16 .
W [F—d o
6dz x? (q) f e
(8) T 4 ) oV1+In’x
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PEATUKK 15. MAARATUD INTEGRAALI ARVUTAMINE

1

— =2, 2 =5 jay = 0. Arvutage
r2V12 -1

Ulesanne 15.5. Kujund on piiratud joontega y =
kujundi pindala.

Ulesanne 15.6. Maantee dravoolutoru ristléige on ellipsi 2 + 9y? = 9 kujuline. Arvutage ristldike

pindala (iithikud on meetrites).

Ulesanne 15.7. (F) Robotkie kaks liigest liiguvad edasi-tagasi joonel y = 3Inz punktist x = 1cm
punkti z = 4 cm. Leidke tihenduse pikkus (s.t. joone kaare pikkus).

Ulesanne 15.8. (F') Elektrilaeng @ on jaotunud piki kaablit pikkusega 2a. Elektriline potentsiaal
punktis P, mis asub b iihiku kaugusel kaabli keskpunktist, vordub

dz
V=kQ f —_—.
2 Vb2 +a?
Siin k on konstant ja x on kaugus piki kaablit. Leidke integraali vaartus.

Ulesanne 15.9. Kasutades muutuja vahetust kujul u = (az + b)l/q, leidke jargmised integraalid.

(a) fa:?/S—_xdx (b) fx(x—4)2/3dg; (©) f (4x 2 dx

x+1)5/2

Ulesanne 15.10. < * > Masina detaili elektriisolatsiooni rongas on selline keha, mille moodustab
joontega y = 22V a2 —4, y = 0 ja x = 2.5 piiratud kujundi poorlemine iimber y-telje. Arvutage ronga
ruumala (cm?).

15.2.2 Trigonomeetriliste funktsioonide integreerimine

Lihtsamal juhul tasub proovida trigonomeetrilisi asendusi

1-cos2 1+ 2
sin? x = %, cos’x = %. (15.1)

Ulesanne 15.11.  Leidke jargmised integraalid diferentsiaalimérgi alla viimise vottega voi siis
avaldise teisendamise abil.

(a) / cos’ z dx (d) f cos® 2z dx (g) f cos® xsin® z dx

2, 6
(b) fsin3xcos2:cd:1: (e) [8COS427T:L‘dCL‘ (h) [COS zsin” x dx

/4

4 sm2x ] tanx
d £ f f
(c) /sm xdx (f) p— (i) 0 cos4:17dx

Ulesanne 15.12. (F) Valguse intensiivsus avaldub integraalina

a/2
I=A f cos?(br(c - x)) da,
-a/2
kus A, a, b ja ¢ on konstandid. Leidke I vaartus ning lihtsustage avaldist nii palju kui véimalik.

Ulesanne 15.13. (') Vedeliku voolamisel iimber silindri avalduv tostejoud L avaldub valemiga

2m
L= kf(asin0+bsin20—bsin39) e,
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15.2. Taiendavaid integreerimisvotteid *

kus k, a ja b on konstandid. Leidke L véartus.

( N
Kui integraalimérgi all on murd trigonomeetrilistest funktsioonidest, siis t66tab tihti universaalne muu-
tuja vahetus -

t = tan > kui z € (-m, 7). (15.2)
Sel juhul
2dt
x =2arctant, dr=-——:, (15.3)
1+1¢2
ja
2t 1-¢2
sinx = ——=, cosx=—. 15.4
1+¢2 1+ t2 (15.4)
\ J

Ulesanne 15.14. Leidke jirgmised integraalid.

dx dx
U v | 5ies
(a) fsm:x ( ) 1-2sinx (g) 5+4cosx
dx dzx dzx
®) [ @ [ m [
sInx — Ccosx 3+ 5sinx sinx +cosx + 1
dx dx dzx
= £ f— ; [_
(C) [2+sinx () 2—-coszx (1) sinx —cosx —1

Ulesanne 15.15. Proovides asendusi ¢ = sinz, t = cosz vdi ¢ = tanz, leidke jargmised integraalid.

(a) f 2sm x (©) f sin® z + sin x s (e) ftan3ajd:v

+cosx sin®z — cos?
cos® sin® x 1+ 9tan? 1:
b f (d) f £ f
(b) 3+s1n:1c (1- cos:c)2 (f) 1+tan?z
Ulesanne 15.16. (M) < * > Leidke jirgmised integraalid.
(a) f3sma:+QCosa:dx (b) f281ﬂ$+3(:osxdx
2sinx + 3cosx 3sinx + 2cosx

Ulesanne 15.17. < * > Leidke parabooli y = 22, z € [-1, 1] kaare pikkus.

Ulesanne 15.18. (IT) < %> Robot on programmeeritud ldbima spiraalset trajektoori
x(t) =t cost, y(t)="tsint,

kus t on aeg sekundites. Kui pika teekonna ldbis robot aja ¢t = 10 ja t = 20 vahel? Milline oli roboti
keskmine kiirus?
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Praktikum 16

Maaratud integraali rakendusi

16.1 Kovertrapetsi pindala

Kovertrapetsi pindala. x=a y=foy |F=0

b
S:ff(x)dx, kui f(z) >0.

Uldjuhul

b
s= [ 11@) - g(@)d.

\ 7

Ulesanne 16.1. Leidke jargmiste joontega piiratud kujundite pindalad.

(a) y=4dz,y=0,2=1 (8) y=2,y=0,2=22=3

(b) y=z,y=3-2,2=0 (h) y=vZ=T1,y=3-uz,y=0

(C) y=%$2+27$=0’y=4($>0)
(i) y:lx57x:_17x:27y:0

(d) y=8-22%y=0 2

3 _ 2 _ ,.1/3 _ _

(e) y=e®y=0,2=0,2=1 (G) y=2%, y=2'P x=-2 2=2

(f) y=a*y=2° (k) y*=2'(1-2%)

16.2 Koversektori pindala

4 )
Koversektori pindala. Pideva mittenegatiivse funktsiooni r(6) poolt méadratud koverssektori pindala
avaldub kui

1 B
s=35 [ r(e)d,

kus 6 on nurk radiaanides.

Ulesanne 16.2. Leidke joontega r = 2sin 6 (ringjoon), 6 = 7 ja 6 = T piiratud kujundi pindala.

Ulesanne 16.3. Leidke kardioidi 7 = 2(1 + cos ), ¢ € [0,27] pindala.



16.3. Joone kaare pikkus

Ulesanne 16.4. Leidke kahe ithikringi r = 2sin @ ja r = 2 cos @ poolt
piiratud kujundi pindala S.

Ulesanne 16.5. Leidke kolmelehelise roosi r = 2 sin 3¢ pindala.

Nurk ¢ € [0, 5] joonistab vilja iihe ie. Kas sama tulemuse saaksime,
kui vorrandiks oleks r = 2|sin3¢p|?

=62

Ulesanne 16.6. Pindala, mis jadb kardioidi r = cos 6 + 1 sisse, kuid ringist r = cos # vélja, ei vordu

avaldisega
2

%[((COSH+1)Q—C0829) df = .
0

Miks? Pohjendage oma vastust. Leidke tegelik pindala.

16.3 Joone kaare pikkus

A Valem 16.1 N A Valem 16.2

llmutatud kujul Parameetrilisel kujul
b B
1= [ VI+ @ do. 1= [V O+ Ty OF d.
4 J

Ulesanne 16.7. Leidke jargmiste joonte méargitud kaarte pikkused.

3
(a) y:%\/x3+1,:ce[0,2] (d) aj:%+%’2gyg3
(b) z=932 0<y<4 (e) y=In(sin(z)), 0<a<z<F
(c) y=%4+8%,13m§2

Ulesanne 16.8. Kasutage sirgloigu y = 3—2x, 0 < x < 2, pikkuse leidmiseks kaare pikkuse valemit.
Kontrollige oma vastust, leides sirgloigu pikkuse kui téaisnurkse kolmnurga hiipotenuusi pikkuse.

Ulesanne 16.9. Leidke ringjoone x = 7 cos(t), y = rsin(t), t € [-5/4w, -9/47] kaare pikkus.
Ulesanne 16.10. Leidke astroidi z = a cos3t, y = asin®t pikkus.

Ulesanne 16.11. < * > Staadionil on kaks jooksurada (mérgitud

joontega), mis on planeeritud vorranditega

fi(z) =v100-0.222, fo(x) = V150 - 0.2 22

Sisemise rea start algab punktist (—v/500,0). Millisesse punkti
tuleb stardijoon paigutada vélisel rajal, kui fini§ asub x-teljel,
jookstakse kellaosuti liikumise suunas ja labitud distantsid peavad
olema molemal rajal vordsed? (Integreerimisel voib vaja minna

arvuti abi.)
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PEATUKK 16. MAARATUD INTEGRAALI RAKENDUSI

16.4 Keha ruumala ristloigete kaudu

Ruumala ristloigete pindalade S(z), S(y), S(z) kaudu:

Y2

V:fsz(x)dx, V:/\S(y)dy7 V:fS(z)dz.

1

Ulesanne 16.12. Keha asetseb x-teljega ristuvate tasandite
x = -1 ja x =1 vahel. Ristloiked on risti z-teljega ning moodus-
tavad ringid, mille diameetrite otspunktid asuvad paraboolidel

y =2 jay=2-2° Leidke keha ruumala.

Ulesanne 16.13. Leidke ruumala kujundile, millel on kolm-
nurksed ristldiked ja mille kérgus jilgib joone y = 22 kuju. Kolm-
nurkade alused on pikkusega 4 ja vaatleme 16iku x € [0, 2].

Ulesanne 16.14.  Joonisel on kujutatud kolmnurksete kiil-
gedega pliramiid, mille kolm kiilge on omavahel risti ning mille
servade pikkused on 3, 4 ja 5. Leidke pliramiidi ruumala.

Ulesanne 16.15. Kaks vordse raadiusega silindertoru ristuvad. Leidke silindrite 16ikumisel tekkiva
kujundi (molema silindri ihisosa) ruumala.

Ulesanne 16.16. (F') Kirjeldage monda praktilist viisi, kuidas modta teie kite ruumala (sormedest

kiitinarnukini).

16.5 Poordkeha ruumala

P66rdkeha ruumala vastavalt p66rlemisele timber z- ja iimber y-telje:

Z2 Y2
Ver [ f@)ds, V=r [ f@)dy.
1 Y1

Ulesanne 16.17. Leidke ruumalad, mis tekivad jargmiste joontega piiratud kujundite poorlemisel
imber z-telje.

(a) y=2z,y=0,2=3 (d) y=a* 2=0,y=1
(b) y=vz,r=0,y=2 (e) y=cosz,0<z<m y=0
(c) y=a+1,y=a+1 (f) zy=2,y=0,xz=1,2=3

Ulesanne 16.18. Leidke poérdkoonuse ruumala. Koonus tekib sirge y = az (a > 0) pédrlemisel
imber z-telje ja on korgusega h > 0.
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16.6. Madaratud integraali rakendusi fitsikas™

Ulesanne 16.19. Leidke ruumalad, mis tekivad jargmiste joontega piiratud kujundite poorlemisel
iimber y-telje.

(a) y=22"3 2=0,y=2 (d) y?’=z,y=52=0
(b) y=Va?-1,y=0,2=3 (e) y=v4-22 1veerand
() y=3Jx,2=0,y=3 (f) y=8-23,2=0,y=0

Ulesanne 16.20. Kerakujulisest korvitsast raadiusega 22 cm valmistati kaanega anum, loigates
ara poole raadiuse korgune osa ning uuristades tilejadnu tiithjaks. Mitu liitrit vedelikku mahub saadud
anumasse, kui korvitsa koore paksus oli 2 cm?

Ulesanne 16.21. Portselanist vaas tehakse selliselt, et parabooli y = 222 ja sirge y = « + 1 vahele
jaav pind poorleb timber x-telje (x > 0). Arvutage vajaminev portselani kogus.

Ulesanne 16.22. Poolkerakujuline kauss raadiusega R tdidetakse veega korguseni h. Leidke
kausis oleva vee ruumala.

Ulesanne 16.23. <> Olgu kaks ringsilindrit pohjaraadiustega a ja b (a > b > 0). Loigaku
need kaks silindrit {iksteist taisnurga all (teljed 16ikuvad). Naidake, et siis molema silindri tihise osa
ruumala avaldub valemiga

b
V:8f\/b2—z2\/a2—22d2.
0

Leidke konkreetne ruumala, kui 4 cm raadiusega silindrist puuritakse risti vélja 2 cm raadiusega auk
(integreerimine ise voib vajada arvuti abi).

16.6 Maaratud integraali rakendusi fiitisikas™
16.6.1 Teepikkus

A Valem 16.3 A

Olgu s sirgjooneliselt litkuva keha poolt labitud teepikkus ja As nihe (kaugus algpunktist). Siis

t2 t2
s:f|v(t)|dt, As:fv(t)dt. (16.1)
t]_ tl
. J

Ulesanne 16.24. Lennuk lendab tugevnevas vastutuules kiirusega v = 50(12 — ) km/h. Kui
kaugele jouab lennuk oma algpunktist kahe tunniga?

Ulesanne 16.25. Rongi kiirus v (m/s) alates pidurdamise algusest on antud valemiga
v(t) = /400 - 20¢.
Leidke rongi pidurdusteekond (pidurdamise algusest seiskumiseni).

Ulesanne 16.26. Ralliauto kiiruslegend iitleb, et koigepealt tuleb liikuda 6 minutit kiirusega
v(t) = 2000t —1000¢? km /h, seejérel hoida saavutatud kiirust 12 minutit ning siis aeglustada kiirusega
190 - 900¢ km /h (siin aega on hakatud lugema pidurduse algusest). Kui kaugele on ralliauto esimese
24 minutiga joudnud?

Ulesanne 16.27. Eelmisel 5htul joulupeolt tulnud tudeng néeb jouluvana, kes liigub sirgel rajal
kiirusega v(t) = t3 — 6¢% + 8 m/s 40 meetri kaugusel oleva postkasti poole. Kui pika vahemaa libib
jouluvana 6 sekundi jooksul? Kas ta jouab selle ajaga postkastini?
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PEATUKK 16. MAARATUD INTEGRAALI RAKENDUSI

Ulesanne 16.28. Postiljon seisab postkasti juures ning mérkab suurt koera, mille peale hakkab
ta jooksma kiirusega

v=at+vy, 0<t<4,
v=const, 4<t<10.

(a) Avaldage postiljoni poolt labitud teepikkus s ja kiirus v esimese nelja sekundi jaoks kiirenduse
a kaudu.

(b) Leidke kiirendus a kui on teada, et 10 sekundi jooksul l&bis postiljon 56 meetrit.

Ulesanne 16.29. Langevarjurid A ja B asuvad 1950 m korgusel lendavas helikopteris. Langevarjur
A hiippab esimesena, avades langevarju 4 sekundit pérast hiipet. Seejarel touseb helikopter 2130 m
korguseni. Langevarjur B hiippab 45 sekundit A-st hiljem, avades langevarju 13 sekundit pérast
hiipet. Molemad hiippajad langevad avatud langevarjudega tihtlasel kiirusel 5 m/s. Jatame lihtsuse
mottes ohutakistuse arvestamata.

(a) Millisel korgusel avaneb A langevari? (c) Kumb langevarjur maandub esimesena?

(b) Millisel korgusel avaneb B langevari?

Ulesanne 16.30. Osake alustab liikumist punktist s(0) = 9
ja liigub kiirusega

8 0<t<5. B

U(t)=t2—m, B

Leidke ldbitud teepikkus ja kui kaugele algpunktist osake liikus. /

16.6.2 Kiirus ja kiirendus

Ulesanne 16.31.  Vaorkeha sattumisel verre luuakse konkreetses mudelis organismi kaitseks
¢
1251
sattumist verre, kui alghetkel antikehi ei ole.

antikehi kiirusega r(t) = tuhat antikeha minutis. Leidke antikehade arv 5 minutit parast voorkeha

Ulesanne 16.32. (F) Ohupall touseb dhku kiirusega 4 m/s.
Leidke ohupallilt alla visatud liivakoti kiirus 1.5 sekundi pérast selle lahti laskmist.

Ulesanne 16.33. Suusataja - ilmselt mitte meie oma - laskub méest kiirendusega

600t

4= m/sQ.
(60 + 0.5¢2)2

Leidke suusataja kiirus v aja ¢ funktsioonina, kui v(0) = 0.

Ulesanne 16.34. Auto (aeglustav) kiirendus avarii korral on 250 m/s? (maksimaalne lubatud
kiirendus, et inimene voiks ellu jadda). Kui auto sdidab kiirusega 96 km/h, siis millise vahemaa
valtel peab avanema ohkpadi, et viimasest midagi ka kasu oleks?

Ulesanne 16.35. Maantee ehitamiseks tuleb planeerida korvalteelt peateele soitmiseks kiirendus-
rada. Leidke minimaalne kiirendusraja pikkus, kui kiirendusrajale soidetakse kiirusega 25 km/h ja
12 sekundiga tuleb raja lopus saavutada kiirus 95 km /h.
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16.6. Madaratud integraali rakendusi fitsikas™

Ulesanne 16.36. (F) Vooluahelat libib vool tugevusega

t
Vi +1

Ahel sisaldab veel laadimata kondensaatorit mahtuvusega 2.0 uF. Kui palju votab aega, et pinge

V:é/ﬁﬁ

jouaks 120 voldini? Siin C' on kondensaatori mahtuvus faradites.

7 =

kondensaatoris

Ulesanne 16.37. Lennuki katapult voib lendurile anda kahe sekundiga kiiruseks 260 km /h. Leidke,
mitu ¢ = 9.8 m/s? viirtust on sel juhul lenduri keskmine kiirendus.

Ulesanne 16.38. (IT) Arvuti riistvara usaldatavuse R (protsentides) muutumise kiirus avaldub
valemiga

dR s
— =-2.5(0.05¢+1)" "

kus ¢ on aeg tundides. Leidke R kahe 60péeva jaoks, kui R(0) = 100.

Ulesanne 16.39. (Maj) Kui ecldada, et K(t) tihistab firma kapitali ning I(t) investeeringute
muutumise kiirust, siis kehtib valem

t2
AKz/Hﬂﬁ
t1

Leidke firma kapitali muut AK ajaperioodil 1 <t < 8, teades et, investeeringute muutumise kiirus
allub seaduspirasusele I(t) = 1 +3V/¢2.

Ulesanne 16.40. Raudtecjaamast viiljuv elektrirong liigub esimese tunni jooksul kiirusega v(t) =
90t2 — 20t3 km/h, kus ¢ on rongi liikkumise aeg tundides. Arvutage elektrienergia kulu W (kWh)
esimese soidutunni jooksul, kui

T
W(T) = f (a(t) + 2)v(t) dt.
0

16.6.3 Too

| Valem 16.4 \

Mdoda x-telge punktist x = a punkti x = b litkumissuunas muutuva jou F(x) poolt tehtav t66 avaldub
valemiga

b
W:/F@Mm (16.2)

. J

e N
Hooke’i seadus iitleb, et vedru normaalpikkusest = iihikut vélja venitatud voi kokkusurutud asendis
hoidmiseks vajaminev joud on vordeline pikkusega x:

F=Fk -z
Parameeter k£ on vedru karakteristik, mida moodetakse jouiihikutes pikkusiihiku kohta ja mida nime-

tatakse ka vedrukonstandiks.
\ J
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PEATUKK 16. MAARATUD INTEGRAALI RAKENDUSI

Ulesanne 16.41. (F) Kui palju tehakse t66d vedru kokku surumisel 0.25 m vorra, kui konstant
k=16 N/m?

Ulesanne 16.42. (F) New York City Transit Authority metroovaguni spiraalvedrustuse kokku-
surumiseks, normaalkorgusest 20 cm kuni taielikult kokkusurutud korguseni 12 cm, on vaja joudu
96 584 N.

(a) Leidke vedrukonstant.

(b) Kui palju t66d kulub vedrustuse kokkusurumiseks teise sentimeetrini (siis vedru on 14 cm
pikk)? kolmanda sentimeetrini? Umardage vastus lihima (N-cm)-ni.

Ulesanne 16.43. (F) Elektronil on negatiivne laeng 1.6 x 107*° C. Kui palju tehakse t66d kahe

elektroni eraldamisel 1072 meetrilt 4 x 1072 meetrini? Kahe elektroni vahel méjuv joud avaldub
valemiga F'(x) = k:ch—gQ, kus k =9 x 10°, ¢1 ja g2 on osakeste laengud ja  nende vaheline kaugus.
x

Ulesanne 16.44. (F')  Kui osake massiga m asub punktis (x,0), tommatakse teda nullpunkti
poole jouga, mille moodul on k/x?. Kui osake alustab asendist z = b ja talle ei moju iikski teine joud,

siis leidke tehtud t66 hetkel, mil osake jouab asendisse x = a, 0 < a < b.

Ulesanne 16.45. (F) Magironija sikutab iiles 50 m pikkust rippuvat koit. Kui palju t66d selleks
kulub, kui kéis kaalub 0.624 N/m?

Ulesanne 16.46. (F') Lift massiga 680 kg on kinnitatud trosside otsa, mille mass iithe meetri
kohta on 18 kg. Leidke, kui palju tehakse t66d, tostes lifti keldrikorruselt teisele korrusele (kokku 7

Ulesanne 16.47. (F') Liivakotti, mis algselt kaalus 640 N, tosteti iiles tihtlasel kiirusel. Tostmise
kéigus pudenes liiv kotist vélja samuti iihtlasel kiirusel. Hetkel, mil kott tosteti 5 m korgusele, oli
kotist kadunud pool liivakogust. Kui palju t66d tehti liivakoti tostmiseks sellisele korgusele? (Jatke
arvestamata koti enda ning tostmisvarustuse kaal.)

Ulesanne 16.48. (K) Ideaalse gaasi kokku surumisel voi paisumisel tehtav t66 arvutatakse

integraaliga
Vs
W = Pdv,
1
nRT U : . I L
kus P = on rohk ja V on gaasi ruumala. Liikuva kolviga silindri 1abimoot on 20 cm ja pikkus

80 cm. Silindris on gaas 10000 g/cm? rohu all. Arvutage t66, mis kulub konstantsel temperatuuril
T selle gaasi kokkusurumiseks kuni ruumala kahekordse vahenemiseni. Siin n ja R on konstandid.

16.6.4 Massikese

é N
Olgu R tasandiline kujund, mis jddb kahe funktsiooni f ja g graafiku vahele, kus f(z) > g(z) iga
x € [a,b] korral. Sel juhul homogeense pinna R massikese asub punktis (Z,7), kus

b b
7= [ = @) -ate) do. 3 X / S (P@)-2@) d, (16.3)
kus S on pinna R pindala S = f (f(x) —g(zx)) de.

Ulesanne 16.49. Veetammi véirav on vordhaarse trapetsi kujuline, kus pikim alus on 20 m, liihim
alus 12 m ja korgus on 6 m. Leidke virava massikeskme koordinaadid.
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16.6. Madaratud integraali rakendusi fitsikas™

Ulesanne 16.50. Arvutage jargmiste joontega piiratud kujundite massikeskmed.
(a) y=4-z,2=0,y=0 (f) y=a?3, 2=8y=0
(b) y=a® w=2,y=0 (g) y=4-2z,2=2,y=4
(c) y=422 y=223
(d) v =z,y=22=0 (h) y=Va,y=02=9
(e) y=2(x+1),y=3z+2,y=8 (i) 2%2=4py, y=a, kusp>0jaa>0

Ulesanne 16.51. (F') Leidke poolkera massikese, kui poolkera raadius on R. Arvestades seda,
arvutage Maa pohjapoolkera massikese, kui R = 6370 km.

Ulesanne 16.52. (F') Ellipsoidist tehtud laats on keskelt zy-tasandiga 1abi 16igatud. Leidke ldatse
massikeskme koordinaadid, kui poolellipsoidi alus on ring raadiusega 5 cm ja korgus nullpunktis on
1 cm (s.t. ellipsoidi poolteljed on 5, 5 ja 1).

Ulesanne 16.53. < * > Ohukesele metallplaadile pindalaga S ja konstantse tihedusega p vastab
xy-tasandil piirkond R. Olgu M, plaadi moment y-telje suhtes.

a) Naidake, et plaadi moment sirge « = b suhtes on M, — bpS, kui plaat asub sirgest paremal.
y —0p

(b) Naidake, et plaadi moment sirge x = b suhtes on bpS — M,,, kui plaat asub sirgest vasakul.
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Praktikum 17

Paratud integraalid

17.1 Lopmatute rajadega integraalid

,{Deﬁnitsioon 17.1 } ,{Deﬁnitsioon 1 7.2}

~\
M
Eksisteerigu ff(x) dx iga M € [a,00) korral. Eksisteerigu ff(x)dx, iga M € (—o0,b] korral.
a M
Pdératu integraal piirkonnas [a,o0) defineeritakse Pdiratu integraal piirkonnas (—oo,b] defineeritakse
seosega seosega
oo M b b
ff(x)da:: im ff(:c)dx. (17.1) ff(x)dx: Jim ff(;z:)dx. (17.2)
a a —o00 4’7OQM
4 J

,{Deﬁnitsioon 17. 3]

~\
Kui mélemad rajad on tokestamata, siis paratu integraal defineeritakse jirgmiselt:
f flz)dx = f flz)dz + f f(z)dz, kusceR onwvabalt valitav.
\ J
Ulesanne 17.1. Leidke pératud integraalid (kui need koonduvad).
@ [ (&) [ e (m) [
x
J 8 (22 +4)32 rn"x’
oo -2
(b) f du (h) / e dy (n) f Infa| d
z+1 T
0 0 —oo
0 oo d
. | xdx
(c) f o (1)_[e' da © [ 55
rdx . r dx
d f —,aeR j f re * dx f e
(d) /e “ 0 J (p)_ 2?2 +4x+9
3+ 1 ’ r dx
2
(e) / (k) / cos” x da (@) 0[ (1+22)(1 + arctan )

Fad+l r .
(f)lf v dx 1) Ofe cosx dx (r) fx2+1



Praktikum 18

Paratud integraalid

18.1 Integraalid tokestamata funktsioonist

,[Deﬁnitsioon 18. 2}

Ulesanne 18.1. Leidke pératud integraalid (kui need koonduvad).

2 1 1
@ | L (1) [ Ve w [ i w [ e
(b) [% (®) [l’;daz (1)_[11“7% (@ Of%

1 3 ¢ 1"z
(c)[% (h) Of(x_dﬁ () 1f1x do.neN Oflm cllx_mQ

1 2 !
dx . T+1 dx r
“ [ﬁ ® ofmdx ) ofﬂﬁln"l"neN () [ tands
2

,[Deﬁnitsioon 18.1} N N\
Olgu funktsioon f tokestamata punkti b imbruses Olgu funktsioon f tokestamata punkti a timbruses
ja eksisteerigu ja eksisteerigu

b
/f(ac)dx ff(x)dx
a M
iga M € [a,b) korral. Piratu integraal l6igus [a,b] iga M € (a,b] korral. Péiratu integraal l6igus [a,b]
defineeritakse seosega defineeritakse seosega
b M b b
f F(z)dz = A}in})f/ () dx. (18.1) f f(w)dz = tim f (2) dz. (18.2)
a a a %a+M

4 J U J

,{Deﬁnitsioon 18.3] N
Kui funktsioon f on tokestamata punktis ¢ € (a,b), kuid pidev piirkonnas [a,c) U (¢, b], siis pdiratu
integraal defineeritakse jargmiselt:

b c b
[f(x) dx = ff(a:) daH—ff(x) dx.
4 J



PEATUKK 18. PARATUD INTEGRAALID

18.2 Paratute integraalide rakendusi

,{Deﬁnitsioon 18.4}
Kui x on pidev juhuslik suurus, siis toendosus,
et ¢ asub arvude a ja b vahel, defineeritakse integ-

raaliga
b
Pla<z<b) = fp(x)dx, (18.3)

kus funktsioon p on pideva juhusliku suuruse x ti-
hedusfunktsioon voi ka lihtsalt tihedus.

. J

,{Deﬁnitsioon 18. 5}

N\
Pideva juhusliku suuruse keskvddrtuseks ja dis-
persiooniks nimetatakse suurusi

E(z) = f z-p(z) dz (18.4)
Jja “oo
o(z) :\} f(a:—E(z))Q p(z)de.  (18.5)
4 J

Ulesanne 18.2. (F) Signaalitostluses kasutatakse ajast soltuva signaali f(t) jaoks Fourier’ tei-

sendust

F(o)= [ f(ye ™ ar,

kus o on sagedus hertsides. Niimoodi seatakse signaalile f vastavusse tema spekter, kus iga sageduse

o Hz jaoks vastab vonkumise amplituud |F'(o)| ja faas arg(F(¢)). Olgu signaaliks

-2t

-

e , kui t € [0, 00)
, kui t e (-00,0)

Leidke selle signaali Fourier’ teisendus F'(o) suvalise reaalarvulise sageduse o jaoks.

Ulesanne 18.3. (F) Fiiiisikas kasutatakse diferentsiaalvorrandite lahendamiseks Laplace’i teisen-

dust

L(z) = f F(t) e dt.
0

Leidke funktsioonide f(t) =sint ja f(t) = cost Laplace’i teisendused.

Ulesanne 18.4. (F') Lambi eluiga on eksponentsiaalse jaotusega, keskmise elueaga 1000 t66tundi:

p(t) = Le_t/looo, t>0.

1000

Milline on téenéosus, et lambi eluiga on suurem kui 2000 t66tundi?

Ulesanne 18.5. (IT) Juhuslikult 1digust [~1,1] arvu valimisele vastab iihtlane jaotus

p(t)={ 0

0.5, te[-1,1],
té[-1,1].

Leida iihtlase jaotuse keskvéértus ja toendosus, et valides n € {10,15,20} juhuslikku arvu 16igust

[-1,1], nende arvude keskvadrtus z kuulub l6iku [-0.5,0.5]7 Vihje: keskvidrtuse tdendosus jaotub

normaaljaotusega, mille keskviirtus on leitud p ning standardhélve on og = o/\/n:

p(z) = m

Ulesanne 18.6.

p(z) = .

oV 2w

o 1/2@-)?/o}

IQ testide tulemused on tavaliselt jaotunud normaaljaotusega

kus keskvédrtus p = 100 ja standardhélve o = 15. Leidke (arvuti abiga), mitmel protsendil elanik-

konnast on mudeli jargi 1Q vahemikus 85 kuni 115. Mitmel % elanikkonnast on IQ suurem kui

1407
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Praktikum 19

Vektorid

19.1 Vektorite skalaarkorrutis
,{Deﬁnitsioon 19.1 ] N\

Olgu % = (x1,y1,21), § = (x2,y2,22) ja @ = 2(Z,y) vektorite T ja §j vaheline nurk.

Vektorite Z,1 € E skalaarkorrutiseks nimetatakse arvu

T =|Z||yg| cos o = X129 + Y1y2 + 21 2.

\ J
r \

Vektori Z pikkus:

2] = \2T +yi + 2.

\ J

Ulesanne 19.1. Arvutage vektorite @ ja b skalaarkorrutis.

(a) [al=8, [5 = 6,5 = 27/3 (d) lal=1, [l =1, 2 (a,5) = 135°
(b) la =2, [i]=3.]a+3=4 (e) fal=3, [B=1,a14b
(c) [l =4, b= 12,Ja - = 10 (£) lal=3, =111

Ulesanne 19.2. Arvutage vektorite @ ja b skalaarkorrutis.
(a) a=(2;-3), b=(42) (c) a=(7;-42), b=(3;1;0)

(b) d=(2;-3;1), b=(4;2;-5) (d) @=(0;0;0), b=(-2;6;0)

Ulesanne 19.3. Arvutage skalaarkorrutis @ - b.

(2) i=(a-1;8-1;7-1), b=(B+Liy+La+1), a,f,7€R

(b) G=3i+]- 2k, b=1-4j -5k, kus i, j, k on paarikaupa ristuvad iihikvektorid
Ulesanne 19.4. Vektorid a,b ja ¢ moodustavad paarikaupa nurgad 60°. Leidke vektori p = G+b+¢
pikkus, kui |d| = 4, [b] = 2 ja |¢] = 6.

Ulesanne 19.5. Leidke koordinaattelgedel punktid, mis asetsevad punktidest A(1;1) ja B(3;7)
vordsel kaugusel.

Ulesanne 19.6. Millist tingimust peavad rahuldama punkti M (z;y) koordinaadid, et see punkt
asetseks vordsetel kaugustel punktidest A(7;-3) ja B(-2;1)7

Ulesanne 19.7. Niidake, et vektorid @ = 2i + j + k ja b = \/2(i — j — k) sobivad mingi ruudu
kiilgedeks, kui 7, 7 ja k on paarikaupa ristuvad iihikvektorid.

Ulesanne 19.8. (F') Joud P ja Q, mis mdjuvad 120° nurga all, on rakendatud iihte punkti. Leidke
resultantjou R arvvéirtus |R|, kui |P| =7 ja |Q| = 4.



PEATUKK 19. VEKTORID

19.2 Vektorite vaheline nurk

é N
Vektorite vahelise nurga koosinus avaldub skalaarkorrutise valemi kaudu:

T1T2 +Y1Y2 + 2122

- 2 2 2 2 2 2"
\/x1+y1+zl\/x2+y2+22

cosp =

Vektori @ projektsioon vektorile b on

Ulesanne 19.9. Kasutades skalaarkorrutise valemit, leidke vektorite C'A ja C'B vaheline nurk.
(a) A(5:3), B(48), C(2;4) (c) A(2;-1;4), B(1;-6;8), C(0;-2;6)

(b) A(_2;6;7)7 B(_4;5;5)7 C(_37072) (d) A(0;4;—3), B(2;5;3), 0(57171)

Ulesanne 19.10. Kasutades skalaarkorrutise valemit, leidke, millised kahest antud vektorist on
risti, kollineaarsed, moodustavad teravnurga voi niirinurga.

(a) a=(2;-7); b=(52) (c) a=(2;1;-8); b=(7;2;2)
(b) d=(4;16;-12); b= (-6;-24;18) (d) d=(5:-3:2): b= (1:3:4)

Ulesanne 19.11. Arvutage vektori @ projektsioon vektorile b.
(a) a=(2;-5); b=(3;4) (c) d=(2;1;-3); b=(7;-2;4)
(b) 8=(4-5T); b=(-3-%4) (d) d=(2-32); b=(4:3;2)

Ulesanne 19.12. Milline on iihikvektorite m ja 7 vaheline nurk, kui vektorid d = m + 27 ja
b = 570 — 47 on risti?

Ulesanne 19.13. Kolmnurga ABC' tippudeks on A(-1;-2;4), B(-4;-2;0) ja C(3;-2;1). Leidke
tipu B juures olev sisenurk.

Ulesanne 19.14. Leidke kuubi diagonaali ja kuubi iihe kiilje diagonaali vaheline nurk.

Ulesanne 19.15. < x> Toestage, et suvalise kahe vektori Z, ¢ € E3 jaoks kehtib samasus

(@F+3)- (@ +7) + (@ -7)- (F-7) =2(|2] +[7*).

Mis on selle samasuse geomeetriline tdhendus?
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19.3. Vektorite vektorkorrutis

19.3 Vektorite vektorkorrutis

,{Deﬁnitsioon 19. 2} N\

Vektorite %, 1 € E5 vektorkorrutiseks nimetatakse vektorit T x 1 € E3, mis on mddratud tingimustega:
1) & x 3| = |Z]|gj| sin 2 (2, %),

2) (Zxy) LI, (Zx7) LY,

3) kolmik {Z,4,Z x i} on parema kde kolmik.
\ J

s 1
Vektorkorrutise arvutamine koordinaatkujul

Exj= Y1 ~
Y2 22

kus @ = (13913 21), 7 = (T2; Y25 22).

Vektoritele Z ja y ehitatud r66pkiiliku pindala on Sz 5 = |Z x g|.

\ v

Ulesanne 19.16. Arvutage |d x b|.
(a) lal=3, bl =4, «(a,b) = 60° () il =3, b= -2

b) |a|=7,1b/=5,ad-b=-21 -
(b) lal =7, [b| d) @b

Ulesanne 19.17. Olgu @ = (2;-3;1), b = (5;1;-2), & = (0;0;0). Leidke vektorid @ x b, & x @,
(3d — 2b) x (@ + 5b).

Ulesanne 19.18. Millisel arvu « viirtusel on vektorid P =aid+5b ja ¢g=3a - b kollineaarsed, kui
G ja b ei ole kollineaarsed?

s 1
Kolmnurga ABC pindala on vordne poolega kiiljevektorite vektorkorrutise pikkusest

2
T2 —T1 Y2-Y1

I3 —T1 Ys—Y1

2 2

22 =21 T2-I1

3 =21 T3~ T

1 - .1 - i
Supc = <|ABx AC|= = || #2791 =7A
2 2 Ys—Yyir 23— 21

kus A(mhylazl)aB(any2722)7C($37y3723)-

\ v

Ulesanne 19.19. Leidke vektorkorrutise abil kolmnurga ABC' pindala.
(a) A(4;1;-4),B(6;3;7),C(2;3;1) (c) A(2;3;1),B(4;5:1),C(3;4;1)

(b) A(0§5;_1)’B(1;2§1)70(_3;4;_5) (d) A(—l;Q),B(Q;—l;),C(—?);l)

Ulesanne 19.20. Leidke vektoreile d = 1 — 27 ja b = 3m + 27 chitatud kolmnurga pindala, kui

| = || = 6 ja < (i, A) = 45°.

Ulesanne 19.21. Niidake, et vektorid @ =7 + 2j ja b = 2i — j sobivad mingi kuubi servadeks ning
leidke selle kuubi kolmandat serva méérav vektor, kui ¢ ja j on ristuvad iihikvektorid.

Ulesanne 19.22. Vektor 7 on risti vektoritega @ = (2;3;-1) ja b = (1;-1;3) ning moodustab
esimese baasivektoriga ¢ niirinurga. Leidke vektori  koordinaadid teades, et |Z| = v/138.
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PEATUKK 19. VEKTORID

Ulesanne 19.23. On antud vektorid @ = (11;10;2) ja b = (4;0;3). Leidke iihikvektor ¢, mis on
risti vektoritega d ja b ning on suunatud nii, et kolmik {a, B, ¢} on parema ke kolmik.

Ulesanne 19.24. < x> Néidata, et et suvalise kolme vektori Z, ¢, Z € F3 korral

Fx (jx3) = (@-§)7 - (3-2)i.

19.4 Kolme vektori segakorrutis

,{Deﬁnitsioon 1 9.3]

Vektorite %, 4, Z € B3 segakorrutiseks TyZ nimetatakse arvu 4z = (I x §) - Z.
4 J

7

Vektorite T = (z1;22;23), 5 = (Y1;y2;y3), Z = (21; 20; 23) segakorrutise arvutamise valem

1 Y1 2
TYZ=| w2 Y2 22
T3 Ys z3

Vektoritele 2,4, Z ehitatud r66ptahuka ja tetraeedri ruumalad avalduvad vastavalt valemitega

. 1.
Vg2 =202, Vietr(z,g,2) = 6|xyz|

\

Ulesanne 19.25. Vektorite kolmik {d@, b, &} on vasaku kiie kolmik. Arvutage abé.
(a) d=(-3;4-7),b=(12:5),é=(1;-45)
om

(b) [al=4, [bl=3,[c|=5,¢1a, cLb (ab)=

~—

(c) |d| =2, |b| =4, |¢ = 3 ning vektorid d, b, ¢ on paarikaupa risti
Ulesanne 19.26. Tetracedri tipud on A(2;-1;1), B(5;5;4), C(3;2;-1) ja D(4;1;3). Leidke selle
tetraeedri ruumala ja tipust D tommatud korgus.

Ulesanne 19.27. Tetraeedri ruumala V = 5 ja kolm tippu on A(2;1;-1), B(3;0;1) ja C(2;-1;3).
Leidke y-teljel asuva neljanda tipu D koordinaadid.

Ulesanne 19.28. Taestage, et punktid A(1;2;-1), B(0;1;5), C(-1;2;1) ja D(2;1;3) asetsevad
samal tasandil.

Ulesanne 19.29. < x> Toestage, et suvalise kolme vektori Z, 4, Z € F3 korral

(Zxy)-Z2=2-(§x2Z2).
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Praktikum 20

Sirge ja tasandi vorrandid

20.1 Tasandi vorrand

{Deﬁnitsioon 20.1} ~ [

Tasandi © tildvorrandiks nimetatakse tasandi

Tasandite 7; ja my vaheline nurk:

vorrandit kujul . |1 - 7ia]
w0 4T 7 Tl

Ar+By+Cz+D=0 (A,B,C,D¢eR),
kus 711, 715 on vastavalt tasandite m; ja 7o nor-

kui i = (A; B; C') on selle tasandi normaalvektor. maalvektorid.
4 J \
( N
Tasandi normaalvektor Punkti P(p1;p2;ps) kaugus tasandist 7:
oo Api + Bpa +Cps + D
7i=1x 0, d(P,7r)=| p1+ Bps + Cps + D|
VA2 +B?%+(C?
kui % ja ©¥ on tasandil asuvad mittekollineaarsed
vektorid. \
\ J

Ulesanne 20.1. Koostage tasandi 7 vorrand.
(a) tasand 7 on paralleelne z-teljega ning labib punkte A(3;-1;1) ja B(4;-6;-1)
(b) tasand 7 on paralleelne y-teljega ning labib punkte C(3;4;0) ja D(7;5;-3)

(c) tasand 7 on paralleelne z-teljega ning labib punkte E(-1;-2;-3) ja F(1;3;4)

Ulesanne 20.2. Koostage punkte A, B, ja C' ldbiva tasandi vorrand.
(a) A(0;0;0), B(1;4;0), C(3;-2;1)
(b) A(=3;6;-7), B(-1;7;-6), C(-7;3;-8)

(c) A(3;-1;2), B(4;-1;-1), C(2;0;2)

Ulesanne 20.3. Koostage tasandi m vorrand.

(a) tasand 7 on risti vektoriga 7 = (2;3;-5) ning tema aplikaatloik on 6

(b) tasand 7 on risti vektoriga 7 = (-1;4;7) ning tema ordinaatloik on 3

(c) tasand 7 on risti vektoriga 7 = (4;-1;-3) ning tema abstsissloik on -5
Ulesanne 20.4. Kontrollige, kas tasanditel bx —2+3=0,2z-y—-42+5=0,3y+22-1=0 ja
3z + 4y + 5z — 3 = 0 on iihiseid punkte.

Ulesanne 20.5. Leidke tasand, mis on paralleelne tasandiga x — 2y + 3z — 7 = 0 ning 14bib punkti
A(1;-2;1).
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Ulesanne 20.6. Leidke tasandi Az + By + Cz+ D =0 ja koordinaattasandite vahelised nurgad.
Ulesanne 20.7. Arvutage jirgmiste tasandite vahelised nurgad.

(a) mi:—2x+4y—-z+5=0jame: Tx+3y-22+1=0

(b) zz-tasand ja m: 3y —-3z+5=0

(c) m:6x-3y+122-23=0 ja mp: 102 -5y +202-1=0
Ulesanne 20.8. Leidke tasand, mis 1dbib tasandite 3z -2y + 2z -3 =0 ja x — 2z = 0 loikesirget ning
on risti tasandiga z -2y + 2+ 5 = 0.

Ulesanne 20.9. Leidke tasand, mis ldbib tasandite x + 5y + z = 0 ja = — z + 4 = 0 loikesirget ning
moodustab tasandiga x — 4y - 8z + 12 = 0 nurga 7.

Ulesanne 20.10. Arvutage punkti P kaugus tasandist 7.

(a) P(1;2;1)jamaz+2y+22-10=0

(b) P on koordinaatide alguspunkt ja 7: 152 — 10y + 6z — 190 = 0

(c) P(2;85)jama—-2y—2z=1
Ulesanne 20.11. < x> Leidke tasand, mis koosneb sellistest punktidest, mis on punktidest
A(1;1;0) ja B(0;1;1) iithekaugusel.

Ulesanne 20.12. <> Kontrollige, kas tasandid z = z + 2y + 1 ja 3z + 6y — 3z = 4 on paralleelsed.
Leidke nende tasandite vaheline kaugus.

20.2 Sirge vorrand ruumis

,{Deﬁnitsioon 20.2]

N\
Sirge kanoonilisteks vorranditeks nimetatakse sirge s vorrandeid kujul
xr —aq _ Yy—as _ Z—as
S1 52 s3
kus sirge s labib punkti A(ay,as,a3) ja sirge sihivektor on § = (s1, 82, 83).
. J

4 N\
Sirge s ja tasandi 7 vaheline nurk: Kahe mitteparalleelse tasandi m; ja mo iihisosaks
S o on sirge

: |5 -7
sin 2 (s,m) = ——,
|3]173] { m: A1z + Biy+ Ciz+ Dy =0,

ot Ao + Boy + Coz + Do = 0.

kus § ja 7 on vastavalt sirge s sihivektor ja tasandi

7 normaalvektor.

\ J S

Ulesanne 20.13. Kolmnurga ABC tippudeks on A(2;1;3), B(2;4;-5),C(0;4;-5). Koostage selle
kolmnurga kiilgede poolt méaratud sirgete vorrandid.

Ulesanne 20.14. Koostage punkti P(-3;4;-7) labiva sirge s kanoonilised vorrandid.
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20.2. Sirge vorrand ruumis

: : +5
(a) sirge s on paralleelne z-teljega (d) sirge s on paralleelne sirgega t: :cT =
(b) sirge s sihivektor on s = (3;-2;4) y-2_=z
2 8

(c) sirge s on paralleelne z-teljega

Ulesanne 20.15. Koostage sirge s kanoonilised vorrandid, kui sirge s 1dbib punkti P(2;3;4) ja
3x+Ty—-2z+4=0

lleelne si t: '
on paralleelne sirgega { 20 -6y +72z-13=0

Ulesanne 20.16. Leidke tasandi 2z — 3y +4z -5 =0 ja xz-tasandi 16ikesirgel koik need punktid,
mis asuvad tasandist 2z +y — z + 3 = 0 kaugusel v/6 iihikut.

Ulesanne 20.17. Leidke sirge ja tasandi vaheline nurk. Juhul, kui sirge ja tasand l6ikuvad, leidke
nende loikepunkt.

(a)

x-12 y-9 z-1

 3w4+by—2-2=0 (©) {3m+5y—7z+16=0 B — 24 =0

4 3 2r-y+2-6=0 ’

1 -3
by LI Y2 2 g 3y42.-5=0

2 4 3
.. -1 1 -2 -1 3
Ulesanne 20.18. < * > Koostage sirgeid S:I1 :y+2 =23 ja t:%zyT=Z+ labiva

tasandi vorrand.

r-2 y-2

Ulesanne 20.19. < * > Leidke punkti P(1;2;3) kaugus sirgest s:
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Praktikum 21

Kontrolltoo nr. 3

1. Maédratud integraal

1. Newton’i-Leibniz’i valem.
Absoluutvairtust sisaldavad avaldised.

Stimmeetrilised rajad.

o

Ositi integreerimine ja muutuja vahetuse vote.

2. Mairatud integraali rakendused

1. Tasandilise kujundi pindala leidmine (kovertrapets, koversektor).
Joone kaare pikkuse arvutamine lihtsamal juhul.

Keha ruumala leidmine ristloigete pindalade kaudu, poérdkeha ruumala.

= L N

Lébitud teepikkus ja nihe (sirgjoonelisel liikumisel).

Koversektor tuleb koos joonisega. Toosse ei tule fiitisikalisi rakendusi (t66, joud vedelikes,
massikeskmed), kus integraali peaks ise kokku hakkama panema.

3. Paratud integraalid

1. Paratud integraalid lopmatute rajade korral.

2. Paratud integraalid 16igus katkeva funktsiooni korral.

4. Geomeetria

1. Vekorite skalaarkorrutis, nurk kahe vektori vahel.
Vektorkorrutis, segakorrutis.

Tasandi ja sirge vorrandite koostamine ruumis.

LS

Tasandite ja sirgete vastastikused asendid (nurgad nende vahel). Punkti kaugus kaugus tasandist.




Praktikum 22

Kompleksarvu erinevad esitusviisid

22.1 Kompleksarvu algebraline kuju

Kompleksarvu algebraline kuju: z = a + b1.

Kaaskompleksarv: z = a — bi.

Moodul: |z| = Va2 + b2.

Ulesanne 22.1. Kujutage komplekstasandil jargmised kompleksarvud.
(a) 3-2i (c) -1-i (e) -7j,5%=-1 (g) I13+V6i]

(b) 1+i (d) -3+4i (f) 3+V6i (h) 1-iv3

Ulesanne 22.2. Leidke koikvoimalikud reaalarvud ja vy, mille korral
(a) 2iz+3=y-1 (b) 2?-y?+izy=1+iz
Ulesanne 22.3. Leidke kompleksarvu moodul.
(a) -42 (c) 2i+2 (e) 4+3i (g) 63/3-6i

(b) i+1 (d) 1+iV/3 (f) -1-iV3 (h) 1-iv3

Ulesanne 22.4. Kujutage komplekstasandil koik kompleksarvud, mis rahuldavad antud tingimusi.

(a) |z|=3 (b) %s|z|£3 (c) |z-1]=1 (d) Re(z?)=4
Ulesanne 22.5. Kirjutage algebralisel kujul z = a + bi
(a) z=i% (f) z=(2+24)8

(b) z=®+i+1

_1+z’_3—i+3,
(c) z=i+i?+i®+i*+4% +40+47 + 48 (g) IS 14
(d) 2=+ (-1)" = (=)

O

(€) =17 (h) #=m ey



PEATUKK 22. KOMPLEKSARVU ERINEVAD ESITUSVIISID

22.2 Tehted kompleksarvudega.

22.2.1 Tehted algebralisel kujul.

Liitmine ja lahutamine. Olgu z; = a + bi ja 25 = ¢ + di. Siis
zitz=(a+c)+(b+d)i; z1—-2z2=(a-c)+(b-d)i.
Korrutamine. Olgu antud kompleksarvud z; = a + bi ja 29 = ¢ + di. Siis
21+ 29 = (ac—bd) + (ad + be) i.
Jagamine. Olgu antud kompleksarvud z; ja zs. Siis

z1 21'72 21'5

Zo 2973 |z2]?

Ulesanne 22.6. Leidke arvude 2 ja z9 summa, vahe, korrutis, jagatis, moodulid ja kaaskomp-
leksid.

(a) 21 =3, z0=-41 (€) z1=2-Ti,20=3+41
(b) z1=1-4, z0=1+1 (f) z1=-4-14, z0=-T-4i
(c) z1=1+1i, zp=-3+2i (8) z1=1+3i, 0= 175
(d) 21=2-5i, 22=3+1 (h) z1=1% z=i

22.2.2 Kompleksarvu trigonomeetriline ja eksponentkuju

,{Deﬁnitsioon 22.1} ,[Deﬁnitsioon 222}

N N
Awvaldist Olgu z =a+bi, 0 = arctan|§|. Siis kompleksarvu
z=r(cosp+1isinyp) (22.1) z argument @ leitakse jargmiselt:
nimetatakse kompleksarvu z trigonomeetriliseks ®=180°—6 p=9
kujuks. Reaalarv r on kompleksarvu z moodul |z|.
Reaalarvu ¢ nimetatakse ka kompleksarvu z argu- a<0,b>0 a>0,6>0
mendiks ja tihistatakse o = arg(z).
\ J/ a<0,b<0 a>0,b<0
@ =180°+6 =8
. J
Valem 22.1 {Deﬁnitsioon 223} N\
Trigonomeetrilisi funktsioone ja eksponentfunkt- Kompleksarvu z  eksponentkujuks mnimetatakse
stooni seob Fuler’i valem jargmist esitust:
e'¥ = cos +i sin . (22.2) z=re'?, (22.3)
kus r on kompleksarvu moodul ja ¢ on argument
radiaanides.
. J

Ulesanne 22.7. Teisendage kompleksarv z algebralisele kujule z = a + b4 ning eksponentkujule.

88



22.2. Tehted kompleksarvudega.

(a) z=cosl6m + 1 sin 167 (c) z=8(cos210°+1 sin210°)
(b) z:4(cos%+isin%) (d) z:3(cos5§—isin5§)

Ulesanne 22.8. Kirjutage nii trigonomeetrilisel kui ka algebralisel kujul a + b1.

(a) '3 (c) e (e) €% -ci (g) e+
; i 2el

(b) 64 ¢'0 (d) 2¢€'s f) —— it

® e_z%r (h) elt+e?

Ulesanne 22.9. Esitage iilesandes 22.6, a)-d) antud ja saadud kompleksarvud nii trigonomeet-
rilisel kui ka eksponentkujul.

22.2.3 Tehted trigonomeetrilisel ja eksponentkujul

A Omadus 22.1 N

Olgu antud kaks kompleksarvu trigonomeetrilisel kujul ning eksponentkujul

z1 =11 (cospy +1i sinpy ), 2o = ro (COS g + i Sin g ); z1=71 €%, 29 =19 €' 72,

Siis korrutamisel moodulid korrutatakse ja argumendid liidetakse:

21+ 29 =11 [cos(p1 + @2) + i sin(p1 + ©2)]; 2129 =T1T2 ei(“’1+“ﬂ2),

jagamisel moodulid jagatakse ja argumendid lahutatakse:
2= Mleos(pr - po) +isin(por —92)]; ==k ellerme; gy 40,
z2 T2 22 T2

. J

Ulesanne 22.10. Leidke z1- 22 ja i—; koigil kolmel erineval esitusviisil.

(a) {zl =4 (cos %7‘( +1 sin %w) (b) {zl = cos 26 + i sin 20
z

2:2(cos%w+isin%7r) 29 =3 (cosf +isinf)

Ulesanne 22.11. Arvutage jargmised avaldised.

4 i)?
(a) (ﬁ) (C) 2(cos§—71r-:—i)sin2”)

3 3

(b) \/5(5+3i)(5—3i) (d) cos 69.5°+i sin 69.5°

(cos 57"+z' sin %’) cos(—17.5°)+4 sin(-17.5°)

2

Ulesanne 22.12. Leidke kéikvoimalikud reaalarvud ja y, mille korral 22 = 22, z =z +iy.

Ulesanne 22.13. Millise reaalsete kordajatega ruutvorrandi lahenditeks on kompleksarvud zy =
2+1ijazg=2-17

Ulesanne 22.14. Niidake, et kompleksarv z = 1 — /34 on ruutvorrandi 22 + 4 = 22 lahend.

Ulesanne 22.15. Toestage jirgmised viited.

(c) zz=|2?

(a) Re(z)= re jalm(z) = Z_,Z
(d) |Z1 + 22|2 + |21 - 22|2 = 2(|Z1|2 + |22|2) iga

S TS
(b) Kui [z] =1, siis z =2 21, 79 € C korral

Ulesanne 22.16. (F) Kaks koit hoiavad sadamas paati nii, et pingejoud on vastavalt 80 + 20i kg
ja 100 - 507 kg. Arvutage kogupinge.
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PEATUKK 22. KOMPLEKSARVU ERINEVAD ESITUSVIISID

22.3 Rakenduslikud tulesanded

Ulesanne 22.17. (F) Vahelduvvoolu ahelas leitakse kahe paralleelithenduses oleva elemendi niiv-
takistus (vt. lahemalt konspekti lisas) valemiga

D7,

CZi+Zsy
Arvutage niivtakistus Z, kui Z1 =3 +5i Q ja Zs =5 - 67 Q.

Ulesanne 22.18. Ruudu diagonaal asub punktide 0 ja 2 + i Q
vahel. Leidke ruudu kaks iilejaénud tippu @ ja R. NB! Lahen-
duse saab ldbi viia puhtalt kompleksarve kasutades ja ilma kooli !

R A

R

P2+

geomeetriata.

Ulesanne 22.19. (F) Kahe vedruga varustatud siisteem vajub raskuse maojul
d =6.03(cos22.5° +isin 22.5%rc) + 3.26(cos 76.0° + isin 76.0°) cm.

Teostage liitmine ning esitage vastus trigonomeetrilisel kujul.

Ulesanne 22.20. (F) Teatud induktsioonipoolis on pinge
V =8.66(c0s90.0° +i8in90.0°) - 50.0(cos 135.0° + 7 sin 135.0°)/(10.0(cos 60.0° + isin 60.0°)  volti.

Lihtsustage avaldis ning leidke pinge moodul.

Ulesanne 22.21. (F') Kaks kaablit tostavad portselani tiis kasti. Pingejoude kaablites saab esitada
avaldistega 2100 — 12007 N ja 1200 + 56007 N. Esitage kogupinge trigonomeetrilisel kujul.

Ulesanne 22.22. Kasutades eksponentkuju, tuletage trigonomeetrilised valemid cos(a + ) ja
sin(a + ) kohta.

Ulesanne 22.23. (F) Radari mikrolaine signaali intensiivsus on 37(cos 65.3° — isin65.3°) V/m.
Esitage see eksponentkujul.

Ulesanne 22.24. (F) Lainete liitumisel on kasutusel avaldis
ElEg(ei(O‘_’B) + e—i(a—,@))‘

Néidake, et see vordub lihtsama avaldisega 2E1 E cos(a — 3).
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Praktikum 23

Kompleksarvu astendamine ja juurimine

23.1 Kompleksarvu astendamine ja juurimine

Valem 23.1 N
Kompleksarvu taisarvulisel astendamisel kehtib de Moivre’t valem

2P =1k (cos(kp) +isin(ky)), kel (23.1)

A Valem 23.2 A

Igal nullist erineval kompleksarvul on n erinevat n-astme juurt, mis leitakse valemiga

n n gp+k;360°) . (gp+k‘3600))
/2= cos| —— | +12s 1,
\/_ \/; ( ( ” 7 SIn - (23.2>

k=0,1,...,n—1.

Markus. Simbol /7 tihistab siin kompleksarvu z kéigi n-astme juurte hulka ning simbol ¥/r sellist

positiivset reaalarvu, mille n-s aste on r.
4 J

Ulesanne 23.1. Kasutades de Moivre'i valemit, astendage kompleksarvud.

(a) (V3-i)12 (g) [0.2(cos35° +isin35°)]?
(b) (3+/3i)° (h) (Ge'iso )2

(c) [2(cos9°+isin9°)]° (i) (2(33%")8

(d) [V2(cos15° +isin15°)]10 (G) (e01)10

(e) 2(cos 5 +isin 1”—2)36 (k) 22", 2 =cos %” +1 sin%r
(f) [3(cos120° +isin120°)]* (1) 2514, 2 = es0r

Ulesanne 23.2. Leidke arvu -1 seitsmenda juure /-1 koik védrtused.
Ulesanne 23.3. Leidke arvu (1 + z\/g)% koik vadrtused.
Ulesanne 23.4. Leidke ja kujutage komplekstasandil arvu +/-64 koik vidrtused.

Ulesanne 23.5. Leidke ¥z, kui z =32 (cos% + 1 8in %) ja kujutage tulemus komplekstasandil.



Praktikum 24

Kompleksarv. Algebraliste vorrandite lahendamine *

24.1 Kordamine

Ulesanne 24.1. Kirjutage eksponentkujul ja algebralisel kujul. Leidke erinevatel viisidel esitatud
kompleksarvude z; ja z4 korral nende summa, korrutis ja jagatis.

(a) z1:3(cos§+isin§) (c) 23:4(cos?’—”—zsm31)
(b) z2=1% (cosg+zsm6) (d) 24:2(cosg—r—isin§)
Ulesanne 24.2. Olgu z1 = 2-2V3i, 20 = -1 —4, wy = 2((:08%7r + ¢ sin 2%) ja wy =
V3 (cos 37” + 14 sin —) Arvutage jargmised avaldised.
(a) 2} +wb (d) ¥z +w? koik vadrtused  (g) wi + we
(b) 2%z (e) 211:?}2 (h) [z} + 23|
(¢) (zow1)® (f) 22 \ik vilirtused (i) 22
24.2 Algebraliste vorrandite lahendamine *
Ulesanne 24.3. Lahendage vorrandid.
(a) 2*-1=0 (g) 22+27=0 (m) z*+62%2+8=0
2 _1_,= 4 _ s _
(b) 22-1-i=0 (h) 2*-i=0 (n) 2%-22345=0
(c) 22-i=0 (i) 22-v3-i=0
s 1 o . (o) (z+1)8=256(x-1)%
(d)z—T—T- () - —4i
(e) 2*+2(1+V/3i) = (k) 22-6x+10=0 (p) 2°+22%+22+4=0
(f) 22+i=0 (1) 2®-322+32-28=0 (@) (z*+322+2)(2%-42+8)=0

Ulesanne 24.4. Lahendage w suhtes jargmine vorrand: w3 +2i = 0.

Ulesanne 24.5. (IT) Programmeerijal tuleb oma programmis leida reaalarvu a jaoks n erinevat
n-astme juurt. Programmi {ihe osana tuleb vilja selgitada, mitu nendest on reaalarvud ja mitu
kompleksarvud. Selgitage, kuidas seda kindlaks teha ilma juuri endid leidmata.
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