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1. Maiste, definitsioon, teoreem, eeldus ja viide

1. Ahendage ja iildistage jargmisi moisteid:

a) roopkilik; b) kolmnurk; c) geomeetria; d) ratsionaalarv; e) juur.

2. Tooge nditeid omadustest, mis iseloomustavad
a) koiki kolmnurki;
b) ainult méningaid kolmnurki;
¢) mida ei saa omistada iihelegi kolmnurgale.

3. Selgitage, kas definitsioon on tdpne. Kui ei ole, siis muutke tdpseks.

a) Ruuduks nimetatakse ro6pkiilikut, mille nurgad on tdisnurgad.

b) Uhest suuremat naturaalarvu, mis jagub vaid iihe ja iseendaga, nimetatakse algarvuks.
¢) Juurvorrandiks nimetatakse vorrandit, kus tundmatu esineb juuritavas.

d) Radiaaniks nimetatakse raadiuse pikkusele kaarele toetuvat piirdenurka.

e) Rooptahukaks nimetatakse prismat, mille pohjaks on ré6pkiilik.

f) Kolmnurga tipust vastaskiiljeni tommatud 16iku nimetatakse kolmnurga korguseks.

g) Murdjooneks nimetatakse joont, mis ei ldhe otse.
h) Tiihjaks hulgaks nimetatakse hulka, mis ei sisalda midagi peale arvu null.

i) Uhtlase liikumise kiiruseks nimetatakse teepikkuse ja aja suhet.

j) Arvu absoluutvdirtuseks nimetatakse seda arvu ennast, kui arv on positiivne, ja selle

arvu pddrdarvuy, kui arv on negatiivne.
k) Vérrandit, millele saab anda kuju ax’ +bx+c= 0, nimetatakse ruutvorrandiks.

4. Millist definitsioonile esitatavat nduet rikutakse jirgmiste definitsioonide juures?
a) Inimene on loom, kes elumaja ehitab.
b) Naeruvididrne on see, mille tile naerdakse.
¢) Pahe on hiive vastand.
d) Tunn on anum vedelike hoidmiseks.
e) Koer on inimese sober.
f) Teadmatus on teadmiste puudus.
g) Kaht hulknurka nimetatakse sarnasteks, kui nad on tihesuguse kujuga.
h) Fiitisika on teadus, mida 6petab fiiiisikadpetaja.
i) Ringi diameeter on selline ringi koige pikem k661, mis 1dbib ringi keskpunkti.

5. Kas antud liigitus on 6ige? Kui ei, siis miks ei ole?
a) Inimesed jagunevad meesterahvasteks, naisterahvasteks ja vanuriteks.
b) Téisarvud jagunevad negatiivseteks tdisarvudeks, arvuks null ja naturaalarvudeks.
¢) Suurused vdivad olla vordsed ja mittevordsed.
d) Kaks sirget voivad olla paralleelsed, 16ikuvad voi kiivsirged.
e) Puud jagunevad lehtpuudeks ja okaspuudeks.
f) Nurgad jagunevad tdis-, niiri-, terav-, kdrvu-, kaas- ja tippnurkadeks.



6. Midrake eeldus ja viide.

a) Kui2x-1=5,siis x=3. f) abc=0o0n a=b=c=0tarvilik tingimus.
b) Kui siin on suitsu, siis on ka tuld. g) Tdisnurkse kolmnurga pindala vordub
c) log, x=1jdreldub et x = 2. kaatetite poole korrutisega.

d) ab+0; ab>0. h) Tdisnurkse ja vordhaarse kolmnurga alus-
e) sina =cosf; a+pf=90°. nurk on 45°.

7. Olgu antud vordkiilgne kolmnurk kiiljepikkustega a = b = ¢ = 1. Pange tdhele, et antud
juhul a® + b* # ¢2. Selgitage, miks ei ole siin tegemist Pythagorase teoreemi rikkumisega.

8. Esitage laused kujul kui ..., siis.....

a) Ristkiiliku diagonaalid on vordsed. g) Iga korrapdrane hulknurk on vordkiilgne.
b) x=-6 = |x|=86.

¢) x*=0ainult siis, kui x = 0.

d) Kahe paarisarvu korrutis jagub neljaga.
e) Algarvu ruut ei ole algarv. i) Vordhaarse ja tdisnurkse kolmnurga alus-
f) a+b=ajireldub, et b=0. nurk on 45°.

h) Téisnurkse kolmnurga pindala vordub
kaatetite poole korrutisega.

9. Viga sageli aetakse omavahel segi laused (a) "Kui A, siis B"ning (b) "Kui B, siis A". Leidke
ise kaks tingimust A ja B selliselt, et lause (a) oleks tdene ja lause (b) oleks vaar.

10. Sonasta antud lause poordlause, vastandlause ja poordvastandlause. Kas need on toe-
sed?
a) Kuia=bjac=d,siisa-c=b-d.
b) Kuinurgad on kaasnurgad, siis nende summa on 180°.
¢) Kui y<5,siis y #6.
d) Kui x = -5, siis x% =25,
e) Kui tdisarvu ruut on paarisary, siis tdisarv on paarisarv.
f) Rombi diagonaalid on risti.
g) Kui ruutvérrandi vabaliige on null, siis tema iiks lahenditest on null.

11. Kirjutage punktiiri asemele tarvilik ja piisav voi ainult tarvilik voi ainult piisav?

a) Selleks, et nelinurk oleks ristkiilik, on ......... et tema diagonaalid on vordsed.

b) Hulknurga korrapérasuson......... selleks, et 1dbi tema tippude saaks joonestada ring-
joone.

c) Selleks, et naturaalarvude summa 7 + m jaguks naturaalarvuga k, on.......... ,etnjam
jaguvad k-ga.

d) Selleks, et nelinurk oleks ristkiilik, on.......... , et tema kdik nurgad on vordsed.

e) Selleks,eta=p,0n......... , etsina =sin f.

f) Selleks,etal c,on......... ,etal| bjab| c.



12. Olgu aja b sellised reaalarvud, et a < 0 ja b < 0. Kas jargmised tingimused on tarvilikud,
piisavad, tarvilikud ja piisavad voi pole tarvilikud ega piisavad selleks, et a > b?

a) b<a c) a<3b e) Vb%>|a| g) |g|>1
b
b) |al < |b| d) a®<b? f—>1 h) In|a|>In|b|

13. Vorrelge kolme teoreemi (jaguvustunnust), kirjutades vélja piisavad ja tarvilikud tingi-
mused:
a) kui arvu ristsumma jagub 3ga, siis arv jagub 3ga, vastasel juhul mitte;
b) arvjagub 3ga siis ja ainult siis (v6i parajasti siis), kui arvu ristsumma jagub 3ga;
c) arvjagub 3ga siis, kui tema ristsumma jagub 3ga.
Millise lause kohta kolmest saate sdnastada péordlause, vastandlause, pdodrdlause vastand-
lause? Kas need koik on tdoesed?

14. Teoreem: Kui nelinurk on ré6pkiilik, siis tema diagonaalid poolitavad teineteist. Sonas-
tage poordteoreem. Milline on piisav (tarvilik) tingimus?

15. Asendage jargmistes lausetes punktiir sidesonaga ja voi voi, nii et tekiks tdene lause (a
ja b on reaalarvud).
a) a>0...b>0puhul ab>0.
b) ab=0,kuia=0...b=0.
a
c) —=0,kuia=0...b%0.
d) a+0...b+0puhul ab+0.
e) Kuiab<O0,siis (a<0...b>0)...(a>0...b<0).
f) Kolmnurga pindala kasvab, kui suurendada kolmnurga alust ... kérgust.

16. Lugege jargmised laused (x, y, a, b ja @ on reaalarvud).

Q) Vy,y'+4>0 e) Ja,tana # Sma

b) Va,VYb,a-b=b-a cosa

¢ Va,cos’a=1-sin’a f) Ya,vb,|a+b|<|a|+|b]
d) 3x,log,x=0 g dx,e'=1

17. Kirjutage jargmised laused stimbolite V ja 3 abil.
a) Igareaalarvu ruut on mittenegatiivne.
b) Leidub selline nurk a, mille koosinus on vordne arvuga 0,5.
¢) Igataandatud ruutvorrandilahendite korrutis on vordne vabaliikmega.
d) Mistahes kahe arvu korral nende summa ei séltu liidetavate jarjekorrast.
e) Iganelja vabalt valitud naturaalarvu hulgas leidub kaks arvu, mille vahe jagub kolme-
ga.
f) Iga tdisarvu x korral leidub tdisarv y nii, et xy = 1.
g) Ei ole vahet millise tdisarvu sa valid, alati leidub teine tdisarv, mis on temast suurem.



18. Miirake jargmiste lausete toevdartused kui # ja m on tdisarvud.

a) Vn,n+1>n. e) Vn, n’>0. i) Vn,dm, n®<m.
b) In,2n=3n. f) dn, n®=2. j) EIn,Vm,n<m2.
c) dn,n=-n. g) Vn, n’>n. k) Vn,3m,n+m=0.
d) Vn,3n<4n. h) 3n, n®<0. D) In,Vm, nm=m.

19. Maidrake jargmiste lausete toevdadrtused kui x ja y on reaalarvud.

a) dx, ©=-1. e) dx, x*=2. i) Vx, 3y, xZ:y.
b) 3Ix, < xP f) 3Jx, x*=-1. j) Ix,Vy, xy=0.
c) Vx, (—x)zzxz. g Vx, +2>1.

d) Vx,2x>x. h) Vx, x°# x.

Kvantoreid V (iga) ja 3 (leidub) sisaldavates lausetes viite P(x) eitamine (eitustehte - kasu-
tamine):

-(VxP(x))=3x(-P(x)), -(3xP(x))=VYx(-P(x)),

-(Vx3yP(x,y)) =3xVy(-P(x,y)), —(IxVyP(x,y))=VYx3y(-P(x,y)).

20. Moodustage antud lausete eitused ja md4rake nende tdevdirtused.
a) 2015 jagub 3-ga.
b) Iga algarv on paaritu arv.
¢) Pole dige, et 2 on algarv.
d) Diameetrile toetuv piirdenurk on sirgnurk.
e) Igal ruutvérrandil on kaks reaalset lahendit.
f) Leidub positiivne arv, millest ei saa logaritmi votta.
g) Ax, x> +1>0.
1

h) Va, cos’a = —
l1+tan“a

21. Fitage jargmisi lauseid.
a) Leidub arv, mis on vordne oma vastandarvuga.
b) Iga kolmnurga kiiljed on vordelised vastasnurkade siinustega.
¢) Igal kolmnurgal on timberringjoon.
d) Leidub kolmnurk, mille mediaanid ei 16iku {ihes punktis.
e) Igareaalarvu ruut on mittenegatiivne.
f) Leidub reaalarv x, mille jaoks y3 + x koikide reaalarvude y korral.
g) Leidub reaalarv a, mille jaoks a + x = x iga reaalarvu x korral.

22. Eitage jargmisi lauseid.
a) Koik naised on emad.
b) Koikidel koertel on kirbud.
¢) Moned tudengid on lahendanud koik {ilesanded sellest {ilesannete kogust.
d) Siin klassis on keegi, kellel ei ole hea suhtumine.
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e) Igatudeng siit klassist on votnud kursuse kdorgemast matemaatikast.
f) On olemas aus poliitik.
g) Koik ameeriklased sodvad juustuburgereid.

23. Eitage jargmisilauseid.

a) IxeR, e*<0. e) IxeZ, VyeZ x>y. i) VxeR,VyeN, x+y>0.
b) Ya,beN,a+b=1. f) VxeZ, JyeZ, x+y=0. j) VxeR, JyeR, xy=1.
c) dJxeN,x=x+1. g) VxeR, x° > x. k) 3xeR, VyeR, xy=1y.
d) VxeN, x+x=2x. h) Elxe@,xzzz. D VerR,EIyeIR{,xzyz.

24*, Kakskiila saarel on tédpselt kaks kiila — Téesuu ja Luiskami. Téesuu kiilas elavad toe-
suud, kes rddgivad alati tott; Luiskami kiila elanikud on aga luiskamid, kes alati valetavad.
Kord sattus vooramaalane Kakskiila saarele kuue kohaliku elaniku seltskonda. Suutmata ju-
tuajamise kdigus nende pdritolu selgitada, esitas vooras igaiihele oma kaaslastest kiisimu-
se: ,Mitu toesuud teie hulgas on?“ Esimesed viis vastust olid jargmised: ,Kaks meist on toe-
suud*, ,Ukski meist ei ole toesuu“, ,Kolm meist on tdesuud®, , Ainult iiks meist on tdesuu* ja
»,Kolm meist on tdesuud“. Nendest vastustest vooras tdesuude tegelikku arvu muidugi veel
selgitada ei saanud. Niipea kui ta aga kuulis kuuendat vastust, oli seltskonnas viibivate toe-
suude arv otsekohe selge.

Kas kuues vastus oli tdene? Mitu tdesuud viibis selles seltskonnas?

25%, Marek ja Kaido said just sobraks Kristeliga ja nad tahaksid teada, millal on tema siin-
nipdev. Kristel annab neile nimekirja kiimnest véimalikust kuupéevast: 15. mai, 16. mai, 19.
mai, 17. juuni, 18. juuni, 14. juuli, 16. juuli, 14. august, 15. august ja 17. august. Seejérel titleb
Kristel eraldi Marekule, mis kuus on tema stinnipéev ja eraldi Kaidole, mitmendal kuupéeval
on tema siinnipéev.

Marek iitleb: ,Ma ei tea, millal on Kristeli siinnipdev, kuid ma tean, et Kaido ka ei tea.“
Kaido vastab: , Esialgu ma ei teadnud, millal on Kristeli siinnip4ev, aga niitid ma tean.“
Marek iitleb: ,Niitid ma tean ka, millal on Kristeli siinnipdev.“

Millal on Kristeli stinnipdev?



2. Lausearvutus

A|B|-A| ANB | AvB | A=B | A< B
t t v t t t t
t v v v t v v
v |t t v t t v
v v t v v r t

Tehete jarjekord: -, A, v, =, <.
Definitsioon. Lausearvutuse valemid on parajasti need, mida saab koostada jairgmiste reeg-
lite abil:

a) igalausemuutuja on lausearvutuse valem;

b) tdéeviidrtused ¢ ja v on valemid;

¢) kui F on lausearvutuse valem, siis ka -F on lausearvutuse valem;

d) kuiF ja G on lausearvutuse valemid, siiska F AG, Fv§G, F = G ja F < G on lausear-

vutuse valemid;
e) kui F on lausearvutuse valem, siis ka () on lausearvutuse valem.

Definitsioon. Lausearvutuse valemit F nimetatakse samaselt tdeseks, kui ta on igal vairtus-
tusel toene. Valemit F nimetatakse samaselt vddraks, kui ta on igal vdartustusel viar.

Definitsioon. Lausearvutuse valemit F nimetatakse kehtestatavaks, kui ta on vihemalt iihel
vadrtustusel tdéene. Valemit F nimetatakse kummutatavaks, kui ta on vdhemalt {ihe vaartus-
tuse korral vaar.

26. Kontrollige, kas jargmised laused voivad olla lausearvutuse lauseteks. Kui moéne lause
puhul ei 6nnestu leida iihest vastust, siis piitidke formuleerida tingimusi voi lisandusi, mille
rakendamisel voiks lauset lugeda lausearvutuse lauseks.

a) Elu kui kunstiteos. e) Selle lause kirjapanemiseks on kasutatud
b) Koik luiged on valged. vidhemalt kiimmet s6na.

c) Moisa kois, las lohiseb. f) 1000000000 on koige suurem arv.

d) Oppida, 6ppida, 6ppida. g) Kbige suuremat arvu ei leidu.

27. Sonastage jirgmised laused, eeldades, et A tihendab lauset "Mulle meeldib jditis"ja B
tdhendab lauset "Sulle meeldib Sokolaad".

a) AAB c) -B e) Av-B g -Av-B i) ~(AvB)
b) —A d) AVB f) ~(AAB)  h) -AAB



28. Olgulause A ="Hiir hiippab"ja B ="Kass kargab". Kirjutage stimbolkujul jairgmised lau-
sed.

a) Hiir hiippab véi kass kargab. d) Hiir ei hiippa ja kass ei karga.
b) Kass ei karga. e) Pole tdsi, et "Hiir hiippab ja kass kargab".
c) Polet6si, et "Hiir hiippab voi kass kargab"f) Hiir ei hiippa voi kass ei karga.

29. Olgulause P ="Hiir hiippab", lause Q ="Kass kargab" jalause R ="Vana karu 166b trum-
mi". Loe jargmised laused.

a) P=Q d) -(P=0Q) g (RvQ)=>P
b) Q=P e) (PAQ)=R h) Rv(Q=P)
c) -Q=-P f) PA(Q=R) ) (-PA-Q)=-R

30. Tahistagu suured ladina tdhed jargmisi lauseid:
A=,0n piihapédev,
B =, Kristjan ldheb teatrisse“,
C =, Kristjan ldheb sobrale kiilla“,
D =, Kristjan ldheb koeraga jalutama“,
E =, Kristjan istub kodus*“.

Loe jargmised laused.
a) A=B d) -BA-CA-D=E
b) DAA= -B e) A=-EA(BvCvD)
C) —\A:>—|(BVC) f) (A:>—|E)/\(—|A3—|E)

31. Pange jargmised viited kirja valemitega, milles vordused ja vorratused on iihendatud
lausearvutuse tehete mérkidega. Muutujad a, b ja c tdhistavad reaalarve.

a) a-b=0. b) a-b#0. 0 %:0. d) |a|=3.

e) Punkt (a, b) asub koordinaattasandi I veerandis.

f) Punkt (g, b) asub koordinaatteljel.
g) Reaalarvud a, b ja c on mingi kolmnurga kiilgede pikkused.
h) Reaalarvud a, b ja c on mingi vordhaarse kolmnurga kiilgede pikkused.

32. Pange jargmised véited kirja lausearvutuse valemiga. Andke ka teisenduse ,voti“, see
tdhendab, tabel, kust selgub, millised tdhed vastavad millistele lihtlausetele. Iga lause puhul
hinnake, millised tdhendusniiansid ldhevad valemiks teisendamisel kaotsi.

a) Toas on kas isa voi ema voi on nad moélemad.

b) Anu armastab koeri, kuid Mart kasse.

¢) Kui hr. Kask on énnelik, siis pr. Kask on dnnetu, ja kui hr. Kask on énnetu, siis pr. Kask
on onnelik.

d) Pole sellel tegelasel ei kaastunnet ega siidametunnistust.

e) Kui Kungla rahvas kuldsel aal kord istus maha s66ma, siis Vanemuine murumaal 1dks
kandlelugu 166ma.
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f) Talvel padsevad laevad sadamast vélja ainult siis, kui jadlohkuja on neile tee rajanud.
g) Kui 6nnetusi tuleb, siis tuleb neid uksest ja aknast.
h) Kui ma niilid vangerdan, siis ma kaotan lipu, kui jatan vangerdamata, siis saan mati.
i) Televiisori vea pohjus on mittekvaliteetne transistor voi on kaitse 1dbi pélenud ja vool
ei padse toiteplokki.
j) Kommunism - see on ndoukogude voim pluss kogu maa elektrifitseerimine.

33. Pange jargmised laused kirja lausearvutuse valemiga.

a) Selleks, et paike tduseks idast, on tarvilik, et ta loojub ldédnes.

b) Selleks, et paike tduseks idast, on piisav, et ta loojub ldénes.

¢) Tarvilik tingimus, et ettevdte oleks edukas, on see, et tema asutajatel on kiillaldaselt
algkapitali.

d) Teatrite korralikuks t66tamiseks piisab riigi toetusest.

e) Ilma riigi toetuseta lakkavad teatrid korralikult td6tamast.

f) Tarvilik ja piisav tingimus, et rida koonduks absoluutselt, on see, et rea kdik timberjéar-
jestused koonduvad samaks summaks.

34. Leidke jargmiste lausete toevadrtused.
a) Kui 20 jagub 10-ga, siis 20 jagub 5-ga.
b) Kui 20 jagub 5-ga, siis 20 jagub 10-ga.
¢) Kui 20 jagub 3-ga, siis 20 jagub 6-ga.
d) Kui 20 jagub 4-ga, siis 20 jagub 8-ga.
e) 20 jagub 5-ga parajasti siis, kui 20 jagub 4-ga.
f) 10jagub 5-ga parajasti siis, kui 10 jagub 4-ga.

35. Leidke jargmiste vdidete toevddrtused. Esmalt médrake kindlaks komponentide toe-
vadrtused ja nende jargi arvutage kogu lause téevaartus, kasutades lausearvutuse reegeleid.
a) Vesinik on gaas ja kui elavhdbe on gaas, siis ka kuld on gaas.
b) Pole dige, et Kuu ei ole immargune.
c) Keskerakond véitis valimised ja ei voitnud ka.
d) Narva asub Eesti loodeosas parajasti siis, kui Parnu asub Eesti kaguosas.

36. Laual on neli kaarti. Iga kaardi iihele poole on kirjutatud tdht ja teisele poole tédisarv.
Kaardid paistavad nagu joonisel kujutatud:

AK74
Meil on vaja veenduda, kas kehtib viide ,Kui kaardi iihel pool on tdishiilik, siis teisel pool
on paarisarv.“ Millised kaardid tuleb kindlasti timber p6orata, et teada saada, kas see vdide
toepoolest kehtib voi ei?

37. Lausete Aja B toevddrtused a ja b on kas 1 (tdene) voi 0 (vddr). Leidke muutujaid a ja

b kasutavad aritmeetilised avaldised lausete
a) -A, b) AAB, c) AVB, d) A= B, e) A< B

toevadrtuste arvutamiseks.
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38. Jargmiste lausete kirjapanemiseks vajalikud valemid sisaldavad implikatsiooni voi ek-
vivalentsi. Leidke nende lausete tdevaartused, kasutades implikatsiooni ja ekvivalentsi toe-
vadrtuse definitsiooni.

a) Kuil=1,siis2=2. f) 1=1 parajastisiis, kui2=2ja3=3.
b) Kuil=2,siis2=3.

c¢) Kuil=1jal=2,siis1=3.
d) Kuil=2v6il=3,siis1=1. h) 1 eivdrdu 3-ga parajasti siis, kui 1 ei vordu
e) 1=2 parajasti siis, kui 2 =3. 2-gavdil ei vordu 1-ga.

g) Kui 1 ei vordu 2-ga, siis 1 = 3.

39. Koostage valemite tdevairtustabelid.

a) (X=-Y)v(X=XAY) d (XA-Y)=Y)=>(X=Y)
b) «(X=-(YAX))=>(XVZ) e) (XA(YV=X)OA((-Y=X)VY)
o) (XA(Y=X))=>-X f) (-X=>-Y)=>({(YAZ)=(XAZ))

g (X=>(Y=2))=((X=Y)=>(X=2))
40. Kas jdrgmised valemid on kehtestatavad? P6hjendage vastust!

a) ~(X=-X) b) (X=Y)=(Y=X)

41. Niidake, et valemid on samaselt toesed.

Q) Xv-X 0 X= (Y= (XAY))
b) X=(XVvY) d (X=Y)=(Y=2)=(X=2))

42. Maidrake valemi liik (samaselt tdene, samaselt vaar, kehtestatav, kummutatav).

a) P= P o (P=Q)v(Q=P)
b) —\(PD—\P) d) P< -P

43. Lausearvutuse valemite kirjapanemiseks on kdibel ka poola kuju, mille vottis 1928. aas-
tal kasutusele poola loogik Jan Lukasiewicz. Selles ei panda tehtemérk mitte ithendatavate
osavalemite vahele, vaid nende ette. Poola kuju isedrasusena pole valemites vaja kasutada
sulge. Valemid -A, AAB, Av B, A= B, A< B, on poola kujul vastavalt Na, Kab, Aab, Cab,
Eab (lausemuutujad kirjutatakse vdikese tdhega). Keerukamaid valemeid koostatakse ana-
loogiliselt. Nditeks valemile A A B v C vastab valem AKabc, valemile AA (Bv C) aga KaAbc.
Alljargnevatest valemitest teisendage[a)Hc)| poola kujule ning[d)HP)] tavakujule.

a) ((AVB)A(BVC))A(AVC) d) EcNCbKad
b) ~AA(-A=B)=B e) AaCKNabc
c) (AvVB)=(C=D)AA f) KENAabcd
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44*, Qeldakse, et kvantoreid sisaldav valem on prefikskujul, kui kvantorid koos nendega
seotud muutujatega asuvad kdik vasakul ning neile jargneb kvantoritest vaba valem.
Niiteks Vx 3y, x> y on prefikskujul, aga Yz,z>0 < 3y, y* >0 ei ole.

Viige jargmised valemid prefikskujule. P6hjendage tehtavad sammud. (Muutujad x ja y om-
andavad védrtusi iihest ja samast mittetiihjast hulgast. P ja Q on mingid ithe muutuja lause-
arvutuse valemid.)

a) 3xP(x)VvIxQ(x)V A (siin A on mingi kvantoreid mittesisaldav valem),
b) =(VxP(x)vVxQ(x)),
¢) 3xP(x)=3IxQ(x).

45%, Valemi vddrtustamine. Kirjutada programm, mis votab sisendiks lausearvutuse valemi
A ja kolme muutujaga vddrtustuse xyz ja vdljastab valemi tdevddrtuse antud vadrtustusel.

46*. Toevddrtustabeli genereerimine. Kirjutada programm, mis votab sisendiks lausearvu-
tuse valemi A ja viljastab selle valemi toevairtustabeli vddrtuste veeru.

47*. Implikatsiooni ja ekvivalentsi sisaldava valemi vdédrtustamine. Kirjutada programm,
mis votab sisendiks lausearvutuse valemi A ja kolme muutujaga vddrtustuse xyz ja viljastab
valemi téevddrtuse antud vadrtustusel.
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3. Valemite teisendamine

Definitsioon. Oeldakse, et valemitest F7, ..., Fy, jareldub valem G, kui igal neis valemeis esi-
nevate muutujate védrtustusel, millel 7, ..., F, on tdoesed, on ka G tdene.

Teoreem. Valemitest F1, ..., F;, jireldub valem G parajasti siis, kui valem F A...AF, = G on
samaselt toene.

Definitsioon. Valemeid F ja G nimetatakse loogiliselt samavéaérseteks, kui nende toevéartu-
sed on vordsed igal neis valemeis esinevate muutujate vadrtustusel.

Olgu F ja G valemid.
1. Idempotentsuse omadused: 7. Kahekordse eituse omadus: -—F = F.
a) FAF=F, 8. Liikmete elimineerimise reeglid, kus ¢ on su-
b FVF=F. ot viloms
2. Kommutatiivsuse omadused: Q) FAt=F,
a) FAG=GAT, b) Fvi=t,
b) FvG=GVvF. o Fav=u,
3. Assotsiatiivsuse omadused: d) Fvv=F.
Q) (FAGAH=Fr(GAH), 9. Implikatsiooni avaldis konjunktsiooni ja dis-
b) (FVG)VH=FVv(GVH). junktsiooni kaudu:
4. Distributiivsuse omadused: a) F=G=-(FAr-G),
a) FA(GVH)=FAGVFAH, b) F=G=-FVvG.

b) Fv(GAH)=(FvG)r(FVH). 10. Konjunktsiooni ja disjunktsiooni avaldis

5. Neelamisomadused: implikatsiooni kaudu:

a) FA(FVG)=F, a) FAG=-(F=-G),
b) FVFAG=F. b) FvG=-F=G.
6. De Morgani seadused (duaalsus): 11. Ekvivalentsi avaldis teiste tehete kaudu:
a) ~(FAG)=-Fv-G, a) F<oG=FAGV-Fnr-G,
b) ~(FvG)=-Fnr-G. b) Feg=(F=G)A(G=F).

Definitsioon. Lausearvutuse valemi F tdielikuks disjunktiivseks normaalkujuks nimetatakse
valemiga F samavéirset valemit, mis kujutab endast erinevate tdielike lihtkonjunktsioonide
disjunktsiooni.
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48. a) Kas valemitest A ja —B jireldub valem —( A= B)?
b) Kas valemitest A= B, B= C ja A jareldub valem C?
49.
a) On teada, et valem - A < B on tdene. Mida voib sellest jareldada valemi A = —-B toe-
suse kohta?
b) On teada, et valem - A <> B on téene. Mida voib sellest jireldada valemi —~( AV B) toe-
suse kohta?

50. Kolme viite A, B ja C kohta on teada jargmist.
a) Kui A on tdene, siis ka B ja C on tdesed.
b) Kui B on tdene, siis vihemalt {iks vdidetest A ja C on tdene.
¢) Kui C on toene, siis A on tdene ja B on vadr.

Millised viidetest A, B, C on toesed?

51. Pange jargmine arutlus kirja lausearvutuse valemitega ja tdestage, et see arutlus kehtib,
st toestage, et eeldustele vastavatest valemitest jareldub viitele vastav valem.

Opilased on rddmsad siis ja ainult siis, kui ei toimu kontrolltédd. Kui pilased on rddmsad,
siis on dpetajal hea meel. Ent kui dpetajal on hea meel, siis ta ei taha pidada tundi, ning
kui ta ei taha pidada tundi, siis toimub kontrollt66. Jarelikult dpilased pole r6dmsad.

52. On teada jargmised faktid.
a) Kui Mihkel kdhib ja on ndost valge, siis ta kas on haige voi on kdinud nurga taga suitsu
tegemas.
b) Kui Mihkel pole kdinud suitsu tegemas ja ikkagi kohib v6i on ndost valge, siis ta on
haige.
¢) Kui Mihkel on haige, siis ta kohib, aga pole ndost valge.
Pérast vahetundi klassi tulles oli Mihkel ndost valge. Kas sellest jareldub, et ta kdis nurga taga
suitsu tegemas?

53. On teada jargmised faktid.
a) Kui Jiiri vaatab korvpalli ja Eesti voidab, siis ta on dnnelik ja joob olut.
b) Kui Jiiri ei vaata korvpalli ja on ikkagi 6nnelik, siis ta joob &lut.
¢) Kui Eesti voidab, siis Jiiri on onnelik.
Ohtul oli Jiiri 6nnelik. Kas voib kindlalt viita, et ta joi 6lut? PGhjendage oma vastust.
54. Kui Siimule meeldiks Sokolaad, siis ta s60ks seda palju. Kui ta Sokolaadi palju s66ks, siis

kaoks tal s66giisu. Kui tal kaoks sd6giisu, siis ei meeldiks talle ka Sokolaad. Jarelikult Sokolaad
ei meeldi talle.

55. Zen-budismi guru teatas oma opilastele: ,Kui ma olen Buddha, siis ma ei ole Buddha.“
Opilased olid seda kuuldes himmastunud. Viljendage viide valemiga, koostage tdeviirtus-
tabel ja selgitage, millise lihtsama viitega on see vdide samavidrne.
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56. Toestage, et kui valemid A ja A = B on samaselt tdesed, siis ka valem B on samaselt
tOene.

57. Keegi iitles, et tal on niisugused lausearvutuse valemid F ja G, et valemist F jareldub
valem G ja valemist F jareldub valem -G. Kas selline olukord on voimalik?

58. Naiidake, et kehtivad samavairsused.

a) (XVY)AZ=XANZVYAZ ) XeoY=(X=>Y)A(Y=X)
b) X=Y=-XVvY

59. Teisendage jargmised valemid nii, et nad sisaldaksid ainult eitust ja konjunktsiooni.

a) ~PAQ=-QAP d) ~(P=Q)v(-P=-Q)
b) PvQ=(-P=Q)
c) (~A=B)=AVB e) (P<Q)VvP

60. Teisendage jargmised valemid nii, et nad sisaldaksid ainult eitust ja disjunktsiooni.

a) (P=R)=(Q=R) d) (P<=Q)AP
b) -PAQ=-QAP
c) (P=Q)AP e) (A= B)A(B=-C))= (C=-A)

61. Leidke loogiliselt samavadrne valem, mis sisaldab véimalikult vdhe stimboleid.

a) -(-AvB)=((AVB)AB) e) (P=Q)rn(Q=P)

b) ~(-PA-Q)Vv((P=Q)AP) f) =((A=B)A(B=-A))
c) (A< B)A(AVB) g (P=-Q)v-(PVvVQ)
d) ((A=B)A(B=C))=(C=A) h) =(PAQA(P=-Q))

62. Eitage jargmisi lauseid, viies eituse nii kaugele kui voimalik.
a) Kui a, bja c on kolmnurga kiilgede pikkused, siis kehtivad vorratused a+b>c¢, a+c>
bjab+c>a.
b) Kui a, b ja c on tdisarvud nii, et a = b, siis a jagub arvuga b ja a jagub arvuga c.
¢) Kui n on positiivne tdisarv, siis n?+n+41on algarv;
d) Koigi tdisarvude a ja b korral kehtib véide, et kui a+ b on paarisary, siis a ja b on méle-
mad kas paarisarvud v6i paaritud arvud.

63. FEitage jargmisi lauseid, viies eituse nii kaugele kui voimalik.
a) Igatudeng selles aines on kdinud Soomes v6i Rootsis.
b) Iga e-mail, mis on suurem kui iiks megabait, kompresseeritakse.
¢) Kui kasutaja on aktiivne, siis on vdhemalt iiks vorguiihendus saadaval.
d) Leidub siga, mis oskab ujuda ja kalu piiiida.
e) Selles aines pole kedagi, kes oskaks prantsuse voi vene keelt.
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f) Arv x on positiivne, aga arv y ei ole positiivne.
g) Kui x on algarv, siis \/} ei ole ratsionaalarv.
h) Kui x on paaritu arv, siis x° on paaritu arv.
i) Kui x on ratsionaalarv ja x # 0, siis tan x ei ole ratsionaalarv.
j) Kuisinx <0, siis ei kehti 0 < x < 7.
K IxTy (x+2y=2A2x+4y=5).
D VxIy (x+y=2A2x-y=1).
m) VxVy (((x20)A(y<0))=(x—y>0)).
n) IxJy (((x<0))A(¥y<0)A(x-y>0)).
0) VxVy (((x£0))A(y+0) < (xy+0)).

64. Teisendage jargmised valemid nii, et eituse mérk esineks ainult muutujate ees.

a) —l(—|PVQ) C) —|(P/\QVR):>—|(P/\Q)
b) -(PAQV=R) d) -(PA(-QV-R)AR)

65. Viige tdielikule disjunktiivsele normaalkujule.

a) (- X=>-Y)=>(YAZ)=(XrZ)) e) -(X=-(YrX))=(XVvZ)

b) (X=Y)=-X)=(X=(YArX)) f) (XA(Y=X))=>-X

) ~(XAY)=-X)A-((XAY)=>-Y) g (Xr-Y)=Y)=(X=Y)

d (X=-Y)v(X=XAY) h) (XA(YV=X)A((-Y=X)VY)

66. Konstrueerige valem, mis rahuldab tingimust.
a) Valem on tdene parajasti siis, kui X on téene ja Y viar.
b) Valem on vidir parajasti siis, kui X ja Y on mélemad toesed.
¢) Valem on tdene parajasti siis, kui vdhemalt kaks lausetest X, Y ja Z on tdesed
d) Valem on tdene parajasti siis, kui tidpselt kaks lausetest X, Y ja Z on tdesed
e) Valem on tdene parajasti siis, kui tapselt iiks lausetest X, Y ja Z on tdesed

67. Leidke kolme muutuja valem, mis on tdene parajasti siis, kui tédpselt kaks muutujat on
vadrad.

68. Leidke kolme muutuja valem, mis on sama tdevadrtusega kui enamus muutujaid.

69. Komisjon, kuhu kuuluvad liikkmed A, B, C ja D, otsustab olulisemaid kiisimusi haéleta-
des. Igal liikmel on iiks héél, vélja arvatud komisjoni juht A, kelle hdilel on kahekordne kaal.
Otsus loetakse vastuvoetuks, kui otsuse poolt antakse vihemalt 3 hailt. Leidke valem, mis on
tdene parajasti siis, kui otsus voetakse vastu.

70. Koostage valem, mis on tdene parajasti siis, kui kahendarvude AB ja CD summa on
tilimalt kahekohaline.

71. Leidke iga kahe muutujaga tdevédrtuste veeru jaoks lihtsaim selliste toevddrtustega va-
lem.
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72. Tehke kindlaks, kas lausearvutuses kehtib
a) implikatsiooni assotsiatiivsus;
b) ekvivalentsi assotsiatiivsus;
¢) distributiivsus konjunktsiooni ja implikatsiooni vahel.

73. Avaldage iilejadnud tehted
a) eituse ja disjunktsiooni kaudu;
b) eituse ja konjunktsiooni kaudu;
c) eituse ja implikatsiooni kaudu.

74. Avaldage disjunktsioon implikatsiooni kaudu.

75*. Toestage, et
a) eitust ei saa avaldada konjunktsiooni, disjunktsiooni, implikatsiooni ja ekvivalentsi
kaudu;
b) implikatsiooni ei saa avaldada disjunktsiooni ja konjunktsiooni kaudu;
¢) konjunktsiooni ei saa avaldada disjunktsiooni ja implikatsiooni kaudu.

76*. Duaalsusprintsiip. Olgu F ja G samavéadrsed valemid, mis sisaldavad tehtemarkidest
ainult eitust, disjunktsiooni ja konjunktsiooni. Toestage, et kui valemid F’ ja G’ on saadud
valemitest F ja G, asendades nendes iga tehtemérgi A mérgiga v ja vastupidi ning iga lause-
muutuja X tema eitusega - X, siis valemid F’ ja G’ on samaviarsed.

77*. Leidke
a) lausearvutuse valem, mida ei saa avaldada eituse ja ekvivalentsi abil;
b) lausearvutuse valem, mida ei saa avaldada konjunktsiooni, disjunktsiooni ja implikat-
siooni kaudu;
¢) lausearvutuse valem, mida ei saa avaldada konjunktsiooni, disjunktsiooni, implikat-
siooni ja ekvivalentsi kaudu.

(Koigil juhtudel esitage ka toestus.)

78*. Naiidake, et kehtivad jargmised samavéarsused. (Muutujad x ja y omandavad vaartusi
iihest ja samast mittetiihjast hulgast. P ja Q on mingid iihe muutuja lausearvutuse valemid.)

a) VxP(x)AVxQ(x) <= VxVy(P(x)AQ(y)),
b) VxP(x)vVxQ(x) < VxVy(P(x)vQ(y)).

79*.
a) Ndidake, etlause Vx P(x) A 3x Q(x) on samavéirne lausega Vx3y (P(x)AQ(y)), kus
koik kvantorid on samast mittetiihjast hulgast.
b) Néidake, etlause Vx P(x) v 3x Q(x) on samaviirne lausega Vx3y (P(x)vQ(y)), kus
koik kvantorid on samast mittetiihjast hulgast.
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4. Hulga moiste

Hulga all méistetakse liksteisest erinevate objektide kogumit, mida vaadeldakse iihe terviku-
na ja kus iga objekti korral on voimalik tiheselt kindlaks m&érata, kas ta kuulub antud hulka.

Hulki tdhistatakse tavaliselt suurte ladina tdhtedega A, B, C, ..., hulga elemente viikeste ladi-
na tihtedega a, b, c,... . Tithi hulk @ = {} ei sisalda iihtki elementi. Tdhtsamad arvuhulgad
on

* naturaalarvude hulkN={1,2,3,... };

e tdisarvude hulk z={...,-2,-1,0,1,2,... };

¢ ratsionaalarvude hulk Q= {q| g = %, meZ, neN};

¢ reaalarvude hulk R;

» kompleksarvude hulk C={z|z=x+1iy, x,y€R, i2 =-1}.

Intervallid on

L]

16ik [a,b] ={x|a< x< b};

vahemik (a,b) = {x|a<x<b};

poolloik [a,b) = {x|a<x<b};

poolloik (a,b] = {x|a< x< b}.

Kahte hulka loetakse vordseteks, kui nad koosnevad samadest elementidest.

Definitsioon. Hulka A nimetatakse hulga B osahulgaks, kui kéik hulga A elemendid on hulga
B elementideks (ehk hulga A iga element kuulub hulka B). Sel juhul tdhistatakse A c B voi
B> A.

Definitsioon. Hulka A nimetatakse hulga B périsosahulgaks ja kirjutatakse A ¢ B, kui hulk A
on hulga B osahulkja A B.

Hulga A koigi osahulkade hulka tdhistatakse tavaliselt P(A) = {X | X c A}.
80. Esitage hulk A kujul {x|P(x)}:

a) A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}; c) A={05,1,1.5,2};

b) A={1, 1 i} d) A={1,4,9,16,25,...};

1
2’3
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1 1 1
e) A:{3,6,9,12,...}; A={1.-3-5> %
g) {12’ 147 ;67 }y
1 1 1 1 h A= .
pa-(-L L L1 ) A=[a.b);
3:6 6:9 9-12 12-15

i) A on paarisarvude hulk.

81. Esitage elementide loetelu abil jargnevad hulgad:

a) {(-1)"|neN}; e) {x|xeRA7x*-8x=0};

b) {n+(-1)":neN}; £) {(x,):x,yeRAX*+y*=1ry-x=1};
© {neN|n?-13n+30<0}; g {x|xeRAx*+4=0};

d) {cosnm:neN}; h) {x|xeRAX*-5x+6=0}.

82. Kirjutage vilja antud hulkade koik elemendid ja kéik osahulgad:
a) {a,b}; b) {1,{1}}; c) {ab,c}.

83. Otsustage, kas antud véited on tdesed:

a) 3¢{1,2,3);

b) {2} €{1,2,3);

o {ab,c}={acb};
d) xe{x};

[,

) {{8}}c{2,3,{3}};
) {ab}c{abc};

K 3¢{{1},{2},{3}};

—

) {2} eg;
e) {1}c{1,2,3};
B {2}e{{1},{2},{3}} m) e{o};
g) {1,2}c{1,2,{3}}; n) gcg;
h) {1,2}€{{1,2,3},{2,3},1,2}; 0 {o)=2.

84. Kirjutage vilja P(2), P({2}) jaP({2,{2}}).

85. Kujutage antud hulgad arvsirgel:

a) {x|xeRA3<x<T}; c) {x|xeRA|x—al<e};

b) {x|xeRAl|x|<c}; d) {xeR|2x*+9x+7>0};
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e) {2x*-9x+7|xeR}; K) {xeR|[2x*-9x+6|=2x*-9x+6};

2 _ .
f) {x*+2x+1|xe(-2,00)}; D {1-|x||xe[-2,1]};

g {¥*+2|x|+1|xe(-1,1)};

h) {xeR|\/[1-2x|>1+x};

m) {|1+x|+1|x¢€[1,2]};

— 42 _ .
i) {xeR[\/]0.25-x]>x+0.5}; m) {yeR[y=-x"+6x-2Axe(0,00)};
j) {xeR||x|+2x>1}; 0) {yeR|y=x*-4x+3rx¢€(0,00)}.

86. Kujutage antud punktihulgad koordinaattasandil:

a) {(x,y)|x, yeRA2<x<5}; d) {(x,y)]|x,yeRAy>x*};
b) {(x,y)|x,yeRAa<x<bac<y<d};
o) {(x.y)[xyeRAx®+)y* <4} e {(x,y)|xyeRalx|+[y=1}

87. Kirjutage vilja koik antud hulga elemendid:

a) {A|{1}cAc{1,2,3}}; c) {A|Ac{a,bcina¢ Anbe A}
b) {A|{a,b}cAc{a,b,cd}};

88. (Lewis Carroll’i iilesanne) Vanal ajal toimunud lahingus sai palju sddalasi kannatada.
Lahingust osavotjatest 70% kaotas silma, 75% - korva, 80% - kée ja 85% - jala. Kui palju s6-
dalastest (minimaalselt ja maksimaalselt) jdid ilma nii silmast, korvast, kéest kui ka jalast?

89. Toestage, et kui hulgas on n elementi, siis sellel hulgal on 2" osahulka.

90. Olgu Aj, Ay,..., A, hulgad. Toestage, et Ayc Apc...cA,c A= A1 =Ary=...= A,;.

91*. Iga positiivse tdisarvu n korral leidke hulk A, nii, et A, elementide arv oleks n ningiga
a,be Ay, a+ b, korral kehtiks a € b voi b € a.
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5. Tehted hulkadega

ithend AUB ={x|x€ AV (vdi) x€ B} (JAq ={x|3 (leidub) a nii, et x€ Ay}
a
ithisosa AnNB={x|x€ AA(ja) xe B} () Aq ={x|V (iga) a korral x € Aq }
a
vahe ANB={x|xc Arx¢B} siimmeetriline vahe AA B=(ANB)uU(B\ A)

Uhendi ja iihisosa omadused.
¢ idempotentsus: AUA=A, AnA=A
¢ kommutatiivsus: AUB=BUA, AnB=BnA
* assotsiatiivsus: (AUB)uUC=AU(BUC), (AnB)nC=An(BnC)
» distributiivsus: Au(BnC)=(AuB)n(AuC), An(BuC)=(AnB)uU(AnC)
* neelduvus: AU(ANB)=A, An(AuB)=A

Venni diagrammid.

tthend uhisosa

A } [ B A } [ B
AUB ANB
vahe summeetriline vahe

A

EZBAE[B
A\B AAB
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Stimmeetrilise vahe omadusi.
e kommutatiivsus: AAB=BA A
* assotsiatiivsus: (AAB)AC=AA(BAC)
» distributiivsus ithisosaga: An(BAC)=(AnB) A (ANC)

Tihti on késitluses fikseeritud teatav hulk U ja koik vaadeldavad hulgad on selle hulga alam-
hulgad. Sellisel juhul nimetatakse hulka U universaalseks. Olgu fikseeritud teatav universaal-
ne hulk U.

Definitsioon. Hulga A tdiendiks A’ nimetatakse hulka, mille moodustavad kaik need univer-
saalse hulga U elemendid, mis ei kuulu hulka A4, s.t

A'={xeU:x¢ A}=U~ A.

De Morgani seadused: (AuB) = A'nB’, (AnB)' = A’uB'.

Kahekordse tiiendi seadus: A” = A.

92. Olgu A suvaline hulk. Kirjeldage hulki

a) Aug; c) A\g; e) A\ A; g) AuA'; i o'

b) Ang; d Arg; f) @\ A; h) AnA’;

93. Leidke hulgad AuB, AnB, ANB, B\ A, AA B, kui

a) A={-1,0,3,4}, B={0,4,6}; d) A=(-00,7], B=[2,4];
b) A=[0,2], B=[1,5]; e) A=g,B={1};
c) A=[0,2], B={0,4,6}; f) A={o}, B={2,{a}}.

94. Leidke hulgad Aja B, kui AUB ={1,2,3,4}, AnB={2}, ANB={1}.

95. Kujutage antud hulgad arvsirgel:
a) {x|xeRA-2<x<1}u{x|xeRA0<x<3};
b) {x|xeRAx2-1}n{x|xeRA|x|<3};
c) {x|xeRAx>2} {x|xeRA3<x<5};
d) {x|xeRA1<x<5}A{x|xeRAX<0}.
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96. Leidke hulga A tdiend A’ universaalse hulga X suhtes:

a) X={1,2,3,4,5,6,7,8}, A={2,5,7}; b) X=R, A=Q.

97. Millist tingimust peavad rahuldama hulgad A ja B, et kehtiks vordus:

a) AuB=A; c) AUB=AnB; e) ANB=B; g) AAB=g@.
b) AnB=A; d) ANB=A4; f) AAB=A;

98. Kujutage Venni diagrammil jirgmised hulgad:

a) AN (BuC); d) An(B\C); g (ANB)ACG
b) AN (BnC); e) (AAB)ACG; h) (AnB)n(AAB);
c) (AN(BNnC))nB; f) (AuB)nC; ) (AnC)u(B~(AUQ)).

99. Kirjutage hulgateoreetiliste tehete abil jirgmised Venni diagrammidel kujutatud hul-

> v

100. Klassi 30 dpilasest igaiiks tegeleb vihemalt iihe hobiga. Opilased saavad valida kolme
hobi vahel: male, néitering, skautlus. Kuus dpilast tegelevad ainult skautlusega. Viis dpilast
jouavad igale poole. Kaks maletavad ja tegelevad skautlusega, aga ei niitle. Viisteist on skau-
did. Kaks last tegelevad iiksnes malega. Kolm last kidib iiksnes nditetrupis. Mitu last tegeleb
male ja nditemé&nguga, aga ei ole skaudid? Mitu last kuulub maleringi?

101. Uhe instituudi 100 iilidpilase kiisitlemisel selgus, et neist 28 6pivad inglise keelt, 30
saksa keelt, 42 prantsuse keelt, 8 inglise ja saksa keelt, 10 inglise ja prantsuse keelt, 5 saksa ja
prantsuse keelt, 3 aga koiki kolme keelt. Mitu iilidpilast ei 6pi nimetatud keeli? Mitu iilidpilast
opib ainult prantsuse keelt, ainult inglise keelt, ainult saksa keelt?

102. Uhes sojavieosas mingivad 100-st sodurist 80 jalgpalli, 60 vorkpalli ja 40 korvpalli.
On teada, et 40 neist oskavad méngida nii jalgpalli kui ka vorkpalli, 30 jalgpalli ja korvpalli,
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20 vorkpalli ja korvpalli. Kui palju neist 100-st sodurist oskavad méangida koiki kolme méangu,
kui iga sodur oskab méngida vdhemalt iihte mdngu?

103. Leidke ({{@}} 2 {@})\ ({2} 2 2).

104. Hulgad A, Bja Au B sisaldavad vastavalt m, n ja p elementi. Mitu elementi sisaldavad
hulgad AnB, ANBja AA B?

105. Toestage jargmised vordused.

a) (AuB)uC=Au(BuUC) k) ANB=AN(ANB)

b) Au(BnC)=(AuB)n(AuC) ) AN(BNC)=(ANB)u(AnC)
c) (AnB)nC=An(BnC) m) (ANB)NC=(A~C)\(B\C)
d) AU(AnB)=A n) An(B~C)=(AnB)\C

e) An(AUB)=A 0) An(B\A)=g

f) An(BuC)=(AnB)U(AnC) p) ANB=AA(ANB)

g) AN(BuC)=(A~B)n(A~C) @ (AAB)NC=(AnC)A(BNC)
h) AN(BNC)=(A~B)U(A\C) ) AA(AAB)=B

i) AN(ANB)=ANB s) AAg=A

j) AU(BNA)=AUB t) AAB=(AUB)~(AnB)

106. Toestage jargmised vordused.

a) (A=A o (AnB)u(AnB")=A

b) (A'UB)nA=ANnB d) (AuB)n(AuB')=A
107. Leidke hulgad.

a) D( n,n) d J[o,1+2"] g ([0,1+2"] N [-27"27"

n=1 neN neN neN
e) 271 = _ -1 k) n-1,n
b) xLEJR{x} nON[ ] h) nol[ 1,nY] nLg%\‘[ ]
o Ylo1+27"] f) ([0,1+27") D (M (-2",2") ) N[rn-1,n]
neN neN neN neN
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(e} n

m ((2e) P [l 9 Ulmn} oy Ul=rd)
. o U{o12,....2n} ¢ {-n,n} n

n) ([27" 00) neN "QV w) ({-jj}
n=1 j=k

n (1{0,12,...,2n} no

0) J[n o) neN w J[2,2j+3] x) () {-2n,0,2n}
neN j=k neN

108. Toestage,et AcB< AUB=B< AnB=A< A\B=0.

AuCcBuUC;
ANnCcBnNC;

. Niidake, et kehtib:

AUBcC<«< AcCABcC;
CcAnB< CcAACCB;

111. Avaldage

a) AUBtehetenja A abil;

b) A\ Btehetenja A abil;

¢) AnBteheteuja A abil;

112.

. Toestage, et kui A c B, siis suvalise hulga C korral kehtivad sisalduvused:

c) (ANC)c(BN\C); e) B'cA

d) (C\B)c(C~\A);

c) CcAvCcB=CcAUB.

d) A\ Bteheteuja A abil;
e) AUB tehete \ ja A abil;

f) AnB tehte \ abil.

Olgu antud hulkade A;, A,..., Ay, ... jada, kusjuures Ay c Ap c---c A, c.... Tdestage,

oo

et selle jada 16pliku arvu liikkmete drajétmine ei mojuta nende hulkade tihendit (_J Aj.

n=1

113. Olgu antud hulkade A, Ay, ..., Ay, ... jada, kusjuures A; 2 A >---2 A, 2.... Tdestage,

et selle jada 1opliku arvu liikkmete drajdtmine ei mojuta nende hulkade iihisosa () Ay.

n=1

Definitsioon. Hulkade A ja B otsekorrutiseks nimetatakse kdikide paaride (a, b) hulka, kus
ac Aja b e B, seejuures elementide jirjekord on oluline.

Ay x-xAp={(a,...,an) | a1 € A1,...,an € Ay}

AxB={(a,b)|acADbeB}

Ax...xA:An
—_—
n

Otsekorrutise omadusi:
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 otsekorrutis tiihja hulgaga: Ax@ =2, g x A=g;

e distributiivsus: Ax (BUC) =(AxB)uU(AxC),
Ax(BnC)=(AxB)n(AxC),
Ax(BNC)=(AxB)\(AxC).

114. Leidke antud hulkade otsekorrutis A x B:

a) A={1,2,3},B={1,2}; d) A={1,2,3}, B={3,4};

b) A={1,2,3},B={1,2,3}; e) A={x|xeN,x=5},
O A={3,4}, B={1,2,3}; B={x|xeN,1<x<3}.

115. Olgu antud hulgad A= {x€R:|x|<3}, B={xecR:0<x<4}jaC={yeN:1<y<5}.
Kujutage koordinaattasandil

a) Ax(BuC), ¢ Cx(AUB), e (AUC)xB, g (BnA)xC, i (C~A)xB,
b) (AAB)xC, d) Cx(BaA), f) Cx(BN\A), h) Bx(CuA), j) Ax(BnC).

116. Hulgad A ja B sisaldavad vastavalt m ja n elementi. Mitu elementi sisaldavad hulgad
P(A), AxB, P(A)xP(B)jaP(Ax B)? Leidke need hulgad, kui

a) A={a,b}, B={c}; b) A=B={0,1}; ¢ A={a,b,c},B=2.

117. Toestage vordused.

a) AXxP=0,FxA=g c) (ANB)xC=(AxC)N(BxC)

b) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC) d) (AnB)x(CnD)=(AxC)n(BxD)

118. Niidake, et (AxB)uU(CxD)c(AuC)x(BuD).
119. Toestage, etkui A+ @ ja B # @, siis Ax B = B x A parajasti siis, kui A= B.
120. Toestage, etkui A;#@,B; #@,i=1,...,n, siis
a) ApxAzx...x Ay c By xByx...x By, parajasti siis, kui Ay c By, A2 ¢ By,..., A, C By;
b) A;x Az x...x Ap =B x By x...x By parajasti siis, kui Ay = By, A2 =By,..., A, = Bj.
121*. Toestage, et
a) AU B eiole vdoimalik avaldada tehete nja \ abil;

b) A~ B eiole voimalik avaldada tehete n ja u abil.
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122*, Kas leiduvad hulgad A, BcNnii, et AnB =@, AuB =Nning

Vx,yeA x+y=x+ye€eB,
Vx,yeB x#+y=x+ycA?

123*. Stimbolid A, B, C, D ja X tdhistagu mingi universaalhulga alamhulki.
Toestage, et vorrand
(AnX)u(BnX')=(CnX)u(DnX")

on (X suhtes) lahenduv parajasti siis, kui BA D c (A4 C)'. Sel juhul leidke kaik lahendid X.

124*. Toestage, et antud hulgast ja tema n osahulgast saab tehete U, N, \ abil moodustada
maksimaalselt 22’1 erinevat hulka. (See tihendab, tdestage, et rohkem ei saa, kui Zzn, jaigan
korral tooge konkreetne nidide, kuidas 22 realiseerub.)

125*. Olgu A, B, C, D hulgad, kusjuures A + @ ja B + @. Kehtigu (AxB)uU(Bx A) =CxD.
Toestage, et A=B=C=D.

126*. Vennidiagrammi joonistamine lihtsama avaldise jaoks. Kirjutada programm, mis vo-
tab sisendiks kahe tehtega ja kahe muutujaga hulgaavaldise ja joonistab sellele vastava Venni
diagrammi.

127*. Venni diagrammi joonistamine keerulisema avaldise jaoks. Kirjutada programm, mis
votab sisendiks suvalise keerukusega kolme muutujaga hulgaavaldise ja joonistab sellele vas-
tava Venni diagrammi.

128*. Hulgaavaldiste ekvivalentsuse kontrollimine. Kirjutada funktsioon ekvivalentsed, mis
votab argumentideks kaks hulgaavaldist X ja Y (sdnedena) ning tagastab tdoevairtuse vasta-
valt sellele, kas need hulgaavaldised on ekvivalentsed (kdikvoimalike hulkade puhul).
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6. Arvuteooria elemente ja matemaatiline induktsioon

Definitsioon. Oeldakse, et tdisarv a jagab tdisarvu b (ja tihistatakse a | b), kui leidub selline
tdisarv ¢, et ac = b. Fakti, et a| b voib tdhistada ka kujul b a ehk arv b jagub arvuga a.

Teoreem. Olgu a tdisarv ja b naturaalarv. Siis leiduvad tiheselt médratud tdisarvud g (jagatis)
ja r (jadk) nii, et

a=bg+r ja 0<r<b.
Definitsioon. Algarvuks nimetatakse naturaalarvu p > 1, mille ainsad naturaalarvulised jaga-
jad on 1 ja p. Naturaalarvu, mis on suurem kui 1 ja mis pole algarv, nimetatakse kordarvuks.

Definitsioon. Tdisruuduks nimetatakse naturaalarvu, mis vordub mingi tdisarvu ruuduga.

129. Olgu a, b, cja d tdisarvud. Toestage jargmised omadused:
a) a| a (refleksiivsus);
b) 1|a;
c) 0| a parajasti siis, kui a = 0;
d) kuia|bjab|c,siis al c (transitiivsus);
e) kuia|bjab=+0,siis |a| <|b;
f) kuial|bjaa|c,siis a| xb+ yc suvaliste tdisarvude x ja y korral;
g kuia|bjaa|(b+c),siisalc;
h) kuia|bjab]|a,siis |a| = |b|;
i) kuia|bjab=+0,siis (b/a)|b;
j) kui ¢ #0, siis a | b parajasti siis, kui ac| bc.
k) kui a| b, siis a| be suvalise tiisarvu e korral.
) kuia|bjac|d,siis ac| bd;

130. Ndidake, et kolmekohaline arv, mis on kirjutatud iihesuguste numbritega, jagub alati
kolmega.

131. Toestage, et suvaliste tdisarvude a ja b korral vihemalt {iks arvudest a, b, a+ bjaa—-b
jagub kolmega.

132. Viistdisarvu a, b, ¢, d, j rahuldavad jargmisi tingimusi:
a) j|(ad-bc);
b) j|(a-b), ning
¢) arvude bja j iihised jagajad on 1.
Toestage, et j | (c—d).

133. Toestage, et arvust 3 suuremate algarvude p ja g korral p2 - q2 jagub arvuga 24.
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134. Pohjendage, et tdisarvu ruut ei saa loppeda numbritega 2, 3,7 v6i 8.
135. Ndidake, et kolme jirjestikuse naturaalarvu ruutude summa ei jagu kolmega.

136. Toestage, et
a) Kolmest jarjestikusest arvust tipselt iiks jagub arvuga 3;
b) Kahest jarjestikusest paarisarvust tapselt iiks jagub arvuga 4;
c) Viiest jarjestikusest arvust tépselt iiks jagub arvuga 5.

137. Toestage, et iga naturaalarvu n korral 6 | n(n+1)(n+2).

138. Toestage, et iga naturaalarvu 7 korral 6 | n(n” - 1).

139. Toestage, et iga naturaalarvu n korral 30 | n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4).
140. Niidake, et kui 7 on naturaalarv, siis #° + 1 ei jagu 11-ga.

141. Toestage, etkui (mn+pq):(m-p),siis (mg+np):(m-p).

142. Avaldis a+b+c, kus a, bja c on tdisarvud, jagub arvuga 6. Ndidake, et siis ka a+b+c3
jagub arvuga 6.

143. Toestage, et mistahes tdisarvu ruudu jagamisel
a) arvuga 3 tekkiv jadk saab olla vaid 0 vdi 1;
b) arvuga 4 tekkiv jadk saab olla vaid 0 v6i 1;
c) arvuga 8 tekkiv jadk saab olla vaid 0, 1 voi 4;
d) arvuga 7 tekkiv jadk saab olla vaid 0, 1, 2 vdi 4.

144. Naturaalarvu a jagamisel arvuga 8 tekkis jidk 7. Milline jizk tekib arvu a® jagamisel
arvuga 8?

145. Naturaalarvu a jagamisel arvuga 5 tekkis jadk 4. Toestage, et a+a jagub arvuga 5.
146. Toestage, et suvalise naturaalarvu n korral arv n® + 3n° + 21 jagub 6-ga.

147. Toestage, et mis tahes algarvu p > 5 jagamisel arvuga 6 tekkiv jadk saab olla vaid 1 voi
5.

148. Toestage, et mis tahes algarvu p > 5 ruudu jagamisel arvuga 24 tekkiv jadk saab olla
vaid 1.

149. Toestage, et mis tahes 12 naturaalarvu seast on alati voimalik vélja valida kaks arvu
nii, et nende vahe jagub arvuga 11.

150. Toestage, et kui p, p+2ja p +4 on koik algarvud, siis p = 3.
Népundide. Vaadelda eraldi juhtusid arvu p jagamisel arvuga 3 tekkiva jaégi 0, 1 voi 2 korral.
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Matemaatilise induktsiooni meetod. Olgu antud mingi seeria viiteid Sy, S, ..., Sy, .... Antud
seerias iga vdide S, on tdene, kui

1. Induktsiooni baas. S; on tdene, s.t seerias esimene viide on tdene;

2. Induktsiooni samm. Sy = Sj.1, s.t oletusest, et suvaline vdide Sy on toene, jareldub,
et jargnev vidide Sy, on toene.

Tugeva matemaatilise induktsiooni meetod. Olgu antud mingi seeria vditeid Sy, S, ..., Sy, .. ..
Antud seerias iga vdide S, on tdene, kui

1. Induktsiooni baas. S; on tGene, s.t seerias esimene viide on toene;

2. Induktsiooni samm. S; A So A--- A S = Si,1, S.t oletusest, et kbik eelnevad viited
S1,..., Sk on toesed, jareldub, et jargnev vdide S, on tdene.

Téhtis! Tugeva induktsiooni baasi kehtivuse kontrollimisel on ménikord vaja tdestada lisaks
esimesele viitele veel moned jargnevad viited.

151. Toestage vordused, kasutades matemaatilist induktsiooni.

n 1 n
a) Zlizzg-n(n+1)(2n+1) VneN d) Z‘i(zi—l):nz VneN
i=
2 2 n
1
i3:$ VneN e i-il=(n+1)I-1 YneNu{0}
i=0

~
I

M-

Il
—

b)

1 n
(2i-1)-(2i+1) 2n+1
22 n? n(n+1)
g 5 =

1.3 3 Ten-D@n+1)  2(2n+1)
o (-5
32 n? 2n

1-

1
) 1-22432 g (= 1)"‘1n2:(—1)”‘1@ ¥neN

n
c) VneN ) Y (3i*-i-2)=(n-1)n(n+2) YneN

=

—
N

eN

OJ

n(n+1)(n+2) Yn>2

n(n+1)(2n+7) v

) 1:2+42-3+-+n(n+1)=

K 1-:3+2-4+--+n(n+2)= eN
D ¥+22+33 44 n®=(1+2+3+--+n)% VneN

152. Toestage vorratused, kasutades matemaatilist induktsiooni.

a) n>2n VneN:n>2 e) léumzn—lg 1 yhen
b) 2" >2n VneN 2 4 2n 3n+1

¢ n">n! VneN 11

d) (n+1)!23" VneN:n>4 f) 1+4+§+~ n2<2—; VneN

31



g g<1+%+1+...+ 1 <n ¥YneN j) n!>2" VI’lGN n>4

1 1 1 1 n-1 )—+1>Zf\mer\|
WoptEtp T, Tl 2 THi
1-3:-5----(2n-1) 1 71
i) < VneN ) Y —>/n VneN
2.4.6-----2n on+1 l;\/j

153. Toestage, et kui neN, siis (1+x)" > 1+ nxiga x € Rkorral, kus x > -1.

154. Geomeetrilise jada n esimese elemendi summa valem. Tdestage matemaatilise in-

1- n+l1
duktsiooni abil, et kehtib 1+ x+ x? + x> + -+ x" = — = kus nz0jax=+1.

155. Toestage matemaatilise induktsiooniga, et kumera n-nurga sisenurkade summa S,
avaldub valemiga S, = (n-2)-180°.

1 1
156. Olgu x reaalarv, mille korral x + — on tdisarv. Toestage, et siis ka x" + — ., on tdisarv iga
naturaalarvu n korral. Vihje: Kasutage tugevat matemaatilist induktsiooni.

157. Korvpalliliigas on n meeskonda (n > 2). Kéik meeskonnad kohtuvad omavahel para-
jasti tihe korra, kusjuures viigid ei ole lubatud (igas méngus selgitatakse voitja ja kaotaja).
Toestage, et pdrast liigahooaja l6ppu on voimalik meeskondi sedasi vasakult paremale rivis-
tada, et kahe kérvuti paikneva meeskonna korral paikneb omavahelise duelli voitja kaotajast
vasakul.

158. Ringmaanteel, mille pikkus on 100 km, seisab 7 tihesugust autot. Neil on {ihtekokku
nii palju kiitust, et katta 101 km. Téestage, et leidub iiks auto, mis, alustades oma kiitusega ja
kogudes teel kiitust iilejaidnud autodelt, voib ldbida tdisringi. (Kiitust tohib vétta ainult siis,
kui autod on korvuti; autot litkata ei tohi)

159. Peol, kus viibib 27 inimest, tervitavad varasemalt tuttavad teineteist kdepigistusega.
On teada, et peol ei leidu iihtegi kolmeliikmelist alamseltskonda, mille koik liikmed oleksid
omavahel enne pidu tuttavad. TGestage, et tervitavate kdepigistuste koguarv peol on tilimalt
n®.

160. Linnas elab 7 latatara, kusjuures n > 4. Koigil neil on telefon. Uhel pdeval samal ajal
saab igaiiks neist teada mingi uudise. Tdestage, et on voimalik korraldada telefonikdned nii-
viisi, et pdrast 2n —4 konet teab iga latatara iga iilejidnu uudist.

161. Malelaual, mootmetega 2" x 2" ruutu, vérvitakse iiks vabalt valitud ruut punaseks.
Toestage, et malelaua saab katta kolmeruuduliste L-kujuliste tiikkidega nii, et ndhtavale jadb
ainult punane ruut.
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162. Toestage jaguvused (1 € N).

a) 3|nd+2n g 6|n(n+1)(n+2)

b) 5|n57’—n h) 6|n(n*-1)

¢ 7ln'-n . 5

d) 12]5-9"+3 D) 30[(n°-n)

e) 8]3%" -1 P 30|n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
f) 64[3°"-8n-1 k) 30| mn(m*-n*)

2 3
a a a . s
163. Toestage, et summa 3 + > + ry on tdisarv iga tdisarvu a korral.

n . .
164. Toestage, et (a+b)" = Z(’,l)-a”"-b‘ .(a,beR,neN)
i=o\!

1
Vihje: esmalt veenduge, et( . " l) + (n) = (n+ ) .
i— i i

1
165. Olgu meil jada ag, ay, az,... elemendid defineeritud jargmiselt: ay = " ja ans1 =2-

an(1-ay), kus n > 0. Ndidake, et koikide n > 0 korral selle jada tildliige on esitatav valemiga

1-0,52"
n=—")—.

166. Rekurrentne jada on defineeritud kujul a; =1, a, =2 ja n > 2 korral a,4+1 = an +2an,-1.
Leidke aszgg. Vihje: Kasutage tugevat matemaatilist induktsiooni.

Definitsioon. Arve Fy, F1, F>,..., kus Fy = 0 ja F; = 1 ning iga naturaalarvu n korral F,4; =
F,, + F,—1 nimetatakse Fibonacci arvudeks.

167. Toestage Fibonaccijada jaoks jargmised viited.
a) Iga n>0korral F3, on paarisarv.
n

b) Igan>0korral ) (F;)?=Fp-Fps1.
i=0
1
) Igan>1korral ) F;=Fy.1-1.
i=0
d) Igan>1korral Fi + F3+ F5+ -+ Fop_1 = Fop.
e) Igan>0jam>1korral Fy,1p, = FyFrg1 + Fr—1 F.
f) Igan2lkorral Fy—-F+F—F3+-—Fop_ 1+ Fop=Fop_1 - 1.
g Igan>1korral F—1 Fpq1 —F,Zl =(-1)"

h) Igan20korra1Fn:1[(1+\/g) _(1—\/5) ]

V5 2 2

168. Leidke viga viite ,Koik linnud on iihte varvi“ tdestuses.
Baas. Kui n = 1, siis on meil tegemist iiheainsa linnuga ja vdide kehtib.
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Samm. Eeldame, et vdide kehtib k linnu korral. Vaatleme k+1lindu Ly, ..., L. Jattes esial-
gu viimase linnu vilja, saame induktsiooni eelduse pdhjal, et linnud L, ..., Ly on tihte varvi.
Jéttes vilja esimese linnu, ndeme, et kalinnud Ly, ..., Li,; on iihte varvi. Siit jareldub, et lind
Lj+1 on sama varvi nagu linnud Ly, ..., Lg, seega on koik k + 1 lindu tihte varvi.

169. Leidke viga viite ,Koik positiivsed tdisarvud on omavahel vordsed“ tdestuses.

Mirkigu tihis max(x, y) arvude x ja y seast suurimat. Toestame viite induktsiooniga arvu
max(x, y) védrtuse jargi.
Baas. Kui max(x, y) = 1, siis peab olema x = y = 1, sest tegemist on positiivsete tdisarvudega.
Samm. Eeldame, et vdide kehtib arvude puhul, mille maksimum on k. Olgu niiiid arvud x ja
y sellised, et max(x, y) = k+1. Viimane vordus on samavéirne vordusega max(x—1, y—1) = k.
Induktsiooni eelduse pdhjal x—1=y—1, millest x = y.

170. Olgu x; ja x, ruutvorrandi x* + px —1 = 0 lahendid, kus p on paaritu tiisarv, ning
tdhistagu y, = x{' + x5 iga n =0,1,2,... korral. Toestage, et siis iga n korral y, ja y,+1 on
tihistegurita tdisarvud.

171. Puslet pannakse kokku sammhaaval. Sammuks on kas tiiki ithendamine olemasoleva
plokiga, v6i kahe ploki thendamine. Tdestage tugeva induktsiooni meetodil, et kuidas tahes
sammusid 14bi viia, on n-tiikilise pusle kokkupanekuks tarvis n — 1 sammu.

172*. Toestage, etarvude 17,27,37, ..., (p-1)” jagamisel arvuga p* tekkinud jazkide sum-
3_ .2
maon 2—”

, kui p on kahest suurem algarv.

Ndpundide: Kasutada binoomvalemit.

- . s 1 .
173*. Toestage, et kui n positiivse reaalarvu xj, X2, ..., X, korral x1 + X2 +...+ x < >’ siis

(l—xl)(l—xg)-...-(l—xn)2%.

1 1 n
174*. Olgu§; = 1+§+~-~+7,kusj€l\|.T6estage, etiga n eN korral 1+5 <Son<1l+n.
J

175%. Toestage, et iga naturaalarvu m > 2 ja iga naturaalarvu N > m jaoks kehtib vérratus

\/m\/ (m+1)V..V/N<m+1.
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7. Toestamise erinevad meetodid
Otsene toestus
Definitsioon. Tdisarvu n nimetatakse paaris tdisarvuks, kui ta jagub kahega ehk on kirjutatav

kujul n =2k, kus ke Z.

Definitsioon. Tdisarvu n nimetatakse paarituks tdisarvuks, kui ta ei jagu kahega ehk on kir-
jutatav kujul n=2k+1, kus k€ Z.

176. Kolmekohalise arvu numbrid on jarjestikused naturaalarvud. Moodustatakse uus kol-
mekohaline arv, kirjutades esialgse arvu numbrid vastupidises jarjekorras. Toestage, et suu-
rema ja vdiksema arvu vahe on 198.

177. Toestage, et kahe paarisarvu summa on paarisarv.

178. Toestage, et kahe ratsionaalarvu summa on ratsionaalarv.

179. Toestage, et kui n on paaritu tdisarv, siis n* on paaritu arv.

180. Toestage, et kui m ja n on mélemad tédisruudud, siis mn on tédisruut.

181. Toestage, et kui kahe naturaalarvu korrutis on paaritu arv, siis nende summa on paa-
risarv.

182. Toestage, et kahe jérjestikuse naturaalarvu ruutude summa on paaritu arv.

183. Kolmekohalise arvu numbrid on jérjestikused naturaalarvud. Moodustatakse uus kol-
mekohaline arv, kirjutades esialgse arvu numbrid vastupidises jdrjekorras. Téestage, et suu-
rema ja vdiksema arvu vahe on 198.

184. Toestage, et kui kaks 16iku jaotavad l6ikumisel teineteist pooleks, siis nende 16ikude
otspunktidevahelised kaugused on paarikaupa vordsed.

185. Toestage, et kui tdisarvude x ja y korral on xy ja x + y molemad paarisarvud, siis x ja
y on molemad paarisarvud.
Népundide. Tdestage antud impliatsiooni A == B korral implikatsioon -B == - A. Eeldage, et x ja
y ei ole korraga paarisarvud. Néidake, et xy ja x + y ei ole korraga paarisarvud. Uldisust kitsendamata
voib eeldada, et x on paaritu arv. Vaadelge eraldi juhtusid, kus y on paaritu arvja y on paarisarv.

12n+1
30n+2

186. Toestage, et murd on taandumatu mistahes positiivse tdisarvu n korral.
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187. Toestage, et kui a+b*=1 ja c®+d? =1, siis |ac + bd| < 1. Téestamisel kasutage trigo-
nomeetrilist asendust.

188. Toestage, et kui kolmnurga sisenurgad on a, fjayjasina:sinf:siny =4:5:6, siis
cosa:cosf:cosy=12:9:2.

189. Todestage, et kui kolmnurga kiilgedele a ja b tdommatud mediaanid on risti, siis kehtib
kolmnurga kiilgede vahel seos: a” + b* = 5¢°.

Vastuviiteline toestus

190. Toestage vastuvditeliselt, et kui kahe arvu korrutis on paaritu arv, siis nende summa
on paarisarv.

191. Toestage, et kui n on tédisarvja n® on paaritu arv, siis # on paaritu arv.

192. Niidake, et 22-st jérjestikusest pdevast vihemalt neli peab langema samale nidala-
pdevale.

193. Toestage, et 64 vabalt valitud pdeva seas on vdhemalt kiimme sellist, mille nddalapie-
va nimetus on sama. (Saab kasutada Dirichlet’ printsiipi.)

194. Tdestage, et 25 vabalt valitud pdeva seas on vdhemalt 3 sellist, mille kuu nimetus on
sama.

195. Toestage, et peol, kus on n > 2 inimest, vdhemalt kahel inimesel peab sellel peol ole-
vate inimeste hulgast sama palju sopru olema.

196. Toestage, et kui n on naturaalarv ja 3n + 2 on paaritu arv, siis 7 on paaritu arv.
197. Toestage, et kui x on paaritu arv, siis V2x ei ole tdisarv.

198. Niidake, et kui ¢ on paaritu arv, siis vorrandil x?+x—-c =0 ei ole tiisarvulisi lahendeid.

199. Toestage, et algarvude hulk on 16pmatu.

200. Toestage, et kui n on kordarv (mittealgarv), siis ta jagub algarvuga, mis on viiksem voi
vordne /7.

201. Toestage, et ithikruudu diagonaali pikkus ei esitu ratsionaalarvuna.
202. Toestage, et kui reaalarvu x korral on 8 irratsionaalarv, siis ka x on irratsionaalarv.

203. Toestage, et kui positiivse reaalarvu x korral on x irratsionaalarv, siis ka v/x on irrat-
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sionaalarv.

204. Toestada, et ei leidu sellist ratsionaalarvu r, et r°> + r + 1 = 0. Napundide. Vastuviiteliselt.
Kui r = a/bja aja b on tiisarvud, mille suurim iihistegur on 1, siis asendage r = a/b seosesse PPar+l=
0, korrutage selle vorduse mdlemad pooled ldbi arvuga b ja analtitisige saadud vorduse pohjal, kas a
ja b kumbki saab olla paarisarv vdi paaritu arv.

205. Tahvlilonarvudl,2,...,2000. Tahvlilt kustutatakse samm-sammult kaks arvu ja kum-
magi asemel kirjutatakse nende arvude aritmeetiline keskmine. Toestage, et tihelgi hetkel
pole tahvlil ainult arvud 1000, 1000, ..., 1000.

206. Nummerdame korrapdrase viisnurga kiiljed ja diagonaalid arvudega 1, 2, ..., 10 ja
vaatleme koikvoimalikke kolmnurki, mille tippudeks on esialgse viisnurga tipud. Tdestage,
et pole voimalik, et selliste kolmnurkade kiilgede arvude summad osutuvad vordseks.

207. Toestage, et igal peol leidub kaks pidulist, kes on tuttav sama arvu teiste pidulistega.
(Tutvuse seos on stimmeetriline: kui A on tuttav B-ga, siis B on ka tuttav A-ga.)

208. Toestage, et 51 pidulisega peol leidub alati inimene, kes tunneb paarisarvu teisi pidu-
lisi.

209. Toestage kahel erineval moel, et arv n° — i jagub arvuga 5 iga naturaalarvu n korral.

Kontraniited

210. Liikake jargmised viited kontrandidete abil iimber.
a) Olgu aja b tdisarvud. Kui a|bja b| a, siis a = b.
b) Kui a, b ja c on tdisarvud nii, et a | (bc), siis a| bvoia | c.
¢) Kui n on positiivne tdisarv, siis n’+n+41on algarv.
d) Igareaalarvu x korral, > X2
e) Iga positiivse reaalarvu x korral, 2x% > x.
f) Vx,yeR, \/x+y< ﬁ+ﬁ
g) VxeR, #x.
h) VxeR, |x|>0.
i) Vx,yez, [x2:y2 = x=y].
j) VxeZ3yeZ, y2 =X.

211. Vorrelge kolme viidet ja tdestage voi liikkake kontranditega timber:
a) arv2" +1 on algarv vaid siis, kui n on algarv;
b) arv2" -1 on algarv vaid siis, kui n on algarv;
c) arv2"+1 on algarv vaid siis, kui 7 on arvu 2 aste.
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Samavidrsete tingimuste toestamine (Ekvivalentsi tdestus)

212. Olgu x,y € Z. Toestage, et 4 | (x* — y*) siis ja ainult siis, kui mélemad x ja y on paaris-
arvud voi molemad x ja y on paaritud arvud.

213. Toestage, et 3 | (2n® + 1) siis ja ainult siis kui 3 4 .

214. Toestage, et neljakohaline arv abcd jagub 101-ga siis ja ainult siis, kui ab - cd = 0.

Olemasolu konstruktiivne tdestus
215. Toestage, et leidub sada jarjestikust naturaalarvu, millest {ikski ei ole tdisruut.
Napundide. Selgitage, mitu tdisarvu on tdisarvu n korral n? ja(n+ 1)2 vahel.

216. Toestage, et kahe jarjestikuse algarvu vahe voib olla kui tahes suur (ehk iga naturaal-
arvu n korral leidub n jérjestikust tdisarvu, millest tikski ei ole algarv).

Olemasolu ja iihesus
217. Toestage, et iga naturaalarvu n korral leidub tdpselt iiks naturaalarv m, mille korral
m*<n<(m+1)=%

218. Toestage, et kui a ja b on reaalarvud ja a # 0, siis vorrandil ax + b = ¢ leidub parajasti
tiks reaalarvuline lahend.

219. Olgu a ja b on paaritud tdisarvud, kusjuures a # b. Toestage. et leidub tépselt iiks
selline tdisarv ¢, et |a—c| = |b-c|.

220. Toestage, et kui a on irratsionaalary, siis leidub iiheselt tidisarv m nii, et |a - m| <1/2.

221. Toestage, et kui n on paaritu tdisary, siis leidub tépselt iiks selline tdisarv k nii, et n on
arvude k-2 ja k+ 3 summa.

222. Toestage, et kui r onreaalary, siis leiduvad tiheselt tdisarv n ja reaalarv e nii, et 0 < e < 1
jar=n+e.
Leidke toestuses olev viga.

223. Juku arutleb: —1 =1, sest (—~1)* = 1%, Kus on viga?

224. Olgu mja n suvalised arvud ning vaatleme kehtivat vordust

2

m? -2mn+n®=n?-2mn+m? ehk (m-n)? = (n-m)?.

Viimasest vordusest jareldame, et m — n = n— m ehk 2m = 2n, millest m = n. Seega, iga kaks
arvu on vordsed! Kus on viga?
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225. Vaatleme vordust a’—a® = a*—a® ehk a(a-a) = (a—a)(a+a). Jagame viimase vorduse
molemaid pooli teguriga a — a ja me saame, et a = a+ a ehk a = 2a. Seega, iga arv on vordne
oma kahekordsega! Kus on viga?

Piisavus ja tarvilikkus -
226. Toestage, et neljakohaline arv abcd jagub 101-ga siis ja ainult siis, kui ab - cd = 0.

227. Selleks, et kolmnurga ABC iiks nurk oleks 60° on tarvilik ja piisav, et kehtiks vordus
sin3a +sin3f +sin3y = 0.
(Opikus leidus jargmine tdestus.) Tarvilikkus. Eeldame, et a = 60°, siis §+7 = 120° ja
sin3f =sin (360° —3y) = —sin3y.

Seega sin3a +sin3f +sin3y = 0.
Piisavus. Eeldame, et sin3a +sin3f + sin3y = 0. Kehtivad vérdused

Hoth) oo D) o 3D
2 2 2

sin3a +sin3f +sin3y =2sin

3(a+ 3 3
:4sinMcos—acos—ﬁ.
2 2 2

Korrutis on 0, kui vihemalt {iks tegureist on 0: sin =0, a+f=120° jay = 60° voi

3(a+p)
2

3a o .. 3B o
0057:0,05:60 VOlCOS7:0,ﬁ:60.

Uurige tdestust. Millised on téestuse etapid? Kas koik on arusaadav?

228. Toestage viide, selleks, et kolmnurga iiks nurkadest oleks 36° voi 108°, on tarvilik ja
piisay, et
sin5a +sin56 +sin5y = 0.

229*. Seitseteist matemaatikut erinevatest riikidest on kdik omavahel kirjavahetuses. Iga
kaks matemaatikut kirjutavad omavahel iihes kolmest keelest: inglise, prantsuse v6i vene.
Toestage, et leiduvad kolm, kes kirjutavad omavahel iihes ja sellessamas keeles.

230*. Lopmatul malelaual paiknevad 5102 maleratsut. Toestage, et nende hulgast on voi-
malik vélja valida 2015 sellist, millest tikski pole teise tule all.

231*. Tasandi koik punktid on varvitud kasutades
a) kahte
b) kolme
varvi. Toestage, et alati leidub kaks sama vérvi punkti, mille vaheline kaugus on 1 iihik.
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8. Funktsioonid

Definitsioon. Olgu X ja Y hulgad. Kui on antud eeskiri, mis seab hulga X igale elemendile
vastavusse tédpselt {ihe hulga Y elemendi, siis 6eldakse, et on defineeritud funktsioon f, ja
kirjutatakse f: X — Y. Kui elemendile x € X seatakse vastavusse y € Y, siis kasutatakse kirju-

tisty=f(x) voiy= fxvoi f:ix—y.

Definitsioon. Funktsioone f: X — Y ja g: Z - W nimetatakse vordseteks, kui X = Z, Y =W
ja f(x)=g(x)iga xe X(= Z) korral.

Definitsioon. Vaatleme funktsiooni f: X — Y. Hulka G(f) = {(x, f(x)) | x € X} nimetatakse
funktsiooni f graafikuks.

Funktsiooni Iy : X — X eeskirjaga Ix(x) =x Vxe€ X nimetatakse samasusteisenduseks.

232. Skitseerige antud funktsioonide graafikud (x € R):
3

a) f(x)=1-|x|; x°,  kuix<O,
1-x2, kui x <0, o f(x)=1 0, kuio< x<1,

b) f(x)=4 1/x, kui0<x<2, 2x, kuix>1.
1/2, kui x > 2.

233. Olgu fi: X — Yja fo: X — Y. Toestage, et fi = f» parajasti siis, kui G(f1) = G(f2).

234. Olgu fi: X » Y ja fo: X —» Y. Ndidake, et G(f1) UG(f2) (samuti G(f1) nG(f2)) on
mingi hulgal X madratud funktsiooni graafik parajasti siis, kui fi = f>.

Olgu X universaalne hulk.

Definitsioon. Hulga A c X karakteristlikuks funktsiooniks nimetatakse funktsiooni y4 : X -
{0,1}, kus

1, kui x € A,
xa(x) :{ 0, kui xe X\ A.

235. Toestage seosed:
S) X@((x))EO(, )()X(x)(El); €) xasB(x)=xa(x)-xa(x)xs(x);
) xa(x)xa(x)=xa(x); Ax)=1- .
0 Xann ()= x4 (XY x5 () D aw () =1 xalx):
d) yaus(x) = xa(x) +x8(x) = xa(x)x8(x);8) xaxs((x,¥)) = xa(x)x5(y)-
236. Naidata, et y,  4,(x) = rr_le;XXAi(x), Xy a; (X) = miIn)(Ai(x).

237. Avaldage y s p funktsioonide y 4 ja yp kaudu.
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238. Hulga karakteristliku funktsiooni abil t6estage, et kehtivad vordused:

a) (AnB)U(ANB)=4; d) AN(BNnC)=(ANB)U(ANC);
b) An(BuC)=(AnB)U(AnC); e) (ANB)NC=A~N(BuUC);
c) Au(BnC)=(AuB)n(AUC); f) (AuB)xC=(AxC)u(BxC).

239. Toestage, et AA(BAC)=(AAB)AC.

Definitsioon. Olgu antud funktsioon f: X — Y ja olgu x € X ning y € Y. Kui y = f(x), siis
elementi y nimetatakse elemendi x kujutiseks ja elementi x nimetatakse elemendi y origi-
naaliks.

Definitsioon. Kui A c X, siis hulka
f(A)={yeY|leidubxe Anii,et y=f(x)}={f(x)eY |xe A}

nimetatakse hulga A kujutiseks.

Definitsioon. Kui B c Y, siis hulka
£ (B) = {xeX| f(x)€ B}
nimetatakse hulga B originaaliks.
240. Olgu antud funktsioon f ja element x. Leidke elemendi xq kujutis f(xp).
a) f:N=N, f(x)=x*+x+1, x=3
b) f: {Riigid} — {Inimesed}, f(x) =riigi x riigipea, xo = Eesti
c) f: N—=N, f(x)=arvu x erinevate algtegurite arv, xo = 360

X2 x*-1
d f:7-7, f(x):z, kui x on paaris, f(x)= 1

, kui x on paaritu, xyp=-5

241. On antud funktsioon f:R — R ja element y € R. Leidke koik elemendi y, originaalid:
a) f(x)=4-x%10)y=0;ii)yo=4; iii)yo=2;
b) f(x)=3%i)y0=3;ii)yo=1;iii)yo=5.
242, Leidke koik elemendi yy originaalid funktsiooniga f.
a) f:N=N, f(x)=Ix], yo=2
b) f:R-R, f(x)=x(x-1), yo=6
¢ f:Z-7Z, f(x)=x mod5 (s.t. f(x) onjddk x jagamisel arvuga 5), yo =3
d) f:RxR-R, f((r,s))=(r+2)*+(s-3)% yo=4
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243. On antud funktsioon f ja hulk A. Leidke hulga A kujutis f(A):

a f:R-R f(x)=x, A=[1,2]; d) f:R->R, f(x)=-3x, A=[0,3];
b) f:N=R,f(x)=(-1)" A={2} e) f:R->R,f(x)=[x-1], A=[0,3];
¢ f:N-R f(x)=(-1)",A={2,4,6,8,...}f) f: R—>R, f(x)=(x-2)% A=[1,4];

244. Vaatleme funktsiooni f: R — R, f(x) = x* +2x +2. Leidke jirgmised hulgad.
a) f({-1,0,1}) o f([-22]) e) f((=o0,0])
b) f([-1,1]) d) f([-5-3]u[0,3]) ) f(R)
245. On antud funktsioon f ja hulk B. Leidke hulga B originaal f~!(B):
a) f:R->R, f(x)=cosx, B={0}; c) f:N=>R,f(x)=(-1)% B=(0,00);
b) f:N-R, f(x)=(-1)% B={1}; d) f:R->R, f(x)=-3x,B=]0,3].
246. Vaatleme funktsiooni f: R — R, f(x) = x* +2x +2. Leidke jargmised hulgad.

a) f'({-1,0,1}p) f7'([-22]) © f'([10,50]) d) f~'((~00,0]) &) f'(R)

247. Olgu f: R—>R, g: R>R, f(x) =|x]:=max{m e Zm < x}. g(x) = [x]:=min{m ¢
Z|m > x}. Leidke jargmised hulgad.

a) fH({o}), g'({o}) o fl{x|o<x<1}), g l'({x]o<x<1})
b) f({-1,0,1}), g '({-1,0,1})

248. Olgu m, ke Z. Leidke f~'({m}), f ' ({m,m+1}), f([k, k+1]), f([k, k+2]) jirgmiste
funktsioonide f: R — R jaoks:

Q) f()=[lx-5]+5] o f)=T5-23])
b) F() =15~ [+ 1] d f(x)=[2051+5]
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249. Olgu f: X —Y, A;,A» c X, B;,By c Y. Toestage, et kehtivad jairgmised viited:

a) Ajc A= f(A1)c f(A2); d) f7'(B1uBy) = (B)uf T (By);
b) f(A1UA2)=f(A1)Uf(A2); e) fH(BinBy)=f""(B1)n [ (By);
c) BicBy= f 1 (B1)cf(B); ) fU(BiNBa) =1 (B~ f71(By).

250. Toestage jargnevad vordused:

a) f(UA)=Ur(A); b fH(UBa)=Ur " (Ba)i © f((MBa)=S"(Ba).

251. Olgu f: X —»Y,Bc Y. Toestage, et f (Y \B)=X~ f'(B).
252. Olgu f:X — Y, Ac X. Leidke niiide, kus (X~ 4) § ¥\ f(A).

253. Olgu f: X - Y,Ac X,Bc Y. Toestage jargnevad sisalduvused ja tooge nditeid, kus
need sisalduvused ei ole vordused.

a) Ac fU(f(A)) b) f(f'(B))cB

254. Olgu f:X —»Y,Ac X,Bc Y.TGestage, et f(A)c B< Ac f '(B).

Definitsioon. Funktsiooni f : X — Y nimetatakse injektiivseks ehk iiksiiheseks, kui iga paari
x1,X2 € X, X1 # x, korral f(x1) # f(x2).

Definitsioon. Funktsiooni f : X — Y nimetatakse siirjektiivseks ehk pealekujutuseks, kui
f(x)=v.

Definitsioon. Funktsiooni nimetatakse bijektiivseks, kui ta on injektiivne ja siirjektiivne.

Definitsioon. Funktsioonide f: X - Y ja g: Y — Z korrutiseks ehk kompositsiooniks nime-
tatakse funktsiooni g f : X — Z, mis méaratakse vordusega

(8)(x)=g(f(x)), xeX.

Definitsioon. Substitutsiooniks hulgal M # @ nimetatakse mistahes bijektiivset kujutust
f:M—-> M.

Kui funktsioon f: X — Y on bijektiivne, siis saab defineerida pdérdfunktsiooni f iy X,
mis igale elemendile y € Y seab vastavusse tema originaali x € X funktsiooniga f teisenda-
misel, st

') =xey=f(x).
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255. Otsustage, kas jargmised funktsioonid on siirjektiivsed.

a) g:N-=>N, g(x)=x+2 b) p: Z~7Z, p(x)=x+2

256. Maidrake, kas funktsioon f on injektiivne, siirjektiivne voi bijektiivne kujutus.
Pohjendage (tihistame R, = {x | xR, x> 0}):

a) f:R->R, f(x)=3x-2; g f:R—>[-1,1], f(x) =sinx;

b) f:R-R, f(x)=2% h f: [_7 7] [-1,1], f(x) =sinx;
o) f:R—>Ry, f(x)=x%
i f: (_7 —)—>[R€ f(x)=tanx;

d) f:Ry >Ry, f(x)=x% 2
e) f:R-R, f(x)=x> j) f:R—>R, f(x)=cosx;
f) f:R—>R, f(x)=sinx; k) f:(0,m) >R, f(x)=cotx;

257. Maidrake, kas funktsioon f on injektiivne, siirjektiivne voi bijektiivne kujutus.
Pohjendage.

a) f: Z->N, f(n)=1+n+3|n|; ¢ f:Z-7Z, f(x)=(-1)*x
b) £ N7, f(n)= (-1)"n. NN o o
d) f:N->N, f(x)=1+ 5

258. Maidrake, kas funktsioon f on injektiivne, siirjektiivne voi bijektiivne kujutus.
Pdhjendage.

a) f: R? - R?, f(x,y)=(x+y,x-y) C) §:ZxZ—~7ZxZ, g(mn)=(2m,m-n)
b) g: ZxZ -7, g(mn)=m*-n

259. Tadhistame tdhega E paarisarvude hulga. Iga jargmise funktsiooni f: Z — E korral
otsustage, kas f on injektiivne voi siirjektiivne. P6hjendage oma vastust

2X, kui x on paaritu 4-2x, kuix on paaritu

a) f(x) :{ b) f(x) :{

4-x, kuix on paaris 2x, kui x on paaris

260. Olgu funktsioon f: [0,1] x{1,2,3} - [1,4] antud kujul f(x,y) = x + y. Ndidake, et f
on siirjektiivne, aga ei ole injektiivne.
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261. Olgu funktsioon g: [1,4] - [0,1] antud kujul g(x) = 7. Néidake, et g on injektiivne,
aga ei ole stirjektiivne.

262. Olgu X =Nu{-1,3.5} ja Y =Nu{0}. Leidke funktsioon f: X — Y, mis on injektiivne
ja siirjektiivne ning f(2) = 3.

263. Olgu antud kahe muutuja funktsioon g: Z x Z — Z nii, et g(m,n) = m* - n.
a) Kas funktsioon g on iiksithene? Kas funktsioon g on pealekujutus?
b) Arvuta funktsiooni vairtused g(0,3), g(3,-2), g(-3,-2) jag(7,-1).
c) Leia funktsiooni g vddrtusele 0 vastav originaalide hulk. (Kasuta hulgasiimboolikat!)
d) Leia funktsiooni g vddrtusele 5 vastav originaalide hulk.

264. Olgu ¢: A — B bijektsioon. Toestage, et
a) (p_l on bijektsioon,
b)¢p~lp =14,

c) (p(pfl = Ip.

265. Toestage, et funktsioon f: X — Y rahuldab tingimust
f(AnB)c f(A)nf(B) VABcX
ning vordus f(AnB) = f(A) n f(B) kehtib parajasti siis, kui f on injektiivne.
266. Toestage, et f([)Aa) c[ )f(Aq). Tooge niide funktsioonist f ja hulkadest Agq, kus
F(NAa) = f(Ag). Ncia'punéiidg: vaadelda projekteerimisteisendust.
a a

267. Hulga X iga osahulga A korral toestage, et f(X \ A) c Y \ f(A) parajasti siis, kui f on
injektsioon.

268. Hulga X iga osahulga A korral tGestage, et f(X \ A) > Y \ f(A) parajasti siis, kui f on
siirjektsioon.

269. Tooge nidide funktsioonist f tdisarvude hulgast positiivsete tdisarvude hulka, mis
a) Oninjektiivne, aga ei ole siirjektiivne.
b) On siirjektiivne, aga ei ole injektiivne.
¢) Oninjektiivne ja siirjektiivne.

d) Eiole injektiivne ega siirjektiivne.
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270. Hinnake jargmist tdestust hindega A, C v6i E kus hinne A antakse korrektse tdestuse
eest, hinde C saab osaliselt dige toestuse eest ja hinne F tdhendab, et tdestus on vale. Poh-
jendage oma hinde panemist.

—-X, kui x e R\Q
2x2—\/§, kuixe@
Toestus: Olgu x # y. Siis 2x* —\/2#2y* —\/2ja —x # —y. Seega f(x) # f(y), mis toestab, et f
on injektiivne.

Viide: Funktsioon f: R — R kujul f(x) = { on injektiivne.

271. Olgu Aja B mittetiihjad hulgad. Defineerime funktsiooni
p1: AxB— A, p1(a,b)=a,
iga (a, b) € A x B korral. See on esimene projektsiooni funktsioon.
a) Kas funktsioon p; on siirjektsioon? P6hjendage oma vastust.
b) Kui B = {b}, kas funktsioon p; on siis injektsioon? P6hjendage oma vastust.

¢) Millis(t)e tingimus(t)e korral ei ole funktsioon p; injektsioon? Koostage vastav vdide ja
toestage see.

272. Olgu C kaikide 16igus [0, 1] pidevate funktsioonide hulk. Defineerime funktsiooni A:
C — Rjargnevalt: iga f € C korral

1
AN = [ @z
0

Kas funktsioon A on injektsioon? On see siirjektsioon? P6hjendage oma vastuseid.

273. Olgu A={(m,n)|meZ,neZjan=0}.Defineerime funktsiooni f: A — Q jirgnevalt:

iga (m,n) € Akorral f(m,n) = m+n.
n

a) Kas funktsioon f on injektsioon? P6hjendage oma vastust.

b) Kas funktsioon f on siirjektsioon? P6hjendage oma vastust.

Tahistame A® = { f: B> A| f on funktsioon}.

274. Olgu hulkade Aja A; vahel ning B ja B vahel tiksiihesed vastavused (e. bijektsioonid).
Toestage, et siis on liksiitheses vastavuses ka hulgad
a) AXBjﬁAl x By,
b) A% ja AP,
c) AUBjaA1 UBl,kuiAﬁB:@jaAlﬁBl =yd.
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275. Korraldage iiksiihene vastavus jirgmiste hulkade vahel:
a) AxBjaBxA,

b) Ax (BxC)ja(AxB)xC,

) (AxB)ja A x B®,

d) (AB)Cja ABXC'

e) ABYCja ABx AC kui BnC=2.

276. Olgu A ja B hulgad, B # @. Defineerime funktsioonid f : P(B) -~ P(B), g: P(B) -
‘P(B) valemitega f(X)=XuUAja g(X)=Xn A. Mis tingimusel on f voi g injektiivne funkt-
sioon? Mis tingimusel on f voi g siirjektiivne funktsioon?

277. Olgu C # @ ja A,B c C ning f,g: P(C) - P(C) x P(C) funktsioonid, kus f(X) =
(XUAXUB), g(X)=(XnAXnB)iga X € P(C). Mis tingimustel on f voi g injektiivne
funktsioon?

278. Olgu f(x)=3x, g(x) =x+1jah(x) = x* +2. Leidke

a) (f&)(3); o (gf)(x); e) (fh)(x); g (gh)(x);

b) (fg)(-6); d) (fh)(2); ) (hf)(x); h) (hg)(x).
279. Olgu f(x)=x*-1ning g(x) =3 - x. Leidke

a) (gf)(1); b) (fg)(-4); o (fg)(x+1); d) (fg)(x+2).
280. Olgu f(x)=x>+3ning g(x) = x—4. Leidke (fg)(x)ja (g f)(x) ning lahendage
vorrand (fg)(x) = (8/)(x).
281. Leidkegf, fg, gz,f3,kui

a) f(x)=2x+1ljag(x)=3x-1; b) f(x)=x*jag(x)=2"

282. Leidke f~!, kui

a) f(x)=3x-1; ) f(x):ix“_’; e) f(x)=2x>+3;
b) f(x)=2"-3; d) f(x)=v3x-3; B f(x)= 25, x45.

5-x’

283. Leidke gf, fg, g°, f° kui f ja g on substitutsioonid hulgal X:

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
a) x:{1,2,3,4,5},f:(3 1 2 5 4)’ :(5 1 2 3 4)

)

1 23 456 1 23 456

b) X={1,2,f'a,4,5,6},f=(6 1 5 3 4 2)’g:(6 5 1 4 3 2);
1 23 456 1 23 456

c) X={1,2,3;4»5’6}!f:(3 1 2 6 5 4)’g:(6 5 4 3 2 1)



284. Leidke f_l, g_l, g_zfg, f3g2, kui f ja g on substitutsioonid hulgal X:

1 2 3 4 1 2 3 4
) X:{1’2'3’4}’f:(2 1 4 3)'g:(4 1 2 3)‘

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
b) X:{1’2’3’4’5}’f:(2 315 4)’g:(3 2 1 5 4)‘

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
© X:{1’2’3’4’5}’f:(2 1 4 3 5)’g:(4 5 3 2 1)‘

285. Toestage, etkui f: X - Yjag:Y — X korral gf = Ix, siis f on injektiivne ja g on
stirjektiivne.

286. Toestage, etkui fi: XY, Lo: X—->Y,g:Y > Z, gfi = gf>ja g on injektiivne, siis
fi=fo

287. Toestage,etkui f: XY, g1: Y > 2, 8:Y > Z, g1f =gf ja f onsiirjektiivne, siis
81 =82

288. Olguf:X—>Yjag:Y — Z.0lgu h=gf. Toestage voiliikake iimber jirgmised viited.
a) Kui f ja g oninjektiivsed, siis ka & on injektiivne.
b) Kui f ja g on stirjektiivsed, siis ka & on siirjektiivne.
¢) Kui f ja g on bijektiivsed, siis ka % on bijektiivne.
d) Kui k on injektiivne, siis ka f on injektiivne.
e) Kui & on injektiivne, siis ka g on injektiivne.
f) Kui & on siirjektiivne, siis ka f on siirjektiivne.
g) Kui h on siirjektiivne, siis ka g on siirjektiivne.

289. Olgu X, Y ja Z mittetiihjad hulgad ja f : X - Y ning g: Y — Z funktsioonid. Téestada
viited:
a) Kui f on siirjektiivne ja g f on injektiivne, siis g on injektiivne.
b) Kui g on injektiivne ja g f on siirjektiivne, siis f on siirjektiivne.

290*. Leidke koik sellised funktsioonid f:R — R, mis rahuldavad iga reaalarvu x korral tin-
gimust f(2015x + £(0)) = 2015x%.

291*. Leidke koik funktsioonid f:R — R, mis iga x, y € R korral rahuldaksid tingimust

flx-f(y)=xy.

292%, Olgu a selline reaalarv, et |a| + 1. Leidke kéik funktsioonid f:(0,00) — R, mis iga x €
(0, 00) korral rahuldaksid tingimust

axzf(§)+f(x)=i.

x+1
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293*. 1) Leidke koik siirjektiivsed funktsioonid f:R — R, mille korral mistahes x, y € R puhul

f+f()=f(x+y)+1.

2) Leidke koik injektiivsed funktsioonid f:R — R, mille korral mistahes x, y € R puhul

flx+f(¥)=f(x+y)+1

294*. Olgu R koigi jarjestamata reaalarvukolmikute hulk, kus arvud on mingi kolmnurga
kiiljepikkusteks. Olgu kujutus T: K — R defineeritud jargnevalt:

+b
kolmnurgale kiiljepikkustega a, b, ¢ seab T vastavusse kolmnurga kiiljepikkustega az ,
b+c c+a

Otzsustagze, kas T on korrektselt defineeritud, see tihendab 1) kas kolmikule {a, b, c} ja tema
mingile permutatsioonile seatakse vastavusse sama kolmik, 2) kas iga kolmnurga K ¢ 8 kor-
ral T(K) on kolmnurk.

Otsustage, kas T on injektiivne.

Otsustage, kas T on siirjektiivne.

Leidke koik kolmnurgad K € £ nii, et T(K) = K.

Néipundide: Mingid kolm reaalarvu on kolmnurga kiilgede pikkused parajasti siis, kui neist iga kahe
arvu summa on suurem kui kolmas arv.

295*, OlguS,={f:{1,2,...,n} - {1,2,...,n} : f onbijektsioon}. Elemendi f € S, jirguks
nimetame vdhimat naturaalarvu z nii, et fo fo...o f = e, kus e on samasusteisendus. (Kui

N—— —
n tegurit

sellist naturaalarvu n ei leidu, iitleme, et antud element f on l6pmatut jérku.)
Leidke koik voimalused, millist jarku elemente on substitutsioonide hulgas S;.

296*. Toestage, etiga f: X — Y korral leidub hulk Z, injektiivne kujutus g: X — Z ja stirjek-
tiivne kujutus h: Z — Y nii, et f=hog.

297*. Funktsioonide komponeerimine. Kirjutada Pythoni funktsioon nimega kompositsioon,
mis votab argumendiks suvalise arvu Pythoni funktsiooniobjekte f1, f5,..., f;, ning tagastab
nende kompositsiooni g.
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9. Hulga voimsus

Definitsioon.

1. Oeldakse et hulgad X ja Y on sama voimsusega ehk ekvivalentsed ja kirjutatakse | X| =
|Y| v6i X ~ Y, kui leidub bijektiivne kujutus f: X — Y. Kui hulgad X ja Y ei ole sama
voimsusega, siis kirjutatakse | X|# |Y|voi X + Y.

2. Oeldakse, et hulga X voimsus ei iileta hulga Y vdimsust ja kirjutatakse | X| < |Y], kui
leidub injektiivne kujutus hulgast X hulka Y.

3. Oeldakse, et hulga X voimsus on viiksem kui hulga Y voimsus ja kirjutatakse | X| < |Y],
kui | X|<|Y]ja |X] #]Y].

Definitsioon.
1. Oeldakse, et hulk X on 16plik, kui X = & voi leidub selline n €N, et | X| =|{1,..., n}|.
Oeldakse, et hulk X on Idpmatu, kui ta ei ole 16plik.
Oeldakse, et hulk X on loenduv, kui X ~ N.
Oeldakse, et hulk X on iilimalt loenduv, kui | X]| < |NJ.
Oeldakse, et hulk X on kontiinumi voimsusega, kui | X| = |R|.

o »n

Teoreem. Kui hulga A voimsus ei iileta hulga B voimsust ja hulga B voimsus ei iileta hulga A
voimsust, siis hulgad A ja B on sama véimsusega.

298. Otsustage, kas hulk on 16plik v6i ldpmatu. Kui hulk on 16pmatu, otsustage kas on loen-
duv véi mitte. P6hjendage.

a) X={-10,-9,-8,...,-1,0,1,2,...,5,6}; ¢ X=g;
b) X={10":xeN}; d) X=(1,2).

299. Esitage bijektsioonid f:N— M ja g: M — N jargmiste hulkade M korral (siin k € N)

a) M=17; d) M=Nu{-k,1-k,...,0};
b) M on paarisarvude hulk; e) M=Nu{a,a,...,ar};
¢) M on paaritute arvude hulk; f) M=NxN.

300. Hilberti hotellis on loenduv arv tube, koigis kiilalised. Kuidas paigutada uued kiilali-
sed, kui:
a) saabub rong miljoni kiilalisega;
b) saabub rongloenduva arvu kiilalistega;
c) saabub loenduv arv ronge, igas rongis loenduv arv kiilalisi.
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301. Kas hulk N on ekvivalentne enda mingi parisalamhulgaga?
302. Toestage, et iga lopmatu hulk sisaldab loenduva alamhulga.

303. Toestage, et hulk on 16pmatu parajasti siis, kui ta on ekvivalentne enda mingi périsa-
lamhulgaga.

304. Olgu Aja Bloenduvad hulgad. T6estage, et Au B on loenduv.

305. Olgu Aloenduv hulk ja B 16plik hulk. Toestage, et AuB ja A\ B onloenduvad ja AnB
on 16plik.

306. Toestage, et naturaalarvude hulga koéigi 16plike alamhulkade hulk on loenduv.

307. Esitage koigi naturaalarvude hulk N kujul |_J A,, kus hulgad A;, A,,... on 16pmatud
n=1
ja paarikaupa loikumatud.

308. Olgu A mittetiihi 16plik hulk. Nimetame teda tdhestikuks, tema elemente tédhtedeks
ja iga loplikku tdhtede jarjestikust kirjutist sdonaks. Kui a, b, ¢ € A, siis sonad on néiteks a ja
bacaa. Toestage, et koigi sonade hulk on loenduv.

309. Toestage, et koigi loplike binaarjirjendite hulk on loenduv. Téestage, et koigi binaar-
jadade hulk on kontiinumi voimsusega.

310. Toestage, et koikide ratsionaalarvuliste otspunktidega reaalarvude vahemike hulk on
loenduv.

311. Toestage, et hulkade A, B ja C korral kehtib: kui A~ Bja B~ C, siis A~ C.

312. Olgu Aja B hulgad. Toestage, et kui A\ B ~ B\ A, siis A~ B. Tuua ndide hulkadest A
ja B, mille korral vastupidine implikatsioon ei kehti.

313. Tooge nidide hulkadest A, B,C ja D, mille korral A~ Cja B~ D, kuid AuB+ CuD ja
AnB+CnD.

314. Olgu A, B,Cja D hulgad. Toestage, etkui A~ Cja B~ D, siis AxB~CxD.

315. Olgu X ja Y hulgad.
a) Toestage, etkui X c Y, siis | X| <|Y].
b) Toestage, etkui X ¢ Y ja Y onl16plik hulk, siis | X| <|Y].

316. Olgu X, Y ja Z hulgad. Toestage, et kui |X| <|Y|ja|Y|<]|Z], siis | X| <] Z].

317. Olgu A ja B loplikud hulgad. Toestage, et kui |B| < |A|, siis tikski kujutus A — B ei ole
injektiivne.
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318. Toestage, et reaalarvude vahemik (0, 1) ei ole loenduv.

319. Esitage konkreetsed bijektiivsed kujutused f: A - B, g: B — A hulkade A ja B vahel
(siina,b,c,deR,a<b,c<d):

a) A=(ab), B=(c,d) e) A=(-00,b), B=(c,0) 1) A=[a,b], B=[c,d)
b) A=(a,b), B=(-0c0,d) f) A=(-o0,b), B=R
) A=[a,b], B=(c,d)
c) A=(a,b), B=(c, ) g A=(a,), B=R
d) A=(a,b), B=R h) A=[a,b), B=(c,d) k) A=[a, o), B=(c, ).
320. Olgu X lopmatu hulk ja Y iilimalt loenduv hulk.

a) Toestage, et XUY ~ X.
b) Tdestage, et kui hulk X \ Y on l6pmatuy, siis X \ Y ~ X.

321. Mis on koigi irratsionaalarvude hulga véimsus?
322. Leidke koigi naturaalarvuliste liikmetega jadade hulga voimsus.
323. Leidke koigi naturaalarvuliste liikmetega kasvavate jadade hulga voimsus.

324. Olgu X koigi selliste reaalarvude hulk, mis kuuluvad vahemikku (0, 1) ja mille kiim-
nendesituses leidub number viis. Toestage, et X ~ (0,1). Toestage veel, et iga vahemiku
(a,b) c (0,1) korral leidub vahemik (¢, d) c (a, b) nii, et (¢,d) c X. Ndidake, et tdiendhulk
(0,1) \ X on l6pmatu.

325. Olgu A,, n=1,2,..., hulgad. Toestage, et kui iga hulk A,, n =1,2,..., on kontiinumi

oo
voimsusega, siis ka hulk (_J A, on kontiinumi véimsusega.
n=1

326. Tuua nidide kontiinumi véimsusega hulkadest A ja B nii, et a) An B on (i) 16plik, (ii)
loenduv, (iii) kontiinumi voimsusega. Ulesanne b) sisaldab samu alamiilesandeid (i)-(iii) na-
gu a), kuid hulga An B asemel on hulk A\ B.

327*. Olgu X reaalarvude hulga mingi loenduv alamhulk. Kas leidub a € R nii, et
{x+axeX}nX=2?

328*. Toestada, etleidub X c P(N) nii, et | X| = ¢, agaiga A, B € X korral on hulk AnB 16plik.
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10. Seosed

Definitsioon. Olgu X ja Y hulgad. Seoseks ehk relatsiooniks hulkade X ja Y vahel nimeta-
takse otsekorrutise X x Y mis tahes osahulka.

Kui R c X x X, siis ridégitakse seosest hulgas X. Paari (x, y) € R korral 6eldakse, et elemendid
X ja y on seoses R ning tahistatakse ka xRy.

Definitsioon. Olgu X ja Y hulgad. Seost R c X x Y nimetatakse funktsiooniks, kui
a) iga x € X korral leidub y € Y nii, et (x,y) € R
b) kuixe Xjay,zeY onsellised, et (x,y) € Rja(x,z) € R, siis y = z.

329. Olgu A={1,2,3,4}. Milliseid jérjestatud paare sisaldab seos R = {(a, b) : a|b}, mis on
mdadratud hulgal A?

330. Olgu A={1,2,3,4,5,6}. Esitage nooldiagrammi abil jirgmine seos
R={(x,y) € Ax A| x+ y on paarisarv }.

331. Esitage jirgmised hulgal X = {1,2,3,4} méiratud seosed maatrikskujul ja graafina.

a) R={(1,3),(2,1),(2,4),(3,2),(41)}; o R={(xy)[x>y}
b) R=g; d) R={(x,y)|~(x=y)}.

332. Esitage jirgmiste maatriksitega antud seosed paaride loeteluna hulgal X = {1,2,3,4}.

010 0 00 0 0
01 10 01 01
A Mr={g 1 o of O Mr={s o o of
100 1 010 1
01 1 1 01 1 1
00 1 1 101 1
by Ms=15 o o 1f dMp=ty 1 o 1|
000 0 1110

333. Olgu X ={1,2,3,4} jaY ={a,b,c}. Esitage seos R hulga X x Y alamhulgana (ehk paa-
ride loeteluna), kui tema maatriksesitus on

0 0

1
1 0
o of ®
1 0

[Erp——

(a)

- O O
—
— o O O

—
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334.

R xR.

a)
b)
c)

335.
a)

b)
c)
d)
e)
336.
a)
b)

c)
d)

337.

a)

338.

Esitage antud seosed visuaalselt tasandi punktipaaride hulgana. Eeldame, et (x,y) €

R={(x,y)|¥+y* =1} d) R={(x,y)|4x*+y*=16};
R={(xy)|x*+y* <1} e) R={(x,y)||x|=[y[};
R={(xy)|x*+y*>1}; f) R={(x,y)||x]+|y|=1}.

Tehke kindlaks, kas antud seos kehtib antud elementide vahel. P6hjendage iga vastust.
Hulgal Z on antud seos R = {(m, n) | m ja n jaguvad sama algarvuga}. Kas kehtib 22 R
452
Hulgal P({1,2,3,4,5}) (st hulga {1,2,3,4,5} koigi alamhulkade hulk) on antud seos
R={(A,B)| Aja B elementide arv on sama}. Kas kehtib {2,3,4} R {3,4,5}?

Hulgal RxR on antud seos R = {((a, b), (c,d)) | sirge labi punktide (a, b) ja (¢, d) ldbib
koordinaatide alguspunkti}. Kas kehtib (-6,9) R (8,-12)?

Koigi tdhtedest a ja b moodustatud 16plike sonade hulgal on antud seos R = {(s,t) | s
ja t algavad voi l6pevad sama tidhega}. Kas kehtib abbab R bbaba?

Koigi lausearvutusvalemite hulgal on antud seos R = {(F,G) | F ja G on mingil samal
vadrtustusel toesed }. Kas kehtib ~CA(B= A) RBvVC = -AAB?

Olgu R={(a,b) ||a-b| <2} seos tdisarvude hulgal Z.
Too néiteid elementide paaridest, mis kuuluvad seosesse R.
Leia koik tdisarvud x nii, et xR5 ja leia koik tdisarvud x nii, et 5Rx.
Kui voimalik, leia arvud x ja y nii, et xR8 ja 8Ry, aga arv x ei ole seoses R arvuga y.
Kui a € Z, leia koik tdisarvud x nii, et xRa.

Leidke arvupaarid, mis kuuluvad seosesse
R={(x,y)€ZxZ|x+y=xy}; b) R={(x,y)ezxz|Y +2x=0.
x
Kujutage graafiliselt seost {(x,y) e RxR || x| =|y]}, kus | x| tdhistab arvu x alumist

tdisosa, s.t. | x| € Z nii, et | x| < x < | x|+ 1.

339.

a)R=
b)R=
c)R=
d) R=

340.

a)

S O O -

Otsustage, kas jargmised seosed R c {1,2,3,4,5} x N on funktsioonid:
{(1,1),(3,2),(5,3),(3,4),(1,5)},

{(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5, 1)},

{(3,4),(5,9),(1,9),(2,3)},

{(1,2),(2,3),(3.4), (4,5), (4,1)}.

Otsustage, kas jargmised maatriksiga antud seosed R on funktsioonid:
0 0 O 01 1 1 1 1 0 O
1 0 0 1 01 1 01 1 0
o1 ol Plir 101 900001 1)
0 0 1 1 1 10 0 0 01
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d) 8

—_ o O =
O - - O
S O O o
o o O o
—_ o O ~
o o O o
— o O

0
1
1
0

— o O
=3
=

— =

341. Otsustage, kas jargmised seosed R c R x R on funktsioonid:

a) R=RxR, e) R={(1t):teR},

b) R=Rx[0,00), f) R={(t,2"):te[0,00)}u{(t,~1):t<0},
©) R=Rx{1}, 9 R={(tr2t)¢f€[O,OO)n}L;r{(t,—t):KO},
d) R={1} xR, h) R:{(tant,t),te(—g,g)}.

Definitsioon. Seost R c X x X nimetatakse
o refleksiivseks, kui xRx Vx € X;
* irrefleksiivseks, kui x R x Vx € X;
» siimmeetriliseks, kui xRy = yRx Vx,y € X;
¢ antisiimmeetriliseks, kui xRyAyRx=>x=y Vx,yeX;
e transitiivseks, kui xRy A yRz= xRz Vx,y,z€ X.

Definitsioon. Seose R c A x B podrdseoseks nimetatakse seost R~ c B x A, mis miiratakse
samaviirsusega bR 'a < aRb ehk R™' = {(b,a):(a, b) € R}.

Definitsioon. Seost A X = {(x, x) | x € X} nimetatakse diagonaaliks hulgas X.

342. Leidke koik seosed hulgas {a, b}, mis on:

a) refleksiivsed; b) siimmeetrilised; c¢) transitiivsed; d) antisimmeetrilised.

343. Olgu A = {1,2,3,4}. Milliseid omadusi (refleksiivsus, irrefleksiivsus, siimmeetrilisus,
antisiimmeetrilisus, transitiivsus) rahuldab seos R = {(a, b): a|b} hulgal A?

344. Olgu A={1,2,3} ja vaatame kolme seost hulgal A.
a) R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)};
b) R={(1,1),(1,3),(2,2),(3.2)}
o R={(1,2),(1,3),(2,3)}.

Milliseid omadusi rahuldavad need seosed?

345. Olgu A={1,2,3,4}. Tooge niide seosest R hulgal A, mis
a) onrefleksiivne, aga ei ole antisiimmeetriline ega transitiivne;
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b) ei ole refleksiivne siimmeetriline ega transitiivne;
¢) on siimmeetriline ja transitiivne;

d) eiole simmeetriline ega antisiimmeetriline;

e) on nii simmeetriline kui ka antistiimmeetriline.

346. Olgu X ={1,2,3,4}. Selgitage, kas seos R hulgal X on refleksiivne, siimmeetriline voi
antisimmeetriline ning esitage R hulga X x X alamhulgana (ehk paaride loeteluna), kui tema
maatriksesitus on

0100 01 1 1 00 0 0
0110 00 1 1 01 0 1
@ lo1 00 ® o001l © oo o0 o0
1 00 1 000 0 01 0 1

347. Selgitage, kas seos on transitiivne, kui tema maatriksesitus on

1010 01 1 1 01 1 1

1010 00 1 1 101 1
@11 010 ®Jooo 1l @110 ol

1010 000 0 1110

348. Kasreaalarvude hulgal antud seos xRy < x + y = 0 on refleksiivne? Irrefleksiivne?

349. Uurige, milliseid omadusi (refleksiivsus, simmeetrilisus, antisimmeetrilisus, transi-
tiivsus) rahuldavad jargmised seosed R hulgas Z:

a) xRy=x=y; ¢ xRy<=x<y,; e) xRye=x—-yeN;
b) xRy < x<y; d) xRy<|x-y|>1; f) xRy < x*>-y*=4.

350. Milliseid omadusi (refleksiivsus, siimmeetrilisus, transitiivsus, antisiimmeetrilisus)
rahuldavad jargmised seosed R hulgas R:

a) xRy < x=y% c) xRy<|x-y|22; e) XRy=x-yecQ;
b) xRy < |x|=y|; d) xRy <= x=-y; f) xRy < y<x%.

351. Olgu X # @. Milliseid omadusi (refleksiivsus, siimmeetrilisus, antisimmeetrilisus,
transitiivsus) omavad jagmised seosed hulga X koigi osahulkade hulgas P(X):
a) (A, B)€R < hulgad Aja B on loplikud ning neil on iihepalju elemente;
b) (A,B)eR< AnB=g;
¢) (AB)eR< AnB#g;
d) (A, B) € R < hulkadel A ja B on tipselt kaks iihist elementi.
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352. Olgu X # @. Vaatleme seost c hulga X k&ikide alamhulkade hulgas P(X) ={Y | Y c
X }. Milliseid omadusi rahuldab seos c hulgas P (X)?

353. Vaatleme seost R = {(a,d),(b,b),(d,a),(d,c)} hulgal A={a,b,c, d}. Leidke vihim
seos, mis sisaldab seost R ja on

a) refleksiivne ja simmeetriline;

b) stimmeetriline ja transitiivne;

c) refleksiivne, slimmeetriline ja transitiivne.

354. Selgitage, millised omadused (refleksiivus, siimmeetrilisus, antistimmeetrilisus, tran-
sitiivsus) on seostel R hulgas R x R:

a) (m,n)R(k,1)<= (m<kangl); d) (m,n)R(k,l)=>m+nzk+1;
b) (m,n)R(k,1)< (m<kvngl);
c) (mn)R(k, 1)< m<k; e) (m,n)R(k,1)<m+l=n+k.

355. Toestage, et kui seos on siimmeetriline ja antistimmeetriline, siis on ta ka transitiivne.

356. Toestage, et seos on refleksiivne, siimmeetriline ja antisimmeetriline parajasti siis,
kui ta on diagonaal mingis hulgas X.

357. Leidke R™! ning uurige seose ja tema poordseose omadusi, kui

a) R={(a,b),(b,a),(b,b)}; ) R={(x,y)eRxR|x=-y};
b) R={(5,4),(1,2),(3,1),(2,1),(4,3)}; d) R={(x,y)eZxZ|y-x=2}.

358. Olgu R c X x X seos. Toestage, et

a) R onrefleksiivne parajasti siis, kui A X c R;
b) R on siimmeetriline parajasti siis, kui R = RN

359. Leidke jargmiste seoste poordseosed.

a) ({0,1,2},<) b) (N,]) o) (P(2),¢)

Definitsioon. Seost nimetatakse ekvivalentsusseoseks, kui ta on refleksiivne, siimmeetriline
ja transitiivne.

360. Millised jargmistest seostest on ekvivalentsusseosed?
a) R={(a,b)eZxZ|a+bon paarisarv }
b) R={(x,y) eRxR|[x|=[y[}
c) R={(x,y)eRxR||x-y|>2}
d) HulkonR?ja (m,n)R(k,1) < (m<k)A(n<l).
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e) HulkonR?ja (m,n)R(k,1) < (m<k)v(n<l).
f) Hulk on R? ja (m,n)R(k,1) < |m—-1|=|k-n|.
g) X on Tartu elanike hulk ja xRy tdhendab, et inimesed on omavahel tuttavad.

361. Millised jargnevatest seostest R hulgas R on ekvivalentsusseosed?

a) XxRy<=x-yeQ b) xRy<x-yeZ

362. Millised jirgnevatest seostest R hulgas R? on ekvivalentsusseosed?

a) (m,n)R(k,l) = m<k b) (m,n)R(k,l) = m+l=n+k

363. Selgitage, millised jargmistest seostest R hulgas X on ekvivalentsusseosed:
a) X onruumikoigi tasandite hulk ja xRy tdhendab, et tasandid x ja y on paralleelsed voi
ihtivad;
b) X on ruumi koigi tasandite hulk ja xRy tdhendab, et tasandid x ja y on risti;
¢) X=RjaxRy<=xy20;
d) X on Tallinna elanike hulk ja xRy tdhendab, et inimesed on omavahel tuttavad.

364. Toestage, et R on ekvivalentsusseos parajasti siis, kui R™! on ekvivalentsusseos.
365. Leidke ndide seosest, mis on refleksiivne ja siimmeetriline, aga ei ole transitiivne.

366. Toestage, et lausearvutuse valemite samaviaérsus on ekvivalentsusseos, st refleksiivne,
simmeetriline ja transitiivne.

Definitsioon. Klassijaotuseks mittetiihjas hulgas X nimetatakse hulkade siisteemi { Xy, a €
A}, mis rahuldab jargmisi tingimusi:
* iga a € Akorral X, + @;
° U Xa=X;
acA

L Xa:#Xﬁ:I*XaﬂXﬁ:@.

Kui R on ekvivalentsusseos hulgas X, siis hulki X, = {y € X | (,x) € R}, x € X, nimetatakse
ekvivalentsiklassideks.

Definitsioon. Hulga X faktorhulgaks temas antud ekvivalentsusseose R jargi nimetatakse
koigi ekvivalentsiklasside hulka X/R = {X, | x€ X}.

367. Pange kirja koikvoimalikud klassijaotused hulgal A= {a, b, c}.

368. Antud hulkadest A;,..., A3 moodustada sellised hulkade siisteemid, mis moodustak-
sid klassijaotusi hulgal Z kui A; = {0}, A» = {1}, A3 ={1,2,3,...}, Ay ={-1,-2,-3,...}, A5 =
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{2,4,6,...}, A = {1,3,5,7,...}, A7 on koigi algarvude hulk ja Ag on kbigi naturaalarvuliste
kordarvude hulk.

369. Kas poolldikude siisteem [n,n+1), n €N, on klassijaotus arvsirgel R?

370. Leidke hulga R klassijaotusele {[k, k+1), k € Z} loomulikult vastav ekvivalentsusseos.

371. Leidke hulgal X = {1,2,3,4,5} miératud ekvivalentsusseose R ekvivalentsiklassid, kui
R={(1,1),(2,2),(3,3),(44),(5,5),(1,3),(3,1),(3,5),(5,3),(1,5),(5,1)}.

372. Leidke ekvivalentsusseos R hulgas X = {1,2,3}, kui vastavad ekvivalentsiklassid on
{1,3}ja{2}.

373. Leidke ekvivalentsusseos R hulgal X = {1,2,3,4,5,6}, kui ekvivalentsiklassid on {1},
{2,3} ja {4,5,6}.

374. Olgu A={a,b,c,d,e}.Olgu R ekvivalentsusseos hulgal A. Eeldame, et seosel R on kaks
ekvivalentsiklassi. On teada, et aRd, bRc ja eRd. Kirjutage seos R hulgana.

375. Olgu R seos hulgal N, mis on defineeritud nii, et mRn parajasti siis, kui m ja n annavad
iihe ja sama jd4gi jagamisel arvuga 3. Leidke faktorhulk N/R.

376. Olgu hulgas X = {a, b,c,d} antud seos R = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,c),(c,a)}.
Veenduge, et R on ekvivalentsusseos ja leidke X/R.

377. Leidke R/R, kui hulgas R on defineeritud seos R jirgnevalt:

a) (x,y)eR<|x|=y|; b) (x,y)eR<=x-yeZ.

Definitsioon. Seost nimetatakse osalise jarjestuse seoseks, kui ta on refleksiivne, antistim-
meetriline ja transitiivne.

Definitsioon. Hulka, millel on antud osalise jirjestuse seos, nimetatakse osaliselt jarjestatud
hulgaks.

Definitsioon. Osaliselt jarjestatud hulka nimetatakse lineaarselt jarjestatud hulgaks, kui iga
elementide paari a ja b korral a < b v6i b < a, s.t kaks suvalist elementi on omavahel vorrel-
davad.

378. Vaatleme seost R hulgas N, kus suvaliste a, b € N korral aRb <> a | b (see tihendab, et
aRb parajasti siis kui a jagab arvu b). Milliseid omadusi rahuldab seos R hulgas N? Kas tegu
on osalise jarjestuse seosega hulgas N?

379. Millised jargmistest seostest hulgal {0,1,2,3} on osalise jéirjestuse seosed?

) {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3)}
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b) {(0,0),(1,1),(2,0),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}

o) {(0,0),(1,1),(1,2),(2,2),(3,3)}

d) {(0,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}

e) {(0,0),(2,2),(3,3)}

f) {(0,0),(1,1),(2,0),(2,2),(2,3),(3,3)}

g {(0,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),(2,2),(2,3),(3,0),(3,3) }

380. Kashulk (H, R) on osaliselt jirjestatud hulk, kui H on kdigi Maal elavate inimeste hulk
ning inimesed a ja b on seoses R, kui

a) a on pikem kui b; e) inimestel a ja b ei ole iihist sdpra;
b) a eiole pikem kui b; f) a kaalub rohkem kui b;

c) a eiolelithem, kui b; g) a=Dbvdiaon bvanem;

d) inimestel a ja b on iihine séber; h) a=bvbiaon bjirglane.

381. Millised jargmistest on osaliselt jdrjestatud hulgad?
a) (z,=); b) (Z,+); o (z,2); d (Z,1); e) (R,<); f) (R,<).

382. Otsustage, millised maatriksiga antud seosed on osalisele jarjestuse seosed:

11 1 11 0 0 1 00
al 11 0] C)0110 el o 1 0]
0 1 001 1Y 1 0 1
(1)8(1)1 1 01 0
1 1 1 ol 11 o f)0110
b) 1 , 001’ 0 0 1 1
0 0 1 11 0 1

383. Tooge nditeid vorreldavatest ja mitte vorreldavatest elementidest osaliselt jarjestatud
hulgas (N, |).

384. Leidke kaks mitte vorreldavat elementi jargmistes osaliselt jarjestatud hulkades:
a) (P({0,1,2}),c); b) ({1,2,4,6,8},]).

385. Olgu <X ja <Y osalise jarjestuse seosed vastavalt hulkades X ja Y. Defineerime seose
< hulgas X x Y selliselt, et (x1,y1) < (x2,12) < x1 XA 7 <Y y2. TOestage, et seos < on
osalise jarjestuse seos hulgas X x Y.

386. Toestage, et kui R on osalise jdrjestuse seos, siis xRy A yRx < x=y.

m
387. Toestage, et seos (m, n) € R < — €N on osalise jirjestuse seos hulgal N.
n
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388. Toestage, et R on osalise jarjestuse seos parajasti siis, kui R™! on osalise jérjestuse seos.

Definitsioon. Osaliselt jarjestatud hulga X elementi x, nimetatakse vihimaks, kui xj < x iga
x € X korral. Analoogiliselt, elementi xy € X nimetatakse suurimaks, kui x < xp iga x € X kor-
ral.

Definitsioon. Osaliselt jarjestatud hulga X elementi xy nimetatakse minimaalseks, kui sel-
lest, et x < xp ja x € X korral jéreldub, et x = xp. Analoogiliselt, elementi xp nimetatakse mak-
simaalseks, kui sellest, et xp < x ja x € X korral jareldub, et x = x,.

389. Olgu H ={1,2,3,4} ja vaatleme leksikograafilist jirjestust selles hulgas. Leida

a) koik paarid hulgas H x H, mis on viiksemad kui (2, 3);
b) koik paarid hulgas H x H, mis on suuremad kui (3,1).

390. Leidke osaliselt jarjestatud hulga ({3,5,9,15,24,45},])
a) koik minimaalsed elemendid;
b) koik maksimaalsed elemendid;
c) vahim element, kui see on olemas;
d) suurim element, kui see on olemas.

391. Leidke osaliselt jirjestatud hulga ({2,4,6,9,12,18,27,36,48,60,72},|)
a) koik minimaalsed elemendid;
b) koik maksimaalsed elemendid;
c) vidhim element, kui see on olemas;
d) suurim element, kui see on olemas.

392. Leidke osaliselt jarjestatud hulga ({{1},{2},{4},{1,2},{1,4},{2,4},{3,4},
{1,3,4},{2,3,4}},c)

a) koik minimaalsed elemendid;

b) koik maksimaalsed elemendid;

¢) viahim element, kui see on olemas;

d) suurim element, kui see on olemas.

393. Leidke osaliselt jarjestatud hulga ({{a, b},{a,b,c},{c, b, d,a},{b,d,e}},c)
a) koik minimaalsed elemendid;
b) koik maksimaalsed elemendid;
c) vahim element, kui see on olemas;
d) suurim element, kui see on olemas.

394. Tooge ndide osaliselt jarjestatud hulgast, millel
a) on minimaalne element, kuid maksimaalset elementi pole;
b) on maksimaalne element, kuid minimaalset elementi pole;
c) eiole minimaalset ega ka maksimaalset elementi.
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395*. Olgu p(n) erinevate ekvivalentsusseoste (ehk siis ka klassijaotuste) arv n-elemendi-
lisel hulgal. Toestage, et

p= 5 (" Jptn-s-0

396*. Olgu hulgal A antud osalise jarjestuse seos <. (Siin tdhistame x < y, kuix< yjax # y.)
uitleme, et hulk A rahuldab

(1) minimaalsuse tingimust, kui igas mittetiihjas alamhulgas M c A leidub vihemalt iiks ele-
ment xo € M omadusega Vx e M (x < xg=> Xx=2Xp);

(2) rangelt kahanevate jadade loplikkuse tingimust, kui iga rangelt kahanev jada xp > x7 > ...
sisaldab 16pliku arvu elemente;

(3) induktiivsuse tingimust, kui suvalise omaduse T korral kehtib tingimus

(Vx €A (Vy <x elemendil y on T) = elemendil x on T) =
= VxeA elemendilxon T.
Toestage, et (1) = (2) = (3).

397*. Toestada, et kui R on osalise jédrjestuse seos hulgas X, siis leidub lineaarne jérjestus
Lhulgas X nii,et Rc L.

398*. Seose omaduste kontrollija. Kirjutada ja esitada neli Pythoni funktsiooni, mis kont-
rollivad argumendiks antud maatriksina esitatud seose omadusi.
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