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Sissejuhatus

* k%

Jumal kirjutas universumsi
matemaatika keeles — G. Galilei

1.1 Kursuse eesmark . . . . . . . .. e e e e
1.2 Matemaatika kui keel . . . . . . . ...
1.3 Miks oppida matemaatikat? . . . . . . ... .. Lo
1.4 Kuidas 6ppida matemaatikat? . . . . . . .. ... oL o
1.5 Matemaatiline maailmapilt . . . . .. ... ... o 0 L
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1.6 Siimbolitest ja matemaatika digekirjutamisest . . . . . . . ... ...

Toendoliselt on sinu kokkupuude matemaatikaga kuni praeguse hetkeni suuresti koosnenud
ilesannete lahendamisest, kasutades teatud selgeksopitud lahendusviise ja tehnikaid. Naiteks
oled sa oppinud, kuidas lahendada algebralisi vorrandeid ja vorrandisiisteeme, kuidas lihtsustada
avaldisi voi kontrollida trigonomeetriliste seoste kehtivust. Kasutades teatud reegleid ja lihtsus-
tamist, oled 6ppinud leidma funktsiooni tuletist ja integraali ning nende abil uurinud funktsiooni
kéitumist voi arvutanud pindalasid ja ruumalasid. Enamasti nouab selliste iilesannete lahenda-

mine vaid piisavalt harjutamist.

Koik need meetodid ja tulemused, mida sa koolimatemaatikas 6ppinud oled, on kunagi ammu
teiste inimeste poolt avastatud ning aastate kui mitte aastasadade jooksul nende Gigsus kont-
rollitud. Sinu jaoks on see matemaatika muidugi uus olnud ja nagu iga uue asjaga, oled sa selle
omandamisel palju 6ppinud ja vaeva ndinud. Uue tarkuse omandamine vGiks ja peaks aga hu-
vitav olema! Oled néus? Nii tore oleks avastada matemaatikas midagi uut, mida me enne ei
teadnud, ja naidata, et see uus tulemus kehtib. Aga kuidas seda tehakse? Kuidas tullakse vélja
uute tulemustega? Kuidas avastatakse uusi seoseid ja uusi meetodeid? Uheks voimaluseks on
vaadelda erinevaid naiteid ja leida nende néidete vahel moni {thine omadus. Vaadeldud néaidetele
toetudes sonastatakse teatud hiipotees ehk vaide, mille kohta usutakse, et see voiks kehtida. Esi-
meseks sammuks tuleb aga iseennast veenda, et see, mida me viidame, on tegelikult ka toene.
Matemaatikas tdhendab veenmine toestuse konstrueerimist. Kuna iseendale lisaks peame ka
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koiki teisi oma tulemuse Gigsuses veenma, siis peab meie téestus olema nii selgelt ja loogiliselt
kirjutatud, et inimesed, kes tunnevad vastavaid matemaatilisi meetodeid, meid usuksid. Siinko-
hal tuleks dra mérkida ka seda, et kui matemaatikas on vaitele esitatud korrektne toestus, siis
ei kahtle enam keegi selle tulemuse 6igsuses. Kokkuvottes tdhendab see seda, et sinu tulemus on
toestatud — jérelikult see kehtib. Jutu 16pp. Ei ole mingisugust muud alternatiivi. Ja just selle
poolest erinebki matemaatika teistest distsipliinidest.

1.1 Kursuse eesmark

See kursus on iipris erinev sinu senistest kursustest. Meie kbige suuremaks eesmérgiks on arenda-
da matemaatilise toestuse konstrueerimise ja kirjutamise oskust nii, et sinu kirjutatud téestused
oleksid selged ja arusaadavad ka teistele. Matemaatilise sisu korval péorame suurt tédhelepanu
ka matemaatilise métlemise protsessile ja selle arendamisele. Seega teeme iiheskoos l4bi arengu,
kus sa muutud inimesest, kes matemaatikat kasutab, inimeseks, kes seda ka stigavamalt moistab.
Vaib-olla saab see sinu esimeseks sammuks teel, kus sa {ihel paeval ise uut matemaatikat ja uusi
teadmisi lood. See koik on saavutatav, kui sa vaid ise seda soovid. Suur osa matemaatikast, mida
sa oma jiargnevates kursustes kohtad, pohineb teadmistele, mida sa sellelt kursuselt omandad.
Mida tosisemalt sa praegu materjali 6pid ja matemaatilise motlemise protsessi arendad, seda
kergem on sul hiljem matemaatikast aru saada. Tegelikult on ju nii, et iga ainet on meeldivam
oppida, kui sa sellest ka aru saad. Selle saavutamiseks tuleb sul aga vaeva ndha. Liiga tihti kuule-
me lapsi voi tdiskasvanuid véitmas, et nad pole matemaatikas head. See on aga vaid nende v&ar
alibi, mille taha peitu pugeda. Matemaatikat on véimalik selgeks Oppida nagu iga teist ainet
koolis. Teinekord kuuleme jéllegi kedagi vaitmas, et kuigi neil liheb matemaatikas hésti ja neile
meeldib matemaatika, ei suuda nad kirja panna toestuskéike. Ka see ei ole mingi argument, sest
toestustest arusaamiseks ldheb vaja enesekindlust ja pingutust. See, et sa kontrollt66 voi eksami
tegid dra ilma suurema Oppimiseta ja pingutamiseta, ei ole kindlasti kiitlemist vaért. Pigem on
kiitlemist vaart see, kui saad Gelda, et sul on hea matemaatiline ettevalmistus.

1.2 Matemaatika kui keel

Matemaatika aitab maailma kirjeldada nagu iga teinegi keel ning lubab seeldbi matemaatika
keelt valdavatel inimestel omavahel suhelda ning informatsiooni vahetada. Siiski on matemaa-
tika keel tavapérastest keeltest veidi erinev just selle poolest et, kui tavapérases keeles voib
sona esineda kohati mitmes tdhenduses, siis matemaatika kirjeldab objekte oluliselt tadpsemalt
ja seejuures iiheselt moistetavalt. Lisaks kasutavad matemaatikud méistete kirjeldamiseks eral-
diseisvat sonavara, millega oled osaliselt juba koolipingis tutvunud, aga mida me selle kursuse
jooksul pidevalt edasi arendame. Mérkad peagi, et matemaatikat on tunduvalt raskem oppida
siis, kui sa tema keelt ei valda.

Matemaatikud on nagu prantslased: mida sa neile ka ei ttleks, nad tolgivad selle oma keelde ja
edasine on juba midagi tdielikult erinevat. (Johann Wolfgang von Goethe)
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1.3 Miks 6ppida matemaatikat?

Matemaatika arendab motlemist, mida ldheb vaja pea igal erialal. Naiteks juristina tootades
aitab matemaatika sul kindlasti koige selgemalt oma argumente {iles ehitada voi teiste argu-
mentidest vigu leida. Arstina to0tades aitab statistika tundmine moista ravimifirmade poolt
vélja hoisatud reklaamloosungite tegelikku sisu v6i aru saada, mida ikkagi tdhendab, kui iiks
voi teine DNA-s olev geen suurendab haigestumise riski. Arhitektina ja ehitajana pead oska-
ma jooniseid teha ja nendelt infot lugeda, arvutada ruumide ja pindade suurusi voi teadma,
kuidas leida tala kandevGimet. Arvuti leiutati matemaatikute poolt ning kui sa akki veel ei
tea, siis moistavad arvutid ainult matemaatikal pohinevat algoritmilist keelt, mis tdhendab aga
seda, et kui sa soovid, et arvuti sinu eest midagi dra teeks, pead talle seda {itlema tépselt ja
konkreetselt — matemaatiliselt. Lisaks avaldab matemaatika suurt moju ka kunstile, luulele ja
muusikale. Kunstis ja arhitektuuris leiab sageli kuldloikele pohinevate proportsioonide kasuta-
mist, muusikalised helid koosnevad harmoonilistest vonkumistest ning matemaatikuharidusega
on néiteks ,Alice Imedemaal” ja ,Karupoeg Puhhi” autorid. Viimastest raamatutest leiab ka
toredaid sénaménge. Néiteks, Lewis Caroll loetleb {iiles aritmeetika neli tehet — kiitmine, nahu-
tamine, jorutamine ja pragamine.

Matemaatika aitab moista ja kirjeldada meid imbritsevat maailma. Kahekiimnenda sajandi iihe
suurima fiitisiku Richard Feynman’i sonul on matemaatika valdamine looduse kirjeldamiseks
lausa moéodapadsmatu. Matemaatiline bioloogia, matemaatiline fiitisika ja teised matemaatikat
otseselt kasutavad suunad pole tekkinud juhuslikult, vaid vajadusest kirjeldada meie timber
toimuvaid protsesse. Kindlasti pole siin loetletud néited ainsad, kus matemaatikat vaja ldheb
voi kus ta kasuks voiks tulla — viaike maadlus matemaatikaga on hea treening kogu eluks.

1.4 Kuidas oppida matemaatikat?

Matemaatika 6ppimine ei ole kerge. Ei ole olemas retsepti, kuidas 6ppida matemaatikat nii, et
see oleks huvitav ja tulemused head. Voin aga anda moéned soovitused. Ole kursis sellega, mis
toimub loengutes ja praktikumides. See eeldab kohal kdimist ning igaks tunniks ettevalmistatud
olemist. Parast iga loengut kii materjal iile, kirjuta tdhtsamad kohad oma sénadega timber vo6i
tdida materjalis puuduolevad liingad. Kui midagi jii arusaamatuks, kiisi kohe kas oma 6ppejou
voi kursusekaaslase kéest! Oleks vdga hea, kui sul on kaaslane, kellega regulaarselt kursuse
materjale arutada. Loe loengukonspekti hoolega ja hoia paber ning pliiats kdepérast. Teemat
lugedes piiiia leida sealt koige olulisem. Lahenda iseseisvalt 1dbi koik néaidisiilesanded ning tee
noutud kodutoo. Ole kindel, et sa ikka ise ka aru saad, mida kirjutad! Lahenda lisaks ka neid
iilesandeid, mida kodut6oks antud pole. Veelgi parem on, kui suudad ise mone {ilesande vélja
moelda voi kontrolltooks valmistumisel endale ise kontrollt6o kirjutada (miks mitte ka teistes
ainetes). Seda tehes iillatad sa iseennastki, kui vilunuks sa vo6id saada! Loovus on matemaatikas
véga oluline. Avastades ja luues midagi ise, ei aita sa kaasa ainult enda matemaatiliste teadmiste
stigavamaks muutumisele, vaid véid panustada ka matemaatika valdkonna arengusse. Kui oled
leidnud esimese seene voi teinud oma esimese avastuse, siis vaata ringi: nad kasvavad kobaras.
Rohutan veelkord — matemaatika 6ppimiseks on vaja enesekindlust, eneseusku ja tugevat pingu-
tust! Pea meeles jargmisi vanasonu: ,,Usinus on 6nne ema,” ,Tamme ei langetata ithe hoobiga,”
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,Proovi koiki kimbus olevaid votmeid*“ voi ,,Kui sa ei saa teha seda, mida soovid, siis tee seda,
mida suudad“ ning métle, mida need sinu jaoks tdhendavad.

Uks sell olla otsustanud minna aju siirdamise kliinikusse, et oma aju suurendada. Sekretir se-
letas talle, et hetkel on saadaval vaid kolme sorti ajusid. Doktorite omad on 20 dollarit unts,
advokaatide omad 30 dollarit unts ja matemaatikute omad 1000 dollarit unts. ,,1000 dollarit
untsi eest!” karjus sell. ,Miks nad nii kallid on?” ,Sest iithe untsi saamiseks on nii palju mate-

maatikuid vaja.”

1.5 Matemaatiline maailmapilt

Miks just maailmapilt? Maailmapildiks on kombeks nimetada teadmiste siisteemi, mille abil
inimene tunnetab teda tmbritsevat maailma ja suhestab end sellega. Maailmapilt on kogu
siistematiseeritud info, mida indiviid vastava maailma kohta omab, ning see kujuneb vélja ini-
meste kogemuste, teadmiste, toekspidamiste ja uskumuste baasil. Matemaatikas kujuneb maa-
ilmapilt vélja aksioomide valiku ja teoreemide toestamise baasil. Mérkima peab ka seda, et
erinevatel ajastutel ja erinevatel kultuuridel vo6ib olla erinev maailmapilt. Tédnapéeval on téhtis
teaduslik maailmapilt, mis toetub teaduses {ildomaksvéetud seisukohtadele. Kuigi iihiskondlik
maailmapilt on pidevas muutumises, on matemaatikas véljakujunenud maailmapilt tdnu alu-
seks voetud aksioomidele ning rangele loogilisele iilesehitusele iipris kindlapiiriline. Matemaati-
line maailmapilt tdhendab meile matemaatiliste teadmiste konteksti, millesse uued lisanduvad
teadmised hésti sobituvad.

1.6 Siimbolitest ja matemaatika 6igekirjutamisest

Kuigi matemaatika on stimbolitele orienteeritud 6ppeaine, sisaldab matemaatiline tekst stimbolite
korval ka sonu. Jargnevalt vaatame iildtuntud soovitusi matemaatilise teksti kirjutamisel:

1. Ara alusta siimboli, valemi v6i avaldisega. Matemaatilise teksti kirjutamine jérgib
samu reegleid kui tavalise eestikeelse teksti kirjutamine. Néiteks peab lause alati alga-
ma suure tdhega. Kui lause algab vorrandiga voi siimboliga, tundub see suure algustéhe
puudumise téttu ebatéiuslik. Samuti on lauset kergem lugeda, kui see algab sonaga.

Niide. Selle asemel, et kirjutada: 22 — 62 +8 = 0 on kaks erinevat reaalarvulist lahendit.

Kirjuta: Vérrandil > — 6x + 8 = 0 on kaks erinevat reaalarvulist lahendit.

2. Eralda samasse loetelusse mittekuuluvad siimbolid sénadega. Ei ole soovitatav
kirjutada kahte matemaatilist avaldist voi siimbolit korvuti, kui nad ei kuulu samasse
loetelusse. Selleks, et teha lause paremini loetavaks ning kergemini moéistetavamaks, peaks
taolised stimbolid sobiva sonaga eraldatud olema.

Niide. Lause: Lisaks arvule a, b on samuti vorrandi (z — a)(xz — b) = 0 lahendiks.

Oleks palju selgem, kui lause kirjutada kujul: Lisaks arvule a on arv b samuti vorrandi
(x —a)(z —b) =0 lahendiks.
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Ara iihenda omavahel sénu ja siimboleid.
Ndiide. Selle asemel, et kirjutada: Iga tdisarv > 2 on kas algarv véi kordarv.

Kirjuta: Iga arvust kaks suurem voi vordne tdaisarv on kas algarv voi kordarv.

Matemaatilistele siimbolitele ei lisata kidéndeloppe. Niiteks, kirjuta pideva funkt-
siooniga f, mitte pideva f-ga.

. Kirjuta arv vilja sdonadega, kui see kirjeldab nimiséna, kui arv on viike voi

kergesti sonadega kirjeldatav. Arvulise viirtuse kirjeldamiseks kasuta numb-
reid.

Nidide. Leidub téapselt kaks 4. jarku gruppi.
Miljon eestlast ei saa koik korraga eksida.
Arvust 101 véiksemaid positiivseid arve on 100.
Uhe pileti void mulle ka anda!

Jilgi, et valemite jidrel on punktid ja komad nii nagu vaja.

Vildi professionaalses matemaatilises tekstis siimboleid =, V, 4, .., vilja arva-
tud kui kirjutad matemaatilise loogika tehteid. Antud siimbolid on lithenditeks
jargmistele véljenditele: = jdreldub, ¥V iga, 3 leidub, .". jdrelikult, seega. Nende siimbolite
teadmine tuleb kasuks, kui on vaja kiirelt loengus méarkmeid teha voi, kui visandad teoree-
mile selle toestuse esimesi versioone. Paljud matemaatikud aga véldivad neid siimboleid
oma 16plikus professionaalses tekstis.

Ulesanne 1.1. Kirjuta jargmised laused korrektselt timber. Millist stiilireeglit on rikutud?

(a) Liites 23-e ja 45-¢, saame vastuseks kakskiimmend kuus.

(b) Olgu z positiivne reaalarv. x voib olla ka < —1. = 0 on ka sobiv.

C

(e

)
)
()
)
)

On olemas 3 sorti inimesi need, kes ei oska arvutada ja need, kes oskavad.

(d) Vérrandi 22 = 36 lahendamiseks y/ molemaid pooli.

f(x) = 2% ja g(x) = 3z + 4 tihendab f(z) = g(v) =2 = 4.
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2.1 Moaiste

Matemaatikat Sppides oleme kokku puutunud paljude moistetega. Meile on tuttavad néiteks
geomeetria moéisted punkt, sirge, tasand, kolmnurk, vektor, risttahukas, kuup, aga ka paljud
muud moisted matemaatika teistest valdkondadest. Selleks, et opitust aru saada ja oma tead-
misi rakendada, tuleb kasutatavaid moisteid tunda. Nii néiteks saad sa kindlasti aru lausest
,Eksponentfunktsiooni tuletis on vordne funktsiooni enesega,” sest sa tunned moisteid ekspo-
nentfunktsioon ja tuletis. Seevastu sa arvatavasti ei saa aru sellise lause tdhendusest: ,,Mis tahes
mittetiihja hulga koigi ekvivalentsusseoste hulga ja koigi klassijaotuste hulga vahel on olemas

)

loomulik iiksiithene vastavus,” sest sa voib-olla pole veel oppinud moisteid ekvivalentsusseos,

klassijaotus voi {iksiihene vastavus.

Nagu igapdevases motlemistegevuses, nii ka matemaatikas iildistatakse voi ahendatakse moisteid.
Moiste iildistamine tahendab siirdumist vahem tildiselt moistelt tildisemale moistele (generali-
satsioon). Moiste ahendamine tidhendab siirdumist iildisemalt méistelt vihem iildisele maistele
(determinatsioon). Selliseid moistete ridu, milles méisted on astmeliselt tuletatavad {ildistamise
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voi ahendamise teel, nimetatakse loogilisteks redeliteks. Néiteks loodusteadustes on kasutusel
jargmine astmestik: riik, alamriik, héimkond, klass, selts, sugukond, perekond, liik, alaliik. Ma-
temaatikas v6ib nditena tuua astmestiku: nelinurk, kumer nelinurk, réopkiilik, ristkiilik, ruut.

Ulesanne 2.1. Ahenda ja iildista jirgmisi moisteid:
(a) kolmnurk;

)

(b) geomeetria;

(c) ratsionaalarv;
)

(d) juur.

2.2 Defineerimine

Kui me kasutame ménda moistet ja tahame selle moiste sisu seletada ka teistele, siis voime iiles
lugeda selle moiste tunnuseid. Naiteks voime kirjeldada roopkiilikut jargnevalt: ,,Roopkiilik on
tasandiline kujund; hulknurk; tal on neli kiilge ja neli nurka; tema vastaskiiljed on paralleelsed
ja vordsed; diagonaalid poolitavad teineteist; sisenurkade summa on 360°; rodpkiiliku pindala
leitakse kui aluse ja korguse korrutis“ Selline kirjeldamisviis pole aga kuigi otstarbekas, sest
osa loetletud omadustest on iilejddnutest jarelduvad. Selleks, et tépselt ja lithidalt méaratleda
roopkiilikut, tuleb teda defineerida, tehes seda néiteks nii: ,Ré6pkilikuks nimetatakse neli-
nurka, mille vastaskiiljed on paralleelsed.”

Moistete méédratlemist lihtsamate ja tuntumate moistete abil nimetatakse moiste defineeri-
miseks ja moiste méédratlust nimetatakse definitsiooniks.

Definitsioon peab andma tépse ja liithikese vastuse kiisimusele ,Mida nimetatakse ... 7“ voi ,Mis
on ...77 Selleks, et definitsioon oleks tdpne, peab ta alluma jargmistele reeglitele. Reeglite
tundmine ja nendest kinnipidamine véimaldab véltida ebakorrektsust defineerimisel.

1. Definitsioon peab sisaldama ainult nii palju tunnuseid, et ta téapselt piiritleks defi-
neeritava mahu. Definitsioon ,,Kolmnurk on hulknurk® on liiga lai, aga definitsioon ,, Kolm-
nurk on hulknurk, millel on kolm vérdse pikkusega kiilge“ jallegi liiga kitsas. (Seleta miks?)
Liiga kitsas definitsioonis on liigitunnuseid rohkem kui vaja.

2. Defineeritavat moistet ei tohi defineerida defineeritava moiste enda, mone tema
stinonliiimi voi mone sellise moiste kaudu, mis muutub moistetavaks defineeritava moiste
abil. Seega, definitsioon ei tohi sisaldada ringi. Kui sellest reeglist ei peeta kinni, saame
tautoloogia ehk vea ,idem per idem,” mis tdhendab tihe ja sama séna kordumist definit-
sioonis.

3. Definitsioon peab olema véimaluse korral jaatav, sest eitava definitsiooni juures
jdab defineeritava sisu méadramatuks. Néiteks, ,punkt on see, millel ei ole osi ega mingi-
sugust suurust® voi ,kolmnurgal ei ole neli kiilge“ ei ava vastavate moistete sisu. Eitavaid
definitsioone voib tarvitada ainult siis, kui defineeritav moiste on ise eitavas laadis.
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4. Definitsioon peab olema selge ja arusaadav, see tdhendab, et definitsioonis ei tohi
kasutada kahemottelisi, metafoorseid ja segaseid véljendeid. Sellised véljendid nagu ,,lovi
on loomade kuningas“ ja ,kordamine on tarkuse ema*“ ei ole definitsioonid, aga neist voib
olla abi moistete sisu selgitamisel. Ka kuulus Hegeli poolt antud definitsioon riigile, “Riik
on maailma vaimu poliitiline ilmutis” on ebakorrektne sel samal pohjusel.

Niisiis peab definitsioon moiste téielikult méarama. Defineerimisel ndidatakse hulk, millesse defi-
neeritav objekt kuulub, ja lisatakse tingimus, mis eristab defineeritava objekti selle hulga koigist
teistest elementidest. Néaiteks roopkiiliku defineerimisel mérgitakse, et ta kuulub nelinurkade
hulka, ja lisatakse tunnus, mille poolest ta erineb koéigist teistest nelinurkadest.

Moistet, mis méaédrab hulga, milles defineeritav objekt sisaldub, nimetatakse soomoisteks. Tin-
gimust, mis eraldab defineeritava objekti selle hulga teistest elementidest, nimetatakse liigitun-
nuseks.

Sageli saab antud moistet mitmel viisil defineerida. Néiteks roopkiiliku defineerimisel vGib votta
soomoisteks ka hulknurga véi koguni tasapinnalise kujundi. Seejuures tuleb vastavalt muuta ka
liigitunnust. Kuid ka siis, kui soomdéisteks on véetud nelinurk, saab liigitunnust valida mitmeti;
selleks voib votta néiteks vastaskiilgede vordsuse voi vastaskiilgede paralleelsuse.

Moisted, mida me mingi moiste defineerimisel kasutame, peavad varasemast tuntud olema.
Jéarelikult peavad need moisted olema iildjuhul ise varem defineeritud. Nii tekivad teatavad
moistete astmestikud. Nende astmestike alguses on moisted, mis jéetakse defineerimata ja mis
on aluseks teiste moistete defineerimisel. Neid moisteid nimetatakse algmoisteteks. Matemaa-
tikas kasutatakse algmoistetena naiteks punkti, sirget, tasandit, ruumi, hulka, arvu, suurust ja
palju teisi.

Tilidrukute pesapalli mangus on kolm kohtunikku - ks insener, teine fitsik ja kolmas matemaa-
tik. Viimane voistkonna mdngija jouab véistkonna plaadile palliga iiheaegselt, kuid koik kolm
kohtunikku otsustavad, et voistleja on mdangust valjas. Tidruku vihane isa kisib, et miks kohtu-
nikud nii otsustasid. Insenerist kohtunik vastab, ,Ta on vdljas, kuna ma usaldan vaid seda, mis
on tegelikkuses toimunud.” Fitsikust kohtunik ttleb, ,,Ta on viljas, kuna ma usaldan ja kinnitan
vaid seda, mida ma naen.” Matemaatik vastab, ,Ta on vdljas, kuna mina dtlen nii.” (Oskad sa
matemaatiku vaatekohta kommenteerida?)

2.3 Liigitamine

Liigitamine on teatava moiste mahu téielik ja korrapérastatud avamine. Néaiteks kolmnurki voime
liigitada nurkade jargi niirinurkseiks, teravnurkseiks ja tédisnurkseiks. Liigitades kiilgede jéargi
voime jaotada kolmnurki vordkiilgseiks, vordhaarseiks ja isekiilgseiks. Liigitus peab toimuma
ithel alusel, see tdhendab, et liigituse alus peab olema iiks ja seesama kogu liigituses, siis on ta
selge ja jarjekindel ning liigituse liikmed valistavad iiksteist. Vastasel korral satub {iks ja sama
objekt kahe v6i enama liigituse liikme alla. Liigitus peab olema ka pidev, s.t liigituses ei tohi
olla hiipet. Teaduslikku liigitust nimetatakse klassifikatsiooniks.
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2.4 Teoreem ja toestus

Matemaatikas ei kontrollita tdele vastavust mitte eksperimenteerimise ja mootmise abil, vaid
hoopis toestades. Teoreem (kr. theéréma — vaadeldav, uuritav viide) on lause, mille Gigsust
tuleb toestada arutluse kaudu, tuginedes aksioomidele ja varem toestatud lausetele. Lauset, mille
oigsust ei pohjendata teiste lausete abil, nimetatakse aksioomiks (kr. axiéma — omaksvoetud
lause) ehk postulaadiks (1d. postuldtum — noutav). Aksioomidena vaadeldakse néiteks selliseid
lauseid:

a) Igale naturaalarvule jargneb vahetult ainult {iks naturaalarv.

(
(b) Kaht erinevat punkti labib ainult {iks sirge.

)
)
(c) Iga kahe punkti A ja B korral AB = BA.

(d) Paralleelide aksioom: viljaspool sirget olevat punkti labib ainult iiks sirge, mis on pa-
ralleelne antud sirgega.

Ulejadnud valemid ja tulemused sonastatakse lausetena, mida nimetataksegi teoreemideks. Koigi
teoreemide toesus voi vadrus tuleneb aluseks voetud aksioomidest. Et aksioome ei toestata, siis
tekib kiisimus, millest tuleneb nende téesus. Aksioomide toesuse iile otsustame nende alusel
toestatud teoreemide rakendamisel: iga teooriat kontrollib praktika. Aksioomid on digupoolest
vaid hiipoteesid.

Teoreem sonastatakse tavaliselt kujul: ,Kui A, siis B“. Teoreemi osa A, mis on seotud sonaga
kui, nimetatakse teoreemi eelduseks, ja osa, mis on seotud sonaga siis, viiteks. Eelduses
oeldakse, millistest objektidest on teoreemis juttu, ehk mis on antud v6i mis on teada. Viites
oeldakse, mis eeldusest jareldub, ehk mida on vaja toestada.

Niide 2.2. ,Kui kaks vektorit on risti, siis on nende vektorite skalaarkorrutis null* Selle teo-
reemi eelduseks on kahe vektori ristseis ja vaiteks see, et nende vektorite skalaarkorrutis on
null.

Lithiduse mottes sonastatakse teoreeme monikord ka lihtlausetena. Vaidet ,,Korvunurkade sum-
ma on 180°“ on voimalik {imber sdnastada liitlausena , Kui nurgad on kérvunurgad, siis nende
summa on 180°.”

Teoreemi tdéestamine tdhendab selle néditamist, et eeldusest A jareldub véide B; lithemalt
A = B. Téestamisel lahtutakse aksioomidest ja varem toestatud teoreemidest.

Matemaatikas on vdidete toestamine palju rangem kui teistes distsipliinides. Kui me nditeks
vdidame, et ,Juulikuus on Tartus palavad ilmad,” siis oma viimaste aastate kogemustele tugi-
nedes voime delda, et see on tosi, aga kas see tahendab ka seda, et igal aastal on iga juulikuu
pdev palav? Muidugi mitte! Ei ole kuigi tark tequ teha sellist kéikeholmavat jareldust dldise il-
ma puudutava vdite kohta. Fiistkud ttlevad, et ,,Kui keha lastakse lahti maapinna ldhedal, siis
langeb see keha kiirendusega 9,8 m/s? .“ See lause on juba suurema toendosusega dige vorreldes
Tartus juulikuist ilma puudutava lausega, aga ka see fiitisika reegel ei ole absoluutselt korrekine.
Esiteks, suurus 9,8 on saadud imardades. Teiseks, sona ldhedal® on viga ebamddrane. Galak-
tika mootmetes on ka Kuu Maale lihedal, aga see ei ole see sama ldhedal® olemine, mida meie
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siin silmas peame. Me voiksime tdpsustada deldes, et ldhedal” tdhendab ,100 meetri korgusel
maapinnast,” aga isegi sellise tdpsustusega on probleem. Nimelt on isegi 100 meetri korgusel
oleva keha gravitatsioonijoud pisut vdiksem kui maapinnal oleval kehal. Ja ka maapinnal pole
gravitatsioon the ja sama suurusega: Everesti mde otsas on gravitatsioon vdiksem kui merepin-
nal!

Et teoreemid toestatakse loogilise arutlusega, siis tuleb uurida veel loogikat — opetust oigest
motlemisest. Ka loogikas eraldatakse vélja aksioomid — 6ige motlemise pohiseadused.

Seega enamus lauseid, mida me igapdevaselt {itleme ja vdidame ning usume toesed olevat, ei
pruugi olla toesed absoluutselt ja universaalselt. Matemaatikas aga sona ,toene“ tdhendab ab-
soluutset, ilma igasuguste tingimusteta vo6i erijuhtudeta toeseks olemist.

Vaatame naitena Pythagorase teoreemi, mis vaidab, et kui a ja b on tdisnurkse kolmnurga kaks
kaatetit ja c on sama kolmnurga hiipotenuus, siis kehtib vérdus a? +b? = ¢2. Loomulikult on see
vaide ilma igasuguste eranditeta toene! Me teame seda sellepérast, et sellele teoreemile on ole-
mas toestus (tegelikult palju erinevaid toestusi). Sa void muidugi kiisida ja imestada, et kas see
teoreem ikka toesti kehtib, joonistades taisnurkse kolmnurga paberile ja moodtes kiilgede pikku-
sed tuhandiku millimeetri tdpsuseni. Ilmneb, et Pythagorase teoreem sinu joonise puhul ei kehti,
sest see kolmnurk, mille sa joonistasid ei ole tépne tdisnurkne kolmnurk! Joonistamine on mate-
maatikas oluline abivahend vastava kontseptsiooni méistmisel, aga tegelikult pole see muud kui
vaid visand ehk tint paberil. ,,Toeline“ tdisnurkne kolmnurk saab vaid meie métetes eksisteerida.

Insener, fitsik jo matemaatik soidavad rongiga ldbi Sotimaa. Jéirsku méirkavad nad mdekiiljel
musti lambaid. ,,Vaadake,“ hiitiab insener. ,,gotimaa selles osas on mustad lambad!“ ,,Toesti-
toesti, “ ndhvab fiisik vastu. ,Sa ei tohiks nii kitresti jareldusi teha. Koik, mis me oelda saame
on see, et moned lambad Sotimaa selles osas on mustad.“ »Nojah, iihe kiilje poole pealt Eill,“
pomiseb matemaatik oma nina alla.

Vahetades teoreemis ,,Kui A, siis B“ eelduse ja véite, saame lause ,Kui B, siis A Seda lauset
nimetatakse antud lause pordlauseks. Kui lause kehtib, siis selle lause péordlause ei pruugi
kehtida.

Niide 2.3. Lause ,,Kui arv 16peb nulliga, siis ta jagub viiega“ kehtib. Selle lause péordlause ,,Kui
arv jagub viiega, siis ta 16peb nulliga“ ei kehti. Kui votame aga néiteks lause ,,Kui kolmnurga
kiiljed on vordsed, siis on ta nurgad vordsed“ ja moodustame poordlause ,,Kui kolmnurga nurgad
on vordsed, siis ta kiiljed on vordsed,” siis kehtivad nii lause kui ka tema pdordlause.

Seega, antud teoreemi kehtivusest ei jareldu podrdlause kehtivus. Kui aga poéoérdlause on toene,
siis nimetatakse seda pordteoreemiks.

Asendades teoreemis ,Kui A, siis B“ eelduse ja véite nende eitustega (siimbolid —A ja —B),
saame lause ,,Kui —A, siis =B.” Nii moodustatud lauset nimetatakse antud teoreemi vastand-

lauseks. Jillegi, antud teoreemi kehtivusest ei jareldu tema vastandlause kehtivus.
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Niide 2.4. Lause ,,Kui kujund on kolmnurk, siis ta on hulknurk* kehtib. Selle lause vastandlause
on ,,Kui kujund ei ole kolmnurk, siis ta ei ole hulknurk.” See lause ei ole téene (néiteks nelinurk ei
ole kolmnurk, aga hulknurk on ta ikkagi). Teoreemi ,,Kui arv jagub iiheksaga, siis ta ristsumma
jagub iiheksaga“ vastandlause on ,Kui arv ei jagu iiheksaga, siis ta ristsumma ei jagu itheksaga.”
Need laused on molemad tdesed.

Kui vahetada teoreemis ,Kui A, siis B* eeldus ja véaide ning asendada nende eitustega, saa-
me lause ,Kui —B, siis = A. Seda lauset nimetatakse antud teoreemi ptordvastandlauseks.
Antud teoreemi kehtivusest jareldub alati selle teoreemi péérdvastandlause kehtivus ning vas-
tupidi. Siimboleis: Kui A, siis B < Kui =B, siis =A. Oeldakse ka, et need laused on loogiliselt

samavaarsed.

Lausetega ning nende poord-, vastand- ja poordvastandlausetega tegeleme ldhemalt jargmises

lausearvutuse peatiikis.

Teoreemis jareldub véide eeldusest. Sel juhul 6eldakse, et eeldus on piisav viite toestuseks.
Kui kehtib teoreemi poordteoreem, siis jareldub véitest eeldus. Sel juhul 6eldakse, et eeldus on
tarvilik véite toestuseks. Kui koos teoreemiga kehtib ka poordteoreem, siis voetakse tavaliselt
need teoreemid kokku iiheks lauseks, kasutades iihte véljenditest ,jon tarvilik ja piisav,” ,siis ja
ainult siis,” ,,parajasti siis, kui.”

Niide 2.5. ,Selleks, et arv jaguks viiega, on tarvilik ja piisav, et ta lo6peb nulliga voi viiega.“
ATV jagub viiega siis ja ainult siis, kui ta 16peb nulliga voi viiega. ,,Arv jagub viiega parajasti
siis, kui ta Iopeb nulliga voi viiega.“

Sellised laused esitavad nn tarvilikke ja piisavaid tingimusi. Et korraga kehtivad nii A = B kui
ka B = A, siis voib seda méirkida ka nii: A < B. Tarvilikke ja piisavaid tingimusi toestades
toestatakse eraldi tarvilikkus ja piisavus.

Kui moiste definitsioonis sisalduv liigitunnus on tarvilik ja piisav tingimus selleks, et soomoistega
maédratud hulga element on defineeritav objekt, siis saab néaiteks teoreemi, mis sisaldab tarvilikku
ja piisavat tingimust, timber sonastada uuritava moiste uueks definitsiooniks. Moiste senine
definitsioon muutub siis teoreemiks, mis sisaldab tarvilikku ja piisavat tingimust.

Niide 2.6. Definitsioon. Roopkiilikuks nimetatakse nelinurka, mille diagonaalid poolitavad
teineteist. Teoreem. Nelinurk on roopkiilik siis ja ainult siis, kui ta vastaskiiljed on paralleelsed.

Mark O voi l naitab teoreemi toestuse 16ppu.

Moned teoreemid on huvitavamad ja tdhtsamad kui teised. Seetottu kasutavad matemaatikud
sona ,teoreem* asemel ka teisi alternatiivseid véljendeid. Sona ,,teoreem“ kasutatakse vaid koige
tdhtsamate ning iildistavamate tulemuste puhul. Muudel juhtudel kasutatakse akadeemilises
tekstis jargnevaid nimetusi:

e Lause (ingl. k. Proposition) on viiksema téhtsusega teoreem.
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e Lemma (Lemma) on abitulemus, mille eesmérgiks on anda iseseiseva tahtsusega vahetu-
lemus, mille abil tdhtsamat teoreemi tdestada. Monedel teoreemidel on viga keerulised ja
pikad toestused, mis jagatakse osadeks ehk tiikkideks. Lemma v&ibki olla iiks selline osa
voi vahend, mille abil keerulisemat teoreemi toestada.

e Jireldus (Corollary) on lithikese ja lihtsa toestusega tulemus, mille toestuse olulisemaks
osaks on eelnevalt tdestatud teoreem.

Mbonedes tekstides kasutatakse ka jargmisi nimetusi vahetulemuste véljatoomiseks:

e Viide (Claim) on sarnane lemmale, s.t esineb pikema teoreemi toestuses ja aitab orga-
niseerida toestuses vajaminevaid samme. Voib sisaldada vaid vastava teoreemi toestuse
seisukohalt olulisi termineid.

e Tulemus (Result) on viga tagasihoidlik ja iildine nimetus teoreemi kohta. Koiki tahtsaid
ja vihem tahtsaid teoreeme vo6ib kutsuda tulemusteks.

e Fakt (Fukt) on viga véikese tdhtsusega abitulemus.

2.5 Olemasolu ja iildisuse kvantorid

Jargmises konspekti peatiikis ndeme, kuidas matemaatikud kasutavad lausearvutuses spetsiaal-
seid loogikatehteid. Meie tutvume praeguses sissejuhatavas peatiikis kvantoritega ja vastavate
siimbolitega.

Paljudes matemaatika lausetes (teoreemides!) esinevad sonad ,koik,” ,iga,” ,leidub,” ,eksistee-
rib,” ,on olemas,” ,,vihemalt iiks.“ Néiteks, ,,K6ik arvud jaguvad kahega,” ,,On olemas lineaarseid
funktsioone,” ,Vdhemalt iiks algarv on paarisarv,” jne.

Osa neist lausetest on toesed, osa vadrad. Selliste lausete kirjutamisel kasutatakse loogikas kah-
te marki. Uks neist on olemasolu kvantor 3 (loetakse ,leidub®), teine iildisuse kvantor V
(loetakse ,jiga“). Need siimbolid kujutavad endast saksakeelsete sonade ,Existieren® ja ,Alle®
imberpodratud esitdhti. Kvantori margi taha tuleb alati kirjutada muutuja, millele see kvantor
rakendub.

Kuidas siis neid siimboleid kasutatakse? Naiiteks, kirjutusviis V& € R, 22 + 1 > 0 tihendab iga
reaalarvulise = korral on 2 + 1 suurem nullist. Selle lause iildise kuju Vo P(z) v&ib kirja panna
selliselt: ,Mis tahes objekti voi indiviidi = korral (antud objektide voi indiviidide hulgast) on
lause P(x) toene

Kirjutusviis 3z, z* —27 = 0 tdhendab ,leidub z, mille korral z3 —27 = 0 Uldkujul siin 3z P(z)
tahistab lauset ,leidub x, mille korral kehtib P(z)” ehk ,vdhemalt iihel objektil on omadus P”.
Sona leiduma ei tdhenda siin seda, et leidub tiks ja ainult iiks objekt, mis rahuldab antud tin-
gimust, vaid et leidub vdhemalt iiks objekt (s.t voib leiduda ka mitu), mis rahuldavad antud
tingimust.
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Kui lauses kasutatakse iildisuse kvantorit, siis selle lausega véidetakse midagi koigi antud liiki
objektide kohta ja seetottu peab neid véiteid toestama ka iildkujul. Seevastu lause timberliikkeks
piisab iihest kontranéitest. Naiteks, Pierre Fermat’ esitas hiipoteesi, et iga naturaalarvu n korral
22" +1 on algarv. Hiipotees peab paika n = 0, 1,2, 3 ja 4 korral, aga n = 5 korral niitas Leonhard
Euler, et saadud arv jagub arvuga 641. Sellega oli hiipotees timber liikkatud.

Kvantoreid V ja 3 v6ib omavahel kombineerida. Néaiteks, Vo € R dy € R, z < y tdhistab lauset
siga reaalarvu z korral leidub reaalarv y selliselt, et = < y”, mille me kdik teame 6ige olevat.
Eelnevas lauses aga kvantorid dra vahetades, saame véiira lause 3z € R Vy € R, = < y, mida
loetakse ,leidub reaalarv x nii, et iga reaalarvu y korral x < y”. Motle viimasele lausele ise
kontranéide!

Samuti voib kvantori mérgi alla votta rohkem kui iithe muutuja. Naiteks Jz,y, * +y = 5
tahistab lauset ,leiduvad arvud z ja y, mille korral kehtib = + y = 5”. Vahetades olemasolu
kvantori iildisuse kvantori vastu, saame aga vale véiite Vx,y, x* +y = 5 ehk ,kéikide arvude
x ja y korral kehtib z + y = 5”. Sarnaselt voime moodustada laused Vx dy, z +y = 5 voi
dz Vy, = +y = 5. Jéllegi on iiks nendest lausetest toene (milline?) ja teine véér. Seega iildjuhul
laused

Va Jy, P(z,y) ja 3z Yy, P(z,y)

el ole samavaarsed.

2.6 Kvantoreid sisaldavate lausete eitamine

Olgu antud jargmised kaks lauset:
e _FEi ole olemas téisarvu, mis on samaaegselt paaris ja paaritu.
e Mitte koik naturaalarvud ei ole algarvud.“
Stimbolite abil saame need laused kirja panna jargmiselt:
e —(Jz € Z, x on paariarv ja x on paaritu arv).
e —(Vz € N, z on algarv).

Moeldes esimese lause peale, saame selle imber sénastada kujul ,,Koik tédisarvud ei ole sama-
aegselt paaris ja paaritud“ ehk siimbolitega Vax € Z, —(z on paarisarv ja x on paaritu arv).
Samamoodi on voimalik teine lause timber sonastada oeldes ,Leidub naturaalarv, mis ei ole
algarv® ehk matemaatika keeles 3x € N, =(x on algarv).

Seega, viitmaks et dx P(z) ei ole tosi, viidame tegelikult, et Vz (—=P(x)).

Niide 2.7.

1. Olgu antud lause ,Leidub reaalarv z selliselt, et 2 = 3 Téhistades P(z) : 22 = 3, saame
lause kirjutada kujul 3z € R, P(z). See on tdene lause, sest niiteks # = /3 rahuldab
antud tingimust. Eituseks on lause ,Iga reaalarvu x korral 2% # 3,” mis on viér.
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2. Vaatame niiiid lauset ,Iga kahe reaalarvu z ja y korral 22 + y? > 0“ ehk siimbolkujul
Vz € R, Vy € R, P(z,y), kus P(z,y) tihistab viiidet 22 + y? > 0. See on tdene lause.
Tema eitus ,Leiduvad reaalarvud z ja y nii, et 22 + % < 0“ on aga selgelt védr.

3. Lause ,Iga positiivse ratsionaalarvu a jaoks leidub positiivne ratsionaalarv b nii, et ab = 1¢
on téene. Moodustame tema eituse: ,Leidub positiivne ratsionaalarv a nii, et iga ratsio-
naalarvu b korral ab # 1,” mis on vééar. Miks?

Viike spikker, mis aitab eituste moodustamist meeles pidada:
—(Va P(z)) = 3z(-P(z)), —(3z P(x)) =Va(-P(x))

(Vo Jy, P(z,y)) =3z Vy (=P(z,y)), —~(FzVy P(z,y)) =z Iy (-P(z,y))

Kas selliselt moodustatud laused on téesed voi mitte ja kuidas moodustada kvantoreid sisalda-
vate keerulisemate lausete eitusi, arutame jargmises peatiikis.
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3.1 Matemaatiline loogika

Loogika (kreeka keeles, logiké techne — motlemiskunst, logos — sona, mdiste, moistus) on tea-
dus Gigest motlemisest, selle vormidest ja struktuuridest.

Antiik-Kreeka motlejat Aristotelest (384-322 e.m.a.) peetakse loogikateaduse rajajaks. Kind-
lasti tunti ja kasutati moningaid loogikareegleid juba enne Aristotelest, kuid Aristoteles oli
esimene, kes rajas loogika siisteemse teadusena. Sona ,loogika” périneb samuti kreeka keelest,
kuid Aristoteles ise oma Opetust veel selle nimega ei kutsunud. Aristotelese loogikat ning selle
edasiarendusi tuntakse ka nime all traditsiooniline loogika. 19. sajandi teisel poolel hakkas are-
nema kaasaegne loogika, mis tunneb rohkem loogikareegleid kui Aristotelese loogika. Kaasaegset
loogikat tuntakse ka nime all matemaatiline loogika.

Matemaatiline loogika on loogika haru, milles loogikaprobleemide késitlemiseks kasutatakse ma-
temaatilisi meetodeid. Kirjeldades mingi valdkonna moisteid ja vaiteid, tuuakse sisse formalisee-
ritud keel, mis on matemaatiliseks uurimiseks piisavalt tdpne, ithemotteline ja lihtne. Seejuures
tehakse vahet keele siintaktilistel aspektidel, mis kéasitlevad objekte kui teatavate reeglite jargi

15
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koostatud stimbolite jarjendeid, ning semantilistel aspektidel, mis annavad siintaktilistele objek-
tidele interpretatsiooni ehk ,tidhenduse“. Tédnaseks on matemaatiline loogika jagunenud palju-
deks harudeks. Et aga matemaatilises loogikas kasutatavad formaliseeritud keeled on osutunud
véga sobivaks programmide koostamise ja analiiiisimise juures, siis on kogu valdkonna areng iiha
tihedamini seotud arvutiteadusega.

Traditsioonilise loogika aluseks on métlemisseadused, mida kutsutakse ka loogika aksioomi-
deks. Motlemisseadusteks nimetame niisuguseid seadusi, millele peab alluma meie motlemine, et
ta oleks loogiline ehk toelevastav. Aristoteles sonastas kolm métlemisseadust: samasuse seaduse,
vasturdékivuste lubamatuse seaduse ja vélistatud kolmanda seaduse. W. G. Leibniz (1646 —
1716) lisas neile neljanda — kiillaldase aluse seaduse.

1. Samasuse seadus viidab, et iga mdiste voi véide peab {ihe arutluse kestel jadma samaks.
Selle seaduse rikkumine pdhjustab asjatuid vaidlusi, mille kohta vanasdna iitleb: ,Uks
radgib aiast ja teine aiaaugust.* Matemaatikas on oluline jilgida, et mdisted, mida me
arutluses kasutame, ei muutuks oma sisult arutluse kéigus vaid, et me kasutaksime iihte
moistet ainult iithes tdhenduses. Voimaluse piires tuleb véltida ,igapédeva konekeelt®, sest
konekeelele on omane mitmetdhenduslikkus.

2. Vasturiikivuse lubamatuse seadus iitleb, et kaks teineteist eitavat lauset ei saa olla
toesed liheaegselt. Néiteks ei saa fikseeritud kordajatega ruutvorrandi diskriminant olla sa-
maaegselt negatiivne ja mittenegatiivne, véi iiks ja sama naturaalarv iitheaegselt algarv ja
kordarv. Kui mingi arutluse tulemusena oleme joudnud selleni, et kehtivad korraga kaks tei-
neteisele vasturadkivat lauset, siis on ilmselt arutluses tehtud viga. Kui viga on lihtne, siis
saame ta holpsasti parandada. Kui viga on keerulisem ja peidetud, voib vea tekkepohjuste
uurimine pakkuda t66d matemaatikutele, loogikutele ja filosoofidele aastakiimneteks voi
isegi sajanditeks. Selliseid vigu nimetatakse paradoksideks ehk antinoomiateks ning so-
fismideks.

3. Vilistatud kolmanda seadus iitleb, et kahest teineteisele vasturaddkivast vaitest on iiks
toene ja teine vaar; kolmandat voimalust ei ole. Seega kaks arvu voivad olla vordsed voi
mittevordsed; loomad voivad olla selgroolised voi selgrootud, mingit kolmandat véimalust
olla ei saa (tetrium non datur).

4. Kiillaldase aluse seadus deklareerib, et igal otsustusel ning mottel peab olema kindel
alus, ehk iga viidet on vaja pohjendada mingi teise vaitega, mille tdesus on kontrollitud.
Naiteks, kui viidame, et trapetsi keskloik on paralleelne trapetsi alustega ja vordub aluste
poolsummaga, siis tuleb seda vaidet pohjendada téestamise teel.

Matemaatilise loogika aluse moodustavad lausearvutus ja predikaatarvutus. Lausearvutuse eesméark
on uurida lausete omavahelist kombineerumist liitlauseks, néiteks kuidas tekkinud liitlause toevaartus
soltub komponentlausete toevairtusest. Predikaatarvutus on lausearvutuse tldistus, kus fiksee-
ritud toevairtusega lausete asemel vaadeldakse selliseid lauseid, mille téevadrtus voib soltuda
argumentide viirtustest (néiteks laused ,2x + 3 = 11" ja ,x on algarv®).
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3.2 Lausearvutuse pohimoisted

Lausearvutuse pohiliseks uuritavaks objektiks on lause, mis voib périneda tikskoik millisest vald-
konnast. Siiski, mitte iga keeleliselt korrektne lause ei ole matemaatilise loogika lause. Matemaa-
tilises loogikas nimetatakse lauseks ainult niisugust véljendit (véidet, konekeele lauset), mille
korral saab rédkida selle sisu vastavusest voi mittevastavusest tegelikkusele. Kui lause sisu vas-
tab tegelikkusele, siis nimetatakse seda lauset toeseks. Kui aga lause sisu ei vasta tegelikkusele,
siis nimetatakse seda lauset vi#raks. Seega on oluline, et igale lausele saab vastavusse seada
tema toeviirtuse, mis kirjeldab lause tegelikkusele vastavuse maéra. Eeldame, et

e iga lause on kas tdene voi védr (vilistatud kolmanda seadus);
e iikski lause ei ole korraga toene ja védr (mittevasturddkivuse seadus).

Seega vaatleme ainult niisugused lauseid, mis midagi vdidavad, kusjuures igal véitel on olemas
iithene toevaartus.

Niiteks laused ,,Abruka on iiks Eesti saartest” ja ,,Arv 19 on algarv® on toesed, aga laused
,2Hobune on kodulind“, ,Kuu on iiks suur kollane juustukera“ ja ,,25 > 50“ on véadrad. Lause-
te ,Kas sul on iPad?“, ,Tere paevast!“ ja ,x > 0“ kohta ei oska me Oelda, kas nad on toesed
voi vadrad (viimasel juhul on téesuse méadramiseks vaja teada muutuja z vadrtust arvuliselt).
Vilistatud kolmanda seaduse noudel jéddvad korvale koik kiisilaused ja paljud hiiiidlaused, sa-
muti koik kédsud ning mottetud sonaiihendid. Mittevasturdédkivuse seadus vélistab mitmesugu-
sed paradoksid, niiteks ,,See lause siin on vaar“ voi ,Ma valetan praegu“, sest selliste viidete

toevadrtust pole voimalik tiheselt méarata.

Kui lause on toene, siis Oeldakse, et selle toevadrtus on ¢, ning kui lause on véar, siis selle
toevadrtus on v. Kasutatakse ka tahti ¢ ja f (inglise keeles true, false) v6i numbreid 1 ja 0.

Lausearvutuse eesmérk ei ole uurida lausete sisulist tdhendust, vaid antud lausetest uute lause-
te moodustamist. Loogiliste tehete abil saab lausetest moodustada liitlauseid. Lauseid, millest
liitlause moodustatakse, nimetatakse komponentlauseteks (lihtlauseteks). Liitlause nagu
iga komponentlausegi, voib olla kas toene voi vadr, kusjuures liitlause toevadrtus séltub ainult
komponentlausete toevaartustest. Liitlausete moodustamiseks tuuakse sisse tdhised komponent-
lausete ja seoste méarkimiseks ning pannakse vaadeldav lause kirja simbolkujul. Komponentlau-
sete tdhistamiseks kasutame suuri ladina tdhti X, Y, Z jne, mida nimetame lausemuutujateks,
grammatilistele seostele aga vastavad lausearvutuse tehted. Kahte lauset, mis on sisu poolest
identsed, aga vormilt erinevad, loetakse vordseteks ja tahistatakse iihe ja sama tdhega. Naiteks
laused ,, Téisnurkse kolmnurga korgus on selle kolmnurga kaatetite projektsioonide geomeetriline
keskmine“ ja ,,/Taisnurkse kolmnurga kérguse ruut vordub selle kolmnurga kaatetite projektsioo-
nide korrutisega“ véljendavad iiht ja sama tosiasja, on oma sisult vordsed ja me véime neid
tdhistada iihe ja sama tédhega. Sisu poolest erinevaid lauseid téhistatakse erinevate tdhtedega.
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3.3 Tahtsamad lausearvutuse tehted

e Eitus (mérk —) on loogiline tehe, mida rakendatakse ainult iihele lausele. Igapdevakeeles
véljendab eitus lause mittekehtimist, néiteks ,,Sidrun ei ole hapu® Selle lause v6ib kirja
panna valemiga —A, kus A = ,,Sidrun on hapu®

Lause A eituseks nimetatakse lauset = A, mis on tdene parjasti siis, kui lause A on vaar.
Kui lause sisaldab kvantorit, siis lause eitamine toimub jargmiselt:

Jz P(x) eitus on VY —P(x)

Vo Q(z) eitus on Iz -Q(z)

Kvantoriga lause eitamisel tuleb vahetada kvantor ja eitada lauset.

Niide 3.1. A = ,,Uhegi naturaalarvu logaritm pole null,“ —=A = [ Vdhemalt {ihe naturaalarvu
logaritm on null.

Niide 3.2. A = ,Leidub reaalarv, millega ei saa jagada,“ - A = ,Iga reaalarvuga saab jagada.

e Konjunktsiooni keeleliseks vasteks on sonad ,ja“ voi ,ning“. Tehtemérgina kasutatakse
siimboleid A v6i &. Naiteks ,,Puhub tuul ja sajab vihma* on valemkujul kirjutatuna A A B
voi A& B, kus A = “Puhub tuul“ ning B = “Sajab vihma“. Konjunktsiooni nimetatakse
vahel ka loogiliseks korrutiseks.

Lausete A ja B konjunktsioon A A B on tbéene parajasti siis, kui molemad komponentlaused
A ja B on toesed.

e Disjunktsioon (mirk V) véljendab seost ,,voi“. Naiteks ,,Helen laulab voi Mart laulab® on
valemkujul AV B. Sidesona ,,voi“ kasutatakse siin mittevélistavas tdhenduses: ,,Kas A voi
B vo6i molemad®. Igapdevases keeles on kiibel ka vilistav ,voi“: [Kas A v6i B, aga mitte
molemad®, naiteks ,Ma kiilvan pollule rukist voi panen pdllule kartulid®. Disjunktsiooni
all moistame mittevalistavat ,,void*.

Lausete A ja B disjunktsioon AV B on toene parajasti siis, kui vihemalt iiks komponentidest
A voi B on toene.

Mittevalistava ,,voi“ abil moodustatud liitlause on véar siis ja ainult siis, kui mélemad kompo-
nentlaused on vairad.

e Implikatsioon (méirk = voi — véi D) viljendab tingimuslikku konstruktsiooni ,kui ...,
siis ...“ Naiteks ,,Kui Sven terve aasta korralikult 6pib, siis suudab ta kevadel eksamid
holpsasti dra teha* voi ,Kui kehtib teoreem A, siis kehtib teoreem B“ Molemad laused
vo6ib kirja panna valemiga A = B. Implikatsiooni saab sonastada mitmel eri viisil. Naiteks:

1. Kui on A, siis on B.
2. Viitest A jareldub B.

3. A on B piisav tingimus.
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4. B on A tarvilik tingimus.

5. A on ainult siis, kui on B.

Lausete A ja B implikatsioon A = B on toene parajasti siis, kui A on vdar voi B on toene.
NB! Implikatsioon ei ole kommutatiivne tehe. Hoolikalt tuleb jalgida, milline avaldis on kirju-
tatud mérgist = vasakule poole, milline avaldis aga paremale poole.

e Ekvivalents (mérk < voi ~ voi ) tahendab matemaatikas sagedasti kasutatavat seost
yparajasti siis, kui® ehk ,siis ja ainult siis, kui“ ehk ,,on ekvivalentne sellega et. Naiteks lau-
se ,arv 1 on ratsionaalarv parajasti siis, kui 7 esitub kas 1opliku voi (16pmatu) perioodilise
kiimnendmurruna“ on valemkujul A < B.

Lausete A ja B ekvivalents A < B voi A ~ B on toene parajasti siis, kui kas A ja B on
molemad toesed voi molemad vaarad.
Koik toodud tehete definitsioonid saab esitada tihises tabelis:

A|B|AANB|AVB | A=B| A& B | -A
t |t t t t t v
t | v v t v v v
v |t v t t v t
v | v v t t t

Eitus on ainus loogiline tehe, mida saab rakendada ainult iihele lausele. Ulejiadnud loogiliste
tehete — konjunktsioon, disjunktsioon, implikatsioon, ekvivalents — rakendamiseks peab olema
vahemalt kaks komponenti.

Loogiliste tehete prioriteedid voimaldavad vdhendada valemites kasutatavate sulgude arvu.
Koige korgema prioriteediga on eitusetehe ja kbdige madalama prioriteediga ekvivalentsitehe.
Teiste tehete prioriteet ehk tugevusjirjekord fikseeritakse nii, et see kahaneb jargmises tehete
loetelus vasakult paremale:

AV =&

Olles seega piiritlenud lausearvutuse tehted, voime niitid koostada lihtsamatest lausetest keeru-
lisemaid, {ihendades neid omavahel lausearvutuse tehete abil. Naiteks saame moodustada lause

(A< B)= (ANC))V-B.
Niisugustes operatsioonides eeldame endiselt jargmiste tingimuste taidetust:
e tehteid voib teostada iikskoik milliste lausetega (sisulist seost nende vahel ei nouta);

e tehte tulemusena saadud lause toevairtus soltub ainult komponentlausete toevairtustest,
mitte nende sisust.

Nendest tingimustest jareldub vahetult, et lausetega tehete sooritamisel on oluline mitte lausete
sisu, vaid toevaartus. Lausearvutuse iiks pohilisi iilesandeid ongi liitlause toevairtuse leidmine.



PEATUKK 3. LAUSEARVUTUS 20

3.4 Lausearvutuse valemid

Kirjutades laused iiles stimbolkujul, saamegi lausearvutuse valemid. Kui see on tehtud, siis
vOime edasise uurimise aluseks votta valemid ja jatta korvale laused, millest need valemid saadi.
Téapse eeskirja valemite kirjapanemiseks méédrab kindlaks jargmine definitsioon.

Definitsioon 3.3. Lausearvutuse valemid on parajasti need, mida saab koostada jargmiste
reeglite abil:

1. iga lausemuutuja on lausearvutuse valem;
2. toevaartused t ja v on valemid;
3. kui F on lausearvutuse valem, siis ka =F on lausearvutuse valem;

4. kui F ja G on lausearvutuse valemid, siis ka FAG, FVG, F = G ja F < G on lausearvutuse
valemid;

5. kui F on lausearvutuse valem, siis ka (F) on lausearvutuse valem.

Néiteks kirjutis (A V B) A (C = D) on valem, kui A, B,C,D on valemid.

Definitsioonist jareldub, et valem saab soltuda l1oplikust arvust muutujatest ning on antud eeski-
ri, kuidas lihtsamatest valemitest saab jark-jargult moodustada keerulisemaid. Niisugust tiitipi
definitsioonid esinevad loogikas lisna sageli, neid nimetatakse induktiivseteks, sest vormi poo-
lest meenutavad nad matemaatilise induktsiooni printsiipi. Tingimused 1) ja 2) kujutavad seejuu-
res induktsiooni baasi, tingimused 3), 4) ja 5) aga induktsiooni sammu (induktsioonist radgime
lahemalt paragrahvis 7.2).

Lahtudes lausemuutujatest, saame koostada valemid, mis sisaldavad iihte lausearvutuse tehet;
lahtudes lausemuutujatest ja iihe tehtega valemitest, saame koostada kahe tehtega valemid jne.
Koiki antud valemi konstrueerimise kaigus tekkinud valemeid nimetatakse selle valemi osa-
valemiteks, konstrueerimise viimasel sammul kasutatud tehet aga valemi peatehteks. Kui
lauses on mitu erinevat loogikatehet, siis tuleb arvestada sulgudega ja tehete jérjekorraga (tule-
ta meelde: kbigepealt eitused, siis konjunktsioonid, siis disjunktsioonid, seejarel implikatsioonid
ja ekvivalents). Kui mitme liikme konjunktsioonis v6i disjunktsioonis sooritatakse tehteid vasa-
kult paremale, siis voib tehete jérjekorda tdpsustavatest sulgudest loobuda. Samuti voib valemi
vélimised sulud &ra jatta.

Niide 3.4. Olgu antud valem
(((X A-Y)A(Z = X)) & (Y V X)).

Lausemuutujad X, Y, Z on lausearvutuse valemid definitsiooni esimese punkti pohjal. Kolmanda
punkti pohjal on lausearvutuse valemid ka néiteks =X ja =Y ning neljanda punkti péhjal YV X.
Edasi on lausearvutuse valemid X A =Y, Z = =X ja (X A =Y) A (Z = —X) ning samuti
(X A=Y)AN(Z = -X)) & (Y V X). Viimase valemi peatehe on < ja tema osavalemid on
parajasti koik loetletud valemid.
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Niide 3.5. Vaatleme taas valemit
(((X/\ “Y)AN(Z = -X)) & (YvX)).
Jéattes dra vélimised sulud, saame
(XA-Y)A(Z=-X)) < (YVX).

Tehete prioriteete arvestades voime loobuda sulgudest timber valemi peatehte kummagi poole:

(XAY)N(Z=-X)eYVX
Samuti pole tarvis ka esimesi sulge:

XANYAN(Z=-X)eYVX

Kokkuvottes on valem omandanud hoopis tlevaatlikuma kuju.

3.5 Valemite toevairtuse leidmine

Valemi toevaartus maaratakse muutujate toevadrtuste kéikvoimalike kombinatsioonide korral.
Seda on otstarbekas teha tabeli kujul, mida nimetatakse valemi téeviirtustabeliks. Valemi
toevadrtuse leidmiseks tuleb muutujad asendada nende toeviartustega ning arvestada tehete
jarjekorda ja loogiliste tehete definitsioone.

Niide 3.6. Koostame niiteks valemi (-X = Y) V (X AY) toevéirtustabeli. Tabeli paisesse
kirjutame muutujad X ja Y ning tiksikud tehted noutavas jarjekorras. Kahe muutuja korral on
4 voimalikku toevadrtuste kombinatsiooni. Nendega tdidamegi muutujate X ja Y toevéartuste

veerud ning seejirel tdidame tabeli iilejadnud veerud, arvestades vastavaid loogilisi tehteid.

X|Y ]| X | -X=Y | XAY|(X=Y)V(XAY)
t t v t t t
t | v v t v t
v t t t v t
v | t v v v

Valemi (=X = Y) V(X AY) toevéirtused on tabeli viimases veerus. Ndeme, et antud valem on
véaar vaid iihel juhul, ja nimelt siis, kui mélemad muutujad on viaarad (X =v jaY =v).

3.6 Muutujate viartustused

Iga lausemuutuja vo6ib olla kas téene voi vadr. Kui néiteks muutuja X on tdene, siis kirjuta-
me X =1 v6i X = t, vastasel korral, kui muutuja X on vaar, kirjutame X = 0 v6i X = v.
Juhul, kui me omistame toevairtuse igale vaatluse all olevale muutujale, siis nimetatakse sel-
list téevadrtuste komplekti muutujate viadrtustuseks. Naiteks muutujakomplekti X, Y, Z iiks
voimalik védrtustus on X = 1,Y = 0,7 = 1 ehk lithemalt (1,0,1).
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Olgu antud mingi lausearvutuse valem. Omistame koigile selles valemis esinevatele lausemuu-
tujatele toevadrtused, s.o anname igale muutujale mingi toevaartuse. Valemi toevaartuse leid-
miseks sellel vaartustusel tuleb sooritada koik valemi tehted, milleks annab reeglid jargmine
definitsioon.

Definitsioon 3.7. Lausearvutuse valemi F toeviidrtus etteantud vaartustusel leitakse
jargmiste reeglite abil:

1. Kui F = @G, siis F = 1 parajasti siis, kui G = 0.

2. Kui F =G AH, siis F = 1 parajasti siis, kui G =1 ja H = 1.

3. Kui F =GV H, siis F =1 parajasti siis, kui G =1 voi H = 1.

4. Kui F =G = H, siis F = 1 parajasti siis, kui G =0 voi H = 1.

5 Kui F =G & H, siis F = 1 parajasti siis, kuiG=1jaH=1v6i G=0jaH=0.

Eituse puhul on tegemist lihtsa postulaadiga, et teineteist eitavate lausete toevairtused on vas-
tupidised. Konjunktsioon on téene ainult juhul, kui moélemad komponentlaused on téesed. Dis-
junktsioon on toene, kui on toene vihemalt iiks komponentlause. Seega realiseerib disjunktsioon
sona ,,voi“ mittevélistavat tdhendust. Implikatsioon on véér ainult siis, kui eesliige on toene ja
tagaliige vaar. Kuigi tavakeeles kipume vééra eesliikmega implikatsiooni (néiteks ,,Kui 1 = 2, siis
tédna on toopdev®) pidama rohkem vaaraks kui toeseks, peetakse toevédrtuse arvutamise reeg-
lites silmas pigem jareldumist matemaatilises mottes. Néiteks pole meil mingit pohjust lugeda
jareldust ,Kui arv = on positiivne, siis arvu x ruut on positiivne“ véaraks juhul, kui vaadeldav
arv on negatiivne voi null. Lopuks, ekvivalents kehtib siis, kui pooled on vordse tdevaartusega.

Ndide 3.8. Leida valemi X A =Y A (Z = —X) < Y V X toevddrtus muutujate X,Y, 7
vaartustusel (1,0, 1).

Koigepealt teame, et X =1, Y =0 ja Z = 1. Definitsiooni 3.7 esimese punkti pohjal saame, et
—-X =0 ja =Y = 1 ning kolmanda punkti pohjal Y V X = 1. Edasi leiame analoogilisel viisil,
et X A=Y =1 ning Z = =X = 0, mistottu X A =Y A (Z = —X) = 0. Lopuks nédeme, et
XAN-YAN(Z=-X)<&Y VX =0. Vaadeldaval viadrtustusel on valem jarelikult vaar.

Sarnaselt eespool antud tabelile on ka siin tark tegu tehete toimet iilevaatlikumalt kirjelda-
da toevaartustabeliga, mille vasakus osas on valemi argumentide koikvoimalikud vaartustused,
paremas osas aga tehete tulemused. Keerukama valemi toevaértustabelis kirjutatakse tehte tu-
lemused iga tehtemaérgi alla omaette veergu. Naites 3.8 konstrueeritud valemi téevaartustabeliks
saame niiviisi
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xlyv[z[x[a[v[rl@z]l=]-x]ely|[v]X
111 o[ 0o o] o [0 1
110 0] 0o 1] 0 |o 1
101 11 o o] o |o 1
11o]o 111 1] o0 |1 1
01]1 0] 0o 1] 1 |o 1
o[1]o o] 0o 1] 1 |o 1
001 o[ 10 1] 1 |1 0
o[ofo o[ 10 1] 1 |1 0

Toevaartustabel on lausearvutuse valemi analiilisimise universaalne meetod. Enamiku iilesannetest,
mis puudutavad lausearvutuse valemi toesust v6i véddrust, saab lahendada toevaértustabeliga,
kuigi moénede spetsiaalsete iilesannete lahendamiseks on olemas ka teisi meetodeid. Et aga n
muutujaga valemi toevéaartustabel sisaldab 2" rida, siis kasvab toevéartustabeli maht muutuja-
te arvu suurenedes viga kiiresti (m tehtemérgi korral tuleb teha 2™ - m tehet).

3.7 Valemite omadused

Jargnevas vaatleme lausearvutuse valemite ,globaalseid“ omadusi, jilgides valemi toevaartust

seal esinevate lausemuutujate erinevatel vaartustustel.

Definitsioon 3.9. Lausearvutuse valemit F nimetatakse samaselt téeseks ehk tautoloo-
giaks, kui ta on igal va&drtustusel toene. Valemit F nimetatakse samaselt védraks ehk vas-
tuoluliseks, kui ta on igal vaartustusel vaar.

Samaselt toest valemit nimetatakse ka loogiliselt tdeseks valemiks ning samaselt véira valemit
kontradiktsiooniks voi loogiliselt viiraks valemiks. Uks samaselt téene valem on niiteks
X V=X, mis viljendab vilistatud kolmanda seadust. Mittevasturdakivuse seadust kirjeldab aga
samaselt vaar valem X A =X.

Samaselt toesed valemid véljendavad tildkehtivaid loogikaseadusi ning pakuvad seetottu loogikas
suurt huvi. Asendades niisuguses valemis koik lausemuutujad mingite lausetega, saame liitlause,
mis on alati toene. Naiteks kui valemis X V =X votta X = ,Mul on 6igus®, siis saame lause
»2Mul on 6igus voi mul ei ole Gigus“, mis on téene soltumata sellest, kas mul 6igus on voi ei ole.

Et samaselt tdene valem on igas olukorras toene, olenemata sellest, milline maailm tegelikult
on, siis ei sisalda ta informatsiooni ja on seega sisutiithi (ta ei {itle maailma kohta midagi).
Kui néiteks lause ,Homme on ilus ilm v6i homme ei ole ilus ilm“ esineks ilmateates, siis pole
sellest homse ilma kohta véimalik midagi teada saada. Teinekord esineb taolise struktuuriga
véaiteid igapéevases keeles, néiteks ,,Seadus voetakse Riigikogus vastu voi ei voeta“. Kuigi nii-
sugune véide otsest informatsiooni ei kanna, saab jareldada lause esitamise faktist, et tegemist
on mingi seadusega, mille vastuvotmise suhtes pole koik saadikud iihel meelel. Selline kaudne
tolgendamine jadb aga véljapoole lausearvutuse piire.
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Samaselt vadrad valemid esitavad véiteid, mis mingil tingimusel téesed olla ei saa. Vaatleme
néiteks valemit X A =X ja valime X = ,Homme on ilus ilm* Saame lause ,Homme on ilus ilm
ja pole ilus ilm“, mis ei saa olla téene, sest siis peaks homne ilm olema {ihtaegu nii ilus kui ka
halb. Seetottu ka samaselt vadra valemina esinev lause on infotiihi.

Uks voimalus valemi samaselt tdesuse kontrollimiseks on kasutada tdevédrtustabelit: valemi
toevadrtuste veerus peab esinema ainult vdartus 1. Et toevaartustabel on 16plik, siis saab lau-
searvutuse valemi samaselt toesust alati kindlaks teha 1opliku arvu sammudega ehk, algorit-
miteooria terminites, lausearvutuse samaselt toeste valemite hulk on lahenduv. Analoogilised
maérkused kehtivad samaselt vidrade valemite kohta.

Niide 3.10. Naidata, et valem X A Y VX A=Y V-X AY V=X A =Y on samaselt toene.
Koostame toevaartustabeli:

X| Y| X AN Y| VIX|A|XY|VI2X|A|Y|V|IX]|A|Y
111 1 1 0| 0 |1 0 |0 1 0 |0 O
110 0 1 1 1 1 0 |0 1 0 |0] 1
01]1 0 0 0} 0 |1 1 1 1 1 0 O
010 0 0 0| 1 10 1 0 1 1 1 1

Et antud valemi toevaartuste veerus esinevad ainult toesed vadrtused, siis on valem samaselt
toene. Seda valemit voib pidada vélistatud kolmanda seaduse iildistuseks kahe lausemuutuja
juhule.

Niide 3.11. Néidata, et valem =(X VY )A—(=XV—Y') on samaselt viir. Koostame toeviirtustabeli:

X|Y |- X|VIYV)IA|I | E=X]V]AY)
1]11]0 1 01 0 0 0
1101]0 1 00 0 1 1
0[1]0 1 0j0| 1 110
001 0 00 1 1 1

Et antud valemi téevéirtuste veerus esinevad ainult vadrad véartused, siis on valem samaselt
Vaar.

Kui kaks valemit ei ole neis esinevate lausemuutujate iihelgi vaartustusel korraga toesed, siis ni-
metatakse neid valemeid vastursidkivateks. Niite 3.11 pohjal voime oelda, et valemid (X VY)
ja =(=X VYY) on vasturddkivad. Analoogiliselt moistetakse vasturdakivust kolme, nelja ja ena-
ma valemi puhul.

Vaatleme veel kahte valemiklassi.

Definitsioon 3.12. Lausearvutuse valemit F nimetatakse kehtestatavaks, kui ta on vihemalt
ithel vadrtustusel tdene. Valemit F nimetatakse kummutatavaks, kui ta on vdhemalt iihe
véaartustuse korral véar.
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Néiteks valem —(X VY') on kehtestatav, sest tema toeviédrtuste veerus esineb 1 (vaata néite 3.11
teise tehte toevairtuseid). Otse definitsioonist jareldub, et iga samaselt toene valem on kehtes-
tatav, sest selline valem on samuti vihemalt {ihel vaartustusel tdene.

Sissetoodud valemiklasside vahel kehtivad jargmised seosed.
Lause 3.13. Valem F on samaselt toene parajasti siis, kui tema eitus = F on samaselt vddr.

Toestus. Andes valemis F esinevatele lausemuutujatele suvalise vadrtustuse, ndeme, et valemite
F ja —F toevairtused on vastupidised. Jarelikult kui F on igal vaartustusel toene, siis =F on
igal vaartustusel vaar ja sama kehtib ka iimberpoérdult. O

Lause 3.14. Valem F on kehtestatav parajasti siis, kui tema eitus = F ei ole samaselt toene.

Toestus. Kui F on kehtestatav, siis vadrtustusel, kus F on tdene, on valem —F véar ja ei saa
seetdttu olla samaselt toene. Umberposrdult, kui —F ei ole samaselt tdene, siis leidub véértustus,
kus —F on vaar ja F on jarelikult toene. O

Analoogiat kasutades voime eelmisele kahele lausele lisaks viita, et valem F on samaselt véar
parajasti siis, kui tema eitus F on samaselt tdene, ning valem F on kummutatav parajasti siis,
kui F ei ole samaselt toene. Alati on neid omadusi v6imalik kindlaks teha, koostades nende
toevaartustabelid.
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4.1 Jareldamine

Jareldamine ehk arutlus on moétlemisprotsess, mille kéigus {ihele v6i mitmele otsustusele tugi-
nedes joutakse uue otsustuseni. Jareldamise tulemust nimetatakse jdrelduseks, otsustusi aga,
millele tuginetakse — eeldusteks. Kui kéik eeldused on tdesed ning deduktiivne jareldus on
Oigesti tehtud, siis on ka jéreldus toene. Seega, loogika reeglite abil uute véidete tuletamine on
ithtlasi nende véidete toestamine. Meie uurime kéesolevalt kiisimust, millal on lausearvutuse
valem téene, kui mingite teiste lausearvutuse valemite toesus on teada. Néitena vaatame kolme
lauset:

1. Kui tdna on 16. september, siis homme on 17. september.
2. Téna on 16. september.
3. Homme on 17. september.

Voime oelda, et lause 3 jéreldub lausetest 1 ja 2. Samuti, olles Gppinud, et lause ja tema
poordvastandlause on loogiliselt samavéirsed, voime véita, et lausest ,,Kui vihma sajab, siis
katused on mérjad“ jareldub ,Kui katused ei ole marjad, siis vihma ei saja“

26
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Definitsioon 4.1. Oeldakse, et valemitest Fi, ..., F, jireldub valem G, kui igal neis valemeis
esinevate muutujate vaartustusel, millel F1,...,F, on toesed, on ka G toene.

Asjaolu, et valemitest Fi,...,F, jareldub valem G, tdhistatakse siimbolites nii:
Fi,.-  FnEG,

kus stimbolit F loetakse sonaga ,jareldub.”

Eeldused on alati vasakul pool stimbolit F. Kui vasakul on komadega eraldatud mitu valemit,
siis on mitu eeldust. Paremal pool F siimbolit on jéreldus. Monikord kasutatakse sona jareldus
ka tdhenduses jareldamine.

Jareldumist saab kindlaks teha toevéaartustabeli abil. Valime toevéaartustabelist véilja read, milles
valemid Fi,...,F, on kdik toesed, ja selgitame, kas nendes ridades on ka valem G téene. Kui
on, siis jareldumine kehtib; kui aga leidub rida, milles valemid F1, ..., F, on toesed, kuid valem
G on vadr, siis oleme leidnud véartustuse, mis viidetava jareldumise tmber likkab.

Niide 4.2. Teha kindlaks, kas valemitest -(X AY') ja Y = X jireldub valem —Y. Koostame
toevaartustabeli:

(X V) [v X[y

XY
1|1
110
01
010

===
olo|lol| >

=
1 0
1 1
0 0
1 1

Kaks esimest valemit on molemad toesed ainult teises ja neljandas reas. Et ka kolmas valem on
nendes ridades toene, siis jareldumine leiab aset ehk =(X AY),Y = X E =Y.

Niide 4.3. Naidata, et valemitest X = Y ja Y = Z jareldub valem X = Z.

Seekord me toevaartustabelit véilja ei kirjuta, vaid kontrollime jareldumise toesust arutluse teel.
Koigepealt mérkame, et ainukene olukord, kus kahest esimesest valemist kolmandat valemit
jarelduda ei saa on siis, kui mingil véartustusel eeldused (s.t kaks esimest valemit) on toesed,
kuid viide (s.t kolmas valem) on véér. Teiste sonadega, nii X = Y on toene, kui ka ¥ = Z
on toene, kuid X = Z on véir. Tuletades meelde, et implikatsioon saab véar olla ainult siis,
kui eeldus on toene ja viide véadr, peab meie juhul jérelikult kehtima, et X on tdene ja Z on
vaar. Esimese valemi X = Y toesusest jareldub seega, et Y peab olema téene, kuid teine valem
Y = Z ei saa niilid enam toene olla, sest Y on tdene ja Z on véar.

Niide 4.4. Olgu antud lausemuutujad, mille tdhendus on jirgmine: X = | Kiiruste liitmissea-
dus kehtib“, Y = [ Valgus liigub kinnistdhtedega seotud taustsiisteemis k&igis suundades sama
kiirusega“ ning Z = ,Valgus liigub Maal kéigis suundades sama kiirusega“.

Kehtib valem X AY = —Z ehk tekstikujul ,,Kui kiiruste liitmisseadus kehtib ja valgus liigub kin-
nistdhtedega seotud taustsiisteemis koigis suundades sama, kiirusega, siis pole Maal valguse liiku-
miskiirus koigis suundades sama“, sest Maa ilmselt liigub kinnistdhtedega seotud taustsiisteemi
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suhtes. Peale selle kehtib valem Y, sest see on Einsteini relatiivsusteooria pohipostulaat, ja valem
Z, sest see jareldub Michelson-Morley katsest (1887). Vaatleme niisiis kolme valemit

XAY=-Z, Y ja Z

Eeldame, et koik need valemid on toesed. Kuna Z on toene, siis =Z on véir ning esimeses
valemis implikatsiooni toesuse kehtimiseks peab osavalem X AY olema véair. Et aga Y on toene,
siis peab X olema védir ja seega =X toene. Sellega oleme néidanud, et toodud kolmest valemist
jareldub valem —X ehk sonades ,Kiiruste liitmisseadus ei kehti®

Niide 4.5. Kontrollida, et kehtivad jargmised (koige lihtsamad) lauseloogika jéreldused:
1. Modus ponens (1d. k. jaatav moodus): X = Y, X FY,

2. Modus tollens (1d. k. eitav moodus): X = Y,-Y F - X.
Toome veel {ihe néite lausearvutuse vahendite kasutamisest arutluse 6igsuse kontrollimisel.

Niide 4.6. Kontrollige, kas jargmine arutlus on Gige.

Kui inimene on andekas ja auahne, siis ta teeb karjadri. Jarelikult: kui inimene on auahne, kuid
karjddri ei tee, siis ta ei ole andekas.

Koigepealt paneme antud arutluse kirja loogiliste valemite abil:
ANB=CEBA-C= -A.

Antud arutlus on o6ige siis, kui selline jareldus kehtib. Kuna ka paremal pool F mérki on impli-
katsioon, alustame tegelikult kahe eeldusega: AA B = C ja BA—C, ning eesmérgiks on néidata,
et nendest jareldub —A. Oletame taas vastuvéiteliselt, et antud arutelu andekuse ja auahnuse
kohta on vaar. See saab juhtuda vaid siis, kui eeldused on toesed ja jareldus —A on véér. Sellest
jarelduvalt peab A olema tdene. Teisest eelduse valemist saame, et kuna B A —~C' on tdene, siis
peab B olema téene ning ka —~C olema toene, ehk C' peab olema vaér. Niitid saime aga vastuolu
eelduse esimese valemiga AA B = C, sest see ei saa leitud A, B ja C véairtustel enam toene olla.

Seega arutlus on dige ja jareldumine leiab aset.

Teine voimalus jareldumist kindlaks teha on kasutada alljargnevat teoreemi, mis taandab jareldu-
mise kontrollimise iitheainsa valemi samaselt téesuse kontrollimisele. Niisugust 1ahenemist kasu-
tatakse eriti siis, kui valemit analiilisitakse arvutil, sest lausearvutuse standardiilesannete, nagu
samaselt toesuse kontroll, lahendamiseks on koostatud hulgaliselt tavalisi ja heuristilisi efektiiv-
seid algoritme.

Teoreem 4.7. Valemitest F1, ..., F, jdreldub valem G parajasti siis, kui valem FiN\.. . NF, = G
on samaselt téene.

Toestus. Kui valemitest Fi,...,F, jireldub valem G, siis neil vaédrtustustel, millel valemid
Fi,...,Fn on toesed, on ka valem G toene, mistottu F1 A...AF, = G on téene. Vidrtustustel,
millel moni valemitest Fi,...,F, on vair, on valem F; A ... A F, = G tOene seetottu, et

implikatsiooni eesliige on vaér.
Umberpéordult, kui valem Fi A ... A F, = G on samaselt tdene, siis igal véadrtustusel, millel
valemid Fi, ..., F, on toesed, on ka Fi A...AF, toene, mistottu valem G on samuti toene. [
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Niide 4.8. Kordame uuesti néites 4.2 toodud iilesannet, kus pidi kindlaks tegema, kas vale-
mitest 7(X AY) jaY = X jareldub valem —Y. Kasutades teoreemi 4.7, kontrollime seega, kas
valem

S XAYAY =X)=Y

on samaselt toene. Selleks koostame vastava toevaartustabeli:

X[ Y[-xAaY)[al¥=Xx)]=]-v
11 0 0 1 1] o0
1]0 1 1 1 1] 1
01 1 0 0 1] 0
0|0 1 1 1 1] 1

Viimasest implikatsiooni veerust nideme, et valem on samaselt toene ja seega jareldus kehtib.
Sarnaselt saab teistes ndidetes antud jareldumist kontrollida vastavate valemite samaselt toesust
naidates. Proovi sama tehal!

4.2 Samavaarsus

Koostades valemite =(XAY') ja =X VY toevadrtustabelid, ndeme, et valemite toevaartusveerud
langevad kokku:

x|y [-xay)|-x[v]-y
11 0 0o lo] o
110 1 0 [1] 1
01 1 1 [1] o0
010 1 1 [1] 1

Igapédevase keele abil on lihtne veenduda, et need valemid véljendavad iihte ja sama: esimene
valem tédhendab ,,Pole nii, et laused X ja Y on mélemad téesed” ning teine valem ,,Vahemalt liks
lausetest X voi Y on vair®. Uhesuguse tdeviirtusveeruga valemeid ei ole voimalik nende kom-
ponentlausete sisu jargi teineteisest eristada, ehkki neil v6ib olla erinev véliskuju. Niisugustest
kaalutlustest 1lahtudes anname jérgmise definitsiooni.

Definitsioon 4.9. Valemeid F ja G nimetatakse loogiliselt samaviirseteks, kui nende
toevadrtused on vordsed igal neis valemeis esinevate muutujate vadrtustusel.

Asjaolu, et valemid F ja G on samavéirsed, mérgib kirjutis F = G.

Niide 4.10. Niitame, et valemid =(X VYY) ja =X A =Y on samavéérsed. Selleks vordleme
nende toevaartusi kasutades toevaartustabelit:
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x|y [-xvy)|-Xx[a]-y
11 0 0 [0] o
10 0 0 0] 1
01 0 1 (0] 0
010 1 1 [1] 1

Seega ndeme, et kehtivad samavadrsused -(X AY)=-X VY ja~(XVY)=-X A-Y. Neid
samavadarsusi nimetatakse De Morgani seadusteks.

Samavéirsed voivad olla ka erinevaid muutujaid sisaldavad valemid. Naiteks, kui
F=Y=X)ANY=X)jaG=(XVI)N(XV-Z),

siis F = G (kontrolli!). Koik samaselt toesed valemid on iiksteisega samavéirsed, sest sellised
valemid on igal vdartustusel toesed. Analoogilisel pohjusel on omavahel samavééirsed koik sa-
maselt vidrad valemid.

Loogiliselt samavéirsete valemitena esitatud véiteid voib teatud piires pidada sama motte voi
tdhendusega vaideteks, sest iikskoik, milline maailm ka poleks, kui iiks neist véidetest on toene,
on seda paratamatult ka teine ning vastupidi.

Jargmine teoreem néitab, et samavéaérsete valemite puhul jareldub esimesest valemist teine ja
teisest esimene, s.t jareldus on molemapidine. Eeldusest jareldub tulem ja vastupidi.

Teoreem 4.11. Valemid F ja G on samavddrsed parajasti siis, kui valemist F jareldub valem

G ja valemist G jareldub valem F.

Toestus. Kui F = G, siis suvalisel valemites F ja G esinevate lausemuutujate véaartustusel on
need valemid kas mdlemad toesed voi molemad vadrad. Seepérast kehtivad jareldused F E G ja
GEF.

Umberpéordult, kui F E G ja G F F, siis ei saa leiduda véartustust, kus F ja G toevairtused
oleksid erinevad, mistottu F = G.

Seega, valemid F ja G on samavaérsed parajasti siis, kui valemist F jéreldub valem G ja valemist
G jareldub valem F. OJ

Niisugust omadust kasutatakse tihti valemite samavéarsuse toestamisel.

Kahe valemi samavéarsuse kontrolli saab samuti taandada iithe valemi samaselt toesuse kontrol-

lile, nii nagu nagime jéreldumise puhul.

Teoreem 4.12. Valemid F ja G on samavddrsed parajasti siis, kui valem F < G on samaselt
toene.

Toestus. Eeldame, et valemid F ja G on samavéirsed. Valime valemites F ja G esinevatele
muutujatele suvalise véédrtustuse. Kui valitud vaartustusel valem F on toene ja valem G on
toene, siis F < G on samuti téene, kui aga valitud vaartustusel valem F on viir ja valem G on
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véadr, siis jéllegi F < G on toene. Jarelikult on valem F < G toene soltumata vadrtustusest ehk
samaselt toene.

Eeldame nuiid iimberpoordult, et valem F < G on samaselt tdene. Valime selles valemis esine-
vatele muutujatele suvalise véédrtustuse. Et ekvivalents on toene, siis kas F ja G on molemad
toesed voi F ja G on molemad vadrad. See tdhendab, valemite F ja G toevaartused on suvalisel
vadrtustusel samad. Vastavalt definitsioonile on valemid F ja G samavééarsed. O

4.3 Lausearvutuse pohisamaviirsused

On olemas hulk lausearvutuse pohisamavéirsusi, mida kasutatakse lausearvutuses teistest
rohkem. Need on jargmised:

1. Idempotentsuse omadused:

a) FAF=F,
b) FVF=F.

2. Kommutatiivsuse omadused:

a) FAG=GAF,
b) FVG=GVF.

3. Assotsiatiivsuse omadused:

a) (FAGAH=FA(GAH),
b) (FVG)VH=FV(GVH).

4. Distributiivsuse omadused:

a) FANGVH)=FAGVFAH,
b) FV(GAH)=(FVG) A(FVH).

5. Neelamisomadused:

a) FA(FVG)=F,
b) FVFAG=F.

6. De Morgani seadused (duaalsus):

a) 7(FAG)=-FV -G,
b) =(FVG)=-FA-G.

7. Kahekordse eituse omadus: -——F = F.

8. Liikmete elimineerimise reeglid, kus ¢ on suvaline samaselt tdene valem ja v on suvaline
samaselt vaar valem:

a) FAt=F,
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b) FVt=t,
c) FAv=w,
d) Fvev=F.

9. Implikatsiooni avaldis konjunktsiooni ja disjunktsiooni kaudu:

a) F=G=~(FA-G),
b) F=G=-FVG.

10. Konjunktsiooni ja disjunktsiooni avaldis implikatsiooni kaudu:

a) FAG=—(F = -G),
b) FVG=-F=G.

11. Ekvivalentsi avaldis teiste tehete kaudu:

a) F&G=FANGV-FAG,
b) F&G=(F=G) AN(G=F).

Koiki neid samavaarsusi saab kontrollida toevaartustabeli abil.

Nidide 4.13. Samavéarsus 9. b) F = G = -F V G tuleneb jérgmisest tabelist:

FlG|F=G|-FVgG
1)1 1 1
110 0 0
01 1 1
010 1 1

Kuid nende samavairsuste kehtivust voib toestada ka otsese arutlemise teel.

Niide 4.14. Tdestame niiteks esimese distributiivsuse seadustest FA(GVH) = FAGVFAH
(punktis 4).

Téestus. Kui F A (GV H) on tdene, siis see on nii ainult siis, kui F on téene ja GV H on toene.
Kui viimases seoses G on toene, siis ka F A G on téene. Kui aga H on toene, siis on ka F A H
toene. Molemal juhul on toestatava samavéirsuse parempoolne valem toene, sest disjunktsioon
on toene, kui iiks komponentidest on toene.

Umberpséordult, olgu F A GV F AH tdene. Kui F A G on toene, siis F ja G on molemad tdesed,
millest jareldub, et ka G V H on toene. Seetottu on vasakpoolne valem téene. Kui aga F A H
on toene, siis F ja H on molemad toesed, millest omakorda jareldub, et GV H on toene. Ka sel
juhul on vasakpoolne valem toene. Niisiis oleme nédidanud, et vasakpoolsest valemist jéreldub

parempoolne ning parempoolest vasakpoolne. See tdhendab, et need valemid on samavéarsed.
O

Et konjunktsiooni, disjunktsiooni ja ekvivalentsi toevadrtus ei muutu komponentlausete jarjekorra
muutmisel, siis on need loogilised tehted kommutatiivsed. Implikatsioon aga ei ole kommuta-
tiivne. Seepérast tuleb implikatsiooni korral silmas pidada komponentlausete jarjekorda.
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Samavéadrsused 9. — 11. néitavad, et osa loogilisi tehteid on samavéérsed teiste loogiliste tehete
kombinatsioonidega.

4.4 Otsustuse eitamine

Nagu varasemalt (vt peatiikk 2) opitud, seisneb otsustuse eitamine antud véitele vasturaékiva
véite leidmises. Lihtotsustuse eitamise reeglid voib kokku votta jargmises tabelis:

Otsustus Otsustuse eitus
Koik S on P Mboéni S ei ole P
Mitte tikski S ei ole P Moéni S on P
Mboéni S on P Mitte iikski S ei ole P
Mboéni S ei ole P Koik S on P

Tabeli esimesele reale vastab juba tuntud kvantori ja eituse vahetamisseadus
-(Vz P(z)) = 3z —~P(x),

ning tabeli kolmandale reale vastab samavaérsus
—(3z P(z)) = Vx =P(x).

Liitotsustuse eitamise reeglid saab aga lausearvutuse pohisamavéaérsuste abil kirja panna jargmiselt:

Otsustus Otsustuse eitus
-A A
ANB -AV-B
AV B -AN-B
A= B AN-B
A& B (A/\ﬂB)\/(ﬂA/\B)

Tabelis olevat viimast rida voime selgitada jargmise naite abil.

Niide 4.15. Lause: ,Inimene tunneb t66st rodmu siis ja ainult siis, kui ta t66 eest korralikku
palka saab*.
Lause eitus: ,Moni inimene tunneb t66st réomu, kuigi ei saa t66 eest korralikku palka voi saab

korralikku palka, kuid ei tunne t66st réomu‘.

Samavéaédrsuse 6. ehk De Morgani seaduste tundmine on abiks ka jargmise kvantoritega lause

eitamisel.

Ndide 4.16. Lause ,Koikide taisarvude a ja b korral, kui korrutis ab on paarisarv, siis a on
paarisarv v6i b on paarisarv.‘ eitus oleks jargmine: ,Leiduvad sellised tidisarvud a ja b, mille
korral ab on paarisarv ja a ning b on mdélemad paaritud arvud.”

Proovi selle néite esialgne lause ja tema eitus kirja panna kvantoreid kasutades.
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4.5 Valemite teisendamine

Samavéadrsused etendavad lausearvutuses samasugust rolli nagu samasused algebras. Nii nagu
algebras kasutatakse samasusi avaldiste lihtsustamiseks, nii v6ib ka lausearvutuse valemeid tei-
sendada ja lihtsustada lausearvutuse samavéarsustega, kusjuures tekkiv valem jéaab igal sammul
samavidirseks esialgsega. Uks teisendussamm tihendab valemi enda voi tema osavalemi asenda-
mist teise, samavéirse valemiga. Kui asendame valemis F mingi osavalemi F; samavéaérse vale-
miga Fo, siis tulemuseks saadav valem ja valem F on igal vaartustusel iihesuguse toevaartusega,
sest uus osavalem JF» annab igal vidrtustusel sama toevadrtuse nagu osavalem Fj.

Tavaliselt on teisendamisel otstarbekas elimineerida koik tehted peale eituse, konjunktsiooni ja
disjunktsiooni, sest nende tehete vahel kehtivad koige lihtsamad seosed. Monikord on parem
enne tehete elimineerimist teisendada antud valemi mingit osavalemit.

Teoreem 4.17. Iga lausearvutuse valemi F jaoks leidub temaga loogiliselt samavddrne valem,
mis ei sisalda loogilisi tehteid = ja <.

Toestus. Teoreem jareldub eelpool toodud arutelust ning loogilistest samavéaérsustest 9. ja 11.
O
Niide 4.18. Teisenda valemit - X VY = X AY.

Lahendus. Téhistame F = =X VY = X AY. Avaldades vaadeldavas valemis implikatsiooni
eituse ja disjunktsiooni kaudu (9b), saame F = =(-X VYY)V (X AY). De Morgani omaduse
(6b) abil viime eituse sulgude sisse: F = (==X A =Y) V (X AY). Kahekordse eituse ning
tegelikult mittevajalikud sulud voime dra jatta: F = X A =Y V X A Y. Niiiid véime rakendada
distributiivsuse omadust (4a) ja tuua muutuja X sulgude ette: F = X A (=Y V Y). Viimases
valemis on liige =Y V Y samaselt tGene ning me voime ta liitkmete elimineerimise reegli (8a)
pohjal vilja jatta. Kokkuvottes saame F = X. 0

Niide 4.19. Avalda —(X < Y) eituse, disjunktsiooni ja konjunktsiooni abil.
Lahendus.
“(XeY)=-(X=Y)A (Y = X))
=X =Y)V(EY = X))
=(XAY)V (Y A-X).
O

Niide 4.20. Teisenda valem (X = (Y = Z)) & (Y = X) selle valemiga loogiliselt sa-
mavéadrseks valemiks nii, et saadud valemis puuduvad loogilised tehted < ja =.

Lahendus.
(X=(Y

4

) (Y=X)=(X=(YVZ)s (~(Y VX))

XV (YVZ)e (Y VX)

(- XV(EYVI)YA-(RY VX))V (2(=X V(Y VZ)A--(RY VX))
(" XVEYVIONEXAY)VXAY A-Z) AN (Y VX))
“XVYVIZ)ANEXAY)V(XAY A-ZA (Y VX)).

o~ o~ o~ o~
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Lisaks voime konkreetsemalt véita jargmist.

Lause 4.21. Iga valemi korral leidub temaga samavddrne valem, mis sisaldab ainult jairgmisi
tehteid:

a) A ja -,

b) V ja —,

c) = ja .
Téestus.

a) Esimese viite pohjendamisel kasutame samavédrsusi (9a), (11a) ja samavéadrsusest (6)
saadavat X VY = -(=X A Y).

b) Teise vaite pohjendamisel kasutame samavéirsusi (9b), (11a) ja samavéérsusest (6) saa-
davat X ANY = (=X v Y).

¢) Kolmanda véite pohjendamisel kasutame samavéarsusi (11b), (10a) ja (10b).

4.6 Taielik disjunktiivne normaalkuju

Normaalkuju mote on kahandada lausearvutuse valemite siintaktilist mitmekesisust, andes neile
lihtsa valiskujuga iihtse vormi. Lisaks sellele on téielike normaalkujude puhul lihtne vélja lugeda
vaartustused, millal need valemid on toesed.

Definitsioon 4.22. Lihtkonjunktsiooniks ehk elementaarkonjunktsiooniks nimetatakse
muutujate voi nende eituste konjunktsiooni.

Lihtkonjunktsioonid on néiteks X AY, - X A-Y, X, X AYAZ, XANY AY.

Definitsioon 4.23. Lihtkonjunktsiooni nimetatakse téielikuks, kui vaadeldavatest muutuja-
test igaiiks esineb tépselt iihe korra.

Pane téhele, et tdielikkus soltub siin vaadeldavate muutujate hulgast. Kui vaadeldakse muutujaid
X,Y, Z, siis eelmistest naidetest on taielik lihtkonjunktsioon vaid X A =Y A Z.

Definitsioon 4.24. Lausearvutuse valemi F disjunktiivseks normaalkujuks nimetatakse
valemiga F samavééirset valemit, mis kujutab endast erinevate lihtkonjunktsioonide disjunkt-
siooni.

Uhel valemil v&ib olla ka rohkem kui iiks disjunktiivne normaalkuju.

Niide 4.25. Olgu F = X = Y. Pohisamavéérsuste tottu teame, et valemiga F samavéirne
valem on =X VY. Kuid ka X AY V=X AY V=X A=Y on valemiga F samaviadrne (kontrolli
toevadrtustabeli abil!).
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Definitsioon 4.26. Lausearvutuse valemi F tiielikuks disjunktiivseks normaalkujuks ni-
metatakse valemiga F samavéadrset valemit, mis kujutab endast erinevate taielike lihtkonjunkt-
sioonide disjunktsiooni.

Médrkus. Sarnaselt tdieliku disjunktiivse normaalkujuga saab defineerida ka téieliku konjunktiiv-
se normaalkuju, mis kujutab endast erinevate téaielike lihtdisjunktsioonide konjunktsiooni.

Niide 4.27. Naite 4.25 pohjal on valemi F = X = Y téielik disjunktiivne normaalkuju vaid
XANYV=aXAYVaXA-Y. Valemiga F samavidrne valem =X VY ei ole téielikul disjunktiivsel
kujul, sest ta ei koosne téielikest lihtkonjunktsioonidest.

Votame niiiid késile normaalkujude toesuse kiisimuse. Téieliku normaalkuju hea omadus ja
pohjus, miks teda tldse kasutatakse, seisneb selles, et tema puhul on kerge kindlaks teha, mil-
listel vadrtustustel on ta toene ja millistel véar.

Jirgnevates formaalsetes kirjutistes kasutame téhistust X! = X ja X? = —X, samuti iildtéhisena
X% kus a =t voi a = v. On kerge veenduda, et X* =t < X = « (kontrolli!).
Lause 4.28. Tdielike lihtkonjunktsioonide disjunktsioon
XA LAXS VXA LLAX2 VLV XA LA X
on téene parajasti vadartustustel (o1, ..., o), kusi=1,...,m.

Niide 4.29. Valem X AY V=X A Y on téielikul disjunktiivsel normaalkujul. See valem on
toene vaartustustel (¢,t) ja (v,v) ning véar vaartustustel (¢,v) ja (v,t).

Niide 4.30. Valem

XNYNZV-XANYANZV-XAN-YAN-Z

kui téielikul disjunktiivsel normaalkujul olev on tdene parajasti vadrtustustel (¢,v,t), (v,t,t) ja
(v,v,v).

Ulesanne 4.31. Leida kolme muutuja valem, mis on tdene parajasti siis, kui kaks muutujat on
vaarad.

Teoreem 4.32. Valemil eksisteerib tdielik disjunktiivne normaalkuju parajasti siis, kui ta on
kehtestatav.

Teoreemist 4.32 jareldub vahetult, et samaselt viiral valemil ei leidu téielikku disjunktiivset
normaalkuju.

4.7 Taielikule disjunktiivsele normaalkujule teisendamine

Etteantud (kehtestatava) valemi saab teisendada disjunktiivsele normaalkujule jirgmiste sam-
mudega.

1. Elimineerime implikatsioonid ja ekvivalentsid, kasutades néiteks samavééirsusi F = G =
-FVGija Fs G=FANGV-FAG. Tulemuseks saadud valem sisaldab ainult eitust,
konjunktsiooni ja disjunktsiooni.
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2. Viime eitused vahetult lausemuutujate ette, kasutades De Morgani seadusi —~(F A G) =
- F V-G ja—~(FVG)=-FA-G. Kui kuskile tekib kahekordne eitus, siis jatame selle édra.
Tulemuseks on valem, kus pole iihtegi eitust sulgude ees.

3. Asendame disjunktsioonide konjunktsioonid distributiivsust kasutades konjunktsioonide
disjunktsioonidega F A (GVH)=FAGVFAH

4. Kui esineb samaselt véaraid konjunktsioone, st esinevad samaaegselt X ja =X, siis voime
ka need &ra jatta. Vordsetest konjunktsioonidest jadtame idempotentsuse omaduse téttu
alles ainult ithe F A F = F.

5. Taieliku disjunktiivse normaalkuju saamiseks tuleb iga lihtkonjunktsioon teha téaielikuks:
kui néiteks lihtkonjunktsioonis K puudub muutuja X, siis samavéarsusega

K=KANXV-X)=KANXVKA-X

oleme molemasse lihtkonjunktsiooni K A X ja K A—X lisanud muutuja X. Vajadusel tuleb
sellist votet korrata ja 1opuks jatta omavahel vordsetest téielikest lihtkonjunktsioonidest
alles ainult tks.

Valemi téielikku disjunktiivset normaalkuju saab leida ka toevéértustabeli abil.

Niide 4.33. Leida valemi X A=Y A (Z = —X) & Y V X téielik disjunktiivne normaalkuju.

xlyv[z[x[a[v[r]l@z]=]-x]a]y[Vv]X
111 o] 0o [0 o] o [0 1
110 0] 0 [0 1] 0 |0 1
101 11 ]0 0] o o 1
110]o0 11 |1 1] 0 |1 1
011 o] 0o [0 1] 1 o 1
o[1]o 0] 0 [0 1] 1 |o 1
001 0] 1 [0 1] 1 |1 0
o[ofo 0] 1 [0 1] 1 |1 0

1. Toevairtustabelist nigime, et valem X A =Y A (Z = —=X) & Y V X on tdene ainult
vaartustustel (1,0,0), (0,0,1) ja (0,0,0).

2. Nendele véartustustele vastavad taielikud lihtkonjunktsioonid on vastavalt X A =Y A =Z,
S XA-YANZja-XAN=YAN-Z.

3. Seega valemi X A =Y A (Z = =X) & Y V X téielik disjunktiivne normaalkuju on

(XAYAN-Z2) V(X AYANZ)V (X AY A-Z).



Hulga moiste
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Selles peatiikis rddgime koige fundamentaalsemast ideest matemaatikas — nimelt hulgast ja tut-
vustame hulgateooria algtddesid. Kuna hulk on matemaatikas algmaoiste, siis ei defineerita seda
ildisemate moistete kaudu. Hulkadest kui objektidest aga konstrueeritakse koik matemaatilised
struktuurid (ndeme seda edasistes peatiikkides tihti). Siinses kursuses ei ole meie eesmérgiks
kéasitleda hulgateooria aksiomaatilist iilesehitust, vaid anda mitteformaalsem tlevaade sellest,
mis on hulk, kuidas matemaatikud hulki tdhistavad ning millised olulised moisted ja seosed on
hulkade abil kirjeldatavad.

Hulki oled sa enda timber nédinud kogu aeg. Koik jargnevad on néaited hulkadest: iilidpilased siin
kursusel kellel on oma iPad, sellel nddalal poest ostetud puuviljad, negatiivsed taisarvud, jne.
Lapsena oppisid sa valjult tdhestikku péahe, tegelikult aga iitlesid tédhti, mis kuuluvad spetsiaal-
sesse hulka nimega , Festi tdhestik®. Seega, hulk on mingite objektide kogu.

Téapsemalt defineeris hulgateooria rajaja Georg Cantor hulga kui sellise omavahel erinevate ob-
jektide kogu, millest saab moelda kui tervikust. Mida sellisest definitsioonist veel vélja lugeda
saab? Koigepealt vdidab eelnev lause, et hulka kuuluvad objektid on omavahel erinevad. Teiseks
peab olema véimalik {iheselt otsustada, kas antud objekt kuulub vaadeldavasse hulka voi mitte.

Hulga all moistetakse iiksteisest erinevate objektide kogumit, mida vaadeldakse iihe tervikuna
ja kus iga objekti korral on voimalik iiheselt kindlaks mééarata, kas ta kuulub antud hulka.

38
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Objekte, mis moodustavad hulga (kuuluvad hulka), nimetatakse hulga elementideks. Hulga
element ja hulk ise loetakse alati erinevateks objektideks, seega hulk ei ole kunagi iseenda ele-
mendiks.

Hulki tahistatakse tavaliselt suurte ladina tdhtedega A, B, C, X, Y, ... hulga elemente aga véiikeste
ladina tdhtedega a,b,c, x,y,.... Kui element a kuulub hulka A, siis kirjutame, et a € A; kui a
ei ole hulga A element, siis kirjutatakse a ¢ A.

Niide 5.1. Olgu A = {a | a on hulk}. See oleks ,koikide hulkade hulk®. Kui A oleks hulk, siis
ta oleks iiks oma elementidest, seega A € A. Viimane on aga voimatu, mistottu A ei ole hulk.
Antud juhul rddgitakse koikide hulkade klassist voi koikide hulkade kogumist.

Kahte hulka A ja B loetakse vordseteks ja kirjutatakse A = B, kui hulgad A ja B koosnevad
samadest elementidest.
Viimase tingimuse voib kirja panna ka selliselt:

A=B & Vrx(reAsaxzeB).

Niiteks, kui A = {x | x € R,22—32+2 = 0} ja B = {1, 2}, siis annab ruutvérrandi lahendamine
tulemuseks, et A = B.

5.1 Hulga kirjeldamine

Hulkade kirjeldamisel on véga oluline tapselt kirja panna, millised elemendid antud hulka kuu-
luvad. Elementide erinevuse ndoue hulga moéiste madrangus tdhendab, et hulgas ei saa olla mitut
elementi, mida loeme omavahel vordseteks. Néiteks ei saa radkida hulgast, mis koosneb kahest
punasest ja kolmest sinisest kuulikesest, kusjuures punaseid kuule omavahel ja siniseid kuule
omavahel loeksime iihesugusteks. Vorrandi (z — 1)? = 0 lahendite hulgas on iiks element, mitte
kaks vordset arvu 1.

Kui hulk koosneb vaikesest arvust elementidest, siis voib need elemendid looksulgude vahel
komadega eraldatult iiles loetleda. Naiteks A = {1,2,3} on hulk, mis koosneb elementidest
1, 2 ja 3. Ei ole oluline, millises jéirjekorras hulga elemendid kirja pandud on. Seega A =
{3,2,1} = {2, 1, 3} tahistavad koik eelpool mainitud hulka A. Eesti Vabariigi presidentide hulk
on A = {Pats, Meri, Riititel, Ilves, Kaljulaid} ning koigi arvust 20 viiksemate positiivsete paa-
risarvude hulk on B = {2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18}.

Mbonedes hulkades on aga liiga palju elemente, et neid koiki tiles loendada. Naiteks X = {1, 3,5,
...,49} on koigi 50-st viiksemate positiivsete paaritute arvude hulk ning Y = {2,4,6,...} on
koigi positiivsete paarisarvude hulk. Antud kirjaviisis mottepunktid (kolm punkti) tdhendavad
seda, et jatka loendust ,samal viisil“

Hulga elementide loendi esitamise asemel voib hulga méirata ka temasse kuulumise tingimuse
abil, sest sageli kuuluvad samasse hulka elemendid, mis rahuldavad teatud tingimust v6i millel on
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moni ithine omadus. Sellistel juhtudel kasutame kirjeldusviisi S = {x: p(z)} voi S = {z | p(x)},
kus p(x) tdhistab tingimust voi tingimuste loetelu, mida vaadeldavasse hulka kuuluvad ele-
mendid x peavad rahuldama. (Erinevates allikates pannakse elemendi iildkuju ja tingimuste
vahele kas piistkriips voi koolon.) Naiteks, kui uurime vorrandi reaalarvulisi lahendeid, siis
S={xeR| (z—1)(x+2)(x+3) =0} on koigi selliste reaalarvude z hulk, mis rahulda-
vad vorrandit (z — 1)(x 4+ 2)(z + 3) = 0 ehk S on selle vorrandi reaalarvuliste lahendite hulk.
Me oleks voinud ka kirjutada, et S = {1, —2, —3}. Kuigi viimane kirjutusviis on palju lihtsam,
et anna see meile aga informatsiooni selle kohta, et algselt olime huvitatud teatud vorrandi la-
henditest.

Moned hulgad matemaatikas on kasutusel nii tihti, et nendele on antud omad téhistused.
Tahtsamad arvuhulgad on

e Naturaalarvude hulk N={1,2,3,...};

Tdisarvude hulk Z ={...,-2,-1,0,1,2,... };

Ratsionaalarvude hulk Q = {q | ¢ = =, m € Z,n € N};

Reaalarvude hulk R;

Irratsionaalarvude hulk T;
e Kompleksarvude hulk C = {z | z = 2 + iy, z,y € R,i2 = —1}.
Arvude intervallid saab samuti hulkadena kirja panna:
o Loik [a,b] ={z |z € R,a <z < b};
e Vahemik (a,b) = {z |z € R,a < x < b};
e Poolléigud [a,b) ={z |z € R,a <z <b}ja (a,b] ={z |z e R,a <z <b}.
Niide 5.2. Hulkade erinevaid kirjeldusviise:
. A={r |z eR,2? -3z +2=0} = {1,2};
2. B={3n|neN,n>2}={9,12,15,... }.
Ulesanne 5.3. Pane paaritute téisarvude hulk kirja kahel erineval viisil.

Hulgas ei pea aga olema iihtegi elementi. Tundub kiill veider vaadelda hulki, milles elemen-
did puuduvad, kuid sellised hulgad kerkivad esile viga tihti ning véga erinevates olukordades.
Niiteks, kui A on vérrandi 22 4+ 1 = 0 reaalarvuliste lahendite hulk, siis hulgas A ei ole iihtegi
elementi. Matemaatikas on olemas vaid ks hulk, milles pole iihtegi elementi ja see on tiihi
hulk. Tiihja hulka tidhistatakse siimboliga (). Néiteks, koigi reaalarvude x hulk, mis rahuldavad
vorratust 22 < 0, on samuti tiithi hulk.

Definitsioon 5.4. Tiihjaks hulgaks () nimetatakse hulka, mis ei sisalda iihtegi elementi.

Hulga elementideks voivad olla ka hulgad ise.
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Niide 5.5.

1. Hulk S = {1,2,{1,2},0} koosneb neljast elemendist, millest kaks on ise hulgad, nimelt
{1,2} ja 0.

2. Hulk T = {0,{1,2,3},4,5} koosneb samuti neljast elemendist, nimelt kolmest tdisarvust
0, 4 ja 5 ning thest hulgast {1,2,3}. Kuigi 2 € {1,2,3}, ei ole arv 2 hulga T" element; s.t
2¢T.

Lopliku hulga S korral téhistame siimboliga |S| hulgas S olevate elementide arvu ja nimetatame
seda hulga véimsuseks ehk hulga kardinaalarvuks ja monikord lithemalt kardinaalsuseks.
Kui A = {1,2} ja B = {1,2,{1,2},0}, siis |A] = 2 ja |B| = 4. Samuti || = 0. Lopmatu hulga
voimsuse juurde tuleme hiljem tagasi.

Vaatame veel néiteid.

Niide 5.6. Olgu D = {n e Nn <9}, E={r € Q2 <9}, H = {r € R: 22 -2 = 0} ja
J={z€Q: 22 -2=0}.

(a) Kirjelda hulka D, loetledes iiles koik tema elemendid.

(b) Nimeta kolm elementi, mis kuuluvad hulka E, aga ei kuulu hulka D.

d

)
)
(c¢) Kirjelda hulka H, loetledes iiles koik tema elemendid.
(d) Kirjelda hulka J ménel muul viisil.

)

(e) Leia hulkade D, H ja J voimsus.

Lahendus.

(a) D=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
(b) £,0,-3

(c) H={V2,-V2}.

(d) J=0.

(e) [D|=9,|H|=2jalJ|=0.

Niide 5.7. Millistesse jargmistesse hulkadesse kuulub arv —27
(a) S1={-1,-2,{-1}, {2}, {-1, -2} };
(b) Sy ={xreN: —x e N}
(c) S3={x €Z: 2% =2"};
)

(d) Sa={zx€Z: |z| =—zx};
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(e) S5 = {{_17 _2}7 {_27 _3}7 {_17 _3}}'

Lahendus. Arv —2 kuulub hulkadesse S; ja Ss. Hulga S4 korral ndeme, et | — 2| = 2 = —(—2).
Hulk S on tiihi hulk, seega —2 ¢ S». Kuna (—2)? =4 ja 272 = 1, siis —2 ¢ S5. Ning viimaseks,
kuna hulga S5 koikideks elementideks on hulgad, ei saa —2 hulga S5 elemendiks olla, sest ta on
arv, aga mitte hulk. O

Ulesanne 5.8. Motle viilja iiks viietiheline sona nii, et |S| = 3, kus S on sénas esinevate téhtede
hulk.

5.2 Osahulk

Jargnevalt uurime, millistel tingimustel saavad iihe hulga elemendid olla teise hulga elementideks.
Uhe d&rmusena voime vaadelda juhtu, kus kaik hulga A elemendid kuuluvad ka hulka B. Teise
ddrmusena aga juhtu, kus mitte iikski hulga A element ei kuulu hulka B.

Definitsioon 5.9. Hulka A nimetatakse hulga B osahulgaks ehk alamhulgaks, kui koik hulga
A elemendid on hulga B elementideks (ehk hulga A iga element kuulub hulka B).

Kui hulk A on hulga B osahulk, siis kirjutame A C B. Kui hulk A ei ole hulga B osahulk,
siis kirjutame A ¢ B. Kvantorite abil saame osahulgaks olemist ja mitteolemist kirja panna
jargmiselt:

A C B téhendab, et Va (r € A = x € B)

ja
A ¢ B tihendab, et ~(Vz (x € A=z € B))

=dr—-(r € A=z € B)
=dr(re€ ANz ¢ B)

Seega, A ¢ B tdhendab seda, et peab leiduma selline hulga A element, mis ei kuulu hulka B.
Niide 5.10.
1. (0,1) C [0,1].
2. Hulgal {a, b} on jargmised osahulgad: (), {a}, {b}, {a,b}.
Lause 5.11. Hulkade sisalduvusseosel C jdrgmised omadused:
1. Refleksiivsus: Iga hulga A korral A C A;
2. Antisiimmeetrilisus: Kui A ja B on sellised hulgad, et A C B ja B C A, siis A = B;
3. Transitiivsus: Kui A, B ja C on sellised hulgad, et AC B ja B C C, siis A C C;

4. Tiihi hulk O on iga hulga osahulk.
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Toestus. Toestame kolmanda ja neljanda omaduse. Esimese kahe omaduse toestuse jatame ise-
seisvaks to0ks.

3. Eelduseks on, et A C B ja B C C. Peame néitama, et A C C. Viimase viite toestamiseks
votame suvalise elemendi x hulgast A ja nditame, et siis x € C. Kuna esimesest eeldusest A C B,
siis sellest, et © € A jareldub, et x € B. Teise eelduse kohaselt B C (|, seega iga hulga B element
on ka hulga C elemendiks. Kuna meil z € B, siis jareldame, et ka z € C. Olemegi ndidanud, et
suvalise elemendi x korral hulgast A see element kuulub ka hulka C. Seega A C C.

4. Oletame vaite vastaselt, et leidub mittetithi hulk A nii, et () ¢ A. Definitsiooni kohaselt peab
siis leiduma element = hulgast (), mis ei kuulu hulka A. See on aga voimatu, sest hulgas () ei
leidu {ihtegi elementi. Seega ) C A iga hulga A korral. O

Midrkus. Sisalduvusseose teist omadust ehk antisimmeetrilisuse omadust kasutatakse sageli just
siis, kui on vaja toestada, et kaks hulka on vordsed. Vorduse toestamiseks nédidatakse sel juhul,
et kumbki hulkadest on teise hulga osahulk. Ehk siis vordsuse A = B toestamiseks naidatakse,
et A C BjaB C A. Kui A # B, siis peab leiduma vihemalt iiks element, mis kuulub iihte
nendest hulkadest, aga mitte teise.

Niide 5.12. Transitiivsuse omadust illustreerivad kenasti arvuhulkade omavahelised seosed:
kuna Q C R ja R C C, siis loomulikult Q C C.

Lause 5.13. Tiihi hulk O on tiheselt mdidratud.

Toestus. Oletame vastuvaiteliselt, et leiduvad kaks erinevat tiihja hulka (; ja ()s. Niiiid lau-
ses 5.11 toodud 4. omaduse pohjal §; C 0y (sest 1 on tithi hulk) ning @ C (1 (sest 2 on tiihi
hulk). Kuna (1 C 02 ja 0o C 0y, siis lauses 5.11 toodud 2. omaduse pdhjal jiareldub, et §; = (.
Viimane on aga vastuolus meie eeldusega, et (); # (3. Seega leidub tépselt iiks tithi hulk. O

Ulesanne 5.14. Leia kaks hulka A ja B nii, et A on nii hulga B element kui ka osahulk.

Lahendus. Otsime kahte hulka A ja B nii, et A € B ja A C B. Alustame iiheelemendilisest
hulgast, néiteks A = {1}. Kuna soovime, et A € B, peab hulk B sisaldama hulka {1} kui iihte
oma elementi. Teisalt soovime aga, et A C B, mis tdhendab definitsiooni jargi seda, et iga hulga
A element peab olema ka hulga B elemendiks. Kuna arv 1 on hulga A ainus element, peab arv
1 olema ka hulga B elemendiks. Seega iiks voimalik valik hulgaks B on B = {1, {1}}, kuigi ka
hulk B = {1,2,{1}} rahuldab noutud tingimusi nagu ka veel paljud teised hulgad. O

Definitsioon 5.15. Hulka A nimetatakse hulga B périsosahulgaks voi pidrisalamhulgaks
ja kirjutatakse A C B, kui hulk A on hulga B osahulk ja A # B.

Markus. Seoste A C B ja A C B vahekord on analoogiline arvude vahelise mitterange ja range
vorratusega.

Niide 5.16.
1. Kui S ={4,5,7} jaT = {3,4,5,6,7}, siis S C T
2. Arvuhulkade vahel kehtivad sisalduvused NC Z C Q C R C C.

3. Kui a < b, siis (a,b) € (a,b] C [a,b].
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Ulesanne 5.17. Toesta, et tiisarvude hulk Z on ratsionaalarvude hulga Q périsosahulk.

Lahendus. Meil on vaja néidata kahte asja. Esiteks peame néitama, et kui element x kuulub
taisarvude hulka Z, siis kuulub ta ka ratsionaalarvude hulka @Q (kuuluvuse ehk osahulgaks ole-
mise tingimus). Teiseks peame néitama, et leidub selline element y, mis kuulub ratsionaalarvude
hulka Q, aga ei kuulu téisarvude hulka Z (périsosahulgaks olemise tingimus). Need kaks véaidet
saame lausearvutuse siimboolikat kasutades kirja panna jargmiselt:

Ve(r€eZ=2€Q) ja yyeQAryd¢Z).

Esimese véite toestus on lihtne. Olgu € Z. Kuna iga tdisarvu saab arvuga 1 jagada, voime kir-
jutada r = 7. Niiiid on arv z esitatud kujul, kus lugejas ja nimetajas on tédisarv. Ratsionaalarvu
definitsiooni kohaselt on x seega ratsionaalarv ehk x € Q.

Teise osa toestuseks on meil vaja leida ratsionaalarv, mis ei ole samal ajal tdisarv. Votame
naiteks y = % (selliseid arve on ju palju!). Definitsiooni kohaselt on y ratsionaalarv (esitatud
kahe tédisarvu suhtena), kuid y pole téisarv. Seega oleme leidnud vdhemalt tithe arvu y, mis
kuulub ratsionaalarvude hulka Q, aga ei kuulu taisarvude hulka Z. Sellega oleme néidanud, et
taisarvude hulk Z on ratsionaalarvude hulga Q péarisosahulk. O

Ulesanne 5.18. Téesta, et ratsionaalarvude hulk Q on reaalarvude hulga R périsosahulk.
Hulga A ko6igi osahulkade hulka tdhistatakse tavaliselt P(A) = {X | X C A}.

Ulesanne 5.19. Iga hulga korral leia tema koigi osahulkade hulk. Samuti mééra |A| ja [P(A)].
1. A=0;

2. A={a,b};
3. A={1,2,3}.
Lahendus.

1. P(A) = {0}. Antud juhul |[A] =0 ja |P(A)| = 1;
2. P(A) ={0,{a}, {b},{a,b}}. Seekord |A| =2 ja |P(A)| = 4;
3. P(A) ={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}. Niiiid |A| = 3 ja |P(A4)| = 8.
O

Pane téhele, et eelmise niite iga hulga korral kehtib seos [P(A)| = 2141, Osutub, et see on alati
nii ehk kui hulgas A on n elementi, siis sellel hulgal on 2™ erinevat osahulka.

Lause 5.20. Kui hulgas A on n elementi, siis hulgal A on 2" erinevat osahulka.

Toestus. Iseseisvalt! O

Niide 5.21. Kui C = {0,{0}}, siis P(C) = {0,{0}, {{0}},{0,{0}}}. Siinjuures on oluline
maista, et iikski hulkadest 0, {0} ja {{0}} ei ole omavahel vordsed. (Tiihi kast ja kast, mille sees
on tiithi kast, ei ole samad asjad.) Antud hulga C korral on korrektne kirjutada

hcc, 0cce, e, {0pcc, {0yccC, {0tecC
samuti on korrektne ka {{0}} C C, {{0}} ¢ C ja {{0}} € P(C).
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6.1 Hulkade ithend

Nii nagu saame omavahel téisarve kombineerides (liites, lahutades, korrutades ja moénikord ja-

gades) moodustada uusi téisarve, nii on voimalik kahe hulga ithendamisel moodustada uusi

hulki.

Definitsioon 6.1. Hulkade A ja B iihendiks nimetatakse hulka A U B, mille moodustavad
koik elemendid, mis kuuluvad vdhemalt iihte hulkadest A v6i B, s.t

AUB={zx|z€ AVz € B}.

Sidesona ,,voi* kasutatakse siin jillegi mittevéilistavas tdhenduses, s.t element x voib kuuluda

kas hulka A v6i hulka B voi molemasse hulka korraga.

Uhiseid elemente arvestatakse vaid iiks kord. Meelde jatmiseks ja segaduste véltimiseks tasub

teada, et ithendi stimbol U tuleneb inglisekeelsest sénast Union.

45
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Mérgime, et alati A C AUB ja BC AU B.

Tehete abil moodustatud hulkadest piltliku ettekujutuse saamiseks kasutatakse nn Venni diag-
ramme. Kui hulgad A ja B on kujutatud ringidena, siis vérvitud ala joonisel on nende iithend
AUB.

Uhend

AUB

Niide 6.2.
1. Kui A = {a,b,c} ja B ={a,c,d,e}, siis AUB = {a,b,c,d,e};
2. [0,1) U (0,1] = [0,1];

3. NUQ=Q.

6.2 Hulkade iihisosa

Definitsioon 6.3. Hulkade A ja B iihisosaks ehk 16ikeks nimetatakse hulka A N B, mille
moodustavad koéik elemendid, mis kuuluvad nii hulka A kui ka hulka B, s.t

ANB={z|z€ ANz € B}.

Mis tahes hulkade korral ANB C A ja ja ANB C B. Uhisosa on Venni diagrammi abil kujutatud
vérvitud osana jargmiselt:
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Uhisosa

ANB

Niide 6.4.
1. Kui A ={a,b,c} ja B=/{a,c,d,e},siis AN B = {a,c};
2. [0,1) N (0,1] = (0,1);
3. NNQ=N.
Lause 6.5. Iga kahe hulga A ja B korral kehtib ANB C AU B.

Toestus. Peame néitama, et kui x € AN B, siis x € AU B. Seega, olgu antud suvaline element
x € AN B. Uhisosa definitsiooni kohaselt kuulub element = mélemasse hulka, nii hulka A kui
ka hulka B. Uldisust kitsendamata vaatame hulka A (me oleksime sama histi voinud valida
ka hulga B). Kuna z € A, siis kahe hulga ithendi definitsiooni kohaselt on o6ige ka viide, et
x € AU B. Seega oleme ndidanud, et AN B C AU B. O

Kui kahel hulgal A ja B ei ole iihiseid elemente, siis AN B = () ning hulki A ja B nimetatakse
Iéikumatuteks. Niiteks, ratsionaalarvude ja irratsionaalarvude hulgad on l6ikumatud.

Ulesanne 6.6. Mida saab éelda hulkade A ja B kohta, kui AN B = (? Kui AN B = A? Kui
AN B = B? Joonista vastavad Venni diagrammid.

Ulesanne 6.7. Toesta, et kui element x ei kuulu kahe hulga A ja B iihendisse, siis ei kuulu ta
ka nende hulkade iihisossa.

Teoreem 6.8. Hulkade tihendil ja tihisosal on jdrgmised omadused:
1. Idempotentsus: AUA=A, ANA=A;
2. Kommutatiivsus: AUB=BUA, ANB=BNA;

3. Assotsiatiivsus: (AUB)UC =AU (BUC), (ANB)NC=AN(BNC);
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4. Distributiivsus: (AUB)NC =(ANnCYU(BNC), (ANB)UC =(AuC)n(BUCQC).

Toestus. Omadused 1. — 3. jidrelduvad vahetult definitsioonidest ja on jietud iseseisvaks to0ks.
Néitena toestame teise distributiivsuse vorduse ehk (AN B)UC = (AU C)N (BUCQC).

(i) Olguz e (ANB)UC. Siisz e ANBvoize C.KuixzeC,siisc € AUC jaxze BUC,
mistottu z € (AUC)N(BUC). Kui aga x ¢ C, siisx € AN B ehk z € A jax € B.
Siisagax € AUC jax € BUC, stz € (AUC) N (BUC(C). Sellega on niidatud, et
(AnB)uUC Cc (AuC)N(BUCQC).

(ii) Olgu nitid x € (AUC)N(BUC). Siis x € (AUC) jax € (BUC). Kui z € C, siis
x€(ANB)UC. Kuiagaz ¢ C,siisx € Ajax € Behka € ANBningz € (ANB)UC.
Sellega on néidatud ka (AU C)N (BUC) C (AN B) UC ning iihtlasi toestatud teine
distributiivsuse vordus.

O

Assotsiatiivsuse omadust saab illustreerida Venni diagrammide abil jargmiselt: (Venni diag-
rammide joonistamine ei ole sama, mis toestus!)

A BUC AU (BUC)
A BA BA B
C C C
AUB C (AUBjUC
A B A A B
C C C

AUBUC = (AUBUC

6.3 Hulkade vahe

Definitsioon 6.9. Hulkade A ja B vaheks nimetatakse hulka A \ B, mille moodustavad ele-
mendid, mis kuuluvad hulka A, aga ei kuulu hulka B, s.t

A\B={x |z € ANx ¢ B}.
Ndide 6.10.
1. Kui A= {1,2,3,4,5} ja B = {2,4,6}, siis A\ B ={1,3,5} ja B\ A= {6};
2.10,H)\ (0,1) = {0};
3. N\ Z=0.
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Esimene nendest néidetest kinnitab ka asjaolu, et tildiselt A\ B # B\ A.

Venni diagrammil on kahe hulga vahe kujutatud jargmiselt:

Vahe

A\B

Ulesanne 6.11. Olgu antud hulgad A = {z € R: |z| <3}, B={z € R: |z| >2}jad={z €
R: |z — 1] <4}.

1. Kirjelda hulki A, B ja C kasutades intervalli t&dhistusi;

2. Leia ANB, A\B, BNC, BUC, B\ C jaC\ B.
Lahendus.

1. A=[-3,3],B=(—00,—2)U(2,00) ja C' = [-3,5];

2. ANB=[-3,-2)U(2,3], A\B=[-2,2], BNC =[-3,-2)U(2,5], BUC = (—00,00),
B\ C = (—00,-3)U(5,00) ja C'\ B =[-2,2].

O
Lause 6.12. Olgu A, B ja C' hulgad. Siis
A\ (BUC)=(A\B)N(A\C) ja A\(BNC)=(A\B)U(A\C).
Toestus. Iseseisvalt. O

6.4 Hulkade siimmeetriline vahe

Definitsioon 6.13. Hulkade A ja B siimmeetriliseks vaheks nimetatakse hulka A A B,
mille moodustavad elemendid, mis kuuluvad parajasti iihte kahest hulgast A ja B, s.t

ArNnB={z|(x€e ANz ¢B)V(zr¢ ANzeB)}=(A\B)U(B\A).

Stimmeetrilist vahet illustreerib jirgmine Venni diagramm:
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Summeetriline vahe

A B

AAB

Niide 6.14. Kui A = {a,b,c} ja B ={a,c,d, e}, siis A A B ={b,d,e}.
Lause 6.15. Olgu A ja B hulgad. Siis AN B=(AUB)\ (AN B).
Médirkus. Vaata ning vordle seda tulemust siimmeetrilist vahet illustreeriva Venni diagrammiga.

Lause 6.15 toestus. Peame toestama, et kaks hulka A A B ja (AU B) \ (AN B) on vordsed.
Selleks peame néitama molemapoolseid sisalduvusi ehk veenduma, et A A B C (AUB)\ (ANB)
ja(AuUB)\ (ANB)C AA B.

1. Néitame esiteks, et kui z € A A B, siis ¢ € (AU B) \ (AN B). Seega, olgu z € A A B.
Hulkade siimmeetriline vahe on defineeritud iithendi kaudu, seega z € (A\ B)U(B\ A4), mis
omakorda téhendab, et x € A\ B voi x € B\ A. Kuna me ei tea, kumb kahest olukorrast
aset leiab, vaatleme molemat juhtu eraldi. Seega jaguneb meie toestus kahe alamjuhu vahel
ning moélemal korral peame néitama, et z € (AU B) \ (AN B).

(a) Olgu z € A\ B, mis tdhendab, et = € A, kuid x ¢ B. Kuna x € A, siis voime 6elda,
et z € AU B. Kuna x ¢ B, siis ei ole element x molemas hulgas, mis tdhendab, et
x ¢ AN B. Kokkuvotvalt € (AU B) \ (AN B).

(b) Olgu x € B\ A, mis tédhendab, et z € B, kuid x ¢ A. Sarnaselt eelneva aruteluga
voime viita, et z € AU B, kuid = ¢ AN B. Seega taas x € (AU B) \ (AN B).

2. Teiseks peame néitama sisalduvust (AU B) \ (AN B) C A A B. Oletame, et z € (AU
B) \ (AN B). Selle kohaselt x € AU B, kuid x ¢ AN B. Eesméargiks on naidata, et
x€AANB=(A\B)U(B\ A) ehk meil oleks vaja niidata, et z € A\ B voi x € B\ A.
Milline informatsioon meil hetkel teada on? Kuna x € (AU B)\ (AN B), siis 2 kuulub iihte
hulkadest A voi B, aga mitte molemasse. Ehk teisisonu, kas © € A ja x ¢ B voi et x € B,
kuid = ¢ A. See aga tdhendab, et € A\ B voi x € B\ A, just tapselt, mida soovisimegi!
Seega © € (A\ B)U (B\ A) = A A B. Kuna molemapoolsed sisalduvused on néaidatud,
oleme toestanud, et A A B=(AUB)\ (AN B).

O

Lisaks just toestatud lausele 6.15 on siimmeetrilisel vahel veel jargmised omadused.
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Lause 6.16. Olgu A, B ja C hulgad. Siis

1. Kommutatiivsus: AN B =B A A;

2. Assotsiatiivsus: (AAB)AC=AA(BAC);

3. Distributiivsus: (A A B)NC =(ANC) A (BNC);

4. ANB=AUB& ANB=0.
Toestus. Iseseisvalt. O
Ulesanne 6.17. Kujuta Venni diagrammil hulgad A\ (BUC), AN (B\ C), (A\ B)\ C ja
AN\ (B\C).

6.5 Hulga tiaiend

Koolimatemaatikas tegeletakse néiteks naturaalarvude hulgaga voi tdisarvude hulgaga, kusjuu-
res uurimise objektideks on nii nende hulkade elemendid ja osahulgad kui ka elementide vahel
defineeritud seosed, tehted ja funktsioonid. Hulgateoorias nimetatakse sellist hulka, mille uuri-
mise objektideks on peamiselt selle hulga elemendid ja osahulgad ning nende vahel defineeritud
seosed, tehted ja funktsioonid, universaalhulgaks ja tdhistatakse tdhega U.

Kui tegeletakse mingi universaalse hulga U elementidega, siis voivad iga konkreetse hulga A C U
puhul huvi pakkuda ka sellised universaalse hulga elemendid, mis hulka A ei kuulu. Néiteks,
kui aritmeetikas on universaalseks hulgaks naturaalarvude hulk, siis koos paarisarvude hulgaga
pakuvad huvi ka paaritud arvud.

Definitsioon 6.18. Hulga A tidiendiks A’ nimetatakse hulka, mille moodustavad koik need
universaalse hulga U elemendid, mis ei kuulu hulka A, s.t

A={zeU:x¢ A} =U\ A

Hulga A téiendit saab Venni diagrammi abil kujutada jargmiselt:

AT
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Niide 6.19.
1. KuiU =7, siis N ={0,—-1,-2,... };
2. Kui U =R, siis Q' =1

Lause 6.20. Olgu U universaalhulk ja A, B C U. Hulga tdiendi moodustamisel kehtivad jargmised
omadused:

1. 0 =U;

2. U =0;

3. AUA =U;

4. ANA =0,

5. A" = A;

6. (AUB) =A'NB;
7. (AnB) =A"UB.

Toestus. Omadused 1. — 5. jarelduvad vahetult tédiendi definitsioonist ja on jédetud iseseisvaks
t66ks. Omadusi 6. ja 7. nimetatakse De Morgani valemiteks. Antud valemid véljendavad ihendi
ja iihisosa duaalsust tédiendi votmise suhtes. Meie toestame vaid De Morgani valemi 7. Valemi
6. toestus on analoogiline.

7. Kahe hulga vordsuse néitamiseks peame néditama molemad sisalduvused, esiteks (AN B)" C
A"U B’ ja teiseks A/UB C (AN B)". Olgu x € (AN B)'. Siis ¢ AN B. See aga téhendab, et
x ¢ A voi x ¢ B. Seega peab kehtima, et € A’ voi z € B’ ehk teiste sonadega, x € A’ U B'.
Vastupidiselt, olgu niitid z € A’ U B’. Siis # € A’ voi x € B, mis omakorda tiahendab, et x ¢ A
voi z ¢ B. Kuna z ei kuulu vdhemalt iihte hulkadest A v6i B, siis ta ei saa olla nende iihisosas
ehk x ¢ AN B. See on aga sama mis x € (AN B)'. Seega saame molemapidisest arutelust
jareldada, et hulgad (AN B)’ ja A’ U B’ on vordsed. O

Hulkade A ja B vahet A\ B nimetatakse monikord ka hulga B tdiendiks hulga A suhtes.
Pohjuse selleks annab definitsioon A\ B ={z |z € ANz ¢ B}.

Neli hulgateoreetilist tehet (iihend, iithisosa, vahe ja siimmeetriline vahe) on omavahel seotud
selles mottes, et igaiihte neist saab valjendada teiste kaudu. De Morgani seadustest jareldub
lisaks nn duaalsuse printsiip, mis tdhendab, et etteantud hulkadest, nt hulkadest X,Y, 7
saab moodustada uusi hulki tehete N, U ja ' abil. Seejuures igast toesest vordusest niimoodi
moodustatud hulkade vahel saame uue, samuti téese vorduse, kui asendame koik hulgad nende
taiendhulkadega ning tehted N ja U vastavalt tehetega U ja N.

Néiteks voime kirjutada AN B = A\ (A \ B) ning eespool oli juba antud esitus A A B =
(A\ B)U(B\ A).
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Ulesanne 6.21.
1. Avalda AU B ja A\ B tehete N ja A abil;

2. Avalda AN B ja A\ B tehete U ja A abil;

3. Avalda AU B tehete \ ja A abil.

Ulesanne 6.22. Toesta, et AU B ei ole voimalik avaldada tehete N ja \ abil ning A\ B ei ole
voimalik avaldada tehete U ja N abil.

6.6 Tehete omadused — kokkuvote

Oled kindlasti mérganud, et avaldiste lihtsustamisel ja vordlemisel on kasulik teada tehete algeb-
ralisi omadusi. Hulgateoreetilisi tehteid sisse tuues esitasime igas alapeatiikis moned lihtsamad
omadused, mis tulenesid otseselt tehete definitsioonidest. Naiteks said sa teada, et iihend, tihisosa
ja simmeetriline vahe on kommutatiivsed tehted, aga vahe ei ole (too kontraniide!).

Moned hulgateooria samasused saame lausearvutusest otse iile votta. Uhend, iihisosa ja téiend
on defineeritud vastavalt komponenthulkadesse kuulumise tingimuste disjunktsiooni, konjunkt-
siooni ja eituse abil. Seetottu on neil tehetel nii ithekaupa kui ka omavahelistes seostes samad
omadused, mis vastavatel lausearvutuse tehetel.

Nagu reaalarvude ja lausearvutuse jaoks, kehtivad ka hulgateoreetiliste tehete kohta mitmed
keerulisemad samasused, kus esineb korraga mitu tehet. Peale idempotentsuse, kommutatiivsuse
ja assotsiatiivsuse kehtivad moned distributiivsuse seadused, {ihtesid tehteid saab avaldada teiste
kaudu jne. Esitame siin kokkuvétvalt olulisemad samasused, millega monedest sa juba eespool
tutvusid ja mida sagedasti kasutatakse.

1. Nagu lausearvutuses disjunktsiooni ja konjunktsiooni vahel, kehtivad ka iihendi ja iihisosa
vahel kaks distributiivsuse seadust. Lisaks jaotub iihisosa votmine ka hulkade vahele ja
stimmeetrilisele vahele.

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AuB)N(AUCQC),
AN(B\C)=(AnB)\ (ANCQO), AN(BAC)=(ANnB) A (ANC).

2. Neelduvuse seadused
AU(ANB)=A, AN(AUB) = A.
3. De Morgani seadused
(ANB)Y =A"UB, (AUB)Y =A'NB.
4. Vahe seosed teiste tehetega

A\B=A\(ANB), AUB=AU(B\A4), (A\B)\C=A\(BUCQ).

5. Stimmeetriline vahe avaldub siimmeetriliselt A ja B suhtes:

AAB=(AUB)\ (ANB).
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6.7 Loplikud ja lI6pmatud iihendid ja iihisosad

Tihti seisame silmitsi olukorraga, kus hulgatehteid kasutades tuleb omavahel ithendada kolm voi
rohkem hulka. Tfiiipiline Venni diagramm kolme hulga jaoks nédeb vélja selline:

Kolme hulga tihend defineeritakse kui AUBUC ={z |z € AVz € BVzx e C}. Jéllegi, kui
tahame, et element x kuuluks kolme hulga iihendisse, peab ta kuuluma vdhemalt {ihte nendest
hulkadest.

Ulesanne 6.23. Oletame, et z € AU BUC, kuid z ¢ AN BN C. Millistesse hulkadesse saab
element x kuuluda?

Kahe hulga iihendi ja iihisosa definitsioone saab iildistada:

e n hulga juhule, kus n € N;
e hulkade jadale {A;:i=1,2,3,...};
e ja koguni suvalisele hulkade siisteemile.

Need iildised definitsioonid rakendavad sama ideed, nagu definitsioonid kahe komponendi puhul:
ithendi moodustavad objektid, mis kuuluvad vidhemalt iihte liidetavatest hulkadest, ja iihisosa
need objektid, mis kuuluvad igasse vaadeldavasse hulka.

Nii saame n hulga (n € N) tihendi ja iihisosa defineerida vordustega

AJUAU...UA, ={z |z e AV e AyV...Vx € Ay},
A1ﬂA2ﬂ...ﬁAn:{J}|$€A1/\$€A2/\.../\x€An}.

Niide 6.24. Olgu A1 = {0,2,5}, Ay = {1,2,5} ja A3 = {2,5,7}. Siis

3 3
UJ4i=1{0,1,2,57} ja ()4 ={25}
i=1 i=1
Hulkade jada A, As, As, ... {ihendi ja iihisosa saame defineerida vordustega

UA,L':A1UA2UA3U...:{$|1€idubi21nii,etﬂ?€Ai},

i=1

ﬂAi:AlﬁAgﬂAgﬂ...:{x|igai21korralx€Ai}.
i=1
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Olgu niitid Z mingi hulk ja vaatame hulkade siisteemi (Ay)qae7, siis saame selle siisteemi hulkade
ithendi ja iihisosa defineerida jargmiselt:

UAa:{x\Elael'nii,etxeAa},

a€el
ﬂ Ay ={z |VYa € T korral x € A, }.
a€el
Naiteks,
U &:U& ja ﬂ &:ﬂ&
i€{1,...n} i=1 ie{l,...,n} i=1
ja

=1 =1

€N €N
Niide 6.25. Olgu iga i € N korral A; = {—4,0,¢}. Siis

i=1 i=1
Niide 6.26. Olgu Z = [1,4] ja iga a € T korral A, = [0, . Siis néiteks Ay = [0,2], A 5 =
[07 \/i] ja Ar = [07 77] ning

Uda= U 4a=1004 ja [J4a= [ 4a=][0.1].

acl a€(1,4] acl a€l1,4]
Niide 6.27.
L Upezln = 3n+3) = R
2. Npz1 (0, %) = 0;
3. Uapegla; b) =R;
4. Iga hulga A korral Ugea{a} = A.

De Morgani seadused on iildistatavad mis tahes (isegi 16pmatu) arvu hulkade jaoks. Niiteks
suvalistele iithisosadele ja i{ihenditele iildistuvad need jargmiselt:

(ur-n (09)-ye

a€l acl a€l a€l

6.8 Hulkade otsekorrutis

Selleks, et defineerida keerulisemaid matemaatika struktuure, on tingimata vaja nn jirjestatud
paare (a,b), kus a € A ja b € B ning A ja B voivad olla suvalised hulgad.

Definitsioon 6.28. Hulkade A ja B otsekorrutiseks (voi kartesiuse ehk Descartes’i kor-
rutiseks) nimetatakse koikide paaride (a,b) hulka, kus a € A ja b € B, seejuures elementide
jarjekord on oluline.
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Hulkade A ja B otsekorrutist tahistatakse stimboliga A x B. Seega
Ax B={(a,b)|a€ Abe B}.

Oecldakse ka, et A x B on kdigi jirjestatud paaride (a,b) hulk, kus a € A, b € B. Sona
sjarjestatud” tdhendab siin asjaolu, et kaht paari loetakse vordseks siis ja ainult siis, kui nende
vastavad elemendid on vordsed, s.t

(a,b) = (c,d) ©a=cAb=d.

Otsekorrutist A x A nimetatakse ka hulga A otseruuduks ja téhistatakse A2. Meile tuttavana
voime ka koordinaattasandit vaadelda reaalarvude hulga R ruuduna: R x R = R2.

Niide 6.29. Ristkiilikut R = {(z,y): a < x < b,c <y < d} voime esitada l6ikude [a, b] ja [c, d]
otsekorrutisena R = [a,b] X [c, d].

Nidide 6.30. Kui A = {a,b,c,d,e, f,g,h} ja B = {1,2,3,4,5,6,7,8}, siis otsekorrutist A x
B = {(a,1),...,(h,8)} voib vaadelda kui malelaua ruudustikku (males kirjutatakse lithemalt
al,... h8).

Peaks olema pikemata selge, et hulkade otsekorrutamine pole iildjuhul kommutatiivne, s.o kui
A # B, siis A x B # B x A. Naiteks, [1,3] x [4,5] # [4,5] x [1, 3] (tee joonis!).

Lause 6.31. Hulkade A, B,C ja D korral, kui A C B ja C C D, siis Ax C C Bx D.

Téestus. Olgu A, B,C ja D sellised hulgad, et A C B ja C C D. Peame tdestama, et A x C' C
B x D. Seega, olgu w element hulgast A x C. Peame néitama, et w € B x D. Kuna w € A x C,
siis saame w kirjutada kujul (a,c), kus a € A ja ¢ € C (otsekorrutise definitsiooni pohjal). Kuna
element ¢ € A ja hulk A C B, siis ka a € B. Sarnaselt, kuna ¢ € C ja C C D, siis ¢ € D.
Kasutades uuesti otsekorrutise definitsiooni, voime viita, et (a,c) € B x D, mis aga tdhendab
seda, et w € B x D. Oleme seega nididanud, et iga hulga A x C' element on ka hulga B x D
element. Osahulga definitsiooni kohaselt tdhendab see, et A x C C B x D. O

Ulesanne 6.32. Toesta, et kui A # () ja B # 0, siis A x B = B x A parajasti siis, kui A = B.

Teoreem 6.33. Hulkade A, B,C ja D jaoks kehtivad jargmised vordused:
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1. Ax0=0,0xA=0;
2. Ax (BUC)=(Ax B)U(AxC);
3. Ax(BNC)=(AxB)N(AxC);
4. (AxB)N(CxD)=(ANC) x (BND);
5. Ax(B\C)=(AxB)\ (Ax(O).
Toestus. Kontrollime vordust 2. samavaérsuste ahela abil:

(a,b) e Ax (BUC)<ac ANbe BUC
SaceANbeBVbe Q)
S (ae ANbeB)V(ae ANbeC)
< (a,b) e Ax BV (a,b)e AxC
< (a,b) € (Ax B)U (A x O).

Ulejéianud vorduste kontroll teosta iseseisvalt. ]

Kahe hulga otsekorrutise moiste on vahetult iildistatav mis tahes loplikule arvule hulkade-
le. T&histame siimboliga (aj,as,...,a,) n-jirjendit s.t n elemendi jirjestatud hulka. Hulka-
de Aq,..., A, otsekorrutiseks A; x ... x A, nimetatakse hulka koéigist n-jarjenditest, mille
elemendid on vastavatest hulkadest, s.t

A x oo x Ay ={(a1,...,ap): a1 € Ay, ... a4y € Ap}.

Otsekorrutist A x ... x A tdhistatakse A" ja nimetatakse hulga A n-daks otseastmeks.
[ —

n

Kui hulgas A on m elementi ja hulgas B on n elementi, siis hulgas A x B on m - n elementi.
Uldisemalt, kui A; koosneb my elemendist, ..., A, koosneb m,, elemendist, siis A1 X ... x A,
koosneb my - ... m, elemendist.

Ulesanne 6.34. Téestada, et kui A; # 0 ja B; # 0 (i =1,...,n), siis
1. Ay x...x A, C By X...Xx B, parajasti siis, kui A; C By,...,A, C By;

2. A1 x...x A, = B1 X ... X B, parajasti siis, kui A = By,..., A, = B,.
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7.1 Jaguvus ja algarvud

Definitsioon 7.1. Oeldakse, et tdisarv a jagab téisarvu b (ja téhistatakse a | b), kui leidub

selline taisarv c, et ac = b.

Fakti, et a | b voib téhistada ka kujul b : a ehk arv b jagub arvuga a.
Nside 7.2. 3|15
Téaisarvude jaguvusseosel on jargmised omadused.
Lause 7.3. Olgu a,b ja c tdisarvud. Siis
1.ala
2. Kuia|bjab|ec, siisalc.
3. Kui alb ja ale, siis a|(b+£ c)

4. Kuialb, siis ac| be iga ¢ € Z korral.

o8
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5. al|l parajasti siis, kui a = 1 véi a = —1.

Toestus. Toestame omaduse 2., iilejadnud omadused saab tdestada analoogiliselt.
Olgu a, b, ¢ € Z sellised téisarvud, et a | b ja b | c¢. Kuna a | b, siis leidub m € Z nii, et b = am.
Sarnaselt leidub n € Z nii, et ¢ = bn. Niiiid saamegi, et

c=bn=(am) -n=a-(mn).
Kuna mn € Z, siis olemegi naidanud, et a | c. O
Lemma 7.4. Mis tahes tiisarvu a korral a® +a > 0.
Toestus. Iseseisvalt! O

Teoreem 7.5. Olgu a tdisarv ja b naturaalarv. Siis leiduvad theselt madratud tdisarvud q (ja-
gatis) ja r (jadk) nii, et
a=bg+r ja 0<r<hb.

Toestus. Olgu antud a € Z ja b € N. Vaatleme hulka
A={a—-bx |z €Z,a—bxr>0} Cc NU{0}.
Esmalt paneme téihele, et A # (). Toepoolest,
a—b(—az) =a+ba®>a+a®>0,

kus viimane vorratus kehtib lemma 7.4 pdhjal ja seega a — b(—a?) € A. Kuna hulga N U {0}
igas mittetiihjas alamhulgas leidub vdhim element, siis leidub ka hulga A vdhim element r =
a—bg € A, kus q € Z.

Naitame, et r < b. Selleks oletame vastuvéiteliselt, et r > b. Tahistame r’ := r — b, siis

0<r'=r—b=a-blg+1)eA ja ' <r

mis on vastuolus r valikuga. Niiviisi oleme leidnud sellised ¢,r € Z, et a = bg+r ja 0 < r < b.
Néitame, et ¢ ja r on {iheselt méédratud. Selleks oletame, et leiduvad téisarvud q1, g2, 71,72 nii,
et

a=bq+1r1=bg+19 ja 0<ry,re<b.

Siis b(q1 —q2) = re—r1. Kuna b > 1, |ro—r1| < bja q1—qa € Z, siis vordusest |ro—r1| = |b]-|¢g1 —qo|
jareldub, et g1 —qo = 0 ja seega ka ro—ry = 0. Sellega olemegi ndidanud, et ¢ = g2 jar; =re. O

Definitsioon 7.6. Algarvuks nimetatakse naturaalarvu p > 1, mille ainsad naturaalarvu-
lised jagajad on 1 ja p. Naturaalarvu, mis on suurem kui 1 ja mis pole algarv, nimetatakse
kordarvuks.

Sonastame niiiid aritmeetika pohiteoreemi, millele tugineb suur osa naturaalarvude aritmeetikas
toestatavatest teoreemidest ja mis parineb Eukleidese (u. 350 e.m.a.) ,Elementide” IX raamatust.
Teoreemi toestuse jatame paragrahvi 7.3, sest see vajab (tugeva) matemaatilise induktsiooni
meetodit.
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Teoreem 7.7 (Aritmeetika pohiteoreem). Iga naturaalarvu n > 1 saab esitada algarvude kor-
rutisena (st leiduvad r € N ja algarvud py,...,p, nii, etn =1py----- pr) ning see esitus on tihene
tequrite jarjekorra tapsuseni.

Teoreem 7.8 (Eukleides). Algarvude hulk on lopmatu.

Toestus. Olgu algarvud téhistatud p;1 = 2, p2 = 3, p3 =5, p4 = 7, .... Oletame vastuvéiteliselt,
et leidub suurim algarv p,,. Vaatleme naturaalarvu a = p1ps...p, + 1. Et a > 1, siis aritmeetika

pohiteoreemi pohjal leidub algarv, mis arvu a jagab. Kuna oletasime, et p1, pa, ..., p, on ainsad
algarvud, siis peab leiduma selline i € {1,...,n}, et p; | a. Lause 7.3 omaduse 3 pohjal saame,
et p; | a — pip2...pn ehk p; | 1, mis on vastuolus sellega, et p; > 1. O

7.2 Matemaatiline induktsioon

Me koik arvame, et tunneme naturaalarve hésti ja et meil on selged mitmed naturaalarvude
omadused. Naiteks teame, et naturaalarve saab lahutada algtegurite korrutiseks voi et summa
ei sOltu liidetavate jarjekorrast jne. Tegelikult on naturaalarvude hulk oma sisult aga palju rik-
kam ning isegi kaasaegsed matemaatikud ei tunne veel koiki naturaalarvude omadusi. Néiteks
pole teada, kas iile iihe paiknevate algarvude paaride, nn kaksikute hulk 3 ja 5, 5 ja 7, 11 ja 13,
17 ja 19, 29 ja 31, 41 ja 43, 59 ja 61, 71 ja 73, 101 ja 103 jne on 16plik v6i 16pmatu. Lahendamata
probleeme naturaalarvude vallas voib vélja tuua teisigi.

Meie tutvume siinses peatiikis naturaalarvude jargnevuse omadusega, mis iitleb, et igale na-
turaalarvule jargneb naturaalarv. Tépsemalt, igale naturaalarvule saab vahetult jargneda ai-
nult iiks naturaalarv. Jargnevuse omadus on naturaalarvude suhtes iiks olulisemaid omadusi ja
seetottu on jargnevuse omadus koos jargnevuse ithesusega naturaalarvude teooria iilesehitamisel
itheks aksioomiks. See omadus viljendab naturaalarvude olemust, mis seisnebki jargnevuses.
Lisaks peegeldab jargnevuse omadus ka naturaalarvude jirjestatust suuruse jéargi ja asjaolu, et
naturaalarvude jarjend on lopmatu. Aksioomiks on ka naturaalarvu 1 olemasolu, sest jargnevuse
omadust saab kasutada alles siis, kui midagi on algselt olemas, millest alustada.

Naturaalarvude kohta kéivaid viiteid ei saa tdestada kontrollimise teel, sest naturaalarvude hulk
on lopmatu. Seega on vaja mingit tdestamismeetodit, mis naturaalarvudega tegelemisel nouaks
ja kasutaks jargnevuse omadust. Kehtib jargmine viide (aksioom): kui mingi naturaalarvude
hulk sisaldab arvu 1 ja selles kehtib jirgnevuse omadus, siis see hulk sisaldab koiki
naturaalarve. Téanu sellele viitele saame niitid naturaalarvude kohta kéivaid vaiteid toestada
16pliku arvu sammudega.

Esiteks, tuleb néidata, et véiide kehtib naturaalarvu 1 korral. Seda saab teha kontrollimise teel.

Teiseks, tuleb niidata, et véitel on jargnevuse omadus. Kui see on néidatud, on meil digus
kolmandaks tildistada vaide koikidele naturaalarvudele.

Sageli iilesannete lahendamisel matemaatilise induktsiooni meetodi abil tuleb eelnevalt plistitada
véidete seeria, lahtudes iilesande sisust.
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Uldistamist iiksikjuhult iildjuhule nimetatakse induktsiooniks. Filosoofias on induktsioon arut-
lemise viis, mille puhul sellest, et iihtedel asjadel on teatav omadus, jéreldatakse, et see oma-
dus on ka monel teisel asjal voi isegi koikidel samalaadsetel asjadel. Induktsiooniks nimeta-
takse seal ka induktiivse arutluse esitamist. Erinevalt deduktsioonist ei taga aga induktsioon
ildjuhul seda, et kui eeldused on toesed, siis ka jareldus on téene, mis tdhendab, et iildistuse
Oigsus jaab toestamata. Meie jaoks on siiski véiga oluline, et toesed eeldused tagaksid ka toese
jarelduse, ja seda voimaldab meile matemaatiline induktsioon. Kéesolevas peatiikis vaatamegi
veel iihte toestusmeetodit — matemaatilist induktsiooni — mis tdiendab harilikku induktsiooni,
véltides valesid iildistusi. Kuigi nimetus sisaldab sona ,,induktsioon, on siiski tegemist deduk-
tiivse toestamise vormiga.

Alustame néitega probleemist, mille toestamiseks ldheb vaja matemaatilist induktsiooni.
2

Viide. Esimese n paaritu arvu summa on n”.

Illustreerime seda vaidet tabeliga:

n n esimese paaritu arvu summa n?
1 1= 1
2 143 = 4
3 1+34+5= 9
4 14+3454+7= 16
)

1+3+5+7+9= 25

n|14+34+5+7+9+11+ -+ (2n—1)= | n?

Pane téhele, et esimeses viies reas on testi nii, et n esimese paaritu arvu summa on n?. Samuti
tasub mérgata, et iga rea viimane liidetav on esitatav kujul 2n — 1 (s.t, kui n = 2, siis teise rea
viimane liidetav on 2 -2 — 1 = 3; kui n = 3, kolmas paaritu arv summas on 2-3 — 1 = 5 jne).
Aga siiski jadb ohku rippuma kiisimus, et kas toesti 1 +3+5+7+9+ 11+ ...+ (2n—1) on
vordne arvuga n?? Kas meie viide on téene kdigi naturaalarvude korral? Sénastame oma viite
timber jargmiselt. Iga naturaalarvu n korral (tabelis iga rea korral) olgu meil antud véited S,
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jargmiselt:

8121:12
Sy:1+3=22
Ss:14+3+5=232

Spil+3+54+T7+-+(2n—1)=n?

Kiisime: kas koik need véited on toesed?

Matemaatiline induktsioon ongi moeldud just seda tiitipi kiisimuste vastamiseks, kus meil on an-
tud terve hulk véiteid Sy, .59,...,S5,,... ja me peame toestama, et koik need véited on toesed.
Meetod on tegelikult véga lihtne ja meetodi iseloomustamiseks méotle pikale reale doominotele,
mis tksteise korvale piisti on laotud. Oletame, et sa suudad dra toestada (kontrollida) esimese
véite. Sellele vastab esimese doomino timber litkkamine. Lisaks oletame, et sa suudad néidata, et
kui véide Sy on toene (vastav doomino kukub), siis see sunnib jirgmise véite Sky; olema toene
(jargmise doomino kukkuma). Seega, niiiid, kui doomino S; kukub, ajab ta iimber jargmise
doomino S, mis omakorda liikkkab timber doomino S3, kukkudes ajab doomino Ss timber doo-
mino Sy jne. Meil ei jd4 16puks midagi muud iile, kui todeda, et koik viited on téesed (ehk koik
doominod timber litkatud).

{HHHHE HHHNH

Joonis 7.1: Viited on reastatud nagu doominod.
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JRRAHR AHRRR

Joonis 7.2: Oletame, et esimene véide on toestatud (esimene doomino litkkatakse timber).

[

Joonis 7.3: Oletame, et doomino Sj, pohjustab alati doomino Sy, imberkukkumise.

L0000 L0

Joonis 7.4: Kéik doominod peavad kukkuma (ehk koik véiited peavad kehtima).

Eelnev arutelu annab meile sammud, mis on vajalikud matemaatilise induktsiooni tdestusmeetodi
labiviimiseks.
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Definitsioon 7.9. Matemaatilise induktsiooni meetod. Olgu antud mingi seeria viiteid
S1,59,...,5n,.... Antud seerias iga viide S, on toene, kui

1. Induktsiooni baas. S; on toene, s.t seerias esimene véide on toene;

2. Induktsiooni samm. S; = Si1, s.t oletusest, et suvaline viide Sj on tdene, jareldub,
et jargnev véide Si41 on toene.

Markus.

1. Pole oluline, et koige esimene vaide, mida kontrollitakse, vastab juhule n = 1. Piisab, kui
véide kehtib mingi naturaalarvu korral ning iildistamine toimub sellele arvule jargnevatele
arvudele.

2. Matemaatilise induktsiooniga toestatavad valemid ja seosed kehtivad vaid naturaalarvude
n=1,2,3,... korral.

3. Matemaatilist induktsiooni saab rakendada ainult siis, kui molemad eeldused (induktsiooni
baas ja induktsiooni samm) on rahuldatud.

Nidide 7.10. Toesta matemaatilise induktsiooni abil, et n esimese naturaalarvu summa vérdub

n(n+1)
2

avaldise vadrtusega, s.o

1
1+2+3+--~+n—”(n;), n>1

Téestus. Kuna valemi kehtivus séltub naturaalarvust, saame toestamiseks kasutame matemaa-
tilist induktsiooni. Selleks kontrollime koigepealt, kas valem kehtib n = 1 korral.

1. Induktsiooni baas. Kui n = 1, siis valemi vasak pool vp = 1 ja parem pool pp = w =1

Jarelikult, vp = pp ning valem kehtib, kui n = 1.

2. Induktsiooni samm. Eeldame, et valem kehtib n = k korral, s.t 1+2+3+---+k = k(k;l).

Kontrollime, kas valemil on jargnevuse omadus, s.t kas valemi kehtivusest k korral jareldub
valemi kehtivus k41 korral. Seega tuleb néidata, et 1+2+3+---+k+k+1= %
Selle vorduse toestamiseks lahtume véite vasakust poolest ja piiliame selle teisendada véite
paremaks pooleks. Teisendamise kaigus kasutame oma eeldust, et valem kehtib k korral.

k(k+1
vp:1+2—|—3+"‘+k:—|—(k7+1):(;—)—F(k}—i—l)
eeldus
kE(k+1)+2k+1) (E+1)(k+2)

Seega néitasime, et esitatud valemil on jargnevuse omadus. Induktsiooni baasi ja induktsiooni
sammu iithendamisest jareldub, et tdestatav valem kehtib iga naturaalarvu n korral. O

Toestame niiiid sissejuhatuses tutvustatud véite n esimese paaritu arvu summa kohta.

Ndide 7.11. Toesta matemaatilise induktsiooni abil, et n esimese paaritu naturaalarvu summa

on TL2.
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Toestus.

1. Kui n = 1, siis valemi vasakpool vp = 1 ja parem pool pp = 12 = 1. Jarelikult, vp = pp
ning valem kehtib, kui n = 1.

2. Eeldame, et valem kehtib n = k korral, s.t 1 +3 +5+--- + (2k — 1) = k2. Niitame, et sel
juhul valem kehtib ka n = k + 1 korral, s.t nditame, et Sy = Sk11.

p=14243+-+2k—1)+Q2k+1)—1)=k>+ 2k +1)—1)
eeldus

= k2 4+2k+1=(k+1)*=pp.

Seega oleme matemaatilise induktsiooni abil téestanud, et valem kehtib koigi naturaalarvude
korral. ]

Niide 7.12. Toesta, et kdigi naturaalarvude korral jagub avaldis 22" — 1 kolmega.
Téestus.

1. Toestame, et tulemus kehtib n = 1 korral. Kuna 2*!' — 1 = 4 — 1 = 3, siis avaldis jagub
kolmega n = 1 korral. Seega S1 on toene.

2. Eeldame, et véide kehtib n = k korral, s.t S = 22% — 1 jagub kolmega. Tdestame, et viide
kehtib siis ka n = k 4+ 1 korral. Selleks arvutame

Sppr = 220D 1= 9242 1 =92y 1= 2% (143) -1

Saadud avaldis jagub kolmega, kuna molemad liidetavad jaguvad kolmega (esimene liidetav
Sy, jagub kolmega induktsiooni eelduse tottu ja teises liitkmes 22 - 3 on arv 3 kordajaks).

Oleme seega matemaatilise induktsiooni abil tdestanud, et koigi naturaalarvude korral jagub
avaldis 22" — 1 kolmega. O

Niide 7.13. (Geomeetrilise jada n esimese liikme summa valem.) Toesta matemaatilise indukt-
siooni abil, et a,r € R ja |r| < 1 korral

1— n+1
at+ar+ar’+ar*+ - ar” = ol 1 - )7 n=>0
—-r
Toestus. Iseseisvalt. O
Niide 7.14. Tdesta, et n > 1 korral
1
1+§—|—--~+2n_1 < 2.

Toestus. Kasutame néidet 7.13 vottes seal a =1 ja r = % Siis

1+%+-~-+ ! :1-1_(5)n:2~<1—<1)n):2—

< 2.
2n—1 1-1 2

2n—1
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Niide 7.15. (Aritmeetilise jada n esimese liikkme summa valem). T6esta matemaatilise indukt-

siooni abil, et
n

S (a+ (k—1)d) = g(2a+ (n—1)d), n > 1.
k=1

Toestus. Iseseisvalt. O

Peatiiki alguse poole mérkisime, et matemaatilist induktsiooni saab rakendada ainult siis, kui
molemad eeldused (induktsiooni baas ja induktsiooni samm) on rahuldatud. Toome siinjuu-
res kaks néidet olukordadest, kus ainult iiks eeldustest on rahuldatud, mistottu matemaatilist
induktsiooni tulemuse toestamiseks kasutada ei saa. Alustame meile juba tuttavast véitest.

Niide 7.16. Iga naturaalarvu n korral on n? +n + 41 algarv.

Alustame induktsiooni baasist ja kontrollime viidet n = 1 korral: 12 + 1 + 41 = 43, mis on
algarv. Veelgi enam osutub, et n? + n + 41 on algarv iga n = 1,2,...,39 korral. Jargmiseks
oletame, et viide kehtib n = k korral, s.t k? + k + 41 on algarv. Piiiiame tdestada, et siis ka
(k+1)2+4 (k+1) + 41 on algarv. Sellega jiime aga jinni ning tdestamine ei dnnestu. Tegelikult
teame, et juba vidrtusel n = 40 on 40% + 40 + 41 = 40(40 + 1) + 41 = 41(40 + 1) = 412
hoopis kordarv. Vaadeldud néide hoiatab kergekéeliste tildistuste tegemise eest. Siin kiill kehtis
induktsiooni baas, aga ei olnud véimalik ndidata induktsiooni sammu kehtivust. Seega véide oli
vale.

Niide 7.17. Tdesta, et iga naturaalarv vordub talle jargneva naturaalarvuga.

Alustame seekord jargnevuse omaduse (ehk induktsiooni sammu) kontrollimisega, kuna eelmises
néites just selle puudumine osutus méiravaks. Seega oletame, et vdide on bige n = k korral,
s.t mingi naturaalarvu k korral on see arv vordne talle jirgneva naturaalarvuga, s.t k = k + 1.
Néitame, et siis on vaide dige ka n = k + 1 korral. Selleks alustame vasakult poolelt

vp = \k;_/—i—lz(k—l—l)—i—l:k—l—Z:pp,
eeldus

kus ndeme, et kasutades eeldust, saime toese vorduse parema poolega. Seega induktsiooni samm
kehtib. Kontrollime niitid ka induktsiooni baasi, s.t piiiiame leida konkreetse nédite mone natu-
raalarvu korral, kus naturaalarv vordub talle jargneva naturaalarvuga. Sellist nédidet meil aga
leida ei onnestu, s.t meil ei onnestu leida kahte jarjestikust ja vordset naturaalarvu. Vaide on
seega vale.

Jargmisena toome néite induktsiooni valest kasutamisest, mille autor on ungari matemaatik

G. Pélya (1954)
Lause 7.18. Kotk hobused on iihte varvi.
,Toestus*

1. Induktsiooni baas: Viide on 6ige k = 1 puhul, sest iiks hobune on iseendaga sama varvi.
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2. Induktsiooni samm:
FEeldame, et n = k on toene, st igas karjas, kus on k£ hobust, on nad sama vérvi. Vaatleme
niiiid karja, kus on k + 1 hobust. Eelduse kohaselt on esimesed k£ hobust sama véarvi.
hi,ho,... by, hpy1
—_———

sama Varvi

Eelduse kohaselt on ka viimased k hobust sama véarvi.

hi,ho,... by, hpi1
—_— —
sama VAarvi
Seega koik hobused hy, ha, ..., hg, hg+1 peavad olema sama virvi ehk Si = Sk1 on toene.
Matemaatilise induktsiooni pohjal on koik hobused iihte varvi. ]

Ulesanne 7.19. Kus on lause 7.18 tdestuses vigane arutlus?

7.3 Tugev matemaatiline induktsioon

Monikord vo6ib ette tulla olukord, kus on raske otse toestada, et viitest Sy jareldub vaide Syy1.
Pigem leiad, et on vajadus kasutada monda ,madalamat® viidet S; (i < k), et niidata Skiq
kehtivust. Sellistes olukordades on voimalik kasutada hariliku matemaatilise induktsiooni na-
tukene muudetud varianti, mida kutsutakse tugevaks matemaatilise induktsiooni printsiibiks ja
mis kolab jargmiselt.

Definitsioon 7.20. Tugeva matemaatilise induktsiooni meetod. Olgu antud mingi seeria
véiteid S1,59,...,5n,.... Antud seerias iga vaide S, on toene, kui

1. Induktsiooni baas. S; on toene, s.t seerias esimene véide on toene;

2. Induktsiooni samm. Sy A S5 A --- A Sk = Ski1, s.t oletusest, et koik eelnevad véiited
S1,...,5 on toesed, jareldub, et jargnev vaide Siy1 on toene.

Médrkus. Tugeva induktsiooni baasi kehtivuse kontrollimisel on moénikord vaja toestada lisaks
esimesele véitele veel moned jargnevad véited (vaata néiteks lause 7.25).

Erinevus tavalise matemaatilise induktsiooni printsiibiga on selles, et niiiid jareldub Syi1 keh-
timine koigist eelnevatest vaidetest Sy, ..., Sk, ehk meil on rohkem induktsiooni eeldusi, millest
induktsiooni sammu toestada. Kui tavalise matemaatilise induktsiooni korral me eeldasime, et Sy,
on toene ja selle abil niitasime, et Sk, 1 peab olema toene, siis niiiid voime eeldada, et S1,. .., Sk
on koik toesed ja kasutada neid koéiki tdestamaks, et Siy1 on tdene.

Hoolimata oma nimest, on tugev matemaatiline induktsioon tegelikult sama ,,tugev* kui tavaline
matemaatiline induktsioon. Iga véide, mis on toestatav tugeva matemaatilise induktsiooni abil,
on seda tehtav ka tavalise matemaatilise induktsiooniga. Ainuke erinevus on selles, et méningad
toestused voivad tugeva matemaatilise induktsiooni abil olla lihtsamad. Samas, kui on voimalik
ainult Sy kehtivusest toestada Siy1 kehtivus, siis tuleks kasutada tavalist matemaatilist indukt-
siooni.

Niitid oskame anda ka varem volgu jadnud aritmeetika pohiteoreemi toestuse.
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Teoreem 7.21 (Aritmeetika pohiteoreem). Iga naturaalarvu n > 1 saab esitada algarvude
korrutisena (st leiduvad r € N ja algarvud p1,...,p, nii, et n =1py ---- - p;) ning see esitus on
tihene tequrite jarjekorra tapsuseni.

Toestus. Naitame esmalt tugeva matemaatilise induktsiooniga, et iga naturaalarvu n > 1 saab
esitada algarvude korrutisena. Arvu n = 2 puhul on see véide selge. Oletame, et n > 2 ja
iga naturaalarvu 1 < m < n saab esitada algarvude korrutisena. Naturaalarv n peab olema
kas algarv voi kordarv. Esimesel juhul pole midagi toestada. Kui aga n on kordarv, siis leidub
naturaalarv d | n, kusjuures 1 < d < n. Olgu n = da, kus a € N, siis ka 1 < a < n. Induktsiooni
eelduse pohjal avalduvad d ja a algarvude korrutisena ning jarelikult ka n avaldub algarvude
korrutisena.

Uhesuse néitamiseks oletame, et n saab algarvude korrutisena esitada kahel viisil:

n=pip2...-pr = 41492 .. .4s,

kus tildisust kitsendamata r < s ja algarvud p; ja ¢; on mittekahanevas jarjekorras, st p; <
pe < <prjaq < g2 <o < g Kuna pr | qig2...¢gs ja p1 on algarv, siis py = g mingi
ke {1,...,s} korral. Seega kehtib ka, et p; > ¢;. Samamoodi arutledes saame, et ¢; > p; ning
kokkuvottes py = ¢g1. Arvu p; taandades saame ps...p, = ¢2...qs. Korrates seda mottekiiku

saame po = @2 ja p3...pr = q3...¢s. Kui r < s, siis niimoodi jitkates jouame vorduseni
1 = ¢41Gr+2...qs, mis on aga vdimatu, sest ¢; > 1 iga ¢ € {1,...,s} korral. Seega r = s ja
Pr=4aq,-.-sPr = Qqr- O

Nidide 7.22. Kastide virnadesse jagamise méang. Oletame, et meil on iihes virnas (iiksteise ot-
sas) n kasti. Mangus teed rea samme, kus igal sammul jagad iihe virna kaheks mittetiihjaks
virnaks. Méng 16peb, kui igasse virna on jadnud vaid iiks kast. Iga kéigu eest saad punkte.
Niiteks, kui jagad virna, milles oli a + b kasti kahte virna, {ihes a kasti ja teises b kasti, siis saad
selle kdigu eest ab punkti. Loplik punktisumma saadakse igal kédigul kogutud punktide kokku
liitmisel. Milline strateegia suurendaks sinu 16ppsummat?

Teeme méngu labi alustades 10 kastiga. Uks voimalik méngu kéik oleks selline:

Virna korgus Punkte
10
55 25
532

4321
23212
222121
1221211
11212111
111121111
1111111111 1
Kokku punkte = 45 punkti

= =N

Kas sa suudaksid leida parema strateegia? Kasutame tugevat matemaatilist induktsiooni ja
toestame, et 10plik punktisumma soltub ainult kastide arvust, mitte aga strateegiast!
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Viide. Mis tahes viisil n kasti hunnikutesse jaotamisel on 16plik punktisumma alati "("T_l)

Viaite toestus.

1. Induktsiooni baas. Kui n = 1, siis on meil virnas vaid iiks kast. Kuna méngus iihtegi
sammu teha ei ole voimalik, siis on punktisummaks @ = 0. Seega valem on 6ige n = 1

korral.

2. Induktsiooni samm. Oletame, et vaited Si,...,S, on koik toesed mingi suvalise arvu k
korral. Néitame, et siis Sx11 on ka téene. Seega, olgu meil virnas k + 1 kasti ning esimese
sammuna jagame need kastid kahte uude virna korgusega i ja (k + 1) — 4 kasti (mingi
i korral, kus 1 <4 < k). Mangu 16ppsumma moodustavad sellel esimesel kdigul saadud
punktide ja koikide jargmiste kdikude punktide summa. Seega

16ppsumma = (1. kdigu punktid) + (¢ kasti jaotamise punktid)
+ (k + 1 — i kasti jaotamise punktid)
i(i=1)  (k+1-i)(kt1-i-1)

=i(k+1—1)+ 5 5

K+ k k(k+1)

22
Teisel sammul kasutasime eeldusi véidete S; ja Ski1—; kohta ning iilejdédnud oli lihtsustamine.
Seega niitasime, et suvalise k korral véidetest Si,..., Sy jareldub véide Sii1, millega oleme
toestanud meie iildise véiite tugeva matemaatilise induktsiooni abil. O

Itaalia matemaatik Leonardo Fibonacci (u 1175 — u 1250), keda peetakse keskaja iitheks silma-
paistvaimaks matemaatikuks, vaatles oma 1202. aastal avaldatud teoses ,Liber abaci“ jargmist
iilesannet.

Ulesanne 7.23. Talunikul on iiks paar vastsiindinud jéneseid, isane ja emane. Uhe kuu pérast
slinnist alates muutuvad janesed paaritumisvoimeliseks ning kaks kuud pérast siindi annab ema-
ne janes iithe paari jarglasi. Eeldame, et iikski janes ei sure ning et emane jénes annab uue paari,
isase ja emase, igal kuul, alates kahe kuu vanuseks saamisest. Mitu paari jdneseid on talunikul
n-ndal kuul?

Olgu F;,, paaride arv n-ndal kuul. Siis jargmisel kuul on talunikul olemas k&ik need jinesed,
kes tal olid n-ndal kuul, uusi paare lisandub aga parajasti niipalju, kuipalju oli paare eelmisel,
(n — 1)-1 kuul, sest need on jargmisel kuul koik vihemalt kaks kuud vanad ja annavad igaiiks
ithe uue paari jarglasi. Niisiis kehtib vordus

Fn+1:Fn+Fn—1

Lisaks teame, et I} =1, F5, =1, F3=2,F;, =3, F5=05,....
Kasulik on defineerida veel Fy = 0.

Definitsioon 7.24. Arve Fy, Fy, Fs, ..., kus Fy = 0 ja F; = 1 ning iga naturaalarvu n korral
Foi1 = F,, + F,,—1 nimetatakse Fibonacci arvudeks.

Lause 7.25. Toestada, et Fy, > 2n iga n > 8 korral.
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Joonis 7.5: https://learnodo-newtonic.com/wp-content/uploads/2015/09/
Fibonacci-Sequence-in-the-Rabbit-Problem. jpg

Toestus. Naitame selle viite kehtivust tugeva matemaatilise induktsiooni abil.

1. Induktsiooni baas. Kui n = 8, siis Fg = 21 > 2-8 = 16. Kuin = 9, siis Fy = 34 > 2-9 = 18.
Seega véide kehtib, kui n = 8 jan = 0.

2. Induktsiooni samm. Eeldame niiiid, et F,,, > 2m iga m € {8,...,n} korral. Me peame
néditama, et F, 41 > 2(n + 1). Induktsiooni eelduse ja seose F, 1 = F, + F,,_1 abil saame

Fn+1:Fn+Fn_1>2n+2(n—1):4n—2.

Viimaks paneme téhele, et vorratus 4n — 2 > 2n + 2 on samaviérne vorratusega n > 2,
mis loomulikult kehtib, sest n > 8.


https://learnodo-newtonic.com/wp-content/uploads/2015/09/Fibonacci-Sequence-in-the-Rabbit-Problem.jpg
https://learnodo-newtonic.com/wp-content/uploads/2015/09/Fibonacci-Sequence-in-the-Rabbit-Problem.jpg

Toestamise erinevad meetodid
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Koikidele loodusteadustele on iseloomulik, et tulemuste saavutamiseks tehakse vaatlusi ja kat-

seid. Matemaatikas ei tehta vaatlusi ega katseid, vaid tulemused saadakse rangete loogiliste

arutluste abil, mida nimetatakse toestusteks.

Matemaatikas on teatud arv pohimoisteid ja pohitddesid, mida ei toestata. Pohitodesid, mida

ei toestata ja mida eeldatakse tGesed olevat, nimetatakse aksioomideks. Ulejisnud valemid

ja tulemused sonastatakse lausetena, mida nimetatakse teoreemideks. Teoreem on lause, mille

Oigsust toestatakse range loogilise arutluse abil. Teoreemis esitatud véite digsust toestatakse

aksioomidest ja varem toestatud teoreemidest lahtudes.

71
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Aksiomaatilise meetodi alusepanija on Eukleides (325 — 265 eKr), kes siistematiseeris oma teo-
ses ,,Elemendid*“ sellisel viisil tolleaegse matemaatika. Eukleides esitas tadpse ja loogiliselt tervikli-
ku geomeetrilise siisteemi, mida nimetatakse ,eukleidiliseks geomeetriaks”. Selle siisteemi aluseks
on definitsioonid ning aksioomid ja postulaadid (Eukleides eristas aksioome ja postulaate, kuid
kaasaegses mottes on need koik aksioomid) ja nendest tuletas ta tilejidnud teoreemid. Aksioome
pidas ta ilmseteks todedeks. Pikka aega (2000 aastat) tegelesid matemaatikud paralleelide pos-
tulaadi probleemiga, piilides toestada, et seda saab tuletada teistest aksioomidest. Paralleelide
aksioom vaidab, et libi punkti, mis ei asu antud sirgel, saab tommata ainult iihe sirge,
mis on paralleelne selle sirgega. Alles XIX-XX saj. naidati, et see aksioom on toéepoolest
soltumatu teistest aksioomidest ning korrektne saab olla ka geomeetria, kus aluseks on voetud
selle aksioomi eitus. Eukleidese siisteem piisis 1820. aastani, mil silmapaistev vene matemaatik
Nikolai LobatSevski (1792 — 1856) ja veidi hiljem ka ungari matemaatik Janos Bolyai (1802
— 1860) joudsid paralleelide aksioomi muutes uue geomeetria avastamiseni. Teadmine, et voib
iiles ehitada geomeetria kui matemaatilise teooria, milles véljaspool sirget asuvat punkti labib
nendega samal tasandil rohkem kui iiks sirge, mis ei 16ika antud sirget v6i milles kolmnurkade
sisenurkade summa on vaiksem kui 180°, oli tollal isegi nimekatele matemaatikutele ootamatu.
Tekkinud geomeetriat nimetatakse mitteeukleidiliseks geomeetriaks. Selle loomine néitas,
et aksioome voib moista lihtsalt kui eeldusi. Eukleidese , Elementides”esinevate liinkade otsimine
sai XIX sajandi 16pul matemaatikute iitheks tdhtsamaks iilesandeks. Selle iilesande lahendamise
viis 1900. aastaks lopule saksa matemaatik David Hilbert (1862 — 1943).

Gottlob Frege (1848 — 1925) 16i kaasaja loogika fundamentaalseima stisteemi, nn esimest jarku
predikaatarvutuse, mis baseerub lausearvutusel, predikaatidel ja kvantoritel. Frege kindel seisu-
koht oli, et kogu matemaatika saab taandada elementaarsetele loogikareeglitele, s.t loogikareegli-
te abil saab tuletada iikskoik millise tGese matemaatikateoreemi. Frege siisteemi ja logitsistlikud
vaated votsid oma t66s aluseks 20. sajandi alguse mojukaimad loogikud Bertrand Russell
(1872 — 1970) ja Alfred North Whitehead (1861 — 1947), kes formaliseerisid oma teoses
Principia Mathematica (1910 — 1913) suure osa matemaatika alustest. Matemaatika tuletamist
loogikast alustasid Russell ja Whitehead téisarvude teooriast ehk aritmeetikast, vottes aluseks
Giuseppe Peano (1858 — 1932) aritmeetika baastoed, millest loodeti tuletada aritmeetika
ning seejarel ehitada sinna peale matemaatiline analiiiis, algebra ja muud matemaatikaharud.
Kolmekiimnendatel aastatel toestas Kurt Godel (1906 — 1978) enamikule selleaja loogikutele
ootamatult ithe praeguseks kuulsaima loogikateoreemi {ildse: teoreemi mittetéielikkusest.
Nimetatud teoreem néitab, et aritmeetikat ei saa taandada loogikale, ehk konkreetsemalt, ei ole
olemas 16plikku baasvéidete (aksioomide) kogu, millest saaks tuletada koiki aritmeetikateoree-
me. Kui juba aritmeetikat ei saa 16pliku hulga baasvéidete abil aksiomatiseerida, siis loomulikult
ei saa seda teha ka enamike teiste matemaatikaharude jaoks. See ei tdhenda samas, et loogikava-
hendid oleksid aritmeetika v6i muude keerulisemate valdkondade juures kasutud: reeglina piisab
meile huvi pakkuvate viidete toestamiseks siiski suhteliselt vdikesest hulgast harilikest elemen-
taaraksioomidest. Godeli teoreem kahandas huvi loogika vastu, kuid elektronarvutite leiutamine
sajandi keskel ja majanduse, teaduse ning iithiskonna siivenev arvutiseerimine andsid loogikatea-
dusele uue voimsa touke. Alates 1980. aastate 16pust on arendatud matemaatika formaliseerimist
arvutil (nt interaktiivsed teoreemitoestajad), nende jaoks on loodud palju standardteoreemide
teeke. Loogika ja teoreetiline arvutiteadus on muutunud vastastikku iiksteisest s6ltuvaks ning
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mitmete konkreetsete valdkondade puhul raskesti eristatavateks.

8.1 Induktiivne ja deduktiivne jireldamine

Laias laastus saab motlemismehhanisme jagada kahte pohiriihma: tldistuste tegemine ja jérel-
duste tegemine.

Induktiivne jiareldamine ehk iildistuste tegemine toimub siis, kui iiksikjuhtudel selgunud
omadus iildistatakse tildomaduseks. Nédhes enda iimber ainult valgeid luiki, kipume iildistavalt
uskuma, et koik luiged maailmas on valged. Kui mérkame, et asjad, millega me kokku puutu-
me, esinevad kas enamasti voi alati koos (leek = kuumus = valu), iildistame selle kokkusattu-
muse sageli reegliks. Kuid enamik igapaevaselt opitud reegleist ei pruugi erandlikes olukorda-
des kehtida, neil reeglitel on tavaliselt erandid. Uldistuste tegemine ehk induktsioon on seega
motlemisprotsess, mis ei anna mingeid kindlaid teadmisi. Induktiivselt saab jareldada ainult mil-
legi toendolisust, mitte toesust ehk ildistuste edukus on statistiline: mida sagedamini selliselt
leitud reegel kehtib, seda parem, aga ei maksa loota, et ta alati kehtib. Tuleb meeles pidada, et
matemaatikas ei kasutata toestamist kogemuse abil!

Loogikareeglite kasutamist uute viidete jareldamiseks nimetatakse aga nende viidete tuleta-
miseks ehk deduktsiooniks ehk toestamiseks. Suur osa loogikas kasutatavatest reeglitest ongi
esitatud jarelduse vormis: ithe v6i mitme véite toesusest jareldub uus véide. Teiste sonadega,
peetakse voimatuks, et eelduste toesuse korral oleks jareldus véér. Erinevalt induktsioonist ga-
ranteerib Gigete reeglite rakendamine oigetele faktidele alati ka 6ige tulemuse.

8.2 Toestamine
Teoreemid esinevad sageli ,Kui ..., siis ... “ kujul ehk matemaatiliselt kirjutatuna,
Vz € D, kui on téene P(x), siis on toene ka Q(x).

Tingimust P(x) nimetatakse eelduseks ja tingimust Q(x) viiteks. Voimsaim toestuse meetod
on selline, mis iildistab ehk laiendab véite kehtivuspiirkonda. Antakse ette suvaline x, mille kor-
ral eeldus P(z) on toene ja kasutades definitsioone, eelnevaid tulemusi ja reegleid jareldatakse,
et Q(z) on toene.
Seega, teoreemi toestamisel:

1. ldhtutakse eeldusest;

2. viiakse 1dbi arutlus kasutades aksioome voi varem toestatud teoreemide véiiteid;

3. loogilise arutluse kéigus joutakse 16puks otsustuseni, et teoreemi vaide toesti kehtib.

Erinevad matemaatilised teooriad ei ole lihtsalt faktide kogumid, vaid loogilised siisteemid. Ak-
sioomid, definitsioonid ja teoreemid ei ole mitte juhuslikus jirjekorras loetletud, vaid on tavaliselt
esitatud meisterlikus jarjestuses. Iga teoreem peab olema paigutatud niisugusele kohale, et tema
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toestus toetub varem esitatud aksioomidele, definitsioonidele ja teoreemidele. Eukleidese ,Ele-
mendid“ oli selliste rangelt loogiliste siisteemide esimene ning parim néide, mida teised teadused
on pilitidnud ja piitiavad ikka veel jaljendada. Jargnevalt vaatamegi erinevaid toestuse meetodeid.

8.3 Otsene toestus

Enamus toestusi, millega sa siiamaani kokku puutunud oled (kui sa neid tildse ndinud voi teinud
oled) on olnud nn otsesed tdestused, mille korral iga jirgmine samm toetub eelnevalt ndidatud
sammule voi olemasolevale faktile. Loogiliselt diges jarjekorras arutledes joutakse 16puks tule-
museni.

Téahistades eelduse tdhega P ning véite tdhega (), on eesmérk otseselt ndidata, et P = Q.

Kuigi otsese toestuse juures kasutatavad matemaatilised meetodid erinevad iiksteisest vastavalt
toestamist vajavale véitele, on siiski iileiildine ldhenemine alati sama: alusta nende andmetega,

mis eelduses on antud ja loogilise arutluse tulemusena joua véiteni, mida oli vaja toestada.

Toestuse iildise esitusega tutvumiseks vaatleme jargmist kahte naidet.
Lause 8.1. Olgu m ja n tdisarvud. Kui m ja n on paarisarvud, siis on seda ka m + n.

Toestus. Olgu m ja n paarisarvud. Siis saame nad esitada kujul m = 2ky ja n = 2k9, kus k;
ja ko on mingid tédisarvud. Nende summa m + n saame esitada kujul m +n = 2k; + 2ks =
2(k1 + ko) = 2k. Kuna k = k1 + k2 on téisarv, siis on 2k paarisarv ehk m + n on paarisarv. [

Lause 8.2. Iga paaritu tdisarvu ruut annab 8-ga jagades jadgi 1.

Toestus. Olgu n suvaline paaritu tdisarv. Kuna n on paaritu, siis leidub téisarv k nii, et n =
2k + 1. Jirelikult n? = (2k + 1)? ehk n? = 4k? + 4k + 1 ehk n? = 4k(k + 1) + 1. Kuna kahest
jarjestikusest arvust iiks on alati paaris, siis k(k + 1) on kindlasti paarisarv. Jarelikult 4k(k+ 1)
jagub 8-ga ja seega oleme niidanud, et n? annab 8-ga jagades jasgi 1. O

Mboned tiitipilised vead teoreemide toestamisel:

e Argumenteeritakse nididetega. See, et mone néite korral teoreem kehtib, ei tdhenda veel
selle iildist kehtimist.

e Samade tdhistuste kasutamine erinevate terminite jaoks. Néiteks, kui teoreemis 8.1 tdhistada
kahte suvalist paarisarvu m ja n moélemat kujul m = 2k ja n = 2k, siis tekib arutluses
viga, sest tekib seos m = n, mis suvaliste tdisarvude korral ei kehti.

e Hiippeline iileminek tulemusele.

e Tulemust ennast kasutatakse toestuse sees.
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8.4 Todestus alamjuhtude pohjal

Tegemist on meetodiga, kus véide toestatakse koigil voimalikel juhtudel.

Niiteks, kui teoreem vaidab midagi koikide tdisarvude n kohta, siis voib vaadelda eraldi kahte
juhtu: 1) n on paarisarv ja 2) n on paaritu arv. Kui teoreem védidab midagi koigi reaalarvude
kohta, on ménikord abiks vaadelda kolme juhtu 1) < 0, 2) x =0 ja 3) z > 0.

Lause 8.3. Iga naturaalarvu n korral on n® +n paarisarv.

Toestus. Jaotame naturaalarvude hulga omakorda paaris- ja paarituteks arvudeks ehk saame
kaks alamjuhtu, mille jaoks toestuse ldbi viime.

a) Olgu n paarisarv ehk n = 2k, kus k on mingi naturaalarv. Kirjutades
nd +n = (2k)® + 2k = 8k3 + 2k = 2(4k> + k) = 21,
nieme, et n3 + n on paarisarv, sest | = 4k® + k on naturaalarv.
b) Olgu niiiid n paaritu arv ehk n = 2k + 1, kus k& on mingi naturaalarv. Kirjutades
n®+n=(2k+1)%+ (2k + 1) = 8k + 12k% + 6k + 1 + 2k + 1 = 2(4k> + 6k* + 4k + 1) = 21,
ndeme, et n3 + n on paarisarv, sest | = 4k® + 6k2 + 4k + 1 on naturaalarv.

O]

Selleks, et saaksime toestada jargmise tulemuse, meenutame reaalarvu absoluutvairtuse definit-
siooni. Reaalarvu x absoluutviirtus on

x, kui z > 0;
|z := ,
—x, kuiz<O.

Vahest on kasulik reaalarvu x absoluutvéértus defineerida ka nii || = max{z, —z}. Veendu, et
molemad definitsioonid on samavéaérsed.

Lause 8.4. Mis tahes reaalarvude x ja y korral kehtib |x + y| < |z| + |y|.
Toestus. Antud tdestuses vaatleme nelja alajuhtu.

a) Olgu z >0 ja y > 0. Siis  + y > 0 ning absoluutvéértuse definitsiooni kohaselt |z + y| =
z+y = [z + |yl

b) Olgu z > 0 ja y < 0. Siin on edasise vaatluse all omakorda kaks alamjuhtu.
(i) Kuiz+y>0,siis [z +y|l=x+y<xz+0<|z|+ |yl
(if) Kuiz +y <0, siis [z +y[ = —(z+y) = (=) + (=y) <0+ (=y) = [y < |z| + |y].

c) Olgu = < 0 ja y > 0. Selle juhu toestus viiakse 1&4bi analoogiliselt juhule b). Proovi see ise
kirja panna!
d) Olgu x < 0 ja y < 0. Siis absoluutvéartuse definitsiooni pohjal |z + y| = —(z + y) =
(=) + (=y) = || + [y].
O
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8.5 Kontrapositiivne toestus

Monikord on raske néidata otse, et viitest P jareldub vdide @ ehk P = Q. Teame, et P = @)
on loogiliselt samavadrne oma podordvastandlausega ehk kontrapositiiviga =@} = —P. Niitame
hoopis, et kehtib =Q = —P

2

Lause 8.5. Olgu n tdisarv. Kui n® on paaritu tdisarv, siis n on paaritu tdisarv.

Téestus. Veendume antud lausega samaviirse lause kehtivuses: Kui n on paaris tiisarv, siis n?

on paaris taisarv. Téepoolest, kui n on paarisarv, siis leidub k € Z nii, et n = 2k. Niiiid saame,
et n? = (2k)? = 4k, mis on kindlasti paarisarv. O

8.6 Vastuvaiiteline toestus

Sageli juhtub, et otsene toestus ei voimalda eesmérkideni jouda kas siis detailide vdhesuse tottu
voi on eesmargiks hoopis toestada ,negatiivne® tulemus, s.t niaidata, et teatud omadus ei kehti
voi monda elementi ei leidu, jne. Sellisel juhul kasutatakse matemaatikas teoreemide toestamisel
sageli vastuvéitelist toestusviisi, mille aluseks on loogikaseadus: iga véite korral on toene kas
viide ise voi selle eitus, kolmandat véimalust ei ole.

Vastuviiteline tdestus ehk absurdsusele taandamine (lad. k. reductio ad absurdum) on kaud-
se toestamise meetod, mille korral oletatakse, et viide on viédr (ehk tdene on hoopis selle viite
eitus), ning tehakse sellest oletusest jareldusi. Toestus on edukas, kui jouame vastuoluni kas
teoreemi esialgse eeldusega voi mone teadaoleva toega. Seega jareldame, et meie vastuvéiteline
oletus ei saa olla tdene ehk toene saab olla vaid véaide ise.

Vastuvaitelist toestust kasutatakse tihti siis, kui on vaja tdestada, et teatava omadusega objekti
ei leidu voi, et teataval objektil ei ole teatavat omadust. Seega, kui esialgne véide sisaldab ei-
tust, siis eitades eitust saame alustada sobivama eeldusega. Jérelikult, vastuvaitelise toestusviisi
korral tuleb osata lauseid eitada.

Kui teoreemide toestamisel iildiselt alustatakse eeldusest ja joutakse loogilise arutelu kéigus
véite tOesuseni, siis vastuvéitelise toestuse puhul toimub kogu protsess vastupidi.

Vastuvaitelise toestuse korral:
1. alustatakse véitest ja oletatakse, et toestatav véide on véér;
2. viiakse 1abi arutlus, kasutades vajadusel aksioome v6i varem todestatud teoreeme;

3. arutluse tulemusel joutakse jarelduseni, et véite eitamine on vGimatu, sest viib vastuollu
kas teoreemi eelduse voi tuntud todedega;

4. tehakse kokkuvote, et kuna véite eitus ei kehti, siis kehtib véide ise.

Lause 8.6. Kui tasandil kaks sirget a ja b on paralleelsed kolmanda sirgega c, siis need sirged a

ja b on paralleelsed teineteisega.
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Eeldus. a || cjab] c.
Viide. a || b.

Toestus. (vastuvéiteliselt). Eitame viidet ja oletame, et a ja b ei ole paralleelsed. Sellest oletu-
sest jareldub, et need sirged peavad l6ikuma mingis punktis P, sest tasandil kahe sirge kohta
kolmandat voimalust ei ole. Sellisel juhul aga l&dbib punkti P kaks sirget, mis eelduse kohaselt
on moélemad paralleelsed sirgega c. See on aga vastuolus paralleelide aksioomiga, mis viidab, et
véljaspool sirget asuvat punkti ldbib ainult {iks antud sirgega paralleelne sirge. Seega sirged a
ja b ei saa loikuda. Et kolmandat voimalust ei ole, siis jarelikult a || b. O

Lause 8.7. Naturaalarvude hulgas ei ole suurimat elementsi.

Eeldus. Vaadeldav hulk on naturaalarvude hulk.
Viide. Selles hulgas ei ole suurimat elementi.

Toestus. Toestame vastuviiteliselt. Oletame, et teoreemi véide ei pea paika ja on olemas niisu-
gune naturaalarv N, et koik iilejddnud naturaalarvud on sellest viiksemad. Vastavalt aksioomile
on iga naturaalarvu n korral ka n+ 1 naturaalarv. Seejuures on n+ 1 suurem kui n. Seega leidub
ka arvu N jaoks naturaalarv N + 1, mis on sellest suurem. See on aga vastuolus oletusega, et
N on suurim naturaalarv. Jarelikult ei saa olla suurimat naturaalarvu. O

Lause 8.8. Iga reaalarvu x € [0,7/2] korral sinx + cosz > 1.

Téoestus. Oletame vastuvaiteliselt, et leidub reaalarv y € [0, 7/2] nii, et siny + cosy < 1. Kuna
y € [0,7/2], siis siny > 0 ja cosy > 0. Seega 0 < siny + cosy < 1, millest saame, et 02 <
(siny + cos y)2 < 1% ehk 0 < sin? y + 2siny cosy + cos? y < 1. Jérelikult 2siny cosy < 0, mis on
vastuolu sellega, et siny > 0 ja cosy > 0. O

Viéga tihti ndeb vastuviitelise toestuse kasutamist irratsionaalarvudega seotud véidete korral.
Tuleta meelde, et ratsionaalarvuks nimetatakse reaalarvu r, mida saab kirjutada kujul r = 7,
kus m ja n on taisarvud ja n # 0. Naiteks %, —7% ja 0 on ratsionaalarvud. Reaalarvu, mida ei
saa kirjutada kahe tédisarvu suhtena, nimetatakse irratsionaalarvuks. Kui reaalarve tdhistada
tdhega R ja ratsionaalarve tdhega Q, siis irratsionaalarve tdhistatakse tdhega I, kusjuures I =
R \ Q. Moéningase tooga peaksid sa olema voimeline téestama, et arvud /7, 7 ja e? on koik
irratsionaalsed.

Lause 8.9. Reaalarv v/2 on irratsionaalarv

Téestus. Oletame vastuviiteliselt, et /2 on ratsionaalarv. Jarelikult leiduvad tdisarvud r ja
s # 0 nii, et /2 = . Uldisust kitsendamata voime eeldada, et £ on taandumatu murd. Vottes
selle vorduse ruutu saame 2 = g—z, millest 252 = r2. Seega on r? paarisarv, mistéttu on ka r
paarisarv. Niisiis, leidub téisarv k nii, et = 2k. Niiiid saame vorduse 2s% = 72 kirjutada kujul
252 = 4k?, seega ka s on paarisarv. Et s ja r on mélemad paarisarvud, siis nad sisaldavad tegurit
2, mis on vastuolus meie eeldusega, et © on taandumatu murd. Jérelikult on /2 irratsionaalarv.

O

Lause 8.10. Kui positiivne reaalarv x on irratsionaalarv, siis ka \/x on irratsionaalarv.
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Téoestus. Oletame vastuviiteliselt, et védide ,Kui reaalarv x on irratsionaalarv, siis ka /z on
irratsionaalarv® ei kehti. Ehk oletame, et x on irratsionaalarv ja /z on ratsionaalarv. Kuna

— a — —
\/EQOH rz;tsmnaalarv, siis leiduvad téisarvud a ja b, b # 0, nii, et \/z = ¢. Seega = = (\/z)" =
(%) = 7. Saime, et x on ratsionaalarv, mis on vastuolus meie oletusega, et = on irratsionaalarv
Jarelikult peab kehtima meie esialgne véide: ,Kui reaalarv x on irratsionaalarv, siis ka \/x on

irratsionaalarv® O
Teoreem 8.11. Kui o on irratsionaalarv, siis ka 3o on irratsionaalary.

Téestus. Viimast viidet on véimalik sonastada eitavalt ehk soovime néidata, et 3« ei ole ratsio-
naalarv. Seega, oletame vastuvéiteliselt, et 3a on tegelikult ratsionaalarv. Siis voime kirjutada
3a = 7, kus m ja n on tdisarvud ja n # 0. Jagades vorduse molemad pooled libi arvuga
3, saame a = g, kus jéllegi nii nimetaja kui ka lugeja on tdisarvud. Oleme ndidanud, et «
on sellisel juhul ratsionaalarv, mis on aga vastuolus meie esialgse eeldusega, et o on irratsio-
naalarv. Seetottu meie eeldus, et 3a on ratsionaalarv, ei pea paika ja jarelikult peab 3a olema
irratsionaalarv. O

Niide 8.12. Koik positiivsed tédisarvud on huvitavad. :)

"Pohjendus”. Toestame vastuvditeliselt ehk oletame, et leidub mittehuvitavaid arvusid. See
tahendab, et mittehuvitavate arvude hulk ei ole tiihi. Zermelo teoreemi (vt teoreem 11.77) pohjal
teame, et siis see hulk on téaielikult jarjestatav ja saame leida vdhima mittehuvitava positiivse
tdisarvu. Aga niiid on juba péris huvitav, et mis arv see selline on!? Kéige Esimene Mittehuvitav
Arv?... Huvitav-huvitav! Seega saime vastuolu. O

8.7 Samaviairsete tingimuste ehk ekvivalentsi toestamine

Alustame kahe viite samavadrsusega, loogikas tdhistatud kui A < B ning loetud kui ,,A siis
ja ainult siis, kui B* voi ,tingimus A on tarvilik ja piisav tingimuse B jaoks“ voi ,tingimus A
on samavéirne tingimusega B Lausearvutuse peatiikis néitasime ka, et A < B on loogiliselt
samavéadrne valemiga (A = B) A (B = A). Viimane kirjutusviis annab meile aga selliste teo-
reemide toestamise strateegia.

Selleks, et toestada, et viited A ja B on samavéérsed (ekvivalentsed), tuleb naidata, et kumbki
vaide jareldub teisest. Seega, toestamaks teoreemi , A siis ja ainult siis, kui B*, peame koigepealt
niaitama, et A = B ning seejirel niitama, et B = A, kasutades kummalgi juhul mis tahes
sobilikku toestamise meetodit.

Lause 8.13. Olgu a ja b tdisarvud. Korrutis ab on paarisarv siis ja ainult siis, kui vdhemalt ks
arvudest a voi b on paarisarv.

Arutelu. Kuna teoreemi sonastuses esineb véljend ,,. .. siis ja ainult siis . . . “, tuleb meil toestada
kaks implikatsiooni. Koigepealt tuleb néidata, et 1) kui ab on paarisarv, siis vihemalt iiks
arvudest a voi b on paarisarv, ning seejérel teistpidi, et 2) kui vdhemalt iiks arvudest a voi b
on paarisarv, siis ab on paarisarv. Ilma iildisust kitsendamata voime eeldada, et a on paarisarv.
Me voiksime toestuse anda ka alamjuhtude kaudu, kus koigepealt on a paarisarv ja seejérel
on b paarisarv, aga need toestused saavad olema tédpselt iithesugused ja seega voime lihtsalt
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valida tihe arvudest ja eeldada, et see on paarisarv. Teiseks mérkame, et kui sooviksime esimese
implikatsiooni tdestamisel kasutada otsese tdestamise meetodit, siis alustaksime eeldusega, et
ab = 2k, kus k on mingi téisarv. Edasi oleks meil aga véga raske ¢elda midagi arvude a ja b
kohta eraldi. Seega on esimese implikatsiooni juures vaja teistsugust toestusmeetodit. Piitiame
niitid selle teoreemi dra toestada.

Lause 8.13 toestus.

1) = 2). Toestame selle implikatsiooni vastuvaiteliselt. Selleks oletame véite vastaselt, et ab
on paarisarv, aga molemad arvud a ja b on paaritud. Siis voime kirjutada, et a = 2m + 1 ja
b=2n+1, kus m ja n on tiisarvud. Saame

ab=(2m+1)2n+1)=4mn+2m+2n+1=22mn+m+n) + 1.

Kuna 2mn + m + n on téisarv, oleme naidanud, et ab on paaritu arv, mis annab meile vastuolu
eeldusega, et ab pidi olema paarisarv.

2) = 1). Vastupidise implikatsiooni niitamiseks oletame, et kas a on paarisarv voi b on paarisarv.
Uldisust kitsendamata ecldame, et a on paarisarv ja seega kirjutatav kujul @ = 2k, kus k on

taisarv. Niiid ab = (2k)b = 2(kb) ja kuna kb on téisarv, oleme niidanud, et ab on paaris. [
Lause 8.14. Olgu z ja y reaalarvud. Siis x* = y? parajasti siis, kui |z| = |y|.
Toestus. Iseseisvalt! O

8.8 Mitme samaviirse tingimuse toestamine

Sageli on teoreemides samavéarseid tingimusi antud rohkem kui kaks ja teoreemi iildine sGnastus
voib nédha valja nii:

Teoreem (...eeldused...). Jargmised vdited on samavddrsed:
(a)
(b)
(c)

Sellistes teoreemides on erinevaid viiteid kolm vo6i rohkem (iilemist piiri ei ole) ning eesmérgiks
on naidata, et koik need tingimused on samavéiirsed. Samavéaérsus antud olukorras tdhendab
seda, et kui liks védidetest on Gige, siis on oiged ka koik iilejadnud ja kui iiks on vale, siis on
samavéadrsuse pohjal valed ka koéik iilejadnud véited. Kui samavéérseid véaiteid on kolm, siis

tuleks meil teha kolm ekvivalentsitdestust (,,... siis ja ainult siis...* tiiipi), kusjuures need
oleksid (a) < (b), (b) < (c) ning (a) < (c). Kui toestatavaid véiteid on neli, siis tuleks teha 6
n(n—1)

ekvivalentsitdestust ning iildjuhul n samavéaérse véite toestamiseks tuleks teha ekvivalent-

2
sitGestust. Onneks meil selliste teoreemide tGestamisel siiski nii palju ekvivalentsitGestusi teha ei
tule. Jargmine joonis annab kolm voimalust viie samavéérse tingimusega teoreemi toestuskaigu
planeerimiseks. Uhe otsaga nooled tihistavad vastavat implikatsiooni ning kahe otsaga nooled

ekvivalentsi toestamise vajadust.
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(a)” " (b) - ~
(5) (E) | l\‘(e) (a) (/b)~— d)
N~ (b) _(d) \ ( o

Teoreem 8.15. Olgu n tdisarv. Jargmised vdited on samavddrsed:
(a) n on paarisarv
(b) n+1 on paaritu arv
(c) n? on paarisarv

Toestus. Iseseisvalt! O

8.9 Olemasolu ja iihesuse toestus

Vaatleme niiiid selliseid toestamise meetodeid, mida esitatakse kujul ,, 3z, mille korral P(x)“
Sellised teoreemid tagavad, et eksisteerib viahemalt tiks x, mille korral tingimus (omadus) P(x)
on bige. Sellist toestust nimetatakse olemasolu tGestuseks.

Olemasolu toestused jagunevad omakorda veel kaheks: konstruktiivseks ja mittekonstruktiivseks.

Konstruktiivne olemasolu toestus. Konstruktiivse toestuse labiviimisel voime piitida ele-
menti x otseselt konstrueerida voi votta abiks arvutid ja koostada algoritm otsitava elemendi z
leidmiseks.

Niide 8.16. Tdesta, et leidub taisarv, mille ruut on 81.
Pohjendus. Selleks arvuks sobib 9, sest 9 -9 = 81. O
Ndide 8.17. Toesta, et leidub lausearvutuse valem, millest jareldub sama valemi eitus.

Péhjendus. Vaatleme valemit X A—=X. Téevaartustabeli pohjal on valem X A—=X = —(X A—X)
samaselt toene (Kontrolli!). Seega valemist X A =X jareldub valem —(X A —X). See tdhendab,
et valem X A =X on vajaliku omadusega. O

Niide 8.18. Niita, et leiduvad reaalarvud a ja b nii, et (a + b)? = a? + b°.

Pohjendus. Kuigi antud seos ei ole iildjuhul 6ige, saame leida arvupaare, mis ka sellist vordust
rahuldavad. Seega, olgu a, b € R sellised, et (a+b)? = a? +2ab+ b? = a? + b?. Siis peab 2ab = 0.
Uks voimalik lahend oleks a = 1 ja b = 0, sest siis (a+b)? = (1+0)2 = 12 = 124-0% = > +b2. [
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Niide 8.19. Koolimatemaatikast teame, et positiivsete reaalarvude x ja y korral kehtib tldjuhul

vorratus %(x +y) > /zy. Kas on voimalik leida ka selliseid positiivseid reaalarve x ja y, mille

korral i (z +y) < \/ay?

Pohjendus. Valime x = y = 5. Sellisel juhul %(x +y) =5 = \/zxy. Parim, mis me siin teha saime
oli kahe avaldise vérduma panemine, sest mitte iithegi arvupaari korral ei kehti ranget vorratust
sz +y) < 77 O

Mittekonstruktiivne olemasolu toestus. V6ib aga ka juhtuda, et olemasolevate tulemuste
baasil on voimalik loogilise arutlemise teel otsitava objekti eksisteerimine kindlaks teha ilma
seda objekti otseselt leidmata. Naiteks peaks sulle tuntud olema teoreem, mis véidab, et igal
paarituastmelisel reaalarvuliste kordajatega poliinoomil on vahemalt iiks reaalne lahend. See
teadmine aga ei aita sul iga sellise poliinoomi korral seda lahendit leida. David Hilbert kasutas
oma loengutes olemasolu toestuse idee illustreerimiseks jargmist néidet:

Siin klassis on vdhemalt ks diliopilane, olgu ta nimi "X ’, kelle kohta kehtib jdrgmine vdide:
Mitte 1dihelgi teisel ‘iliopilasel siin klassis ei ole rohkem juukseid peas kui tliopilasel X. Kes see
tliopilane on? Seda ei saa me kunagi teada, aga tema olemasolus saame me absoluutselt kindlad
olla.

Lause 8.20. Leiduvad irratsionaalarvud x ja y nii, et x¥ on ratsionaalarv.
Téestus. Teame, et 4/2 on irratsionaalarv. Uurime arvu (\/5)\/i Vaatame niiiid kahte alamjuhtu:
1. Kui (\ﬁ)\/5 on ratsionaalarv, siis olemegi oma viite tdestanud.

2. Kui (v/2)V2 on irratsionaalarv, siis

(V2)%)Y2 = (V) 2V2 = (v2) = 2

Seega leiduvad irratsionaalarvud x ja y nii, et ¥ on ratsionaalarv. O

Oma edasistes matemaatikadpingutes kohtad sageli ka teoreeme, mis véidavad, et leidub iiks ja
ainult iiks kindlaks méadratud omadustega element. Selliste teoreemide toestus hakkab eran-
ditult véiite vastaselt, s.t eeldame, et leidub kaks elementi, iitleme x ja y, ndutud omadustega.
Loogilise arutluse teel on meie eesmérgiks naidata, et siis x = y.

Nidide 8.21. Kui k£ ja b on reaalarvud ja k # 0, siis leidub ks ja ainult iiks reaalarv z, mis
rahuldab vorrandit kxz 4+ b = 0.

Pohjendus. Oletame véite vastaselt, et leiduvad kaks mittevordset reaalarvu xy ja xo, mis
molemad rahuldavad antud vorrandit, s.t kx1 +b = 0 ja kxo +b = 0. Pannes avaldised vérduma,
saame kx1+b = kxs+ b, millest parast arvu b mélemalt poolelt lahutamist saame, et kx; = kxo.
Kuna k # 0, siis parast vorrandi mélema poole arvuga k ldbijagamist jareldub, et 1 = xo. Saime
vastuolu eeldusega, et x1 # x9. Seega ei saa olla kahte erinevat lahendit ja on vaid iiks. O

Matemaatikud, olles huvitatud seostest ja seaduspérasustest, kalduvad tihti otsima mingite kind-
late omadustega objekte, kas siis lihtsast uudishimust voi vajadusest. Naiteks voivad nad kiisida,
et kas leiduvad téisarvud a,b ja c nii, et a +b+c = 3 ja a3 + b3 + ¢ = 3, lisaks triviaalsele
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lahendile a = b = ¢ = 17 V6i, kui tasandil on antud kaks suvalist ristkiilikut, siis kas leidub selli-
ne sirge, mis jagab nende molema pindala tépselt pooleks? Tuleb vilja, et molemale kiisimusele
saab jaatavalt vastata. Kas sa suudad lahenduse leida?

Pinnapealselt vaadatuna tundub, et olemasolu téestusi on kergem teha kui muid téestusi. Tu-
leb ju konstruktiivse toestuse korral vaid {iks teatud omadustega objekt leida ja vajadust pole
toestada, et mingi omadus kehtib hulga koigi elementide jaoks. Sageli on aga selle ithe objekti
leidmine véga raske. Sajandeid tagasi piistitas Euler hiipoteesi, et kolme téaieliku neljanda astme
arvu summa ei ole kunagi vordne mone muu arvu neljanda astmega. Aga aastal 1986 (arvutite
ajastull) lilkkkas Noam Elkies Euleri viite timber nédidates, et

2682440* + 15365639* + 18796760* = 20615673*.

8.10 Oletused ehk hiipoteesid

Uks ponevamaid asju, mida matemaatikaga teha saab, on otsida ja avastada uusi tulemusi. Seda
pole aga kerge teha ja veelgi raskem on anda tédpseid juhiseid, kuidas selline protsess toimuma
peaks. Seoste ja mustrite leidmine on kunst, samamoodi nagu viljakate kiisimuste kiisimine.
Vaatame jargmist tdisruutude jada

0,1,4,9,16,25,36,49, 64,81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324, 361, 400

ja hakkame otsima ménda kena seost nende arvude vahel. Naiteks mérkame, et kahe taisruudu
summa on alati tdisruut, néiteks nagu 64 + 225 = 289. Niiiid voiksime aga kiisida, et kas kahe
tdisruudu summa on vordne monede teiste téaisruutude summaga? Aga mis juhtub, kui korruta-
da taisruutu arvuga 27

Tuleb vélja, et selline arv pole ise kunagi taisruuduks, kiill aga voib olla taisruudule vaga ldhedal,
nagu naiteks 2 -25 =50 =49 + 1 voi 2 - 144 = 288 = 289 — 1. Esitame oma leiud tabelina, et
kergendada mustrite ja seoste leidmist.

2m?2 =n?+1 m | n
2-1=1+1 1 1
2-4=9-1 2 13
2-25=49+1 5 | 7
2:144=289—-1 | 12 | 17
2-841=1681+1 | 29 | 41

Tabelist médrkame mitu toredat seost. Néiteks, igas reas liites m ja n véirtused, saame m
véaartuse jargmises reas. Proovi niitid ise teha veel vahemalt kolm oletust erinevate seoste ja
mustrite kohta samas tabelis. Oma téhelepanekute pohjal oleta jargmise kahe rea véartused
ning kontrolli oma oletusi.

Pane téhele, et meie huvitav uurimus algas lihtsalt arvude ruutu téstmisest, kuid siis kiisisime
hea kiisimuse, et ,mis juhtub, kui me tdisruute kahega korrutame“, ja noppisime hulga vilju oma
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hésti organiseeritud tabelist. Sellised sammud ja tegemised kirjeldavad tipris hésti teed uute tu-
lemuste avastamiseni.

Intrigeerivad oletused meelitavad ligi paljusid matemaatikuid ning tavaliselt leiavad need ole-
tused kiiresti ka toestuse voi kontrandite. Vahetevahel aga juhtub, et moned oletused piisivad
toestuseta mitmeid aastaid kuni uuem ja voimsam meetod vOi toeliselt geniaalne idee need
ara suudab lahendada. Uks kuulsamatest sellelaadsetest naidetest iildistab meie arvude ruutu
tostmise ideed ja viidab, et leiduvad téisarvud a,b ja ¢ nii, et a® + b> = 2. Esitame niiiid
intrigeeriva kiisimuse: Kas sarnane seos arvude a, b ja ¢ vahel kehtib ka korgemate astendajate
korral? See tihendab, et kas leiduvad tiisarvud a, b ja c nii, et a® +b% = ¢® voi a* +b* = ¢4, jne?
Aastal 1637 tegi Pierre de Fermat’ oletuse, et arvust 2 suuremate astendajate puhul selline
seos ei kehti, kuid suutis selle toestada vaid neljanda astme jaoks. Rohkem kui sajand hiljem
niitas Euler, et see seos ei kehti ka kuupide korral. Seejdrel vottis aega kuni aastani 1990, mil
Wiles koos teiste matemaatikutega toestas ,Fermat’ viimase teoreemi® néidates oletuse kehti-

vust koigi tdisarvuliste astendajate korral.

Veel iiks kuulus hiipotees oli Francis Guthrie poolt 1852. a. vilja pakutud nelja vérvi prob-
leem, mis kiisis, et kas iga maakaart on varvitav nelja varviga nii, et naabermaad on eri varvi.
Guthrie piiiidis ise Inglismaad vérvida. Mitmed tolle aja kuulsad matemaatikud tegelesid selle
probleemiga ja joudsid hiipoteesi sonastamiseni, et seda on voimalik teha. Toestus tuli aga alles
aastal 1976 Kenneth Appeli ja Wolfgang Hakeni poolt kasutades arvutite abi. Nutidseks
on seega see hiipotees toestatud ja temast on saanud teoreem.

8.11 TUmberliikkkamised ehk kontraniited

Tihti aga osutuvad oletused védraks. Kui see vaar oletus sisaldab viaidet koigi antud hulka voi
klassi kuuluvate elementide kohta, siis tuleb leida vaid {iks nédide, mille korral tulemus ei kehti.
Seega tuleb leida kontranaide.

Niide 8.22. Tdesta, et jirgmine véide pole toene:
Va,b € R korral, kui a < b, siis ka a? < b°.

Pohjendus. Piisab leida vaid iiks paar arve a ja b, mille korral véide ei kehti. Valime selleks
a=—2jab=—1.Siis a < b, sest —2 < —1, kuid a® > b%, sest (—2)? > (—1)2. Sellega on viide
umber lukatud. O

Niide 8.23. Tdesta, et jirgmine viide pole toene:
Vn € N, kui n on algarv, siis 6n + 1 on algarv.

Pohjendus. Kontraniite leidmiseks eitame koigepealt antud véidet: In € N, kui n on algarv, siis
6n+ 1 ei ole algarv. Seega peame jarjest labi proovima koik algarvud ja leidma sellise algarvu n,
mille korral 6n + 1 ei ole algarv. Kannatlik t66 viib sihile ja leiame, et n = 19 on selline algarv,
mille korral 6n +1=6-19+ 1 = 115 ei ole algarv. O
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Niide 8.24. Toesta, et jirgmine viide pole toene:

1
Kui « on reaalarv, siis tan? o + 1 = —.
cos? «
Pohjendus. Kuna tan a ja ﬁ pole kumbki méératud punktis a = 7, siis sellel punktis neil
vadrtused puuduvad ja seega ei saa ka antud avaldis punktis 7 kehtida. Seega, a = 7 on

kontraniide antud avaldisele. O

8.12 Miks opetada toestamist?

Newtoni kohta rddgitakse jargmist lugu. Noore iiliopilasena alustas ta geomeetria Oppimist
Eukleidese ,,Elementide“ lugemisest (nagu see tol ajal tavaline oli). Ta luges teoreeme, négi,
et need olid Giged ning jittis tdestused vahele. Uhtlasi ta imestas, miks peaks keegi sedavord
ilmsete asjade toestamisega nii palju vaeva nidgema. Palju aastaid hiljem ta aga muutis oma
seisukohta ja kiitis Eukleidest véga.

Miks peame Gppima vOi Opetama toestusi? Esimeseks vastuseks sellele kiisimusele on muidugi
tiiiipiline véide, et toestused on kesksel kohal matemaatikas ja seetottu pole voimalik neid valtida
ka matemaatikat oppides ja opetades. Milleks matemaatikud iildse oma tulemusi téestavad ja
kolleegide tdestusi uurivad? Uheks pdhjuseks on muidugi tulemuste iile kontrollimine — tdestus
veenab meid véite paikapidavuses, s.t vastab kiisimusele, ,Kas on téene?“. See ei ole mate-
maatikule aga ainuke ja koige olulisem pohjus. Isegi professionaalsed matemaatikud on ilmselt
valmis uskuma tarkades raamatutes voi teadusajakirjades esitatud vaiteid ilma toestuseta. Miks
nad siis ikkagi kolleegide toestuskéike uurivad? Téhtsamaks pohjuseks on pigem selgitamine
— toestus viib meid sisulisele arusaamale viite olemusest, vastab kiisimusele, ,,Miks on véide
toene?“. Ka matemaatikuid endid huvitab eelkdige just see aspekt ning kiisimus ,,Miks?“, mitte
pelgalt toesuse konstanteerimine ise. Lisaks aitab toestus slistematiseerida, ta seob erinevaid
teadmisi lihtseks terviklikuks deduktiivseks arutlusahelaks, andes sel moel edasi intuitiivselt ta-
jutud tode. Sageli just selle funktsiooni kaudu tajumegi matemaatika ilu ja ndeme seal kehtivaid
seoseid.

8.13 Niapunditeid toestuse kirjutamiseks

Hea tdestuse kirjutamine eeldab harjutamist ja juhiste jargimist. Tuleb endale selgeks teha keh-
tivad tavad, kasutada siimboleid ja mérgistusi korrektselt, kohaneda uue sonavaraga, harjutada
erinevaid toestusmeetodeid, olla enda suhtes rangem ja noudlikum, jne. K&ik see on saavutatav,
kui sa seda soovid.

Iga toestuse selgrooks on téiuslik ,vettpidav* argument. Kuna matemaatilised meetodid selle
eesmargi saavutamiseks soltuvad etteantud probleemist, siis arutleme range toestuse iile igal
juhul eraldi. Siiski saame juba praegu 6elda midagi tbestuses kasutatavate detailide rohkuse {ile.
Uldine reegel iitleb, et peaksid kasutama piisaval hulgal detaile ja seletusi toestuse iga sammu
néitamisel, aga ei tohi detailidega ka iile pingutada, et lugejale koormavaks muutuda. Toestuse
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kirjutamine on nagu luuletuse kirjutamine, kus hea poeet oskab Gelda koik mis vaja nii vdheste
sonadega kui voimalik.

On mitmeid erinevaid voimalusi lithemate tGestuste saavutamiseks. Kindlasti aitab kaasa tead-
mine matemaatika siimbolitest ja keelest. Selle asemel, et Gelda ,Olgu = hulga A; v6i As
voi As element, véilja arvatud see, et me ei taha, et x = 0“ voime kohe kirjutada ,,Olgu
z € (A1UA2U Az) \ {0}* On muidugi ka kartus minna teise dédrmusesse ja liiga véhe kirjutada,
kuid algajatel matemaatikutel nagu sina seda probleemi véga tihti ei juhtu. Kui voimalik, ehita
oma toestus iiles olemasolevatele tulemustele, selle asemel, et iga olemasolevat tulemust jélle
uuesti toestada. Samuti, kui mitmes kohas toestuse sees kasutatakse sarnast arutelu, siis pole
vaja iga kord koiki detaile véalja tuua. Pigem title ,Sarnaselt eelmisele juhule jareldub...“ voi
»yamamoodi voime viita, et ... “ Ning lopetuseks, selleks, et paberile kirja panna kena toestus,
tuleb see ka matemaatiliselt hésti 14bi moelda. Ilusad matemaatilised tulemused vaarivad ilusalt
esitatud toestusi.

Veel moningaid soovitusi hea stiili omandamiseks:

1. Liigenda oma toestus sobiva pikkusega 16ikudeks. Ei ole kohustuslik, et sa tdestuse alguses
uuesti iitled, mida toestada tuleb, aga kui sa seda teed, siis muudab see tdestuse kind-
lasti paremini loetavamaks. Sinu sGnastus peab selgelt véljendama, et véide tahab alles
toestamist, kirjutades néiteks, ,Meil on vaja néidata, et AN B C AU B“, selle asemel, et
lihtsalt 6elda ,Hulkade A ja B jaoks kehtib AN B C A U B“, nagu oleks see viide juba
toestatud. Jargmise lausena oleks alati hea anda véike suunajuhis, millise strateegia jérgi
sa seda véidet toestama hakkad, néiteks ,Selleks nditame, et kui x € ANDB, siisx € AUBX

2. Kasuta oma matemaatilise kirjakeele rikastamiseks voimalikke siinoniiiime. Néaiteks sona
‘toestama’ asemel kasuta sonu ‘néditama’, ‘pohjendama’, ’argumenteerima’, jne. Samuti on
hea, kui sul on tagavaraks alternatiivid sonale ’seega’. Voéimalikud siinoniiiimid oleksid
‘jarelikult’, 'niisiis’, ’seetottu’, 'tdhendab’, jt.

3. Matemaatilistes tekstides kasutatakse sona ‘'mina’ asemel sona 'meie’. Kuna matemaatilise
teksti lugemine peaks olema aktiivne tegevus ja mitte passiivne, siis kasutades séna 'meie’
piiiab autor kaasata ka lugejat toestuse tegemise juurde.

4. Ara alusta lauseid siimboliga voi matemaatilise valemiga. Eelista kirjutada ,,Vorrand z2 +
22 — 2 = 0 on oluline, sest ...« selle asemel, et kirjutada ,z% + 2z — 2 = 0 on oluline, sest
... “ Sarnaselt, kirjuta ,Me teame, et n ei ole algarv, sest n on paarisarv ja n > 4“ selle
asemel, et kirjutada ,n ei ole algarv, sest n on paarisarv ja n > 4

5. Toestuses eriti olulised matemaatilised avaldised tuleks kirjutada eraldi reale suurema
tdhelepanu, aga ka selguse saamiseks. Néiteks esita jargmine avaldis omaette real

(| Br={z|-1<z<0}
reJ

selle asemel, et ta teksti sisse peita.
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6. Toestuse 16ppu voib kirjutada fraase ,,. ..., nagu oligi soovitud ndidata“, ..., mis oligi
meie eesmdrgiks” voi lihtsalt ,,Sellega on toestus lopetatud’ Traditsiooniliselt lisavad ma-
temaatikud ka toestuse 16ppu siimboli, et visuaalselt eraldada toestus iilejadnud tekstist ja
edasisest diskussioonist. Populaarseteks siimboliteks on "QED’ (ladina keelsest véljendist
quod erat demonstratum ehk *mida oligi tarvis toestada’), taidetud B voi tditmata O ruut.
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Funktsiooni méiste on iiks kesksetest matemaatikas. Pikka aega olid funktsioonid peamiselt ma-
temaatilise analiiisi uurimisobjektid ja vaadeldi ainult reaal- v6i kompleksarvudel defineeritud
funktsioone, mida saab esitada mingi (elementaarfunktsioonidest koostatud) avaldise abil. Uuri-
ti funktsioonide pidevust, diferentseeruvust, integreeruvust jne.

Uhe muutuja elementaarfunktsioonid on niiteks f(z) = 6, g(z) = 3z, h(z) = 22, k(z) = sin,
l(x) = €*, m(x) = Inx. Reaalarvude aritmeetilised tehted ja astendamine annavad meile viis
kahe muutuja funktsiooni z +y,z —y,x -y, : y ja zY.

Matemaatilise analiiiisi alastes raamatutes kirjutatakse ka praegu monikord, et ,,Funktsiooniks
nimetatakse eeskirja, mis seab hulga X igale elemendile vastavusse hulga Y mingi elemendi‘.
Informaatik voiks seda ilmselt maista nii, et see eeskiri tdhendab algoritmi (programmi), mille
abil saab argumendi véartuse jirgi leida funktsiooni vaartuse. Avaldise kujul antud funktsioo-
nide jaoks on sellised algoritmid téesti olemas, aga matemaatikas vaadeldakse ka {ildisemaid

87
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olukordi, kus funktsiooni ei saa avaldada elementaarfunktsioonide kaudu ega ole olemas ka te-
ma arvutamise algoritmi. Tegelikult ei eelda ka matemaatilise analiiiisi teoreemid mingi eeskirja
olemasolu, sest nende teoreemide tdestustes eeldust mingi eeskirja olemasolu kohta ei kasutata.
Eeldatakse vaid seda, et igale argumendi vairtusele vastab mingi funktsiooni vaértus.

9.1 Funktsiooni definitsioon

Definitsioon 9.1. Olgu X ja Y hulgad. Kui on antud eeskiri, mis seab hulga X igale elemendile
vastavusse tédpselt ithe hulga Y elemendi, siis 6eldakse, et on defineeritud funktsioon f, ja
kirjutatakse f: X — Y. Kui elemendile z € X seatakse vastavusse y € Y, siis kasutatakse
kirjutist y = f(z) voi y = fx voi f: x +— y.

Hulka X nimetatakse funktsiooni f lihtehulgaks ehk miiramispiirkonnaks ja hulka Y ni-
metatakse funktsiooni f sihthulgaks. Hulka f(X) = {f(z): z € X} nimetatakse funktsiooni f
vadrtuste piirkonnaks ehk muutumispiirkonnaks. Funktsiooni asemel radgitakse abstrakt-
semate hulkade korral ka operaatorist voi kujutusest. Kujutust f: X — X nimetatakse hulga
X teisenduseks.

Toome jargnevas moningaid néiteid funktsioonidest.

Niide 9.2.

1. Elementaarmatemaatikast tuntud lineaarne funktsioon y = axz +b (a # 0), ruutfunktsioon
y = ar® + bx + ¢ (a # 0) ja trigonomeetrilised funktsioonid y = sinx ning y = cosz on
funktsioonid reaalarvude hulgast reaalarvude hulka: f: R — R.

2. Konstantne funktsioon f(xz) = ¢ seab igale hulga X elemendile x vastavusse iihe ja
sama elemendi c € Y.

3. Samasus- ehk identsusfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni f: X — X kus f(z) ==z
iga x € X korral.

4. Olgu funktsioon f: R? — R? antud vordusega f((x,y)) = (x,0) iga (z,y) € R? korral, s.t f
seab tasandi punktile P(x,y) vastavusse tema esimese koordinaadi z-teljel. Sellist funkt-
siooni nimetatakse projekteerimisteisenduseks z-teljele ehk projektoriks z-teljele.
Analoogiliselt voib vaadelda projektorit y-teljele.

5. Olgu X # () hulk. Mis tahes bijektiivset funktsiooni s: X — X nimetatakse substi-
tutsiooniks hulgal X. Olgu niiid X 16plik hulk. Késitluse lihtsustamise huvides voime
eeldada, et X koosneb n esimesest naturaalarvust ehk X = {1,2,...,n}. Substitutsiooni
s esitatakse tavaliselt tabelina:

5—< 12 .. n>
S Us(1) s(2) ... os(n) )’

kus esimeses reas on hulga X elemendid ja iga elemendi alla teise ritta on aga kirjutatud
selle elemendi kujutis substitutsiooni s korral. Naiteks, iiks voimalik substitutsioon on

o 1 2 3 4
\2 4 3 1)
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6. Funktsioon porand |z|: R — Z seab reaalarvule = vastavusse suurima temast véiksema
voi vordse taisarvu ja funktsioon lagi [z]: R — Z seab reaalarvule x vastavusse viikseima
temast suurema voi vordse téisarvu, s.t

|z] =max{m e€Z:m<z} ja [z]=min{neZ: z<n}.
7. Reaalarvuliste liikmetega jada ai,aso,as,... on vaadeldav funktsioonina f: N — R, kus
igale naturaalarvule on seatud vastavusse kindel reaalarv, s.t a; = f(i) iga i € N korral.
Niide 9.3. Olgu U mingi universaalne hulk.

1. Funktsiooniks on f: P(U) — P(U), kus

f(A)=A" iga A e P(U) korral.

2. Funktsiooniks on f: P(U) x P(U) — P(U), kus
f((A,B))=ANB iga (A,B) e PU)xP(U) korral.
Definitsioon 9.4. Funktsioone f: X — Y ja g: Z — W nimetatakse vérdseteks, kui X = 7,
Y =W ja f(z) = g(x) iga x € X(= Z) korral.

Seega néiteks funktsioonid sin: R — R, sin: [—7, 7] — R ja sin: R — [—1, 1] on koéik teineteisest
erinevad.

Definitsioon 9.5. Vaatleme funktsiooni f: X — Y. Hulka
G(f) ={(z, f(z)) [z e X} C X xY

nimetatakse funktsiooni f graafikuks.

Ulesanne 9.6. Olgu fi, fo: X — Y funktsioonid. Téesta, et fi = fo parajasti siis, kui G(f1) =
G(f2).

9.2 Hulga karakteristlik funktsioon

Definitsioon 9.7. Olgu U universaalne hulk ja vaatleme tema osahulka A C U. Hulga A
karakteristlikuks funktsiooniks nimetatakse funktsiooni y4: U — {0,1}, kus

() 1, kuize A
xal\x) =
0, kuizeU)\A.

Karakteristliku funktsiooni véértuse y4(z) leidmine tdhendab otsustamist, kas element x € U
kuulub hulka A v6i mitte. Seega, igale hulgale A C U on seatud vastavusse tema karakteristlik
funktsioon. Erinevatele hulkadele vastavad erinevad funktsioonid, s.t vastavus on injektiivne. Kas
selline vastavus on ka siirjektiivne? Selle kontrollimiseks votame iihe funktsiooni x: U — {0,1}
ja vaatleme hulka A = {z € U: x(z) = 1}. Kui nitid = € A, siis x(z) = 1, kui aga x € U\ A, siis
X(z) = 0 ning seepérast x = x 4. Selle aruteluga oleme nédidanud, et vaadeldav vastavus hulkade
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A C U ja funktsioonide x4: U — {0, 1} vahel on bijektsioon.

On selge, et fikseeritud universaalse hulga U kaks alamhulka A ja B on vordsed parajasti siis,
kui neil on sama karakteristlik funktsioon, s.t

A=B < xa(r) =xp(z), Vrel.

Seega, vordsete hulkade puhul on karakteristliku funktsiooni vadrtused samad. Erinevad hulgad
peavad erinema vahemalt iithe elemendi poolest ja sellel elemendil on siis ka karakteristlike
funktsioonide véartused erinevad.

Ndide 9.8.

1. Tiihja hulga karakteristlik funktsioon on konstantne funktsioon 0 ja universaalhulga U
karakteristlik funktsioon on konstantne funktsioon 1;

2. Kui universaalne hulk on naturaalarvude hulk N, siis paaritute arvude hulga karakteristlik

funktsioon on arvu jddk arvuga 2 jagamisel;

3. Kui universaalne hulk on naturaalarvude hulk N ja A on algarvude hulk, siis hulga A
karakteristlik funktsioon on

1, kui x on algarv
xale) = o
0, kui z ei ole algarv.

Karakteristlikul funktsioonil on hulgateoreetiliste tehete suhtes jargmised omadused.
Lause 9.9. Olgu U universaalne hulk ja A, B C U. Siis iga z,y € U korral

1. xa(@) - xa(z) = xa(@);

2. xa(r) = xnalz) =1—xa();

3. XanB(2) = xa(z) - xp(z) = min{xa(z), xp(z)};

4. xauB(z) = xa(z) + xB(2) — Xxa(2) - xB(2) = max{xa(z), xp(2)};

5. xa\p(T) = xa(z) — xa(r) - xB(2);

6. xaaB(x) = xa(@) + xB(x) = 2xa(x) - xB(2);

Toestus. Nende vorduste kontrolliks piisab, kui vaadatakse 1abi koik voimalused elemendi x
jaoks (z kuulub mdlemasse hulka, ainult hulka A, ainult hulka B, mitte kumbagi hulka) ja
vorreldakse paremal esitatud avaldise véédrtust vajaliku viartusega. Néiteks, vordus 1) jareldub
sellest, et 0-0 =0ja 1-1 = 1. Olgu « € U. Omaduse 3) toestamisel tuleb arvestada nelja erineva
voimalusega:

xa(z) =0jaxp(x) =0, xa(z)=0jaxp(®)=
xa(r) =1jaxp(x) =0, xa(x)=1jaxp(z)=

)

1
1
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Siit jareldub, et

xa(x) - xp(z) =14 xa(x) =1Axp(z)=1
sSreAANzxeB
sreANB
& xanB(z) = 1,

millest omakorda saame, et x4(x) - xp(z) = 0 & xanp(z) = 0. Ulejéinud omaduste toestused
on analoogilised ja jaetud iseseivaks to0ks. O

Kuna hulgad ja nende karakteristlikud funktsioonid on bijektiivses vastavuses, voimaldavad
siintoodud valemid veel iihte viisi hulgateoreetiliste samasuste toestamiseks. Saame tdestada
hulkade vahelisi vordusi, ndidates vastavate karakteristlike funktsioonide vordsust. Seega, sa-
masuse kontrolliks voime avaldada kummagi hulga karakteristliku funktsiooni nende hulkade
karakteristlike funktsioonide kaudu, mis avaldistes esinevad, ja korrutada koéik summad ja va-
hed 1&bi ning lihtsustada. Lihtsustamise juures on oluline, et astmenaitajad saab ara jatta, sest
karakteristliku funktsiooni vaartuste (0 ja 1) jaoks kehtib x(x) - xa(z) = xa(z).

Niide 9.10. Olgu U universaalne hulk ja A, B C U. Toesta, et (AN B) = A'UB’.

Lahendus. Tdestuseks piisab néidata, et x(anpy(z) = xaup/(z) iga v € U korral. Fikseerime
x € U. Rakendades lause 9.9 omadusi tédiendi, iihisosa ja ithendi kohta saame,

X(anBy () =1 = xans(z)
=1-xa(z)- xa(z)
= (1 —xa(@) + (1 —x5(z)) — (1 —xa2)) - (1 - xB(2))
= xa (%) + x5/ () = XarnB (2)

= XA'UB’ (HU)

Kuna vasakpoolse hulga ja parempoolse hulga karakteristlikud funktsioonid on vordsed iga ele-
mendi z korral, on ka vastavad hulgad ise vordsed. O

Ulesanne 9.11. Olgu A, B,C C U hulgad. Karakteristlike funktsioonide abil toestada, et
(a) (ANB)U(A\ B) = 4
(b) (A\ B)\C = (A\O)\ (B\ C);
(¢c) (AUB)xC=(AxC)U(BxC).

Karakteristliku funktsiooni arvutamise algoritm (alamprogramm /funktsioon/protseduur mingis
programmeerimiskeeles) on iiks voimalik viis hulga esitamiseks arvutis. Lihtsast voimalikust
védrtusest (0 voi 1) hoolimata voib karakteristliku funktsiooni arvutamine olla tosine probleem.
Ta voib

e nouda palju aega (otsustamine, kas x on algarv voi kordarv);

e koguni iildse mitte omada algoritmi (testimine, kas programm P arvutab funktsiooni F').
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9.3 Hulga kujutis ja tema omadused

Olgu antud funktsioon f: X — Y.

Definitsioon 9.12. Kui z € X ja y € Y on sellised, et y = f(x), siis elementi y nimetatakse
elemendi x kujutiseks.

Igal madramispiirkonna X elemendil on parajasti iiks kujutis.
Niide 9.13.

1. Vaatleme funktsiooni f(z) = 22, f: R — R. Siis arvu 0 kujutis on 0, sest f(0) = 0. Arvude
—1 ja 1 kujutis on 1, sest f(—1)=1= f(1).

2. Vaatleme funktsiooni f(z) = /z, f: N — R. Siis arvu 4 kujutis on 2, sest f(4) = 2.
3. Vaatleme funktsiooni f(x) =z + 1, f: R — R. Siis arvu 0 kujutis on 1, sest f(0) = 1.

Definitsioon 9.14. Hulga A C X kujutiseks nimetatakse hulga Y osahulka f(A), mis koosneb
koikide hulga A elementide kujutistest, s.t

FA) = {f@):ize A} ={yeY: In (we AN f(z) = y)}.

NB! Kujutis # kujutus. Séna ,kujutus® tdhistab funktsiooni (kujutamise viisi), sona ,kujutis®
tdhendab aga funktsiooni véiartust, s.t kujutamise tulemust.

Nidide 9.15.
1. Vaatleme funktsiooni f(z) = 22, f: R — R. Siis f([-10,10]) = [0,100] ja f(R) = [0, 00).

2. Vaatleme funktsiooni f(z) = sinz, f: R — R. Siis f(R) = [-1,1], aga ka f([-m,7]) =
[_17 1]

3. Vaatleme funktsiooni f(z) =1Inz, f: (0,00) — R. Siis f((0,1]) = (—o0,0].
Teoreem 9.16. Olgu f funktsioon hulgast X hulka Y. Siis
D f0)=0;
2. f(X)CY;

~

3. Kui A C B, siis f(A) C f(B);
4- J(AUB) = f(A) U f(B);
5. f(ANB) C f(A)N f(B).

Mirkus. Uldiselt 2. ja 5. omaduses vordused ei kehti. Selleks vaatleme funktsiooni f: X — Y,
kus X =Y =R ja f(x) = 22 iga 2 € R korral. Niiiid f(X) # Y, sest

fR)={f(z): z e R} = {z*: 2 € R} = [0,00) # R.

Teise vorduse mitte kehtimises veendumiseks vaatleme hulki A = {—1} ja B = {1}. Siis f(4) =
{1} = f(B), kuid f(AN B) = f(0) = 0. Jarelikult,

0= (AN B) # f(A) N f(B) = {1}.
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Teoreemi 9.16 toestus.

1. Vastavalt hulga kujutise definitsioonile f(0)) = {f(z): = € 0}. Kuna aga iikski x tiihja
hulka ei kuulu, siis pole paremal olev tingimus rahuldatud iithegi elemendi = korral. Seega
on parempoolne hulk tiihi.

2. Olgu y € f(X). Hulga kujutise definitsiooni pohjal f(X) ={y € Y: 3z (z € X A f(x) =
y)}. Seega y € Y.

3. Olgu A, B C X ja A C B. Viite 3. toestamiseks tuleb meil vastavalt osahulga definitsioo-
nile néidata, et kuiy € f(A), siisy € f(B). Olguy € f(A). Siis hulga kujutise definitsiooni
jargi eksisteerib x € A, nii et y = f(z). Kuna A C B, siis saame = € B. Seega eksisteerib
x € B, nii et y = f(x), mistottu hulga kujutise definitsiooni jargi y € f(B).

4. Vorduse toestamiseks néitame, et kumbki vorduse pooltest on teise poole osahulk.

(a) Olgu y € f(AU B). Siis hulga kujutise definitsiooni jargi eksisteerib x € A U B, nii
et y = f(z). Uhendi definitsiooni jérgi kehtib € A voi x € B. Kui z € A, siis
hulga kujutise definitsiooni jargi f(z) € f(A), millest y = f(x) tottu saame y € f(A)
ja 1opuks ithendi definitsiooni jargi y € f(A) U f(B). Kui x € B, siis saame samal
viisil f(x) € f(B), y € f(B) jalopuks y € f(A) U f(B). Seega kehtib mélemal juhul
y € f(A)Uf(B), millega oleme tdestanud, et f(AUB) on hulga f(A)Uf(B) alamhulk.

(b) Teistpidi, olgu y € f(A) U f(B). Siis tthendi definitsiooni jirgi kehtib y € f(A) voi
y € f(B). Kui y € f(A), siis hulga kujutise definitsiooni jargi leidub selline z € A,
et f(x) = y. Siis ithendi definitsioon jargi ka z € AU B ja jarelikult hulga kujutise
definitsiooni jargi y € f(AU B). Kui y € f(B), siis on toestus analoogiline. Oleme
jalle molemal juhul saanud y € f(AUB) ja seega on hulk f(A)U f(B) hulga f(AUB)
osahulk.

5. Olguy € f(ANB). Hulga kujutise definitsiooni jérgi eksisteerib z € AN B, nii et y = f(x).
Uhisosa definitsiooni jérgi kehtib siis € A jax € B. Et y = f (z), siis hulga kujutise
definitsiooni jargi saame konjunktsiooni esimesest poolest y € f(A) ja teisest poolest
y € f(B). Siit saame hulkade iihisosa definitsiooni pohjal y € f(A) N f(B).

O]

Teoreemi 9.16 omadused 4. ja 5. kehtivad ka suvalise arvu hulkade iihendi ja iihisosa korral
(seejuures nende toestused on analoogilised), s.t

F(U4a)=U s g 7(NAa) ) 740

aEel aEl acl a€el

9.4 Hulga originaal ja tema omadused

Olgu antud funktsioon f: X — Y.

Definitsioon 9.17. Kui € X ja y € Y on sellised, et y = f(x), siis elementi x nimetatakse
funktsiooni f elemendi y originaaliks.
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Monel hulga Y elemendil v6ib originaale olla {iks, monel rohkem ja monel mitte iihtegi. Néiteks,
kui me vaatleme ruutfunktsiooni kui funktsiooni reaalarvude hulgast reaalarvude hulka, siis on
igal positiivsel reaalarvul kaks originaali, arvul null on iiks originaal ja negatiivsetel reaalarvudel
pole mitte iihtegi originaali. Tapsemalt, kui f(z) = 22, f: R — R, siis arvu 1 originaalid on —1
jal,sest f(—=1)=1ja f(1)=1.

Definitsioon 9.18. Hulga B C Y originaaliks nimetatakse hulka f~!(B), mis koosneb kdigist
nendest hulga X elementidest, mis kujutuvad hulga B elemendiks, s.t

fYB)={xeX: f(z) € B}.

Tahistus f~! ei tdhenda siin, et funktsioonil f peaks leiduma poordfunktsioon. Kiill aga, kui
funktsioonil f leidub péérdfunktsioon, siis need moisted — hulga B originaal ja hulga B kujutis
poordfunktsiooniga — ithtivad (vt paragrahv 9.10).

Teiseks, pane téihele, et x € f~1(B) < f(x) € B. Seda lihtsat tiihelepanekut on teinekord hea
mones toestuses kasutada.

Niide 9.19.
1. Vaatleme funktsiooni f(x) = 22, f: R — R. Siis f~1({1}) = {-1,1} ja f~1([-10, —5]) = 0.
2. Vaatleme funktsiooni f(x) =0, f: R — R. Siis f~1({0}) = R.
3. Vaatleme funktsiooni f(z) =z + 1, f: R — R. Siis f~1({0}) = {-1}.
Teoreem 9.20. Olgu f funktsioon hulgast X hulka Y ja A,B C Y. Siis
1. f740) = 0;
2. f7Y(Y)=X;
3. Kui A C B, siis f~1(A) C f~4(B);
4. fTHAUB) = fHA) U fH(B);
5. f7HANB) = f1(A)n f1(B);
6. 1Y\ B)=X\ [(B).
Téestus.

1. Vahetult originaali definitsioonist saame f~1()) = {x € X: f(x) € 0}. Kuna pole selliseid
hulga X elemente, mis kujutuvad tithihulga elementideks, siis vordus kehtib.

2. Vahetult originaali definitsioonist saame f~1(Y) = {z € X: f(z) € Y}. Funktsiooni
definitsiooni jargi kujutub hulga X iga element mingiks hulga Y elemendiks. Seega vordus
kehtib.

3. Olgu x € f~1(A). Originaali definitsioonist saame, et siis f(x) € A. Eelduse kohaselt on
hulk A hulga B osahulk, ehk siis ka f(x) € B. Hulga originaali definitsiooni jargi kehtib

r € f~YB).
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4. Niitame, et suvalise z € X korral kehtib 2 € f~'(A U B) parajasti siis, kui x € f~1(A) U
f(B).

r€fYAUB) & f(x)c AUB
& f(x) e AV f(x) e B
szef YA vze fYB)
szc fH AU (B).

5. Niitame, et suvalise z € X korral kehtib 2 € f~!(A N B) parajasti siis, kui € f~1(A) N
f(B).

e fYANB) & f(x) € ANB
< f(zr) e AN f(x) €B
szef YA Aze fYB)
sxcfHA)Nf(B).

6. Niitame, et suvalise z € X korral kehtib z € f~1(Y'\ B) parajasti siis, kui z € X\ f~(B).

ref"YY\B)& f(zx) €Y \B
& f(z) €Y A-(f(x) € B)
sze [TI(Y)A(ze [TH(B))
sreX\ fI(B),

kusjuures viimane ekvivalents kehtib varem tdestatud seose f~1(Y) = X tottu.
O

Teoreemi 9.20 omadused 4. ja 5. kehtivad ka suvalise arvu hulkade iithendi ja iihisosa korral
(seejuures nende toestused on analoogilised), s.t

P UA)=U ) (N A) = N7 ).

a€l acl a€l a€l

Niide 9.21. Hulkade kujutistel ei ole originaalide omadusega 6. analoogilist omadust. Kui
niiteks f: X — Y on konstantne funktsioon, siis f(A) = {c} (kui A # 0), f(X \ A) = {c}
(kui A # X) jaY \ f(A) =Y \ {c} ning ei leia aset sisalduvused f(X \ A) C Y \ f(A) ega ka
FIXNA) 2V f(A) (kul YV # {c}).

Nagu nédeme, on hulkade originaalide omadused paremad kui hulkade kujutiste omadused,
mistottu funktsioonide pohiomaduste méédratlemisel teistes matemaatilistes distsipliinides ka-
sutatakse rohkem hulkade originaale.

9.5 Hulga kujutise originaal ja originaali kujutis

Kujutise ja originaali jarjestikuse votmise korral saame jargmised sisalduvused.
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Teoreem 9.22. Olgu f: X — Y funktsioon. Siis

1. Kui AC X, siis A C f~Y(f(A));

2. Kui BCY, siis f(f~1(B)) C B.
Mdérkus. Naidetes 9.23 ja 9.24 veendume, et {ildiselt kummaski omaduses vordused ei kehti.
Teoreemi 9.22 toestus.

1. Olgu A C X jaolgu z € A. Meil on vaja niidata, et x € f~1(f(A)). Hulga kujutise definit-
siooni pohjal voime kirjutada f(z) € f(A). Et saaksime kasutada hulga originaali omadusi,
asendame elemendi f(x) € Y tiheelemendilise hulgaga ja vastavalt seose ,element“ seosega
wosahulk®. Saame {f(z)} C f(A). Niitid rakendame sellele seosele teoreemi 9.20 omadust

3 ja saame: [~ ({f(2)}) € fH(f(A)). Agax € [~ ({f(x)}), sest f(z) € {f(x)} (vt hulga

originaali definitsiooni). Kahest viimasest seosest saame, et € f~1(f(A)).

2. Olgu B C Y jaolgu y € f(f~1(B)). Meil on vaja niidata, et y € B. Siis kujutise defi-
nitsiooni pohjal leidub 2 € f~1(B), nii et kehtib f(x) = y. Seos z € f~!(B) tihendab
originaali definitsiooni pohjal, et f(z) € B. Seega y € B.

O

Niide 9.23. Veendume, et iildiselt A # f~1(f(4)).
Olgu X =Y =R, f(z) =|z| ja A= {1,2,3}. Iga x € A korral kehtib f(z) =z, s.t f(A) = A=
{1,2,3}. Teisalt,

fﬁl(f(A)) - fﬁl(A) = {—3, -2,-1, 17273} # {1,2,3} =A

Niide 9.24. Veendume, et ildiselt f(f~1(B)) # B.
Olgu X =Y =R, f(z) = 22 ja B = {-1,0,4}. Funktsiooniga f kujutuvad hulka B hulga
f~Y(B) = {-2,0,2} elemendid, mida funktsiooniga f kujutades saame

f(f_l(B)) = f({_2’072}) = {074} G {_1’074} =B.

9.6 Funktsiooni paarsus

Olgu X, Y C Rja f: X — Y funktsioon.

Definitsioon 9.25. Funktsiooni f: X — Y nimetatakse paarisfunktsiooniks, kui iga x € X

korral
1. —z € X;
2. f(~2) = f(a).

Paarisfunktsiooni graafik on siimmeetriline y-telje suhtes.

Definitsioon 9.26. Funktsiooni f: X — Y nimetatakse paarituks funktsiooniks, kui iga
x € X korral



PEATUKK 9. FUNKTSIOONID 97

1. —z € X;
2 f(~) = —f(a).
Paaritu funktsiooni graafik on simmmeetriline koordinaatide alguspunkti suhtes.
Niide 9.27.
1. Kui X =Y =R, siis funktsioonid z, 23, sinz ja tanz on kéik paaritud fuktsioonid.
2. Kui X =Y = R, siis funktsioonid 22, |z| ja cosz on k&ik paaris fuktsioonid.

3. Kui X =Y =R, siis funktsioon 2 + 22 pole paaris ega paaritu.

9.7 Injektiivsed, siirjektiivsed ja bijektiivsed funktsioonid

Definitsioon 9.28. Funktsiooni f: X — Y nimetatakse
(a) injektiivseks ehk iiksiiheseks, kui iga paari z1, 22 € X, x1 # x9, korral f(x1) # f(x2);

(b) siirjektiivseks ehk pealekujutuseks, kui iga y € Y jaoks leidub selline z € X, et
y=flz);

(c) bijektiivseks ehk iiksiiheseks vastavuseks, kui f on nii injektiivne kui ka stirjektiive.

Mdrkus. Olgu A: 1 # x9 ja B: f(x1) # f(z2). Eelnevast teame, et lausearvutuse valemid
A = B ja B = A on samavéirsed. Jarelikult, funktsiooni f injektiivsust saame samavéarselt
defineerida ka nii: kui f(z1) = f(z2), siis 1 = z2.

Injektiivsus tdhendab, et iihelgi hulga Y elemendil pole rohkem kui {iks originaal.
Stiirjektiivsus tdhendab, et igal hulga Y elemendil leidub vahemalt iiks originaal.

Bijektiivsus tdhendab, et igal hulga Y elemendil leidub tédpselt iiks originaal.
Nidide 9.29.

1. Olgu f(z) = 22. Vaatleme sellise avaldisega antud funktsiooni erinevatel hulkadel.

Funktsioon f: R — R ei ole injektiivne ega siirjektiivne, sest igaks positiivseks reaalarvuks
kujutatakse iiks positiivne ja liks negatiivne arv. Negatiivseteks arvudeks ei kujutata iihtegi
R elementi.

2

Funktsioonina f: R — [0,00) on x* siirjektiivne, aga pole injektiivne.

Funktsioonina f: [0,00) — [0, 00) on z? injektiivne ja siirjektiivne, s.t on bijektiivne.

2. Funktsioon sin: R — R ei ole injektiivne ega stirjektiivne. Miks?
Funktsioon sin: R — [—1, 1] on siirjektiivne, aga pole injektiivne. Miks?
Funktsioon sin: [—7/2,7/2] — R on injektiivne, aga pole strjektiivne. Miks?

Funktsioon sin: [—7/2,7/2] — [—1, 1] on injektiivne ja siirjektiivne, s.t on bijektiivne.
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3. Olgu meil kaks 16plikku hulka X = {z1,...,xn} ja Y ={y1,...,yn} , milles on vastavalt
m ja n elementi. Uurime, millistel tingimustel leidub injektiivne/stirjektiivne/bijektiivne
funktsioon f: X — Y.

(a) Injektiivsus. Kui m > n, siis iga funktsioon f: X — Y peab kujutama mingid hulga
X elemendid iiheks ja samaks hulga Y elemendiks. Jarelikult ei leidu injektiivset
funktsiooni f: X — Y. Kui m < n, siis saab konstrueerida injektiivse funktsiooni.

(b) Siirjektiivsus. Kui m < n, siis saavad hulga X elementide kujutisteks olla ainult
m elementi hulgas Y, s.t ei leidu siirjektiivset kujutust. Kui m > n, siis leidub

stirjektiivne kujutus.
(c) Bijektiivne kujutus leidub parajasti siis, kui m = n.
4. Iga reaalarvuliste liikmetega jada aj,as,... voime vaadelda kui funktsiooni a: N — R.

Kui koik jada liikmed on erinevad, siis on funktsioon a injektiivne. Néiteks, kui a; = 2i
iga i € N korral. Hiljem toestame, et {ikski funktsioon a: N — R ei saa olla siirjektiivne.

Ulesanne 9.30. Toesta, et funktsioon f: X — Y rahuldab tingimust f(AN B) = f(A)N f(B)
parajasti siis, kui ta on injektiivne.
9.8 Tuvipuuri printsiip

Olgu meil A tuvide ja B tuvipuuride hulk. Véime vaadelda funktsiooni f: A — B, kus tuvi z
lendab puuri f(z).

Pigeons Pigeon-holes Pigeons Pigeon-holes
. f H . f 1
° 1 g (]
. 1] . ]
. b (]
O
(a) (b)

e Joonisel (a) on tuvisid rohkem kui tuvipuure, seega sel juhul vihemalt kaks tuvi peavad
lendama iihte puuri. Teisisonu, f pole injektiivne.

e Joonisel (b) on tuvisid vihem kui tuvipuure, seega sel juhul jaab vdhemalt {iks puur
tithjaks. Teisisonu, f pole siirjektiivne.

Tuvipuuri printsiip 9.31. Olgu A ja B loplikud hulgad ning f: A — B funktsioon.
1. Kui |A| > |B|, siis f pole injektiivne.

2. Kui |A| < |Bj|, siis f pole sitrjektiivne.
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Niide 9.32. Taestada, et leidub vdhemalt kaks eestlast, kellel on tdpselt sama palju juukse-
karvu.

Niide 9.33. Kui valida juhuslikult kuus naturaalarvu, siis kaks neist annavad viiega jagades
sama jaagi.

9.9 Funktsioonide kompositsioon

Tépselt samuti nagu on olemas aritmeetilised tehted (naiteks + voi -) arvude kombineerimiseks
ja hulgateoreetilised tehted (naiteks U ja M) hulkade kombineerimiseks, on olemas ka tehted
funktsioonide kombineerimiseks. Liitfunktsiooniks ehk funktsioonide (kujutuste) kompositsioo-
niks nimetatakse matemaatikas funktsiooni, mis saadakse kahe funktsiooni jarjest rakendamisel.

Definitsioon 9.34. Olgu X,Y ja Z mingid hulgad. Funktsioonide f: X — Y ja g: VY —
Z korrutiseks ehk kompositsiooniks nimetatakse niisugust funktsiooni go f: X — Z, et

(go f)(z) =g(f(x)) iga z € X korral.

Funktsiooni g nimetatakse siin vélimiseks funktsiooniks, funktsiooni f sisemiseks funktsioo-
niks. Funktsioonide f ja g kompositsiooni g o f nimetatakse ka liitfunktsiooniks. Funktsioonide
f ja g liitfunktsiooni v6i nende liitfunktsiooni vaédrtuste leidmist nimetatakse ka funktsioonide
f ja g jarjest rakendamiseks.

Markus.

1. Funktsioonide kompositsioon g o f on voimalik vaid siis, kui funktsiooni g lahtehulk on
sama mis funktsiooni f sihthulk (vt naidet 9.35);

2. Kompositsiooni g o f médramispiirkond on sama mis funktsiooni f méadramispiirkond;

3. Voib juhtuda, et on voimalik defineerida nii g o f kui ka f o g, kuid need kaks funktsiooni
ei pruugi samad olla, s.t iildjuhul g o f # f o g (vt ndidet 9.36). Seega, funktsioonide
kompositsioon ei ole kommutatiivne.

Niide 9.35. Olgu f selline funktsioon hulgast {a,b,c} hulka {a,b,c}, et f(a) = b, f(b) = ¢
ja f(c) = a. Olgu g selline funktsioon hulgast {a,b,c} hulka {1,2,3}, et g(a) = 3, g(b) = 2 ja
g(c) = 1. Millised on go f ja fog?

Lahendus. Kompositsioon g o f: {a,b,c} — {1,2,3} on defineeritud seostega (g o f)(a) =
9(f(a)) = g(b) =2, (g f)(b) = g(f(b)) = g(c) = 1 ja (g0 f)(c) = g(f(c)) = g(a) = 3.

Kompositsioon f o g ei ole defineeritud, sest funktsiooni f ldhtehulk {a,b, ¢} erineb funktsiooni
g sihthulgast {1,2,3}. O

Niide 9.36. Olgu f ja g sellised funktsioonid hulgast Z hulka Z, et f(z) = 2z+3 ja g(z) = 3x+2
iga x € Z korral. Millised on go f ja f og?

Lahendus. Koigepealt mérkame, et seekord on molemad kompositsioonid g o f ja f o g definee-
ritud. Seega
(fog)x) = flg(x)) = fBr+2)=2Bz+2)+3=02+7
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ja
(g0 f)(x) =g(f(x)) = 9(2z 4 3) = 3(2x + 3) + 2 = 6z + 11.

Pane téhele, et kuigi go f ja f o g olid defineeritud, siis ndeme, et antud juhul go f # fog. O
Naitame niilid, et funktsioonide korrutamine on assotsiatiivne.

Lause 9.37. Olgu X,Y, Z jaW hulgad. Kui f: X =Y ,q9:Y = Z jah: Z — W, siis ho(gof) =
(hog)o f.

Toestus. Peame néaitama, et kaks funktsiooni on vordsed. Kuidas seda teha? Selleks nditame
koigepealt, et nende funktsioonide méédramis- ja muutumispiirkonnad on vordsed, ning seejérel
néitame, et iga elemendi x korral nende iihisest médramispiirkonnast kummagi funktsiooni abil
saadud kujutis on sama. Nendest kahest sammust saamegi siis jareldada, et antud funktsioonid
on vordsed.

Seega, kontrollime esiteks, et funktsioonide ho (go f) ja (hog)o f médramis- ja muutumispiir-
konnad on samad. Kuna f: X - Y, ¢g: Y - Zjah: Z — W, slisgof: X - Zjahog: Y — W.
Seega ho(go f): X - Wija (hog)of: X — W.

Teiseks kontrollime, et iga « € X korral nende funktsioonide poolt saadud kujutised on vordsed.
Olgu x hulga X suvaline element. Siis (ho (go f))(x) = h((go f)(x)) = h(g(f(x))) ja (hog)o

(@) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))). Jérelikult ho(go f) = (hog)o f. O
Lause 9.38. Kui f: X =Y jag: Y — Z on injektiivsed, siis ka go f: X — Z on injektiivne.

Toestus. Olgu x1,z9 € X sellised, et ;1 # xo. Siis funktsiooni f injektiivsuse tottu f(z1) #
f(z2). Viimasest aga jéreldub funktsiooni ¢ injektiivsuse tottu, et g(f(x1)) # g(f(z2)) ehk
(go f)(z1) # (g o f)(z2). Jarelikult on g o f injektiivne. O

Lause 9.39. Kui f: X = Y jag: Y — Z on strjektiivsed, siis ka go f: X — Z on sirjektiivne.

Téestus. Valime vabalt z € Z. Siis g siirjektiivsuse tottu leidub y € Y nii, et g(y) = z. Niid f
stirjektiivsuse tottu leidub « € X nii, et f(z) = y. Seega (g o f)(z) = g(f(x)) = g(y) = 2z, mis
iitleb, et g o f on siirjektiivne. O

Lausetest 9.38 ja 9.39 jareldub vahetult jargmine tulemus.
Jiareldus 9.40. Kui f: X =Y jag: Y — Z on bijektiivsed, siis ka go f: X — Z on bijektiivne.

Definitsioon 9.41. Olgu X hulk. Samasusteisenduseks ehk identsusteisenduseks Ix: X —
X nimetatakse funktsiooni, mis hulga X igale elemendile seab vastavusse sama elemendi, s.t
Ix(z) =z iga v € X korral.

Kui kontekstist on selge, millise hulga samasusteisendust vaadeldakse, siis tavaliselt alumist
indeksit ei lisata.

Lause 9.42. Kui f: X =Y, siis folx =Iy o f=f.
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Toestus. Peame néitama, et koik kolm funktsiooni on vordsed. Tdestamisel kasutame sama
taktikat kui lause 9.37 toestamisel. Arutleme koigepealt selle iile, et miks f o Ix = f. Kuna
folx: X — Y jaf: X — Y, siis molema funktsiooni médramis- ja muutumispiirkonnad on
samad.

Votame niitid suvalise elemendi z € X ja kontrollime (f o Ix)(x) = f(Ix(x)) = f(x). Ndeme, et
elemendi = kujutis mélema funktsiooniga on sama. Jarelikult fo Ix = f. Tdestus, et Iy o f = f
on analoogiline ja seepérast jaetud iseseisvaks t60ks. O

Ulesanne 9.43. Olgu f: X — Y ja ¢g: Y — X funktsioonid. Tdesta, et kui g o f = Iy, siis f
on injektiivne ja g on siirjektiivne.

9.10 Poordfunktsioon

Olgu f: X — Y bijektiivne funktsioon. Kuna f on siirjektiivne, siis igal elemendil hulgast Y
leidub originaal hulgas X. Veelgi enam, et f on ka injektiivne funktsioon, siis igal elemendil
hulgast Y leidub tépselt iiks originaal hulgas X. Jérelikult, saame defineerida uue funktsiooni
hulgast Y hulka X, mis kaitub vastupidiselt funktsiooni f poolt antud vastavusega. See arutlus
viibki meid poéordfunktsiooni moiste juurde.

Definitsioon 9.44. Olgu X ja Y hulgad. Bijektiivse funktsiooni f: X — Y p66rdfunktsiooniks
nimetatakse funktsiooni f~': Y — X, mis seab igale y € Y vastavusse tipselt ithe elemendi
x € X, mille korral f(x) =y.

Seega, poordfunktsiooni méadramispiirkonnaks on Y ja muutumispiirkonnaks X. Pé6rdfunktsiooni
tihistatakse z = f~!(y), kuid selle asemel kasutatakse pigem kuju y = f~!(x) (vahetatakse
soltuva ja soltumatu muutuja tahistused).

Paneme téhele, et kui f~!': Y — X on funktsiooni f: X — Y poordfunktsioon, siis definitsioo-
nist saame, et iga x € X ja iga y € Y korral kehtib

f@)=ye iy ==

Poordfunktsiooni definitsioonile eelnenud arutlus néitas seda, et funktsioonil f leidub péoérdfunktsioon
parajasti siis, kui f on bijektiivne. Mainime siinjuures ka éra, et véljendid ,funktsioon f: X —
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Y on bijektsioon”, ,eksisteerib poordfunktsioon f~': Y — X7  funktsioon f: X — Y on
pooratav” on koik samavéirsed.

Niide 9.45. Olgu f selline funktsioon hulgast {a, b, c} hulka {1,2,3}, et f(a) =3, f(b) =2 ja
f(c) = 1. Kas leidub f~!, kui jah, siis milline on f~!?

Lahendus. Esiteks, paneme tihele, et f on bijektiivne (kontrolli!) ja seega leidub f~!.
Teiseks, f~1(1) = ¢, f71(2) =bja f71(3) = a. O

Niide 9.46. Olgu f: Z — Z selline funktsioon, et f(z) = z + 1 iga « € Z korral. Kas leidub
f~1, kui jah, siis milline on f~1?

Lahendus. Esiteks, paneme téhele, et f on bijektiivne (kontrolli!) ja seega leidub f~1.
Teiseks, tdhistame esmalt y = f(z). Siis saame, et y =  + 1 ehk = y — 1. Viimane tdhendab
aga seda, et y — 1 on tépselt see element, mille f viib elemendiks 3. Seega, f~1(y) =y — 1. O

Jargnevalt toome moéned poéérdfunktsiooni omadused.

Lause 9.47. Olgu X ja Y hulgad ning f: X — Y bijektiivne funktsioon. Siis fo f~! = Iy ja
f_l o f = Ix.

Toestus. Iseseisevaks tooks. O

Teoreem 9.48. Kui f: X — Y jag: Y — X on sellised funktsioonid, et gof = Ix ja fog = Iy,
siis eksisteerib f~1 ja f~1 =g.

Téestus. Koigepealt niitame, et eksisteerib f~!. Selleks peame veenduma, et f on bijektiivne.
Esiteks, f on injektiivne, sest kui f(x1) = f(x2), siis

z1 = Ix(z1) = (go f)(z1) = g(f(21)) = 9(f(22)) = (g © f)(22) = Ix(22) = 72.

Teiseks, f on siirjektiivne, sest iga y € Y korral f(g(y)) = (f o 9)(y) = I,(y) = y ehk elemendil
y € Y leidub originaal g(y) € X. Niisiis, f on bijektiivne.
Viimaks, lausete 9.37, 9.42 ja 9.47 pohjal saame, et

fTl=fTloly=f"lo(fog)=(flof)og=Ixog=y.

Jireldus 9.49. Kui f: X — Y on péératav, siis ka f~1:Y — X on péératav ja (f~1)~! = f.
Toestus. Iseseivaks to0ks. O

Teoreem 9.50. Kui funktsioonidel f: X —Y ja g: Y — Z leiduvad podrdfunktsioonid, siis ka
funktsioonil go f: X — Z leidub péérdfunktsioon ja (go )™t = f~tog™t.

Toestus. Koigepealt selleks, et funktsioonil g o f: X — Z leiduks pdordfunktsioon piisab veen-
duda, et ta on bijektiivne. Kuna funktsioonid f ja g on podratavad, siis nad on bijektiivsed.
Jéarelduse 9.40 pohjal saame niiiid, et g o f on bijektiivne ehk ta on pooratav.
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Niitame, niiiid et (go f)~' = f~' o g~!. Teoreemi 9.48 pohjal piisab niidata, et (go f)o (f~ 1o
g H=TIja(ftogo(gof)=1I Toéepoolest,

(gof)o(flog)y=go(fof Nogl=gologl=gog'=1I
ja
(ftog Ho(gof)y=flto(gloglof=flolof=flof=1
O

Olgu f: X — Y funktsioon. Tahistust f~! kasutasime me eespool hulga B C Y originaali jaoks,
defineerides f~1(B) = {z € X: f(x) € B}. Teisalt, poordfunktsiooni definitsioon véimaldab aga
moista niiiid vasakul f~! ka kui funktsiooni hulgast ¥ hulka X ja f~!(B) kui hulga B kujutist
selle funktsiooniga. Veendume, et selline méistmine on kooskolas varasemaga.

f~Y(B) (hulga B kujutis funktsiooniga f~!)
={/"'(y)eX:ye B}
={z e X: f(x) € B}
= f~Y(B) (hulga B originaal funktsiooniga f),

kus esimene ja viimane vordus kehtivad vastavalt kujutise ja originaali definitsioonile ning kesk-
mine vordus {f~!(y) € X:y € B} = {z € X: f(r) € B} tinu tihistusele f~1(y) = = ehk
y = f(x).
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10.1 Hulkade ekvivalentsus

Hulkade vordlemine seoste A C B, A # B vms seisukohalt ei paku nii suurt huvi, sest hulgad
voivad koosneda viga erinevatest elementidest. Huvitavam oleks vorrelda neid ,kvantitatiivselt”,
s.t vastata kiisimusele ,,Kas nendes hulkades on ithepalju elemente?”

Selles peatiikis defineerime, milliseid hulki loeme hulgateoorias iithesuurusteks. Loplike hulka-
de jaoks on hulkade suuruse moéoduks elementide arv. Loplike hulkade A = {aq,...,a,} ja
B = {b1,...,by} korral probleemi ei teki: loendame #ra hulkade elemendid ja vordleme arve m
ja n. Kui m = n, siis on hulkadel {ihepalju elemente.

Juba eelajaloolistel aegadel 6ppisid inimesed hulkade elemente loendama ja 16plikke hulki nende
elementide arvu pohjal vordlema. Anname kéigepealt 1opliku ja lopmatu hulga definitsiooni ning
vaatame iile, mida me teame hulkade suuruse vordlemisest.

Definitsioon 10.1. Hulka X nimetatakse 16plikuks, kui X on tithi vo6i leidub selline natu-
raalarv n > 1 nii, et X saab seada tiksiihesesse vastavusse naturaalarvude hulga osahulgaga
{1,...,n}. Hulka X nimetatakse l6pmatuks, kui ta ei ole 1oplik.

On selge, et definitsioonis toodud iiksiihest vastavust ei saa konstrueerida mitme erineva n puhul
ja jarelikult seab lopliku hulga definitsioon igale loplikule hulgale vastavusse vaid iihe naturaal-
arvu — selle hulga elementide arvu.

104
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Definitsioon 10.2. Lopliku hulga X voéimsuseks nimetatakase tema elementide arvu ja tdhistatakse
stmboliga | X].

Lause 10.3. Olgu A ja B loplikud hulgad. Siis

1. [P(A)] = 21

2. [AUB| = |A|+|B| - AN B|

3. |A\ B| = |A| — |[AN B|

4. |Ax B|=|Al-|B]
Téestus. Iseseisvalt! O
Elementide arvul 16pliku hulga suuruse moédduna on jargmised omadused:

1. Hulkade X ja Y elementide arvud on vordsed parajasti siis, kui X ja Y elementide vahel
saab defineerida iiksiihese vastavuse;

2. Hulga X elementide arv on viiksem kui hulga Y elementide arv parajasti siis, kui ei leidu
iikstihest vastavust hulkade X ja Y vahel, aga leidub iiksiihene vastavus hulga X ja hulga
Y mingi parisosahulga B C Y vahel.

Omaduse 2 pohjal on loomulik lugeda ka iga lopmatu hulk suuremaks igast 16plikust hulgast.

Omadusest 1 jareldub, et ihtegi 16plikku hulka ei saa seada iiksiihesesse vastavusse oma périsosa-
hulgaga. Lopmatute hulkade puhul aga selline omadus ei kehti. Edasises ndeme, et naturaalarvu-
de hulga saab vastavusse seada paarisarvude hulgaga ning, et omavahel saab seada iiksiihesesse
vastavusse suvalised positiivse pikkusega 16igud, néiteks [0,2] ja [0,1]. Tegelikult saab oma
parisosahulgaga vastavusse seada koguni iga l6pmatu hulga. Neist ndidetest esimene ja sellega
sarnased olid tuntud juba Vana-Kreeka filosoofidele. Nemad késitlesid sellist ndhtust paradoksi-
na, mille tottu lopmatute hulkade uurimisega ei tegeldud. Lopmatus oli lihtsalt 16plikkuse eitus.
Alles 19-nda sajandi teiseks pooleks oli matemaatika joudnud selliste probleemide uurimiseni,
mis t6id kaasa 16pmatuse moiste liigendamise. Georg Cantor (1845-1918) iildistas elementide
arvu moiste ka lopmatutele hulkadele nn. hulga voimsuse moistena ja tulemuseks oli erinevate
lopmatute voimsuste avastamine.

Definitsioon 10.4. Hulgad X ja Y on ekvivalentsed ehk sama voimsusega, kui leidub
bijektsioon f: X — Y.

Asjaolu, et hulgad X ja Y on ekvivalentsed téhistatakse tavaliselt kas X ~ Y voi | X| = |Y].

Vaatame jargmiseks moningaid iiksiiheseid vastavusi, mis annavad meile ekvivalentsete hulkade
néiteid.

Niide 10.5. Kaks 16plikku hulka X ja Y on ekvivalentsed parajasti siis, kui nende elementide
arvud on vordsed, ehk teisisonu, kui hulgas X on k elementi, siis on hulk X ekvivalentne iga
sellise hulgaga, milles on samuti & elementi.
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Nidide 10.6. Olgu X = N ja Y = {z € N: z on paarisarv}. Bijektsiooniks f: X — Y on
f(x) = 2z iga x € N korral ning seega hulgad X ja Y on sama voimsusega ehk, teisisonu,
positiivseid paarisarve on tidpselt sama palju kui naturaalarve.

Niide 10.7. Hulga N ja tédisarvude hulga Z vahel saab iiksiihese vastavuse iiles seada jargmise
bijektsiooni f: N — Z, kui defineerida:
=2, kui z on paaritu arv

—1
2
fle)=19 3 . '
25 kui x on paarisarv.

Selle funktsiooni péérdfunktsioon f~': Z — N on kujul:

fﬁl(m) _ 2c+1, kuix >0
—2z, kui x < 0.

Seega, tédisarve on sama palju kui naturaalarve.

Niide 10.8. Olgu a,b,c,d € R. Kui a < b ja ¢ < d, siis [a,b] ~ [c,d], (a,b) ~ (c,d) ja
[a,b) ~ [c,d). Bijektsiooniks koigil juhtudel sobib lineaarne funktsioon

(d—c)x+bc—ad
b—a ’

fz) =

x € [a,b] (voi x € (a,b) voi x € [a,b)).

Niide 10.9. Vahemik (-7, §) ja arvsirge R on sama voimsusega, sest funktsioon tan: (=3, 5) —
R on bijektsioon.

Niide 10.10. Reaalarvude paaride hulk R? ja kompleksarvude hulk C on sama voimsusega,
sest molemaid saab seada iiksiihesesse vastavusse tasandi koigi punktide hulgaga. Otseselt saab
selle vastavuse korraldada funktsiooniga f: R? — C, kus f((a,b)) = a + bi iga (a,b) € R?, kus

Jargnevas loetleme {iles olulisemad hulkade evivalentsuse seosed.
Lause 10.11. Olgu A, B ja C hulgad. Siis
1. A~ A;
2. Kui A~ B, siis B~ A;
3. Kui A~ B ja B~ C, siis A~ C.
Toestus.
1. Hulgal A defineeritud samasusteisendus 4 seab hulga A iiksiihesesse vastavusse iseendaga;

2. Kui A ~ B, siis leidub bijektsioon f: A — B. Funktsiooni f péérdfunktsioon f~': B — A
on siis samuti bijektsioon (kontrolli seda!);

3. Kui A ~ B ja B ~ C, siis leiduvad bijektsioonid f: A — B ja g: B — C. Nende
kompositsioon go f: A — C on siis samuti bijektsioon (miks?).

O]
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10.2 Loenduvad hulgad

Definitsioon 10.12. Hulka X nimetatakse loenduvaks, kui leidub bijektsioon hulga X ja
naturaalarvude hulga N vahel.

Seega loenduvad on parajasti need hulgad X, mida saab esitada kujul X = {z1,z9,...,}.
Toestame selle viite allpool (vt lause 10.14), esialgu aga vaatame niiteid loenduvatest hul-
kadest.

Niide 10.13.
1. Taisarvude hulk ja paaris naturaalarvude hulk on loenduvad hulgad;

2. Igasugune hulga N I6pmatu osahulk on ise loenduv ning sama véimsusega kui naturaalar-
vude hulk N.

3. Ratsionaalarvude hulk Q on loenduv ning sama v6imsusega kui naturaalarvude hulk N v&i
taisarvude hulk Z.

Intuitiivselt tundub meile, et ratsionaalarve peaks olema palju rohkem kui téisarve, sest
iga kahe tdisarvu vahel on 16pmata palju ratsionaalarve ning iga kahe ratsionaalarvu vahel
omakorda 16pmatu palju ratsionaalarve. Cantor oli aga see mees, kes esimesena néitas, et
ratsionaalarvude hulk on loenduv ehk iiksiiheses vastavuses naturaalarvude hulgaga.

4. Saades niuiid teada, et ratsionaalarvude hulk on ka loenduv, v6ib loomulikult tekkida
tunne, et koik lopmatud hulgad on loenduvad. Aga see ei ole nii. Taas oli selleks esimeseks
meheks Cantor, kes néitas, et hulga N koikide osahulkade hulk P(N) ei ole loenduv, téapselt
samuti nagu ei ole loenduvad irratsionaalarvude hulk I v6i reaalarvude hulk R. Veelgi
ponevam, ka vahemik (0,1) ei ole loenduv.

Toestame kdigepealt moned iildised teoreemid loenduvate hulkade kohta.

Lause 10.14. Hulk X on loenduv parajasti siis, kui hulga X elemendid saab esitada paarikaupa

erinevate elementide lopmatu jadana: X = {x1,z2,...}.

Téestus. Kui hulk X on loenduv, siis leidub paaride hulk {(1,z1), (2, z2), (3, 23), ...}, mis seab
hulgad N ja X iiksithesesse vastavusse. Selles paaride hulgas esineb iga naturaalarv tépselt
ithe korra paari esimese komponendina ja hulga X iga element tépselt iihe korra paari teise
komponendina. Kui vaatleme paaride teistest komponentidest koostatud jada {x1,xzo, ...}, siis
selle jada elemendid on paarikaupa erinevad ja kehtib vordus X = {z1,x9,...}. Kui hulk X
on esitatud kujul X = {z1,z2,...}, kus 16pmatu jada {z1,z2,...} on paarikaupa erinevate
litkmetega, siis paaride hulk {(1,z1),(2,x2),(3,23),...} on iiksithene vastavus N ja X vahel
(kontrollidal). O

Teoreem 10.15. Iga lopmatu hulk sisaldab loenduva osahulga.

Téestus. Olgu X suvaline 1opmatu hulk (seega ta pole 16plik, sealhulgas X # ). Seetottu leidub
temas elemente ja jargnevalt kirjeldamegi, kuidas hulga X elemente valides saab moodustada
paarikaupa erinevate elementidega I6pmatu jada.
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1. Valime elemendi z1 € X. See on voimalik, sest X ei ole tiihi.

2. Valime elemendi 2 € X \ {z1}. See on voimalik, sest kui hulk X \ {x;} oleks tiihi, siis
peaks kehtima, et X = {x1} ja seega olema loplik.

3. Valime elemendi 23 € X \ {z1,22}. See on voimalik, sest kui hulk X \ {z1,z2} oleks tiihi,
siis peaks kehtima, et X = {x1,x2} ja seega olema loplik.

Seda valikut saab piiramatult jitkata ja tekib 16pmatu jada Y = {z1,z9,z3,...}, mille ele-
mendid on paarikaupa erinevad, sest konstruktsiooni jérgi erineb iga valitud element koigist
eelmistest. Olemegi saanud loenduva osahulga Y C X. O

Teoreem 10.16. Loenduva hulga iga lopmatu osahulk on loenduv.

Toestus. Olgu X loenduv hulk ja Y tema lopmatu osahulk. Lause 10.14 pohjal saame hulga X
elemendid esitada paarikaupa erinevate elementidega lopmatu jadana: X = {z1,z2,...}. Kui
jatame sellest jadast vélja need liikmed, mis hulka Y ei kuulu, siis saame lopmatu osajada,
mille elementide hulk on X = {z;,,%;,,...}. Jada lilkmed z;; on paarikaupa erinevad, sest
see jada saadi erinevate liikmetega jadast elemente vilja jéttes. Lause 10.14 pdhjal on hulk Y
loenduv. O

Teoreeme 10.15 ja 10.16 on loomulik moista nii, et loenduv voimsus on viahim 16pmatu voimsus.
Niide 10.17. Naturaal-, tiis- ja ratsionaalarvude hulga koik 16pmatud osahulgad on loenduvad.
Jargmiseks teeme kindlaks rea loenduvuse omadusi, mis on seotud iithendi ja otsekorrutisega.
Teoreem 10.18.

1. Loenduva hulga ja lopliku hulga tiihend on loenduv.

2. Kahe loenduva hulga ihend on loenduv.

3. Lopliku hulga loenduvate hulkade iihend on loenduv.

4. Loenduva hulga paarikaupa erinevate loplike hulkade iihend on loenduv.

5. Loenduva hulga loenduvate hulkade tihend on loenduv.

6. Kahe loenduva hulga otsekorrutis on loenduv.

7. Lopliku arvu loenduvate hulkade otsekorrutis on loenduv.

Toestus. Toestame 5. viite, iilejadnud viidete toestused jadvad iseseisvaks tooks.
Uldisust kitsendamata véime eeldada, et hulgad A; on paarikaupa mitteldikuvad. Olgu

Alz{an,alg,...,aln,...}
Agz{agl,GQQ,...,agn,...}
Az = {az1,a32,...,a3n,...}

Siis voime kirjutada, et J:2, A; = {a11, a12, a1, a13, age, asi, ... } ehk J2; A; on loenduv. [
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Mdrkus. Nii teoreemi 10.15 kui ka teoreemi 10.18 omaduse 5 toestus sisaldab ilmutamata kujul
valikuaksioomi kasutamist, mille kohta saab rohkem lugeda paragrahvist 11.9.

Niide 10.19. Saadud iildiste tulemuste abil saamegi niitid ndidata, et mitmed matemaatikast
tuntud hulgad on loenduvad. Eelpool juba mainisime, et ratsionaalarvude hulk on loenduv.
Toepoolest, kuna koik ratsionaalarvud on iiheselt esitatavad taandumatu murru kujul 7+, kus
m € Z jan € N, siis funktsioon f: Q — A C Z x N, kus f(7') = (m,n) ja A koosneb
taandumatutest murdudest koosnevatest paaridest, on bijektsioon (kontrolli!). Naiteks, (3,4) €
A, aga (6,8) ¢ A. Jarelikult, Q ~ A. Kuna Z ja N on loenduvad, siis teoreemi 10.18 seitsmenda
véite pohjal Z x N ~ N. Teisalt, et loenduva hulga 16pmatu osahulk on loenduv, siis ka A ~ N.
Seega oleme saanud, et Q ~ A ~ N, teisisonu ratsionaalarvude hulk on loenduv.

Samuti on loenduvad kahe- ja kolmemodtmelise ruumi ratsionaalarvuliste koordinaatidega punk-
tide hulk ning ka ratsionaalsete kordajatega poliinoomide hulk jne.

Arvutite kasutamisel tegutseme me tegelikult loenduvate hulkade piirides. Kogu informatsioon
esitatakse arvuti méilus naturaalarvude kujul. See tdhendab, et fikseeritud viisil esitatavaid and-
meid (reaalarve, programme, keele sonu jm) on potentsiaalselt loenduv hulk. ,Potentsiaalselt*
tahendab siin seda, et mélu suurus ja/voi andmetiiiibi médrang loikavad sellest hulgast tegelikult
16pliku alamhulga, aga pohimdtteliselt on voimalik seda 16plikku osahulka kui tahes suureks teha
(kasutades suurema méluga arvutit, dinaamilisi andmestruktuure jms). Programmi kirjutades
me enamasti motleme selle 16pmatu hulga elementidele (néiteks suvalistele téisarvudele). Aga
monede probleemide juures arvestame ka piiranguid.

Jargmine ndide véidab, et mitmed informaatika ja programmeerimise jaoks téhtsad hulgad on
loenduvad.

Niide 10.20.

1. Kui A on loplik tahestik {a1, ag, ..., ay}, siis kdigi (16pliku pikkusega) sonade hulk tdhestikus
A on loenduv.

2. Programmide hulk igas programmeerimiskeeles on loenduv.

3. Kui A on loenduv tihestik {a1, ag, ... }, siis koigi (16pliku pikkusega) sonade hulk tédhestikus
A on loenduv.

Ka need viited jarelduvad iisna lihtsalt loenduvuse iildistest omadustest.

10.3 Cantor—Bernsteini teoreem

Definitsioon 10.21. Utleme, et hulga A véimsus ei iileta hulga B voimsust, kui leidub
injektsioon f: A — B.

Asjaolu, et hulga A voimsus ei tileta hulga B voimsust téhistatakse tavaliselt nii |A| < |B.

Mérgime, et injektsiooni f: A — B leidumine on samavéérne sellega, et leidub bijektsioon
f: A= f(A) C B.
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Niide 10.22.

1. Vaatleme 16plikku hulka A = {ai,...,a,}. Funktsioon f: A — N, kus f(ax) = k, k =
1,...,n, on injektsioon, seega hulga A vGimsus ei iileta hulga N voimsust.

2. Kui A C B, siis funktsioon f: A — B, kus f(a) = a, a € A, on injektsioon. Seepérast
osahulga voimsus ei iileta hulga enda voimsust. Néiteks, hulga N, aga ka Q voimsus, ei
iileta hulga R véimsust.

Efektiivne vahend hulkade ekvivalentsuse toestamiseks on jargmine tulemus, mille toestuse voib
leida néiteks opikust [4].

Teoreem 10.23 (Cantor—Bernsteini teoreem). Kui hulga A véimsus ei ileta hulga B véimsust
ja hulga B véimsus ei tleta hulga A voimsust, siis hulgad A ja B on sama voimsusega.

Teisisonu, Cantor—Bernsteini teoreem iitleb, et kui eksisteerivad injektiivsed funktsioonid f: A —
B ja g: B — A, siis hulgad A ja B on sama voimsusega. Voi veel lithemalt, kui |A| < |B] ja
IB] < |Al, siis |4] = |B.

Niide 10.24. Toesta, et (0,1) ~ (0,1].

Lahendus 1. Koigepealt mérgime, et ei ole tildse ilmne, kuidas konstrueerida bijektsiooni hulkade
(0,1) ja (0,1] vahel. Téanu Cantor-Bernsteini teoreemile piisab meil konstrueerida ainult kaks
injektsiooni, mis on palju lihtsam iilesanne.

Esiteks, injektsiooniks hulgast (0,1) hulka (0,1] sobib f(z) = z iga « € (0,1) korral, sest
(0,1) C (0, 1].

Teistpidi, injektsiooniks hulgast (0, 1] hulka (0, 1) sobib g(x) = § iga = € (0, 1] korral, sest g on
injektiivne ja ¢((0,1]) = (0, 3] C (0,1).

Kuna oleme konstrueerinud injektsioonid f: (0,1) — (0,1] ja g: (0,1] — (0,1), siis teoree-
mi 10.23 pohjal (0,1) ~ (0, 1]. 0

Esitame niiiid ka alternatiivse lahenduse, kus konstrueerime konkreetse bijektsiooni (0,1) ja
(0, 1] vahel.

Lahendus 2. Olgu

A={

1
: 1 j B={—: 1].
o neN}C(0,1) ja {n n € N} € (0,1]

Siis A ~ B, sest f: A — B, kus f(1) = 1= n > 2, on bijektsioon (kontrolli!). Otsitavaks

1
n n—17

bijektsiooniks sobib (kontrolli!) g: (0,1) — (0, 1], kus

(2) = f(z), kuizeA
A P kui z € (0,1) \ A.

Ulesanne 10.25. Téesta, et (0,1) ~ [0,2) ja (0,1) ~ [0, 3].
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10.4 Kontiinumi véimsusega hulgad

Lopmatute hulkade vordlemisel poleks motet, kui nad koik oleksid loenduvad. Hulgateooria looja
G. Cantor kulutas palju aega, piilides toestada reaalarvude hulga R loenduvust. Oma iillatuseks
ta avastas, et see hulk ja koik tema 16igud ning vahemikud on mitteloenduvad.

Esimeseks sammuks lopmatute véimsuste uurimisel on jirgmine teoreem.
Teoreem 10.26. Vahemik (0,1) ja naturaalarvude hulk N ei ole ekvivalentsed.

Téoestus. Oletame vastuviiteliselt, et hulk (0,1) on loenduv, s.t hulkade N ja (0,1) vahel lei-
dub tikstihene vastavus. Sellisel juhul peab vahemik (0,1) esituma loenduva hulgana: (0,1) =
{1,229, x3,...}. Kirjutame vélja selle hulga koik arvud jargmiselt:

Ir1 = 0, a11012G013 ... 0G15 - - -
Tro = 0, a21022G23 . . . 425 - . .

r3 = 0, a31a32ass . .. agj e

kus a;; on arvude kitmnendnumbrid (0, 1,2, ...,9), kusjuures a;; on arvu z; j-s kiilmnendnumber.
Moodustame niilid uue arvu y = 0,b1b2b3 ... b; ..., kus by # a1, b2 # aga,...,b; # a;; ning iga
J korral b; # 9 ja b; # 0. Esimesed tingimused hoolitsevad selle eest, et see uus arv y ei kuulu
tilaltoodud arvude loenduvasse ,nimekirja“ (miks?), viimased kaks tingimust garanteerivad, et
kiimnendmurd kujutaks endast reaalarvu ja see arv poleks 0. Seega, saadud reaalarv y kuulub
vahemikku (0, 1) ja erineb koigist paaride parempoolseteks komponentideks olevatest arvudest,
mistottu see paaride hulk ei saa olla tiksiihene vastavus N ja (0,1) vahel. O

Jireldus 10.27.

1. Iga vahemik (a,b) arvsirgel on ekvivalentne vahemikuga (0,1) ja seega ei ole loenduv;

2. R on ekvivalentne vahemikuga (0,1) ja seega ei ole loenduv.

Toestus. Esimene véaide jareldub vahetult néitest 10.8 ja teine véide néidetest 10.8 ja 10.9, sest
(0,1) ~(=3,3) ~R. O
Seega leidub 16pmatuid hulki, mis ei ole vérdse voimsusega.

Definitsioon 10.28. Hulka, mis on ekvivalentne hulgaga R nimetatakse kontiinumi véimsusega
hulgaks.

Niisiis, hulk R ja koik vahemikud (a, b) ning ka 16igud [a, b], kus a < b, on kontiinumi véimsusega.

Kuna Q ja I on vastavalt koigi ratsionaal- ja irratsionaalarvude hulgad, siis R = QUL Et Q on
loenduv hulk, siis I ei saa olla loenduv, sest vastasel juhul (vt teoreem 10.18, viide 2) oleks ka
R loenduv hulk. Jarelikult, irratsionaalarvude hulk I on kontiinumi voimsusega hulk.

Et iga 16pmatu hulk sisaldab loenduva osahulga (vt teoreem 10.15), siis voib arvata, et loendu-
va hulga voimsus on kbige véiksem l6pmatutest voimsustest. Sonastame véimsuste vordlemise

printsiibi.
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Definitsioon 10.29. Kui hulga A véimsus ei tileta hulga B véimsust ning A ja B ei ole ekvi-
valentsed, siis 6eldakse, et hulga A véimsus on viiksem kui hulga B voimsus (voi hulga B
voimsus on suurem kui hulga A véimsus).

Teisisonu, kui leidub injektsioon f: A — B ja ei leidu siirjektsiooni g: A — B, siis deldakse, et
hulga A voimsus on véiksem kui hulga B véimsus ja kirjutatakse |A| < |B).

Néiteks, mis tahes 16pliku hulga A voimsus on véiksem kui naturaalarvude N véimsus. Samuti
naturaalarvude N (voi Q voi Z) voimsus on véiksem kui vahemiku (0, 1) (voi R) voimsus.

Niiiid oleme ka voimelised pohjendama iiht varem toodud véidet (vt ndide 9.29), kus titlesime,
et jada a: N — R ei saa olla siirjektiivne. Vaatleme hulka a(N). Ta saab olla kas 16plik voi
loenduv olenevalt sellest, kas jadas a(1),a(2),... on loplik v&i 16pmatu hulk erinevaid litkmeid.
Mbolemal juhul on hulga a(N) véimsus véiksem kui hulga R voimsus, seega a(N) # R.

Siinkohal tasuks mérkida, et seni me pole defineerinud, mis on hulga voimsus. Me oleme radkinud
ainult erinevate hulkade voimsuste vordlemisest. Populaarselt v6ib Gelda, et hulga voimsus on
temaga sama voimsate hulkade klass (tdpse definitsiooni anname jargmises peatiikis, vt de-
finitsioon 11.49). Hulga A vGimsust tahistatakse stimboliga |A| voi card A ning nimetatakse
kardinaalarvuks. Kui A = {a4,...,a,}, siis kirjutame |A| = n, samuti |}] = 0. Loenduva
hulga voimsust téhistatakse siimboliga R (loe alef-null) ehk |[N| = 8. Kontiimnumi véimsusega
hulki tdhistatakse siimboliga ¢ ehk |R| = ¢. Kokkuvotvalt teame, et iga n € N korral

n < Ny < ec.

Niiiid tekib aga kiisimus, et kas on olemas veel suurema voimsusega hulki, s.t kas on ka kontiinu-
mist suurema voimsusega hulki? Jaatava vastuse viimasele kiisimusele annab jérgnev teoreem.

Teoreem 10.30 (Cantori teoreem). Iga hulga A kéigi osahulkade hulga P(A) véimsus on suurem
kui hulga A voimsus, s.t |A| < |P(A)].

Toestus. Peame néitama, et |A| < [P(A)] ja |A] # |P(A)|. Voime eeldada, et A # (), sest tiihja
hulga korral see kehtib kindlasti.
Esiteks, |A| < |P(A)], sest funktsioon f: A — P(A), kus f(a) = {a} iga a € A korral, on
injektiivne.
Seose |A| # |P(A)| ndgemiseks, oletame vastuviiteliselt, et |A| = |P(A)|. Siis leidub bijektsioon
g: A — P(A). Olgu g(a) = A, C A, a € A. Seejuures kas a € A, voi a ¢ A,. Tahistame
A*={a € A:a ¢ A,} ja tihistame veel a* = g1 (A*), siis g(a*) = A*. Kuna g(a*) = Ag+, siis
A* = Ay Kas a™ € Ag+?

1. Kui oletada, et a* € A,», siis saame hulga A* definitsiooni pohjal, et a* ¢ A* ehk a* ¢ Ay,

vastuolu.

2. Kui aga oletada, et a* ¢ Ag~, siis saame hulga A* definitsiooni pohjal, et a* € A* ehk
a* € Ag+, vastuolu.
Seega viivad molemad voimalused vastuoluni, mis néitab, et bijektsiooni g: A — P(A) ei eksis-

teeri.

O]
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Jérelikult on olemas hulk, mille véimsus on suurem kontiinumi voimsusest — néiteks hulga R
koigi osahulkade hulk X = P(R). Veel suurema voimsusega on hulk P(X) jne. Kokkuvottes saa-
me, et on olemas kui tahes suure voimsusega hulgad. Véimsuste teooria on teinud hulgateooriast
(mis on ka mugav matemaatiline keel) matemaatika sisulise haru.

Cantori teoreemist jéreldub, et ei ole olemas kdikide hulkade hulka ehk sellist kogumit ei saa
vaadelda hulgana. Tdepoolest, selline ,hulk” peaks sisaldama osahulgana ka oma koéikide osa-
hulkade hulka, mis pole Cantori teoreemi kohaselt voimalik.

Hulga voimsuse moiste vottis kasutusele hulgateooria rajaja saksa matemaatik Georg Cantor
1878. aastal. Samal ajal piistitas ta ka nn kontiinumi hiipoteesi, mis iitleb, et ei leidu hulka,
mis oleks véimsam kui N, kuid vihem véimas kui R. Tegemist ei ole teoreemiga. Tavaliste hulga-
teooria aksiomaatikate (néiteks Zermelo-Fraenkeli aksiomaatika koos valikuaksioomiga) puhul
ei saa aksioomidest tuletada ei kontiinumhiipoteesi ega selle eitust. Aastal 1940 niitas Kurt
Godel, et harilikele hulgateooria aksioomidele valikuaksioomi ja kontiinumhiipoteesi lisamisega
saadakse mittevasturddkiv aksioomide siisteem. Aga aastal 1963 niitas USA matemaatik Paul
Cohen, et samadele aksioomidele lisades nii valikuaksioomi eituse kui ka kontiinumhiipoteesi
eituse saadakse samuti mittevasturdédkiv aksioomide siisteem. Lihtsustatult voib delda, et saab
vaadelda kahesugust hulgateooriat: iitht, milles kontiinumi hiipotees kehtib (pole vahepealseid
voimsusi Rg < N; vahel), ja teist, milles kehtib kontiinumi hiipoteesi eitus (ehk leiduvad vahe-
pealsed voimsused Ny < ... < Nyp).

Eeldusel, et kontiinuumi hiipotees on toene, defineeritakse Ny hulga R véimsusena. See kardi-
naalarv on véimsuselt jargmine Xq jérel. Sel juhul kehtib:

CZQNO :Nl.
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Asjade ja siindmustega, mis on omavahel seoses, puutume me igapdevaelus tihti kokku. Naiteks
on igal inimesel oma telefoni number, t66tamine voib olla seotud palga saamisega, sugulusside-
mete kaudu oled sa seotud teiste inimestega jne. Matemaatikas huvitume samuti mitmesugustest
seostest, néiteks seosest arvu ja tema jagajate vahel, tdisarvu ja temale jargneva téisarvu vahel
voi korgemas matemaatikas argumendi viartuse z ja vastava funktsiooni védrtuse f(x) vahel.
Geomeetrias on iiheks seose niiteks kongruentsus, mida kasutatakse kolmnurkade uurimisel.
Need néited kinnitavad, et matemaatikas leidub seoseid peaaegu igal sammul. THitipiliselt ka-
sutame seoseid mingite objektide uurimiseks (kolmnurgad, tédisarvud, maatriksid jne.), selles
peatiikis on meie eesmérgiks aga seoseid endid uurida.
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11.1 Seose moiste

Definitsioon 11.1. Olgu A ja B hulgad. Seoseks ehk relatsiooniks hulkade A ja B vahel
nimetatakse otsekorrutise A x B mis tahes osahulka.

Seega, seos hulkade A ja B vahel on jarjestatud paaride (a,b) hulk, kus a € A ja b € B. Teisiti
oeldes, seos on mingi osahulk R C A x B. Paari (a,b) € R korral 6eldakse, et elemendid a ja
b on seoses R ning tdhistatakse ka aRb. Monikord 6eldakse osahulga R kohta, et see on seose
graafik.

Seost R = A x B nimetatakse universaalseks seoseks ja seost ) C A x B tiihiseoseks.
Kui A = B ehk, kui R C A x A, siis rdégitakse seosest hulgal A.

Téapsem oleks iilal toodud definitsioonis réddkida binaarsest seosest ehk kahe hulga vahelisest
seosest, sest n-aarseks seoseks hulkade Aj,..., A, vahel nimetatakse vastavalt otsekorrutise
A X ... x A, mis tahes osahulka. Edaspidi vaatleme peamiselt just binaarseid seoseid.

Sageli méaaratakse seoseid hoopis mingi kirjelduse v6i omaduse abil ning mérgitakse teatud spet-
siaalsete siimbolite abil, néditeks: =, <, >, C, ||, jne. Tegelikkuses me motlemegi seosest harva kui
jarjestatud paaride hulgast. Pigem motleme seosest kui ,testist, mida arvupaar voi objektide
paar (a,b) peab rahuldama selleks, et aRb. Kui a ja b ei ole seoses R, siis tombame seost kirjel-
davast méargist kriipsu labi, nagu néiteks a # b voi A ¢ B.

Kuidas siis maéista iilalpool antud seose definitsiooni kui mingit jarjestatud paaride hulka? Motle
nii, et seost kirjeldav jarjestatud paaride hulk on téielik nimekiri koikidest objektide paaridest,
mis antud seost rahuldavad. Vaatame niiiid néiteid, mis aitaksid sellest definitsioonist paremini
aru saada.

Nidide 11.2. Olgu A = {2,3} ja B = {1,2,3,4,5,6}. Siis Ry = {(2,2),(2,3),(3,1),(3,5)} on
binaarne seos hulkade A ja B vahel. Samade hulkade A ja B korral voime vaadelda veel palju
teisi seoseid, niiteks seost Ra, mis on antud tingimusega, et see koosneb paaridest (a, b), millede
korral b jagub arvuga a. Siis Ry = {(2,2),(2,4),(2,6),(3,3),(3,6)}.

Niide 11.3. Olgu hulgaks A koigi naturaalarvude hulk N ning seoseks R osahulk hulgas
N x N, mis koosneb kéikidest paaridest (a,b), mille korral arv a on arvu b jagaja. Seega
R ={(a,b): a,b € N,a | b}. Seda seost R nimetatakse jaguvusseoseks.

Niide 11.4. Olgu A mis tahes hulk ja R = {(a,a): a € A}. Mis tahes elementide a,b € A
korral (a,b) € R parajasti siis, kui a = b. Seda seost R nimetatakse vordusseoseks hulga A
elementide vahel.

Niide 11.5. Kui A = {1,4,5}, siis seoses a < b (,,on viiksem kui”) on selle hulga elemendid 1
ja 4, 1 ja 5 ning 4 ja 5. Tegemist on seosega R = {(1,4),(1,5),(4,5)} hulgal A.

Kuidas kirjeldada antud seost siis, kui hulgaks A oleks kéigi taisarvude hulk Z? Paljud tut-
tavad matemaatilised seosed on esitatavad jarjestatud paaride hulgana. Seost < (,véiksem”)
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taisarvudel voib esitada hulgana R = {(z,y): z,y € Z Ay — x € N}, mis annab meile teada, et
(x,y) on omavahel seoses, kui y — x on positiivne tiisarv ehk kui z < y.

Olgu niiiid A = R. Kuidas esitaksime voi kujutaksime sama seost R = {(x,y): © < y} reaalar-

vude hulgal? Antud juhul véljendab seos punktipaaride hulka tasandil ja see hulk on kujutatud
jargmisel joonisel.

X<y

Nsdide 11.6. Tasandi koigi sirgete hulgal S voime vaadelda seost s || ¢, mis tdhendab, et sirged
s ja t on paralleelsed. Samuti oleksime voinud vaadata seost s | ¢, mille korral sirge s on risti
sirgega t.

Niide 11.7. Olgu A = B =R, R = {(z,y): 22+y? = 1}. Seos R on ringjoonel paiknevate punk-
tipaaride hulk tasandil (ringjoon on keskpunktiga koordinaatide alguspunktis ning raadiusega

1).

(-1.0)

Nidide 11.8. Olgu K oppeaine ,Matemaatiline maailmapilt” kuulajate hulk. Siis iiheks seoseks
hulgal K on zRy <« iiliopilane x on siimpaatne iiliopilasele y. Seega, seos R on teineteisele
stimpaatsete iiliopilaste hulk.

Niide 11.9. Olgu M maakeral elavate inimeste hulk. Siis aRb, kui inimestel a ja b on iithised
vanemad.
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Nidide 11.10. Funktsioon kui seose erijuht. Olgu f: X — Y funktsioon. Defineerime R =
G(f), s.t xRy parajasti siis, kui (z,y) € G(f) = {(z, f(x)): x € X}. Teisisonu, funktsiooni f
graafik on seos hulkade X ja Y vahel.

Eelmine néide 6igustab motteviisi, et seosed on funktsioonide iildistus. Tihti leiab kirjandusest
jargmise funktsiooni definitsiooni.

Definitsioon 11.11. Olgu X ja Y hulgad. Seost R C X x Y nimetatakse funktsiooniks, kui
1. iga x € X korral leidub y € Y nii, et (z,y) € R
2. kui z € X jay,z €Y on sellised, et (x,y) € R ja (z,2) € R, siis y = z.

Edaspidi métlemegi funktsioonidest kui kindlatest seostest. Anname uuest funktsiooni definit-
sioonist lahtuvalt ka injektiivsuse ja siirjektiivsuse uued definitsioonid.

Definitsioon 11.12. Olgu R C X x Y funktsioon. Siis R on
1. injektiivne, kui z1,z2 € X jay € Y on sellised, et (x1,y) € R ja (x2,y) € R, siis 1 = z2.
2. siirjektiivne, kui iga y € Y korral leidub = € X nii, et (z,y) € R.

Ulesanne 11.13. Olgu téisarvude hulgal Z antud jirgmised seosed:
Ry ={(a,b): a <b},  Ry={(a,b): a =0},

Ry ={(a,b): a > b}, Rs ={(a,b): a=b+1},
Rs ={(a,b): a=bVa=—b}, Rs = {(a,b): a+b < 3}.

Millised seosed sisaldavad paare (1,1),(1,2),(2,1),(1,—1) ja (2,2)?

Lahendus. Paar (1, 1) kuulub seostesse Ry, R3, R4 ja Rg. Paar (1,2) kuulub seostesse R; ja Rg.
Paar (2, 1) kuulub seostesse Rg, R5 ja Rg. Paar (1, —1) kuulub seostesse Rg, R3 ja Rg. Paar (2,2)
kuulub seostesse R, R3 ja Ry. O

Ulesanne 11.14. Kui palju erinevaid seoseid saab olla hulgal, milles on n elementi?

Lahendus. Seos hulgal A on otsekorrutise A x A osahulk. Kui hulgas A on n elementi, siis
otsekorrutises on n? elementi. Eelnevast teame, et kui hulgas on m elementi, siis on sellel hulgal
2™ osahulka. Seega, hulgal A x A on 2% osahulka ja tapselt sama palju saab seal olla ka seoseid.
Naiteks, hulgal {a, b, c} on 23" = 29 = 512 seost. O

11.2 Seose esitusviise

Seoseid voib esitada viga mitmel viisil:

1. Kui hulgad A ja B on 16plikud ja ei sisalda viga palju elemente, siis v6ib seost R méérata
lihtsalt temasse kuuluvate elemendipaaride loetelu teel (vt niide 11.2). Seost voib kujutada
ka tabelina. Seos R; néites 11.2 esitub tabelina jargmiselt:
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Al2]2]|3]|3
B|l2|3|1]|5

2. Kui otsekorrutist A x B kujutada ristkiilikuna, siis seost hulkade A ja B vahel voime

kujutada iikskoik millise kujundina selle ristkiiliku sees. Ka iga funktsiooni, nt y = 22
graafik on osahulk ,tokestamatus” ristkiilikus R x R. Loplike hulkade A ja B korral voib
ristkiiliku asemel joonistada teatud ruudustiku, mérkides dra so6lmed, mis vastavad seo-
ses asuvatele elemendipaaridele. Joonisel on esitatud seos R = {(a,2), (b,1), (b,3),(d,2)}

hulkade A = {a,b,c,d} ja B ={1,2,3} vahel.

3. Maatriksesitus. Olgu A = {a1,...,a,} ja B ={b1,...,by} ning R seos hulkade A ja B
vahel. Seame seosele R vastavusse maatriksi Mp = (m;;), kus m;; = 1, kui (a;,b;) € R ja
mi; =0, kui (a;,b;) ¢ R, kusi=1,...,njaj=1,...,m.

Néiteks, olgu A = {a,b,c,d} ja B ={1,2,3} ning R = {(a,2), (b, 1), (b,3), (d,2)}. Siis

Mg =

o O = O
_ o O =
S O = O

On kerge naha, et maatriksesitus on sisuliselt sama, mis eelmises punktis kirjeldatud ,,ruu-
dustikuline” esitus. Maatriksite abil esitatud seose omadused on kergesti kindlaks tehtavad.

4. Seoseid voib kujutada ka mitmesuguste nooldiagrammide abil. Joonisel on kujutatud seos
R hulga A ={0,1,2,3,4,5} elementide vahel, kus (a,b) € R on viljendatud noolega ele-
mendist a elementi b. Kui element on seoses iseendaga, siis seda véaljendab ringnool algus- ja
16pp-punktiga sama elemendi juures. Seega antud juhul R = {(1, 3), (2, 5), (3, 3), (4,2), (5,2)}.



PEATUKK 11. SEOSED 119

0 1 2
.
3 1 5

Tihti annabki seose graafiline kujutamine seosest palju parema iilevaate. Naiteks seos R
hulgal A = {a,b,c,d}, kus 2Ry, kui x on téhestikus eespool kui y, on avaldatav hulgana
R = {(a,b), (a,c),(a,d), (b,c),(b,d), (c,d)} ning nooldiagrammina (vt joonis).

5. Eespool oli juba mainitud, et seost voib méa&rata ka sonaliselt, mingi omaduse v6i tingimuse
abil, valemina jms.

11.3 Seose omadused

Jargnevalt tutvustame seoste kirjeldamiseks ning klassifitseerimiseks vajaminevat sonavara.

Definitsioon 11.15. Seost R hulgal A nimetatakse
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Nside 11.16. Olgu A = {1, 2,3} ja olgu antud hulgal A seosed Ry = {(1,1),(2,1),(2,2),(3,3)}
ja Ry = {(1,1),(2,1),(1,2),(3,3)}. Siis seos R; on refleksiivne, sest ta sisaldab koiki paare kujul
(a,a); nimelt, (1,1),(2,2) ja (3,3). Seos Rz ei ole refleksiivne, sest ta ei sisalda paari (2,2). Seos
Ry ei ole samas ka irrefleksiivne, sest ta sisaldab paare (1,1) ja (3, 3).

Médérkus. Simmeetrilisuse ja antisiimmeetrilisuse omadused ei ole teineteise vastandid, sest seosel
voivad olemas olla molemad omadused korraga voi voib juhtuda, et ei ole kumbagi omadust.
Samuti ei ole refleksiivsus ja irrefleksiivsus teineteise vastanditeks.

Ulesanne 11.17. Kas jaguvusseos naturaalarvude hulgal on refleksiivne? Siimmeetriline? An-
tisimmeetriline?

Lahendus. Kuna ala mis tahes naturaalarvu korral, siis on jaguvusseos refleksiivne. (Kui me
asendaksime naturaalarvude hulga tdisarvude hulgaga, siis see seos enam refleksiivne ei oleks,
sest nulli ei saa nulliga jagada.) Jaguvusseos naturaalarvude hulgal ei ole simmeetriline, sest
112, aga 21 1. Jaguvusseos naturaalarvude hulgal on aga antisiimmeetriline, sest iga elemendi
a,b € N korral, kui a | b ja b | a, siis a = b. O

Ulesanne 11.18. Toesta, et kui seos on stimmeetriline ja antisimmeetriline, siis ta on transi-

tiivne.

Niide 11.19. Seos < (,véiksem*) reaalarvude hulgal on irrefleksiivne, antisiimmeetriline ja
transitiivne. Seos < hulgal R on refleksiivne, antisimmetriline ja transitiivne.

Ndide 11.20. Sirgete paralleelsuse seos s || ¢ on stimmeetriline ja transitiivne, kuid ei ole
refleksiivne, sest sirge ei saa olla iseendaga paralleelne (miks?). Sirgete paralleelsuse seos on
samuti irrefleksiivne. Muid iilalnimetatud omadusi sellel seosel ei ole. Ent sirgete samasihilisus
on siimmeetriline, transitiivne ja ka refleksiivne.

Sirgete ristioleku seos s | t on irrefleksiivne, siimmeetriline, aga ei ole transitiivne.

Nsdide 11.21. Vaatleme hulga E kdéikide osahulkade hulka X = P(FE) ja sisalduvuse seost C
hulgal X. See seos on refleksiivne, antisimmetriline ja transitiivne.

Niide 11.22. Olgu A = {a,b,c,d} ja R = {(a,a), (a,b), (b,a), (b, c)}. Seosel R pole iihtki varem
nimetatud omadustest.

Ulesanne 11.23. Olgu A hulk. Millised omadused on universaalsel seosel R = Ax A ja tithiseosel
S =07

Ulesanne 11.24. Millised iilal nimetatud omadused on vordusseosel?

Ulesanne 11.25. Too néide seosest, mis on siimmeetriline ja transitiivne, aga pole refleksiivne.

11.4 Poordseos

Definitsioon 11.26. Seose R C A x B podrdseoseks nimetatakse seost R~! C B x A, mis
médratakse samavidrsusega bR la < aRb ehk R~ = {(b,a): (a,b) € R}.
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Ulemine indeks ,—1“ on siin ainult mugav ja kokkulepitud téhistus. See ei tdhenda seose ast-
messe votmist ega ka jagamist (molemad sellised tehted oleksid siinkohal absurdsed).

Igal seosel on olemas poordseos. Kui R on seos hulgal A, siis on seda ka R~!. On ka lihtne niha,
et (R71)~! = R, s.t podrdseose podrdseos iihtib esialgse seosega (Kontrolli!).

Niide 11.27. Kui R = {(1,5), (2,6), (3,7), (3,8}, siis R~! = {(5,1), (6,2), (7,3), (8,3)}.

Nidide 11.28. Olgu A = B = R ja R reaalarvudel defineeritud range jérjestuse seos <, s.o
R={(z,y): * <y}. Siis R7! = {(y,7): (v,y) € R} = {(y,2): y > x}, s.t seose < pdordseos on
>.

Niide 11.29. Olgu A = B = R ja [ reaalarvudel defineeritud vordusseos ehk iihikseos, s.o
I={(z,y): x =y} Siis It = {(y,2): (z,y) € I} = {(y,2): y = 2}, s.t vordusseose pdérdseos
on ta ise.

Lause 11.30. Kui seos R on refleksiivne, transitiivne, stiimmeetriline voi antisiimmeetriline, siis
ka tema poordseos R~ on vastava omadusega

Toestus. Iseseisvalt! O
Ulesanne 11.31. Niita, et seos R hulgal A on siimmeetriline siis ja ainult siis, kui R = R~

Jargmisena uurime, millal on funktsiooni p66rdseos ise funktsioon? Meenutame, et seos
R C X xY on funktsioon, kui

1. iga x € X korral leidub y € Y nii, et (z,y) € R
2. kuiz € X jay,z €Y on sellised, et (x,y) € R ja (z,2) € R, siis y = z.

Funktsiooni R poérdseos on R~ = {(y,7): (,y) € R} C Y x X. Teeme niiiid kindlaks, millal
on R~! ise funktsioon:

1. Tahame, et iga y € Y korral leiduks € X nii, et (y,z) € R™! ehk (z,y) € R. Seega R
peab olema siirjektiivne funktsioon.

2. Tahame, et kui y € Y ja x1,22 € X on sellised, et (y,71) € R™! ja (y,72) € R siis
x1 = xo. Ebk, kui (z1,y) € R ja (z2,y) € R, siis 1 = x2. Seega R peab olema injektiivne.

Kokkuvéttes oleme saanud, et poordseose R~! funktsiooniks olemiseks peab R olema bijektiiv-
ne funktsioon. Seega oleme néidanud, et kehtib jargmine tulemus.

Lause 11.32. Olgu R C X XY funktsioon. Siis R on bijektiivne parajasti siis, kui tema pdordseos
R~ on funktsioon. Veelgi enam, poordseos R~ ongi funktsiooni R pédrdfunktsioon.
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11.5 Ekvivalentsusseos

Olgu A suvaline mittetiihi hulk.

Definitsioon 11.33. Seost R hulgal A nimetatakse ekvivalentsusseoseks, kui ta on
(a) refleksiivne, s.t kui aRa iga a € A korral;
(b) stimmeetriline, s.t kui aRb, siis bRa;
(c) transitiivne, s.t kui aRb ja bRc, siis aRc.

Kui R on ekvivalentsusseos ja aRb, siis deldakse, et elemendid a ja b on ekvivalentsed (seose
R jérgi). Sageli valjendatakse ekvivalentsiseost kirjutades ka a ~ b.

Niide 11.34. Vordsusseos aRb < a = b on ilmselt ekvivalentsuseos suvalisel hulgal A. Tegemist
on iihikseosega R4 = I = {(a,a): a € A}, mida ménikord nimetatakse ka hulga A? diagonaaliks.
Uhikseos ehk vordusseos on koige kitsam ekvivalentsusseos, sest ta on iga ekvivalentsusseose (kui
refleksiivse seose) osahulk. Ka seos U = A x A on ekvivalentsusseos hulgal A (nn universaalne
seos). Seoseid I ja U nimetatakse triviaalseteks seosteks hulgal A.

Niide 11.35. Kujundite kongruentsus nt planimeetrias on ekvivalentsuseos tasandi koikide
kujundite hulgal. Kolmnurkade (v6i hulknurkade) sarnasuse seos on samuti ekvivalentsusseos.
Olgu mérgitud, et sel juhul kasutatakse just simboolikat AABC ~ ADEF.

Niide 11.36. Sirgete samasihilisus ja vektorite kollineaarsus ning komplanaarsus on ekviva-
lentsuseosed.

Niide 11.37. Kongruentsiseos téisarvude hulgal Z on samuti ekvivalentsusseos. Olgu m > 0
mingi fikseeritud naturaalarv. Téisarve a ja b nimetatakse kongruentseteks mooduli m jirgi,
kui vahe a — b jagub arvuga m ja kirjutatakse a = b (mod m).

Niiteks, 25 = 11 (mod 7) ja 21 = 13 (mod 4).

Ulesanne 11.38. Niita, et kui ekvivalentsusseos on antisiimmeetriline, siis on ta vérdus ehk
ithikseos.

11.6 Klassijaotus

Iga ekvivalentsuseose R C A x A abil saame hulga A jaotada nn ekvivalentsiklassideks.

Definitsioon 11.39. Ekvivalentsiklassiks elemendi a € A jirgi (voi ekvivalentsiklassiks seo-
se R jargi esindajaga a) nimetatakse hulga A osahulka [a|g, mis koosneb hulga A koigist ele-
mentidest, mis on seoses R elemendiga a, s.t elementidest, mis on ekvivalentsed elemendiga a:
lalr = {z: x € A ja aRzx}.

Niisiis, x € [a]r tdhendab seda, et aRx ja seose R stimmetrilisuse tottu ka seda, et zRa. Reflek-
siivsuse tottu a € [a]g.

Ekvivalentsiklasside hulk on teatud omadustega. Seepérast toome sisse jargmise maoiste.
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Definitsioon 11.40. Oeldakse, et hulgal A on antud klassijaotus K = {K;: i € I}, kui
1. iga i € I korral K; # 0;

2. iga kaks erinevat hulka on mitteldikuvad, s.t iga 4,j € I korral tingimusest K; # K;
jareldub, et K; N K; = 0;

3. hulk A vordub osahulkade K; ithendiga, s.t A = ;¢ K.
Hulki K;, ¢ € I, nimetatakse selle klassijaotuse K klassideks.

Teiste sonadega, klassijaotuse korral on hulk A jaotatud mitteldikuvateks mittetiihjadeks osahul-
kadeks, mis moodustavadki hulkade siisteemi K. Uldjuhul v6ib I olla iikskéik milline indeksite

hulk (16plik voi 16pmatu).

Niide 11.41. Olgu G mingi giimnaasiumi koikide opilaste hulk ning Ko, K11 ja Ki2 vastavalt
koikide 10. klassi, 11. klassi ja 12. klassi opilaste hulgad. Siisteem { K19, K11, K12} on klassijaotus
hulgal G.

Niide 11.42. Hulga A koik iiheelemendilised osahulgad {a: a € A} moodustavad klassijaotuse,
sest {a} # 0, Ugca{a} = A ja sellest, et {a} # {b} (s.t. a # b), jéreldub, et {a} N {b} = 0. See
on koige peenem Kklassijaotus hulgal A.

Niide 11.43. Uhest tervest hulgast A koosnev klassijaotus {A} on koige jamedam klassijaotus
hulgal A.

Niide 11.44. Kui A = R, siis moodustavad klassijaotuse poolldigud K; = [i,i + 1), i € Z.
(Kontrolli ise, et tingimused oleksid taidetud!)

Hulga A klassijaotused { K;} ja {L;} loeme vordseteks, kui iga K; korral leidub L; nii, et L; = K,
ja vastupidi, iga L; korral leidub Kj nii, et K; = L.

Lause 11.45. Klassijaotused K = {K;:i € I} ja L = {L;: j € J} thtivad, kui iga K; korral
leidub Lj nii, et K; = L;.

Toestus. Valime vabalt L;. Olgu a € Lj. Et a € A, siis A = [J;c; K; tottu leidub K; nii, et
a € K;. Leiame Lj nii, et Ly = K;. Siis a € Lj N Ly, seega L; N Lj # (). Sellest jareldub, et
Lj = Lj/ ehk K,L = Lj. OJ

Niitame niitid, et mingi hulga koigi ekvivalentsusseoste hulga ja sama hulga koéigi klassijao-
tuste hulga vahel on iiksithene vastavus (selles mottes, et igale ekvivalentsusseosele vastab iiks
klassijaotus ja vastupidi, kui votta ekvivalentsuseosele vastavale klassijaotusele vastav ekviva-
lentsusseos, siis see ekvivalentsusseos langeb kokku esialgse ekvivalentsusseosega).

Teoreem 11.46.

1. Olgu R suvaline ekvivalentsusseos hulgal A. Siis ekvivalentsiklasside sisteem {[a]|r: a € A}
on klassijaotus hulgal A.

2. Vastupidi, kui K = {K;: 1 € I}, on klassijaotus hulgal A, siis seos R, kus aRb tihendab, et
elemendid a ja b kuuluvad ihte ja samasse klassi (mingisse hulka K; ), on ekvivalentsusseos
hulgal A.
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Toestus.

1. Naitame, et osahulkade siisteem {[a]g: a € A} on klassijaotus hulgal A. Téepoolest, seose
R refleksiivsuse tottu iga a € A korral aRa, s.t iga a € A korral a € [a]g. Seega ei ole iikski
klassijaotuse klassidest tiihi ning iga element kuulub véhemalt iihte klassidest [a]g. See
viimane véide aga tdhendab ka seda, et iga a € A korral a € U,calalr, st A C Uqenlalr-
Et vastupidine sisalduvus A O U,cala]r on ilmne (miks?), siis oleme téestanud, et A =
Usealalr. Seega on klassijaotuse definitsiooni kolmas tingimus téidetud. Teise tingimuse
kontrollimiseks néiitame, et kui [a] gN[b] g # 0, siis [a] g = [b] g Selleks votame kaks osahulka
[a]r ja [b]g, kus a,b € A, ning elemendi ¢ nende thisosast: ¢ € [a]g N [b]r. Et ¢ € [a]g,
siis on cRa, ning et ¢ € [b]g, siis on cRb. Kuna cRa, siis saame seose R siimmeetria tottu,
et aRc. Kuna aRc ja cRb, siis seose R transitiivsuse tottu aRb. Olgu niiiid = suvaline
element osahulgast [a]g. Siis xRa. Kuna aRb, siis jareldub sellest seose R transitiivsuse
tottu xRb. See téhendab, et « € [b]r ehk [a]gr C [b]r. Samasugune arutelu annab meile
[blr C [a]g. Jarelikult [a]g = [b]r. Kokkuvottes oleme nédidanud, et ekvivalentsiklasside
stisteem {[a]r: a € A} on klassijaotus hulgal A.

2. Olgu meil niitid antud klassijaotus K = {K;: i € I} hulgal A. Vaatleme seost R, mis
on defineeritud tingimusega, et aRb siis, kui elemendid a ja b kuuluvad iihte ja samasse
klassi, ehk aRb < Ji € I (a € K; Ab € K;). Néitame, et selliselt defineeritud seos on
ekvivalentsusseos. Seos R on refleksiivne: iga a € A korral aRa, sest A = [J;c; K; ning
a € A tottu peab element a vahemalt iihte hulka K; kuuluma. Seos R on stimmeetriline:
kui aRb,s.t Ji € I (a € K;A\b € K;),siiskab € K;Aa € K;, s.t bRa. Seos R on transitiivne:
kui a,b,c € A korral aRb ja bRc, siis vastavalt seose R definitsioonile leiduvad niisugused
,j €I, etac K;jabe K; ning b € Kj jace Kj. Kuna niiid b € K; N K}, siis jareldub
klassijaotuse definitsiooni teisest tingimusest, et K; = K. Jarelikult a,c € K;, millest
tuleneb, et aRc. Kokkuvotvalt oleme ndidanud, et seos R on refleksiivne, siimmeetriline ja
transitiivne ning jarelikult ekvivalentsusseos.

O

Vaatleme juba néidetes esinenud ekvivalentsusseoseid ja klassijaotusi ning leiame neile loomuli-
kult vastavad klassijaotused ja ekvivalentsusseosed.

Niide 11.47. Suvalises hulgas A antud vordusseosele vastav klassijaotus koosneb hulkadest
[alr = {b: b€ aNbRa} = {b € A: b= a} = {a}. Seega vastab vordusele kui koige kitsamale
ekvivalentsusseosele koige peenem klassijaotus {{a}: a € A}.

Niide 11.48. Vaatleme hulgas A iihehulgalist klassijaotust {A}. Talle vastava ekvivalentsus-
seose R korral aRb < a € ANb € A < (a,b) € A x A. Seega antud juhul R = U = A x A,
s.t koige jamedamale klassijaotusele { A} vastab koige laiem ekvivalentsusseos ehk universaalne
seos A x A.

Eelmises peatiikis iitlesime, et hulgad A ja B on ekvivalentsed ja tédhistasime A ~ B, kui leidub
bijektsioon hulgast A hulka B. Sona ,ekvivalentsed” kasutamine on oigustatud seetottu, et hul-
kade vordvoimsuse seosel on koik ekvivalentsusseose omadused: refleksiivsus, siimmeetrilisus ja
transitiivsus (vt lause 10.11).
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Lause 10.11 pohjal saab hulgad jaotada ekvivalentsiklassidesse, kus igasse klassi kuuluvad hul-
gad on omavahel ekvivalentsed ehk sama voimsusega ja erinevatesse klassidesse kuuluvad hulgad
ei ole ekvivalentsed. Hulga A ekvivalentsiklass koosneb koigist hulgaga A ekvivalentsetest hul-
kadest. Sealjuures ei saa ekvivalentsiklasse lugeda hulkadeks, sest see tooks kaasa hulgateooria
paradoksid.

Definitsioon 11.49. Hulga véimsuseks nimetatakse tema ekvivalentsiklassi seose ~ jérgi.

Kuna hulkade ekvivalentsus on ekvivalentsusseos, siis fikseeritud hulga X ko6ik osahulgad jaotu-
vad mitteloikuvateks omavahel ekvivalentsete hulkade klassideks. Tiihja hulga ekvivalentsiklass
sisaldab vaid seda hulka ennast (), jirgmine on tiheelemendiliste osahulkade {a}, {b},... klass,
seejéarel kaheelemendiliste osahulkade klass jne. Vastavat ekvivalentsiklassi nimetataksegi hulga
voimsuseks.

11.7 Faktorhulk

Definitsioon 11.50. Olgu R ekvivalentsuseos hulgal A. Hulka, mille elementideks on seosele
R vastava klassijaotuse koik klassid, nimetatakse hulga A faktorhulgaks ekvivalentsuseose
R jdrgi ja téhistatakse A/R.

Seega, A/R = {[a]r: a € A}. Mérgime, et erinevatele elementidele vastavad ekvivalentsiklassid
voivad tihtida, s.t a # b korral voib olla [a]g = [b]g. Faktorhulga elementideks voetakse vordsete
ekvivalentsiklasside seast ainult tiks.

Nside 11.51. Kui hulgas A vaadelda ekvivalentsusseosena vordusseost I, siis A/R = {{a}: a €
A}

N#ide 11.52. Loeme tasandi X = R? punktid z = (z1,22) ja y = (y1,y2) ekvivalentseteks,
kui nad asuvad samal vertikaalsel sirgel. Siis [z] = {y € X: y1 = x1} on kéigi punktide hulk,
mis asuvad punktiga x iihel ja samal vertikaalsel sirgel, ehk punkti x ldbiv vertikaalne sirge.
Faktorhulk X /R koosneb siin koigist vertikaalsetest sirgetest.

Nidide 11.53. Kui R on samasihilisuse seos tasandi (v6i ruumi) sirgete hulgal A, siis vastava
faktorhulga elementideks on konkreetsed sihid.

Niide 11.54. Kui R on vektorite vordsuse seos @ = ¥ , siis iga ekvivalentsiklass koosneb
samasuunalistest vordse pikkusega vektoritest, mida vaadeldakse iihe ja sama vektorina. Seega
faktorhulga elementideks on vabavektorid.

11.8 Jarjestusseos
Definitsioon 11.55. Seost R hulgal A nimetatakse osalise jérjestuse seoseks, kui ta on
(a) refleksiivne, s.t kui aRa iga a € A korral;

(b) antisimmeetriline, s.t kui aRb ja bRa, siis a = b;

(c) transitiivne, s.t kui aRb ja bRe, siis aRec.
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Kui R on jirjestusseos, siis asjaolu aRb mérgitakse a < b voi samavéirselt b > a. Oeldakse ka,
et a eelneb elemendile b v6i b jirgneb elemendile a.

Ulesanne 11.56. Téesta, et kui R on jirjestusseos, siis ka R~ on jirjestusseos.

Definitsioon 11.57. Hulka, millel on antud osalise jérjestuse seos, nimetatakse osaliselt jirjestatud
hulgaks.

Kui hulgal A on antud osalise jirjestuse seos R, siis tdhistame seda tavaliselt paarina (A, R).
Néiteks, (R, <) ja (P({1}), C) on osaliselt jarjestatud hulgad.

Definitsioon 11.58. Osaliselt jarjestatud hulka nimetatakse lineaarselt jirjestatud hulgaks
ehk ahelaks, kui iga elementide paari a ja b korral a < b voi b < a, s.t kaks suvalist elementi
on omavahel vorreldavad.

Niide 11.59.

1. Vorratuse seos < reaalarvude hulgal R on lineaarne jarjestus, sest iga kaks arvu on
vorreldavad.

2. Hulkade sisaldumise seos C hulga X koigi osahulkade hulgal P(X) on jirjestusseos, aga
ei ole lineaarne, sest kaks hulka A, B C X ei pruugi olla vorreldavad. Tee joonis!

3. Jaguvusseos naturaalarvude hulgal N on jirjestusseos, mis ei ole lineaarne.

Niide 11.60. Madrame tahestikus {aj,...,a,} jirjestuse a1 < az < -+ < a,. Defineerime
sonade hulgas jéarjestuse

(xlu"'7xm)<(y17‘~'7yl)<:>(m1 <y1)\/(1’1:yl/\$2<y2)\/
\/(aclzyl/\xgzyg/\x3<y3)\/
V(i =y1 Ao Ty = Ym Am < 1).

Taolist jarjestust nimetatakse alfabeetiliseks ehk leksikograafiliseks, ta on lineaarne ning
teda kasutatakse sonaraamatutes.

Ulesanne 11.61. Olgu A koigi 16igus [a, b] méiratud funktsioonide f: [a,b] — R hulk. Defi-
neerime seose f < g < f(z) < g(z) iga x € [a, b] korral. Niita, et tegemist on jérjestusseosega.
Kas see jarjestus on lineaarne?

Sageli vaadeldakse ka range jérjestuse seost <, mida voib seosest < ldhtudes defineerida jargmiselt:
r<ysr<yjazr#y.

Definitsioon 11.62. Osaliselt jarjestatud hulga A elementi ag nimetatakse vdhimaks ehk
esimeseks, kui ag < a iga a € A korral. Analoogiliselt, elementi ay € P nimetatakse suurimaks
ehk viimaseks, kui a < ag iga a € A korral.

Nidide 11.63.
1. Hulgas N loomuliku jérjestusega on vdhim element 1, aga suurimat ei ole.

2. Reaalarvude vahemikus (0, 1) ei ole vihimat ega suurimat elementi.
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3. Hulgas P(X) sisalduvusjirjestusega on vihim element () ja suurim X.
Lause 11.64. Osaliselt jarjestatud hulgas ei ole iile ihe vihima ega dle iihe suurima elemends.

Toestus. Olgu ag ja a; vdhimad elemendid. Siis ap < ap, sest ag on vahim element. Samuti
a1 < ag, sest a; on ka vihim element. Kuna osalise jérjestuse seos on antisiimmeetriline, siis
ap = ap. Suurima elemendi tdestus on analoogiline. O

Definitsioon 11.65. Osaliselt jarjestatud hulga A elementi ag nimetatakse minimaalseks, kui
sellest, et a < ag ja a € A korral jareldub, et a = ag (st hulgas A ei ole elemendist ag véiiksemaid
elemente). Analoogiliselt, elementi ap nimetatakse maksimaalseks, kui sellest, et ag < a ja
a € A korral jareldub, et a = ag (st hulgas A ei ole elemendist ay suuremaid elemente).

Definitsioonidest on néha, et vihima ja minimaalse elemendi pohiline erinevus seisneb selles,
et vdhima elemendi korral noutakse, et koik teised vaadeldava hulga elemendid on temaga
vorreldavad, kuid minimaalse elemendi puhul seda ei nouta.

Ndide 11.66.

1. Reaalarvude hulgas, kus peetakse silmas loomulikku jirjestust, ei ole minimaalseid ega
maksimaalseid elemente.

2. Osaliselt jarjestatud hulgas ({1,2,3,4},]) on véhim element (seega ka minimaalne) 1,
maksimaalsed elemendid on 3 ja 4, kuid suurimat elementi ei ole.

Lause 11.67. Osaliselt jarjestatud hulga vihim element on selle hulga ainus minimaalne ele-
ment ja suurim element on selle hulga ainus maksimaalne element.

Téestus. Olgu ag € A vahim element, st ag < a iga a € A korral. Kui mingi b € A korral kehtiks
veel b < ay, siis jirjestuse antisiimmeetrilisuse tottu b = ag, mis tdhendab, et ag on minimaalne
element.

Viimaks veendume, et see element on ainus. Kui leiduks veel mingi minimaalne element a; € A,
siis ag < a1, sest ag on vahim element. Tingimuse ag # a; korral ei oleks a1 minimaalne element,
seepéarast ag = aj. ]

Lause 11.68. Lineaarselt jarjestatud hulgas on minimaalne element vihim ja maksimaalne
element suurim.

Toestus. Olgu lineaarselt jarjestatud hulgas A element ap minimaalne, st kui a < ag iga a € A
korral, siis a = ag. Néitame, et ap < a iga a € A korral. Oletame vastuviiteliselt, et leidub
a1 € A nii, et el kehti ag < a;1. Lineaarse jirjestuse tottu ag < ay voi a1 < ag, seega saab kehtida
ainult a; < ag. Seejuures a1 # ag, sest a; = ag korral oleks ag < ay. Kuid a1 # ag ja a1 < ag on
vastuolus elemendi ap minimaalsusega. O

Lausetest 11.67 ja 11.68 jareldub vahetult:

Jareldus 11.69. Lineaarselt jarjestatud hulgas vdhima ja minimaalse elemendi ning suurima
ja maksimaalse elemendi moisted thtivad.

Loplikku osaliselt jarjestatud hulka saab esitada Hasse diagrammina. Selleks tuleb teha
jargnevad sammud:
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1. Esita jarjestusseos (R, <) suunatud graafina

2. Kuna jérjestusseos on refleksiivne, siis igas punktis (a,a) esineb silmus. Eemalda need
silmused.

3. Jargmisena eemalda koik servad, mis peavad seal olema transitiivsuse tottu. Ehk eemalda
koik servad (a, ¢), mille korral leidub b € R nii, et a < b ja b < c.

4. Sati servad nii, et graafi algtipp oleks allpool 16pptippu.
5. Eemalda ko6ik suunad, sest koik servad on niitidseks juba suunatud iiles.

Jargneval joonisel on samm-sammult kujutatud Hasse diagrammi tekkimine.

B
%)

(a) (b) (c)

Joonis 11.1: Osaliselt jérjestatud hulga ({1,2,3,4,6,8,12},|) Hasse diagramm

Hasse diagrammi kasulikkus seisneb selles, et sellelt on kerge leida minimaalseid ja maksimaalseid
elemente. Nimelt, alumised elemendid on minimaalsed ja iilemised on maksimaalsed. Naiteks,
tilemiselt jooniselt ndeme, et vahim (seega ka minimaalne) element on 1 ja maksimaalsed ele-
mendid on 8 ja 12 ning suurimat elementi ei ole.

11.9 Valikuaksioom ja sellega ekvivalentsed viited*

Aksioom 11.70 (Valikuaksioom). Olgu H mittetihi hulk. Siis leidub funktsioon f, mis igale
mittetihjale alamhulgale X C H seab vastavusse elemendi samast hulgast f(X) € X (st, et
kujutus f ,wvalib” igast alamhulgast tihe elemends).

Niide 11.71.

1. Kui H on naturaalarvude koigi mittetiihjade alamhulkade kogum, siis saame defineerida
kujutuse f nii, et f seab igale alamhulgale vastavusse tema vidhima elemendi.
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2. Kui H on koigi reaalarvuliste otspunktidega 16pliku pikkusega vahemike (a, b), a < b, hulk,

siis saame defineerida f((a,b)) = 252

3. Kui aga, H on reaalarvude hulga k&igi mittetiihjade hulkade kogum, siis pole selge, kuidas
sellist funktsiooni f leida. Ténaseks pdevaks pole veel keegi sellist funktsiooni leidnud.

Kuratowski—Zorni lemmale tuginedes on voimalik toestada mitmeid matemaatika fundamen-
taalseid teoreeme.

Definitsioon 11.72. Osaliselt jarjestatud hulga mingi alamhulga iilemine tdke on element,
mis on suurem voi vordne igast vaadeldavast elemendist.

Kaéesolevas kursuses ei esita me Kuratowski—Zorni lemma toestust, kuid selle v6ib leida naiteks
opikust [4].

Lemma 11.73 (Kuratowski—Zorni lemma). Kui osaliselt jarjestatud hulga igal ahelal leidub
tilemine toke, siis selles hulgas leidub maksimaalne element.

Definitsioon 11.74. Hulka nimetatakse tidielikult jérjestatuks, kui ta on niiviisi lineaarselt
jarjestatud, et tema igal mittetiihjal alamhulgal on olemas vdhim element.

Niide 11.75.
1. Koik 16plikud lineaarselt jérjestatud hulgad on téielikult jarjestatud.
2. Téielikult jarjestatud hulk loomuliku jarjestuse suhtes on naiteks N = {1,2,3,...}.
3. Loomulik jarjestus hulkades Z, Q ja R ei ole téielik.

4. Taisarvude hulga saab muuta taielikult jarjestatud hulgaks, jérjestades tema elemendid
jargmiselt:
1,2,3,...,0,—1,—-2,-3,...
5. Keegi pole aga seni osanud téielikult jarjestada reaalarvude hulka R.

Ulesanne 11.76. Kuidas téielikult jirjestada koiki ratsionaalarve?

Ka Zermelo teoreemi toestust me antud kursus ei esita ja selle toestuse voib jillegi leida opikust
[4].

Teoreem 11.77 (Zermelo teoreem). Mis tahes mittetihja hulka on véimalik tdielikult jarjestada.
Jargmise teoreemi tulemuse voib leida néiteks opikust [2].
Teoreem 11.78. Jdirgmised vdited on samavddrsed:

(i) Kuratowski-Zornilemma. Kui osaliselt jarjestatud hulga igal ahelal leidub tilemine toke,
stis selles hulgas leidub maksimaalne element.

(ii) Zermelo teoreem. Mis tahes mittetihja hulka on véimalik taielikult jarjestada.

(iii) Valikuaksioom. Olgu H mittetihi hulk. Siis leidub funktsioon f, mis igale mittetiihjale
alamhulgale X C H seab vastavusse elemendi samast hulgast f(X) € X.
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11.10 Tehted seostega™

Kuna seos on teatav hulk, siis rakenduvad hulgateoreetilised tehted ka seostele. Néiteks saab
radkida seoste iithendist, iihisosast, vahest v6i taiendist.

Definitsioon 11.79. Olgu A ja B hulgad ning olgu antud seosed R, S C A x B.
(a) Seoste R ja S iihendiks nimetatakse seost R U S, mille korral a(R U S)b < aRb V aSb.
(b) Seoste R ja S iihisosaks nimetatakse seost R NS, mille korral a(RN S)b < aRb A aSbh.
(c) Seose R tdiendiks nimetatakse seost R, mille korral aR'b < —(aRb).

Nii defineeritud tehetele kanduvad moistagi iile koik suvaliste hulkade tihendi, iithisosa ja tédiendi
omadused. Universaalse hulga rollis on siin universaalne seos U = A x B.

Niéiteks, seose R = {(a,b): a < b} tdiendiks hulgal R on seos R’ = {(a,b): a > b}.

Ulesanne 11.80. Niita, et seos R hulgal A on antisiimmeetriline siis ja ainult siis, kui RNR~! C
I={(a,a): a € A}.

Definitsioon 11.81. Seoste R C A x B ja S C B x C korrutiseks ehk kompositsiooniks
nimetatakse seost So R C A x C, kus

SoR={(a,c): b € B nii, et (a,b) € RA (b,c) € S}.

Kasutatakse ka tdhist SR. Sarnaselt eespool olevatele definitsioonidele, voime kahe seose kor-
rutise definitsiooni tingimuse esitada ka kujul a(S o R)c < 3b € B (aRb A bSc).

Erijuhul, kui R ja S mélemad on seosed hulgal A, on ka nende korrutis S o R seos samal hulgal

A.

Nidide 11.82. Olgu R selline seos hulgast A = {1,2,3} hulka B = {1,2,3,4}, kus R =
{(1,1),(1,4),(2,3),(3,1),(3,4)} ja S seos hulgast B = {1,2,3,4} hulka C = {0,1,2}, kus
S =1{(1,0),(2,0),(3,1),(3,2),(4,1)}. Leidke So R ja Ro S.

Lahendus. Néaiteks, kuna element (2,3) € R ja (3,1) € S, siis definitsiooni jirgi saame, et
(2,1) € S o R. Sarnaselt arutledes leiame, et

SoR=1{(1,0),(1,1),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1)}.
Teisalt, Ro S ei saa leida, sest A # C. O

Ulesanne 11.83. Toesta, et mis tahes seose R C A x B ja iihikseose I C A x A korral Rol = R
ning iihikseose I C B x B korral I o R = R.

Mirgime, et seoste korrutamisel voib juhtuda, et R # 0 ja S # 0, aga So R = ().

Lause 11.84. Kui RCAXxB,SCBxCjaT CC x D, siis
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1. (SoR)' =R 10871
2. To(SoR)=(ToS)oR.

Toestus. Toestuseks on jargmised samavéarsuste ahelad:

1.
(c,a) € (SoR)™ & (a,¢) € SoR
< dbe B(a,b) € RA(b,c) €S
& 3be B (bya) e R A(e,b) € §71
& 3IeB(c,b) € STUA(bya) € R
& (,a)e Ro ST
2.

(a,d) €T o(SoR)< 3ceC (a,c) e SoRAN(c,d) €T
& 3JdeceC e B(a,b) e RA(byc) e SA(c,d) €T
< dbe B(a,b) e RA(b,d)eT oS
< (a,d) € (ToS)oR.

O

Ulesanne 11.85. Tdesta, et kui R ja S on ekvivalentsusseosed, siis S o R on ekvivalentsusseos
parajasti siis, kui S o R = Ro S. Leia niide ekvivalentsusseostest R ja S (samal hulgal A), kus
SoR#RoS.
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