Kompleksarvud

Ulesanne 1 Arvutage o) G0+ p) (5+i)2(f+5i), ¢) (241)°+(2—1)°.
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Ulesanne 2 Téestage, et iga n € N korral (1 4 1) = 2,
Iga n € N korral

Ulesanne 3 Leidke vorrandisiisteems

iz+(14+0)w = 242
2iz+ (3420w = 5431

koik kompleksarvulised lahendid z, w.
Vaatleme selle vorrandisiisteemi maatriksi determinanti:
1 1+

A=y, 34 2

‘:@'(3+2@')—2@'(1+@'):3@'—2—2@'+2:@'.

Kuna determinant on nullist erinev, siis on see vorrandisiisteem iiheselt lahenduv, kusjuures
tema lahendid véib leida determinantide abil:

A I|2420 14 |1 | | .
z = N T 7543 349 —;((2+2@)(3—|—2@)—(5—|—3@)(1—|—@))
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= -(64+446i—4—-(54+54+31—-3))=-2=2,
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(i+l)=14=-=14—=1-—1.
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= -t —3—4i+4)=
7
Kontroll:

24+ (1491 —4) = 2i+141=2+4 2,
2024+ (3420)(1—1) = 44+3-304+204+2=>5+ 3.
Vastus: vorrandisiisteemil on tdpselt iiks lahend z = 2,w =1 — 4.

Ulesanne 4 Leidke vorrandi (24 d)x 4+ (1 +2i)y = 1 — 40 koik reaalarvulised lahendid x,y.
Teisendame vaadeldava vorrandi vasakut poolt:
20+ +y + 2ty = 1 — 4,
(2x +y) + (@ + 2y )1 1 — 43,

1



Kaks kompleksarvu on vérdsed parajasti siis, kui nende reaalosad ja imaginaarosad on vordsed.
Seega

204y = 1,
r+2y = —4,

kust saame, et © =2 ja y = —3.
Kontroll:
2+i)2+(1+20)(-3)=4420—-3—-61=1— 4.
Vastus: + =2 jay = —3.
Ulesanne 5 Toestage, et kahe nullist erineva kompleksarvu korrutis on reaalarv parajasti siis,
kui ks neist erineb teise kaaskompleksist mingi reaalarvulise kordaja vorra.

Tarvilikkus. Oletame, et (a + bi)(c + di) = r € R, kus a + bt ja ¢ + di on kompleksarvud
algebralisel kujul, s.t. a,b,c,d € R. Seega

r r(c—di) B r , r

b.: p— f— _d o
@t c+di  (c+di)(c—di) ¢ —|—d2(c i) c? —I—dZC

Tdi,

kus == on reaalarv.
Piisavus. Oletame, et @ + bi = r(c — di), kus r € R. Siis

(a +bi)(c+di) =r(c—di)(c+di) = r(02 + d2) € R.

Ulesanne 6 Lahendage vorrand 2> = 3 — 4i.

See vorrand on kindlasti lahenduv, sest igal nullist erineval kompleksarvul on olemas tipselt
kaks kompleksarvulist ruutjuurt. Uks véimalus nende leidmiseks on kasutada juurimise valemit.
Teine voimalus on tidhistada otsitav kompleksarv z = a + bi, kus a, b € R. Siis

3—4 = (a—l—bi)2 = a? + 2abi — b* = (a2 — bz) + 2abi.

Kuna reaalosad ja imaginaarosad peavad vordsed olema, saame a ja b leidmiseks vorrandisiis-

teemi
a?—0v = 3
2ab = —4.

Kuna reaalarvu ruut ei saa olla 3 — 41, siis b # 0. Seega teisest vorrandist saame, et ¢ = —%.
Asendades esimesse vorrandisse saame biruutvorrandi b* 4 36% — 4 = 0, kust

b —-3+v9+16 _ —3+5
2 2
Kuna b on reaalarv, siis voimalus b* = —4 langeb dra. Seega 0* =1, by = —1, by = 1, a; = 2,

oy = —2.
Vastus: vorrandi lahendid on 2 — ¢ ja —2 4 .



Ulesanne 7 Leidke arvu /3 — i trigonomeetriline kuju.
Arvu v/3 — i moodul on r = \/(\/§)2 +(—=1)? = V/3+ 1 = 2. Kuna selle arvu reaalosa on

positiivne ja imaginaarosa negatiivne, siis see arv asub komplekstasandi neljandas veerandis.
Seega tema argument ¢ on neljanda veerandi nurk, mille tangens on tan ¢ = _T}% = —?
selline neljanda veerandi nurk on 330°, seega ¢ = 330°.

Vastus: arva /3 — 1 trigonomeetriline kuju on 2(cos 330° 4 ¢sin 330°).

Mirkus. Kuna tan g = tan(yp — 360°), siis v3iksime ka kirjutada /3 — i = 2(cos(—30°) +
i sin(—30°)).

Ulesanne 8 Arvutage (1 + iy/3)2°%2.

Leiame arvu 1 + 7v/3 trigonomeetrilise kuju. Moodul » = /1 4+ 3 = 2. Kui argument on ¢,

siis tan ¢ = ? = /3. Kuna tegemist on esimese veerandi nurgaga, siis ¢ = 60°. Seega

. Ainus

1 +iv/3 = 2(cos 60° + 7 sin 60°).
Astendamiseks kasutame Moivre’i valemit:
(14 iv/3)29°2 = 22992(¢65 2002 - 60° + i sin 2002 - 60°).
Kuna 2002 - 60 = 120120 = 360 - 333 + 240, siis

V3

1
(1 4 1V/3)200% = 2299205 240° 4 i sin 240°) = 22002(—5 + i) = 220011 4 /30).

Vastus: (1 4 1/3)2002 = 22000(_1 1 \/34).

Ulesanne 9 Leidke koik juured a) \/1+i\/3, b) v/8v/3i — 8.

a) Nagu nigime iilesandes 9, 1 + iv/3 = 2(cos 60° + i sin 60°). Juurimise valemi pdhjal
6 6 ° 42k -180° . . ° 4 2k - 180°
14+4iV3 = {ﬂ(cos(jo +6 50 —I—ZSIH6O +6 80)|k:0,1,2,3,4,5}
= {V2(cos(10° + k- 60°) + isin(10° + k- 60°)) | k = 0,1,2,3,4,5}
= {\6/5(COS 10° + ¢sin 10°) , \6/§(COS 70° +¢sin 70°), \6/§(COS 130° + ¢sin 130°),
V2 (cos 190° 4 7sin 190°) , v/2 (cos 250° + 7 sin 250°) , v/2 (cos 310° + i sin 310°)}.

Ulesanne 10 Leidke a) 12. astme, b) 16. astme algjuurte arv.

Teame, et n. astme iithejuured e, £ =0,1,...,n — 1, avalduvad kujul
2k .. 2km
Er = cos — 418510 ——.
n n

Samuti on teada (vt. [1], teoreem 6.8.4), et n. astme iihejuur € on n. astme algjuur parajasti
siis, kui k& ja n on iihistegurita.

a) Kuna arvude 0,1,2,...,11 hulgas on 4 arvu, mis on arvuga 12 iihistegurita (1,5,7,11),
siis 12. astme algjuuri on 4 tiikki, need on ey, ¢5, €7, £11.



Ulesanne 11 Avaldage sinnye ja cosng (n € N) sing ja cos ¢ kaudu.
Kasutades iihelt poolt Moivre’i valemit ja teiselt poolt Newtoni binoomvalemit saame, et

cosng +isinng = (cosp +ising)" =cos" 4+ Clcos" Ty ising — CZcos" - sin’p
—C?cos" - isin® o 4+ Cleos" ™ psin® p + CP cos" P -isin® o — .. ..

Kuna kompleksarvud on vordsed parajasti siis, kui reaalosad on vordsed ja imaginaarosad on
vordsed, siis saame siit vordused

cosng = cos"p—C?cos" % p-sin®p+ CFeos" Fpsintp — ..., (1)
sinng = Cleos" ' sing — C2cos" ™ p-sin o+ C2cos" P -sin® o —.... (2)

Ulesanne 12 Leidke summa a) 1 —C> +C—CS ..., b)) CL —C2 4 C5 —CT +

a) Vottes vorduses (1) ¢ = 7 saame

nw T oo T 4T 4T

7
COST = cos” Z—Czcos — 81n2——|—C4cos sin® — — ...
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1—02—|—04 2) cos—:(\/ﬁ)ncos%.
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[1] Kilp, M., Algebra I, Tartu, 1998.



