Algebra I

Esimeste kahe praktikumi iilesannete lahendusi.
1. praktikumi iilesanded

Jargnevas kasutame algebraliste struktuuride omaduste tihiseid (G1, G2,
KOMM, R3 jne.) niiteiilesannete failist.

Ulesanne 2. Uurida jirgmiste naturaalarvude hulgal N defineeritud te-
hete * omadusi, st teha kindlaks, kas (N, *) on rithmoid, poolriihm, kas seal
leidub iihikelement, millistel elementidel on poordelemendid.

e) ax*b=4a; f)axb=a+b—ab.

Lahendus:

e) Kui a,b € N, siis ka a * b = 4a € N. Seega * on algebraline tehe
naturaalarvude hulgal.

G1: Olgu a,b,c € N. Siis (axb) xc = 4(axb) = 16a # 4a = a * (b * c).

G2: Kuna 2 * x = 8 # 2 mistahes x € N korral, siis iihikelementi ei leidu.

G3: Ilma iihikelemendita ei saa poordelemente leida.

KOMM: Kuna 21 =8 # 4 =12, ei ole tegu kommutatiivse tehtega.

Vastus: (N, ) on mittekommutatiivne rithmoid.

f) Kuna néiteks 5,10 € N, aga 5% 10 =5+ 10— 5-10 = —35 ¢ N ei ole
tegu algebralise tehtega.

Vastus: (N, %) ei ole rithmoid.

Ulesanne 5. Niidata, et (mitteassotsiatiivses) iihikuga rithmoidis voib
elemendil olla rohkem kui iiks péérdelement. Konstrueerida minimaalne néi-
de. Konstrueerida néide iga voimaliku lopliku hulga jaoks.

Lahendus: Olgu A, = {1,ay,...,a,-1}. Kui z,y € A, siis defineerime
xxy =1, kui z # 1 ja y # 1, ning vastavalt iihikelemendi definitsioonile
muul juhul. Selle struktuuri Cayley tabel néeb vélja jirgmine:

* 1 ar  Qaz ... Qp_1
1 1 aq a9 N ¢ o |
ay aq 1 1 e 1
a9 a9 1 1 e 1
Ap—1 | Ap—1 1 1 R 1

Koik iihikelemendist erinevad elemendid on iiksteise poérdelemendid. Uhik-
elemendi ainus poordelement on ta ise.

Vastus: Minimaalne ndide on Az. Niide n-elemendilise hulga jaoks on
A,

Ulesanne 6. Positiivsete reaalarvude hulgal Rt on defineeritud kaheko-
haline tehe * alljirgnevalt. Uurida seda tehet analoogiliselt iilesandega 2.
b) a x b= Vab; d) axb=1.



Lahendus: b) Kuna positiivsete reaalarvude ruutjuured ja korrutised on
samuti positiivsed reaalarvud, on tegu algebralise tehtega.

Gl: Kuna 2% (4%4) = V2-V4-4 = V8 # V8- V2 = V244 =
(2 4) % 4, siis * ei ole assotsiatiivne.

G2: Oletame, et meil on iihikelement e € R*. Siis e x 4 = 2,/e = 4, kust
e = 4. Samas ka e x 1 = y/e = 1, kust e = 1, mis on eelnevaga vastuolus.
Seega iihikelementi ei leidu.

G3: Ilma iihikelemendita ei saa poordelemente leida.

KOMM: Olgu a,b € R*. Siis a xb = Vab = vba = b* a, sest reaalarvude
korrutamine on kommutatiivne.

Vastus: (RT, %) on kommutatiivne rithmoid.
d) iiks on positiivne reaalarv, seetottu on * algebraline tehe.

G1: Olgu a,b,c € RT. Siis (axb)xc=1xc=1=ax1=ax (bxc).

G2: Kuna 4 * x = 1 mistahes x € R korral, ei sobi iikski arv x iihikele-
mendiks.

G3: Ilma iihikelemendita ei saa poordelemente leida.

KOMM: Kuna axb=1=bxa iga a,b € R korral, on * kommutatiivne.

Vastus: (RT, %) on kommutatiivne poolriithm.

Ulesanne 9. Téestada, et 16pliku poolrithma iga elemendi mingi aste on
idempotent.

Lahendus: Olgu a € A. Kuna A on loplik hulk, siis leiduvad arvud
m,n € N, m > n selliselt, et a™ = a" (vastasel juhul oleks hulgas vihemalt
loenduv arv elemente a,a?,a®,...). Paneme muuseas tihele, et elemendi a
astmed on korrektselt defineeritud, sest tehe on assotsiatiivne.

Siis iga x > n korral a*t™ " = a* " - a™ = a*" - a" = a®"" = a*, sest
astmed on defineeritud vaid positiivsete naturaalarvuliste astendajate korral.
Seega, kuna m(m —n) > m -1 > n, siis

m(mfn)}Z m(m—n)+m(m-n) _ am(mfn)+(m71)(mfn)

la =a

m(m—n)+(m—2)(m-n) _ m(m—n)

= a .= a .

Jarelikult a™(™=™ on néutud idempotent.

Ulesanne 13. Uurida, millised jirgmistest hulga R teisenduste hulkadest
on (Abeli) rithmad teisenduste kompositsiooni suhtes:

a) {f:R—=R|f(z) =ar+b,a,b e R,a <0}

Lahendus: Kuna vaid samasusteisendus 1r sobib teisenduste komponee-
rimisel tithikelemendiks, siis ei ole tegu monoidiga, sest: kui 1g(1) = a-1+b =
1, siis a + b = 1; aga samas 1g(0) =a-0+b=0,seegab=0jaa=1>0.

Vastus: See hulk ei ole rithm teisenduste korrutamise suhtes.

Ulesanne 14. Uurida, millised jirgmistest maatriksite hulkadest on (Abe-
li) rithmad maatriksite korrutamise suhtes:

d) selliste maatriksite S € Mat,,(R) hulk, mille korral STAS = A, kus A
on fikseeritud regulaarne siimmeetriline (kaldsiimmeetriline) maatriks;



Lahendus: Me teame, et maatriksite korrutamine on assotsiatiivne (G1),
selle {ihikelemendiks on {ihikmaatriks ja poordelemendiks poérdmaatriks. Ol-
gu S,T € Mat,(R) ja STAS = A, TTAT = A. Siis ka

(STYTA(ST) = TT(STAS)T = TTAT = A.

Seega on tegu algebralise tehtega.
G2: llmselt ETAE = EA = A, ja iihikmaatriks kuulub sellesse hulka.
G3: Olgu S € Mat,(R) ja STAS = A. Siis 0 # |A| = |STAS| = |ST|-|A|-
|S|, mistottu |S| # 0 ja maatriksil S leidub poordmaatriks S—1.
Kuna STAS = A, siis

(STHTAS™ = (STHT(STAS)S ™! = (SS™HTA(SS™ ) = EAE = A

ja ka A~ kuulub sellesse hulka. Seega on antud juhul tegu riithmaga.

1 1
i 10
2 2
KOMM: Olgu A = F € Mat3(R), B= |3 —3 0] € Mat3(R) ja C =
0 0 1
10 0
0 &+ 1 | € Matz(R). Siis BTAB = B"TB=FE = A, CTAC = E = A,
05 4

&
a2
s

11 11
% 41 41 % 21 1
BO=13 —3 —3|RCB=|3 —1 3
o 1 _1 i1 2

2 2 4 4 2

Jarelikult {ildjuhul maatriksite korrutamine sellisel hulgal kommutatiivne ei
ole (aga 2 x 2 maatriksite ja A = E korral niiteks ikkagi on).

Vastus: Selline hulk on mittekommutatiivne riithm maatriksite korruta-
mise suhtes.

Ulesanne 16. Olgu antud rithmoid A = {a,b, ¢, d} oma Cayley tabeliga

*la b ¢ d
ala ¢ d d
bla a b b
cld a ¢ d
dj{d ¢ d ¢

Teha kindlaks, millised alamhulkadest {a}, {c,d}, {a,c,d} on rithmoidi A
alamriihmoidid. Kas sellel rithmoidil on veel alamrithmoide?

Lahendus: Leiame iga elemendi poolt moodustatud alamriihmoidi: kuna
axa = a,sis < a>= {a}. Samas bxb = a, axb =c, axc=d ja seega
<b>=A Veelond+xd=c=cxc,dxc=cxd=d, kust < d >= {c,d}.
Lopuks on < ¢ >= {c}, sest cxc = c.



Eelneva pohjal on {a}, {c, d} alamriihmoidid. Kuna axc = a*xd = d*xa =
c*xa = d, on ka {a, ¢,d} alamrithmoid. Iga elementi b sisaldav alamriihmoid
on alati A ise, ja kuna a x ¢ = d, on < a,c >= {a,c,d}. Lisaks nigime juba,
et ka {c} on alamrithmoid.

Meil on veel voimalik, et alamriihmoidi moodustaksid elemendid a ja d
(eelnevast ndhtuvalt see nii ei ole). Sellega on elementi b mitte sisaldavad
alamhulgad ammendatud.

Vastus: Koik kolm on alamrithmoidid, lisaks on ka {c} ja A alamrithmoi-
did. Monikord loetakse ka tiihi hulk alamriihmoidiks.

Ulesanne 19. Tdestada, et igal 16pmatul rithmal on 16pmatu palju alam-
rithmi.

Lahendus: Riithma G elemendi x jirguks nimetatakse vihimat naturaal-
arvu n, mille korral ™ = 1. Kui sellist arvu ei leidu, siis 6eldakse, et element
x on lopmatut jarku.

Lopmatus rithmas G kas koik elemendid on loplikku jarku, voi leidub
vahemalt iiks lopmatut jirku element x. Esimesel juhul valime vabalt iihe
elemendi a; rithmast G. Siis selle elemendi poolt moodustatud alamrithm <
a; > on 1oplik, seega G\ < a; ># ) ja on tegelikult samuti Iopmatu. Valime
sealt elemendi ay € G\ < a; >, moodustame < ay >, ja jille on (G\ <
a; >)\ < ag > lopmatu. Selliselt jdtkates saame loenduva arvu alamrithmi
< ay >,< ap >,..., mis valikuprotsessi tottu on koik erinevad.

Teisel juhul on meil 16pmatut jarku element a, s.t. a™ # a" mistahes
m,n € N, m # n korral. Aga siis on meil alamrithmad G, = {a"™|k € Z}.
Seejuures suvalised kaks neist on erinevad, sest kui néiteks n > m, siis ilmselt
a™ ¢ G,, sest vastasel korral ka a™ = 1, voi a™ = o™ (|k|>0, millest
kn —m # 0) ja a®™™ = 1. See on aga vastuolus sellega, et a on lopmatut
jarku. Seega on meil loenduv arv alamriihmi G,,.



2. praktikumi tilesanded

Ulesanne 1. Millised jirgmistest hulkadest on ringid tavalise arvude liit-
mise ja korrutamise suhtes? Kas nende hulgas on korpusi?

a) nZ = {nala € Z},n € N; c¢) {§ € Qla,b € Z, SUT(a,b) = 1,12:b};
b) {a + b/2|a,b € Q}; d) {¢ € Qla,b € Z,SUT(a,b) = 1,b /5}.

Lahendus: a) Fikseerime naturaalarvu n.

R1: Olgu na,nb € nZ, st a,b € Z. Siis na + nb = n(a + b) € nZ, sest
a+b € 7Z. Seega on (nZ,+) rithmoid.

AGT1: Igasuguste reaalarvude liitmine on assotsiatiivne.

AG2: Kuna 0 = 0z, siis on nullelement alati olemas.

AG3: Hmselt —(nz) = (—n)z iga z € Z korral, sest (—n)z +nz = (n —
n)z=0z=0.

AG4: Tgasuguste reaalarvude liitmine on kommutatiivne.

R2: Olgu na,nb € nZ, st a,b € Z. Siis na-nb = n[nab] € nZ, sest nab € Z.
Seega on (nZ,-) rithmoid.

G1: Igasuguste reaalarvude korrutamine on assotsiatiivne.

G2: Vaid juhul 1Z on 1 = 1-1 € 1Z. Kui n # 1, siis on |nz| = 0 voi
Inz| > 1iga z € Z korral. Seega ei ole voimalik, et 1 = nz mingi n # 1 ja
z € 7 korral. Jarelikult on nZ monoid vaid siis, kui n = 1.

R3: Reaalarvude liitmine on korrutamise suhtes distributiivne.

Seega on nZ ring. Isegi kommutatiivne ring.

Kahe podrdarv 1 ei ole téisarv ja ei kuulu hulka 1Z\ {0}, mis ei ole seega
rithm. Kui n # 1, ei ole hulgas nZ isegi iihikelementi. Jarelikult ei ole nZ
korpus.

Vastus: (nZ,-) on ring, mis ei ole korpus.

b) Kuna V2 - /2 = /4, ja ei ole voimalik (mille nditamine ldheb Algebra
I kursusest viga kaugele) avaldada /4 = a 4 b+/2 mingite a,b € Q korral,
siis el ole antud hulk korrutamise suhtes kinnine ja tegu ei ole ringiga. Kont-
rolltoosse selliseid iilesandeid ei tule, ja kui kogemata juhtubki tulema, siis
mistahes vihegi detailsem katse seda lahendada annab taispunktid.

Vastus: See hulk ei ole ring.
¢) Rl: Olgu a,b,c,d € Z, SUT(a,b) = SUT(c,d) = 1, 12ib, 12id. Siis

7+ = “db—tlbc. Taandame saadud murru. Siis: kui b = ¢, on taandatud

murru nimetaja 1, ja 12:1. Kui b = 12 voi d = 12, saame lugejat ja nime-
tajat jagada vihemalt arvuga d voi ¢, mistottu on taandatud murru nime-
taja absoluutvdartus ilimalt 12 ja 12 jagaja. Kui max(b,d) = 6, b # d, siis
min(b,d) € {1,2,3,4}. Esimesel kahel juhul on taandatud murru nimetaja
absoluutviartus iilimalt 12 ja 12 jagaja, kolmandal ja neljandal juhul saame
murru lugejat ja nimetajat jagada vihemalt arvuga 3 voi 2. Tulemuse nime-
taja absoluutviirtus on jalle iilimalt 12 ja 12 jagaja. Ulejddnud juhtudel on
|bd| < 12. Seega on tegu rithmoidiga liitmise suhtes.



AGT: Igasuguste reaalarvude liitmine on assotsiatiivne.

AG?2: Loeme antud juhul nulli sellese hulka sisse. Siis on meil nullelement
olemas. Muidu ei ole rangelt vottes SUT(0, ) defineritud v.a. kui z = 0 ja
meil ei ole ringi.

AG3: lmselt —7 = 7.

AG4: Igasuguste reaalarvude liitmine on kommutatiivne.

R2: Olgu a,b,¢,d € Z, SUT(a,b) = SUT(c,d) = 1, 12ib, 12id. Siis ¢ -
S = 2. Osas RI1 tehtud aruteluga analoogiliselt arutledes saame, et ka 75
taandatud kuju korral on nimetajaks 12 jagaja. Seega on tegu korrutamise
suhtes rithmoidiga.

(G1: Tgasuguste reaalarvude korrutamine on assotsiatiivne.

C

G2: Kuna 1 = 1, ja 12:1, on meil monoid.
Seega on antud hulk ring arvude liitmise ja korrutamise suhtes.
R3: Reaalarvude liitmine on korrutamise suhtes distributiivne.

Samas g kuulub sellesse hulka, aga g ei kuulu, sest 12 /5. Jérelikult ei ole
{3 €Qla,b € Z, SUT(a,b) = 1,12:b} \ {0} riihm ja tegu ei ole korpusega.
Vastus: See hulk moodustab ringi, aga mitte korpuse.
d) Analoogiliselt tilesandega c) saab niidata, et kehtivad R1, AG1—AG4, R2,G1, G2
ja R3. Seega tegu on ringiga. Ja samamoodi % kuulub sellesse hulka, aga %
ei kuulu, mistottu ei ole tegu korpusega.
Vastus: See hulk moodustab ringi, aga mitte korpuse.

Ulesanne 5. Toestada, et maatriksid

N R (R EE I ES

iile Z, moodustavad maatriksite liitmise ja korrutamise suhtes korpuse. Koos-
tada selle korpuse liitmise ja korrutamise Cayley tabelid.

Lahendus: Ei ole raske neid maatrikseid omavahel liita ja korrutada ning
saada jargmised Cayley tabelid:

+1O0 E S T -0 E S T
O|l0 E S T Ol0 O O O
E\'E O T S ElO E S T
S|S T O FE S0 S T FE
T T S E O T M O T E S

Kuna maatriksite liitmine on maatriksite korrutamise suhtes distributiivne
ja molemad tehted on assotsiatiivsed, ja eelnevatest Cayley tabelitest on né-
ha iihikelemendi (), nullelemendi (O), vastaselementide ja péordelementide
(v.a. O oma) olemasolu ning molema tehte kommutatiivsus, on tegu isegi
kommutatiivse korpusega.



Ulesanne 6. Teha kindlaks, millised jirgmistest hulkadest on ringid véi
korpused. Iga iihikelemendiga ringi korral, mis ei ole korpus, leida selle ringi
pooratavate elementide hulk. Ulesannetes a)-f) on teheteks arvude tavaline
liitmine ja korrutamine.

c) {a +bV/3la,b € 27}; e) {a+ bv/2ila,b € Q}.

Lahendus: ¢) R1: Olgu a, b, c,d € 27Z. Siis

(a+bV3) + (c+dV3) = (a+c)+ (b+d)V3.

Jielikult on liitmine siin algebraline tehe.

AGT1: Reaalarvude liitmine on assotsiatiivne.

AG2: Tlmselt 0 = 0 + 0v/3, sest 0 € 27Z.

AG3: Samamoodi —(a + bv/3) = (—a) + (—b)Vv/3, kuna paarisarvude
vastandarvud on paarisarvud.

AG4: Reaalarvude liitmine on kommutatiivne.

R2: Olgu a, b, c,d € 2Z. Siis

(a4 bV3)(c+ dV/3) = (ac + 3bd) + (ad + be)V/3.

Kuna paarisarvude summad ja korrutised on paarisarvud, siis jielikult on
korrutamine samuti algebraline tehe.

(GG1: Reaalarvude korrutamine on assotsiatiivne.

G2: Kui 1 = a+ bV/3, siis V3 = 52 € Q, kui b # 0. Jarelikult b = 0, ja
a = 1. Kuid samas 1 € 2Z. Seega iihikelement siia hulka ei kuulu.

R3: Reaalarvude liitmine on korrutamise suhtes distributiivne.

G3: Uhikelementi ei ole, seega ei saa podrdelemente defineeridagi.

(GG4: Reaalarvude korrutamine on kommutatiivne.

Reaalarvude seas nullitegureid ei saa olla, sest kui ab = 0, siis a = 0 voi
b=0, kui a,b € R.

Vastus: Tegu on kommutatiivse ringiga, mis ei ole korpus ja milles ei
ole nullitegureid.
e) R1: Olgu a,b,c,d € Q. Siis

(a4 bV/2i) + (¢ + dv/2i) = (a + ¢) + (b+ d)V/2i.

Jielikult on liitmine siin algebraline tehe.

AG1: Kompleksarvude liitmine on assotsiatiivne.

AG2: Tlmselt 0 = 0 + O\/ﬁi, sest 0 € Q.

AG3: Samamoodi —(a+bv/2i) = (—a) + (—b)+/2i, kuna ratsionaalarvude
vastandarvud on ratsionaalarvud.

AG4: Kompleksarvude liitmine on kommutatiivne.

R2: Olgu a,b,c,d € Q. Siis

(a4 bV/2i)(c + dvV2i) = (ac — 2bd) + (ad + be)v/2i.

Kuna ratsionaalarvude summad ja korrutised on ratsionaalarvud, siis jareli-
kult on korrutamine samuti algebraline tehe.



G'1: Kompleksarvude korrutamine on assotsiatiivne.

G2: Timselt 1 = 1+ 0+/2i.

R3: Kompleksarvude liitmine on korrutamise suhtes distributiivne.
G3: Olgu a,b € Q ja a+ bv/2i # 0, st kas a # 0 voi b # 0. Siis

1 a — b\/2i a —b NG

pr— pr— —|— .
a+b/2i a2 — (V202  a?+20  a?4 202

On selge, et 5, ﬁ € Q, ja murru lugeja on positiivne. Jérelikult on
tegu korpusega. | Kontroll:

a —b
bv'21 21
(a+ \/_Z)(a2+2b2 a2+262\/_l)

2222 (—ab+ ba)V2i
_a \/_Z+(a+a)\/_zzl+0:1.]
a? + 2b2 a? + b2

_|_

G4: Kompleksarvude korrutamine on kommutatiivne.
Vastus: Tegu on kommutatiivse korpusega.

Ulesanne 7. Tdestada, et jirgmised maatriksite hulgad on ringid maat-
riksite liitmise ja korrutamise suhtes. Teha kindlaks, millised neist on kom-
mutatiivsed ja millised on korpused. Leida koik pooratavad elemendid neis
ringides, mis ei ole korpused. Leida koik nullitegurid nulliteguritega ringides.

b) M = {(Z ?;b) la,b € QZ}.

Lahendus: R1: Olgu ¢, d, e, f € 27Z. Siis

c 3d L (e 3f\ _(c+e 3(d+f)

d c f e) \d+f c+e )
Kuna paarisarvude summa on paarisarv, siis kuulub summamaatriks hulka
M.

AG1: Maatriksite liitmine on assotsiatiivne.
AG2: Kuna 0 € 27, siis nullmaatriks kuulub hulka M, vottes a = b = 0.

AG3: Tmselt, — (¢ 2) = (:Z __ib> kuulub hulka M.

b a
AG4: Maatriksite liitmine on kommutatiivne.
R2: Olgu ¢, d, e, f € 27. Siis

c 3d\ (e 3f\ [ce+3df 3cf+ 3de
(d c) (f e> N (cf—i—de ce+3df)'
Kuna paarisarvude korrutised ja summad on alati paarisarvud, siis kuulub
saadud maatriks hulka M (kus a = ce 4+ 3df, b = cd + de), ja tegu on
rithmoidiga.
(G1: Maatriksite korrutamine on assotsiatiivne.
G2: Kuna a € 27, ei saa iihikmaatriksit sellisel kujul esitada, ja tihikmaat-

riks on ainus maatriks, mis maatriksite korrutamisel {ihikelemendiks sobib.
Seega monoidi meil ei ole.



R3: Maatriksite liitmine on maatriksite korrutamise suhtes distributiivne.

G3: Kuna det (Z ?;b) = a® — 3% ja |a® — 3V?| > 1 (sest kui a® = 307,

siis v/3 = ¢, aga /3 on irratsionaalarv, ja a* — 3b* # %1, sest vasakul pool
vordusmérki on on paarisarv), ei saa iihelgi maatriksil olla pé6rdmaatriksit
hulgas M, sest maatriksi ja tema poordmaatriksi determinandid on poord-
arvud. Kui iiks neist on {ihest suurem, peab teine olema viiksem. Jarelikult
pooratavaid elemente siin ei leidu, isegi kui iithikmaatriks sellesse hulka kuu-
luks.

G4: Kuna analoogiliselt R2-ga on c,d, e, f € 27 korral

e 3f\ (c 3d\ [ce+3df 3cf+ 3de
f e d c¢) \cf+de ce+3df )’
siis on antud juhul tegu kommutatiivse ringiga.

OlguA:(C 3d)7é07é<; 3f) B,sta,b,c,d € 27 ja kas ¢ # 0 voi

d#0jae#0voi f#0. Imselt det(A) = ¢ —3d*> # 0 # e* — 3f? = det(B),
sest muidu oleks nt. ¢* —3d? = 0, kust juhul d # 0 on v/3 = £ € Q, vastuolu.
Kui d = 0, siis ka d = 0, samuti vastuolu. Ja teise determinandi korral
saab samamoodi arutleda. Jérelikult det(AB) = det(A) - detB # 0, mistottu
AB # 0. Nullitegureid selles ringis seega olla ei saa.

Vastus: See hulk moodustab kommutatiivse nulliteguriteta ringi, mis ei
ole korpus.

Mairkus: tegelikult on niha, et struktuurid iilesannetes 6. ¢) ja 7. b) on
isomorfsed, ehk tegu on sama struktuuriga, antud juhul kommutatiivse nulli-
teguriteta ringiga, mis ei ole korpus. Esitatud detailsed toestused kinnitavad
seda asjaolu.

Ulesanne 8. Téestada, et jargmised funktsioonide hulgad R — R on
kommutatiivsed iihikelemendiga ringid funktsioonide punktiviisilise liitmise
ja korrutamise suhtes. Leida nende ringide pdoratavad elemendid. Millistes
neist ringidest leidub nullitegureid?

c) 16igul [0, 1] diferentseeruvate funktsioonide hulk;

Lahendus: R1: Kahe diferenseeruva funktsiooni summa on diferentsee-
rw ((f+9) =f+9)

AG1: Kuna iga x € R ja diferentseeruvate funktsioonide f, g, h korral
(f+(g+h)(x) = f(x)+(g(z)+h(x)) = (f(2)+g(x))+h(x) = ((f+9)+h)(z),
siis f+(g+h)=(f+g)+h.

AG?2: Nullfunktsioon on diferentseeruv.

AG3: Kui funktsioon f on diferenseeruv, siis on seda ka funktsioon —f,
kus (—f)(x) = —f(x) iga = € U korral.

AG4: Analoogiliselt AGl-ga f + g = g + f suvaliste diferentseeruvate
funktsioonide f, g korral.

R2: Kahe diferentseeruva funktsiooni korrutis on diferentseeruv ((f-g)" =

fla+ fg).



G1: Analoogiliselt AG1-ga f(gh) = (fg)h suvaliste diferentseeruvate funkt-
sioonide f, g, h korral.

G2: Konstantne funktsioon 1, st 1(z) = 1 iga « € R korral, on diferent-
seeruv.

R3: Kuna iga x € R ja diferentseeruvate f, g, h korral

[(f +9)-h(z) = (f+9)(x)- h(z) = (f(x) +9(z)) h(z)
= f(&)-h(z) + g(x) - h(z) = [(f - h) + (g - W)](2),

on meil (f+g)-h = f-h-+g-h. Analoogiliselt saab néidata, et f-(g+h) =
f-9+f-h

G3: Funktsiooni f : R — R pdéordfunktsiooniks peaks ilmselt olema % .
R — R, kus %( x) = ﬁ Selline funktsioon leidub parajasti siis, kui f(z) # 0
iga z € R korral.

GG4: Analoogiliselt AG1-ga fg = gf suvaliste diferentseeruvate funktsioo-
nide f, g korral.

Olgu f(z) = (x —0,5)% kui z € [0,5;1] ja f(z) = 0, kui z € [0;0,5],
ning g(x) = 0, kui z € [0,5;1] ja g(x) = (x — 0,5)%, kui = € [0;0,5]. Siis
f#0,9#0,aga fg =0 jamolemad funktsioonid on diferentseeruvad (ainus
kiisitav koht on punktis 0,5, kus molema funktsiooni tuletised kummalgi
poolldigul annavad 0).

Vastus: Poéoratavad elemendid on diferentseeruvad funktsioonid, mille
viftuseks ei ole 0 mitte iiheski punktis 16igul [0, 1]. Nullitegureid leidub.

Ulesanne 10. Leida ringide Zr, Zyo, Z12 koik pooratavad elemendid.
Lahendus: Vt iilesannet 9. b). Selle pohjal on Z; poératavad elemendid

1,2,3,4,5 ja 6, st koik nullist erinevad elemendid. Ringi Z,o podratavad ele-
mendid on jirelikult 1,3,7 ja 9. Ja ringi Z;, pooératavad elemendid on 1,5,7

ja 11.

Ulesanne 18. Leida ringide Z7, Z1g ja Z1o koik alamringid.

Lahendus: Olgu R < Z; alamring. Siis kas R = {0} voi leidub @ € R,
a # 0.

Kuia=1,siis1+1=2€R, T+§:§ € R jne. Seega R = Zj.

Kui g = 2, siis 2+2+2+2 =1 € R ja eelmise arutelu pohjal ikkagi
R =7.

Kuia=3,siis3+3+3+3+3=1¢ R jaikkagi R = Z,.

Kuia=4,siis4d+4=1¢€ Rja R=17Zr.

Kuia=5,slis5+5+5=1¢€ RjaR=1Z;.

Kuia=6,siis6+6+6+6+6+6=1¢€ RjaR=12Z;.

Seega on ainsateks voimalikeks alamringideks {0} ja R. Ilmselt on need
hulgad ka kinnised liitmise ja korrutamise suhtes.

Olgu R < Zy, alamring. Jille kas R = {0} voi leidub @ € R, a # 0.

Kui a = 1, siis saame jéllegi, et R = Zq.

Kuia=2slis2+2=4,2+4=6,2+6=28,4+6 =0 jaei ole raske
niha, et paarisarve (ja nulli) liites ja korrutades ning kiimnega jagades on



Kui a = 3, siis3+34+34+3+3+3+3=
Samamoodl on a = 7V01 a= 9 korral 3.7
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Kma=5¢m5+5:a55=55+6 5,040=0ja0-0=0-5=0.
Seega on R = {0,5}.



